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, 
INTRODUCCION 

Como ¡cabemos, toda gráfica conexa G tfcne asociado 

un espacio métrico ( V(G), d ) (ver definición en la 

página 9 ), donde V(C) es el conjurHo de los vértices de 

G. Estucliarcmus las gráficas a t1ávc5 de su métrica 

asociada, y veremos corno ciertas condiciones georné 

t r i e a s 
1 

e o m o la d e s i g u n 1 d a d el e 1 r r r 1Í n g u l u , l a d e 1; i g u a 1 -

d a d t o l o m e 1 e a , 1 a e o n d i e i r5 11 el e 1 o s e u a t r o p u n t o 8 , 1 a 

' , propiedad geodcsica, la propiedad de debilidad gcode 

s 1 e a y o t r a s d et e r m 1 n a n m u e h o j e' l a e r; t r u e t u r a d e l a i:; 

gr{ificns. En enpecial, a partir de dichnn propiedades 

s e d a n e a r a e t e r i z a e i o n e n d e d l v e r n a 1; e 1 a B e s d e gr á f 1 c a s 

como árboles, ftrboles de llunimí, gráflca1; de clanes, 

gráficafJ débilmente geodt~sicas, f}:_ - grllflcas, gráficas 

tolomeicas, grlíficas semlrolomelcan. 

Para una mayor f:icilidad en la comprensión de esta 

tesis doy al principio las definiciones elementales que 

se tienen que conoct~r y que son definiciones básicas -

de la teoría de gráficas. 

La tésls está dividida en niete seccionen, al princt 

pio de cacla sección se dan más definiciones que se 

requieren en dicha secci6n. 



Se incluyen diversas caracterizaciones de las gráficas 

con la propiedad tolomeica, y en particular en el teo -

rema final de esta tésls, se da una caracterización 

re c u r s i v a (1 e e 11 a s . E s t a e n r a e t e r i za e i ó n e s i m p o r ta n -

te porque permite determinar si una gráficJ es tolomei 

en verificando si ciertas ~•ullgriíficas lo son. y al mismo 

ti e 111 p o nos d a un 1n é t o d o p n r a e o ns t r u i r la s gr ií f i c a s 

con l::i propiedad tolomcica. 

Todas las gráficas consideradas aquí, salvo mención 

expresa de lo contrario son conexas. 

Este trabajo estií basado en artículos de David C. 

Kay, Gary Chartrand, Fred S. Roberts, Joel H. Spencer 

Edward Howorka, Peter íluneman. (ver referencias). 

Expreso mi rniís profundo agradecimiento a mis 

maestros, llo ·rtens!n Caleana Siinchcz y l!ugo A. Hin

cón Mejía por tollo el entusiasmo con que me ayudaron 

y todos los consejos que me otorgaron para l.i realiza 

eión de esta tesis. 
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·:: : ';,· de gr ñ f i c as . s L' d ;i un ;1 e a rae t e 1· i / ;1 ,. i Íl 11 d v 1 o'"' 

dt.· cierto tipo de gr;íficas tolomvicas. 

Ln seg111Hl;1 sl'cL·ili11 t r;1r a sobre· la ¡ir1¡pÍL'd;1d ~ \" 

s e: d a u 11 a e a r a e t v r i z " e i ó n d e l a s g r (¡f i e a s d e c 1 a n '-' s <I 

p.irtir de dicha prtipil'dnd ,j., 

1 . a t e r e L' r a s e e e i 6 n t r a t a s o b r e l a s p r o p i e LI a d L' s 111 (.· ·· 

tri en s de e i l' rt as gr {1 f i e •1 s de e 1 a n v s. u 11 u de 1 o¡.; ten re 

m ;1 s rn ií s i 111 ro 1· t a n t L' s ,_. s v 1 q u e se r L' f i t• r ..:· a 1 :1 e :1 r ;1 r 

t t' r 1 z n c i ó 11 m é t r i e a d e {1 r b o J e s d e· 11 u s i m i . 

f. a r u n r : a s e e e i ó 11 e s u n a r t re u l o d e• 1\ u n e m a n s u h 1· c 

ciertas propic•dndl'f; m(tricas dv [11 bcdes. 

En la se e e i {J n e i 11 e o se da un ;1 e a rae 1 e r i z ne i f• n de 1 ns 

grñficas con distnncin hcrcditnrla. 

En In scxtn sección r;c da unn rclación entre laA gr.1 

f i ca s t o lo rn e i e a!; y las g rii f i en s e o n di s t a ne in her e d 1 t n -

ria teorema .35 

En la ~;éptlma sección se da una caracterización dt' -

las grfiflcac; tolomcicas a partir tic la cstructurn de los 

clallL's de la gr:íflcn. 

•) 



El s l g u l e n t e d i<1 g r n m a m u e s 1 r a l a r e l a e i ó 11 L' 11 t r 0 

distintas clases de gráfica:;, donde la flecha de~ n C. 
s e l'i a l a q u e l a e 1 a s '-' ~ e s t il p r u p i a m e 11 r e e o n r e 11 t d ¡¡ v 11 1 a 

clase~ . 

Arllul de llusiml:: Cr:ífica simple)' Tulumeica 

l 
( JlJ) 

((1) 

Gráfica dél>ilmc111L• geodésica 

j ( IR) 

G r ó f i e a S i 111 p 1 (' 

(13) 

1 (oot" pág. :JO) 

Gráficas Tfllomelcas- Gráfica Sl'mirolomcica l (2\) 

~-.Gráfica 

1 (11) 

Gráfica de Clanl's 

3 



O E F ~ N l C I O 1'1 E S E LE M E N T A L E S 

Una gráfica G consist1= de un conjunto finito no vac·ro 

V(G) de vórtices y un conjunto A(G) de parejas no 

ordenadas de elcm<~ntos distintos de V(G). llamadas 

aristas de G y que denotaremos por ÜV. 

Si Üv €. A( C) de c 1 rn os que u es a el y fl cent e a v. 

SI G y 11 son dor. gr{lficas, decimos que son isomorfas 

y lo denotar e rn os por C ~ 11 . si ex i s te un a b i y e e e 1 ó n 

entre V(G) y V(ll) r¡ue preserve la adyacencia. (en 

a m ':los sen ti el os ) . 

Si G y H son dos gráficas tales que V(ll) e V(G) y 

A(H)C A(G) decirnos que Hes una subgráfica de G. 

Si V ( G) V ( l l ) . 1-1 e s u n a s u b g r {I f i e a gen e r a d o r a d e G . ---- ----·------------
Sí. Se. V(G). l:i Hllbgráfica t.. S) Inducida por S, es la .. _, ___ , ______ . _____ ... ______ . --------·--·----

gráfica que tiene por vértices a los elementos de S y 

üVE: A((S/) sl y Rólo 1;i ÚvE. A{(;) y u,vES. 

lJ n e a m in o d e u n a g r á fi e a e; e s u 11 n s u e e s i 6 n a l t e r n ad a 

de vértices y aristas u •. x,. u, .... , u.,.,. x,... 11,\ que comien 

za y termina ·con vérticeH, en el cual cadn arista Xt es 

in e id en te con el v é rt i e e que 1 e pre e e de y el v (> rt le e que 

le sigue inmediatamente. Este camino une u 0 con u"' y 

se su e 1 e den ot n r por u. , u 1 , • • • , u"' s i en do e vid e 11 tes la s 
4 

aristas en el contexto. 



Si u 0 = uf\ el e a m 1 n u es e e r 1· ;.1 Jo. 

l 1 n n r ra ve et u r i n ( pu r abre:'.' i ac i ú n t r a v ) es un en mino 

c:n el que tl•dos lus véníCL's son dlsrinrus. Un camino 

Unn di;1g-u11n[ dl· un ci1·/p L's una ;1rí:·ta que tient• nniius 

e:· 1 r ·: 1110 s vn e J e i e l u pero 11 n e , a r i s ! 11 de 1 e 1 e ! o. 

! · n e i e l ll i mi LIL' id o e n e ,~;.: u 11 e i e l o si n di a ¡r u 11 al es e: 11 (j . 

Ln !1Jn,_;itud dL' u11 camino. unn trn1·ectLll'i<1 o un ciclL' --'---
esttÍ dada por el nl11nL·ru dt~ ~trist~1s que ~part_•Ct·n en 

e n d a un ;; . ( t e su e ! e d L' 11 o t 1ir pu r .Q (u,,. u, ..... u.,), J.. ( T) 

_Q(c() ). 

Si e :.1 Ja par de v t' r t i e es de C e s t a un id l' p 1 l r un a t r a~· e e -

t o r i a de e , d e e í m '' s q U L' C e s e o 11 t' x a . 

E 1 g r ad o de u n \' é r 1 i e e v d L' e; . e s e l n a me r o d e a r i s r a s 

i ne i d L' 11 te s e on v . 

(' n v é rr le e d té el) rt L' cf e un a gr á f 1 e a G es un v é rt i e e t al 

q tt e s u su p r (' s i ó n i 11 e r e m t.' 11 r a a 1 n ú 111 e ro d e e n m pon e n l e s 

de C. 

! ' n n a r í Rt a d e e ,, r i t· ( u p u e n l ~, ) d e u n a ¡! r t\ f i e a e; , E' !-l -------------
11 n , 1 " r i •;t a t a 1 q u e· su s u p r r· s i (111 i 11 c r v m c.: 11 t ;1 n l n \Í m (' r o 



Un corte S de una gráfica G, es un conjunto de vértices 

o aristas de G. tal que la gráfica G - S (o G'S) es 

d l s c o n e x a ( n o e o n e x ,1 ) • 

S l S es u n e on j u n to de v é r t i e es , -º--.: ... 2 es la gr á fi e a -

que se obtiene de C. quitando los vértices de S y 

la:' aristar; qu(: tienen :l11;uno de sus extremos en S. 

Si S e s u n e o n j u n t o d e a r í s t ;1 s . 1 a g r á f í e a G - S s e 

obtiene a partir dL' G, quitando laB arístan de S. 

Sean v,,vzt:. V(c;); (v, / vt) SS V(G). v, .v1 !:s. el con-

junto S separa v1 de Vz ~>i en G - SJ v1 y \'t estan en 

componentes dl1itlntas. 

Sea e; una griífica conexa. un conjunto S de vértices 

d(~ Ges un conjunto de _c:_n_1·.~_(! __ _r:i:'-~_n_ín~~ de G, sl ningún 

sub e o n j unto p ro pío de S es un e o n j un r o de e o rt t' de G. 

La di s t an e i a d (u, v ) , es la long i tu el de la t raye et o ria 

más e o r t a q uc 1 o B un e (u , v ¡;: V (e) e o n G e o ne x a ) • 

U n a t ru ye e t o rt a e s .!}.:'..~:! e'~~~-.'.: , B i J!. ( T ) = d ( u . v ) e o n 

u. v extremos de la t raye et orla T. 

Grdflca trivial es Ja grlHlca que contiene un sólo 

vértice. 

Gr~_!'_!.~~-con~p_!_~-~.'.: cfl In gréflca en la que V u, v~ V(G), 

d (U, V) '' l . 

6 



.Qr.!_f}~-~ ~rlang~lada, una gráfica se dice que está 

triangulada, si cada ciclo de G de longitud'?:, 4 tiene 

una diagonal, (la!< ~ráflcas trianguladas también son 

llamadas gr iifiL:n~' con ciclo" rfgiclo'" ), 

par a e u al es q u i era dos v t!: r t i e es de 1,1 gr{¡ f i e a, existe 

un a tí ni e a t :- ;iv e et o ria de longitud m f ni m a g u e 1 os un e. 

Una griiflc~1 conexa C: es débtln- ·Jnte ~cod1f~~· si para 

e u a 1 es q u! e r u dos \' é r ti e e s u, v t: V ( C ) t a le H q u e d (u , v) =: 2, 

existe una única l rayectorla de io;; 0,:ru:.! dos r¡ut- los une. 

ll n b 1 ex¡ ue de un n ¡¡: r ií f i c a con ex n G, e s un a sub gr á f i e a 

máxima conexa no trivial y sin vértices de cor'e. 

Un clan de 1rnn gr,ífica G,es una subgráfica máxima com--
pleta de G. (e.d. un clan eR una subgráiica completa de 

C. la e u a 1 :1 o e s t 3 pro pi a mente con re ni da en alguna otra 

suhgriífica completa de G ). 

Una gráfica conexa sin ciclos es un árbol. 

Una gr:Hica (; vs un _!rb'2_Lde llusimi si G es conexa y 

todo bloque ele G Cf! completo. 

cuyos vértices pueden ser puestos en correspondencia 

u n o a u nn e o n l o fl e l a ne s d e G , de t a l m a ne r a q u e d os 

vértices d{' K(G) nun ndyacentes si y sólo si los corres 
-7 



pondlentes clanes de e tienen intersección no vacra. 

( l a g r á f i e a d e e l a n e s e s l a g r á f i e a d e i n t e r se e e 1 6 n d e 

los clanes ). 

8 



1 ) 

2) 

, , 
ESPACIOS METRICOS DE GRAFICAS 

, 
DEFINICION - Un espaclo métrico M. ee llamado el 

espacio métrico de una gráfica, (o eopaclo métrico grá

fico), al existe una gráfica G tnl que M = M(G). (e. d. 

si existe una gráfica G, cuyo conjunto de vértices se 

pueden poner en correspondencia h!yectlvn con los puntos 

de M, e n t al f or rn a q u e la d i H t a ne 1 a en t re e u a 1 e s q u le r a 

dos puntos de M, co igual a la distancia entre los 

correspondlentefl vértices de G). 

, 
DEFI NlCION. Un enpaclo métrico (M, d) es llamado 

tolomeico si para cualesquiera cuatro puntos x, y, z,w& M 

se cumple: 

d(x, y), d(z, w),$d(x. z). d(y, w) + d(x. w), d(y, z) (llamada 

de a l gua 1 d ad to_! o me 1 e a ; el pro d u c ro de la a 1 o n g l tu el e n de 

las "diagonales" es menor o Igual que la suma d<i los pr~ 

duetos de laa longitudes de los "lados" opuestos). 

NOTA: Para cuatro punto11 cualesquiera x, y, z. wt'! M tene-

mos 3 deai~ualdades rolomclcaa: 

1) d(x, y) d(z, w)' d(x1 z) d(y, w) + d(x, w) d(y, z) 

2) d(x, w) d(y. zH:d(x, y) d(w, z) ·t- d(x, z) d(w. y) 

3) d(x, 1:) d(y, w)(d(x, y) d(w. z) + d(x, w) d(y, z) 

9 



3) DEFINICIÓN. - Una grAflca cuyo espacio métrico asociado 

es tolomelco, es llamada grUlca tolomelca. 

4) PHOPOSICIÓN. • Si M "' M(G) es un capaclo rnl:trico 

gr!ffico que puede sumerglrac* en algiln Cflpaclo euclldeano 

E, entonceu G e11 una trayectoria (y puede sumergirse en 

IR 1 ). o blen eEJ una grátlca completa de orden n (y puede 

8Umerglr9e en l[\
1
1-1 ). 

Demostracl.ón. - Por rc<luccl6n al absurdo, supongamos que 

G es tal que M(G) se sumerge en un espacio euclidcnno E 

y que G no es una trayectoria ni una grliflcn completa. 

Como no es una gráfica completa exinte u, vE;V(G) tal que 

d ( i.:., v )'> 1, s 1 n p é r di d a de gen era lid n d fJ upo n g a m o n r¡ u e 

d(i:., v) = 2. 

1 ...... ___ _,u..,___w ___ _.Ñ .. ••••..••• - - -· • - -

Y t::, w, v están en una recta J}. en E. 

e ora o G n o e s un a t r a y e e t o r i a ex l s t e z E V ( G ) r a 1 q u e z ¡a. 
Consideremos A= \téV(G): tfk~1Af!Í pues ze.A. 

Sea xE A tal que el (x, lw. v. ut) sea rnfnlmn. 

Nor:emoa que d(x, \w,v.u})" l. pt!CH HI d(x, {w.v,uf >~ 

= n con n) I, Sea T una trayectoria dC' x ;i lw, v, u~ de 

* M(G) se sumet«¡e <:'n F:, oi uxf!lte lf : M(G)-f' E funci6n biyectí-

va que preserva l;i ml\trl.ca. <lf19.'l(x,y) '" d,{(ltxl ,lf (y)). 1 O 



X. 
R 

longitud mfnima T::(x 01 -,:.,, ... J.,.),x..,1:\w,v 1 u\ d(x 1 .iw,v,u}) 

= n-J, por la selección de x tenemos que x 1 f.Q pero 

e n t o n e e s t a m bh~ n . te n e m o s q u e : 

cilx, x..,) :: V\ 

d l x, X.,)= 1 
d t 'X.11 )(l'I~:: n-1 

o 
x/.Q.. 

.Q. . ----- -
_j.._L_ _ _L~--==-~-- ....... - -

x, )1(.1'1 
r- (H.)~-------- - ., -1 --------1 

Como xt/J.el segmenro x\ hace un tingulo e con la recta .Q 

Por el teorema de P!tiígoras: 

.. 

.. 

Sen?&+ (Cose.+ n-1)'2." [d(x, x .. ff2. 
Sen?..&+ Coaª&+ 2(CoflEt)(n-l) +ni. -2n+l 

n'- -2n + 2(n-I) Co~HH 2 00 d(x. x.,)'- = nz. 

·2n + 2(n-I) Coso+ 2::: O 

2(n-l) Cos&::: 2n - 2 

1. 
d(x. x.,) 

Cos-&" (0<&<180º:.Cosé-f 1) J· 
Esta contradicción muestra que d(x. ~u.w, v~) == l. 

Entonces: i)cl<x.u) = o 11) d(x,w) o iii)d(x,v) =l. 

Si 1)1 entonces como d (x, w) ~d(x. u)+ d(u, w) = l + 1 '" 2. 

Ademlís d(x,w)(2 pues si d(x,w)"' 2 entonces x,u,w estarfan 

alineados y ,'. x €:: .Q. f. 

1 1 



Como d(x,w)<2 y xi w entonces d(x,w)::: l y tenemos 

la siguiente situación: 

\, 
i ... 

.... 
..... .... 

..... 
..... 

1 u..> 1 tú 

dl"·"') ~ .r;t f N !· 
S i m é t ríe a rnc n t e n o e s p cm i b le q u e d ( x , v ) l . 

S 6 lo 11 o s q u e d a e 1 e a Ro ii ) es de e 1 r d ( x . w ) = 1 , de 

nuevo d(x,u)~d(x,w) -f d(w,u)"' 1+1 = 2, d(x, u) /- 2 

pues si d(x, u)= 2 entonces x, u, w estarían alineados y por 

lo tanto x4.R_ f, 
:. d(x, u)< 2 

d(x, v) ,,,.fil 1 · 
d(x, u) l y como en el caso l) 

As r que fl upo ne r r¡ u e M ( C) se sumerge en un es p a e i o e u e l1 -

deano es insontenihlc con la hipótesis de que G no sea una 

t raye et o r 1 a o un a gr ií f le a e o m ple t a •• 
Si en lugar de pedir que M(C) ne sumerja en un espacio 

euclidcnno, pccllrnoo nada mán que G sea tolomcica y 

12 



débilmente geodésica; entonces G ya no estará obligada 

a s e r u nn g r á f i e a e o m p le t a o u n u t r a y e e to r i a , y n ad a 

más se fuerza a que los bloques de G sean subgráficas 

completas (e. d. se fuerza u que G seu un úrbol de 

Husimi). 

l:s decir, la condición de ser débilmente geodésica y 

tolomeica es más dóbll que: lu concllción de ser sumergi

ble en un espacio euclideano. 

1 3 



Daremos una caracterlzaclOn de loe Eepaclos Métricos 

grt\flcos para lo cual usaremos el elgulente concepto: 

Sea M un espacio ml!trico con métrica d. Si a, bE M 

e n t o n e e s pa r a x l'i M s e d 1 e e q u e e s t A e n t r e a y b s i y 

S 0 l O B i d (a, X)) (}, d (X, b )> () y d ( il, b) = d ( fl, X) + d (X, b). 

C a r a c te r 1 z a e i 6n d e E s p a e l o a Mé t r 1 e o a d e G r á f i e a e 

5) TEOREMA: Un espacio métrico finito (M, d) es un espacio 

métrico gráfico si y sólo el: 

l ) La distancia entre cualesquiera dos puntos de M es un 

entero. 

li) SI a, bf< M y d(a, b)} 2, exlote xé M tal que x estA entre 

a y b, 

Demostrac16n: ='>). 

l ) Sean a, bti M. por deflnlc16n d(a, b)">O y d(a, b) = O (=> 

a= b, {por definlcl6n de distancia entre dos puntos 

que e e el r, tl mero de ar· t s t a s en la t raye et orla de a a b). 

ll) Sl a, b(. M son tal que d(a, bH 2 por deflnlclOn de dts-

t a ne l a ex 1 st e x lo M tal que d (a. b) "' d ( a • x ) + d ( x , b) 

luego x está entre a y b. 



(:::), Sea M un espacio métrico que satisface (i) y (11) 

y e o n si de re G un a gr fi f i e a e u y os v é rt í e es pueden 

ser puestos en correspondencia uno a uno con los 

puntos de M y donde don vértices ele G son unidos 

p o r u na a r i s t a s i y s ó 1 o s i l a d i s l a n e í a en t re I os 

cor re spond len res pun t(n; de M es un o. 

Asf,sc tiene que Mes un espacio métrico asociado 

a la gráfica G. 

El espacio métrico (M, d) donde: 

[

Ü si X = y 
d(x,y)= 

1 si X :/- y 

es el espacio métrico asociado a una gráfica com· 

ple ta. 

15 



6 ) 

GRAFICAS TOLOMEICAS DEBILMENTE GEODESICAS 

TEOREMA Una gráfica G d6bilmente geodésica es 

tolomeica l.='1 G es un árbol de Huslmi. 

Demostración ("). Sea G un árbol de lluslml ( se quiere 

probar que se cumple la c!(~¡ligualdad tolome!ca ). 

Sea p, q, r, 11€V(G) como 1.u des!gunldad es obvia, al tomar 

dos o rn á s de lo¡; v 6 rr. i c e s p, q . r , s i gua le s , pode rn os 

supon e r, que lo ll v é r t 1 e es son d 1 s ti 11 •o o don a dos . 

Emplearnos lnd11cción trnbre n ~ f V(C)j. 

La has e de la in d u e e i ó 11 e H o b v 1 a p a r a n 1 . 

Asf. Rea lv(c)¡, n:>l y nupongamos que todos los árbo

les de 11 u si rn i e o 11 111e11 o n ti e n v é r ti e e fl son to 1 orne i e os. 

Si p,q, r, s entlin e11 un miurno bloque de G, como Ges un 

árbol de !luslml, cine bloque debe ser completo, asr la 

d 1 s tan c ia entre e u a 1 esqui e r u dos de en tos v fi r t le es es 1 

y la desigualdad rolomcica resulta obvia. 

Así podemos suponer que p, q, r. s no pertenecen todos a 

un m l s rn o b 1 oque; 

Entonces G no es un bloque así que contiene on bloque 

rerminal*"L" cligarnos, ahora podemos suponer que alguno 

de los v é rt ice fl p, q , r , s pe rt en e e e n a L y no e s el punto de 

corM de Len G. ya que en otro caso, quitando los vértices 

• Es un bloqoe que contiene un único punto de co~te tle G. 

16 



de L excepto el vértice de corte de G contenido en L, 

e o n e 1 u i r fa n: o s u s a n d o 1 a h i p ó t e s i s d e i n d u e e i 611 • q u e l a 

desigualdad tolorneica se cumple para p,q, r, s y ya 

hahrrnmoR acabado. 

Supongamof: que p¡;V(L) y sea v d vértice de corte de G,1'·\:'5 

contenido en I .. Ahora. si 11€[\l(G)\ 'l entonces: 

. ' l si ue.V(L) 
o 

d (u, p) 

d(u, p) d(u, v) + 1 si u/. V(L), ya que toda 

u-p trnyectoria pasn por v. 

Consideremos 3 casos que se presentan:: 

Caso l. p y dos de los otros vértices q, r, s estan en L 

dlgnmos q, r ~L. 

Asr se tiene: 

d(p,q)~ d(p,r) == d(q,r)" 1 y 

d(p. s) 

d (p. s) 

d(q,s) 

el ( q, s) 

d(r, s) si v I {q, r~ 
, 

o 

d ( r, s) + l si r == v, t~l)Q. \ -;.'1 '4 •S. 

En cunles<¡uicrn de los suhcasos anteriores vale la 

d e s i g ll tt l dad t o lo m e i e a . 17 



Caso 2. p y uno de los vértices q, r, s están en L, 

digamos qEL, 

Si q f v se tiene; d(p, q) = 1 d(p, r) = d(q, r) y 

d(p, s) = d(q, s) se presentan las tres distintas desigual-

d ad e s to 1 o 111 e i e a fl por l a m a ne r a d 1 s t in t a de t o m a r 1 os 

vértices. 

La primera: d(p, q).d(r, s) ~ d(p, r)·d(q, s) 1- d(p, s)·d(q, r) 

la cual se obtuvo de; 

d(r, u)~ d(r, p) + d(p, s) Sd(r, p)-d(q, s) + d(p, s)· 
d(q, r) 

(pues como d(q, s)? 1 entonces; 

d(q, s)·d(r, pHd(r, p) análogamente 

d(p, s)·d(q, r) ?d(p, s) ). 

La segunda: d(p, r)·d(q, s)1.d(p, r)-d(q, s) + d(r, s) = 

(pues d(r, s)~ 1) 

= d(p, r)-d(q, s) + d(r, s).d(p, q) = 

(ya que d(p,q) = 1) 

= d(p, q).d(r, s) + d(p, s)·d(r, q). 

(ya que d(p, r)"' d(q. r) y d(p, s) 
d(q, s) 

l 8 
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La tercero: d(p, s)·d(q, r) ~d(p, q)-d(s, r) + d(p, r)·d(s, q) 

se sigue como la anterior. 

A h o r a q •1 e s i q = v . 

• tf 

Entonces d(p,q) = l y \d(p,r) = d(q,r) + 1 

Ld(p, s) = d(q, s) + 1 

Asf tenemos d(q, p)·d(r, s) = d(r, s) 

d(p, r)·d(q, s) d(q, r)·d(q, s) + d(q, s) 

d(p, s).d(q, r) d(q, r)·d(q, s) + d(q, r) 

que satisfacen lo desigualdad tolomelca. 

Caso 3. Ninguno de los tres vértices q, r, s están en L. 

Tenemos que: d(p,q) d(v,q) + 

ll(p, r) d(v,r) + 

d(p, s) d(v, s) + l 

Si quitamos L\v a la grllfica, una apllcac16n de la hipó-

tes l s de induce i ó n a q , r , r. , v nos d 1 e e que 1 os 3 n C1 mero s. 

d(v. q)·cl(r, s) d(p, q).d(r, s) - d(r, s) 

d(v, r)·d(q, s) d(p, r)·d(q, o) - d(q, s) 

d(v,s)-d(q,r) d(p,s)·d(q,r) d(q,r) 
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satisfacen la desigualdad tolomelca siguiente: 

d ( v, q ) . d( r, s) ~ d ( v, r) · d ( q , s ) + d ( v, s ) . d ( q , r) 

e o m o ta rn b i é n : d(r, s)~ d(r, q) + d(q, s) ( desigualdad 

del trfrtngulo) sumando 
I 

esto a: 

d(p,q)·d(r,s) - d(r,s)~d(p, r)·d(q,s) - d(q,s) + 

+ d(p,s)·d(q,r) - d(q,r) 

obtenemos d(p,q)·d(r, s)~d(p, r)·d(q, s) + d(p, s)·d(q, r). 

Las otras dos desigualdades de Tolomeo se Higuen análo-

gamcntc, por lo tanto la condición es suficienr~. 11 

"' ) ) • Su p o n g a rn o s q u e C e s tl é b i 1 m e n r e g e o d é s i e u y 

tolomeica,probaremos que todo ciclo de e; contiene todas 

sus diagonales con lo que quedará probado que todo bloque 

es completo y por lo tnnt:o G será árbol de l!usimi. 

Si G no ti en e e i e 1 os, G e fl un 6 r b o 1 y por 1 o tanto es un 
ti 

drbol de l!usimi. 

Si G tiene ciclos mostraremos que cualquier ciclo C. tiene 

todas sus diagonales en G, y ésto lo haremos por inducción 

sobre ln longitud de C. 

1) base si n :e 3, el resultado es obvio. 

2 ) s i n º' t D e R e l a r o q u e l a e o n d i e i 6 n d e de b i ll d n d 
t'1 

geodésica hace que el ciclo tenga sus dos diagonales. 

20 



(Si por ejemplo no hubiera la diagonal ÜV en G, entonces 

d(u, v) = 2 'f habría dos trayectorias geodésicas de longi-

tud 2 de u a v f ) . 
Por lo tanto sea n)4 y supongamos que todo ciclo de Ion-

g 1 tu d menor q u e n e o n tiene to tl as R u s d l. a g o n G 1 es . 

3 ) s e [] e = ( llo . u 1 ' . • • . ' u n = u o ) u n e i e l o e 11 e . 

Si C contie1tc una diagonal D: ü,;U.,, (r( s - 1 digamos) 

e n t o n e e s D d i v i d e a C en d os e l e l os d e 1 o n g i t u d me n o r q u e 

n, a saber; 

c.,: 

\ 
' ' ' \ 

1 
\ 

' • 
' 

Por hipótesis de inducción e, y C'l. contienen todas sus 

diagonales adem1ís si Ut€ [v(C,)\ { uir, u5~ y 

u; &[V(C~) '-.._{u", u5\], entonces C~"' (u-;_, u", u;• u5 , ut) 
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es un ciclo de longitud 4 y por tanto contiene todas sus 
._. 

diagonales, en particular u:.u~ es una arista de la gráfica. 

Asf que la inducción estará completa una vez que probemos 

que todo ciclo C Je longitud n contiene alguna diagonal 

(en ese C'.'SO, contendrá a todas las diagonales por el argl]_ 

me n t o i nd u e t i v o ) . 

Supongamos lo contrario, es decir, que C no contiene dlag~ 

na les . 

Primero afirmamos que para cualesquiera dos vértices u"', u!:t 

(r<s digamos) en e, 

d(ulf, u~.)"' min Un~). 1D'z_)~ donde; 

..Q.(T 1 ) longituddeT1 , doncleT1 =(u,..., u,,.4-1····• u5 )y 

.R,(T1.) longitud de Tt, donde Tr.::: (u5 , u .. , •... , u,..) 

son las dos trayectorias de ut1"a u!> sobre el ciclo C. 

Porque si la distancia de un- a ur. fuera menor que este 

mfnimo, entonces hnbrfa una trayectoria T?> de 11.-r a ur. de 

longitud menor que ..t(T1 ) y .Q (Tt) entonces T~ junto con 

T 1 forma na n un e 1 el o C' de longitud menor que 1 a de C 

que es n y por hipótesis de Inducción C' contiene todas 

sus el i a g o na le s y a n ii lo g amente e l e i e 1 o e o n ten ido en T ~ \J T L 

contiene todas sus dlagonaleH. 

A s r que C m l s m a e o n ten <I r r a alguna diagonal. t . 
22 



Así que tenemos que, d(u,,., u5 ) min { ~ (T1 ), J. (T1. )~ 

tomando p" u 0 , q =u,, r = ºz• s =U¡.:: con k =!J. vil+ 
se sigue que: d(p,q)-d(r, s) = 1-(k-2) [i-y¡J -1 

Asfque: 

d(p, r)-d(q, s) 

d(p, s)·d(q, r) 

2·(k-l) 

(n-k)·I 

2(}~~11 - 1 

11 - u ~1 -1 

d(p,q)·d(r,s)+ d(p,5).d(q,r) = n - 2<n - l~d(p,r).d(q,s),. 

e o n t r a l a h i pó t e s i s d e q u e C e s r o 1 o m e i e a . 

Por lo tanto C contiene alguna diagonal, por lo que contlt: 

ne todas !1uf díagonalcfi, de donde G es un árbol de llusimi.. 

Como un árbol de lfusimi es una gráfica geodésica se tiene 

el siguiente: 

7) COROLAHIO: Una gráfica tolorneica débilmente geodésica 

es una gráfica geodésica. 

Demostración. Se sigue inmediatamente del hecho de que 

una grtifica tolomeica débilmente geodésica es un árbol de 

llusimi. • 



8 11. CARACTERIZACIÓN DE GRÁFICAS. r:JB CLANES 

R.C. HAMELINK, en autrabajo (6] obtlene una con-

d l c l 6 n su t 1c1 ente .P Ar a que un a gráfica se a un a gr Af i c n 

de clanes. 

En esta sección se da una relación entre la neceRidad 

y la suficiencia para que una grlifica,uea gráflca de 

clanes, desarrollada por FRED S. ROílERTS y JOEL 11. 

SPENCEI\ ÚíJ . 

Como una aplicación de este resultndo tendremos que 

la condición de HAMELINK es también neccHarla en 

ciertos casos especialcn y que pueden ser flimpllflcados. 

Como otra aplicación se deducen ciertoB tcoremaB. 

Sea1' una colección de subgrliflcns completas de una 

grllficn H. 

8) DEFINlClÓN: DI.remos que 'X tiene la propledod ~ sl: 

(•) L 1 , L1 , ••• , LrO< y L-.f\ LjfP para toda l.j,entonces 
I' 

(.'\ L·, f; . 
"'' 

Diremos que JG tiene la propiedad et.., sl (•) vale para 

p ~ m. 

Denotaremos ')< (H) a la colección de todos los clanes 

de la gráfica H. 24 



9) Diremos que G tiene la propiedad&, si)<(G) setlsface 

la propiedad ~ • 

10) TEOREMA: (IIAMELINK) Sl ~(H) tiene la propiedad~' 

entonces 11 es gráfica de clanes. [6 J 

Note que la condlcl6n de que los puntos de H correspon 

den a clanes se refkja en los clanes de H mismo.. 

El recíproco del teorema es falso. Tomando C y H como 

se muestra en la figura. 

H =·~(G),pero ":/(.(H) no satisface la propiedad e\-, tomando 

L,=lA.B,C,Dl L,=fE,íl,F,G} L 3 ={l,D,G,H} 

LJ\ L,, f r/> L/\ Lb J ~ L1 (\ L3 J ~ pero L/1 Li.íl L3 =~. 
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1 I) TEOREMA: ( Caracterización de gráficas de clanes ). 

Una gráfica H es una gráfica de clanes si y sólo si existe una colección J<. 

de subgráficas completas de H con las dos propiedades siguientes: 

12) -:U cubre todas las aristas d<~ 11 (e.d. A(H) = U A(K) ). 
kl()(, 

22) J<. satisface la propiedad !}. • 

Demostración. .:'.'-") Sea J<. " {. L. 1 , L 1, .. ., Lp\ definimos Ci como 

sigue: V(G)'" V(Il)u}<., si h t: V(H) entonces: 

h ady L¡__ si y s<io si h~Lt; 

L . ady L· ni s6lo ni L· (\ L · f t , 
L J l.. ,) 

Si h, h' E V(II} entonces h ~ h'. 

Se afirma que H "' K(G), pura probnr 6~ito sea; 

C(h) := \ h ~ u l L t : h f L t } , C(h) es un clan de G: 

Claramente C(h) cú complctn por definición de adyacencia en G y además 

es máxima con cnra propiedad, euro es C(h) no se puede extender a otra 

subgrAfica completa de G pues fli C(h) t. r. c. G con L subgriifica cnmpleta 

de G entonces exlfitc x e: l V (L) '\.V (C(h) ) \ • ,por definición de G 

x :::: h o x '- J(. . Pero x f h pues h <: V(C(h) ), entonces x "' L i. con 

x ady"'h :. h11L • ._ :. Lt6V(C(h)) J (ya que L pV(C(h)}. As( 

pues, C(h) en cfcctlvnmente un clan de r.. Ademán loa Clnlcos clanes de G 

son de la fonna C(h) para alguna h €.V (11): 

:-:lea C un clan de C, supongamos que Jt n V(C) "" (L., L. , ••• , L. l 
•, 'l Ll(l 

donde L. n L. f 4 para toda s f t. 
~!, ~l 26 



I< 1(, 

Por la propiedad e} • n L. . F f de donde existe h é • n L tJ con lo que 
J'I ~J pi 

h ady LtJ para toda j = 1, ... , k, .'. C contiene al elemento h de H. 

Como C es completa y V(C) ={h. L· .... , L· ) y corno h E: L· 
"'' LK \..j 

i,J J<: { l, ... , k} entonces Ce Cíh), como C(h) es completa y C es un 

clan tenemosque e o; C(h), H-;'i<.(<..)." 

=/') Supongamos ll ;.'. J{(c), por demostrar que exime J<. una familia de 

compleu.1:1 de JI con las propkdrldes 1) y 2). 

Sean V(G) = {g
1

, g,,. .... g.,~ y V(II) = {h,. hi,h3 .... ,h...,\, sean 

KI, Ka, ..•. ' K..., los clnnes de e et iquetndos de t ,¡l forma que h i. ady hj 

si y sólo si K;Jl K j 1 f, (c.d. h¡_ l.'V(!I) corresponde al clan K;, de V(G)), 

Para i ~ {J, ... , n} definimos Ll. º' { hj : gi.. e V(KJ)} . Observemos 

que cnda Lt induce una subgnífica completa de I i, ( I, t ~ 1-1 ) pues dos 

vértices hrr, h.Q dC' f, t corrc.sponcle11 n dos clanes K.f, I<;. de G que 

contiene" a gt , :. 

h'1" ndy h_Q , y nsí L¡_ induce una subgrt\fica K(G) completa de G. 

Afirmacl(m: Jl " i H(L 1 ), 11 ( La), ... , ll(L,,) } tiene las propiedades 

1) y 2). 

Donde ll(L¡) es la subgr.1fica (completa ) de G inductda por Lt , 

l) Jl = f H(L, ), .. ., ll(L" >\ cubre A(ll ). 
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......... 
Supongamos que h. h. E. A(H) = 

\, J 

Tene1no:..: 

h;.-.... K.i 

h •, adyl\ hj => Kt, Kj son clanes de G 

tales que K·, (1 Y-.; 11. luego existe 

¡;_dKJI Kj~, g9 f V(G). 

Ahora h¡ l: L1 "'th~: g1 é V(Ks)} y hj f::. L1 "'l h.,.: gR €: V(K.,.)} 

,'. h¡,, hj é \'(L~) entonces 1701j eotá en la subgráflca completa de 

H inducida por LJl , y la proposición (1) se cumple. 

2) :J<. goza de la propiedad it . 

Supongamos Íf!(L:) .... , ll(L.)hJ<. ce talque L:.flL. f,/ 
1, •¡ Li ~J 1..\1. r 

~ j, k ' { 1 .... , r ¡ , entonces para cada pareja ij , iK existe 

h t { L· n L· \, g. g. E V(K ), 
cl(j,K~ l. j l. K l.j t l. K ei.lj,") 

1 •--·--• K 
l..(t',,¡) c.<t t,j) 

gt• 6. Kc<{' '~ J l,t<., => gt• ady g. , 
g. E 1( • J ' ~K 

~I<. "'l\'l .. ,kl 

se sigue que; I g. , g, , ... , g, l. <:: K !> clan de G 
l 1., l.t lofJ 

K
5 

..._. h 5 E V(H). 

hs '°' Lt, 1 pues L.._, = { h5: gi., E: V(K5 )J 
h .. El L· (\ L 1 () ••• f'IL, l 

'7 l 1.., ~l. t.'1' l 

Y as! vemos que se satisface la pr~iedad 2). • 
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g II.I. PROPIEDADES METRICAS DE CJ.ERTAS ,GEAFICAS .DE CLANES 

12) DEFINICION.- Una gráfica G es semitolomei!;;J¡ si para toaa subgrá-

fica H ( como la de la fig. l ) de G, xl> i A(G) o Ya E, il(G). 

lfig. 1) H: .W, 
13) OOTAº si H es sulJgr<Íficil de G y tli f il(G), y~ j A(G), entonces :x, 

a,b,y violan la desiqunhlad tolomeica. 

Por lo tanto: si G es tolomeica entonces G es semitolomeica. 

Demostración. Supongamos qlle G no es 1>e1ai toio11eica, existe 

( como la fig. 1. Sllbgr¿{fica de G con Yo I A(G) y 7b/A(G), 

se tiene d(a, y) 2' d(b,y) -· l, d(x,y)~ 2, d( a, :x) = l, 

d(b,x) = 2, d(a,b) = 1 entonces: 

d(a,y)d(b,x)$ d(a,b)d(y,x) + d(a.~)d(y,b) 

(2)(2)/(1)(2)+ (1)(1) 

4 / 3 

Y la de si gua Uad tolomeica no se cumple .
1 

H ---

luego 

El recíproco es falso ( e.d. si G es semitolomeica no necesaria-

mente G es tolomeica ) . C1 

o.o~ 

el -- c. 

es un ejemplo de ésto. 

e~ es semitolomeica y no es tolomeica 

d(a,c) . d(b,d) 1 d(a,b)d(d,c) + d(a,d)• 

d(b, e) •• 



14) DEFINICION.- una gr~fica Ges simple si cualesquiera dos clanes 

distintos de G, tienen a lo más un punto en común. 

e no simple 

OOTA. G gráfica simple implica G es aemitolomcica~ 

Ya que si H ( como la fig. l ) ea subgráfica de G con ;;, / G :::) 

abe!: C1 y bey!!. Ce para C 1 1 Ct clanes distintoll de G tales que 

V(C 11\C 2 ) "2{b,c~ , luego G no es ,.;imple.a 

El recíproco es falso: K~ sin una diagonal es un e)emplo. 

es semitolomeica y no es simple 

porque (c,n c~üv .• 
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GRÁf'ICAS DfBILMENTE GEODÉSICAS 

Una caracterizaci6n de gráficas d~bilrnente geod¿sicas se darS en 

teo.(17). Primero introduciremos lu noción de protuberancia. 

15 l DEFINICION: 1) Un ciclo de G r.wr5 llc1rnado un b-ciclo de G, si 

no est5 contenido en un clan de G. 

La protuberancüi de G,es el número b(G) = min \..Q (d) : <X es un 

b-ciclo j . Si G no tiene b-ciclos, se define b(G) = <><:>. 

Recordemos que un ciclo inducido de G es un ciclo sin diagonales. 

2) Un b-cic\o inducido de longl.tud ~ 4 serfi llamado un bb-ciclo 

de G. 

Claramente un bb-ciclo tiene a lo mlis una arista en común con un 

clan de G. 

La protuberancia grande de G es el número 

bb (G) "' min { ..Q (o( l;ot es un bb-cic lo } • 

Si G no tiene bb-ciclo se define bb(G) ~"° . 

3) El ~ de G se define como el número g (G) 

'1( es un ciclo de G j . 

Si G no tiene ciclos <lefinl.mou g(G) ~oO. 

Tenemos la relación entre b(Gl, bb(G) y g(G) dada por el· teore-

ma siguiente • (como un ejemplo ver ~gina 32 ). 



Sea G la grdfica siguiente; 

En la gdfica hay tres b-ciclos cx'11 q',_, ~3 . 

La protuberancia de G, b{G) ~ 4. 

Hay dos b-ciclos inducidos o(1 !j e< 1. 

La protuberancia grande do G, bb{G) 4 • .. 
El éuello de a, g(G) ~ J. 
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L6. ) TEOREMA. Para cualquier gr~fica G. 

1) 3 ~ g(G) ~ b(G) ~ bb(G), 

2) b(G)~4. 

3) Si G es conexa entonces: 

a) g(G) < C>C> si y sólo si G no es un árbol. 

b) b(G) <<>Q si y sólo si G no es un árbol de Husimi, 

4) g(G)~ 4 si y o6lo si g(G) ~ b(G) = bb(G~ 

5) si G es simple entoncea cualyuier b.:.ciclo de longitud m!ni-

ma es un ciclo inducido, en pi1rticular b(G) = bb(G). 

6) si b(G)?: 5 entonces G es simple, 

7) si G es tolomeica entonces bb(G) 7,. 5. 

Demostración. 

l) 3 ~ g ( G) ~ b ( G) :: bb ( G) 

lrol Si G no tiene ciclos se tiene por definici6ni 

g(G) = oo , b(G) = 00 , bb(G) = 00 , de lo cual 

3 ~ g(G) ~ b(G) ~ bb(G) se cumple. 

2do) Si G tiene ciclos se tiene entonces que~ 

l ciclos de oJ '.) \...b-ciclos de o3 ::> l bb-ciclos de a} 

luego min \ ! (oC.): e( es un ciclo de G} ~ min t .O..(\\):~ 
es b-ciclos de G 1 ~ rnin l i {~):~es un bb-ciclo de G} • 

3 ~ g(G) ~ b(G) ~ bb(G). 
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2) b(G)~4. 

lro} sí G no tiene ciclos, b(G) == 00 , :. b(G)? 4. 

2do) si G tiene ciclos, el ciclo de longitud mínima que 

puede no estar contenido en un clan es e, el ciclo 

de longitud 4, :. O todo ·-iclo de G está incluido 

en un clan, o al ciclo da 101~itud mínima que no -

esta' contenido en un clan, es de longitud~ 4, (e.d. 

b(G) =o<> o b(G) >; 4). 

3) Si G es conexa entonces: 

a) g(G) <00 si y t16lo si G no es un árbol. 

<.::) si G no es un árbol existe un <X -ciclo en G de donde 

g(G) ~J. (..e} por lo tanto g(G) <"""" • 

=>) g(G)<oo se sigue que G tiene un 0(- ciclo tal que 

g(G) = Jl.<o<)< ~;.G no es un árbol. 

b) b(G)<oo si y sólo si G no es un árbol de Ilusimi. 

=>) b(G)(e>O implica quo en G hay un cJ..._ ciclo contenido 

en un bloque qut~ no es completo, de donde G no es un 

árbol de Husimi. 

4=) G no es un árbol de H._¡!JÜÜ, entonces existe un bloque 

B que no es completo, y se tiene que D tiene por lo 
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menos tres ve'rtices. Sean u, ve V(B) tal que 

u~ v,como Bes bloque con ¡v(B)j~3, entonces 

existe un ciclo o( en D que pasa por u y v, y o( es un 

b-ciclo ( falta la diagonal entre u y v ) 

: , b(G) ~ _Q (t< ).e 0<0 

4) g(G)) 4 si y e6lo si g(G) s b(G) = bb(G). 

=)) Sea o( un ciclo tal quo .RC«) ·= g(G)~ 4 ( no hay tr!an -

gulos ) . 

Obllervación: e( no tiene di.agonaleo, por lo que o( es un 

b-ciclo y un bb-ciclo lu(~go g(G) "'.Q("4) y Jl. ((;(.) = bb(G) 

e b(G), .' , g ( G) "' b ( G) = bb ( G) • 

(=) Basta ver que no hay tr.!angulos en G: 

Por el incioo 2) b(G)~ 4 y por hip6tesis bb(G) a b(G)~ 

g(G), , . g(G) ""b(G)~ 4. 

5) Si G ea simple entonces cuálquier b-ciclo de longitud mí-

nima es un ciclo indl1cido en particular b{G) "" bb(G). 

Demostración. Soa o(. un h-ciclo de longitud mínima en G 

supongamos que o{ tiene una diagonal f. 
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e:. t 
Si o( = ( c 0 , e 1 , ••• , e"= c 0 ) y 

~: 
f = ( e¡_ ,c1 ) entonces se -

c.• l 

Dos ciclos de menor longitud que o( y que por lo tanto no 

son b-ciclos, de donde e~isten clanes de G; W1 ,w, con la 

propiedad o{1 e W1 y o<1c Wz. con W 1 / W2. porque de otro modo 

et estaría contenido en un clan ( por ejemplo W1 ) • 

Por lo tanto W1 ¡l. Wz y fE. ( W1íl W<) lo que es una contra-

dicción al hocho de que Ges simple. 

si G es simple entonces cualquier b-ciclo de lon -

gitud mínima es un ciclo inducido. 

Ahora se demostrará que b(G) "" bb(G). 

Se sabe por (1) que b(G)~ bb(G), consideremos o( un 

b-ciclo de longi.tud mínima; .Q (o() b(G), como o{ es un 

ciclo inducido ( e.d. un ciclo sin diagonales ) se sigue 

que « es un bb-ciclo. 

De donde .Jl. (<><) ~ bb(G), luego..Q(ot) "" b(IJ) ~ bb(G) y por (1) 

se sigue b(G) ~ bb(G). 
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6) Si b(G) ~ 5 entonces G es simple. 

Demostración. Si G no es simple, existen clanes W1 , y w2 

tales que \v(W1 )f\V(W 2 >\~ 'l., así, sean u,v(i: (V lW,) (\ 

V(W 1) ) entonces como w, y W1 son completoo u ady~ v. 

Como w, / W~ existe zE. W1 ,wt W2 

tal que z ~' w. 

Tenemos que, z ady
4 

u y :.: adyG. v pues z, u, v~ W1 y también, 

w ady<. u y w ady<. v pues w, u, vti. W1 • 

Por lo tanto o{= ( z, u,l•l, nr ) es un b-ciclo y ..Q («) 4 = blG) 1-

7) Si G es tolomeica entonces bb(G) ~S. 

Demost1·ación. Si bb(G) t 5 entonces bb(G) "' 4, de lo cual 

existe o( un b-ciclo en G sin diagon<lles con Jl (el) = 4. 

d(z,u) m 2 • d(v,w) 

d(z,v) d(v,u) = d(u,w) = 

d(w,z) l 

. . d(z,u).d(v,w) f d(z,w)d(v,u) + d(z,v)d(w,u) 

la desíQUnldad tolomcica es falsa, de donde G no ea tolo-

meica •• 
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'· 

Las siguientes caracterizaciones nos ayudan a comprender mejor 

la estructura de las gr!ficas débilmente geodésicas. 

17) TEOREMA: Una grUica G es débilmente gcodÚBica si y s6lo si 

b(G) ~ 5. 

Demostrnci6n: =>l si b(G,ts entonces b(GJ = 4 de donde se 

tiene que existe o< un ciclo en G con J. ( d ) = 4 y no esta 

contenido en un clan de G. 

Digamos o(= (u,z,v,w,u) 
1 

con u a/yG. v o w 0G. z 

(al menos una ). 

Supongamos sin pérdida de generalidad u ªfre. v de donde d (u, v) 

= 2 y existen '1' 1 "- (u,z,v), 'I'i = (u,w,v) dos u-v trayectorias 

distintas de longitud 2. 

De lo que se inf i.cre que G no es rH'.ibilmentc <Jc,odl'lsica. 

(•) Sea G una grlfica que no cc débilmente geodésica, enton -

ces existen u,v~ V(G) tal que d(u,v) = 2 y dos u-v trayectorias 

distintas '1' 1 = (u,w,v) y 'l'i ~ (u,z,v), luego o(~ (u,z,v,w,u) es 

un b-ciclo con .Q.. (o<) = 4 

18 ) COROLARIO: G es débilmente geodésica si y s6lo si G es simple 

y bb(G)~ 5. 

Denostraci6n. =">) 

1ª se demostrara que G es simple. 
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Si G no fuera simple eJ<istirían dos clanes W1 , W1. distintos 

en G tales que 1 V ( W1 )n V( W:?) \~ 2, sean u,v E ('il(W1 )íl V(W 1 )) 

existe W•W1 y z«Wt con..., ;W'co~ ya que W1 ¡i Wz. 'l'ambién se tiene 

w ady" u, w adyc. v 

y 

z ady"u, L. adyr. v. 

d(w,z) • 2 ¡ existen dos ~-z traycctoriao distintas por lo 

que G no sería ddbilmentc geoddsica. 

2ºSe demostrará que bb(G) ~ 5. 

Si bb(G) t 5 entonces bb(G) = 4 (.¿ donde eJ<iste un b-ciclo o( 

sin diagonales con JI. (e() = 4 1 sea o( = (u, z, v,w, u) con \.. 0" L. 

luego d(w,Z) = 2 y existen dos w-z trayectorias distintas 

de longitud 2, lo L¡ue implica que G no es d~bilmente geodEÍ-

sica, pero si lo es • 

• '. G débilmente geodésica ='? G es simple ¡ bb(G) ~ 5. ~ 

<=) Supongamos que G es simple y que bb(G) ~ 5. 

Coi;io G es simple, por el teorema ( 16) inciso S, tenemos 

que b(G) = bb(G). • • b(G) == bb(G) 3 5 y por el teorema 

anterior tenemos que G es débilmente geodésica •• 
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19 ) TEOREMA. Una gráfica G es un árbol de Hueimi ai y sólo si G ea 

simple y tolomeica. 

Demostración. =>) Sea G un árbol de Husimi (e.d. que todo 

bloque de Ges completo), luego todo bloque de Ges un clan; como 

dos bloques ne interaectan en a lo mde un punto, -!lquí e.e tiene que 

dos clanes de G se intoraectan a lo más un punto de donde tenemos 

que G es simple. Además por el teorema U6. 3) b(G) "'...,. 

G es simple y bL(G) "'-(> 5)cntoncea, por (!l corolario ante

rior, Ges dlibilmente yeodéBic.:>. l'or el teorema "(6) G ea tolomeica. 

4=) Por sor G tolomeica, el teonirna (16. ')) implica bb(GH 5 y por 

ser G simple el teor:~ima (16.:S) implica bb(G) ~' b(G) de donde 

b(G) ~ 5 y por el teorema (17) t; ua déliilmente geodésica. 

Así. G os débilmente geodésica y tolomeica, entonces por el 

teorema (hl G es un .hbol de Husi.mi ·a 

20 ) DE~'INICION. Se dice que la colecci<Sn '1C de subgr~ficas de G tiene 

la propi e~~ , si parn cualquier aubcolf;¡cci6n '1e "'[Kt: t• I) de ':Je 

tal que KlOKj# j1, i, jH; y para cualquier h•I, la colección 

fR¡,l\Kh:¡11} ea totalmente Qrdenada por inclusión • ( no se rcquij¡, 

re que las gráficas K\\n K t sean diotintaa ) • 
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La def inici6n anterior est~ relacionada con la propiedad ~ 
( ver pag. 24 ) • 

Como veremos el concepto de e}:- grfifica es una generalizaci6n 

del dt;; <Jráfica s01.1itolomeica ( Corolario 22 pag. 44). 

Trabajando con este tipo de ideas se llegar§ al concepto de 

identificaci6n subatóruica ( definición 42 pag. 104 ) y a la 

caracterizaci6n"definitiva"de las grfificas tolomeicas datla 

por HOWORKA y que es la parte culminante de esta tesis. 
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Obse~aci6n.{K~llKt1~1l es totalmente ordenada por inclusi6n 

~ KhllKtfl<\,llKj ó K\(\KjliKnl\K¿, para toda t,jE.I 

Ejemplo. Sea la G la siguiente grdfica; 

W!> v)1. 

~ y vJ"¡ 

f 1--wt-
'-

--~~--

'-1.11 

'J'C la colección do clanes de G, como G no tiene subgr./ficas H 

('ler la definición 12 de gri:fica semitolomeica) es claro que 

G essemitolomeica y .. 11 teorema siguümte nos dice que 'Je tiene 

la propiedad~. 

2)1 ) TEOREMA. Una gr<Ífica es semitolomeica si y sólo si la colección 

K(G) de todos los clanes de G tiene la propiedcid '§:. 

Demostraci6n. <=l Supongamos que G no es semitolomeica, por -

~X 
definición en G hay una subgráfica ,.L--*-..::::,.o:. donde ;y¡A(G) 

y ;;.¡A(G). Sean W1 , W1 , W~ clanes distintos de G tales que: 

{i~,b.c}'iW 1 , fa,c,J<}~ Wt, [c,b 1 yJtw3 • 

Si consideramos la subfilmilia de clanes\ W1 , Wz., W!> 1 estos se 

intersectan dos a dos perofw, , W11l Wt, W11l w3} no esdí totalmente 
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ordenado por inclu.si6n pues w,n w1\ w, n w3 y w,n W~ W11l Wz, y así 

K( G) no 'tiene la propiedad 'i- . 
•. si K(G) tiene la propiedad i entonces G es semitolomeica. 

='>) Supongamos que K(G) no tiene la propiedad~. 

Existel! =, [ Wt :et I 1 una colección de clanes, tales que dos a 

dos se interuect,rn y par u algún héil, \ W¡,fl W1¡: Le 11 no esta' total 

mente ordenado por incllwiónº (e.<.l. existen p,c¡tl tales que 

Wf /\ W¡, y w!\n W1¡ no son compurables por inc.11u;ión). 

Así, existo d (. (_cwpnw\\) 

b11[(W{IW1i) - (Wp/l W\il) 
(l·lillW11 iJ ., \'11,IJ(Wp··Wc¡.l. y existe 

ye.W't 

e.d. 

tal que ayl/\(G), 

b ~(,,:x. 

w 11fl ( i·1l .. w ,» . 

JJcl~hn(w~ ·-Wr U 
u.el. a 0,y, 

e ntonceo existe 

Como w, 11 w,. 1 '6 existe c'WeC\W't, luego WP ~ { :x, a, e}, w,? {b, y, e J• 
w11 ~ ta,b,c}. y así la gráfica 

es subgráfica de G con a a~~y y b ~~:x. 
,'. G no es semitolomeica.

8 
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22 ) COROLARIO. La propiedad } implica la propiedad~ • 

Consecuentemente., las gráficas semitolomeicas son :i'-gr&ficas. 

La gráfica H ( fig 1 ) es 9: -gráfica pero no es semitolomeica. 

Demostración. Sea1C una famlli<:i de subgráficas que satisfacen la 

propiedad¡, por demostrar que)'( satisface la propiedad~ • 

Sea1! =[G¡,:i.t r1~Jc tal c1ue G;_OGj lp para toda i¡éj, 

por demostrar 

Sea hl&I, por la propic~dad ~ , { G111lGt: t~ I ~ estil totalmente ordenado 

por inclusión, por lo tanto tien0 un elem~mto mínimo. 

Existe {00:1 tal que ¡Á I tanto 

Una gráfica G na semitolomeicél si y milo si K(G) satisface la 

propiedad ~ ( teo 21) l!Or tanto K(G) satiafaco la propiedad l-. 
(corol;ario 23 os decir G es ~-gráfica. 

;, Si G es semitol<Jmeica entonces G es c9:-gráfica. 
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El recíproco es falso. , 
H es ~ -gréfica y no es semitolomeica. 

b 

K(H) "' \_ w1 ,w~,w3 \ 

w,11w?.. / fi5 \ 

W1 /l W3 ¡i ~ 

Wiíl W ?> ¡i ~ 

sí es ~ -gr~fica. 
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CARACTERIZACIÓN MÉTRICA DE LOS ÁRBOLES DE HUSIMI 

Los lirboles de l!usimi han sido caracterizados de varias 

formas, el siguiente teorema es una de el.los. 

23) TEOREMA: Las siguientes proposiciones son equivalentes. 

1) G es un árbol dfJ illlsimi. 

2) Todo ciclo de G i nducL' una qráfica completa. 

3) b(G) =°'° (teorema J 6. ,} . 

4) G es una gráfica de bloques de alguna grAfica F. 

5) G es débilmente gcod6sica y tolomcica. 

6) G es simple y tolornoica teorema 19 ). 

Demostraci6n 

1) => 2) 

Sea o( un ciclo de G { G árbol de llnsimi ), o< esta contenido 

en un algún bloque B de G, como U es completo se tiene entonces 

V(o() induce una gr:ífica completa. 

2) =) 3) 

Por definición ( 15¡ de b-ciclo. 

3) =') 4) 

Supongamos b(G) "'e>0 Analizamos dos casos posibles: 

1.11 b(G) "'""°y la grlifica G no tiene ciclos. 
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Si Ges trivial (G ~ K¡) entonces Ges la grifica de bloque de 

B, donde Bes un bloque (e.d. B gráfica sin puntos de ~orte). 

Si G no es trivial, entonces todo bloque de G es K1 , que es -

completo. 

2° b(G} ,....,, y la gr;{fica G tiene ciclos. Por la definición ( 15) 

todo ciclo de G esta contenido en un clan. 'l'odo bloque de G es 

completo pues si B es bloque de G (B f. Ki), para u, v 6 V(B} 

existe un c.i. clo o{ de B que pasa por u y v. 

Como « esta' contenido en un clan se sü:¡ue que u y v son adya

centes, luego B es completo. 

En cualquiera de los dos casus se aplica el teorema 3.5 pag. 30 

'clü-1 libro • GRJ\Pll TllEORY de llARARY, 

24) TEOREMA: Una grAfica Hes la gráfir.a de bloquee de 

alguna grtiflca si y sólo sl cualquier bloque de Hes 

completo. 

4) =) 5) 

Po= demostrar que G gráfica de bloques implica ~ue G es d~bilmente 

geodJsica y tolomeica. 

Co1110 G es gr<Íf ica de bloques entonces ( por tecrer1<1 U. 1 todo 

bloque de G es completo, de donde G es un árbol de llusimi • Por 

teo ( 6 ) se sigue que G es débilmente geodé'sica y tolomeica. 
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5) :::') 6) 

G es d~bilmente geodEÍsica y tolomeica, por teo { 6 ) G es árbol de 

Husimi y por leo (19} so sigue que Ges simple y tolomeica. 

6) => 1) 

G simple y tolomeica por t" (19) implica G ea árbol de Husimi.a 
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OTRA CARACTERl'ZACIÓN METRICA DE LOS 
, 

AHOOLES DE llUSIMl (BUNEMAN) 

25) DEFlNlClON: Una gráfica G satisface la condición de 

los cuatro p_~ ( c. c. p.) sl G es conexa y para 

cualesquiera u v. x, y E. V(G): 

d(u,v) 
(

d(u,x)+ 
+ d(x. y)~ mnx 

d(u, y) + d(v, x). 

cJ (V, y) 

Nota: Cuan el o dos de estos puntos a o n 1 g un 1 es es 'ta 

de s l g u a l d ad e s s 1 m p l e m e n t e 1 a el e n i g u a l el 11 el d e 1 t r r lÍ n -

gulo. 

Se hace notar en [31 que loa (lrholes satisfacen la c. c. r. 

26 ) T E O H E M A : ( ll n u e a r a e t e r 1 z a c 1 ó n m é t r i c a d e 1 o s á r b o~ 

les de llusimi ). 

Una grdfico G conexa es un árbol de Huslml si y sólo si 

satisface la c.<:.n .. 

Demostración("). Supongamos que G satisface la c. c.¡:: . 

. probaremos que b(G) = 00 • Por reducción al absurdo. 

Vemos primero que los vértices de cualquier 4b-ciclo 

violan In c.c.'1 .. pues p:ira\u,x,v,y,u) 

Podemos suponer y afo X, /~. 
rif~- - - - . -:->~ 

-------------- posiblemente adyacente a v 
X. 

u 
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luego: d(u, v) + d(x, y)~ 3 

d(u,x}+d(v,y) 2 

d(u 1 ~') + d(v,x) 2 

(

d(u, x) + d(v, y) 
d(u, v) + d(x. y) ~ max 

d(u, y)+ d(v, x) 

no se satisface. 

de donde: 

Por lo tanto b(cns. y por ten (16.() se tiene que Ges 

simple. Sea o<. un b-c!clo de longitud mínima por teo ( 16.S) 

todo b-ciclo de long!rud mínima es lnducido 1 así que o( 

es un e le lo in d u e 1 do 1 u ego o< es u 11 b b - e 1e1 o y . . 
b(G) = bb(G). ne esta rna11ern se tiene que la distancia 

e n t re puntos de o<. está dad a por el a re o de o< de menor 

longitud. _Q (ol) .~ 4q + r, q ~ J, O!; r~ .3, de hecho 

1~r~3 pues .1 (o<)=- b(G)~ S. 

Pode m o s e se og e r e u a t ro v é rr i e e s u, ~ x, y en o< ta le s que 

d (u 1 V) 1 d( \'' X). d (X ' y). d ( ~r' u) se íl q cí q + 1 . 

( r E {I. 2. 3l será el nt1rnero de parejas tomadas que 

e s t é 11 a d 1 st a n e i a q + t ) . 
~ 

Por tanto d(y, x) + d(u, v) '?. 4q 

y d(u, x) + d(v, y) ~2q + 2 

d(y,u) + d(v, x) ~ 2q + 2 
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Luego se viola la c. c. p.··. pues tendríamos que 

(

d(u,><) + d(v, y) 
d(y,x)+d(v,u) ~max 

d(y, u)+ d(v. x) 

e n p a rt i e u l a r 4 q ~ 2 q + 2 

2q ~ 2 

, , q ~ l (e. d. q = 1 ), 

Ahora: Si q como 3~ r>O tenemos los tres casos 

posibles: 

a) 

~) ó.:I 

d(x, y) + d(u, v) 

d(x, v) + d(y, u) 

4 

3 

I a n a lo g a rn en te pa r a b) y e) . 

d(x. u)+ d(y, v) == 2 

ysevlolala c.c.p. 

.' • b ( G ) = oa , lu e g o G e s á r b o l de H u s l m 1.1!! 

':::) ). Prolrnromos ahora que si Ges un árbol de 

Husimt entonces e; satisface la •e. c. o. 

La demostración !1e hnrli por inducción sobre el n<lmero 

de bloques d~ G. 
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l~) B(G)=t es decir, G es un bloque y como además 

Ges un árbol de Husimi, Ges una gráfica completa en 

este caso par a u, v, x , y E. V ( G) 

d(u,v) 0= d(x.~') ~e d(u 1 x)" d(v,y):: d(u,y) 

luego la e . e. p. se e 11mp1 e . 

d(v,x) 

2 '~ ) Supon g n 1n os que s i e' es un á r b o 1 d e Hu si m l e o n 

B(G')"' n entonces G' satisface la c. c. JJ. 

:~'!) Sea G un i\rbol de llusimi con B(G) - n + t ~ 2 por 

de rn o nt r ar q uc G satis fa e e 1 a e . e. ) . 

Sea llo un bloque terminal ele G; CR decir, n. tiene un 

a n 1 e o punto ·c1 e e o r te de G. llame rn os le z0 • 

Sea G* "' G ·· (B 0 ' - z~). G* es claramente un árbol de 

11 u s 1 m i y a q uc ll ( G* ) = n y p o r h t p ó tes t s d e 1 n du ce t ó n s e 

s a t l n fa e e l n ·: . ·.: . en e•. 

Q u e r e m os d e m o s t r a r q u e l a 1:. • e . ? . s e s a t i s f a e e e n G . 

Sean u, v, x, Y6 V(G) analizaremos los cuatro posibles 

casos~ 
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C a B O ) . - 1 V ( 80 ) " l U , V 1 X • Yn 

y por hipótesis 'de inducción le e.e.;:. se satisface para 

u1 V 1 X 1 y. 

Caso 2. - \v(B0 ) n lu. v x, y}\= 1 sin p~rdida de genera

l id ad s u p o n g a rn o s u G V ( B0 ) y v 
1 

x, y 6 V ( G • ) • 

Ca~. ueV(B0 ) y u= z 0 de donde ueV(G•) por 

lo tanto 1,u, v, x, y}~ V(G•) y se cumple la c. c. p. para 

u 
1
v, x, y por hipótesis de inducción. 

Caso 2 b. u " V ([l0 ) y u / :z <» se tiene d (u / z 0 ) 

d(u, x) 

d(u, v) 

d ( Z 01 X) + } d(u, y) = d(z., y)+ 

d(z.,v)+l. Por demostrar: 

{

d(o, x) + d(v, y) 
d(u, v) + d(x, y)~ rnax 

_d(u, y)+ d(v, x). 

Se tiene que d(u, v) + d(x, y)= d(z., 1 v) + 1 + d(x, y)= 

d ( z01 v) + d ( x, y) + 1 e o m o { z.,, v, x , y ~ <;:V ( G •) la e. e. p. 

se satisface por hipótesis ele inducción. 

( 

d ( Z 0 1 X ) + d (V 1 Y) 
: • d ( z. ' V) + d (X. y) ~ rna X 

_d(ze, y)+ d(v 1 x) 
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de aqu{ se sigue: 

( 
d ( Z

0
, X) + d (V, y) 

d ( Zo • V ) + d (X • y ) + 1 ~ 1 + m a X 
d(z 0 , y)+ d(v, x) 

se sigue que: 

d(z 0 , v)+ 1 + d(x, y)~ max 

luego: 

[

1

1 

+ d(z., x) + d(v, y) 

+ d(z 01 y)+ d(v, x) 

(

d(u, x) + d(v, y) 
d(u, v) + d(x

1 
y) ~ max 

d(u, y)+ d(v, x). 

Caso 3 . - 1 V (B.,,) íl t X , y , U, V} 1 

generalidad supongamos i u, v} 

2 sin p6rdida de 

V(B 0 ) f\{x, y, u, v! 

Caso 3 a. u =- z 0 o v = z
0 

este caso se reduce al 

caso 2 b). 

Caso 3 b. u { z
0 Y V / Z 0 -(;}2º 

Por demostrar: 

\

d(u, x) + d(v, y) 
l ) d (U, V) + d (X. y) ~ rn a X 

d(u, y)+ d(v, x) 

fd(u.v) + d(x, y) 
ll) d(u, x) + d(v. y)~ rnax 

t!(u, y)+ d(v, x) 

Se tienen las siguientes igualdades: 
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d(u, x) = d(z 0 , x) + 1 

d( U, y) ::: d ( Z
0

, Y) + 

d(v,x) d(z 01 x) + 

d (V , y ) == d ( z, , y ) + 1 

d(u, x) "' d(v,x) 

d(u, y) d(v, y) 

Para la demostración de (t). d(u. v) = d(u. z.,) = 1. 

En la misma forma en que se vló el e~__!?. ee demues

tra que la c. c. p. se cumple para \u, z 0 • x, y\ por lo 

tanto: 

[ 

d(u, x) + d(z.,. y) 
d (u, z.) + d ( x, y) ~ m ax 

d(u. y)+ d(z 0 , x) 

luego por (• ): 

(

d(u. x} + d(y, v) 
d(u, v) + d(x, y) ( max 

d(u. y)+ d(v. x). 

Para la demostrnci6n de (li) se tiene por P): 

[

d(u, v) + d(x, y) 
d(u. x) + d(v, y) ~ max 

d(u, )') + d(x, V) 

[d(z,,x)+~ + [c1(z 0 .y)+1J [c1(z 6 ,y)+1] 

+ [d ( Zo , X ) + 1 J 
o sea que siempre se cumple (ll). 

Caso 4. \v(IJ 0 )(\\u,v,x,y}\= 3,sin p~rdtda de genera-

lt dad supongamos que l u , v, x j C: V ( B0 ). 

Podemos suponer que yGlV(G)'.V(B >}Y que z 0/{u,v,xJ. 
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27) 

Po:!' demostrar que: 

( 

d(u, x) + d(v, y) 
d(u, v) + d(x, y)~ max 

d(u, y)+ d(v, :ic) 

Por (*) se tiene: 

1 + [et ( z.,. y) + Q ~ 
de aqu{ que: 

max 
( 

l + [ d ( Zo, Y) + l] 
[ct<z.,,y)+ D + 1 

(2+d(y 1 z.,) 
2 + d ( z.,, y) ~ m ax \ 

2 + d(y 1 Z 0 ) 

slumpre se cumple. 

Caso 5. - es trivial \u, v, x1 yf ~ B., ya que B0 es 

completo la desigualdad de la c. c. p. se cumple 

trivialmente. 
11 

COROLARIO: tina grfifica conexa es un Arbol si y sólo si 

no contiene trfi'Íngulos y satisface la c. c. p .. 

Demostración: Se11 G un árbol. por definición de árbol 

G no contiene trf1ÍnguloB: claramente Ges un iirbol de 

(fu s 1 mi y por te P ( 26 ) se s 1 g u e r¡ u e e s 11 t is fa e e l a e . e . p. l! 

Ahora sea G una gr!iflca que no contiene trft~ngulos y que 

salisface la e.e. p .. 
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Po r t e o ( 26) G e s u n lí r b o 1 d e H u a i m i 1 o q u e i m p 11 e a q u e 

todo bloque de G ea completo, y a que G no contiene 

trí~ngulos y todo bloque de G es completo se sigue que 

si 13 es blcx:¡ue de G, (v(n)\ '2. 

Por lo tanto, (; es un árbol de fluslmi donde todo bloque 

es isomorfo a K1 , 1;e sigue que G es un ftrbol .... 

E n e l t e o re m a (} ~>) el e p r o b o' q 11 e u n a g r ií f i e a e e s u n á r b o 1 

de Husin~i si y ~iólo si es simple y tolomcica, en vista 

d e l t e o re m a (26) e n e l a ro q 11 e l a e o n d 1 e l 6 n el e l o s e u a t ro 

puntos es más fuerte que la desigualdad tolomeica. 
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§ IV. UNA NOTA SOBRE LAS PROPIEDADES MÉTRICAS DE LOS 

ÁRBOLES (BUNF.MAN) 

Si G ea gráfica conexa, u,v ~ V(G) definimos d (u,v) = m.in 

tf.(T): T ea uv--trayectori.a l . 1.('1') "" número de aristas en 'l'. 

En particular si G es árbol, dadoa u, v G. V(G) aabemoe que e:xie-

te una única uv-trayectoria en G que los une, de donde la 

longitud do lu únicu uv·-trayf.:ctoria en G ea la distancia en G 

de u a v. 

NÓtcso que la distancia as.i'.. definida depende directamente de 

la definición do la longitud de una trayectoria. 

28) DEFINICION. Un árbol pesado es un á~bol en el cual cada 

arista "e" de G tiene asociado un valor poaitivo ").f( 

Dado un lírbol pesado G, podemos definir una d:Í.atancia en G en 

la cual ae refleje loo pesos de las aristaa de G (e.d. un 

concepto de distancia en el cual los valores asociados a las 

aristaa sean relevantes). 

29 ) $e defino la Qistancia en un árbol pesadq como sigue: 

Si G ea un á:i:bol pesado y denotamos '-~el peso de e .. A(G), 

entont:?es d{x,y) (E(x,y) es 1a única ~y-tray en G) 



~ que en particular si G es un árbol arbitrario la distan 

cia usual en G coincide con la distancia pesada cuando a cada 

arista se le ha ilsignado peso l. 

30) 08SERVllCIONi Esta nueva distancia es una métrica. 

Sea G un árbol peuado, }..e el peso asociado a e e A(G) entohCes 

d(x,y) "'~ ~, d<-'fi.no una métrica en G. 
taE11:.~) 

1) d(x,y)~O yd(:x,y) =O (=o) X =y. 

2) acx.y) • acy.x) 

3) d(x,y) ~ d(x.z) + d(z,y). 

Demostraci6n. 

l) Se cumple porque para toda e A A(G), l.c io. 

2) Sea T la única xy-trayectoria en G. 

T tiene asociado un peso, claramente, 

d(x,y) "'i.J.(e) = d(y,x). 
e .. aer) 

J) Sea x,y,z ~ G, y T1 la única xy-trayectoria en G 

Ti la única xz-trayectoria en G 

T~ la única zy-trayectoria an G. 

T,~ Ts es un xy-camino que por tanto, contiene a T1 • 

De donde Í. ).. ( ! '> ).. t + ~ ).. ~ 
t4Al1"!.) e"Att~ f¿A(T,). 

{e.d. éf(:x,y)~d(x,z) ·t- d'(z,y) ) •• 
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Analizando las configuraciones posibles de las trayectorias que 

conecten cuatro puntos x,y,z,t en un árbol, puede verse que la 

distancia grclfica satisface la desigualdad: 

d(x, y) + d(z, t) 5 mal¡ 
( d(x,z) 

\. :J(;;, t;) 

+ d(y,t) 

+ d(y,z;, 

Nos referiremos .::i cnt:a comlici,),1 corre.> J .1 ~· ( ·:er la definí-

ci6n 2 ') , ) : es mán fuerte que la desigualdad del · 

trl~ngulo ( que se obtiene hacieri:lo z ,_, t), y os equivalente a 

decir que do las tres immus ( .!(x, /l r d(z,t); J(x,z) + d(y,t)~ 

d(:¡¡, t) i· d(y, z) ) dos sean ic_¡ualeu y no menores que la tercera. 

La c.c.p. es también una condición suficiente para que una grá-

fica sea un árbol en el siguiente sentido. 

TEOREMA~ Una gr<Ítica co un árbol si y sólo si es conexa, no --

contiene tr!angulos y la distancia gráfica satisface la c.c.p •• 

( vease Corolario 27 ) • 
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Est·~ nueva distancia también satisface la e.e: .p •• 

Sea G un árbol co_n aristas pesadas, demostraremos por inducc:i6n 

sobre \v(G)I que un G con la distancia inducida por los pesos 

de las aristas, satisface la c.c.p •• 

lo) 

casos: 

Si G tiene sólo 4 vértice a u,v,y,x, consideremos 

'!'. 

~u ).t '}.., \.~ 
11 

)'. 

]..~ rS Ñ ).t. ')( 

l>-
( b) (o-) 

Caso ta). Por demostrar: 

_ (d(u, y) + d(v,x) 
d(u,v) + d(x,y) $ max _ 

d(u,x) + d(v,y) 

e.d. 

lo cual es obvio. 

Caso ib). Por demostrar1 

[

d(u,y) + d(v,x) 
d(u,v) + d(x,y)i max _ 

d(u,x) + d(v,y) 

lQS 
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e.d. )., + 
lo cual es obvio. 

En forma análoga se demuestra los otros posibles casos para G 

con 4 puntos. 

2 º) Supong·amos que si G' es un árbol con aristas pesadas y 

con p-l puntos entonces G' satisface la c.c.p. respecto 

a la distancia pesada. 

3°) Sea G un árbol con aristas pesadas y con p puntos. 

Por demostrar que G satisface la c.c.p. respecto a la 

distancia pesada. (e.d. para u,v,x,ye V(G) 

d(u,v) + d(:x,y) ! max 
[

d(u,x) + d(y,v) 

d(x,v) 
( i) 

d(u, y) ·1-

Sea z un punto de grado 1 en G. 

Caso a) Si z fíu,v,x,yf la desigualdad (i.) se sigue de la 

hipótesis de inducción de (G-z). 

Caso b) z EÍu,v,x,y}, ain pérdida de generalidad podemos 

auponer que z ~ v. Sea w el único punto de O que es 

adyacente a z. 

Por hip6tesis de inducción en G-z se cumple la c.c.p. para 

u,y,:x,w. 

) . 
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Observación. La c.c.p. se cumple tan\bién si eos o más de los 

4 puntos son iguales, ya que la distancia d satisface la 

deGigualdad del tri~ngulo. 

Sea ). el peso de la arista zw. 

d(w, x) 
{

d(w, y) + d(u, x) 
+ d(u,y) ~max _ ¡ d(w,u) + d(y,:x:) 

Por la hip6tesis de inducción. 

Claramente: 

d(v,x) = d(w,x) + ~ 

d(v,y) = d(w,y) + A 

d(v,u) = d(w,u) + ).. y por tanto 

c(w,y) + d(u,x) 
d(w,:x) + d(u,y) +).. ~ ma:x .. -d(w,u) + d{y,x) 

fd(v,y) + d(n,:r.) 
= max 

ét(v, u) + d(y,x) 

Con lo cual terminamos la demostración •• 

+). 

+ >. 
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Aa1, si G ee un árbol con aristas pesadas y d es la distancia 

pesada en O, esta nueva distancia también satisface la c.c.p •• 

Ésto nos dará un método para construir un árbol sobre 

cualquier conjunto finito de puntos en el cual está definida 

una distancia que satisface la e ,e .p •• 

Esta construcción cutá dada en ol siguiente teorema. 

31 ) TEOREMA; Sea d una m&trica en un conjunto S y tal que 

satisface l<t c .e .p. •rnloncoa exinto un árbol pesado •r que 

contiene a loa elementos <le S entre 1rns puntos y que induce d. 

(e.d. tal que d/S 'º d,dondri d/S denota la restricción de da S). 

Demostración: Por inducción sobre 1 SI· 

1°) \ st "' 3 Sea S ~ l z, , z,, z,} con d la distancia definida 

en S como ai~ue: 

Consideremos el si~1niente árbol pesado: 

).,,es el peso de la arista Xlt. 
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Basta resolver el siguiente Sistema de Ecuaciones. 

}."+ ). , .) ). 3 

)11+ J.. t "" " 1 

l-11+ ).,~ J.' 
Obtenemos: /.u= )., + ).., - l.a ?. o por la desigualdad 

2 
tridngulo. 

). , , = ..b..±..]..i.::_h_ ? o por la desigualdad 
2 .,, 

triángulo. 

J.11 /..1+ '}.,_ l. ~ o por la desigualdad 
2 

tr.lángulo. 

del 

del 

del 

Asi que: el árbol pesado contiene a S entre sus vértices, y la 

distancia pesada entre los puntos de S coincide con la distan-

cia en s. 

Supongamoo que el teorema es válido para cualquier conjunto 

con menos de n - puntos. 

Sea (p,q,r) una terna de elementos de S tal que : 

d(p,r) + d(tÍ,r) - d(p,q) sea máxima entonces para 

toda x~ip,q~ se tiene para la terna (x,q,r) que: 

d(x,r) + dy/.r) - d(:K,q) ~ d(p,r) + a0> -d(p,q) 

d(x, r) + d(p,q) ~ d(p, r) + d(x, q) ........... (l) 
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Análogamente para la terna (p,x,r) se tiene: 

dlp, r) + d(x, r) - d(p, x) ~ d(p, r) + d(q, r) - d(p, q) 

d(x,r) + d(p~q) ~ d(q,r) + d(p,x) •••••••••••• (2) 

d(x,r) + d(p,q) ~ d(p,r) + d(x,q) 

d(x,r) + d(p,q) ~ d{q,r) + d(p,x) 
o 

Observación: (*) 

En la c.c.p. astan involucradas tres sumas, dos de las cuales 

son iguales y no menores que la tercera. sean: 

rd(x,z) + d(y,t) ••••••••• (l) 
{\) ..... d(x,y) + d{z,t) ~ max 

d(x,z) + d(y,z) ••••••••• (2) 

Si (l) "' (2) ya! , ai (1) > (2) entonces (3) ~(l), 

ld(x,y) + d(z,t) ••••••••• (3) 
(1)- ... d(x,z) +d(y,tHmax 

d{x,t) + d(y,z) ••••••••• {2) 

(3)~(1) por tanto (3) e (1) y (1)~(2) 

----º----· 
Probaremos: d(p,r) + d(x,q) ~ d(q,r) + d(p,x) ••••••••• (l') 

Tomenos: a = d(x,r) + d(p,q) 

b = d(p,r) + d(x,q) 

e~ d(q,r) + d(p,x} 

a ~ b 
Por de11K>strar b m o 

a~ e 
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SI b f c entonces ( por la observación (*) ) 

l) a = b y a?, e y por tanto a :: e y b = e contradicción. 

ll) a = e y a ': b y por tanto a = b y b = c contradicción de donde b = c y la 

afirmación ·1ueda probada. 

Slmllanncnte p~1rn cualquier otro elemento ye;, 5'\{p,q!, tenemos que 

d(y, q) + d(p, r)"' ll(y, p) + d(q, r) ......•.• (2') 

y también 

d(x¡:¡) + d(p, r)'"' d(x, p) + d(:i, r) .......... (3') 

Despejando cl(q, r) en (1 ') ohtc11cn:os: 

d(:¡, r) = d(x, q) + d(p, r) ·· d(x, p) !-'Ust\tuyemlo en (2') obtenemos: 

d(y, q) + ~~¡{~) ., d(y, p) +Úl(x, 1) + d)Pfr) · d(x, PU de donde 

d(y, q) + d(x, p) '· d(y, p) ·I d(x,9) ......... (I) 

Describirnos ahorn un nuevo objeto l dando su disimilaridad con cada 

miembro de S , extendiendo d de rnl forma que: 

1) d(t, p)"" ~ (;í(p, q) 1 d(p, r) - d(q, rU =: f (r,, p.) 
(5') 

li) d(t, x) == t1(x, p) - d(t, p) si x f p. 
(b') 

se sigue '.}Ue: 

d(p, x)"" d(p, t) + d(t, x) •.....•... (4 ') 

por m d(q, x):.: d(x, p) + d(y. q) - d(y, p) 

por (4) d(::¡, x) = d(p, t) + d(t, x) + d(y, q) - d(y, p) 
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Sustituyendo de nuevo tenemos: 

(l\ d(q,x) = d(x, P) + d(y,q) - d(y,p) 

== t (5Hp, q) + d(q, r) - d(q, r'i} + d(x, p) - d(t, p) + d(y,q) - d(y, p) 

de (3') se sigue que: 

d(:¡, x) = ll(x, p) + d(r, q) ·· d(r, p) 

( r.'> 
= d(t, x) + d(t,p )+ d(q, r) - d(p, r) 

ts• > 
= d(t, x) +t d(p, q) +;f cl(p, r) -¡ d(q, r) - d(p, r) + d(q, ~) 

= d(t,x)+d(p,q) -~d(p,q) ... td(p, r)·ltd(q. r) 

"'d(t, x) + d(p, q) ·· !~(p, q) + d(p, r) - d(q, r~ 

::: d(t, X)+ cJ(p, q) ·· d(t, p) 

::: cl(t, x) + d(t, q) ( En el ültimo paso hemos usado 1ue por 

definlclón d(t, x) = d(x,p) - d(t, p) cuando x j p. Y en particular para x = q 

d(t,q) = d(p,q) - d(t, p)). 

Reescribiendo: cl(q, x) = d(t, x) + d(t, q). 

Hagamos la siguiente observación: 

t{p, x) = d(p, t) + d(t, x) 
**) 

d(q, x) = d(q, t) + d(t, x) 

Ahora demostraremos : 

(validas~ x/l p, qt ). 

Sv{tf l"iltisface la (e.e. p.) 
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1omemos 4 puntos en Su{ti, O( 1 ~,d',J'. 

Si t/ia1 ~1 ¡.1 ~} entonces d 1 r.~. ~ fHltisfoccn la (c. c. p.) ya que S tiene la 

(c. c. p. ). 

Supongamos sin pérdida de generalidad O(= t. 

d(t,~) + d(.f.J); d(t.fl') -t d(~,b); d(t,&) + d~,Ó') querernos probar que de 

estas:'! sumas'.! son iguales y no menor que la tercera (<.'.d. la e.e. p.) 

Sa!:Y.:mos qne: d(p,~) "'d(p, t) + d(tll por("' .I\") 

Las sumas a co11sidcn1r mm: 

d(p. ~> - d(p, t) + d(.ft, E> 

ct(p.~ > - d<p. t) + d(f.6> e m 
cl(p,6) - d(p, 1) + d(~.~) 

Sabemos que p, ~1 &>, h satisfacen L! (c. c. p.). por lo tanto si a cada una de 

las 3 sumas les restamos d(p, t) se sigue e 1mplíendo la (c. c. p.). 

d(p,~) + d(!',&) 

d(p,Ó') + d(~.b) 

d(p,&) + d~,11-) 

Con lo cual las sumas en (n) tambil!n satisfacen la ( c. c. p.) • 

• -\hora, (Su{t\, d) es un espacio métrica: 

Ya que (S, d) es un espacio m<'.'trico entonces para probar que ( Su{1. d) 

t~s también un espado ml':trico f'íl suficiente demostrar que: 

69 



l ) d(t, t') = o <=> t = t'. 

ii ) d(t.~) ~ d(t,S) + d(6,ll') para toda !,ft & S. 

íii) d(d,~) ~ d(c(, t) + d(t,~) para toda ct,~~s. 

Demostración: 

i) Supongamos d(t, t') =O. Probaremos que entonces d(t, x) = d(t', x) para 

Por la (c. c. p.) de las tres sumas siguientes: 

dJth + d(x. t) .......... (a) 

'/ 
d(t, x) + ;tft". t) .••.....•. (b) 

~ + d(t', x) .......... (c) 

Dos son iguales y no menores que la tercera. 

Si (a)= (b) == (e) se sigue d(t, x) '°' d(t', x) y ya acabamos. 

En caso contrario: (n) = (b) d(t, x) ~ d(t', x) 

(b) = (c) ~(a) d(t,x) = d(t',x) 

Como S satisface la (c. c. p.) para cua lesqulera cuatro puntos intercam-

blando t y t' tenemos: 

d(t', x)? d(t, x) de donde d(t, x) = d(t', x). 

H) d(t,S-) ~ d(t,I.) + d(6,fi.) 

d(t,") = d(p,li-) - d(p, t) ~ d(p,!) + ct(d'.~) - d(p, t) 

~ dJ0) + d(t,&) + d(A.~) --ª~ luego 

d(t,.§-) ~d(t,&) + d(Ó,~). 
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i\\) d(ct,~) ~ d~. t) + d(t~) 

rd(oi, p) + d~. q) 

d(.t,~) + d(p,q)~max d(ol, q) + d(,. p) 

estas dos sumas son iguales por (1) 

De donde d~.~) + d(p, q) ~ d(.t, p) + d~. q) 

• d(ól, t) + cl(t, p) + d(~. t) + cl(t, q) 

tw~ 

Pero ahora d(t, q) ~ d(:¡, p) - d(t, p) iuc· sustituicln arriba nos da: 
l'1) d~.~) + d(p, q) ~ d(ol, t) + d(t, p) + d(~ t) + d(q, p) - d(t, p) 

d(<l,~) ~ d(°', t) +el(~. t) nsi (iii) queda probado. 

: • (Su\tt, d) es un c:;¡J:1cio tnNricu 'Jll'~' :;fltidacc la (e. c. p.). Por lo tanto 

(Su{t\'.{p,q~, d) es un c;,pacio !llétrico r¡ue sa1i;;fncc la (e.e. p.). 

Corno\ su\t~\ \p, ci\ \' n - 1 usnndo la hipótesis de inducción tenemos que 

existe un (lrbol pc,rndo 'I' que incluye a So {t\\ tP•C!) entre sus vórtices y 

tal que d(s·, H·) ,-, d(c'·, ~;.) para toda ~=·, sJ· €.(Su lt\'\ J p, r¡\ ) donde des la ~ J • J l l ) 

distancia pesada en 'f' y el es la dlst~rncla en (Su\t\ , d). 

Por la observac\oíl~")tencrnm;: 

(l(p, x)"" d(p, t) + d(t, x) (2a)) y para toda xt:(So \tl'-. \p,q\). 

d(q, x) "' cl(q, t) + d(t, x) (2b) 

Entonces sl definirnos el (lrbol pesado '1 por: 

V('!)= V(l')lllP·'=ll 

A('l) == A(T')ll {Pt· qt \ 

a la arista pt le darnos peso~' d(p, t) 

y a la arlstn ;i k damoiJ peso"' tl(q, t). 

Las igualdndcB (2a) y (2b) 1k arrlbn nos aseguran que este nuevo arbol pesado 71 

induce d cu S. Con lo que la lnclución ct,;tó completa.• 



§V. Una caracterización de Gráficas con distancia hereditaria 

E. HOWORKA ) 

La presente sección describe aquellas gráficas cuya 

estructura métrica, es hereditaria, en el siguiente sentido: 

s l cada sub gr á f i e a e o ne x a in elucida F de G t 1 en t! la pro pi e -

dad d,(u, v) "di:,(u, v) para cada 11, VE. F. En otrns palabras 

se re q u i e re que p n r a e u a l q u i e r su IJ gr {1 f i e a in d lle id n e o ne x n 

F de G, ( V(F). dF) sea un subcupacio m6trlco de 

V(C), de). donde Ces la componente de G que contiene a F. 

La distancia hereditaria estlí totalmente caracterizada en 

el teorema (l2). 

Es conveniente Identificar una trayectoria o< de una 

grtifica G corno una subgráfica de G que tiene los mismos 

v é rt l ce s y a r 1 B t a s q u e cX. . 

En par t le u lar, un a t raye ero r 1 a in d u el da de G es un a t raye i:_ 

torta que es una subgráfica inducida de C . 

. Sea t un ciclo de C, una tray o< se llama parte esencial 

de f si: °'-C:: + Y 1, Jl<~)( .Q.(o<)< .Q. <t). 
Diremos que dos diagonales ~., Qt de+ se~~ sl la 

gráfica ? + ~. + Q,. es homeom:irfa a K4 • 
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.í32) TEOREMA: ( CARACTERIZACION DE GRAFICAS CON (d. h)) 

Las slguiente.s proposiciones son equivalentes. 

l) G tic:1e difltancia hereditaria. 

2) Toda trayectoria inducida de G es una geodésica. 

3) N l n g un a parte e sen c i al de un ciclo <le G es in d u cielo. 

4) Cada ciclo de G de longitud~ 5 tiene al menos dos 

cliagonall'B y cada ciclo de longitud 5 tiene dos dlago-

nales que se cru1.an. 

5) Cada ciclo de e~ de longtrud~S tiene un par de diago-

n a l e s q u e ri e e r u z a n . 

Demostración: ( 1 <e:) 2 <=> 3 =:') ·l ='1 5 ='> 3 ). 

1) ,,,., 2). Seno( una trayectoria lnducldu de G y G una grá-

flca con (d. h). 

Como o( en una trayectoria inducida, dcic{u,v) = d~(u,v) 

par á toda u, v &-o<. , en p n rt 1 cu l ar s 1 t, w son 1 os v é r t 1 e es 

terminalell de o( , d~ (t, w) = <lit, w) de donde o( es una 

1 
trayectoria geodesicn.e 

2) =) 1). Supongamon que toda traycctorla lnduclda de G 

es una geode'sicn. 

Sea F una subgráfica Inducida de G y sean u. vt,V(F) y e< 

una uv-~eode'slca en F, de donde o( ea una trayectoria 
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lnduclda en F, como F es una subgráfica inducida de G 

se sigue que o< es una uv-tray inducida en G; por la 

h i p 6 tes i s d. es un a u v - t r a y ge o dé si e a en G. y as { 

d<..(u, v) = .Q. (ol.)"' df (u, v). De aquí se sigue que G tlene 

(d. h). flll! 

2) ce) .1). Supongamos que toda trayectoria inducida de 

G e s u n a ge o d e' s i c a y s u p o n g a m o s ( p a r a 11 e g a r a 11 n a 

contradice i 6 n ) que existe un c l c lo C de G que tiene un a 

p a r t. e e f; e n e i a l i 11 d u e i el n . Se a o< 1 a p a r t e · e " e n e l a l d e 

C que en nubgrftfil'.:1 inducida de C. Por hipótesis ol. es 

geodésica, de donde si u y v son los vérticeB terminales 

de o< entonces J. (e() "' de..(u, v). 

Sea C "'(u. z 1 , zt, ... , z" = v, z"", ... , z.., 1u), como .Qlo()> tQ(c.) 
se slgue fl.. (zYI·= v.z.Mt•····z....,,u)<~Q(C) de donde 

)..(v, zn«• ... , z,. .. u)t,. Q (o{) lo cual contradice que o{ es 

I 

una uv-geodesica.!l 

3) => 2). Supongamos que G satisface (3) y sean 

u/ v6V(G), sea o<"' (u= a 0 , a 1 , ••• a"'= v) una uv-tray 

de e que no sea geodésica. 

Consideremos ahura ~"'(u"' b
0

, b1 , ••• b"" = v) una 

uv-geodéslcn, por las elecciones de ri y~ tenemos que 
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Denotemos por "i ''el más grande fndice para el cual 

ai.= b¡, con O~i<n. 

Nótese que por 1 a de fin i c i 6 n de "i " se tiene; 

..Q.(a,. a, ... ª<) = .Q(b., b, ..... b.:) 

Sea t el más pequeño fndice mayor que para el 

cual bil:c<. asf bt = aj donde Ji t. pues es el 

máximo índice para el cual ªt"' bt y además o( no 

es geodésica y ~ si es geod6sica. 

o( no es geodésic~ 

~ si es geodésica 

Por lo tanto rf.. = (at. ªt~i· ... aj) es una parte esencial 

del ciclo (a\.• a¡,., .... aj = b+. b~.1 •••• , b: = a•L). y por la 

hipótesis,~ no es inducido. Por lo tanto o< no es una 

trayectoria inducida.!! 75 



.1) => 4 ). 

Seai= {a0 , a, ... a.,¡:: a,.J n~5 un ciclo de Gque satisface (3). 

Considerando la partE. cse1;cial (a0 • a, .... ª(t] , ª(1'1"' ) del ciclo ~, 
tenemos que esta parte esencial tiene al menos una diagonal ~ j 

ya que (n~, a1 •••• ª[~) . ª(r] + 
1 

) no es inducida por la hipótesis. 

------------ a. • ------...-._;::-:--..... 

Considerando ahora T = (aJ., . ª»i .... ªn· a0 ••• a3_
1 

) vemos que 

es una panc eriencial de~ya que 1rn º" n - 2>.n pues nlS. 
t 

Por hipótesi~ T no es lm1ucida. Luego existe a,;.q5 una arista de G que 

no está en T 

Claramente ªtªi y ñ;a.,. son dos diagonales dlstintm; en! pues jl{r. s}. 

Si T ~ ('lo, a1, 11 • a,. ª-.· 3o) es un ciclo de longirnd 5, entonces por lo 

que se acaba de demostrar, Ji tiene al menos dos diagonales; si estas dos 

son cruzadas yn acabamos. 
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En caso contrario: 

Sin pérdida de generalldad ;)(xfemos suponer que las diagonales de J son 

~ 

ª• ªz y ªºª~ 

0.6 

1 

I \ 

I \ 

I \ 

a.q I \ o., 
( \ 

I \ 

4) =>5). 

Supongamos que G satisface (4 ). 

Consideremos ahora T"' ( ª"' a,.' ar:, a, 

que es una parte esencial del clclo1 

por hipótesis tiene una diagonal a.Hj . 
Por tanto ¡¡;ai cruza al menos una de las 

dos a.a,. ªeª t • e 

(e. d, cada ciclo de G de longitud~ 5 tiene dos diagonales y cada ciclo de G 

de longitud .5 tiene dos diagonales cruzadas ). 

Por demostrar que cada ciclo de G de longitud~ 5 tiene dos diagonales 

cruzadas: 

Por tnduccl6n sobre la longitud del ciclo ~ de G. 
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l~ SiR('f) = 5 entonces por hipótesis~ tiene dos diagonales cruzadas. 

Sl R~>::: 6 , denotemos ~:: (a 0 , a,, a,, a1, ªv• a5 , a0 ). Ahora, 

Sii \:tiene ur.a diagonal _ a;n3 con .Q_(a" 11t-1-1 -1 ªJ )"' 2 

que t"s un ciclo de longitud 5; por la 

ªj~· hipótesis ~· tiene dos oiágonales cruzadas 

y por lo tanto~ tiene dos diagonales 

cruzadas. 

En caso contrario¡ 

Cad11 diagonal de~, ut ªJ Hatisface .Q(az, '!; , aj)= 3 y éomo -~tiene al 

menos dos diagonales ( por hipótesis ), necesariamente sus dos diagonales 

se cruzan • 

. · 

sd(t) = 1 

78 
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Sea '¡; = ( ª•' a,, a, .... a,. a.) y sea 0 1 una diagonal de 7;. 

Como .Q (G) = 7 al menos una de las dos trayectorias de 'tí determinadas por 

atUJ tiene longitud ?- 4, sin pérdida de generalidad supongamos 

.Q.(a:. ªi+-i , ... ªJ)" 4 de donde 'C~-= (at. a¡H , ...• ªj• at) es un ciclo de 

longitud Q('C' c.: '.'> y por tanto t icne dmi diagonales cruzadas, tic donde 7; con 

.R.(~) " 7 tiene du;.1 diagonales cruzadas. 

21!.) Supongamos que si °''es un ciclo de C con B~QCI;~< n entonces 'C~lcnc dos 

diagonales cruzad:rn. 

3ª) Sea~ un ciclo de longitud n, tal que l.(it) "' in 81 ~tiene cdgunn diagonal 

W, U y V deterllliflUll dos trnyector!as en el ciclo·~, llamémm;!cs t:,, y et ' 
luego p_ <t;,H ~· 1:l<C/::-~, SÍIJ rórdida de guiernlidud, BUponga111011 .R.(',)?\, 

e, u (lw) ef; un dclu de longitud '.? 5. 

Pcr tantu tiene dos diagonales cruzadab que taml. IC!n fion don diagonales 

cruzadas en G, y la inducción esta completa.!! 

5) ==> 3). 

Sea G una gráfica r¡ue sntiBfucc (5). 

(e. d. cada ciclo de G de longitud 3 5 tiene dos diagonales cru:iad as) 

ProbaremoH por Inducción sobre n que ninguna parte esencial de un ciclo 

de longitud n es inducida. 

Para n = 3 y n = 4 se cumple. 
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Supongamos que n .,.4 y que la aflrmaclón se cumple para todos los ciclos 

de longltud < n. 

Sea~= (a0 , a,, a,, ... a.,." a0 ) un ciclo de longitud n y sea oi u na parte 

esencial de~, o( " (a 0 , a 1, ªi• ... a..) donde ~<9'<.n. 

Sean a;:ñ3 y ñ;1!:. dos diagonales cruzadas de 4? (que existen por la 

hipótesis) sin pérdída de generalidad, supongamos 

O~ i<)<:n, O~r<S<n, i<r; 
41 

- -Por ser ª;aj y a.,.a,. diagonales cruzadas tenemos 

que oj. 

Consideremos la diagonal ªt ª.r 
Si j~k entonces iitál une dos v~rtlces de o( y por lo 

tanto ~no es lnctucida. 

Sl i H. se tiene entonces que~ es una parte esen-

... ª" = a
0

) de longitud< n1asf que por la hipótesis de 

inducción<( no es Inducida. 
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o.• • 
\ a...,. Por lo tanto podemos suponer que Qfi(k<J<n • .. -• 
' •' Aplicando los mismos argumentos a la diagonal 

a;a,,Y como y) y a;:al se cruzan tenemos que: 

Ot i<r< kotj<s<n. 

Ahora denotemos ot'"' (a,, 0 1 •••• o.r) y e(;, (a;. ªt+i 1 •. • 1 a.J. 

Afirmamos que, 6 bien ot' es parte esenclal del ciclo (as a • ._.,;, ... u"' a5), 

o., ---

" A) 
O bien o( es parte eeenclal ltel ciclo (att ªt.tt, ... , ªJ• ªt>. 

4: 
Ct. 

En efecto tenemos que:: 

. . 
' ' 1 ., 

JJ. (d~ .,. ,Q (4") ~ k + l 

J2 (ot')+ Q(a·)? k+ 1 > (n-k)+ 2> 

('Yl·k)+ tj-s).\ Z: ( 11-S+l)+(j-'< .\1), 

Por ranto o blen 2(ci') > n - a+ l 

ó bien -º. (c:t")> j • k + 1 
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' Lo que prueba que e( es una parte e::·encial del cidc 

" (a~= lloi a1, •••• a1 , a5, , a0 ) ó que o< es c'.!1~ par-L esencial de! ciclo 

Y por hipótesís de inducción tcr.~mos que al menos una entre c('y ol"no es 

una trayectoria inducida. 

Por lo tanto (a,, a,, ... a.e> no es una trayectoria inducida, • 
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8 VI. UNA CARACTERIZACIÓN DE GRÁFICAS 1DLOMEICAS 

Sea F un a su bg r á f l c a d e G , y se a u , v v é r t l c e s di s t in t os 

de F adyacentes en G. La arista ÜV de G se llama cuerda 

triangular de F (en G), Bi existe un vértice x de F distin

to de u y de v tal que ambas aristas xu y xv esten en A(F). 

Se dice que Fes una subgráfica fuerte de G si contiene 

todas sus cuerdas triangulares. 

C 1 a r a rn en t e un a s u b g r á f l e a l n d u e i d a d e G e s f u e r t e e n G . 

Claramente toda uv-tray geodésica es unn tray fuerte. 

Una subgráfica conexa F ele G tal que dF(u, v) '= de3(u, v) 

par a e 11 da tt, ve: F, es 11a111 ad a un a sub gr fi f i e a mé tri e 11. 

(e.d. Fes subgrlifica métrica de G ~='>Fes conexa y 

( V ( F), dF ) es un sub es p ne i o m é t rl e o de ( V ( G), t\.). 

Asf, una ¡~rlíflca conexa tiene ~st~~c:_l_t~__!_~ercdltaria si y 

!l ó 1 o si toda s 11b gr á f le u de G es un a sub gr ti fi e a m é t r le a de G. 

Y a he 111 o H p r o b a d o q 11 e G t 1 e ne d i s t a ne 1 a he red l ta r i a s i 

y sólo si toda uv-tray inducida es una uv-tray geodésica 

ver te ore mn (32.: 2) 
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Par a la de m os t rae 16 n de l te ore m a ( 35 ) so n ne ce s arios 

los siguientes dos teor~irnas, basados en loa conjuntos 

de corte relativamente mínimos de una grlifica. 

33) TEOREMA ( DIRAC ). Una gráfica Ces trlangulada sl y 

s 61 o s 1 to d o e on j u n to de e o rt e re l a t i v o m f n 1 m o de G induce 

u na gr á fi e a e o rnp 1 e t a [5] 

Sean u, v vértices de una gráfica conexa G, n 

par 1 en da k " l. 2, ... , n - 1 se a 

L"(u, v) 00 
\. x& V(G): d<.(u, x) = k, dr.(x, v) = n - k ~, los 

con: untos L""(u, v) serán llamados uv-nivelea. 
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34) TEOREMA : (Una caracterlzaclón de gráficas con dlscancla hereditarla). 

Sea G una gráfica conexa, las siguientes proposiciones son equivalentes. 

1) G tiene distancia hereditaria. 

2) Para cada par de vértices u, v <=: V(G) todo uv-nivel es un uv-corte. 

3) Para cada par de vért!ceo u, v t=. V(G) todo uv-corte relativamente 

mínimo es un uv-nivel. 

Demostracion: J ) =7 2). 

Sean u, ve. V(G) y sea S s V(G), tal que S no separa u de ven G. 

(e. d. en G-S u y v están conectados). Sea o( una uv-trnyectoria en G-S 

de longitud mínima; por ser v< una trayectoria de longlt11d mfnlma o< no tie

ne diagonalen (c. d. O( es una uv-trnyectorla lnducldn ), y ya que por hipóte

sis G tiene (d. h) se niguc que« cll una uv-trnycctoria geodésica. 

Por tanto d,, (u, v) " n °~ ,Q (o< )1 d. tiene punros ele todon lou uv-nlveles; de 

donde S no es un uv-nivcl, e 

l) => 3). 

Sea u, v E. V(G) y sea S un uv-corte relativo mínimo de G. 

•oBSERVACION: ya que S es un uv-corte mínimo existe al menos una 

. uv-trayectoria que tiene exactamente un punto en coman con S. 

Ya que : en el caso de que (si " l claramente toda uv-trayectorla pasa 

por S donde S " { s\ y en esce caso tambi~n la observación se cumple y 

asr pcxlemos suponer 1 SI ~ 2. 
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L ~ L~(u. v) claramente (u,~ 1a,._1)U (a"." w) es una uw-trayecroria mr

nima; de donde dG (u, w) = k y análogamente d'°(w, v) == n-k para cada 

w~ L. 

Por (2) L es un (ai<-i' atu
1
) corte y por tanto L es un uv-corte. 

I r 
Si L no fuera un uv-corte / exlstirwo( una uv-trayectoria en G-L_, además 

porconstrucci6nde L: Ln~ "{ll~~Y (a"_, 10:, u)uol'u <v,c< ,a"' .. ) es un 

a..,.,a1<11 - camino en G - L contrndicdón. 

Por tanto L e¡¡ también 11v-corte. 

Asf que por la mlnimalidad de S tenernos que L = S. 

*Finalmente oh;ervernos r¡uc : nin¡z;ún uv-corte puede estar prop!amem~· 

contenido en un uv-nivcl: 

Sea S un uv-corte. Sabemos que existen uv-trayectorias geodésicas que 

tienen exactam·;:;nte un pullto de S. Sea e< una uv-trayectoria geodésica, 

ol. c-=(u, a, , a z, ... , a,,, , v). Sea a 1< el Onico punto de o{ en S; si S está 

propiamente contenido en un uv-nlvel, como S no( "a K se tendrfa 

S ~ L.,;(u, v) y por tanto existiría w E Lr-(u, v) y w ~ S • 

Sea T. una uw-truyectorln geodésica, entonces : 

dc,(u,w)= k = .Q.('r,) y T, (\ S=~. 

Sea Tt una wv-trayectorla gcodónlcu, entonces : 

dc.(w,v)=n-k",Q(1'.i_) y T,,_n s~ ~. 

• ... 
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• < 

Sea w 4 $, G - (S - t w~ ) no separa u de v (ya que S ea uv·corte 

mínimo) en S '- {wt, existen uv-rrayectorlas y toda uv-trayeccorta en 

G 

Sea e< = (u, a,, ªi, ... , ª"l' v) una uv-trayectorla que tienen exactámente 

un punto en común con S y es de longitud mínima , entonces el no tiene dla-

gonales por ser de longitud mfnimn (e. d. o( es una uv-trnyectoria inducida). 

De donde , c11'.110 C t lene (d. h) , of. efl una uv ·t rnycctorla gecxlésic a. 

Sea al<. el 11ntco punto de e~(\ S y ¡~onslderemos el conjunto : 

L= L 1(nk-\ , nv.H ). 

Como d ((\_,. ª"")" 2 , L "' L1 (a~,, ª~H) es el conjunto de puntos de G que 

están a distancia 1 de a 1<-i y a distancia l de ª"'. 
"'Observemos que L ~ S y L S Lic. (u, v) 

U) 

Pues : sl existe w E L tal que w / S entonces 

(u,c(, a
11
)u(3t_,, w) 1..1 (w, ~,)u (alül,I(, v) será una uv-trayectorla en G\S, 

lo que es una contradicción . 

De donde w ~ S y por tanto L ~ S. 
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Por tanto existe uv-trayectoria en G - S, contradicción. 

Así que ningan uv-corte estli contenido propiamente en un uv-nlvel. 

Pero hemos visto que L es un uv-corte y L ~ L 1<. (u, v), de donde 

L = L k (u, v) y como se probó que L = S .entonces S = L" (u, v). 

(e. d. todo uv-conjunto de corte relativamente mínimo es un uv-nlvel). e 

2) =<'7 1) Supongamos que vale (2) y que G no tlene d.h. (e.d. 

que exi[:Jtcn trayectorlan im!ucldan que no :>on trayectorlatl geodésicas ). 

Sea ol. una trayectoria inducida de longitud mínima tal que no sea, una trayectoria 

geodésica. Scnn u. v los pumon extremos de o(, como O( es una uv-trayec

torla inducida cnwnees d¡;.(ll, v) ?; 2 y por tanto exiate un uv-nivel : asl que 

por (2) existe un 11v-conc. 

Oibmo L 1~ (u, v) es un uv-corte y o( es una trayectoria de u a v entonces 

Lt< (u, v) (\ o< / f!J. Ahora si x i: ~. K (u, v) n o( entonces d(,.(u1 x) = k y 

d,(x,v)=n-k (d,(u,v)''íl k€{l .... ,n-l)) pero: 

d" (u, x) °' .Q (u, o<, x) = k 

dt:. (x, v) º' íJ.. (x, o( , v) = n-k 

Jl. (o() = n = 'd~ (u, v) 1 (contradiciendo la selección de e( ) , 

Por lo tanto L.._ (u, v) /l o< "'f.. pero entonces Li.r. (u. v) no seria un uv-corte 

telatlvo, contradiciendo 2). e 
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. 3) =) 1). Supongamos G no tiene d. h. entonces 'existen trayectorias 

inducidas que no son trayectorias geocliÍslcas. 

Sea o< una trayectoria Inducida de longitud mlnlma tal que no sea trayectoria 

geodésica: Sean u y v los extremos de o( • como o< no es una uv-rrayec-

torla inducida He sigue de (u, v) ~ 2 • 

Sea s· un uv-corte relativo mfoimo entonces por hipÓtcsls (3) s· es un 

uv -nivel 1 ademas por i::er S' un uv -corte tenernos que ex lstc -

z
0

e(< S' fl \{le( )) \ {u, v\' . asl que .Q. (u,« , z) t.. Q (<X) y por la selección de 

~ se sigue que . !J. (u, c< , z) ·~ d(u, z) •- k y 

~ (z,ct , v) ., d(z. v) = n-k donde n ._, d(u, v} pero entonces 

se sif,'llC J!. (r:i) =2 (u, C( , z) + Q (z ci , v) = n • d(u, v) 1 
( corno o/ no es geodésica, su longitud es mayor que la distancia entre sus 

extremos). • 
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35) TEOREMA: Sea G una gn{fica conexa; las siguientes 

proposiciones son equivalentes. 

l) G es tolomeica. 

2) Toda trayectoria fuerte de G es una trayectoria 
, 

geodeslca. 

3 ) G e s t ri a n g u 1 a d a y t i e n e d . h . . 

4) Para todo par de ve'rtices u, v de G todo uv-corte 

relativamente mínimo es un uv-nivel e induce una 

subgráflca completa. 

Demos t r ac i (J n : 

Suponga m o¡; qu P existen troy e et orlas fu e rt es de G que 

no son trayectorias geodésicas; sea o(= ( a 0 , a ..... , a,.) 

un a t raye et o ri íl fue r te de longitud rn (ni m n que no e e 

trayectoria geodésica. 

Supongamos k = d (a., a,.); por la elección de o(, cada 

sub t raye et o ria de o( es un a t r a y, ge od é si e a , de donde 

tenemos (a,, ... , an) es una a, a.,-tray, geodésica por lo 

tanto. d(a,, a .. ) = n-1 también ( ª•·, .. , ª""') es una tray, 

geodésica y por tanto d(a 0 , a.,_1 ) = n-1 se sigue que 

n = k + 1 o n = k + 2 : ya que como O( no es una 

a0 a"-tray, geode'slca se tiene d( a01 a")<.Q(CI() = n de donde 

d ( a0 • a11 )~ n - 1 . 
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S 1 d ( ª• , a,. ) = n - 1 y a a e a b a m o s . 

En caso contrario d(a •. a 11 ) = n-2, pues si ésto no 

sucediera se tcnúda d(a •. a 11 H n-3 y tomando Tuna 

a 0 a" -tray geodésica T"' (a 0 = u0 , u,, ... , ul'"' a ... ) 

tendrfurnos que~" ( a0 • u,, ... , u ... , 0 0•1 ) es un a1 a 11• 1 

e a m i no el e 1 o ng i t u d a lo m 5 r, n - :J , p o r 1 o t a n to 

Por lo tanto n =' k + o n=k+2. 

Consideremos ahora los vértices a 0 , ª""'' a 111 , a 1 , 

comoª•~ª" (notemos que n'?'.I) entonces a 0 , a 11." 

a
11

, a 1 son puntos distintos. 

~" • o.., d ( n0 , a 11• 1 ) d (a 
1 

, a., ) ~ ( n - 1 ) ( n - 1 ) 

o., • 
a,. . .) ~ ( n - l )( n - 2 ) 

t • 1 = l 

por la desigualdad to\omeica tenemos que: 

por lo tanto (n-t)(n-l)~(n-J)(n-2) + 1 

/·2n +/~/- Jn + 2 + / 

-2n+'.ln~2 

n ~ 2. pero n~:l 1 · 
Por lo tanto la suposición ele que existen trayectorias 

fuertes de G que no son trny. geocJéstcns es Insostenible 

con la hipótesis de que e; es tolomelca de donde 1) ='> 2). 9 
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2) ::') 3). 

I 
Supongamos que toda trayectoria fuerte es tray geodestca 

y por tanto Inducida. 

Sabemos que toda tray inducida ea fuerte de donde ey¡ este 

cuso. una trayectoria es inducida si y nÓlo lli es fuerte. 

Por hipótesis toda tray fuerte es tray geodénica. Por tanto 

to d a t r a y i n d u e id a e s t r a y ge o d e' s te a / d e d un de G r i e ne 

distancia hcredit.aria. 

Se a o( " (u 0 , 11, . . . . u" , u 0 ) u n e i e lo d e l o n g i tu d ~ 4 . 

Si R. (o{) "' 4. ci.=0 (u 0 • 11 1 , uL, u~, u 0) entonceB 

1 

por h 1 p ó te :: 1 s se r r a un a t r a y ge o den 1 e a . pero d (u 1 , u A) = 1. 

Por tanto (u 1 , ut, u3 , u 0 ) tiene alguna 

diagonal triangular. Por lo tanto O{ tlene 

una diagonal. 

u,,, u0 ) entonces (u.z• ...• u1 ,u0 ) 

no es una u 2 u0 tray. geodésica, luego no es fuerte por lo que 

tiene alguna diagonal triangular. Por tantoq' tiene alguna 

diagonal.e 

3) ==> 4). 

Se sigue inmediatamente de los teoremas .'.\3 y ~4 
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4) => 1). 

I 
Sea G una grafica conexa que satisface {4) y sea 

W"' { u 1 , ••• , u-4~ un conjunto de cuatro vértices ·no necesa 

riamente distintos de G, 

Escrl!Jlremos por comodidad d-. 
~,l 

d(w)=~di.j· (1$Uj~4). 

Ver que W satisface la desigualdad tolorneica, significa ver 

que todas las siguientes desigualdades se cumplen: 

d,:i. d.l4 ~ el,~ di4 + dl<I d:i.l (1) 

di) dt4 $ d¡zd,4 + d,.,, d l.J (2) 

d,4dt¡ ~ d1zd34+ d,~dt4 (3) 

Para probar (1) es suficicnre demostrar que cualquier 

e o n j un to de 4 ve rt l e es d e G s a t i :i fa e e l a d e s i g u a l d ad tolo -

melca. La demostración se hará por inducción sobre d(IAl) 

Consideremos un conjunto fijo ul:= lu,. ui• u3 , u.d y 

.. \1 I 
suponga llJ os que md a e o 11 j unto ""' de cu ar ro ve rt i e es de G ta 1 

que d(w')ld(w) satisface la desigualdad tolomelca. 

Observarnon primero que si (w)"' k4 o si dos de los cuatro 

(o más ) vértices coinciden, entonces u) trivialmente 

satisface la desigualdad tolomclca. 

Su p o n d r e m o s pu e s q u e n i n g u n o d e e s r o s d o s c a s o s s u e e de • 
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, 
Sea S un conjunto de vertlces de G mfnlmo con respecto 

a la propiedad de que w -s no está totalmente contenido 

en una misma componente de G\ S ( por la elección de W 

un tal conjunto S existe ) . 

Si u y v son elementos de W - S separados por S entonces 

claramente Ses un uv-corte relativo mínimo, enr'onces 

por (4) S es un uv-nivel e induce una subgráfica cornple-

ta de G. 

Supongamos ahora que S contiene exactamente dos vértices 

de W, digamos u 1 , u 1 • as! que u 1 y lit son adyacentes 

d,t::: d.tt (i e" 3,4) pues {u,, u,~!: s y s es uv-nivel 

e.d. S=Lk(u,v). 

Por lo tanto d (u . u 1 ) d(u, u .. ) 00 k y 

d(u,, v) - d(u 1 , v) = n-k donde n = d (u, v) 

Pues (i = I, 2) u "' u 3 , v = u 4 . 

Consecuentemente W satisface la deaigualdad tolomeica. 

( 1 ) d •?. d~1 ~ d,)dt4 + d,4 du ( d, t. ::: l ) 

d "<\ ~ d,~dt<\ + d 14.d o 

-:: d,~d,4 + d 14 d 13 

::d,3(2d,4) 

d,,+ d,44 ~ 2 d,3d14 pues d .. (TnJ,. 
l.J 
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d,,dr.4 < dlt d34 + dl4 dz.3 .... 
<=> 

( 2 ) 

d,3d,~ ~ ct,1. (d3\ + d 14) + d,4 d,3 
<W'I 

d13 d 14 
< 

di'!. d31 + d11 a, .. + d,4 d¡3 -
-·-------·--

( 3) d,4 d'l.3 ~ d,t d34 + d 1a dt4 
~ 

d,~ d 1 3 ~ d,l(d,3 + d,4) + d,3 d,4 

Por lo tanto podemos suponer que S contiene a lo más 

un punto de \.U. 

Sea v tal vértice, Ed existe. (si no existe un punto de S 

y de W escogemos v c11alquicr punro de S y escribimos 

d ·" = d c. ( u ~ , v ) p n r n c a d a u¡_ 6 ~ ) . 

N ó t e se q u e s 1 u i. , llj n o n e le me n t os d e \-Ü n o con ten l dos 

en la misma cornponcntc de G'\ S. entonces por (4) 

dtj "'d:_ + dj (¡me¡; para toda ºt• Uj en distintas compo

nentes de G \ S, S es un UtUj separador mínimo y por 

hipótesis es también un lltllj -nivel ). 

Para terminar la demoHtración consideremos dos casos. 

la hipótesis de inducción se usará sólo en el segundo 

caso. 

C a s o l . - U n a e o rn p o n e n t e C d e G \ S e o n t 1 e n e e x ac t a me n -

te dos elementos de \Ú. 

Ya que la etlquetaclón no es Importante, podemos suponer 
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Asr por (4) dq = d¡_+ dj (i=J,2. j=3,4) (5) 

sustituyendo (5 ) y re agrupando en (l ) y ( 3 ) obtenemos: 

d .. = d + d· 
l J i. J 

( 1 = 1 ' 2 j ::: 3 ' 4 ) ..••• ( 5 ) 

d,1d3• ~ (d,-l d3)(di.+ d") + (d, + d4)(dt+d3) 

= d,di+ d,d"' + d1.d~ + d,,~ + d,d, + d,d; 

+ dLd4 + d3 d'\ 

- (d1 + d~)(d.) + d4) + d,d, + d_,d" + d,d,+ d,d4 

= ( d 1 + di) ( d) + d"') + 2 ( d 1 d z + d l d .. ) 

Por lo tanto 

(l' ) .. d 11. d 34 ~ (d 1 + dt)(dJ + d4 ) + 2 (d 1 d 1 + dJd4 ) 

(2) d 1 ~dl"I ~ d 11 dH + d 14 du 
(:) 

dlldJ4 ~ U1¡dt4- d 14dL.5 
<;::> 

dltdJ4 

(3).. d 14 daa ~ d11 ct,... + dudr.'4 
(;:t) 

d,1 ct,, 
<.,.> 

d,1d.)4 ~ 
(:') 

du.d14 ~ 
<;.') 

d,, dJ4 ~ 96 



Ahora bien, para probar que~ satisface (1), (2), (3) 

es suficiente probar que -uJ satisface (l '), (2'), (3') 

hemos visto que; 

(1 ') se cumple pueH: 

d¡_=d(uuv). 

Por lo tanto d 1 i~d 1 + dz 

da el el el t r f;{n g u lo ) . 

y d_,.¡~ d 3 + d.¡ ( de si gua l-

Por tanto: 

( 2.): (d 1 - d 1 )(di¡ - d3 ) S. d 11 dH 

d 1 = d (u., v) ~ d (u,, u,)+ d(u,,v) 

Por tanto: 

d ll~ d 1 - d 1 análogamente 

dJ~?d,, - d_, 

Por lo tanto ( 2') se satisface, 

( 3 '): 

pues 
, 

trfangulo. 

d\l dJr¡ "; (d, - dt) (d_, - d'I) 

d~.¡ ~ d 3 - d ~ 

por la desigualdad del 
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Caso 2. • Una componente C de G\S contiene exacta-

mente un ve'rtlce de W . 

Si n p é r d í d a d e g e n e r a Ji d a d p o d e m o s s u p o n e r q ue u 
1 

e C . 

Por (4) (j:::2,3.4). 

(ya que S es un u,uz·n!vel para toda Je{2,3,4,~ 

Claramente: d Ui.11. u, 1 u1, u"'~)~ d (Ltl) (pues v.S y 

S es un u1 uj -separador ndntmo ). 

Asr, por hlpóteAls de Inducción el conjunto { v, u 1.' uJ. u 4\ 

satisface la deBigualdad tolomelca. 

En particular, por (l ): 

dLd_,4 5, dJdt.C ·f d4<JO,,., ..• (7). 

Por otra parte, por la deslgualdnd del triángulo: 

d,. ~ dt4 + d·~· ...•..•... (8) 

Ahora , rn u 1 ti p lle ando a rn b os l ad os de ( l ) por d 1 y sumando 

1 a d e s l g u al d a d re s u l r a n t e a ( 7 ) o b t e n e m o s : 

d,d,4 e:: d 1 (dt4 + d~) 

{ d lt + d 1 ) d""' .::: d 1 ( d l.'4 + d u ) + d 5 d t'\ + d-4 d u 

-:: (d 1 + d,) d,4 + (d 1 + d4 ) d 0 

(d~+ d 1 ) cl~ 4 !;(d, t d_,) d 24 + (d 1 + d'I) d 13 

Y por (6) sabemos que d,_; = d 1 + dj para toda J6f2 3,4} 

Por lo tanto: 
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Por (2), en {v, u,. uJ, u4 j , obtenemos 

d 6 di4 ~ dtd) 4 + d 4 d 0 •.....••••• (9) 

Por la desigualdad del trtlngulo: 

........ (10) 

Multiplicando (10) por d 1 en cada lado de la desigualdad 

y sumando la dc1Jigualdad resultante con (9) obtenemos: 

dJdtl\ ~ dtd~.-. + d4dl.5 

ó 1 d l. 4 ~ d 1 d !>4 + d 1 d u 

(d~+d,)dzo\ ~d~4 (d 1 + dz) + d13 ( d 1 + d~) y por (6) 

se sigue 

( 2) 

Por (3), en 111, ut, u~, u4\. obtenemos: 

d4d¡i; ~ did~4 + d3dt4 ..............•• (11) 

Por la desigualdad del triángulo tenemos 

d 1 J ~ d~4 + d 14 y multiplicando cada lado por dr 

d 1 d0 ~ d,JJ<t + d1 di4 ................ (12) 

Sumando (1 2 ) y (l 1 ) obren e m os: 

(d4 + d 1 ) d
0 

~ (d1... + d 1 ) d 34 + (d.,+ d 1 ) d,4 y por (6) 

d,4 d?,) ~ dnd~4 + d 13 dz.'4 .......... (.3) 

Por lo tanto W satisface las desigualdades tolomelcas 

(l ). (2) y (.1) .• 
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36) 

37) 

COROLARIO: 
, 

Una graflca conexa G es tolomelca si y 

sÓlo si cada comp0nente conexa fuerte de Ges métrica. 

COROLAHlO: 
,1 

Cada componente conexa fuerte de una gra-

ti e: a tolo me le 11 es rol o me! e a . En p a rt 1 e u l n r, e ad a sub g ni"-

f l c a c o n e x a ! n d u e l d a d e u n a r o l o r.-1 e i e a e s u n a g r a'f i c a t o 1 o -

melca. 

38) TEOREMA: Cna gráfica conexa Ges tolomclca si y sólo 

sl para cada par de distintos clanes no ajenos P y Q de G, 

PC\Q separu' P-Q y Q-P. 

·oemostrnclón: =)) 
, 

Sea G una graflca tolomelca, P y Q clanes distintos no 

aj en os de G, es e o j amos v e'rt i e es no ad y a e entes p " P y 

qEQ, y supongamos (para llegar a una contradicción 

QU:! PflQ no separa P y Q. 

C o m o G t i e 111~ d 1 s t a n e l a h e r e d i t a r i a e n t o n e e !l 

dt..-(fn Cl) ( p' q ) 

( pues PflQ f~, zc{P/'\Q~ 

pQ • t ray. geodésica ). 

p 

Cono dG.\tfn~l (p,q)"' 2 existe T 
/ 

ge e de s 1 e a e n G \. ( P n Q ). 

z q (p, z, q) es uno 

(p, v,q) una pq-tray. 
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Por lo tanto existe v,{G'\(PC\Q )l . digamos v/P tal que 

v es adyacente a ambos p y q en G. 

Como v/P (P es un clan) existe u" P tal que u a/y
4 

v, 

en particular u/: p y u I q. Ahora la trayectoria 

(u. p, v, q) es una t rayectorla fuerte qur~ 

alca ( pues u ~ v y p ~ q entonce¡; 

/ 
no es tray. geode· 

(u, p, v, q) no 

t l e n e d 1 a g o n a le s r r 1 a n g u l a r e s ) 1 o e u a l e o n e r a d 1 e e e l 

teorema (35.2 ). 

Por lo tanto PnQ separa P\Q de Q\.P.t!! 

<= ). Supongamos ahora que G es una gra'fica conexa que 

satisface la hipótesis del teorema. 

Sean u y v dos v~rtices no adyacentes de G y sea 

l ~ k ~ dG. (u, V) - l 

Se a T "' ( 110 , u, , ... , u, , ) 
•<.'"'•' ---. 

) una uv-tray geodésica, P un 

el a n que e o n t len e a u 1<-1 u 1<. y Q un el a n que e o n t len e a 

Ahora ¡. f Pt\Q !: Lk. (u, v), sea z 6-{pf) Q} 
entonces: 

d(z. u)= d (u, u.,)== k pues z ndy.: u11;.1 

d(z,v)--d(u"-v)=n·kdonde n:::d~(u,v) pues z es 

adyacente a u~w • 
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Por lo tanto f Pfl Ql~L"(u, v). Como Pl\Q separa P-Q de Q-P 

también separa u de v. ( pueslPfl Qb: L 1«u. v) de donde 

Pn Q separa u .... 1 de uK luego separa u de v ). 

De donde P f\ q = L..,_( u, v) [ pu e a si ex! s t fer a 

z~{Lk(u,v) - ~PC\Qt}. corno{PriQ\SLK( u,v) entonces una 

uz-tray, geodésica e1l!a t:n G\{PflQ\y una zv-tray. geodésica 

e s t á e n e; \ [P 1\ Q1¡ , por lo que Pf\Q no separar{a u de vt]. 
Se sigue que todo u v - 11 í ve l de e es un u v - e o r te q ue 1 n d u e e 

una subgr~fica completa y se sigue de los teoremas :H 

y 35 "· que G es una grafica tolomeica. • 
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8 VII. LA ESTRUCTURA DE CLANES DE LAS GRÁF1CAS TOLOMEICAS 

Sea G una gráfica. conslde>remos ~ el álgebra booleana de 

subconjuntos de V(G) generada por los clanes de G, ( con 

las operacioneN de "v" y "(\"). 

9. "' t U (_(\ \' ( K t'. ) ) : t.J. j 6 J J f 1n1 to ) , Sj es un a fa m 111 a 
~ ! ;.J u~ 

flnlti! de clanes de el. 
" Las uniones finitas de las intersecciones tlnitas de 

clanes de G " 

39 ) D E F l N 1 C l O N : Se a G u n a gr á f 1 c a , u n e le me n t o rn r n i m o -

(con respecto a la Inclusión ), no vncfo del algebra 

booleana de subconjuntos de V(G) generada por los clanes 

de G. es 11 amad o un á to 111 o de \;. 

E e c l a r o . q u e l os á t o m o s d e G s o n u n n p a rt i e i 6 n de V ( G ) . 

Loe vértices u, v de G eot&n en el mismo átomo de G 

con tal qué: 6 bien u " v 6 üve: A(G), y para cada vértice 

x de G di11rlnto de u y v, X'l16A(G) si y sólo si xvéA(G). 

40) OEFINICION: Si un átomo A es Intersección de por lo 

menos dos clanell de G, diremos que A es un tltomo de In-

terseccloocs de G. 
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41) DEFINICION: Un subconjunto no vacío de un átomo de 

un a gráfica G es llamado un subátorno de G. 

42) Sean G1 y Gt gráficas tales que V(G, )(\V(Gz) = ~, y 

sean S1 y S1 subi\tomos de G1 1 C 1 respectivamente que 

t 1 en en la rn is m a ca r d in a 1 i el ad. S t-.1 f : S,-* Si un a e o r res 

pondencia uno a uno. Considere· la gráfica(; obtenida de 

0 1 y Gt por identlficacl6n de S, con Si bajo f. 

Decimos que e; (o cunlquicr grftflca i;iomorfa a CJ) se 

obtiene por idonti_ficación_...:'i~1to1n~ de G, y G 2 • ( G 

sólo depende de la elección de S, y Si y no de la elec

ción ele f ). 
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Tenemos el siguiente teorema: 

43) G ea tolome le a <=) G no tiene ciclos Inducidos de 

longitud~ 4 y Lc:G con H ~ L =:io!f(a) ady(f(y) 6 

4 (b) ady (#(X) ). 

H: 

Se sigue del teorema de la página (90) Inciso :i y usan-

do el teorema de la página (73) usando la equivalencia -

1 (t:) 4. 

44) TEOREMA. Sea G obtenld'..t de G1 y Gt por Identifica-

cl6n subátornlca,entonces Ges tolomelca <='> G1 y Ga.son 

tolomelc as. 

Demostración. t:= ) Supongamos que G1 y Gt son to-

lomelc as. 

Por demostrar que G !l:atisface las hipótesis del teorema 

anterior. 

J \!) G no tiene ciclos inducidos de longitud~ 4. pues si 

C es un ciclo Inducido en G de longitud:; 4, consl -
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deremoa u,., u,, u1 , u1 6 V(C). 

u,.E V(G1 ) 6 Ua'· V(G1 ), sin perder generalidad 

supongamos u.4V(G1 ); por otra parte C~G 1 ya que 

G1 es tolomelca ( usando el teorema anterior ) , 

as r que podemos toma r í = m t n l u j t: V (e): u:, f V (c1 ) } • 

O b s e r v e m o s q u e 1 > 1 y a q u e u 
0 

a d Ye. u, • 

e 
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Como ut/. V(G1) entonces Ut é V(Gz) (e. d. u,,{V(G2),V(G1 )}>. como 

u1, .• adyc u;. se sigue que ut-~V(Gz). Asi que u¿_./' { V(G1 )11V(G1 ) }, por 

la elección de i. 

Por otra parte ui.t
1 

V(Gz) pues Utady<. u~1 y u;..1fV(G,) (porque en caso 

contrario u,_, y utti serían ambos v(:rtíces del mimno subátorno de G1 , 

y como los subátornos inducen gráficas completas entonces 

"Ut-i ad)'. ul,.1 y u,_1 u,~, sería una diagonal en el ciclo inducido C 1 ). 
r., 

Análogamente, u_¡i:{v(G,)AV((\)t =-) uj - ut-i o uj ady u¡__,. 

Como u;, •\V(é;z)'\V(i\)} tenemos por lo de arriba que, 

- - f{u~-1 \ 
V(G,)(\V(Ct) 0= o 

{u¡.t , u i.-1 \ 
( * ) 

También: uAv<c\)\V(Ó, >)y ut<.H ad~ uK =="> uK\~ V(t\) 

Combinando ( * ) y ( ~ ) tenemos que u;_, ui.H, .•• , u"_1E:{V(Cj,)\ V(G1) 1 
y que u,."-' UoE:{V(Gi)(\V( e\ >1 · Corno i 7 l entonces u. I u~··I as( que 

de(* ),conclulmosque lV(<\)AV(C\)} = fut-i• utJ con u 0 =ut-i· 

As{ que: u.,E:l V(G,) (\V(C~)} t uAV(G,) n V(C\) ~. ut{v<é\) '\ V(G1)}. 

u~e:{V<Gt)'\V(i.\>} , ... , un.dv(ét)\V(G1 )~. 
:. C= (u •..• u,1-1, u'l)cGt ~ CtJ (puesG.iestolorneica). 

De donde si G1 y G1. son tolomeicas no es posible que G tenga ciclos 

inducidos de longitud 3 4. 
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Ahora demostraremos que sl 

dos aristas ay o Xb. 

H c. G entonces en G existe alguna de las 

~~~ 
Por reducct6n al absurdo, supongamos que H e G y que A(G) no contiene 
........ 
ay ni Yb. Como se tl~ne que G1 y G, son tolomelcas podemos suponer 

por el teorema (4:} que existen u, v 4 V(l I) tal que: 

u t tv(Ü1)\ V(6¡)~ 

V E{V«\>'-V(G,) ~ 

( pues si por ejemplo 11 e C 1 entonCl'fl ay!! A(G1) o i; E A(G1) y ns( al 

hacer la identlflcacl6n ñy • A(Ü.) e A(G) o b;; & A(G1) e A(G) y no habría 

nada que demostrar ). 

Notar que u aj( v, hay esencl.almente 'trea casos: 

ui::a, v=y 

H u=x, V"'b 

lll) u=x, v=y 

pero como l) y li) son strnt!trlcos, basta analizar l) y lll), 

l) Porhipótesis. u{V(G1)\V(G,_)\, ye:{V(G1),V(G1 )} 
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t.,) xe{V(G1)ílV(Ó1)J; l¡,) H{V<(].)\V(Gi>} 

. Si lo.): b, e, x son vértices de G que provienen del subátomo de G1 , y del 

subAtomo de G1 que se han identificado al construir G, como los subáwmos 

Inducen gráflc11s completas en particular tenemos b ady x 1 ( contrad!ciendo 

la hipótesis ). 

Es decir ( lo.) es Insostenible con la hipótesis de que e; no tiene las aristas 

• !:} 

1.,, ). Sea e, el cl110 de G que contiene al tr1ángulo llXC . 

C r. el clan de G que contiene al trti:ngulo tx:y. 

Como hemos hecho una !dentiflcación subatómica donde los vértices 

ldentiflcados corresponden 11 los elementos de { b, e f, entonces { b, c \ 

es subátomo ( : • est1( contenido en un 6tomo A t ). • •, { b, c t CA .... 

Por otra parte C /\e t. "' \e\ 1 y corno bt{ A i\ ( C/I C t íl A 1 >i 

entonces ( C,f\Ci )flAz /. A 1 f. 
(pues como C 1íl C111A tes intersección de clanes, se contradice el 

hecho de que A 'J. es átomo de ~ . 
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m) Por hipótesis x'{VCG,)\ V(Gz>t I Y•lv«~z)\ V(li,)}. 

Como en los casos anteriores e e{V(G,)OV(G1)\ , a t:V(G1) y 

b e.V(Gz). Co~o ademiis a ady,b entonces ae~ V(G1)f\V(G1)} o 

bf: \ V(G, )(W(Gi) \ , sin pérdida de generalidad aupongamos 

u\V(G,)(\ V(<5¿)}. 

Tenemos dos subcasos: 

u1.j Que e¡¡ ( salvo los nombres de los elementos ) el caso lt,) ya 

analizado. 

111~ Que es el caso l,J ya analizado. 

Asi, el que G1 y G2 sean t>lomelcas es insostenible con que 

una gráfica H e G no contenga ninguna de las dos aristas ay, bi. 

: • G1 , G1 tolomelcas => G es tolometca . e 
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='> ). Por demostrar: G tolomelca ='> G, y G1 son tolo:nef.cas. 

Por reducción al absurdo. Supongamos que G es tolomeica y que G1 

(o Gt) no lo es. 

Como G, no es tolomelca entonces: 

s) G, tlene un clclo Inducido de longitud ~ 4. o 

b) existe una gráfica H contenida en G 1 tal que a -.{ y 
/~, 

o b aj x. 
~Ye, 

Sl a) sea C el ciclo inducido de G1 , de longitud), 4, es claro que 

al hacer una iclentlficaclón subatom!ca C permanecería como ciclo inducido 

en G y ( G es tolomclca por hipótesis ). 

Si b), como ll nerfa m1bgrafica ele C que es tolo1ndcn, entonces 

a ad~ y o b ad~ x . Supongamos, sin perder generalidad que b ad~ x . 

l:omo G, y G z Hon gf'áficas ajen:rn por hipótesis entonces bf Cz, x/ Gt. 

Af:i{ que la anlca manera de que x adyc.b es que xi!:t<~/1Gz~, bE{G1<lG 1\ 

pero entonces 1¡,x, bl es parte de un subátorno de e, :. x adY. b 1 . 
e;, 

As{ que G 1 ( o G" ) no tolomeica eEJ irwomenible con la hipótesis de que G 

es tolomelca. 

; • G tolomeica => G1 y Gt son tolomeicas. • 
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45) TE!OREMA: Una gráfica G obtenida mediante una 

sucesión de identificaciones subatÓmicas a partir de grá

fl e: as e o m pi et as es tolo me 1 e a . 

Demostración: Como las grdficas completas son 

tolomeicas el teoremn se deduce inmediatamente del 

teorema anterior. 

Es un h ce hu notable que también e 1 re e {pro c o de este te o -

rema es cierto, es decir. si una gráfica es tolomeica 

e n t o n c e s s e p ue d e o b t e 11 e r m e d l a n t e u n a s u e e s l 6 n d e 

ldentiflcacionen subatÓmlcas n partir de gráficas com-

p le t a s . P ai· a p r o b a r e s t e h e c h o n e c e r:d t a r e m o s u 11 o s 

cuantos lemas. 

46) LEMA 1: Sea G una griHica tolomeica y sea {Q, .... Q.,j 

n? 2. una colección finita de clanef! distintos de G tal que .,, 
su intersección S = í\ Q. (1~1 ~ n) es no vucra, entonces 

I tw.I t.. 

S es un conjunto de corte de G. 

El primer Tcü1·cm11 de 111 página (1~5) nos dice que Ges 

tolomelc;1 C 0 'l e; es uemltolomelcn y trfangulada. 

Entonces e; semitolomcica lmpllcn que G tiene la propie-

dad~ ( p~glna 40). La propl edad ~ es equivalente n I~ 
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propiedad S: : para cadn':t colección finita de clanes 

de G ajenos dos a dos y para cada Qe~, existe Pe'k tnl 

que Qn P, ( la equlvalencia de i y de~ tte sigue fácil -

mente observando que un conjunto finito P parclalmen-

te ordenado esta rotnlmcntc ordenado si y Bólo BI todo 

subconjunto finito d(' P tiene elemento mfnimol. 

El 1 e rn a se s i g u e de 1 te ore m a de l n p 11 gin a (l 00 .• 

El Rtguiente lema es un Teorema de A. llnjnal y J. 

Suranyl. y como aparece también en ln pfiglna 368 del 

libro de Claude Berge "c;raplrn and Hypergraphs" 

lo enunciaremos flin demostración. 

47) LEMA 2 ( llajnul y Surnnyl ). SI Ges una grlíflca tdan 

gulable entonces cada conjunto de corte mfnlmo de G 

Induce una subgrl\flcn completa de G. 
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Combinamos los dos Lemas anteriores para obtener: 

48) LEMA 3: Sea G una gdifica tolornelca. Un subconjunto 

S de V ( G) e s un e o n j unto de e o rt e rn r n 1 m o de G s i y s 61 o 

si S e R un átomo de e; (e. d . es u 11 a 111 terse e e ió n m r ni m a 

de clanes de G~ 

Demostración: ='1) S conjunto de corte mfnimo de G 

y G to 1 o me i e a i mp 1 i e a que S es u 11 e o 11 junto de corte en 

G / tri a n g u l a ble 1 l m p 11 ca q u e S i u d 11 e e un a sub gr 3 f i e a 

e o m p le t a de (: ( te o. d e 11 aj 11 al ·· Su r a n y i ) . 

Se a ,</~ l n f :im il i a de 1 o D e 1 a ne s q l1 e e o n tiene a S, entone es 

Se (\'14- y val(' la igualdad adcm[ls: 

pll•Js ul S ¡;:.n94- entonces existe Xé·f<nA-)\s}.Por otra parte 

como S en un con j unto el e e o r te de G (e o ne x ?. ; y e o mo 

x~S 1 entonces existe ye {v(G)'\ S~tal que todo camino de 

x a y pasa por S, y podemos .ciuponcr además y ady s 

cons11.S. 

e o lll o { 1 xJ u s T c. (1 ?4- y n cA- (] B e o m p 1 (' t a' 

pertenecen a un mismo clan K1 • Como 

un clan K.t /- f.~, (pues y ay~ x ) entonces 

es claro que x y S ... 
yR pertenecen a 

Se K.z. , pues 

todo punto ten K 1 Í\t~'l.,cs arlyacentc tr·nto ax como a y.•. 

x t ~· es un a t raye et o ria en G; por h l p 6 tesis x t y p a 8 a por S 

y .. •. U. S :. ¡5 / {K, (\ Kt} e S ( {K 10 K1 \ f; pues n'fK 1 (l K}) 
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Por el Lema 1 K1 /\ Ka es de corte y por la mt'nlmalldad 

de S ,{K 1n K,\= S de donde S = fK,n K,\c K1 y asr 

S ~ {\ ~ e {K/l K1\ = S J . 
s :::: n/t-y as[ s es una intersección de clanes que es 

n de m li s m fn i m a, pu e a a 1 1' e a un a fa m l li a de c In ne e 

tales que f # o'l: ~- nsi4-, entonces por el Lema 1,íl't es 

es un conjunto de 

de corte mínimo) ea un átomo de G.~. 

<= ) Si S e ¡¡ un lit o m o de G, entone es S ::: (l ~ donde 

,4. e s u n a f am il 1 a d e el a n e s d e G , p o r e 1 Le m a l , S = íl rA-

es un conjunto de corte de G que adem{is es mfnlmG, pues 

si no lo fuera cxistlrfn {l. jl.S, con fl un conjunto de 

corte mínimo en G, pero por la primera mitad de la 

demostración fl sería un ñtomo de G y como (l.¡. S enton 

ces S no serra un átomo 'f 
•• S lltomo de G implica S es conjunto de corte 

mínimo. 

Usando el Lema 3 podemos probar el siguiente: 
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49) TEOREMA (Howorka): Sl Ges tolomelca,entonces G se 

p u e d e o bt e n e r me d i a n t e u n a s u e e s l ó n d e i d e n t l f le a e i o n e s 

sub á t om i e nn a partir de gr á fi e as c o m p l et as. 

O e rn ostra el ó o : Por in d u e e i 611 fl oh re /V ( G) j. 

Si Ges completa no hay nada que dc<11ostrar, en particular 

si /V(G)/= 1 la afirmación en cierta. 

Si G no es completa, exiiHcn u, v 6 V(G) tal que u a/y v 

y u y v no pu e <1 e 11 e s L a r a 111 lJ o G en u n m i El m o c 1 n n as l q u e 

si C 1 es un clan que contiene a u entonces v 1 V(C,). 

Sea C 1 un clan tal que u & V(C 1 ) y sea w un vértice que 

no está en C1 pero que este' a distanci.t ml'nlmn de V(C 1 ) 

como Ges conexa, es claro que d(w, V(C 1 )) =0 1 y asf 

w ndy x con x6V(C 1 ). 

Ahora wx pertenece a un clan C2. Í C1 (C.t f C 1 pues 

U€:V(C 1 ) pero utc'I.. ya que u a/y w y w e V(Cz) ). 

contiene 

un Atomo ( una lntersccción mínima no vacía de clanes) 

que por el Lema :'! e¡¡ un conjunto de corte mínimo. 

Así si G es tolomelcn y G no es completa, entonces G 

contiene un conjunto de corte mfnin10 S. 
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Sean A,, .••• , A., las componentes conexas de ª'S. 

C o rn o S es u n e o n J u n t o de e o rt e m r n i m o y G e s t o lo me 1 e a 

entonces S es la inteniecclón de los clanes que lo con-

tienen. 

S = (\* donde f4. ~ {Q clan de G: ScQj. 

Notemos que si QeJI. entonces Q e <'AtlJ S) para alguna 

i• {l. ... , d (donde < AtU S) es la subgrá.flca de G 
I 

inducida por A;,vs). 

Pues si Ql-<AtuS/ para alguna i&·lt, ... ,r\, 

entonces Q tendría vértices de At's distintos, 

u E: A,\ At. , v c. A~\ A 1 digamos . 

Pero por definición de las Aj' s. todo camino de u a v 

pasa por S y en p a rt i e u 1 ar u a/y v por otra parte, 
' 

como u, vE Q y Q es clan, u ndy v y:. Q e ( At\J S';> 

Ahora es claro que < A¡,V S) es una gráfica tolomeica 

siendo gr líf 1 ca in d u et d a de G q u e es to! o me i e a, ( C tolo me 1 e a 

"'" G tiene distancia hereditaria ). 
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También S pertenece a un clan Q¡, e( A¡, u S) obvia· 

m e n t e . '[ t a m b i én e s c 1 a r o q u e s i t o M f.1"11 o s c 1 a n e s 
t'f' 

Q,C(A,US) ,; .. , Q.#C.(Atf\JS) entonces S = ('\Q. 
~ 1 l.nt ~ 

Es claro que la subgrHica <Q 1 lJ ... \J Qtt') de G, 

1 a p o d e rn o s ob t e n e r t o m a n el o u n a f a m l li a d e g r á f i e a s 

completas (ajenan) K" ... , Kll' con idenÍ:ifi • 

cando subatómlcamente en subátomos de K. iaornorfos ,. 

Ahorn
1
como S en un conjunto de corte, el conjunto 

{A,, ... , AiT\ debe tener por lo me non doa elementos 

y as r \ V ( < A '1. \) s >) ' t.. \ V ( G) \ ~ i 6 \ 1 , . . . , r} 

a p li e ando h i pótc fl i n d e in d u e ci ón a l a gr lif 1 e n tolo me 1 e a 

(A·,,U S) , tenemos que (Atú s) se puede obtener 

a partir de subgráflcns complecas Kt, 1 1 Ki,i 1 •• • , Kt,itj..~ 

rn e d i a n t e un a s u e e s i 6 n de i de n t 1f l e a e l o n e a s u b á t o rn 1 e a a . 

Ademil.s, como Ses una subgrdfica completa de (At" S) 

entonces S C K • • C.,J para alguna j ~ l i. ... g(I)\ y por la 

deflnlci6n de ldentiflcaci6n sublitomica, K:_,j debe ser 

isomorfo 11 un clan de (At.US), de donde "' K • • ::: Q• C &.,J (, 

c.(A:.u S) . 

Y as! G se obtiene mediante tdentiflcac16n subat~mica a 

partir de la9 grl!.ficas completas: 
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K,,,, K1,i , ••. , K 11 tt•) 

Kt,1 • K2,t • · · · • • K2,3lt) 

K.r,1 , Kir,1 , .. ,,Krr,,tf'I") 

Pues K,_,ff, .•. , K.t,i{I.\ produce'l)mediante identificación 

subntómica apropiada la gráfica < A,o..VS? ..IJQ'={l. ... r}. 

Además las gráficas Q 1 , •••• , Qir producel'lmediante 

identificaciones sub1itomicas la gráfica < Q1 lJ ... U Qrrl 

y cada Q~ ';'.. KJ.,)ttt) para alguna j(e)E{l. ... , g (i)}como ya 

vimos. 

..___ 
Como hemos probado también el reciproco del tlltlmo 

teorema, tenemos: 
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TEOREMA: Una gráfica G es rolomelca si y sólo sl G 

puede obtenerse mediante una suceslón de identifica· 

clones subátomlcas a partir de gráficas completas.• 

La caracterización anterior de las gráficas tolomelcas 

p e r m lt e d l bu j ar g r áf i e a A t o l o m e 1 c a s " t r p 1 e a s " , p o r 

ejemplo: 
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