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I N TR O D U C C I ON

En afios recientes el estudio de las foliaciones ha sido uro de
los campos mds activos de investigacidr er Matemdtices, el tema de
este trabajo es estudiar un problema de foliaciones en geometria
diferencial,

Para describir el problema recordemos que : una foliacidn de
ung variedad es esencialmente una descomnosicidn de esta en subva-
riedades de la misma dimensidn y disjurtas entre si 1lamudas las
ho jus de la foliacidn, por ejemplo IRY puede descomponerse en hi-
perplanos paranlelos entre 8i, por otra parte una subvariedad L de
una variedad riemanniana es minima si dado un dominio U de I sufi-
clentemente pequerio y con frontera entonces el volumen de U eS me-
nor o ipgual que el volumen de cualquier otra subvariedad que tenga
la misma frontera es decir I minimize localmente el volumen, por
ejemplo lns geodésicas de una variedad riemanniana son subvarieda-
des minimas.

El problema central del trabajo es el siguiente : 4 Dads una
foliacién de una variedad M existe una métrica riemanniena para M
tal que todas las hojas de la foliacién sean subvariedades mfnimas ?
si tal métrica existe diremos que la foliacién es de hojas minimas,

El principal objetivo de este trabajo es exponer los resultados
de H. Rummler, D. 3ullivan y A. Haefliger sobre el problena.

En el primer capitulo se desarrolla el tema de subvariedades mi-
nimas para elloc sn la seceidn uno se da una caracterizacidn técnica
de subvoriedades minimag en términos del vector de curvatura media
y an 1n geocidn dos s8e muestra le equivaliencia de esta con la ca-
racterizacidn de las subvariedades minimes como aquellas que mini-
mizan el volumen localmente, termine el capftulo con ¢jemplos de

gubvarisdndes minimas en 1a seccién tres.
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El segurdo canftulo empieza con la definicidn de foliacidn desa-
rrollando luego ejemnlos de foliaciones, er. 1n seccidn dos se de-
musstra el teorema de Rummler-3u'livan que nfirna que una nétrica
sobre 1las hojas de la follacidn puede extenderse a una métrica en
la variedad que hace que las hojas de la foliacidn sean subvarieda
des mipnimas s8i y solo 8i la forma de volumen sobre 1las hojas es tal
que su derivada se anula al valusrla sobre cualesquiera n vectores
tanrentes a 1as hojas de la foliacidn, donde n es la dimensidn de
lzs hojas, las referenciss para este teorema son Rummler (1 ) ¥
Sullivan (1),

in el tercer capfitulo se exnonen los resultmados de Haefli=zer (1)
para variedades foliadas compactas, para ello en la seccidn uno se
desarrollan las ideas de el gseudogrupo de holonomia que es una de
las estructuras de mayor utilidad en el estudio de las foliaciones,
la idea fundamental del capftulo se presenta en la seccidn dos y es
la construceidn de una ftuncidn que ros relaciona las formas sobre
la variedad con las formas en variedades transverseles a las hojes
que gon invariantes bajo holonomia es decir bajo translaciones a lo
largo de las hojas, utilizando esta furcidn se caracterizar en la
seccidn tres aquellas formas sobre la veriedad que pueden ger for-
mas de volumen para métricas que hagan que las hojas de la folia-
cidn sean minimas y con esto ea posible demostrar que la existencia
de tales métricas depende solamente de la holonomia de la foliacidn.
Pinalmente en la seccidn cumtro como una aplicacidn de estos resul-
tados se construyen ejemnlos explicitos de foliaciones para laa cua
les no existen métricas de Riemann que hagan las hojas minimas, la
foliacidn de Reedb es un ejemplo exnlifcito de ello.

%1 cuarto capftulo esta dedicado a denostrar que en el caso de
folimciones holomorfas en variedades de K&hler las ho jas siemvre son
subvariedades mi{nimas, para esto en le seccidn uno se contruyen las
variedades de K&hler como variedndes riemmrnianas reales con ciertas
propiedades respecto a la corexidn, en la seccidn dos se nrueba el

siguiente resultado cldsico de geometrf{a diferencialy; toda subvarip
2



dad compleja de una variedad K&hler es subvariedad minima ,de aqui
se sigue inmediatamente la aplicacidn al »roblema,

Finalmente quisiera agradecer a Xavier Gémez-Mont Avalos por la
ayuda y orientacién que me brindo & lo lergo de la realizacidn de

este trabajo.

Jesis Mucifio .



N OT A CTI ON

Sea M" una variedad, real, diferenciable (para nosotros esto sig-

nificara de clase Ca)), riemanniana, donde el indice superior n in-

dica la dimensidn de M. Denotamos por :

™
T N
p

x()
AT (M)
M)

A (M)

Xf

< A
~

el haz tangente a M.

el plano tangente a M en el punto p.

los campos vectoriales en M de clase c® .

el valor del campo X& X(M) en el punto p.

las r-formas diferenciamles en M de clase CZ.

las funciones real valuadas en M de clase COO .

las r-formas diferenciales en M con soporte compacto y de
clase ¢% ,

la derivada de Lie de la funcién fe:Ao(M) con resvecto al
campe X& X(M) .

el parentésis de ILie.

la métrica de Riemann para M .

la conexidn de Levi-Civita asociada a 1la métrica .



C AP I T UUILO I

SUBVARIEDADES MINIMAS

1.~ El1 campo de vectores de curvatura media.

En esta seccién caracterizaremos las subvariedades minimas como
aquellas cuyo campo de vectores de curvatura media es nulo.

Sea M™ una variedad diferenciable, riemsnniana, V su conexidn.
Sea L” une subvariedad diferenciable de M. Utilizendo la métrica
riemanniena de M tenemos que Tpm = TpL &)('I‘F’L)*L para pc L y donde
(TpL)* es el subeapacio normal a L. Sea B la funcién

B 1 TLXTL~—(TL)
B(x,y)=(vxy)* X, YEX(L)

donde ( )*: TL & (TL)%—~—s(TL)* es 1a proyeccidn sobre el haz nox
mal a L.

I.1 lema. B es simétrica y bilineal.

Demostracién. Utilizando que V es simétrica tenemos que;

B(x,y)z(vxy)*=(va + [X,Y]) =(7X)"=B(Y, X)
de donde B e8 simétrica., Utilizando que V¥ es lineal tenemos que;
b L
B(fX+gY,Z)s(VfX+gYZ) -(foZ + gV2)
=fB(X,%) + gb(¥,%) £,8 <A°(1)

de donde B es lineal en la primera variable.Andlogamente se puede
mostrar que B es aditiva en la pegunda variable,Para mostrar que es

homogénea en la segunda variable calculemos;

B(X,fY)m(foY)*n(foY + (Xf)Y)‘uf(VkY)*xfB(x,Y) . Q. B, D,
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Observemos que B(X,Y)p depende solamente de Xp y Y, , esto sigue

del hecho que B es simétrica y de las propiecdades de la conexidn.

1.2 Definicién, Sean Ey,...,E € X(L) campos locales que forman una
base ortonormal para TpL. Definimos el vecter de curvatura media de
b como Kp EEE:B(Ei’Ei) i=l,...,n
Yy por K el campo de vectoress de curvatura media de L.

Para mostrar que Kp no depende de la eleccidn de los campos By
se utiliza que B es simétrica, bilineal y se calcula en Tpl,de hecho
K es una seccién diferenciable de (TL)™.
1.3 Definicidn. I subvariedad de M se dice que es minima si K=0 ,

Justificaremos la razdén de este nombre en le siguiente seccidn.

2.- la férmula de la primera variacidén.

Vamos a dar una interpretacidn del campo de vectores de curvatura
media de la subvariedad L en terminos del comportemiento del volumen
de L bajo deformaciones de L,

See M" una variedad diferenciable,riemanniana, 1" una subvariedad
de M determinade por la inmersidn h ; L—M , L compaste,orientsda
y con frontera que denotemos por Fr(lL).

1.4 Definicidn. Una variascidn de I en M &8 una funcidn £ ;I x L—eM

con I=(-1,1) ,tel que es diferenciable y satisface:

a) Cada funcidn f4=f(t,p): L—M con t fijo, es una inmersidén,
b) fo=h .

e) £(%,p)=h(p) &i pcPFr(L) .

Sea /3t el cempo vectorial tangente & I xI en la direccidn del
tactor I. Sea E = f,(é/at)'tzo , E puede interpretarse como una sec-
cidn de TL & (TL)*.

Sea V : I—=MR"* 1a funcidn que & cada t ¢ I le asocia el volumen

de L determinado por la inmersidn f, esto es ;

t
V(t) = volumen ft(L) mvath

donde AV, es la forme de volumen para la métrica inducida,

6



I~ M

| £o(1)

£,(L)

Pig. 1 Una variacidn de L en M.

I.5 Teorema, Sea K el campo de vectores de curvatura media de L in-

ducido por la inmersién f, entonces;

w-[L(K,E> avy

este resultedo es conocido como la fdrmula de la primers variacidn,

av

t

1 =0

Demostracidén. Observemos que

av 4 d
at " at |1 v =/L at V¢
de acuerdo con esto vamos a calcular que

(1) a
FrakA 't::o = - (K, E) aV, + dw

donde we:An"l(L) tal que w/Fr(L) = O .Para construir la forma W con-
sideremos V(ZAI(L) definida como v(X):(E,X) pare X< X(L) ,entonces
w=sv donde +: AT(L)——AR"T(1) es el opermdor estrella de dualidad
observemos que como E/Fr(L)=0 entonces w/Fr(L)=0.

Vamos a prebar (1) para esto sean El,...,EnéLX(L) campos que 1lo-
calmente satisfacen que:
i) Son ortonormales con la métrica inducida en L por f, .

— T
i1) (inEj)p = (V fo»EJ)f(p)“o para todo pelL y 1,J=1,..0yn

fo»Ei

T



donde ( )T: L @ (TL)%—eTL es la proyeccién sobre el haz tangente
al, Ves la conexién de M y 7 es la conexidn inducida en I.
La condicidn ii) puede obtensrse mediante el transporte paralelo

de una base ortonormal para T.L a lo largo de las geoddsicas de L

p
que pasan por p,

Jean wl,...,wnEQAl(L) formas que son base dual de los cemnos Ei’

entonces la métrica inducida en L por f; puede ser escrita como;
2
dst -Z gij(t) wi®wJ i,j=1,...,n

donde gij(t) = (ft*Ei,ftfd)
y el elemento de volumen correspondiente es,
TN N\ d
dVt ::\!'g(t) W N oo AW -Vg(t) Vo
donde g{t) = determinante (gij(t))

shora derivando y utilizando la condicidén i) obtenemos

a 4 n | _ldg
(2) at W ‘tzO =35 y6(t) ‘t:O =3 atl0) WV

Neoesitamos ahora el siguiente lenma,
I.6 Lema, Sea A(t)z(aij(t)) con t€ (-1,1), una familia de matrices
reales que dependen de t en forma diferenciable,con i, J=1,...,n ¥

tal que A(0)=Id. entonces ;

é% det(A(t)) £=0 = traza (%%(0)) .

Denostracién. Cada A(t) puede interpretarse como una transformacidn
lineal de ar en (Rn con regapecto a la base canonica L EERERTL Sea

¥ una n-forma alternente en an tal que W(el,...,en)zl entonces ;
det(A(t)) = W(A(t)el,...,A(t)en)
shora derivando y evaluando en t=0 ,con r=1,.,..,n obtenemos

%"“; det(A(t)) ‘t.‘:om EI_: W(A(t )81, "‘"%%(t)er” 0-;‘(t)9n) t=0

8



dA
= E \V(el'coi’dt(o)er"."en)

T
da
rr _ dA
= ; dt (O) w2 t!‘&z&(dt(o)) Qo R. D,
Aplicando este lema & la ecuacidn (2) obtenemos que
d l 1 EE de,
(3) Tt WVieo = 3 — Tt —EZ(0) av, r=l,..,0 .
Bxtendamos ahora El""'En gsobre I xL de la manera natural trangs-
ladando a lo largo del factor 1 entonces;
114) [i% R Er] =0 para r=l,...,n .

Sean E?z f*Er y E = t_ (3/5%) ,podemos ahora escribir
grr(t) = <Er’Er> ’

derivando y utilizando iii)

dg
rr
it (t)

E(Er,§r> =2 (V3 E E )

= 2(v E,Er>
T

2( E(BE) - (B, T3 E.)) '
1‘ I‘

mi

sumando sobre r, aplicando ii) y valuando en t=0 obtenemos
dg
1 e
(4) Z':5 T (0) = - (K,E) 4 %. B (B,E_) .

Mostramos ahora que

(5) dW(El,oog,En) = d(*V)(El’out’En) = ; Er<E,Er> .
Por definicidn v = %:<E’Er>wr ,ahora aplicando el operador «

Y
r+l o
xV = ZI;A (""1) <E,Er>wl/\.../\wr/\.../\wn

donde'ﬁf significa que ese termino se omite,Ademds tenemos que

[Ei,Ej] - ﬁgimd- ?Ejni = 0 por i)
9



que al substituirlo junto con «v en

V' r+l
dw(El""’En) B A%H (“1)

Brﬁ(El;cotpErycto,En)

i+] oy %
+ i% (~1) w([EiiEJ]’Elr--nEi’o-':EJ:-'-’Bn)

completa el caleulo de (5).
Substituyendo (5) en (4) y (4) en (3) obtenemos (1). Podemos aho-

ra integrar (1) y utilizar el teorema de Stokes para obtener;

av
-(ﬁ. $t=0 =[ ("<K1E>dvo + dW) = /:'<K, E>dVO + /dw
L 1, L
= -/(x,@avo ,
L

que es8 1o que se queria moctirar. q. B. D,

Si nos restringimos a variaciones normales,esto es8 funciones de
la forma £ ¢ I «L—=M +tal que B = f*(a/at)ltxo es un campo de
vectores normales a L sucede que w=0 y el teorema I.5 Bigue siendo
vAlido sin la condicién en la frontera de I ,inciso c¢) de la defini-
cibén 1.4 .

1.7 Teorema, Una subvariedad 1* de M™ (I, no necesariamente compacta

con frontera), es mf{nima 8i y solo si I es un punto crftico de la
funcidn volumen V(t) para toda variacién normeal de L con soporte com
pacto.

Demostracién. Sea U un subcunjunto de L compacto orientable y con
trontera,de hecho U es una variedad de dimensidn n. Sea f: I x U~—>M

una variecidn normal de U con V(t) su funcidén de volumen asociada.

Pig. 2 Una variascidn normal con soportie compacto.
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Supongamos primeramente que L es minima, por la observacién an-
terior podemos aplicar la férmula de 1la primera variacidn obtenien
do (1) %% \tzo - ,~/; (K, E) v, =0
ya que K=0 por ser L m{nima, de donde L es localmente un punto cri
tico de la funcién volumen,

Para demostrar el inverso procedemos por contradiccién, Suponga
mos que (1) se cumple y 8in embargo K es distinto de cero, eligien
do la variacidén normal £ de tal forma que Ep= Kp para todo p<U te-

nemos que;

av - -
at t=0 = "/ (K,K)  av, <0
J U
que e8 una contradiccidn con (1), de donde L ey minima, Qe E. D,

Para una mayor informacién sobre subvariedades minimas puede
consultarse Lawson (1), (2) 6 Spivak (1) Vol. 1V,

3.~ Ejemplos.

Vamos ahora & construir un tipo importante de subvariedades m{-
nimas y dar algunos e jemplos que utilizaremos posteriormente,

1.8 Definicidén. 1 es subvariedad de M una variedad riemanniana se

dice que es totalmente geodésica si B es iddn ticamente cero,
Claramente toda subvariedad totalmente geod&sica es subvariedad

mfnima, 9in embargo el inverso e3 solo cierto en el caso de quoe 1la

dimensién de I sesa uno, ya que las subvariedades mIinimas de M con

dimensidén uno son precisamente las geoddsicas de M, ver mfs adelan

te ejemplo I.12 . E1 sigulente lema nos da otra caracterizacidén de

subvariedndes totalmentse geodésicas.

1.9 Lema, I es subvariedad totalmente geodésica de M si y solo si

toda geodésica de L lo es tambiédn de M,

Demostracidn. Sea ¥:(-1,1)-—sL zeodésica de L, X€ X(M) un cempo

que extiende localmente al campo de vectores tangentes a la geodé-~

11



8ica, observemos que

H

B(X,X)=(7,X) " = V,X-T.X

X

donde V es la conexién de M y V 1la conexién inducida en I,
Utilizando esta expresidn de B tenemos que s8i L es subvariedad to-
talmente geoddsice entonces VXX¥5XX de donde si Y es geodésicae de
L también lo es de M. Inversamente si toda geodésice de I lo es de
M tenemos que VXX=O y VXX=O de donde B=0 y L es totalmente geodé-
gica.,

I1.10 Ejemplo. En lﬂn con la métrica usual las subvariedades total

mente geodésicas son los k-planos.

1.1l Ejemplo, El catenoide que se obtiene como superficie de revo

lucidn de 1a grdfica y=coshz es superficie mfnima con la métrica

que le induce fR3 sin embargo no es totalmente geodbsica pues sus

3

geoddsicas no son rectas, esto es no geodésicas de R”,

PO

—

o S,

Pig. 3 Una geodésica en el catenoide.
1,12 Ejemplo. El disco de Poncairé. Sea Dnm{pEHRn/ fpi <1} con 1la
estructura diferenciable que hereda de IR" y provisto con 1a métrica

hiperbdlica usual 4

2 R N r T
d P (s} ¢
8 Zr: (1 + “p”“)g dx @ dx

n
con r=l,,..,n . D con esta métrice sme conoce como el disco de Pon-
cairé, Las subvariedades totalmente geodédsicns de n" gon los k-nla-

nos por el origen y las k-esferss que son ortogonales a Snnl, en ge

12



neral nos referiremos a estas subvariedades como los k-planos hiper-
bélicos de D" ya que el disco de Ponceiré es un modelo de geometria

hiperblica, para mas informacidén puede consultarse Verjovsky (1).

~. "

Pig. 4 Subvariedades totalmente geodésicas en D",

13



C AP X T UL O I1I

POLIACIONES CON HOJAS MINIMAS

l.- Poliaciones.

Empezaremos esta seccidn definiendo el concepto de foliacidn y
dando ejemplos, después estudiaremos algunos conceptos gque utiliza-
remos a lo largo de este trabmjo. Para una exposicidn mds completa
de foliaciones pusde consultarse Camacho (1) & Tawson (3).

II,1 Definicidn, Sea K" una variedad diferenciable. Una Poliacién
F de M, e8 una descomposicidn de M en subvariedades Lp pe N, cone-

¥a8, llamadas hojas de la foliacibén, tnl que existe un atlas

(Ui’f con f, : Ui«wu—w¢gnx T

i) 3
y tal que cada componente Lpflui es lix imagen inversa bajo fi de

conjuntos de la forma Viz{(x,y)EIRnx R® /vy es fijo}, ny r son

respectivemente la dimen#idén y la codimensidn de P,

ml"

//\\_ M
£y
U i [IUNESTR—— Y
'l
\./ i
Efl

Pig. 5 Folimcidn.

14



I1I.2 Ejemplo, 3ea P la foliacidn de R™ donde cada hoja es un n~pla~

no y todos ellos son paralelos entre si.,

IT.3 Ejemplo, Sen D" el disco de Poncaird yconsideremos Q un r-plano

por el origen ,utilizando la métrica hiperbdlica podemos considerar
los n-planos hiperbdlices que Son ortogonales a Q ,estos ‘eterminan

las ho jas de una foliacidn para D™.

R

. ,_——-'J( -

Fig. 6 Foliacidn para )
IT.4 Ejemplo. Sea D2 el disco de Poncairé de dimensidn dos ,conside-

remos el conciente D2/r ydonde [I' es un subgrupo discreto de las
isométrias de D2 y entonceg De/l' es una guperficie compacta, orien-
table de género mayor o igual a dos y una foliacidn como en el ejem-
plo anterior da origen & una foliacidn para D2/1' ,estas son las
foliaciones de Ancsov,

11.5 Ejemplo. FPoliaciones definidas por formas diferenciales. 3ea

#™ una variedad diferenciable, A*(M) 1las formas diferenciales en

M de clase C° con la estructura de anillo dada por la suma y el
vroducto exterior ~ . Sea A una n-distribucidén en M ,esto es en ca
da Tpm 36 elige un subespacio vectorinl de dimensidén n tal que la
coleccidn de subespacios esta generadn localmente por cnmﬁoﬁ
Xl,...,XnEIX(M) Definimos I(a) como el conjunto de todas las formas

we AS(M) con la propiedad de que

W(Xl,...,xs) = 0 ai Xl,...,XBCA

15



ge muestra facilmente que I(A) es un ideal de A*(¥).

IX1.6 Teorema. Frobenius . Sea A una n-distribucidn en M .Existe una

foliacidén de M con hojas de dimensidn n tel aue los planos tancentes

a les hojas de la foliacién coinciden con A 8i y solo si
d (1(a)) < 1(8) ’

donde d es la derivada exterior para formas, 2 B, D,

No daremos aqui la demostracidn del teorema vera esto nuede con-
sultarse 3pivak (1) Vol. I 8 Camacho (1) .Utilizaremos este teorema
para construir algunos ejemplos cldsicos.

2
I11.7 Ejemplo. Sea T = M/ﬂz el toro ,consideremos el i1deal renerado

por la forma ] ,
w =28 dx <+ b dx

como dw = O entonces w da origen a una foliacidr rara el toro donde
las hojas estan determinadas vor las rectas de nendiente a/b en rR2,
observemnos que si a/b es racionsl las hojas son cerradas en T y si

es irracional las hojas son densas en T.

Fig. 7 Una hoja densa en T.

1
I1.8 Ejemplo., Sea el toro solido M = B2xS ,donde 82 ={ pG:RE/HPNéI}

M con coordenadas cilindricas (t,0,2z) y sea g:[0,1]——=R una

funcién diferencinble tal que O <p(t) 21 pers te (0,1) v oue se

extiende de manora diferenciable a h(t)=0 pnays t menor o ivual a8 ce-

ro y como h{t)=l para t mayor o igual a uno, entoncen la forma
w=g(t) dt + (Q-g(t)) dz
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satisface que d(I(w))C I(w) ya que dw = uAwW para cierta forma u

y de acuerdo al teorema de Frobaenius w da origen a una foliacién pa-

ra el toro sédlido llamada la folimcidn de Reeb .

I
T

Fig, 8 lLa foliacidn de Reeb,

Observemos que en la foliaciédn de Reeb la unica hoja compacta es 1la
frontera del toro sélido. Ademds considerando dos copiszs del toro
961ido e identificendo sus fronterns se obtiene una esfera SB,de
donde la foliacidn de Reeb da origen & una foliscidn parn 83. Yn ge-
neral se dice que una foliacidn contiene una comporente de Reeb si
posee un toro sdlido con ese tipo de foliacién,

Finalizamos la seccidn con una definicidn que nos sera muy util
para el estudio de nuestro problema,
11,9 Definicidén. Sea ¥ una foliscidn de M con dimensidn »n y codimen

9ién r .Decimos que we A" () y1<s<r ,es F-trivial si

wiX e X ) =0

1" n+98

cada vez que los primeros n campos Xi gean tarpgentes a 1as hojas de

1a foliacidn. Decimos que w es P-cerrada si dw es P-trivial,

17



2.~ El criterio de Rummler -~ 3ullivan .,

Empezaremos nor enuncisr el problema central de este trabajo,

111,10 Dafinicidn., Una foliacidén P de M se dice con hojas minimas

8i existe una métrice riemanniana para M tal que todas lss hojas de
F sean subvariedades minimas,

El problema del que nos ocuparemos sera determinar cuendo una fo
liacién tiene hojas mi{nimas,

los siguientes son ejemplos de foliaciores con hojas minimas:
nasuralmente la foliacidn de R™ por planos paralelos ,la foliacidn
de D® por planos hiperbblicos,andloramente las foliaciones del toro
y de Anosov pueden ser vistas como foliaciones por geodésicas. Ejem
rlos de foliaciones que no son de hojes mfninas no son tal faciles
de justificar en particular mas adelante en el capitulo IJI mostra-
remos que la foliacidn de Reeb es de este tino.

Observemos que 38i F foliacidn de M es tel que con una sola carta

puede cubrirse a M ,estn es

f i M~————+RxR"

determina la foliacidén, entonces asignando a M la métrica plaena
<.,>m» E dxi@>dxi i=1,...,047

tenemos que las hojas gon subvariedades mi{nimas de donde el probdble-
ma siempre tiene solucidn localmente,

Enuncismos shora un primer criterio para determinar si una foli-
acidén es de hojas m{nimas ,la demostracién se halla en Rummler (1)
y Sullivan (1), BEste teorema es una generalizacidn de un resultado
de Wadsley (1) para el ceso en que la dimensién de lasg hojas es 1.

III.11 Teorema. Rummler — Sullivan. Sea P unn foliascidn de M con

dimensidn n y codimensién r ,sea dag una métrica riemanniana a lo

largo de las hojas de F , W su forma de volumen asociedn determi-
nada por una orientacidn fija, Yxiste une métrica riemonninna a2
pera M que extiende a dsg haciendo que 1as hejrs de ¥ gaean subvarie

daden mfnimas si y solo si W, es la restriccidn sobre las hojas de
18



una forma wezAn(H) que es PF-cerrada,

Demostracién. Supongemos gue ds? extiende a dsg y hace que las ho jas
de F sean subvariedades minimes. Vemos & construir la forme w ,sean
El,...,EnETX{%} campes locales que forman una base ortonormal, posi-

tivamente orienteda para T F ,donde ¥ es comc variedad la unidn dis-

p
junta de las ho jas, definimos

w(Xl,...,xh)pz determinante( (Ei,xj> )p

2
pare i, j=l,...,n , < , > = dg ,podemos observar que w restringida
2
(o]
da, sea L, un dominio ,compacto con frontera de alguna hoja de F ,

¢ # es la forma de volumen de ds® ,Mostramos ahora que w es P-cerra-

consideremos una variacién normal f 3 IX Ly———=M para L, tal

que preserva lag hojas de P ,esto es

Lt = ft(lb) , donde ft I XIb—-~»M (t fijo ) ,
esta contenida en algune hoja de P .Calculemos ahora la variacién
del volumen de I,

d 4 d d *
e (Volumen de Lt) = J{L LI j[ ft(w)
% Io
evaluando en t=0

d
(L) == (Vol de L,) = Bw = ( a(iw) + 1,(dw))
it olumen de L, lt‘o jbe J/;b B +1ipg

donde; E = fw(a/at)ltzo con J/3t el campo de vectores tangentes

a IxL, en 1a direccién del factor I , Ew la derivada de Lie de la

forma w en la direccién del campo ¥ , 1pW la forma definida como

inw(xlyf’.lx,»‘ml} gw(xl,;u-’%nlfx) .

Ahora aplicando que I, s subvariedad m{nima por el teorema I.7 te-

nemos que .
/Lo( a(igw) + (W) = 0

y como igw = 0 por ser E ortogonal a las hojas entonces concluimos
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que iE(dw) = 0 esto ez dw @8 P-cerrada.
Inversamente supongamno’ que existe wEIAn(M) tal que es P-cerrada

y extiende a W o (orsideremos el conjunto de vectores YE:TpM tal

que
i, W =0 ’
de la lineaiidad de¢ w puede mostrarse que estos vectores forman un

subespacio vectorial W_ ,ademds como w restrinegida a TpP coincide

P
con W, 1la forme de volumen de las hojas entonces si Y€ W, no puede

tener componente en T, P ,utilizando esto vpodemos escribir

p

TM=TF & W
p p @ p

de donde considerando la unidn de log Wp obtenemos un subhaz W de

T™ .Extendamos la métrica dsg de tal manera que W sea el haZ nor-

mal a 1as hojas de la foliacidn ,utilizando (1) tenemos que

d . ]
e {(Volumen de Lch: “I; ( d(le) + 1E(dw))
: 10

donde E es ortogonal s las hojas de acuerdo a la métrica que cons-
truimos, esto es E es una seccidn de W, de donde iEw:O , ademds por
hipdtesis iE(dw)=O por esto la formula de arriba se anula y por

el teorema 1.7 I, es ninima. Q. E. D.
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Cc &4 P I T UL O ITII

CRITERIOS QUE DEPENDEN DFE LA ESTRUCTURA

TRANSVERGAL DE LA FOLIACION

l.- E1 seudogruvro de holonomia,

Bapezaremos easta seccidn con algunos hechos sobre seudogrupos de
difeomorfismos, pars luego splicarlos al seudogrupo de holonomia de

una foliscidn.

T1I.1 Defipnicidn. Un seudogrupo de difecmorfismos de una variedad

diferenciable M es una coleccidn de difeomorfismos entre vecindades
ablertes de M tal que contiene 8 la identidad, es cerrada bajo com-
posiciones (cuando estes esten hien definidas), inversos, restricel
én a conjuntos abiertos y uniones.

- 111.2 Definicidn. Sean H y H seudogrupos de difeomorfismos de W y

M' respectivemente. Un morfismo ¢ {—+H' es una coleccidn de difeo
morfismos de vecindades abiertas de M en vecindades abiertes de w’
tal que:

a) Los dominios de ged forman una cublerta de M.

b) 84 he H y g,g€ ® entonces ghék:ﬂ’.

0) 51 he H, he H, ged, entonces hghed .

d) & es cerrada bajo uniones.

Observemos que af d: H—sH" v Pt Hi~w—ﬂ” son morfismos ,enton
ces la coleccidn con elemantos de 1a forma g, & donde gc®, 5§€<b'
forma un morfismo entre H y S Rajo esta composicidn 1038 morfismos
tienen estructura de categorfa.

Denotemos por M/H el espacio de H-6rbitas en M ,es decir el espa-
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cio conciente M/~ donde p,q M estan relacionados p-..p, si y solo
Bi existe h€ H tal que h(p)=q. ¥n general M/H puede no ser una va-
riedad diferencieble.

Vamos ahore e discutir la relacidn entre H un seudogrupo de di-

feomorfismos de M y Az(m). Sea
n
A )

A (uA) =
E%m)
donde €n(M) es el subespacio vectorial de Aﬁ(m) generado por ele
mentos de la forma w-h"(w] con h€H y w una n-forma en M con sopor
te compacto contenido en la imagen de h. Podemos ehora considerar
la topologfia c® en AE(M) pars obtener la topologia conciente en —-

Az(M/H). Ademds la deriveds exterior d : Ai(u)wm~+'An+1(M) indu-

¢
ce una derivada continue en A?(M/H) que denotamos de 1A misma mane

ra a s A2 (u/m) ~~WA’2‘”1(M/’H)

con esto AZ(M/H) 69 un espacio vectorial topoldgico gradueado,
Denotamos por Dn(m) las corrientes en M, esto es las funcionales -
lineales continuas de A (M) en [, ver de Rham (1) 6 Griffiths (1).
II1,3 Definicidn, Una corriente ¢ € D"(M) es invariante bajo H si pa

ra todo he H y toda WGﬁAg(M) con soporte en el rango de h entonces
c{w)=c(h*(w)), denotamos a 1as corrientes invariantes bajo H como
p (M),

Tenemos en efecto que Dn(M/H) es el espacio dual de Ag(M/H), ra
ra mostrar esto observemos que si OEDn(M/H) v w-h‘we:é’n(b!) enton-
ces c(w-h"w)=0, esto es el nicleo de ¢ es & (M).

I111.4 Lema, Un morfismo ¢p: H—=H' induce funtorislmente un morfis

mo continuo entre espacios vectoriales topoldgicos graduados.

b8 A (HM/H) —r A'g(g HY)
Demostracién. Empezamos por definir el morfismo. Dada we:Aﬁ(M) X~

presemosla como una suma finita de ngIAz(M) de tal forma que cada

w_tiene soporte en Ug domino de ge ¢, con esto definimos ¢* como;
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O W= P W Ej(g"l)‘w .
& g
Mostramos ghora que la definicidn es independierte de la descom-
posicidn de w y de la eleccidn de w en su clase,
Para la primera afimacidn sea E:wq otra descomposicidn de w,sea
{fq} la particién de la unidad subordinada & la cubierta {Uq} de

los dominios de q€ @ tenemos entonces que
W =0 f W =YW
> 8 2“ q g 2 q
ahora aplicando ¢* a log termincs de la izquierda

Do, =S @
£ Qg
que e8 equivalentie a2 la imagen del termino de la derecha
I I B B TP -1 -
) fw o= :24 ¢ f w ==§E: f w
Z(gq}(g e (q)qg (@ ") £,

ya que gq'le H , es decir su difsrencia es de 1n forme v-h*ve & (M ).

Para la segunda afirmacfon vamos a mostrer que la imagen deé?n(m)
bajo el morfismo es & "(M’) .Sea w-h*we €7 (M) podemos expresarla

como wg_h“wg para he , ged y el soporte de h”wg en sl dominio

de alguna qed ,entonces su imagen bajo el morfismo es
-1 ¥ -1 % _¥ I RN N Y U
Y W o hw = y W - h w
Z:(e ) g E(q ) g Z,(P‘ )g E(q ) h (g "g) g
-] & —liwy =1.w
= w - h w
z:(f: )g E (gha )" (g™ ") g

que esta en £ (M°) ya que ghq"IE H .

Ademés del hecho de que g” conmute con 4 y 63 continua se sigue
que ®" es continua y respeta la estructuras de espacio vectorial to-
voldgico graduado. Q. B. D,
II1.5 Corolario., Un isoporfismo de H en H' induce un isomorfismo
topoldgico de A(’:(M/H} en Ag(m‘/ﬂ') . 7. B. D.

Vamos ahore o conatruir el seudogrupo de holonomia agsociado a v-
na foliacidn. Sea P una foliacidn de M" con dimensidn n y codimen-
sién r.

I11.6 Definicidn, Una subvariedad Qr de M" se dice transversal a P

gi es trensversal a las hojas de la foliscidn y se dice que Q o8
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completa si intersecta a todas las hojas de la foliacidn,

I11I.7 Definicidn. Sean P y 4 dos subvariedndes de M transversales a

F ,entonces F determina una coleccidr de difeomorfismos de subcon-
juntos abiertos de P en subconjuntos ablertos de Q gque son restric-
ciones de wsquelilos aifeomerfiamos de M que dejar irvarientes las
hojos de P.le coieccidn de todos los posibles difeomorfismos deter-
minados de esta menera entre todas las posibles parejas de subvarie
dades transversales a F generan un seudogrupo de difeomorfismos de
la vaeriedad formada por la unién disjunta de las posibles subvarie-

dades transversales , este es el seudogrupo de holonomia de la fo-

liacién P, E
... hojas de F

Pig., 9 %l seudogrupo de holonomia de P,

III,8 Definicidn. Sea Q una subvarieded transversal & ¥ y que es com

pleta. log difeomorfismos del seudogrupo de holonomia de T gque actu-
an entre subconjuntos abiertos de Q forman un seudogruno de difeomor
fismos que llamamos el seudogrupo de holonomia inducido por F en 1,
Obsexrvemos que este seudogrupo no es necesariamente trivial como
por ejemplo 81 las hojas de F son de dimensidn mayor que uno o si

son como en la siguiente figura,

Fig. 10 E1 seudogrupo de holonomia inducido por F en Q.
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Dadas Q vy Q' dos subvariedades transversales a P y tales que son
completas el seudogrupo de holonomia H inducido por Fen Qy el seu
dogrupc de holonomia H" inducido por F enn Q" son canonicamente iso-
morfod.Esto sigue del hecho que la coleccidn & de elementos del seu
en subconjuntos abiertos de Q' forman un isomorfismo &: H——+H’,
En consecuencia cada foliacién P tiene asociada una clase bien defi
nida de g¢quivalencia entre seudogrunos de difeomorfismos y que estas
determinada por el seudogrupo de holonomia inducido por F en una
trangversal completa,.Bn todo lo que sigue nos referiremos a esta -
clase de equivalencia simplemente por H,

I11.9 Definicidn. 3ea Q una transversal completa a F . Definimos ;
A(Tr F) = AL Q)

las r-formas invariantes bajo la holononia de P ,
DY(Tr F) = A (4/H)

las r-corrientes invarientes bajo la holonomia de P,

En otras palabras un elemento de Dr(T? F) es una r-corriente de-
finidea en cada subvariedad transversal a F y que es invariante bajo
elementos del seudogrupo de holonomia de P,

Por las observaciones anteriores a la definicidn y el corolario
ITI.5 podemos concluir que estas definiciones son independientes de
la eleccidn de ln transversal que se eliga para determinar H.

111.10 Ejemplo. loa grupos de lie nos proporcionan ejemplos aenci-

1llos de estos hechos. Sea | un subgrupo cerrado de un grupo de lie
G compacto ,las I-drbitas de G determinan les hojas de una foliaci
én para G ver Camacho (1) .%®1 espacio de hojas G/ ={ pI' / p€G} es
un espacio homogeneo de dimensidn n , lag r—corrientes invariantes
bajo holonomia estan determinndas por las (n—-r)-formas G-invariantes
en G/ I' de tal forma que cada w,una (n-r)-forme G-invariante,dofine
una r-corriente ¢ como c¢(v) = J'w/\v ypara v una r-forma con 80~

porte comvacto en G/I' .
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Estes ideas gon una generalizacidn de lms presentadas en Plante
(1) sobre las relaciones entre el geudogrupo de holonomia de una fo
liacidn y medidas invarisntes,

III.11 Definicidn., Una cubiexrta regular para P ,foliacién de M con

codimensién r, es una cublierste cbhierte %Ui} de M tal que :

a) El espacio de hojas de la folimciédn Py ,la foliacién inducida por
F en Ui, es una variedad diferenciable Qi de dimensién r, la proyec-
cién natural fy ¢ Uf——"—>Qi es una submersidn y sus imagenes inver-
sa8 le(y) para y Qq, son las hojas de Uj.

b) Cada ho ja fIl(yi) en Uy intersecta a lo mas una hoja f;l(yj) .

I11.12 Definicién. Definimos el seudogrupo de holonomia asociado &

la cublerta regular {Uit cono la coleccidn formada por difeomorfis-
mos hij de un abierto de Qi en un abierto de Qj tal que hij(Yi)=Yj
y satisfacen ia condicidn siguiente ; para toda pareja 1i,J existe
un difeomorfismos

h fj(Uin Uj) w—-~>fi(Uiﬂ U3>

13}
tal que fi = hjjfj .

Es facil ver que este seudogrupo es isomorfo al seudogrupo de
holonomia de la foliacién, para mAs detalles ver Haefliger (2) .

2.~ Integracién sobre las hojas.

Vamos ahora & construir una funcidn que nos relaciona las formas

sobre una variedad foliada con las formas invariantes bajo holonomia,

III1,13 Teorema. Jea F una foliacidn de M con dimensién n y codimen
8ién r ,supongemos que el haz tangente a P es orientado. Entonces

existe una funcidn continua suprayectiva

Y ) p® (Tr R
J/; 5 () o ( )

y que conmuta con d,
Demostracién. La comstruccién de esta funcién esta inspirada en las
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de Ruelle (1) sobre la construccién de una corriente a partir de una
medida invariante.

Primero vamos a definir j% localmente ,sea f Mn+£————w»qr una
submersién tal que las fibraa f‘l(y) orientadas cohoerentemente ,va-

mos a definir :

., An+8
J/; : Uﬂ)—-n—-~*—A (M)

c
n+s .
Sea WE A, (M) y =supongamos que su soporte esta contenido en una

vecindad coordenada tal que f esta expresada como

f(xl,"c’xll,yl’-ao,yr) = (yl,oto,yr)

entonces podemos escribir

W= :E: aI(x,y) dyI/\dxl/\ ver ~dxD
I

+ terminos de grado <{n en xi

donde I es in multiindice T = i3,...,ig , tenemos shora que
f Wos Z(ju (x,vy) th/\ .../\dxn) dyI .

Vamos ahora n extenderente funcidn. Sea {Ui}unu cubierta regular
para la foliacién, con proyecciones fj : Uj———nQ; ,8e¢a H el seu-
dogrupo de holonomia asociado a la cubierta que actua en Q 1la uni-
én dijunta de las Qi .Dada WE:A2+S

finita de wy€ An*S(M) tal que el soporte de cada w, esta corteni-

(M) expresemosla como una sume

do en alguna Uj definimos

ﬁ s W =Zw1 kz-/fi Wy .

Vamos shora a mostrar que esta definicién es independiante de

la descomposicidn de w . Sea gy particién de la unidad subordina-

da a 1a cubierta |Uj} entonces
Z’..Jh/fi W = Z/fi gjwi
i i,
que es equivalente a .
S fe o = Je s
1, 3
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vya que si el goporte de w esta en Uir1Uj entonces
/; W= hi; J(; W
| J
pare hij en H ya que hij preserva les hojas de la foliacidn,

Puede mostrarse directamente de la definicidn de j} que e3 con-
tinua y conmute con d, para mostrar que es independiente de la elec
cién de la cubierta regular basta considerar un refinamiento comun
con otra cubierta y calacular. Q. E. D,

La siguiente propiedad de nuestra funciédn de integracién sobre
las ho jan es la que utilizaremos directamente para caracterizar las

foliacidnes con hojas minimas.

ITI.14 Teorema., Bl nucleo de j% es ¢l subesnacio vectorial generado
por formas P-trivialecs y derivadas de formas F-triviales,
Demostracidn. Primero se demostrara el caso en el que la foliacidn

esta determinada por la submersidn

f : R « R —————— R
dada por
f(xlv"':xnvylv""yr) = (yl""’yr, .
Sea we:Ag+S (lRm) ,donde m=n+r ,entences podemos escribir w=viu

donde u es F-triviel y v es de la forma

vV = 2: aI(x,y) dy{m dxl/\.../\dxn
I

para
dyI

Por hipdtesis para cada I tenemos que

=dyi§/\0 . ® /\dyi}\ [} lSii(-..<15<I‘ £

1 n
j%{l&I(x,y) X" A ceendx =0

de donde existen formas #1 Ag"l (an) dependiendo diferencieble-

mente de y’tales que

d 5, = aI(X,y) dxl/\.../\dxn

I

ver De Rham (2) , consideremos ahora
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B = (-1)8 Zd.YI/\ ﬁI

entonces tenemos que dg= v + u' donde u' es F-trivial ,podemos
expresar shora W = df - u' + u donde g,u ,u' son P-triviales,
Demos shora la demostracidn del caso general. Como en el teorema
anterior se construye j} medignte una cubierts regular y suponemos
ahora que las proyecciones correspondientes f; ¢ Uj———Q, son

difeomorfas a la submersién de el caso anterior. Supongemos que

fowo

entonces existen u s-formas con soporte compacto en Qi tales que

13

21:-/;1 W = 1}:3 hyj(yg) = uyy

- ¥

de donde localmente tenemos que
X
ff DY hyy(uy ) = vy .

i h|
(n+s8)-forma con soporte conpacto en UiflUj tal que
jf V,, = u

fi ji Ji

de donde tambien se satisface que

ffi Vip = gy (ug)

Sea v

ji

consideremos ahora
f -\.N'i r.f(wi- Z (Vij~vji))=o
fi f h|

de ento tenemos que cada W, 083 suma de formus P-triviales y derivae-
das de formas F-triviales de donde esto tambien es vélido para w

ya que w = }:;i ' Q. E. D,
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3,~ Los teoremas de Haefliger.

Vamos ahora & dar una interpretacidn de todos los resultados an-
teriores para aplicarlos a fcliaciones. A lo largo de esta seccidn
F sera una foliacidn orientada de M una variedad compacta,

Jean AE(F} las g-formas con soporte conpacto en la variedud Mp
formada por la unidén disjunta de las hojas de la foliacién, sea 4,

la derivada exterior correspondiente. lLa funcidn identidad
J ¢+ Mp ——M
es una inmersién y de hecho
" 5 g
$CAS M) ) = A(F) ,

una forma de construir Ag(F) es conaiderarlo como el conciente de
AE(M) entre las formas P-triviales, donde n es la dimensidén de F,

I11.15 Teorema. Sea wOEtAg(F) tal que ;

a( fF W) = 0 € Ai'(Tr F) ,

entonces existe we:Ag(M) tal que j"w = wy y es P-cerrada,

Demostracidén. Sea We:Ag(M) tel que j*(g) = W, ,Como

j% Wy = ]} W ¥y dfF w o= f} dw = 0

podemos aplicar III,14 para obtener ve:Az(M) que es F-trivial, es-

to es j*¥(v) =0 ,tal que dw -~ dv es P-trivial ., Ahora proponiendo

W=Wev que satiface que j*(w) = wo ¥y es F-cerrada. Q. E. D.
Podemos ashore enunciar el resultado principal de este capitulo.

~
111.16 Teorema. Haefliger, Sea F una foliacién de M ,sea ds§ una

métrica riemanniana a lo largo de las hojas y gea w, su forma le

2 en M ta)l que

volumen asociada. Fxiste una métrica riemannisna ds
extiende a dsg y hace que 1las hojas de F sean subvariedades minimas
si y solo si d([fp we) = 0.

Demostracidn. sipue del teorema anterior y del teorema de Rummler-

Sullivan. Q. E. D.

El siguiente corolario nos da una respunsta parcial al siruiente
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problema : ; dada una foliacién con hojas compactas de una variedad
riemanniana compacta es el volumen de lasg hojas neceserismente aco-

tado 7

1I11.17 Corolario., Rummler. 3Supongamos que la foliaeidn es un haz ge-

neralizsdo de Seifert,entonces la néirice dsg sobre las hojas se

extiende a una métrica ds2 80bre la variedad si y solo si el volumen

de cada hoja genérica es constante.

Demostracidn, 3igue del teorema I1I.16 y de la corstruccidn de la

funcién de integracidn sobre las hojas ,teorema III.13 . Q. E. D,
rn general existen ejemplos complicados en el que el volumen de

las hojas no es acotado, para mas relaciones de este nroblema con

el de foliaciones con hojas minimas ver Rummler (1) .

111,18 Corolario. Suvonsamos que D°(Tr F) = 0 ,entonces toda métri-

ca dsg en las hojas es cercana en ia topologla Ca) a una métrica que
es la restriceidn de une métrica en la variedad que hace aque 1as ho-
jas sean esubvariedasdes minimas,
Demostracidn. Jea WOEfAn(F) la forma de volumen asociada a la métri-
ca gobro las hojas, entonces en cualquier vecindad de w, existe una
forma Wo tal que .fF WO = 0 ya que por hipdtesis el cero es denso en
Ag(Tr F) y la funcidn ff es abierta. Con esto tenemos que'wo es la
forma de volumen una métrica riemanniana sobre las ho jas que es cer-
cana & dsg y aplicando el teorema 1II.16 el resultado sipue,

\ Q. E. D,
I11I1.19 Teorema, Haefliger. En una variedad foliada M existe una mé-

trica tal que las hojas de F la foliacién  son minimes si y solo

si para un representante H de la claese de seudogrupos de holonomia
de F actuando en una variedad Q de dimensidn r igual a la codimen-
8ién de P, existe una funcidn diferencinable f pogitiva y con soypor-
te compacto que ea estrictamente positiva en un conjunto que inter-
gecta cada orbita y satisfece que 4af = 0 ¢ Ai(Tr F) .

Demostracidn., Trimero obgservemos que lan &xisténcia de ta! f ea inde-
pendiente del representante H elepgido. ®n efecto sea H' otro reore-

sentante actuando en Q' ,ssbemos que exigte un isomorfismo
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$: H' —~——eH ,sea K' un conjunto compacto que intersecta cada orbi
ta de H' entonces existe una funcidn diferenciablie f' con sonorte
compacto ,equivalente a f y estrictamente positiva en K' para cons-
truir tal f' elegimos g,€p con i=l,...,k cuyos dominios Uj; forman
una cubierta de K' y tal que f es estrictamente positiva en g; (Uy)
para toda i ,por otra parte no es dificil ver que se puede hallar
una cubierta {Vi} de Q tal que la particidn de la unidad asociada

{Ai} sea estrictamente positiva en gi(Ui) ,podemos entonces definir

f‘uzg;()\lf) ’

que e8 la funcidn qQue buscabamos.
Sea ahora {Ui} una cubierta regular para P foliacién de M con di-
mensién n y codimemsidn r y proyecciones fy: Uj———Qy ,8in perdi-

da de generalidad podemos sunonsr que fj es la proyeccidn natural

n .
0y + Uy = Q<R - Q4 .

Sea {Vi} una cublerta de M por conjuntos coumpactos Vi contenidos
en Ui . En cada UL &8 posible construir una n-forma uy cuya restric-
cidn a cada hoja 1 de Ui tiene soporte compacto, es estrictamente
positiva en L{1Vy y‘/; uy = 1,

Sea H es seudogrupo de holonomia inducido en Q le unién de Q; ,
por la hipdtesis ylla construccidn anterior existe una funcién dife-
renciable f positiva,con soporte compacto en Q y que es estrictamen-
te positiva en cada fi(Vi) satisfaciendo que d4f = 0 en (T ®) ’

sea g; la restriceifn de £ & q; entonces

w HZfi(gi )ui

es una n-forma en M que e3 positiva en las hojas y tal que
wa = £ € A°(Tr 7)

aplicando shora el teorema II1.16 el resultado sigue. Q. E. D,

II1.20 Corolario. Ia existencia de una métrica que hace que las ho-

jas de la fnliacién sean suhvariedades minimas devende solo del seu-

dogrupo de holonomim de la foliacidn. Q. RB. D,
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II1I.21 Corolario. 5i caxiste un reperesentente del seudogrupo de ho-

lonomia actuando en una variedad compacta Q entonces existe una mé.-
trica para la cual las hojas do la foliacidn son minimas.

Demostracién. Puede slegirse f=1 . Q. B, D,

4.~ Eiemplos de foliaciones que no son de hojas minimas,

Para construir un ejemplo nrimeramente recordemos que las corri-
entes admiten una derivada o que las convierte en esnacio vectorial
graduado, definida como el dual de 4 la derivada exterior paras for-

mas ,en particular tenemos gue
Jd: Dl(Tr F) ~ww-*~D°(Tr ?)
de(w) = e(dw) .

Sea shora P foliacién tal gque tiene una O-corriente positiva e
invariante bajo holonomia que ea la fronters de una l-corriente in-
variante bajo holonomia ,en este caso para toda n-forma w ,donde n
es la dimensidén de la foliacidn, tal que es positiva en las hojas

sucede que ;
c(dj;w )aac(jpw ) >0

y por el teorema IXI.16 no existe una métrica que haga que 1las ho-
jas de F sean subvariedades mfnimes.

I11.22 Ejemplo. Una foliacidn que contiene una componente de Reeb,

que denotamos por R,satisface las condiciones descritas anterior-
mente,para mostrar esto observemos que una curva transversal a las
ho jas que entra en R no vuelve a cruzar la frontera ruevamente
tenemos entoces una l-corriente invoariante bajo holonomia que es la
integracién sobre la transversal y su frontera es la medida de Di-

rac asocisda s la fontera de R ,
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Cc A P I TVU 1L O Iv

POLIACIONES HOLOMORFAS EN VARIEDADES DE KAHIFR

l.~ Propiedades elementales de las variedades de K&hler.

Empezaremos por pregentar alguros hechos de algebra linesl que
nos seran de utilidad nara corstruir el haz tangente 8 ura variedad
compleja,

3ea V un esgpacio vectorial real de dimensidn 2n tal que posee un
isomorfismo J : V » V con la vropiedad de que J° =-Id, yutilizan
do esta J podemos dar a V una estructura de esnacio vectorial sobre
C de dimensidn compleja n ,definiendo la multiplicacién por ur esca

lar complejo como
(x + iy)v = xv + yJ(v) X,y< IR, vV, in-l‘.
En particular identificamos €" con RZ" mediante
(zl,...,zn)fz(xl,yl,...,xn,yn) para X + 1yr= zra.c
2n 2n
y donde J : R e—a(R eata dado nor
J(Xl,yl,...,xn,yn) = (y:i,"'xl,o-o,yn,'*xn) .

, . 2 2n
Mediante esta identificacidn tenemos que una funcién f: m-ﬂ—q»m
R=1ineal es C~lineal ai y solo si J{ = 1T .,

IV.1 Definicidn., tna funcidn f : U~ €™ ,con U un subconjunto abi

erto de M y f de clase ¢! come funcidn real ,ae dice holomorfa ai
para todo pe U la diferercial de f e¢s una funcidn €-lineal .

IV.2 Definicidn. Una variedad comrleja M es una variedad tonoléeica

nrovista de un atlas (Ur'fr) , donde cada fr: Urm__.an eg un homeo-

34



morfismo sobre alpgiir subconjunto abierto de " ,» tal que siemnre que
fsf;l este definida ¢s holomorfa, n es ls dimensidn conpleja de M,

Podemos observar que toda variedad complcda M de dimensién come
pleja n tiene asocia una estructura que la convierte en variedad re
al diferencisdble de dimensidn 2n .

IVv.3 Ejemplos, Naturalmente ¢" es variedad compleja .%1 toro comple-

jo /0 donde i es un subgrupo discreto de translaciones en €% es u-
na variedad compleja de dimensidn n con la estructura holomorfa que
hereda de ¢ ,CP" el espacio proyectivo connlejo de dimensidn n es
varfedad compleja, como variedad topoldsioa er” es el espacio con-
ciente ( ¢"*'- {0})/~ donde z y 2’ estan welacionados si y solo si
existie un a € ¢ tal que az=z",

Vamos ahora a discutir la estructura del haz tangente a ura varie
dad comnleja, jea M una variedad compleja de dimensidn real 2n ,sea

TH su haz tangente real, Podemos contruir en todo p M ura funcidn

J_ tal que
P 2
: J "‘Id .
R i A
definida en coordenadas locales (zl,...,zn) = (xl,yl,...,xn,yn)
Q) . L ST B - & -
cono Jp(&xr) = hyr , Jp(ayp) = 5xr r=1,..e,N

donde a/axr ) a/gyr son los vectores tangentes reales,utilizando Jp

podemos dar a T M que &8 un espacio vectorial real, una estructura

de easpacio vectzrial complejo. Mediante la correspondencia p - N
obtenemos una seceidn JE€ Homeomorfismos (TH ,TN} gue actua sobre los
campos X €X{¥) como (Jx)prpr para todo p< M ,de la expresidn de
J en coordenades locales podemos concluir que J es de hecho una sec
cidn diferenciable y nor esto JX€ X(M) ,llameremos a J la estructu-
ra casi.compleja de M,

Otra propiedad imrortante de las variedades complejas es que tile-
nen determinada una orientacidn canonica de la siguiente manera;sean

El,...,EnéiX(M) campes locales que deterninan una base ordenada para

Tpm como espacio vectorial complejo, entoncea los campos locales

35




El’
real y cualquiera dos bhases de esta forma difieren por una trans-

JEl,...,En,JEn forman una base para TpM como espacio vectorial

formacién cor determinante positivo lo que determina la orientacién
para M, en todo lo que sigue consideraremos variedades complejas
orientadas de esta manera,

Asociemos a J su tensor de integrabilidad T definido como

T(X,Y)=[JX,dY] - J[IX,Y] -J7[x,70Y] - [X,Y]

para todo X,Y< X(M) , calculando en coordenadas locales y utilizan-
do que las componentes de J son constantes se puede mostrar que
T(X,Y) es siempre cero, de hecho la importancia de T sigue del teo-
rema de Newlander-Nirenberg ; 8i una variedad real M admite un
homeomorfismo € de ™, J tal que J2z~Id. y su correspondiente ten-
gor de irtegrabilidad es cero entonces M admite un atlas holomorfo
que la convierte en una variedad compleja con estructura casi-com-
pleja J, ver Kobayashi (1) vol. II.

Discutimos ahora la relacién entre métricas riemarnienas y mé-
tricas C-valuades en M,
IV.4 Definicidn, Una métrica riemanniana ( ,> en ura veriedad comple

ja M se dice hermitiana si (JX,JY) = (X,Y) para X,YEX(M) ,esto es

J es una isométria.

la razdn de este nombre esta justificeda por el siguiente hecho.
Dade una métrica riemannisna hermitiana puede obtenerse una métrica
C~valuada h de la siguiente manera sea ;

w(X,Y) = (X,J¥)

observemos gue w 3 una 2-forma ya que

w(X, ¥)=(X, 7Y =Y, X)=(JI¥, )= {(-Y¥, IX) =-w(¥,X) ,
llamarcmos a w 1la forma asociada a la métrica, podemos shora definir

h como
h(X,V)=(X,Y) + iw(X,Y)

del hecho que ( y > es definida positiva se sisuc que cada hp s un
producto hermitiano en TPM. Inversamente dada una métrica C-valuada
en M pueden obtenerse separando en parte real y parte imagiraria u-

na métrica riemanniane hermitiana y una 2-forma respectivamerte.
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IV, Definicidn., Una métrice hermitians en une variedad comvleja M
se dice de Kihler si ;

[V, d]Y = v, (3Y) - 9(V,¥) =0 x,vex(m),

gl este es el caso diremos que M es Kihler,

IV.6 lema, Ses M una varisdad c&mpleja.<ﬁ > ura métrica hermitiana
en M es Kihler 8i y solo si su forms asociada w es cerradsa,
Demostracidén., Supongamos que la métrics es Kédhler ,elegimos vectores
Xl,XQ,XBt_T M ,p< M ,extendemos estos vectores a Xl,XQ,X3€.X( 1) tal

que

(VETXS p = 9] r,8=1,2,3
de donde [ir’is]p” 0 y al calcular dw obtenemos

dwp(xl,xg,x3) = Xw(Xy,X,) - Lw(X,X,) + Xw(X,,X,)

substituyendo w(X,Y) = (X,JY)
(1) an (), %y, X3) = (K, [0y 0] X3) = (X, [Ty 03] %5)
(x,, [x ,JJ X,)

que es igual & cero ya que V y J conmutan por ser la métrica Kihler,

Inversemente ,usando que J2=-Id. se muestra mediente un calculo que
(Ve d)a = -a (7]
de esto y la ecuacidn (1) podemos mostrar que ;

(%, [Vxl'J]xg,)‘“ aw(X Xy, %) = dw(X;, 3Ky, IX,)

- (xl,m(xz,x}n
y como T(XQ,XB)mO por ser el tensor de integrabilided de J, dw=0

por hibdteais , entonces la parte derecha de la igualdad se anula
de donde necesariamente V y J conmutan. Q. B. D,

IV.7 Ejemplos. los siguientes son aleunos e jemnlos de variedades de

K&thler. Toda variedad complejn de dimensidn une es Kbhler ya que dw

es una 3-forma .m“ con la métrica usual gque hereda de REn es K&hler
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y andlogamente ¢1 toro complejo con la métrica que hereda de mn es
K&hler. CP' también adnite una métrica Kéhler ,la métrica de Fubini
Study sin embargo su construccidr requiere de mas conocinientos so-
bre la estructura del haz tangente que los expuestos aqui. Por otra
varte no toda variedad compleja admite urnc métrica Kihler nor ejem-
rlo 52r+{i32k+1 ;esto gigue del hecho de que ser variedad Efhler
tiene fuertes consecuencias topoldgicas por ejemplo si M es K&hler
sucede que HZF(M,[R) = 0 . Ver Kobayashi (1) vol. IXI 6 Griffits (1).

IV.8 Definicidn, 3ea M una variedad comnleja ,unt subvariedad comple

ja de M es una variecded compleja I provista de una inmersidn
f : Ll que satisgface las siguientes condiciones
a) £ ez una furcidn holomorfa,
b) Jdf = dfJ ,dorde J &3 la estructura casi-compleja de M y J es la
estructura casi-comnleja de L, _

De la detinicidn podemos observar que TpL(ZTpM es EP—invariante
para todo p L.
IV.9 lema. Toda subvariedad compleja L de una variedad de KHhler M
es variedad de Khihler con la métrica inducida,
Demostracién, Utilizando que TpL es 3p~invarianta pare todo pE M
tenemnos que

e - P = T = 7w
T (T0)= (7, 30)" =(TV,Y) "af (7,Y) "=V, ¥ X, YEX(L)

donde V es la conexidn en M, V es 1a conexién inducida en L y

( ) : & (rL) ———TL es la proyeccién sobre TL .Por la igual

dad anterior tenemos que v y J conmutan de donde I es K&hler con la

métrica inducida, Q. E. D,
Utilizando nuestros ejemplos anteriores y este lema podemos obtg

nes mas ejemplos de variedades de Kéhler.
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D—

2.~ Aplicacidy g foliacioneg con ho jag minimag,

Iniciamog esta gecoidp brobando ypa propiedaqd minimal ge lag vya.
riedades de K&hler,
IV.10 Teorema, Toda Subvariedgq compleja I de Una variedad ge Kthiler
M es una Subvariedag minima,
Demostracidn, Vigos g mostrar que o3 vector de Curvatura medig de L
€8 siempre C8ro, Empezamosg haciendo notar que 1a funcién B definida
e€n ol Cap, 1 Bece, 1 €3 J-linea] €8 to eg

B(X,JY) = JB(X,Y) = B(JX,v) X,YE:X(L) .

para egto Utilizamog que (TDL)* es Jn—invariante para todsg PE L y
calculanog

B(X, g7 )=( VXJY)"a(JVXY)*=J( Ty ¥) =an(x, v)

donde v eg la conexigy de M »Utilizande ahora lga 9imértia qe B se
Bige que B(JX,Y) = JB(X,Y) -Observepgsg que dadg XEX(L) de norma
igual a une entonces Jx eg ortonorma) o €1 esto sigue de que J eg
una isométrig Y que (X,JX;>2 w(X, X) sdonde w ey la forma asociada g
la métrica,

Elejimog ahora El,...,En€ X(L) ,donde n es la dimensidn comple ja
de I, Campos localeg que forman ypg base para TpL (como esnacio vec
torial comple jo ) Y que son ortonormales entre s{, entonces tenemosg
que El,JEl,...,En,JEn forman una base para TpL Como espacip vectory .
al rea}l Yy son ortonornaleg entre af rCalculamog ahora Kp el vector
de curvaturs media de I, gp p

L }; (B(E,E) . MR, 0E ) )

#

2
:2 ( B(Er,Er) +J B(Er,Er) )p =0

con r=l,..,,n » de donde I, eg Subavariedag minima, Q. E. D.
Enunciames 8hora }a definicidn de folineidn holomorea Y arlica-

mos el resul tado anterior,

2
iv.11 Definicidg; Una foliacidn P de una Variedad pea) ym con ho jas
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de dimensidn 2n se dice holomorfa si el atlas (U 'fj) que define a

J
la foliacidn es tal que ;

£y 40— m2 ®°T ~ ¢ ¢F

determira un atlas para M como variedad compleja.
IV.12 Teorema. Toda foliacidn holomorfa de una variedad K&lhler M tie

ne hojas minimas.
Demostracidn. Basta observar que las hojas de la foliacién son subva

riedades complejas de M y apmlicar el teorema IV,10. Q. E., D,
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