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I N T R o D u e e I o N 

En afioa recientes el estudio de las foliaciones ha sido uno de 

los campos más activos de investif,aci6r- e~ Mate~áticas, el tema de 

este trabajo es estudiar un problema de foliaciones en geometría 

di ferencio.l. 

Para describir el problema recordemos que : una foliacidn de 

une variedad es esencialmente una descom~osici6n de esta en subva­

riedade:J de la rnisma dimensión y disjur;tcrn entre si llamadas las 

hojao de ltt fo1iaci(5n, por ojemplo mn ruede descornnonerse en hi­

perplnnos parulelos entre sí, por otra parte una subvAriedad L de 

una variedad riemenniunn es mínima si d3do un dominio U de L sufi­

cientemento poquedo y con frontera entonccB el volumen de U es me­

nor o ieua1 quP. el voJumtm de cualquier otra subvariedad que ten~a 

la misma froritera es decir L minimiza localmente el volumen, por 

ejemplo lne geod6sicas de unn variedad riemnnniana son subvarieda­

des m:ín:lmas .. 

El problema central del trabajo es el siguiente : ¿ Dada una 

foliaci6n de una vnriedad M existe una métrica riemanniana para M 

tal que todas las hojas de la foliacidn sean aubvariedades mínimas ? 

si tal m~trice existe diremos que la foliacidn es de hojas míni~as. 

El principal objetivo de este trabajo es exponer los resultados 

de H. Rummler, D. Julli van .Y A. HaefliP;:er sobre el pro ble'T!a. 

En el primer capítulo se desarrolla el terna de subvariedades mí­

nimas pern ello en ln seccidn uno se da una caracterizacidn t6cnica 

de subvor:loclades mí11imHfl rm t~rminos del vector de curvatura media 

y en la 8(HHJiÓ:n dos se muostrH la oqui vule:r1(:i1-1 de esta co11 lu ca-

rRcteri zacidn de las subvnriededes mínimos como aquellas que mini­

mizan el volumen loca1rnente, termina el capítulo con ejemplos de 

subvariedndea mínimas en la secci6n tres. 
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El segundo capítulo empieza con la dcfi~ici6~ de foliaci6n desa­

rrollando luego eje:nnlou de foliaclonos, (:L J1, secciór, dos se de­

muestra el teorema de Rummler-3u 1 livar1 que :ifi rna que una ;iétrica 

sobre las hojan de la fo1i~:ici6n ruede e:xtB11derBe a una métrica en 

la variedad que hace que lns hojas de la foliacidn sean subvarieda 

des mínimas si y solo si la forma de volumen no hre 1.rrn hojas ea tal 

que su derivada ~e a~ula al valuerla sobre cualesquiera n vectores 

tangentes a las hojas de Ja fo 1 ü1ci6n, dorio e n es la. dimensión de 

lG;s ho jns, las referenci.ns para es te teorema son Rummler (1 ) y 

3ullivan (1). 
3n el tercer capítulo se exponen loa resultPdos de Haefli~er (1) 

para variedades foliadas comnRctes, para ~110 en ln socci6n uno se 

desarrollan las ideas de el seudogrupo de holonomia que es una de 

las estructura:J de mayor utilidad t'.1n el eBtudio de las foliacjones, 

la idea funi1Bmer1tHl del capítulo Be nrer;~nta en la secci6n dos y es 

la cow:Jt rucc i6ri d r uria ftmc ión que non rel nciona ln :1 fonna8 sobre 

la vnriodnd con lfül formnn en vr;.riedndc~f\ tramWt3r:'JBles a las hojns 

que son invariantes bajo holonomia es decir bajo translaciones a lo 

largo de lHs hojHG, utlliz.tindo ent;u ftwci6n so caracterizan en la 

secci6n tres aquellas formas sobre lfl VPrh'ldad que pueden ser for­

mas de volumen para m'tricas qua hagan que lee hojas de la folia­

c16n sean m!nima~3 y cor1 esto os posibltJ demostrar que la existencia 

de tales mAtricea depende solamente de la holoTiomia de la foliaci6n. 

Finalmente en la secci6n cuatro como une ap1icaci6n ne estos resul­

tados se construyen e ,jernolos expl! citos de foliacione~~ para las CU! 

les no existen m~trices de Riemann que hARRn lea hojas mínimas, la 

foliacidn de 3eeb es un ejemplo ex~lícito de ello. 

El cunrto capítulo e~1ta dedi.cado a demoBtrar que eri el caso de 

folincionfls holomo:rfnH en varlfHlAdnn <'if' 1\f:ih1Pr lmJ hojao fliemnre non 

aubva.riedatle:.1 mínimas, pnrn ento en 'la necdÓn uno Be contruyen las 

va.riedndef1 de Kllñler como vrni efü,don rJ fJlflr·wrii fmns re.A lfm cot• cif~rtas 

pro pi edad eD respecto n la c<>1:exicfo, on l u R f•eción <lllO se nrueba el 

sigui ente resultado clási. co de ~aornet:r!H di f nren ci a. l; toda su bvn :ri.'2, 
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dad compleja de una variedad Kllñler eu aubvHr.iedad rnínima , de aquí 

se sigue inmediatarnente la aplicación al problema. 

Finalmente quisiera agradecer a Xavier Gdmez-ttont Avaloa por la 

ayuda y orientaci6n que me brindo a lo largo de la realizaci6n de 

este trabajo. 

Jesús Muciflo • 
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N O T A C I O N 

Sea Mn una variedad, real, diferenciable (para nosotros esto sig­

nificara de clase c00 
), riemanniana, donde el Índice superior n in­

dica la dimensión de M. Denotamos por : 

TM el haz tangente a M. 

T M el plano tangente a M en el punto p. 
p 

X ( rw ) 1 t · 1 'w d e e 1° se CCI> • a 08 campos vec or1a es en m n 

~ el valor del campo XE X{M) 1..m el punto p. 

Ar(M) 

Aº (M) 

Ar(M) 
e 

las r-forrnas diferencia1eo en M de clase c00
• 

las funciones real valuadas en M de clase c00 
• 

las r-formas d1.ferenciales en M con soporte compacto y de 

00 clase e . 

Xf la derivada de Li e de la fur1cidn ft. A 0 (M) con respecto al 

[ , J 
( , ) 

V 

campo xe: X (M) • 

el parentésis de Lie. 

la m~trica de Riemann para M • 

la conexión de Levi-Civita asociada a la m~trica • 
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C .A P I T U L O I 

SUBVARIEUADE3 mINIMAS 

l.- El campo de vectores de curvatura media. 

En esta aeccidn ~aracterizaremoe las subvariedades mínimas como 

aquellae cuyo campo de vectores de curvatura media ea nulo. 

Sea Mm una variedad diferenciable. riemanniana, V su conexidn. 

Sea Ln una subvariedad dif erenciable de M. Utilizando la m~trica 

riema.nnie.na de M tenemos que T M z: T L $ (T L)J. para p E:. L y donde 
p p p 

(T L)~ es el subespacio normal a L. Sea B la funci6n 
p 

B i 'l'L X TL --+-(TL) 

B(X,Y)=(V1Y)J. X, Y C :X( L) 

donde ( )•z TL ~ (TL)i____...(TL)~ es la proyeccidn sobre el haz no,I 

:ma1 a L. 

I.1 Lema. B ea eim&trica y bilineal. 

Demostrac16n. Utilizando que V ea sim&trica tenemos que; 

de donde B es sim~trica. Utilizando que V es lineal tenemos que; 

B(tX+gY,Z)=(VfX+g~)~=(fVXZ + gVy"')~ 

:fB(X,Z) + gD{Y,Z) o f,g cA {L) 

de donde B es lineal en la primera. variable.Ant{logamente ae puede 

mostrar que B ea aditiva en la aegunde. variable. Para mostrar que ea 

homog~nea en la segunda variable calculamos; 

B(X, fY)=(V
1

fY)°1'=(fVXY + (Xf )Y ).a.=f(VXY)J.=t'B(X, Y) • 

5 
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Observemos que B(X,Y)p depende solamente de Xp y Yp , esto sigue 

del hecho que B es aim~trica y de laa propiedades de la conexión. 

I.2 Definición. Sean E1 , ••• , ~e X(L) campos locales que :forman una 

base ortonormal para TpL• Definimos el vectc:n· de curvatura media de 

L como 
K = ")" B ( Ei • E. ) p &...J ' 1 

i=l, ••• ,n 

1 por K el campo de vectores de curvatura media de L. 

Para mostrar que Ip no depende de la elección de los campos E1 
se utiliza que B es eim&trica, bilineal y se calcula en TpL,de hecho 

K ea una sección diferenciable de (TL)~. 

I.l Definici6n. L aubvariedad de M se dice que es m!nima si K=O • 

Justificaremos la razón de eete nombre en la siguiente sección. 

2.- La fórmula de la primera variación. 

Vamos a dar una interpretación del campo de vectores de curvatura 

media de la subvariedad L en tenninos del comportamiento del volumen 

de L bajo deformaciones de L. 

Sea 1f1 una variedad diferenoiable,riemanniana, Ln una subvariedad 

de M determinnda por la inmersidn h ; L----M , L compa.ta,orientada 

y con frontera que denotamos por Fr(L). 

I. 4 Definici6n. Una variacidn de I, en M es una función f : I x IJ---...M 

con I;(-1,1) ,tal que es diferenoiable y satisface: 

a) Cada f'unci&n ft=f(t,p): L·-+-M con t fijo, ea una 1nmersi6n. 

b) f 0 =h • 

e) f(t,p)=h(p) ai pcFr(L). 

Sea ó/at el campo vectorial tangente a I x L en la. dirección del 

factor I. Sea E = t. ( .:'\/(lt) lt=O , E puede interprete.rse como una sec­

~idn de TL ~ (TL)•. 
Sea V : I__.,..lR+ la funci&n que a cada te I le asocia el volumen 

do L determinndo por la inmeraidn f t esto es 

V(t) ::: volumen f t (L) = f 1dVt 

donde dVt ea la forma de volumen para la m~trica 1.nducida. 
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I xt 

d 
at - -...-

' 
,., 

1 f ,t ' f 0 {L) 
\. 

-- - - - -..... .... 
/ 

f_l(L) 

Pig. 1 Una variación de t en M. 

I.5 Teorema. Sea K el campo de vectores de curvatura media de L in­

ducido por la inmersión f 0 entonces; 

~! 1 =-! (K,E) dVo 
t::.:O L 

este resultado es conocido como la fórmula de la prinera variaci&n, 

Demoatrac16n. Observemos que 

dV d f dt m: dt L dVt 

de acuerdo con esto vamos a calcular que 

(l) !t. dVt 1 t=O = - (K,E) dVO + dw 

donde w~An-l(L) tal que w/Fr{L) =O .Para construir la forma w con­

,!ideremoe vE::A1 (L) definida como v(X)=(E,X) para XE:X(IJ) ,entonces 

W=•V donde • : Ar(L)----..An-r(L) ee el operador estrella de dualidad 

observemos que como E/Fr(L)=O entonces w/Fr(L)=O. 

Vamoa a probar (1) para esto sean E1 ,. •• ,J\.iC:X(L) campos que lo-

2almente satisfacen que: 

1) Son ortonorma.lee con la m~trica inducida en Ii por f 0 • 
T 

11) (VE Ej)p := (Vf E f 0 *Ej)f( )=0 para todo p E:L '! i, j:::l, ••• ,n 
i Oit i ' p 
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dondo ( )T: TL ~ (TL)~TL es la proyección sobre el haz tangente 

a L, V ea la con&xidn de M y i ea la conexi6n inducida en L. 

La condición ii) puede obtenerse mediante el transporte paralelo 

de una base ortono:rmal para TPL a lo largo de las geod~sicna de L 

que pasan por p. 
1 

Sean w1, ••• ,wnE~A (1) formas que son base dual de los cempoa E1, 

e~tonces la métrica inducida en L por ft puede ser escrita como; 

donde 

ds~ = Í: gij(t) w1@ wj 

gij(t) = (ft•Ei,ft~j) 

1 el elemento de volumen correspondiente es, 

dVt = {idt)" WlA ••• A wn = ~g(t) 

donde g(t) =determinante (g1 j(t)) 

i. j=l, ••• , n 

dV o 

ahora derivando y utilizando la condición i) obtenemos 

(2) • 

Necesitamos ahora el siguiente lema. 

I.6 Lema. 3ea A(t)=(a1 j(t)) 
reales q~e dependen de t en 

tal que A{O)=Id. entonces ; 

con tE: (-1,1), u.na familia de matrices 

forma diferenciable,con i,j=l, ••• ,n y 

• 

Demostraci6n. Cada A(t) puede interpretarse como una tranatormaci&n 
lineal de rRn en rnn con respecto a la base canonica e1, ••• ,en .Sea 

W una n-fonna alternante en IRn tal que W(e1 , ••• ,en)=l entonces; 

det(A(t)) = W{A(t)e1, ••• ,A(t)en) 

ahora derivando y evaluando en t=O ,con r=l, ••• ,n obtenemos 
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" dA = L..J W(e1 , ••• ,dt(O)e , ••• ,e) 
r r n 

Q. B. D. 

Aplicando este lema a la acuacidn (2) obtenemos que 

(3 ) d 1 1 ~ dgrr{ 
dt dV t=O = 2 L.,,¡~ O) dVO r=l,. •, D • 

r 

Extendamos ahora B1 , ••• , En sobre I x: L de la manera natural trans­

ladanno a lo largo del factor I entonces; 

iii) [º 7)t' ' para r=l, ••• ,n • 

Sean E= f E y E= f ~((j/()t) ,podemos ahora escribir r 11- r ~ 

g (t) = (E , B ) rr r r 

derivando y utilizando iii) 

dg 

dtrr(t) = i(i ,i) == 2(v-E'E ,E ) 
r r r r 

= 2(v¡ i,ir) 
r 

= 2( i(i,i )-(i,v-¡i)) t 
r r r r 

sumando sobre r, aplicando ii) y valuando en t=O obtenemos 

~ 1 dgrr """ ) 
(4) L...J2 ~(O)• - (K,E) + L.,.¿ Br(B,Er • 

r r 

Mostramos ahora que 

CS) • 

Por definici&n v = l.: (E, E )w , a.hora aplicando el operador * r r r 

'"""' r+l( ) ,,, .,.y a L.,,¡ (-1) E,E w
1

A ••• AW A ••• AW 
r .. r n 

:r 

donde w significa que ese termir10 se omite. Además tenemos que 
r 

por 11) 



que al substituirlo junto con ~v en 

~ r+l ·"' dw ( E1 , ••• , En) &': L-1 ( -1 ) B w ( B
1

, ••• , E ) ••• , E ) 
r r r n 

L: 
+ i<j 

completa el calculo de (5). 

Substituyendo (5) en (4) y (4) en (3) obtenemos (1). Podemos aho­

~a integrar (1) y utilizar el teorema de Stokes para obtener; 

* lt=O • f
1

(-(K,E)dV0 + dw) • k(K,B)dV0 + f 
1

dw 

= - /
1
(K, E)dV0 

que ea lo que ae queria moetrar. Q. B. D. 
Si nos restringimos a var.iacionea nonnalee,eeto ea funciones de 

la fo:nnn f : I xL----M tal que E= f.(ci/0t)\t=O ea un campo de 

vectores normales a L eucecle que W=O y el teorema I .5 sigue siendo 

válido sin la condici6n en la frontera de IJ ,inciso e) de la defini­

.2,iÓn I. 4 • 

I.1 Teorema. Una subvariedad tP de ~ (I1 no necesariamente com'Pacta 

con frontera), es m!nima si y solo ai J, es un punto crítico de la 

funci&n volumen V(t) para toda variaci&n normal de L con soporte com 

pacto. 

Demostracidn. Sea U un subconjunto de L compacto orientable y con 

frontera, de hecho U ea una variedad de dimensi&n n .. Sea t 1 I x U--....M 

una variacidn nonnal de U con V(t) su funci6n de volumen asociada. 

Pis. 2 Una variaci6n nonnal con soporte oompaoto. 

10 



Supongamos primeramente que L es mínima, por la observación an­

terior podemos aplicar la f&rmula a e ln primera varia.ci6n obtenie.!1 

do (1) * \t=a = -fu (K,E) dVo =o 

ya que K=O por ser L m!ni.ma, de donde L es localmente un punto cr,! 

tico de la funci6n volumen. 

normal 1 de tal forma que E = K para todo 
p p 

nemoa que; 
d V' -{ (K,K) dV

0 
< O - -· dt t=O . u 

que os una contradiccidn con (1), de donde Le~ mínima. Q. E. D. 

Para una mayor inforrnaci611 sobre aubvariedndes mínimas puede 

consultarse Lawaon (1), (2) 6 Spivnk (1) Vol. IV. 

3 .- Ejemplos. 

Vamos ahora a construir un tipo irnportante de subvariedades mí­

nimas y dar algunos ejem:plos que utilizaremos posteriormente. 

I.8 Definicidn. 1 es aubvariedad de M una variedad riemanniana se 

di.ce que es totalmer1le geod~sica si Bes id~n ticr:mentc cero, 

Claramente toda subvariedad totalmente R'eod~sica es subvnriodad 

mínima, sin embargo el inverso os solo ci~rto en el caso de quo la 

dimenaidn de L sea uno, ya que las subvariededes mínimas de M con 

dimensi6n urio son precisamente las geod~si cas ele 'f, ver más ad el a!! 

te ejemplo I.12 • El siguiente lema noB da otra caracterización de 

aubvariedndes totalmente geod~aicaa. 

I.9 Lem~. 1 es subvariedad totalmente geod~oica de M ai y solo si 

toda geodésica de 1 lo es tnmbi~n de M. 

Demos troción. ;Jea /': (-1, 1) -1 geodésica de L, X E~ X{M) un campo 

que extiende localmer1te al campo de vectores tangentes a ln ~eodé-
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sica, observe~os que 

.&. -
B(X,X)=(V~) = vxx-vrr-

donde V es la conexidn de M y i la conexi6n inducida en L. 

Utilizando esta expresión de B tenemos que si L es subvaríe<lad to­

talmente geodésica entonces VxX=V"J"!- de donde si Y es geod~sica de 

L también lo es de M. Inversamente si toda geod~sica de L lo es de 

li tenemos que Vil-=0 y V:(X=O de donde B=O y 1 es totalmente geod~­

sica. 

J.10 Ejemplo. En IRn con la m~trica usual las suovariedades total 

men~e geodésicas son los k-planos. 

I.11 EjemElC?.t. El catenoide que se obtiene corno superficie de rev2. 

lución de ln gráfica y=cosnz es superficie mínima con la m6trica 

que le induce ffi 3 sin embargo no es totalmente geod~sica pues sus 
3 geodásicas no son rectas, esto es no geod~sica.s de IR • 

~------------·---------- --. ........ 

---

Pig. 3 Una geod~sica en el catenoide. 

I.12 EJemplo. El disco de Poncai r~. Sea Dn={ pe IRn / 11p11 L l } con la 
n estructura diferenciable que hereda de IR y provisto con la métrica 

hiperbdlica usual 
r r 

dx ® dx 

con r=l, ••• ,n . n 
D con esta métrica Be eonoce corno el dlsco de Jlon-

cair~. Las subvariedados tota.l;nente geod~nicnfJ de T)n 80n los k-nla-

1 . J 0 n-l nos por o origen y .as k-eaforns que son ortop:ona"l ee a ,) , en g!_ 

12 



aeral nos referiremo~ a estas aubvariedadea como loe k-planoa hiper­

b&licos de Dn ya que el disco de Poncairé es un modelo de geometria 

hiperbdlica, para mas información puede consultarse Verjovsky (1). 

o 

n Pig. 4 Subvariedades totalmente geod,aicaa en D • 
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C A P X T U L O I I 

JOLIACIONES CON HOJAS MINIMAS 

J .- Poliaciories. 

Empezaremos esta secci6n definiendo el concepto de foliacidn y 

dando ejemploa, deapuéa estudiaremos algunos conceptos que utilizn­

remos a lo largo de eEJte trabn.jo. Para urin exposición m~n co11pleta 

de foliacionen puede cousu1tnror~ Ca.mu.cho (1) 6 J,avrnon O) .. 

¡1 11 Defin.ici~n!. Sea Mm u11n. variednd diferenciablc~. Unn f'oliacicS'n 

1 de M, ea una descompoaioi6n de M en rrnbvnrjednd1~s LP pE.: nt , cone­

xas, llamado.a hojas de ln. foli.aci6n, tn1 que existe un atlas 

(u f ) n ... ·n. r i, 1 con f i :- u1--"-.... IR " \ 

y tal que cada cornpo11entc lip íl Ui es ln imagen inversa bajo fi de 

conjuntos de la forma v
1 
= {(x,y) E: n11 

)( R8 
/ y es f'i jo}, n y r son 

respectivamente la dimeneión y la codimenei&n de F. 

Pig. 5 Foliaci6n. 
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II.2 Ejemplo. 3ea F la foliaci6n de ~m donde cada hoja es un n-pla­

no y todos ellos son paralelos entre sí. 

II.J Ejemplo. Sen Drn el disco de Poncair~ , corisir'leremoa Q un r-plano 

por el origen ,utilizando la m~tricB hiperb6lica podemos considerar 

los n-planos hiparb6licos que so:n ortogonales a Q , estos .~eterminnn 

laa hojas de una foliaci6n para Dm. 

Fig. 6 Foliación para Dm • 

II.4 Ejemplo. Sea n2 el disco de Poncair~ de dimens16n dos ,conside-
2 

remos el concie11te D /r ,donde r· es un nubf!,rupo discreto de las 

isométrias de D
2 

, entoncen n2/r es una su¡1erficle compacta, orien­

te.ble de g~nero mayor o igual a ftos y una fol iaci6n como en e'! e:fem-
2 

plo anterior da origen a u110 foliaci~n para D /r ,estirn Aon laR 

foliaciones de Anosov. 

11.5 Ej~mplo. Foliaciones definidas por formas diferencialPB. Sea 

Mm una variedad diferenciable, A~(M) las formas diferenciale~ en 

M de clr'rne c00 con la estrur:tura de ani 1 lo cln<la por la suma y el 

producto exterior /'""'- • Sea L1 una n-di stri huci.6n en M , esto es en ca 

da TpM ne elige un aubospt1tc:io VHcto1•j a1 do dim1nwión n taJ qlH~ la 

colecci6n de subeopecioA estn ~nnnrndn locnlmente por cnmros 

x1 , ••• ,1nc:X(M) .Def.inirnon IC\) eomo nl con,1unto de todan las formas 

wc A8 (M) con la propiedad de que 
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se muestre f~cilmente que 1(6) es un ideal de A*(~). 

II.6 Teorema. Frobenius • Sea ~ uno n-dif-:itri buci6n en M • Bxi~te una 

foliación de M con hojAs de di~ensi6n n tal. que los planos tan~enteR 

a la.o ho,iaE> de 1a foliaci6n coinciden con 6 si y solo si 

d (I(~)) e I(~) , 

donde d es la éleri vada exterior para forrnas. 

No dare~os aqui la demostraci6n del teorema ~ara esto nuede con­

sul tnrse 0pivak (1) Vol. I ó Ca'Tlacho (1) .tTtiJiznre11os este teore'Tln 

para coníltruir algunos ejemplos clásicos. 

I I 7 E ' 1 ... T -- 1R21.7L2 1 t ' d 1 i ~ 1 ~ • Jemn o. Sea / e oro ,cons1 ero~os e nen ~enAra·ro 

por la forma ]_ 2 
w = a dx + b dx 

como dw = O entonces w da ori~en a unn fo] ia.ciór para el toro donde 

las hojas e ~>ten determinadas nor las rectrrn de newliente a/b en rn 2 , 

o bserve1nos que si a/b ei~ raciorni l 1R~1 ho ,inB ::ion cerrRr'lRs err T y si 

ee irracional lns hojas son densas en T. 

Fig. 7 Una hoja densa en T. 

II.8 Ejemplo. Sea el toro noliño M ~ n2
xs

1 
,donde s2 =~ pc::R

2///pllfl} 

M con coordenadas cillrnlricas (t,O,z) y son g:fo,1J IR unn 

funciór1 lliferenclnble taJ que O< r;(t) 1.1 :para t €'~{O, 1) v nue sr 

extiende de rnariora. diferer1ciable n h(t):::::O narn t rriPnor o i"nHl n CP­

ro y como h(t)=l para t mHyor o ip;unl A uno, PntorH'f•r. Ja foMa 

w"" g(t) dt + (J-p;(t)) dz 
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satiflface que d(I(w))c I(w) ya que dw = U/\W pr3ro cinrta fol'llla u 

y de a.cuerdo al teorema de Frob0nius w da orie;en a unn fo1 iflci6n pa­

ra el toro sdlido llamada la foliacidn de Reeb • 

Fig. 8 La foliaci6n de Reeb. 

Observemos que en la fol iacidn de Reeb lR única ho.1a cornnacta es lR 

frontera del toro sól1 <lo. Añornás conslderHrHlo no~J cop:iR9 riel toro 

sólido e iderit:ificando mw fronteras fle ot¡tJfine unn er;fnra s3 ,de 

donde la foliación de Reeh dn o:dr;en n 1mn folineinn riorn. s3• 1m f!,e­

neral se dice qu0 une foliación contienA uno compo~ente ~e Reeb si 

poaoe un toro sdlido con ese tipo de foliaci6n. 

Fil1a1izamon J.a seccit1n con unR definlclón que rios Aera. muy util 

para el estudio de nuestro problema. 

II.9 Definicidn. Sea F una foliDcidn de Mm con dimensidn n y codimen 

sión r .Decimos que wt:.An+s(M) ,lS e~:::r ,es F-trivi0l ai 

w ( X
1 

, .. . • , X ) :::: O 
n+s 

oada vez que los pri~eroa n campos x1 aean tar~entes a las hojas de 

la folisci&n. Decimos que w es F-cerrada si dw ea F-trivial. 
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2.- El criterio de Rummler - Sullivan • 

Empezaremos r>or enunciar el problema cent Tal de este trabajo. 

III.10 Definición. Una foliación F de M se dice con ho,jas mínimas 

si exisie une métrica riemanniana para M tal que todR~ las hojas de 

F sean subvariededes mínimas. 

El problema del que nos ocuparemos sera determinar cuando una fo 

liaci6n tiene hojas mínimas. 

Los siguientes aorl ejer1plos de foliacior,(j.'1 con ho,j~rn mínimns: 

na~uralmente la foliacidn de Rm por planos paralelos ,la foliación 

de rfil por planos hipcrb6licos,ariélo17,amerte 1nfl foJi.ac1ones de1 toro 

y de AnoBov pueden ser vistas como fol iacior1e<1 por p;eodési cas. T<~je.!!! 

plos de foliacionen que no son de hojeo rníni~as no son taJ feciles 

de justificar en particular mas adelante en el capitulo III mostra­

re~os que la foliecidn de Reeb es de este tino. 

Observemos que si F foliaci6n de M ea tal que con una sola carta 

puede cubrirse a M ,esto es 

determina la foliaci6n, er.toncea asir,riando a M la m6trica ~lana 

(.)= L dx
1

@dx
1 

i=l, ••• ,n+r 

tenemos que las hojas son subvariedaden mínimas de rfonde el J'roble­

ma siempre tiene solución localmente. 

Enunciamos ahora un primer criterio pnrs determinar si una foli­

,!Ci6n es de hojas mínimas ,la demostración se halle en Rummler (1) 

y Sullivan (1), Este teorema eo una generelizaci6n de un resultado 

de Wadeley (1) para el ceso en que la dimensi6n de las hojas es l. 

III.11 Teorema. Rummler - Su111van. Sea F una foliacidn de M con 
2 a irnens16n 11 y codi.rnenH i ón r , son da0 una mátri ca riemnrmi<~nn a lo 

largo de lrHJ ho ;Jun <le F , w0 au forma dH vo lurnen ono ci nd11 rictP-r:ni­

nada por unn orientación fijo.. -Sxi nto unn m~ t r:i en rj em1mn innA rlfJ 2 
') 

pnrn M que extiende a ds~ haciendo que lns hajP~ ~e P BABn nuhvarie 

dades m!nimae si y solo si w0 es la rastriccidn sobre laa hojas de 
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n 
una forma w E: A (M) que ea P-cerrada. 

Demostraci6n. Supongamos que ds2 extiende a dsg y hace que las hojas 

de P sean aubvariedades mínimas. Vamos a construir la forma w ,sean 

E1 , ••• , ~e: X(M) campos locales que forman una base ortononnal, posi­

tivamente orientada para TPF , do:r1de F es como variedad la uni6n áie­

junta de las hojas, definimos 

w(X1 , ••• ,Xn)p= determinante( (Ri'l'.j) )P 

para i,J=l, ••• ,n < ' ) 
2 

= da ,podemos observar que w restringida 

P F es la forma de volumen de ds2 ,Mostramos ahora que w ea P-cerra-o 
da, sea L

0 
un domini.o , compacto con frontera de alguna hoja de F , 

consideremos una variaci6n normal f : I x Lo--M para L0 tal 

que preserve las hojee de F ,esto es 

, donde ( t fijo ) , 

esta contenida en alguna hoja de P .Calculemos ahora la variaci6n 

del volumen de Lo 

d d dt (Volumen de Lt) = dt 

evaluando en t=O 

d 
*di 

( l) !t, (Volumen de Lt) \tcO .. f Lo llw = /Lo ( d(i8w) + i 8 (dw)) 

donde; Es f~(o/at)lt=O con d/0t el ea~ro de vectores tancentea 
8. I X Lo en le direcci.6n del factor r , F.w la deri veda de Lie de la 

fonna w en la direcci6n del campo E , iEw la forma definida como 

iBw(Xl,, •• ,\1-1) = w(X1,···•~-l'R) • 

Ahora nplicando que I,0 os aubva ri edad mínimo J>or el teorema 1·. 7 te-

nemoa que 

y como 18w a O por ser E ortogonal a las hojas entonces oonoluimoe 
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que iE(dw) = O esto es dw es F-cerrada. 

Inversamente suponga11oa que existe w E An(H) tal que es li'-cerrada 

y extiende a w
0

• Cor.sideremos el conjunto de vectores YE:TpM tal 

que 
, 

de la line8lidad da w nuede mostrarse que estos vectores forrnRn un 

aubespacio vectorial WP ,además como w restringida a TpP coincide 

con w0 la forma. de volumen de las hojas entonces ai Y€. Ylp no puede 

tener componente en TPF ,utilizando esto node~os escribir 

TM=TF Efl 'N p p p 

de donde considerando lo unidn de Jos WP obtenemos un subhaz W de 

TM .Extendamos la métrica ds~ de tal manera que W sea el haz nor­

mal a las hojas de la foliacidn ,utilizando (1) tene~os que 

ft (Voluineu de Lt)I = f, ( d(iEw) + iE(dw)) 
t•o l'O 

donde E ea ortogonal a las hojas de acuordo a la m~trica que cons­

truimos, esto en E es una secci6n de W, de donde iEW=O , además por 

hip6tesis j,E( dw )=0 por esto la for.:nu1a de arribe. se anula y por 

el teorema I.7 Lo es mínima. Q. E. D. 

20 



C A P I T U L O I I I 

C~ITR~IOS QUE DEPENDEN DE LA ESTRUCTURA 

TRANSYBRSAL DE LA FOLIACION 

1.- El seudop,runo de holonomia. 

Ernpezaremoa esta secci6n con algunos hechos sobre seudogru.pos de 

difeomorf.i.smoB, parn lue~o oplicarloe e.l Aeudogrupo a.e holoriomia de 

una fo1ioci6n. 

IJI .1 Definici6ri. Un seudogrupo da rUfeo•:10rfismoa de una variedad 

diferenc1able M es unA colecci6n de difeomorfi~mos entre vecindades 

abiertas do M tal que contiene a la identidad, ea cerrndA bajo com­

,E.OBiciones (cuando estas estan Men <lefhü<'las), inve1·800, restricci 

~n a conjuntos abiertos y uniones. 

III. 2 Def'inicidn. Sean H y H seudo¡;rrupoa de difeomorfiAmos <fo ~ y 

M' respecti vemente. Un morfi amo et>: H-+- H' es unn colecci 6n de difeg_ 

morfismos de vecindades abiertas de M en vecindades &biertea de ~, 

tul que: 

a) Loa dominios de gE:cI) forman una cubierta. de M. 
·I I 

b) Si hE H y g, gp: cp entonceo ghg
1
E H , 

o) Si hCH, h,t=:H', gc<fl, entonces qghE<.fi. 

d) ~ ea oerradn bajo uniones. 

b 1 rh H JI' ">
1
: ff

1
-H

11 
fi t O servumor1 que A 'w: - · y '* eon mor mnoe , en O,!l 

oes la. co] ecci6n con elemantos de la forma ,r,
1 

g aonde gcct>, g
1
E <t> 

, 
U L forma. m1 morf ismo entre H y H • Re. jo esta composi ci un los morfi mno s 

tienen ostructura de categor:!o.. 

Denotomoo por M/H el eape.oio de H-d'rbitas en M ,es doc:lr el es'Pa-
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cio conciente M/"' donde p, q M astan relacionados p rJ p, si y solo 

si existe hE H tal que h(p)::;:q. En geueral M/H puede no ser una va­

riedad diferenciable. 

Vamos ahora a discutir ln relaci6n entre H Qn seudogrupo de di­

f eomorfiamos de M y A~(M). Sea 

A~(M) 
An(M/H) = ---­e 

é'n(M) 

donde €n(M) es el subespacio vectorial de An(M) ge~erado por ele 
e -

mentoe de la forma w-b* ( w) con h EH y w una n-forma en M con sopo_! 

te compacto contenido en la imaeen de h. :Po<lemoe ahora considerar 

la topología c00 en .An{M) parf! obtener la topología conciente en -­e 
An{M/H). Ademi:fa la derivad& exterior d: An(K)-An+l(M) indu-

c e e 
ce unf:i. derivada continua. en An(M/H) que dellotamos de ln misma mane e 

d s J!1(!4/H)-~-An+l(M/H) 
e e 

ra 

con esto A~(M/H) es un espacio vectorial topol6gico graduado. 

Denotamos por Dn{M) las corrientes en M, osto es líis funciona.les .. 

lineales continuas de An (M) en IR, ver de nhrun (1) 6 Griffi ths ( 1). 
e 

III.J De:f'inici&n. Una corriente e t. Dn(M) es inva.riE1nte bajo H si P!. 

ra todo h E'. H y toda w f:: A:(M) con soporte en el rango de h entonces 

c(w)=c(h•(w)), denotamos a las corrientes invariantes bajo H como 

Dn(l/H). 

Tenemos en efecto que Dn(M/H) es el espacio dual de An(M/H), pa 
e -

re. mostrar esto observemos que ai e E Dn(M/H) y w-h•w€::S'n(M) enton-

ces c(w-h*w)=O, esto ea el n~cleo de e es en(M). 

III.4 Lemaa. Un mortismo cp: H-H• induce funtoria.lmente un morfi! 

mo continuo entro espacios vectoriales topo16gicos graduados. 

Demostra.ci6n. Ernpe~arnos por definir el morfi smo. 

presemoala como una. suma finita de w r.:: An(M) de 
g e 

wg tiene soporte en Ug domino de gEcti, con esto 
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Duda w E=: An (M) ex­
c 

tal fonna que cede. 

definimos <t>• como; 



• 

Mostramos ahora que la definición es independiente de la deacom­

posici&n de w y de la elecci&n de w en su clase. 

Para la primera afinnación sea l:wq otra descomnosici&n de w,sea 

{f } la partici6n de la unidad subordinada a la cubierta fu t de q 1 ql 

loa dominios de qE tt> tenernos entonces que 

Y"' "\"" "\-.. '-'w ::L..-fw ='--'W g q g q 

ahora aplicando <t>* a loo termlnos de la izquierda 

'""" (g-
1

)" w. = ~ ({i-
1

)'" f w L.J g L.,¡ qg 

que ea equivalente a la i.mngün <1e1 termino de la derecha 

~ -1 • ( -1 )" "'""' - ] .. "'"' -1 • ~ {gq ) g fqwg = ~(q -·) fqwg =~ (q ) fqw 

-1 n 
ya que gq E H , es decir BU difi:Jreno.ia es de ln forma v-h• V€ e (M ). 

Para. la aegtmda a.firmo.cíon vnmos n mostrA.r que la imagen de é'n(M) 

be.jo el morfismo es f! n(I.~') ~f"ien w-h~wc€n{M) podem()s expresarla 

como w -h" w para h E I!, g t: lp y e1 soporto de h ""wg en el dominio g g 
de alguna QE<f) ,entouces su irna,~cn bajo el morfimno es 

n , -1 ' que esta en~ (M) ya que ghq ~H. 

Además del hecho de que g~ conmuta con d y es continua se sigue 

que et>"' es continua y respeta la estructura do espacio vectorial to­

poldgico graduado. Q. E. D. 

III.5 Corolari2.: Un isomorfismo de H en H
1 

induce un isomorfismo 

topol&gico de A.\\'.(M/H) en A't(M' /H') • 
o e 

VamoEi ahorn o. comJtrnir el neudogrupo de holonorriin asocl.ndo a. u­

na foliacidn. Sea Puna foliecidn de Mm con dimensi&n n y codimon-

ei&n r. 

III.6 Definioi4!!.!. Una subvarieda<l Qr de ~ se (lice transversal a F 

si es tranavereal a las hojaa de la folinci&n y sn dice que Q ea 

23 



completa si interRecta a todas las hojas de la foliecidn. 

l.!.!.!.7 Definiclón. :3ean P y Q dos subvarícfü1de1:1 de M transversales a 

F , entoriceo F determina una colecci6r1 de difeomorfinmos de subcon­

juntos abiertos de P en subconjuntos abiertos de Q que son restric-

e iones de aqu.ello:J difeomo rfi sm0[3 de M que de jar1 irvariPr1tes las 

hojno de F.Ia colección de todos Jos posibles difeomorfis~os deter­

minadoa de esta manera entre todas las posibles uarejas de aubvarie 
~ -

dedes tranAversales a F generan un seudo~1~1po de difeomorfiamos de 

la vuriedad formada por la unión disjunta. de Jas posibles eubvarie­

daGea transversales , este es el seudogrupo de holonomia de la fo­

llación F. ----p ---i-- hojas de F 

Fig. 9 ~l seudogrupo de holonomia de F. 

III,8 Definicidn. Sea Q una subvarieded tranRversal a F y que es com 

pleta.. Loa difeomorfiHmos del aeudogrupo de holonomia. de P que actu­

an entre subconjuntos abiertos de Q forman un seudogruno de di feornor 

:fismoa que llamamos el seudog-rupo de holonomia iriduciclo por F en Q. 

Observemos que este seudogrupo no es necesariamente trivial como 

por ejemplo ai las hojas de F aon de dimensión mayor que uno o si 

son como en la siguiente figura. 
Q 

Pig. 10 El seudogrupo de holonomia i.nducido por F en Q. 
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Dadas Q y Q dos aubvnriedades transversales a F y tales que son 

completas el seudogrupo de holonomia H inducido por P en Q. y el seu -
dogrupo de holo11omin H' inducldo por F e:n Q' son canonicamente iso-

morfos. Esto sigue del hecho que la colección <P de elementori del seu -
dogrupo de holo:nomiH de F que a.ctuan de subconjuntos abiertos de Q 

en subconjuntos Hbiertos de Q' forman un isomorfismo ~: H--+ .... H ". 

En consecuonciu cudu foliaci6n F tiene asociada una ele.se bien defi 

nida de equivalencia entre seudogrupos de difeomorfismos y que esta 

dcterrrdnacia por el seudogrupo de holonomla inducido por F en una 

tnmsversal completa. En todo lo que ni({Ue nos referiremos a esta 

clase de equivalencia simplemente por H. 

III.9 Definicidn. Sea Q una transversal completa a F • Definimos ; 

Ar ( T r F) = Ar (Q/H ) 
e e 

las r-formae invariantes bajo la holo:nom1a de F , 

Dr (Tr F) = Ar (Q/H) 
e 

las r-corrientes invariantes bajo lo holonomia de P. 

En otras palabras un elemento <le nr ( 'fr F) es une. r-corriente de­

finida en coda subvnriedad transversal a F y que ea invariante bajo 

elementos del ~rnudogrupo de holor1ornia do P. 

Por lau observaciones anteriores a la definición y el corolario 

III.5 podomos concluir que estas definicionen son independientes de 

la e.lecclón de Ln trunoversa.l que so elíga pura detenninar H. 

~!l.10 Ejemplo-:. Ii0n grupo~ de Lie noA proporcionau ejemplos oenci­

llos de estos hechos. Sen I' un subg'T'UJlO cerrR<lo da un grupo de Lie 

G compacto , las r-órbi.tns de ll detexminnn las hojas de una foliF1c,! 

ón para G ver Gumncho ( 1) • In espacio do ho jHn G/ r = { p r / p E: G } es 

un eopncio homog~1eo de Jimonai6n n ,laa r-corriente~ invnriantes 

bajo holo.nomin ontn:n de torminu.du.s por laA {n-r )-forman G-invnriantea 

en G/ r <1 i~ tn 1 fo rmn qne cHdn w ,una (n-r )-forma G-i nvnri nrite. dofine 

unn r-·co rrl nnte e como e (v) = J w Av , pnrf\ v una r-fo:r.na. con so­

porte comnacto en G/r • 
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Estas ideas son una generalizaci6n de lBA presentadas en Plante 

(l) sobre laa relaciones entre el eeudogrupo de holonomia de una fo -
liación y medidas invariantes, 

II!oll Definición. Una cubierta regular para P ,foliación de M con 

codimensi6n r, es une cubierta ubierte J u1 } de M tal que : 

a) El espacio de hojas de la foliaci&n Pi ,la foliaci&n inducida ~or 

F en u1 , ea una variedad diferencia.ble Q1 de dimensión r, la proyec­

ción natural f 1 : u1 Qi ea unu aubmersión y sus imagenes inver-
-1 saa fi (y) para y Q1 , son las hojas de Ui. 

-1 ) 1 b) Cada hoja t 1 (11 en u1 intersecta a lo mas una hoja r; (yj) • 

III.12 Defi.ni ción. Definimos el seudo grupo él e ho lonomia asociado a 

la cubierta regular { u1 ~ com.o la colección formadr1 por difeornorfis­

mos bij de un abierto de Q1 en un abierto de Qj tal que h1jCY1)=Yj 

y satisfacer1 la condicidn Ri¡r,uiente ; parn toda pu.reja i, j existe 

un difeomorfiomoa 

tal que 

Ea facil ver que este seudogrupo ea isomorfo al seudogrupo de 

holonomia da la foliac16n, para más detalles verHaefliger (2) • 

2.- Integraoidn sobre las hojas. 

Vamos a.hora a construir una funci&n que noe relaciona las formas 

sobre una variedad foliada con las formas invariantes bajo holonomia. 

III.13 Teorema. Sea F una foliaci6n de Mn con dimensión n y codime~ 

sidn r , supongamos que e 1 hnz tnngente a F ea orientado. Entonces 

existe una funci6n cor1tinua Fmpruyectiva 

An+s (M)---_.,.A8 (Tr F) 
e e 

y que conmuta con d. 
Demostraoi6n. La construcc16n de esta funcidn eata inspirada en las 
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de Huelle (l) sobre la construcci6n de una corriente a partir de una 

medida invariante. 

Prirnero vamos a definir fp localmente , sea f : Mn+_r ___ Q,r una 

submersi6n tal que las fibras f-l(y) orientadas cohoerentemente ,va-

moa a definir : 

An+s (fif)--,-A8 (M) 
e e 

Sea W ,..._ An
0

+8
( 111 ) - o "' t t t 'd ~ m y oup ngamoA que su sopor e es a con en1 o en una 

vecindad coordenada tal que f esta expresada como ; 

entonces podemos escribir 

""'"" I l L.,.¡ a
1
(x,y) dy Adx ""' 

I 
w = ... n 

A dX 

+ terminos de grado < n en xi 

donde I es in multiindice I = 11, .•• ,1 9 , tenemos ahora que 

Ir w = ~(.fu1 (x,y) dx1A ... Adxn) dy1 
Vamos ahora fl extender ootu. funci6n. !3ea {U1} una cubierta regular 

para la foliación, con 'Proyecciones f i : u1 Qi , sea H el seu­

dogrupo de holonomi a asociado a la. cubierta que actua en Q ln uni-

6n di junta de las Q1 • Dada w E A~+s (M) expresernosla como unn :1umn 

finita de w1 e:: A~+5 (M) tal que el soporte de cada wi enta cor.teni­

do en alguna U1 definimos 

JF : w = Lwi----'L.h~i wi • 

'{amos ahora a mostrnr que eata defirdci6n ea independinnte de 

la descomposición de w • :jea ¡gt! pnrticí6n de la Ullidad subordina­

da a la cubierta {U11 entonces 

\""" t• "' { 4-1 f "1 = '-' ./f1 b jwi . i 
i. i, j 

que ea equivalente a . 

L.fa gjwi • r:,fr gj w 
i,j j j j 
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ya que si el soporte de w esta en 

.lri w 
= 

u- nu, 
l. J entonces 

para h1 j en H , ya que hi j preserva las hojas de la fo liaci6n. 

Pi1ede rnostrarse directamente de la definici6n de ÍF que es con­

tinua y conmuta con d, para mostrar que ea independiente de la elec 

ci6n de la cubierta regular basta considerar un refinamiento comun 

con otra cubierta y celacular. Q. E. D. 

La siguiente propiedad de nuestra función de integraci.6n sobre 

las hojnn es la que utilizaremos directamente para caracterizar las 

foliacidnes con hojas mínimas. 

III.14 Teoroma. El nucleo de fp es el subesnacio vectorial r:enerado 

por formas F-t ri. viuleti y d er1 vadns ele formas F-trj vüües. 

Demostración. Primero ne demostrarA ol caso en· el que la folinci6n 

esta determinada por la subrnorsión 

dada por 
f(xl, ••• ,xn,yl' ••• ,yr) = (yl' ••• ,yr) • 

n+s m Sea w E A0 ( IR ) , donde m=n+r , entonces podemos escribir w=v+u 

donde u es F-trivial y v es de la forma 

V = L: 
I 

para 

I 1 n a
1

(x,y) dy /\ dx /\ ••• Adx 

• • 
1 

/\ dy -"' , l 5 i 1 ~ ••• < i 5 < r 

Por hipótesis para cada I tenemos que 

r 1 n J IHn a 
1 

( x, y) dx A ••• A dx = O 

de donde existen formns #¡ E A~-l ( IRn) dependiendo di ferenoiable­

mente de y tales que , 
d fj! 

l n 
• a I ( x, y ) dx A ••• A dx 

ver De R.ham (2), conaidere~os ahora 
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entonces tenemos que d~ = v +u' donde u' es F-trivial ,podemos 

expresar ahora w = d~ - u' + u donde µ,u ~u' son ?-triviales. 

Demos ahora la demostraci6n del caso eeneral. Como e~ el teorema 

anterior se construye J, mediante una. cubierta. regular y suponemos 

ahora que las proyecciones correspondientes f 1 : Ui Qi son 

difeomorfas a la aubmerei6n de el caso anterior. Suponeamos que 

JF w =O 

entonces existen u1 j a-formas 

¿ rf w. = 
i }ji l 

con 

L: 
i, j 

L: 
j 

de donde tambien as satisface que 

soporte compacto 

hij(uji) - uji 

~ 

hji (uij)_- uji 

Jri vji = h1j (uji) 

consideremos ahora 

~ 
i 

en Q1 tales que 

• 

de esto tenemos que cada w1 es suma de formas F-trivialea y deriva­

das de formas F-trivialee de donde esto tarnbie~ es vélido para w 

Q. E. I>. 
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J.- Los teoremas de Haefliger. 

Vamos ahora a dar una interpretaci6r1 de todos los resultados an­

teriores para 8pli carlos a foliaciones. A lo largo de asta secci6n 

F sera una foliacidn orientada de M una variedad compacta. 
s Sean Ac ( F) las s-formas con sopo rtcci cornpacto e11 lil variedad Mp 

formada por la uni6n disjunta de las hojas de la foliaci6n, sea d0 

la derivada exterior correspondiente. La funci6n identidad 

j : 18.F M 

es una inmersi6n y de hecho 

una forma de construir An(F) e es conoiñernrlo co~o el conciente de 

An(M) entre las 
e 

III.15 'l'eorema. 

fonnas F-triviales, donde n es la dimemü6ri de F. 

Sea w0 EA~(F) tal que; 

d ( f F w0 ) = O E A
1

(•rr F) 
e 

entonces existe w t. A~ (M) tal que j*w = w0 y os F-cerrada. 

Demostracidn. Sea wE A~(M) tFJ.1 que .iH-(;) = w0 , como 

y d JF w == f F dw = O 

n 
podemos aplicar III.14 para obtener vi:e..A (M) que es F-trivial, es­e 
to es j~(v) =o ,tal que dw - dv eu F-trivial • Ahora proponjendo 

w = w - v que satiface que j*(w) = w0 y es F-cerrada. Q. E. D. 

Podemos ahora anunciar el resultado principal de este cal')itulo. 
2 III.16 Teorema. Haefliger. Sea F una folinci6n de M ,eea dso une . .. 

m~trica riemanniane. a lo largo de las hojas y sea w0 su forma 'le 

volumen asociada. Rxiste una m'trica riemanniona as2 en M tn1 que 

extiende a ds~ y hace q~e lea hojas de F sean subvariedndee mínimas 

si y solo si d ( f F w0 ) -- O • 

Demostración. si~ue del teorema anterior y del teorema de Ru~mler-

Sullivan. Q. E. D. 

El siguiente corolario nos da una rAspu~stn parcial nl niruiento 
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problema : ¿ dada una foliacidn con hojas compactes de una variedad 

riemanniana compacta es el volumen ae lea hojAs neceserie~ente aco­

tado ? 

III.17 Corolario. Rummler. 3upongamos (1Ue la foliucióu es un haz ge-
2 

.r1eralizado de 3eifect, entonces la rn& tr.i cu ds
0 

sobre las hojas se 

extiende a una métrica ds
2 

sobre la variedad si y solo si el volumen 

de cada hoja genérica es constante. 

Demostraci6n. Sigue del teorema III.16 y de la cor.strucci6n de la 

funci6n de integracidn sobre las hojas,teorema III.13 • Q. E. D. 

En general existen ejemplos comnlicados en el que el volumen de 

las hojas no es acotado, pnra mas relaciones de este nrohleme co~ 

el de foliaciones con hojas mínimos ver Hummler (1) • 

III.18 Corolario. Sunon~nmos que Dº(Tr F) =O ,entonces toda m~tri­

ca ds~ en las hojas es cercana en la topología c00 
a una m~trica que 

es la restriccidn de une ~6trica en la variedad que hace que las ho­

jas soun eubv&riedudes m!nimes. 

Demostración. ;)ea w0 e~ An ( F) la forna de volumen osoci11da a la m~tri­

ca sobro las hojas, entonces en cualquier vecindad de w0 exiote unu 

forma w0 tnl que J !<' w0 = O ya quo por h i p6tosin el cero es ~en so en 

A~ (Tr F) y la función f F es abierta. Con esto tenemO}) que w0 es la 

forma de volumen una m ~tri ca riemanninna oobre las hojas que es cer-
2 cana a ds0 y aplicar1do el teorema III.16 el resultado sigue. 

Q. E. D. 

III.19 Teorema. Haefliger. En una variedad foliada M existe una m~­

trioa tal que las hojas de F la foliaci6n son mínimas si y solo 

si para un representante H de la clase de seudoerupos de ho1onomia 

de F actuando en una vnriednd Q de dimensión r iRUal a la codimen­

si6n de F, existe une funcidn diforencinhle f po~itiva y con sopor­

to cornpacto que es eBt ri ctnrnon to pon: i ti vn on un co:n ;fu:nto quo i ntor­

secta cada Órbi tn y su ti Bfflco que tlf ~ O 0 A
1

('l1 r F) • 
e 

Demostración. Primero observemos que ln existencin de tnl f eR inde-

pendiente del repreuentcnte H ele~i~o. En efecto sea H' otro renre­

sentante actuando en Q' ,sabemos qua existe un j_somorfismo 
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~: H' H ,sea K' un conjunto compacto que intersecta cada orb! 

ta de H' entonces existe una función diferenciable f' con soporte 

compacto ,equivalente a t y estrictamente positiva en K' para cons­

truir tal f' elegimos giEcb con ia:l, ••• ,k: cuyos dominios Ui forman 

una cubierta de K' y tal que fes estrictamente positiva en gi(U1 ) 

para toda i ,por otra parte no ea difícil ver que se puede hallar 

una cubierta {v1 ~ de Q tal que la partici6n de la unidad asociada 

{ X1J sea estrictamente positiva en g1 (u1) ,podemos entonces definir 

ff u L: g~{ Aif) 

que eB la funci&n que buseebamoe. 

Sea ahora ju1 } una cubierta regular para P foliaci6n de M con di-

mens16n n y codimenaión r y proyecc:f.ones :r i : u1 Q1 , sin perdi-

da de generalidad podemos aunoner que f 1 es la proyección natural 

Sen jv1} una cubier·ta de M por conjuntos compactos Vi contenidos 

en u1 .En cada u1 es posible construir unan-forma u1 cuya reetric­

cidn a cada ho je. L <le u1 tiene soporte compacto, es eatri ctamente 

posi ti.ve en L n v1 ~ f 1 ui = 1 • 

Sea H es eeudog:rupo de holonomia inducido en Q le. unión de Cli , 

por la hipdtesis y la conetrucci&n anterior existe una función dife-

renciable f positiva,con soporte compacto en 

te positiva en cada t 1 Cv1) satisfaciendo que 

sea g1 la reetricci6n de f a Q1 entonces 

" • l:fi (gi )ui 

Q y que es estricta~en­

df = O en A1 (Tr P) , 

es una n-f'orma en M que ea positiva en la.e hojas y tal que 

~p w = f E Aº(Tr P) 

aplicando e.hora el teorema III.16 el resultado sigue. Q. E. D. 

III.20 Corolario. La existencia de una m6trica que hace que las ho­

jas de le fnliaci&n sean ~nbvAriedades mínimas depende solo del seu-

dogrupo de holonomia de la foliacidn. 
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III,, 21 Corolario. Si onxi.wte un repernsentF-rnte del aeudogrupo de ho------.......,,.....,·-- - ......... _ 
lonomia actuando en unn vuriertad compacta Q entonces existe una m~­

trica. para la cuul hw hojnn do la foliaci6n son mínimas. 

Demostración. Puede ele~irse f=l Q. E. D. 

4.- Ejemplos de foliaciones que no aon de hojas mínimas. 

Para construir un ejernplo nrimerame11te recordemos que las corri­

entes admiten una derivada 2l que las conv.ierte en eanacio vectorial 

graduado, definida como el dual de d la derivada exterior para for­

mas ,en particular tenemos que 

1 o 0: D (Tr F) ~--+·D (Tr F) 

ac(w) = e( d w) • 

Sea. ahora F foliaci6n tul que ti ene una O-corriente poei ti va e 

invariante bajo holonomia que ca la fro·ntera de una !-corriente in­

variante bajo holonomia ,en este caso para toda n-forma " ,donde n 

ea la dimensión de la foliacidn, tal que es poaitive en las hojas 

sucede que ; 

e ( d f F W ) • ()O ( ;~ w ) > 0 

y por el teorema III.16 no existe una m~trica que haRa que laa ho­

jas de F seru1 subvari e darles mínimas. 

III. 22 EjomElo !. Una foliaci.dn que con ti ene una. componente de Reeb., 

que denotumoe por R,setisface las condiciones descritas anterior­

mente, para mostrar eBto o bserverri.os que u11a. curva transversal a las 

hojas que entra on R no vuelve a cruzar ln frontera "PuevameTlte 

tenemos entocee una l-corrio11te invariante bajo holono~ia que es la 

integración sobre la trnnsversnl y nu frontere es la medida de Di­

rac asociada a la fontera de R • 
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C A P I T U L O I V 

FOLIACIONES HOLO:!ORFAS EN V1iRIEDA"JES DE KAHii'F.R 

1.- Propiedades elementales de las vnriedudes de KA11ler. 

E!llpezaremos nor preaentar nlgur.os hechon de algebra linefll que 

nos aeran de utili(tnd narn col!st:ruir el hé1Z tant;ente A uN1 vnriedad 

compleja. 

Sea V un espacio vectorial real de dimensi&n 2n tal que posee un 

isomorfismo J : V .. V con la nropiec1ad ele que ,r2 =-Id. ,utiliza!! 

do esta J oode11on dar n. V tmn. ostructurn de osnacio vectorial sobre 

©de di~ensi6n co~pleja n ,definiendo Ja multiplicaci6n por u~ esca 

lar complejo como 

(x + iy)v = xv + yJ(v) x,yc IR, vE~ V, i=P. 
En particular identificn~oe ~n con ~2n mediante 

(z
1

, ••• ,z )'.::::(x
1

,y
1

, .... x ,y) 
n . . n n 

y donde J 
2n 2n 

: IR --m esta dado por 

J{xl,yl, ••• ,x ,y)= (yl'-xl, ••• ,y ,-x) n n n n 

Mediante esta identificnci <Sri tenemos que una funcicSn f: IR~Lll2n 
ffi-lineal ea e-lineal si y solo si Jf = fJ 

IV.l Definic.ic5n. llna funeirh1 f : U·-~~--....-(vm ,e011 H un subeot1,jur1to 11h1 

erto ~o mn y f de cln~o c1 como funci611 ronl ,se dice holomorfn ei 

parn todo p L. lJ ln di fr•rf't:ein1 do f Pfl unn función !I!--lirninl • 

IV.2 Defi:t~i~i<h1. Unn vnri~dnr~ C0'11r11(~jn M en ur.:1 vnri.e<lnrl tonn!ó.o:ica 

nrovistn do un atlfi.n (Ur,fr) , cionde cndn fr: Ur-«:n es un homeo-
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!!!,Orfismo sobre alg·úr. nubconjurito abierto rle i:cn , tC:Jl que siem1>re que 
-1 

fsfr. este defini<la es holomorfa, nen :!a db1er1si6n co,n7)leja dü M. 

Podemos o boervax· que toda vtt.riedad co••1vlc ja M de dirnensi6n corn­

ple ja n tiene anocia. una ost ructuru que l.a con vierte fül vnr1 edad r,!! 

al diferenciable de dimensi6n 2n . 

IV. 3 Ejemplos. Naturalmente IJJn es varied 11cl comp1e ja •. 1n to ro comple­

jo ~n;r do111:1a ¡ · cü un 1:1ubgrupo discreto de trans1ac iones en «!n es u­

na variedad comple,ja de dimenaidn n con la entructura holomorfa que 

hereda de (tn .~pn el espacio proyectivo complejo de dimensi6n nea 

var~edad com:pl e ja, como variedad topo lóui oa <l:I}l es el espacio con-

ciente ( "'n+l_ 10¡)/.-· d d 1 ·i i d i 1 i ~ 1 - an e z y z estRn re ac ona os s y so o s 

existe un a(:CD tal que az=z'. 

Vamos ahora e discutir le estn1cture ~el haz tangente aura varie 

dad comnleja. 3ea M una variedad compleja do dimPnsi6n real 2n ,Rea 

TM su huz tan1?:ente real. Poder¡10rJ contrui r en tódo p M uria funci6n 

JJJ tal que 

J :TM-TM p p p 
y 

definida en coordenadas locales (z 1 , ... ,zn) = (xl'y1 , ••• ,xn,yn) 

como Jp(a~r) = fyr , cTP( ~r) = - fxr r=l, •.• ,n 

donde a/axr , d/ayr 8011 loa vectores tangen tes reales, utilizando .rp 
podemos dar a TP!t qae es un espacio vectori nl reul, una estructura 

de erJpacio vectorial cornp le jo. Media:nte J n c<>rrem1ondencia p -----¡... JP 

obtenemos una secci&n JE Homeomorfismoa ('l'M 1 TM) que actua sobre loa 

campos XCX(M) como (JX)p=JpXP para tod<.:l fJf.~M ,de la ex'f'resión de 

,J en coordenadas locales podemos conclu1r que 1l es de hHcho una sec 

cidn diferencialJle y nor asto JI C X(M) , J 1ama:remos a tl la estructu­

ra casi-compleja de M. 

Otra pro11iedad irnriortnnte de lHtJ vHr:ii;drt(lfl:J comp1ejan os que tie-

110n determinada u1m orieuta<.üón eaiio1dca ñi:• la siguiente manPrn;sean 

El' ..... ,BnC X(M) campo~.¡ locule.u que detorn1Jr1n11 unfl base ordenada para 

TPM como espacio vectorial complejot entonces los cnmroo locnles 
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E1 ,JE1 , ••• ,En,JEn forman una base pura TPM como espacio vectorial 

real y cualquiera doa bases de esta forma difieren por una trans­

formacidn con determinante positivo lo que determina la orientaci&n 

para M, en todo lo que sigue consideraremos variedades complejas 

orientadas de esta manera. 

Asociemos a J su tensor de integrabilidad T definido como 

T(X,Y)=(JX,JY] - J[JX,Y] -J[X,JY) - [X,Y) 
para todo X, Y e X(M) , calculando en coordenadas locales y utilizan­

do que las componentes de J son constantes se ~uede mostrnr que 

T(X,Y) es siempre cero, de hecho la importancia de T sigue del teo­

rema de Newlander-Nirenberg ; ai una vo.ri edacl real M ndmi te un 
~ 2 

homeomorfismo C de TM, J tal que J =-Id. y su correspondünte ten-

sor de i:r:tegrabi 1 idad es coro entonces M admite u11 atlns holornorfo 

que la conv.iorte en una variedad compleja con estructura casi-com­

pleja J, vor Kobayashi (1) vol .. II. 

Diecutimoa ahora la relnc!dn entre m6tricas riema~nianas y m~­

tricaa ~-valuadas en M. 

!Yt.4 .J?efiriici6n_. Urrn métrica riemanniana ( , ) en una vorieda.d oo!,ple 

ja M ne dice hennitiE.mA si (.TX,JY) = (x,Y) para X,YCX(rO ,esto es 

J es unn isom~tria. 

l1a raión de este nombre esta justificada por el siguiente hecho. 

Dada unn rnétricn riemnnniana hennitiana puede obtenerse uria mátricn 

V-valuada h ae la siguiente manera sea ; 

w(X, Y) = (X, JY) 
observemos que w es una 2-forma ya que 

w(X, Y )~(x, JY) = (JY, X)=( JJY, tTX)=(-Y, JX) =-w( Y, X) , 
llamarornos a w In forma asociada a la métrica, podemos ahora definir 

h como 
h(X,Y)=(X,Y) + iw(X,Y) 

de1 hncho que ( , ) en d efJrd da po Bi ti vu. ue sf{~uo que cada h os un 
p 

9rodueto hermi ti ano en T M. Inversamente dada unn m6trica !V-valuada 
p 

en M pueden obtenerse sepArendo en parte real y parte ima~irnria u-

na m~tri en ri ema.nninna hermi tlaria y una 2-fo rma resy¡ectJ vnrner1te. 
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IV.5 Definición. Una m~trica hermitiane en u?la variedad comnleja M 

se dice de Káñler si 

X, Y f X{M) , 

si este es el cuso diremos que M es K~ñler. 

IV.6 Lema. Se& Muna vHriednd compleja.. (, ) una m~trica herrni tiana 

en M es Kifüler ai y solo si su forma asociada w es cerrada. 

Demostración. :1upongamos que la mátrica es Klfüler , elegi!llos vectores 

x1 ,X2,X3 E:: TPM ,pE: M ,extendemos eston vectores n X1,X2,X3 E: X(M) tal 

quo 
( V-X Xa ) ::: 0 

r P 

de donde [ir,xs]p= O y al calcular dw obtenemos 

dwp(x1,x2,x
3

) = x1w(X2,x
3

) - x2w(X1,x
3

) + x
3

w{X1,x2) 

substituyendo w(X,Y) = (X, ,TY) 

= (x2, [vx1' J] x3) - (x1, [vx2'J]x3) 

(x1 , [vx
3
,tr] x2 ) 

que es igual e. cero ya que V y .r conmutan por ser la métrica KAñler. 

Inversamente ,uoando que J2=-Id. se muestre mediante un calculo que 

de esto y la eouacidn (1) podemos mostrar que ; 

(x
2

, [v
11

,Jjx
3
)= dw(x1,x2,x3 ) - dw(X1 ,Jx2,Jx3) 

- ( x
1

, JT < x2, x
3

) ) 

r como T(X2,x3 )=0 por ser el tensor de integrabilidad de J, dw=O 

por hi~cStesis ,ento11ces la parte derecha de la igualdad se anula 

de donde necesariamente V y J conmutan. Q. B. D. 

I~Ujernr+o.s. L()n oLP';tü~rntes oon td,o:mrns A,ieinnloa de VRri.edaoes iie 

Ktthler. Toda vnriednd cornp1e,1a de di.mensi.ón uno es Kfíhler ,ya f1Ue ñw 
u 2n 

os unn 3-formn .IV con la m~trico usuaJ quo hereda de R ea Ktíhler 
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y análogamento el toro complejo con Ja métrica que hereda de <Dn es 

Ktíhler. a;¡P también aclmi te una métrica Klih1er , la métri. ca de Fubini 

Study sin embargo su construcci6n requiere de mas conoci•nientos so­

br& la e~;tructura del ha~ tangente que los expuestos aquí. Por otra 

parte no toda variedad comp1e ja admite um1 métrica Kfüller no r ejem-

1 .;:i2r+l c.2k·t-l t . d 1 l \. J i d ~ 1•t•t 1 p o ..., x ,) , es o aigue e iecu.o ue que ser var e au . lil Hr 

tiene :fuerteo consecuencias topológicas por ejemplo si M es Káñler 
2k 

sucede que H, (M,. tR) :::: O • Ver Kobayashi (1) vol. II 6 Griffj.ts (l). 

IV .8 .. Definición. 3ea M una variedad co:nnle jn , urJ11 subvariedtid compl_!! 

ja de M es una variednd compleja J, provieta d<:i una ilimf:raióri 

f : L--· -M que natisfnce las niguienter.1 condiciones : 

a) f eo uno fu~cidn holomorfa. 

b) Jdf = dfJ ,dor.de J ea la estructura casi-compleja de M y J es la 

e~itructurn crrni--comole¡ja de L. 
-Do la deí'ini. oí óri podemos observar que TpL C TPM ea J p-invariante 

para to do p ,, Ii. 

IV.9 Iicma. 1'odn subvariedad compleja L de una variedad de Kl!hler M 

ea variedad de KUhler con la métrica inducidn. 

Demostracidn. Utiliz~ndo que T Les J -invariante para todo p€M 
p p 

tenemos que 

X,YE::X(l) 

donde V es le conexidn on M, i ea la conexidn inducida en L y 

( )T t TL ~ (TL)---TL es la proyeccicS11 Robre TL .ror la igual 
-dad anterior tenornoB que V y J conmutan de donde J, es KAñler con la 

m~trica inducida, Q. E. D. 

Ut.i li zando nue::rtros ej amplos anteriores y este lema podernos o bte 

nes mas ejemplos de variedades de KA~ler. 
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2.- Aplicaci6n a foliaciones con hojas mínimas, 

Ini ciamos es ta "e cc.i 6 n pro bando una propiedad mínimal de las va­
riedades de Klihler. 

IV.10 Teorerna, Toda subvariedad compleja L de una variedad de ICllñler 
.....__ ....._ 

M ea una subvariedad mínima. 

Demostr«ci6n. Vnmos a mostrar que el vector de curvatura media de L 

es siempre cero. llmpezamoe haciendo notar que la t'unci6n B definida 
en el Cap. I Beco. 1 es J-lineal es to es 

B(X,JY) = JB(X,Y) = B(JX,Y) 

para •ato Utilizamos que (TpL)J. ea J p-invnrian te para toda pE:: L y calculamos 

X, YE:: X(L) , 

donde V ea la conexi6n de M ,utilizando ahora la •imártia de B se 

siga que B(JX, Y) = .TO(X, Y) .Observemos que <lacto XE: X(I.) de norma 

i¡¡ual a uno entonces JX es ortonorma.l a él esto sigue de que J es 

una isomé tria y que (X, JX) e w(x, X) , donde w es la forma aaociRda a 
la m6trica. 

Ele ,Jimos ahora E1 ,. .. , E,,t: X( L) , donde r1 es la dimenei6n compleja 

de L, campos locales que fonnan una base para Tp L (como esoacio ve.!: 

torial eom;ilejo) .Y que son ortonormaies entre si, entonces tenemos 

que Ei. JE
1

, ••• , E,,, JE,¡ formau uun base psra TpL "º"'º espacio vecto,.i­

al real y sori ortonorrualee entre a! , calculamos Ahora Kp el vector de curvatura media de J, en p 

K = ¿ ( B(E ,E ) + B(JE I JE ) )p 
p 

r r r r r 

¿ ( B(E ,E ) 2 
)p 

::: 

+ J B(E , E ) = o r r r r r 

con r=-1, ••• , n , da donde L es su bavari eond mír1:l.ma. 

Enunciamos ahora la defini oi6ri do fo 1 inc!6rr lrnl O'nor.fa y aplica­
mos el resultado anterior. 

Q. B. D. 

2m JV.11 Definicidn• Una foliacJ6n P de uno ~rledad real M con hojas 
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de dimensi6n 2n aa dice holonorfa si el atlao (Uj,f j) que define a 

la foliaci6n es tal que 

f j 1 lJ j--- fR2n>< !Il2r ~ '1x a:r 

determir.a un atlas para M co~o variedad compleja. 

IV.12 Teorema. Toda foliacidn holomorfa de una variedad Khñler M tia 

ne hojas mínimas. 

Demostraci&n. Basta observar que las hojas de la foliación son subva -
riedades complejas de M y anlicar el teorema IV.10. Q. E. D. 
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