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l_NTROILJJC C I.JLJL 

A FINES DEL SIGLO PASADO, BURNSIDE YA MANEJABA EL CONCEPTO 
.. 

DE GRUPO SUPERSOLUBL.E, PERO NO ES SINO HASTA 1938 CUANDO q 

EL PROFESOR GUIDO Z~PPA, INDTRÜDUCE ESTE CONCEPTO EN SU -

EN ESíE TRABAJO -

ZAPPA DESPlJF'.S DE IrffRODUCIR EL CONCEPTO DE GRUPO SUPERSOL!l 

BLE, DEMOS.íRO ALGUNAS DE SUS PROPIEDADES ENTRE OTRAS, QUE 

EL SUBIWPO CONMUTADOR DE UN GRUPO SUPERSOLUBLE ES N 1 LPO-

TENTE , 

EN 1954 B, HUPPERT 7 , CARACTERIZA A LOS GRUPOS SUPERSO

LUBLES DE LA SIGUIENTE MANERA: UN GRUPO FINITO G ES SUPER 

SOLUBLE, SI Y SOLO SI, TODO SUBGRUPO MAXIMAL ES DE INDICE 

PRIMO EN G. 

EL OBJETIVO DE ESTE TRABAJO ES MOSTRAR ALGUNAS PROPIEDADES 

ELEMENTALES DE LOS GRUPOS SUPERSOLUBLES, ASI COMO DAR UNA -

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE HUPPERT, UTILIZANDO EL CONCEP

TO DE FORMACIÓN DE GRUPOS, QUE AQUI TAMBIEN SE PRESENTA, 



I DEFINICIONES, EJEMPLOS Y PROPIEDADES BASICAS DE LOS GílLJPOS SUPERSOLUDLES. 

Df::l'f :i ni e ion: 

U1-,a serifü Ci=~I-~ .:J(\ ':'.). n ,:)f:r~ ••• 
(l 1. n 

i 

De+inicion: 

G :::: A ::> ?'1 ';:) ••• :> {-' ::.: { l } n 01'" ini:\ 1 ~· ta l. q L.lC-:) '~ JA E:! s e:! e: 1 i e: CJ. 
(1 1 n i :i. ·l ¡ 

Es:; i.nmedic.,t:o clf:? l<~ df:?finic:ion quf·? \-:oc1o qr·upo ~;upc-:.:1,··fo5olublt~ E·?~> :;olLlble. 

De-~ m os t: 1'· a e i. o 1 ·1 : 

LJ¡:~i:1 C1 ;;;: f1 :> {):> •• • ;>r\ e;: {1} uni:\ c:1¡\rlen¡;1 nn1 .. m1"l t.,'¡\1 que A /A es c!cl ic:o. 
u 1 11 i. ~-1 i 

UG)i;;I. ir: 11 ........... >A /?~ f:?l hCHJ\Clffit:)l''-fi!:ll!iC) C:<~1ncSnico. Ccrn10 '~ /A E~S t::lc:lic:o, 
i -· 1. i. -- 1 i i - :l i 

se tiene que A /A - 'a A >, con n ~A 
i. ·- 1 i i ·- 1 i :l ··~ 1 i ··· 1 

Elv.~1:\ HE::.'~ ent:onc:(~E; E~E-: ti enf3 q1.1c2: 
J. ·-1 

1T<:.:> :::: >: .... 

C:Ol"l C.\ E. A 
i -· 1 :l ..... 1 

;-:A 
i 

tJ 
::::: ,;~ (-'1 

i ·· 1 i 

s 
:-: .... '"' y con y E: A pDI"' lo ti:mt.n (.~ e<;:\ ~f.)> 

l.-1. l. i-1 i-1· i 
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Pag: 3 

Como A C A entonces <~a ,A >C. A por lo tanto f.~ =<a ,A > 
i i-1 i-1 i i-1 i-1 i-1 i 

Entonces G=A = <a ,A > y como A = <a ,A >, se tiene que: 
o o 1 1 1 2 

G = A = <a ,a ,A >, 
o o 1 2 

substituyendo a su vez A ,A , •.• A nos queda 8 =<a ,a~···ª> 
2 3 n O 1· n 

por lo tanto G es finit~mente generado por a lo mas n+1 elementos. 

• 

• 
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EJEMPLOS DE GRUPOS SUPERSOLUBLES 

1) Los grupos abelianos finitas. 

2) los P grupos finitos. 

3) 8 • 
3 

4) Todo grupo nilpotente finitimante generado. 

Recordamos que un grupo finito G es nilpotente si y solo si G 

9S producto directo de sus subgrupos de Sylow. 

Pag. 4 

8 es un ejemplo de grupo supersoluble no nilpotente ya que 8 no es 
3 3 

producto directo de sus subgrupos de Sylow. 

Si consideramos la clase de lo$ grupos finitos~ se tienen las siguientes 

contenciones: 

Grupos e! el ices C. Grupos Abel ianos C. Grupos ni l potentes C:. Grupos 

Supersolubles C Gru.pos SolublfHs. 

Ademas los p-gruposc. nilpotentes. 

.z es un cíclico 
2 

· .z wZ es un abeliano no c{clico 
2 2 

.El grupo diedrico D de simetrías del cuadrado, es un 2-g~upc, 
4 

por lo tanto es nilpotente y no abeliano 

.s es supersoluble no nilpotente 
3 

S ea soluble y no supersoluble 
4 
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ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS GRUPOS SUPERSOLUDLES. 

Teorema• 

1 Si G es supermoluble y K ~ G entonces G/K es supersoluble. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Demostrac:i on1 

Sea G=A.:> ••• )A == (1} l.1na serie normal donde A /A es c:!c:lic:o parti\ toda i. 
O n i i +1 

Sea lT: G ·---> GIK, el homomorfismo c:ano'nico y sea T =1T<A > 
i i 

Consideremos la serie formada por las T : 
i 

T=Gll<=T ;) T ~ •• , .:) T = <1} 
c1 1 n 

demostraremos que: 

1> T ,_. T 
i 

2> T /T es c:Íclic:c. 
i i +1 

Demostracion: 

1) T -1' T ya que T =11"CA ) 
i i i 

y A • 13 11 
i 

.... 
y 1T es sobre. 

2) Para demostrar que T /T es c!c:lic:o, 
i i+l 

* tomamos 1T 1 A /A --->T /T 
i i i+1 i 1+1 

,.,.* tal que ( a A > = <1T< a > > T 
i i 1+1 i i+1 

* "1T
1 

eatE1 bian de·Finida y es un epimorfismcp y como A /A ea c!clico 
i i+1 

entonces T /T as 1, o es clclico. 
i i+1 

Por lo tanto ~E'li en l'UK=T ') ••• )T.= <U 
O n 

llt]qéAmot:i a lo que querinmos damoutrar. 

quitamos los T que se repiten, 
B 

" . :.--~ .. 
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Teorema• 

Si G es supersoluble y H es subgrupo de G, entonces H es supersoluble. 

Demostrac:ion1 

Sea G=A ;) ••• )A = {1} una serie normal tal que A /A es c{clic:o. 
O n i i+1 

Sea H= < G r"\ H > ::> < H ("\ A > '::> < H C'. A ) ~ • • • < H ('\ { 1} > = { 1 Jo , 
1 2 

tomando H = G I"\ H y H = H ('\ A , o i i . 

es inmediato que cada H es normal en H, ademas: 
i 

H /H ::: <A (\ H) I <A " H> = <A n H> / <A n <A " H>) 
i i+l i i+1 . i i i+1 

como: 

<A ('\ H> I (A f"\ <A ("\ H» ~ <A <A ('\ H» /A C. A /A 
i i+1 i i+1 i i+1 i i+1 

que es c:!c:lic:o, H /H 
i i+1 

es c:: {e: 1 i e: o se tiene qlle 
... 

L.Q.Q.D. 

Lemma1 

Sean A, B, C grupos tal es qlle C 4 B, entone: es Ax B/AxC ':::: B/C 

Teorema 

Si S y G son grupos supersolubles, entonces G xG es supersoluble. 
1 2 1 2 

Demostracion1 

" 
Sean1 

a = A :>~) :> ••• ;>A = < 1} 
1 o 1 r 

a 111 Et .:> n :> • • . .'.:)D == < 1 > 
2 o 1 s 

series normales, tales que A /A y a /B son clc:licos. 
i i+l i i+1 



1 

Construyamos la siguiente serie• 

13 >< '3 io::G >< B ':> (3 x B ~ .. , • G >< { 1} :> A X { 1 J- :> •• , ';) {U· H { 1 } 
121 1 1 2 1 1 

Como A 4 G, y B i G, entonces A xB • G xG • 
i j i j 1 2 

Por el Lemma anterior: 

(13 n[1 > / <G >:B ) "-" B /B 
1 j 1 j+1 - j j-+·1 

A x <1) /A >< {1) <"1 A /A 
i i+l - i i+1 

qúe son cíclicos, por lo tanto: 

i=O, •••.• , r-1 

G xB es supersoluble. 
1 2 

ti 

Pmg·. 7 
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II LA FORMACION DE LOS GRUPOS SUPERSOLUBLES. 

Definicion: 

Una clase F de grupos finitos se llama una formac:ion si1 

i > 6 E.. F y G es imagen homomo1 ... fca de G, entonces GE. F. 

i i > N , N <C G y G/N , GIN E: F 
1 2 1 2 

entonces: G/ <N (\ N ) E:. F 
1 2 

c:onvencion: La c:lase ' , 
v~c1a se considera una formacion. 

Ejemplos: 

1.~ L~ clase A de todos los grupos abelianos finitos. 

Prueba: 

i) Es inmediato que si G es abeliano~ entonces G/N es abeliano par~ 

cualquier subqrupo N. 

ii) Sean N ,N '( G tales que G/N 46.. A y G/N E:. A. 
1 · 2 1 ' 2 . 

se tiene que N ~ G y G/N es abaliano si y solo si 

G'C.. N donde G' es el conmutador de e. 

Por lo tanto G'C. N ~ G' ' N entonces G'C. N['N
2 1 ,_ 2' esto implica que 

G/ <N f\ N > es abeliano 
1 2 

L.Q,Q.D. 

2.- La clase R de grupos solubles es urla formacion. 

o> Es conocido que la clase de grupos solubles es c:err~do b~jo subgrupo~, 

bajo cocientes y bajo productos 

i) Se eigue de o> 

ii) Sean 8/N, GIN E R 
1 2 



Debemos demostrar qua 0/ <N n N ) E: R. 
1 2 

Sabemos que N / <N (\' N )~ N N /N C 0/N 
1 1 2 12 2 2 

Por lo tanto N l<N tl N > G.. R 
1 1 2 

Ahora 0/N ~ CG/(N <\ N ))/(N l<NnN )) 
1 1 2 1 1 2 

y c:omo G/N y N I <N l\ N > E. R 
1 1 1 2 

se sigue que G/ <N (\ N > E. R 
1 2 

L.Q.Gl.D. 

3.- La clase da los grupos supersolublas es una formacion. 

4.r La clase N de los grupos nilpotentes es una fcrmacion. 

En efecto, cualquier clase X que sea cerrada bajo subgrupos, 

cocientes y productos directos es una fcrmacion. 

Es suficiente demostrar que si: 

B/N , GIN €. X~ 
1 2 . 

entonces: 

G/N f\ N E. X 
1 2 

Damostrac:ion1 

Sea 'f 18 ---> 13/N
1 

>< t3/N
2 

de.finido como 'f><g> = (gN
1
,gN

2
> J 

~ es homomorfismo, ya que: 

~ ( g g • ) CIU ( g g , N 1 ' g g ' N:;.: ) = ( g N 1 g , N 1 ' q N 2 g , N 2 ) 

• (g N ~ g N > (g' N 1. - 2 ' 1 'g, 

,. 

N > = 'f < q > i> < g , ) • 
2 

N t1 N 
1 2 

Pag 9 
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Pcr al primer teorema de isomorfismo, se tiene qua1 

G/(N (\ N >C:::..Imlf C:. G/N >< G/N 
1 2 1 2 

por 1 o tanto G/N C'\ N G:. X" 
1 2 

Como la clase de gru~os supersolubles y la clase de grupos nilpotentes son 

cerrados bajo subgrupos, cocientes y productos directos, entonces las 

afirmaciones 3 y 4 son ciertas. 

Todos los ejemplos de for.mac:iones qL1e hemos dado son clase~3 cerradas bé\jo 
1 

subgrupos, cocientes y productos directos pero en el caso de grupos 

abelianos y en el de los solubles~ para mayor ilustracion preferimos probar 

caso por caso que cada una de ellas es una formacion. Sin embargo, existen 

formaciones que no son cerradas bajo subgrupcs. ... 

5.- Sea nE, t'4 y F<n> la clase de lus grupos finitos cuyo e>1ptlnente 

divide a n-1. 

Entonces F<n> es una formacicn. 

En e.f ectoJ 

.. 
a>.- F<n> es cerrado bajo cocientes. 

Si GE FCn> y N • G, enton~es hay que demostrar que1 

GIN E: F <n> ª 



1 
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1 
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Sea gNe. GIN, entonces: 

n-1 n-1 
(gN) = g N = eN ya que el exponente de G divide a n-1. Como el 

orden de gN di vide a n-1 para toda gN €. GIN, esto impl i c:a que i:?l e;:ponente 

de GIN divide a n-1 

L.Gl.Q.D. 

b)-. F(n) es cerrado baj6 subgrupos. 

Es inmediato~ ya que si H es subgrupo de G, entonces el exponente de H 

divide al exponente de G qua divide a su vez a n-1. 

L.Q.Q.D. 

e>.- FCn) es cerrado bajo productos directos. 

Sean G , C3 E. F <n>, por demostrar que G xG €. F <n>. 
1 2 1 2 

n-1 n-1 n-1 
Sea ( H ' y ) E. G )( G ' ( X ' y ) = ( )( ' y ) = ( 1 ' 1 ) ' 

1 2 

por lo tanto el orden de <x,y> divide a n-1 lo que implica, 

qua el e;:ponente de G KG divide a n-1 
1 2 

L.O.Cl.D. 

6).- A cada primo p se le asoci~ una formacion F<P>, 

la cual puede ser vacia. 

\J ,..:_ F ·;d y !::;ol o mi P""r !!\ Cii\da -factor pr i ne i pal Hll< de G y c:ada 



1 

1 

1 

1 

primo p que divide al orden de H/K implica que el grupo da 

automorfismos inducidos por Gen H/K pertenecen a FCP>, 

es decir G/C CH/K) ~ FCp> 
G 

Pag 12 

F es una formacion y se llama la formacion definida localmente 

por l as F ( P) 11 s ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• [ 1 J 

• 
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EJEMPLOS: 

1> Si a cada primo p se le asocia F<P> = {1), entonces F es la formacicn 

de los grupos finitos nilpotentes~ en efecto si G G. F, entonces para cada 

factor principal H/K de G y para todo primo p que divide al orden de H/K se 

tiene que 

G/C <HIK> = {lJ, por lo tanto C <HIK> = G, lo que implica que G sea 
B G 

nilpotente. 

(Se recuerda que un grupo finito S$ nilpotente si y solo si existe 

una cadena normal G = H :,) H".:) ••• :::> H = ClJ tal que re, H J c. H > 
O 1 r i-1 i 

Inversamente, si Ges nilpotente, es claro que c
6

<HIK) = G 

para cada factor principal de B, por fo tanto GE. F. 

2) Si para cada primo p, F<p> es la formacion de los grupos abelianos ~ 

4initos cuyo exponente divide a p-1, entonces la formacion F definida 

localmente por las F<P>'s es la formacion de los grupos supersolubles. 

Demostrac:ion: 

Sea G un grupa supersoluble, y H/IC un factor principal de G, entonces el 

orden de H/K en igual a p con p primo. 

Por lo tanto el orden de autCH/K) es p-1 lo que implica que loa 
... 



1 

1 

1 
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automorf ismcs de H/K inducidos por G tendran un exponente que divide a p-1, 

por lo tanto pertenecen a F<P>, es decir 

B/C (H/K >E:. F <P > 
a 

Inversamente sea G €·F, por demostrar que G es supersoluble. 
'i'"!,; 

Sea H/K un factor principal de G, y p un primo que divida al orden de H/K, 

si demostramos que H/K es de orden p, se tendra que G es supersoluble 

t 
Sea S/K un p-subgrupo de Sylow de H/K y p el orden de S/K, entonces 

G/C <HIK> E. F <P) <por de·f inician de F>, esto es (3/C <HlfO 
G B 

es abeliano de exponente que divide a p-1 lo que implica que G/C (H/K) 
13 

no tiene elementos de orden p, por lo tanto C <HIK> contiene 
13 

a todos los p-elementos de G, por lo tanto 

S CC CHIK>, esto implica que S/K C ~CH/K) 
G 

.,.. 

-~" " 
~ 

de dende se sigue qqe 8/K • H/K y como es un p-subgrupo de Syl;ow, entonces 

S/K es caracteristico en HIK, pero H/K no pueda tener subgrupos 

c•racteristicos propios porque es un f~ctor principal, de donde se $igue 

que1 

• 

t 
V = H/K = 9/K por lo tanto el orden de V es p • 

Ahora bien V es caracteristicame~te mimple Ces decir no tiene subgrupos 

caracterinticon propios ) por lo tanto V es producto directo do grupaa 

simples isomorfos••••••••••••••• ••••••••••••••••••. C4l 
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pero·como V es un p grupo, tales subgrupos deben ser isomorfos a Z 
p 

t 
lo que implica que V es abeliano elemental de orden p y V refiulta 

un 71.P espacio vectorial de dimension t. 

Se tiene que G = G/C <HIK> es isomorfo a un subgrupo de autCHIK> = GLCV> 
G 

donde GL<V> es el grupo de las transformaciones lineales de V. 

p-1 
Seao(.Ei. G y m<x> el polinomio mini mal de o<. , c:omo ~ -·1 ==O 

p-1 p~-1 
<por que Gt:;.F(p)) esto implica qL1e m<x>h: ·-1 y como x -1 

se factoriza como producto de factores lineales distintos en Z CxJ, 
p 

esto implica que m<x> es tambien producto de factores lineales 

diG>tintos, por c:onsi(JLliente cl. es diagonalizable •••••••••••••• C5J 

Como Ges abeliano <porque G ~ F<p>>, y cada~& Ges diagonalizable, 
;,• 

entonces G es diagonalizable simultaneamente. 

Esto implica que dim V = 1 ya que de otra forma V seria suma directa 

de subespacios de dimension 1, invariantes bajo G y V = H/K tendria 

subespacioa propios invariantes bajo 13, esto es H/K no serim principal. Con 

asto se ha demostrado que la dim V= 1, es decir IVI = lH/KI =p • . 

L.Q.Q.D. 

De-f inic:ion1 

Una formacion se dice maturada~ si para todo grupo finito G 
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Frattini de G y es igual a la interseccion de todos los subgrupos maximale~ 

de a. 

Ejemplos: 

1) La formacicn de grupos finitos~ la de los grupos solubles~ la de los 

nilpotentes, y la de los superaolubles son ejemplos de formaciones 

saturadas, mientras que la formacion de los grupos finitos abelianos no es 

saturada. 

Proposicion<W. Gaschutz): 

Las formaciones definidas localmente son saturadas .•••••••• [1J 

Recientemente P. Schmid •.. [6J, demostro que toda formacian saturada es 

localmente da~inida y por lo tanto se tiene el siguiente: 

Teorema: 

Una formacion es saturada si y solo si es localmente definida. 

" 
¡• 
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III.- TEOREMA DE HUPPERT PARA GRUPOS FINITOS SUPERSOLUDLES. 

Teorema& 

Si G es supersoluble y finito, y M es un subgrupo maximal de G 

entonces [G:MJ = p, donde p es primo. 

Demostracion: 

Induccion sobre r; donde r es el numero de divisores primos de lGl, 

<posiblemente iguales>. 

Si r = 1, la demostraciones trivial. 

Supongamos que r > 1. 

Sea P un subgrupo normal minimal de 8, entonces IP• = p primo, 

porque B es supersoluble. 

Consideremos dos casos: 

a> p C. M 

Entonces M/PC:. G/P, es maximal (por el teorema de la 

correspondencia>, entonces por hipotesis da induccion 

p Q [8/P: M/PJ = 18/Pl/IM/PI = 181/,Ml = CG;MJ 

con p primo. 

L.Q.Q.D. 

b) F' 'Í- M. 

Entonces M ~·HP = G ya que M a~ maximal y P • G. 
1-



C G 1 M l = C MP 1 M J m 1 MP 1 I l M I = < 1 M r. l P l / l M ("\ P 1 > 11 M 1 

pero M (') P C. P as un subgrLlpo, 1 o que implica que M (\ P = ( 1) 

ya que lPI = p y P fé. M. 

Por lo tanto tG:Ml = <IMl. lPl)/lMI = lPl = p primo. 

L.Q.Q.D. 

Teorema: 

Sea G un grupo supersoluble y sea p, un primo tal que 

p divide al orden de G, entonces existe Me G subgrupo 

tal que CG:MJ = p. 

Demostracion: 

Como G es supersoluble, entonces G es soluble. 

• Sea S el p-complemento de Sylow de G, entonces el CG1SJ • p 

y sea M un subgrupo maximal de G que contenga a s, entonces1 

t 
CG1SJ = CG:MJtM:SJ lo que implica que CG:MJ = p 

donde se sigue que t = 1 por el teorema anterior y M resulta ser 

al subgrupo buscado. 

Teorema1 

En los grupos finitos supersolublaa, es v•lido el inverso del 
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teorema de Lagrange,es decir si G es finito supersoluble y m eG divisor del 

orden de 8 ,~ntonces existe un eubgrupo H de G tal que lHI = m. 

Demostracion1 

Induccion sobre n, donde h es el orden de G. 

m divide a n entonces n = mh, sea p primo tal que p divida a h, e.1tonces 

n = mh'p. Por el teorema anterior G tiene un subgrupo M tal que [G:MJ = p, 

es decir lMI = mh'. 

Por hipotesis de induccion M tiene un subgrupo H de orden m, por lo 

tanto G tiene un subgrupo de orden m. 

L.Q,Q.D. 

Teorema<P. Hall)s 

2 
Sea G un grtJpo finito tal que CG1MJ = p o p con p primo para todo 

H subgrupo m~ximal de Gp entonc~s G es soluble. 

Demostracion1 

Induccion sobre el orden de B. 

Sea p el primo mayor qua.divida al crden de S y sea S un p-subgrupo 

de Sylow de G y N m N <S>. 
G 

Si N = G entonces 8 ~ G y G/8 es eoluble~por hipotesis de induccion. 

Ahora, come 8 en un p-grupo, S as soluble de aqui se sigue 

que G PS soluble. 
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Supongamos que N~ G. 

Sea NC. He G, H maximal c:omo N = N (8), se tiene que N=N <S>; 
B H 

ahora tG:NJ = 1 + K p, CH:NJ = 1 + ~: p, (por el tercer Teorema de Sylow). 
1 2 

Ahora tG:HJtH&NJ = tG:NJ, por lo tanto [G:NJ = 1 + kp, pero como Hes 

2 
maximal, se sigue que [G:HJ = q o q , con q-primo. Si [G:HJ = q implica 

que q divide al orden de G~ entonces por hipotesis q < p pero q = 1 + kp 
,., 
..... 

lo cual es absurdo~ par lo tanto CG:HJ - q . 

2 2 
Ahora q = 1 + kp, por lo tar1to q -· 1 = kp, es decir p/(q-1) <q+1) lo que 

implica que p/Cq-1) o p/Cq+1) de donde se sigue que p/(q+1> ya que 

q era menor que p. 

Ahora p ~ q+l pero como q < pesto implica que q+i = p y esto solo es 

posible si q = 2 y p = 3. 

4\ b 
Por lo tanto el orden de G es de la forma 2 .3 

y por el Teorema Burnside~ S es soluble. 

" 
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Teorema de Huppert: 

Si S es un grupo finito tal que para todo subgrupo M maximal en e, 

tG:MJ = p, con p primo,entonces G es supersolubla. 

Demostracion: 

Por induccicn sabre el orden de 8. 

Por el Teorema anterior 8 es soluble. Sea N subgrupo normal minimal de G. 

Si N C. M para toda M subgrupo mal·: imal de G, entonces N c. 'fJ <G> 1 o que-? 

implica que AG/~CG>l < IGI y par hipotesis de induccion G/-(G) es 

suparsoluble y como la clase de grupou supernclubles es uaturada 

puesto que es localmente de·finidc.~ se tendr~ quf:i G es ..:.upersr.>luble. 

Supongamos entonce$ que existe M subgrupc maMimal de G tal que N ~ M, por 

lo tanto G = NM ya que Mes maximal. Como N es normal minimal y Ges 

soluble, entonces Nas abeliano elemental. 

Ahcl"'a t1" N =l1\ por q\..1e N (\ M '4 M, N n M • N y 13 1111 MN resulta que 

Mn N • G y como N.es normal minimal se sigue que M n N = <1> 

p = t.B: H] = I G l / l H \ = l HN 1 I l M l = < l M f 1 N t> I < 1 M (\ NI l M l > = l N l 

ya que Mes maximal. 

. . 
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Hemos demostrado que ui N es uubgrupo normal minimal de G y exista Un 

subgrupo M maximal de G tal que N ~ M entonces !NI = p primo. 

Sea M /N un subgrupo maHimal de GIN, esto implica que M es maximal en 6 
1 .1 

por lo tanto CG/N:M /NJ = CG:M J = p primo y por hipotesis de induccion 
1 1 

se tendra que G/N as supersoluble. 

Sea G/N = A /N ::> A /N :> ••• )A /N = { 1} /N una serie normal tal que c:ada 
o 1 n 

factor sea de orden primo~ entonces la serie 

G = A .:> A") ••• ,:)A = N {1} es normal y cada factor- tiene orden primo 
O 1 n 

lo que implica que G es superscluble. 
L.Q.Q.D • 

• 

• 
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