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Conver~encio respecto o un 
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I ln~er\A:llos Generoliiodos. 

l l E~ios de División. 

CA PITU.LO 4 

re~ulodor. 

DEl=INICION DE lA INTEGRAL 'l ALGUNAS DE -

~05 PROP\EDADES. 

1 Derintcion de lo ln.fec¡f'OI t. 

1 l Proc:>iedodec.; de lo ln+~IOI. 
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. l N TAO DUCCIOf\I. 

Pi. Hens-focl:::, rniembrt> noioble de la escuelo -

lncateso de onolis-fo-s, ho investi~do duron+e 13 

anos et desorro llo de lo in+~rol, {Jl)blicodo en 

tq"->0 en [ 5], de cut;o ~eneroli~9ción se ocupo -

el presente .froto jo. Lo única innovación que 
, 
esie repre'5en-+o / consis1e en in-troctucir dicho lf2 

-1-e~rol como ef lÍmHe de uno direcciÓn ol esti 

lo de Moore - S'mi-th. 

si .. o, se nace necesorio, primero, describir lo 

construcción de los ecapocios de Di'lisíón oe -
\-lens-4-ock a por-fir de cuolqu\er conjunio T, y 

s~ndo, desarro flQr lo -leodo de espac'io'S de -

~ iesl osí como los ..fipos de conve~encia en -

dichos espacios. t"Sio 'Se debe a que lo'S fu~ 

ciones que se u.fi li~an ('Oro nuecs-fro de-so.-~ 

l\o -;on funciones definidos 'Sabre. un conjun-\o -

T, c.on "ºlores en un ec;poclo de Ries~, K . 
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la biblio~mfia se 5~iere poro urn pro-rundi -

loción -sin emboroo se ro -tro-fodo de Ofrecer , . o , 

aquí / comple+o <( c;uricienie, un panorama CJel -

+erna, sin dí;erir lo o+ención de los lectores re 

mitiéndolos o olros es~udios. 

Deseo ac¡radecer c::>Ú btíco menfe ( t¡ de\or consto~ 

cío de eso c¡ro·H+ud ) la oirecctÓn t..¡ OlJudo 

que me brFndÓ, o lo larcgo de mi inves-ti~o -

ctón, el Pro.r. Roc1ol.fo Moro1e5 M.1 miembro -

del f nstHu+o de Mo~e má1icos de lo U~A IV\. 
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t TEORU-) DE E5PACl05 DE AIE5l. 

Este cap~-tulo do uo panorama <leneml de 

\os es(JOdos de Ries:¿ c..; o l~uros de c;u-s pro

p ieclodes / partiendo ele conc.ep-tos. elemen

+otes de leoro cJe Con\untos. 

·i': 



l. RELACIONES 

Dodos dos conjunio4S / poclemo~ de.finir el produc+o 
carfesiano 'Simple de uno de ellos c:on el ~rt:> 

1 
fa" 

ejemplo / A con 8 / al c.LOI 'Se fe denoio A " B 
/ 

-
htlc:iendo: 

A~s = { (a,i,) \a e A, b~ B ~ 

(a,b): ~ Q 1 ~a,b~ t 
'( a cual~vier "5ubconjumo de A" B se le llamo 
relQCto~ eV> A"" 8 . 

• ,1 
Oho~, una relaclon 

2 es un ~ubc.on '¡unto 

. 
"S 15 1 

DE'l=lt.JIC\OIJ l· I 

P, en un 

de -2"' 2 
conjunfo orbi+~rio 

y decimos 

I '-- J ~ • I 
vra relociot"l R eri un c:orijurrfo 't. es uno n:J\ocaon -, 

"St 

i) .cRM 

.ü) "'Ry -::. t7 'i R )C 

AM) ~Ry , ll R~ -::.p ')C R c. 

\d ><,'/, i € t . 



'll.. Co~.>UNTOS PARCIALMENTE OADE~ADOS 

DEi:;ltJ,C\ON •·2 
Uno reloc:aÓn A en 2 
i e;.\ : 

¡) )(, R >' 

A4) )C. Ry 
I y R; :t> 

M.i) e;; >< Rt1 . fe 'a' R '>' 

'>.J 'M , "' ' :¡ e. ~ 

s, p, e~ un on:f eo pareiO 1
1 

remos 

I 

comparo bles "5 i 
·, ncom~ ro b lees 

O 6. S: 1 tJI CION L '?> 

. . 
"' r"ll 

""Re 

-::. t;> )(, = 'i 

u-sua\ mente e&G~
0

1bt-

o 

lJt'I ortlSn tx1rdal R en .Z '5• d~ce q~ es orden 
lineal 4\ paro Todo ""''Y '° "Z , '>« ~ 'i o 'l ~ >e • 

Cli~ltJ\C\OM 1.4 

lJn c:oni1.mto pJrciolmente ordenado e~ un 4'.>0r (A,~) 

dot\de A e~ un c.on i\Jn +o 
en A 

,, .. 
'./ ~ un or-den parcial 

')\ ~ ~ un con¡onto parci"'\mtrnie ordenado <¡ -
VJ e t eis +a\ que

1 
c.on el orden hGredodo de 

2 / UJ e'f> lineo\men+e ordenado / se dice que \.U 

3 



es uno cadeno de -2. 

Con•1i1ae.-dmos o -l , con j0n+o parc'\a 1 mente oroenado 
'( ~ un c;obcon\ooto de ~ diferGnte ael vacío / c,i 

i! o e ~ "Saf Ísfoce .Z.c 7, <f poro +ooo ~ € Y / · 
-se ciice q.ve i o es a:rl-o "Soper"ior óe 'r. 

Orol~am~n+e / 
. 

'5l 

lo $r Lf paro 

oei::1tJ\CIOt.J 1.r; 

~l lo ~ { e-s una cota fSvcer\o.- (1n~e ... ior) 

de Y. S '2 I l/ (>Of'O 1-odo e cota "SU(Jer'10(" (in -

fer'ior) ~º ~ ~ ('lo ~ i!) en-tone.es ~º es lo 
m~nimo coto .c;uper'cor o t;~premo de t;_ l mÓte.i-

mo coto inferior o tnf imo ó e ~ ) · 

DE ¡:1 kllC lO ...a l.(o 

?o€ l es llovnodo elemenio mo'l<Íma' (minitY\al) -
._, c;e 'lit"&ue de i? € Z 6:. 1lo ~ 2 ~ve i!o :: ~. 

( ao '=- i! que ?o = ';!) 

Es aMportonte reca.lcar el 4SÍt¡u'rente bien c.onoG'•
do y fY'"eGU6n~men+e U'ótldo : 

L.'EM A OE 'ioRN 

e:;¡ codo cadena en on conionto· porciolmenie oc 
denodo '2 .f iene ooto isuperior, entonce'S -2 .f.iene 
o\ menos un elemento rn:l'<irl1Q\. 



Con)un-+os Di,.lc¡ictos.... Seo A on 
c.\olmen+e orcieV'\odc / 6 S A e-s 
arribo 

/ 
lo c.ua\ denotamo5 B 1 

a, b 6 8 / e"'1s+e e e: l3 ta\ qve 

con¡unto por
dit'í~\do hacia 

1 
e;..\ 9oro +odo 
a~G fG b!:C, 

E~r-·1b1 ré ~ 01 a ~¡ 

e.lar-amente / -:.e f iene 

B t & -sup 6 : Q 

\Q~ \ a \Ja e A 

e;¡ Bt ' 'Se define ~ 

FlBt)-::. \\aes\o,,b~ bc.s\ 

como el .f'\\~ro de 
. de.\ con'1on+o diri'i'do 

o;ecc.1on6~ 

B. 

L} ~n A~ s con\onto~ p:¡rc\ol menie orcterodcS / \O 

f:tl_.6 
• J o,b€A ·" . o~b uoo .f Ur\C\Or\ y 

a).- F ~ cree.lente , e¡.·, fla) ~ ~ (b) 
. f' {a) ?1 f (b) 

b).- f dect'eeieote, e; ,,. ' 
e).- F e'5 un i~omor.fi~mo , ~ r: (o) ~ f' (b) d=-l> Cl~ b 

-~ 



f~A-6 I 

a):- ~ C 1 , lJa,b E C 
1 

C,c.\ste C. E. ( .fo\ c;¡Le a 'C -
&. e ~ D / entone.es es c\af'o que : 

• -!>Í f es c.n:clerrl-e / fla) ~ F (c.) 'á. f ( b) ~ ¡:: l c.) / es 

dec\r', f-(C) \. 

. . . .;, f e"li dec,ec.ie,,+e / F (e:)~ FLa) 'k. t:lc) f ~ (b) / 

F (e) i 
b),- .,,.; C ~ 

/ 
>.!a,b E C / e•is+e c. G C -!al que C ~O. 

~ e ~ b / en e~+e coso : 

~ e<S cY"eG'i~n+e 
/ 

f le.)~ F-(a) &. F te.)'=. r (b) / 

e~ de.Gil", F (e) ~ 

. . ~ 
•• 4'i Fes decrec.Ícn+e

1 
F(a) ~ F(G) ~ rtb) ~F(G)J 

() 'it.O I F (c.) \ 

.. ) u ., F: 1\ -6 
, 

flJ., .-
na fonc.1on es con-tmuo en e,\ O!: 

den 4 'uando es c.fec.len+e ~ 

•) sup F{c) :: Fto) donde c'a. ' 
Cf ~ 

i) tnf {:'{G) ::. ~(o.) donde c¡a I et- 4 
tto •. " 

, f dec~cien~) 
defm\GIOn es ano\~a cuancto es 

e; i f 'SÓio GOn'\¡lle ( •) -;e di~e i;¡ve es c.orrt: ni.JO • 
en el on::len ~ b c1siec.\'lel o pOt" la i:iquierdO 
~r ~\o cornp\e (z) . 



... ) F es 
1 

D 

~ .- c.on~muo en el orden pcr c¡UGes ,enes 
o 

'bl ~ 

1) { f (a~)~ t F (o) c.uoncAo \ On ~neaw ' Q 
nElN 

'Z.) \ F{bn) \ l F{b) c.uando \ bn 1nGlW ~ b 
n~U4 

Coo\unto'> cerrod::fi. '( oc.o~odos en e\ orden • -

o):- St A es un con\o..,to p::lf'C\Olmente orcl~vo::IO l./ -

8 S A , de.finim~ :. 

~ls)::.\aioAl;css, U<\>, c'\a~ 

ola)= \ a~A 1 ::\ e SB, e :f 4> / el a \ 

obv~men+e, 6 ~ 4l6) / 6 .= O (e,) / decimos ~ue -

S es c:e1"'rodo en e\ on::te n 11\ ~ l 8)::. 6 ::: t> l 5) . 

b):- 5 e'S ac.o~odo eo e\ o..-d«'n st i:. 

S 5. [b,c1 = ~a6 A 1 \;>5.o ~e\ poro GI<¡~" 

[b
1
c] 

/ 
con b,c E A . 

111. L. A '1 l C E '? 

oas:uJ\ c,oa..a t. -e uno la~{-¡ eii un """Íº""" e>on:.'!oln1enic Of?ilf'Oclo A 1 -In\ 
que a>dO ...,1:>ca1¡onto que c.onsi,;+e de cloS elClmenioS 

., 



, o 

e '".f 1 mo, 

I <;¡ A~ una b-fti I ~ 
• J 

noioc10r1 e4Seribire~ o 
o 

c;op ~ ><1 \> ~ :. )( "'t 

lO.f { X1 '1> ~ - )( /\ 't -

Es mu'( ~il prt>tnr por inducc.io'n que 
f\niit> / entcinces B ·hene sop e Ín.f / 

'·0 

,¡ 85 A 
' º'' o o 

t\ 

'1 ~, 
\::q 

" " ')(: • \':.I 

OE l=UJ\C\ON 

Uno lat(~. 

p\efo en 
de A, e\ 
~l.)p('(\rY\() • 

A eb GDmplefu de Oe de ~ifld o c:.om -
el orden -:.i CXldo $úbconjlJ('l+o no vac\o 8 
C&.D\ +ten e cota '$04'er&or en A / + iene 

lot¡ces cis+ribu+T'"'°s • - Ura lat (11 e~ dlfti-ñ bu+T"o 
'i\ partl 4odo a,b,c E A : 

(avb)" e = lo/\c)" tbl\c) . ., 
COndG~ ' es onoloc¡o o ! 

(o "b )\/e :: (º"e) " < bl\c. )' 

E-rirucluro de on\\lo en uno la+c~ • -

e:;¡ ona 1o+:c A 1~ene elemen-lt, má-s pequeño (Mi -

e 



o o 
decn"' / e~s+e ""º fC. A 

. r . ""º ~ ')C. >.J" ~A) / diremos 
\o denotomoc:a por ,, e''. 

qoe 1 \ene cer"o ir 

'ir la loti'1 
e k / e)(\.¡fe 

<;tue -1-iewie 

A .f-~ene elemento mos ~n::uioe (es d! 
"'•6A. -~- ..,,,. ~ 'tl. 1 *~"A) 1 diremo-5 
u no (u ntdod ) '/ lo denota me=. por ''e". 

OEFltJ\C\OÑ \.") 
Sa A ~ ono la+: i di'f>triboHvo coo cero y ono , t¡ 

""-, ~' e A cso-lis.foc.en 
')( V '1( 

1 
:: e 

~""""' ::. 0 
en-tone.es """' e'S l \ornado el complemento de ')<. • 

i'or c;o"uss-t-o, "' es tamb~éri comp\emeo-to dt: ")(..,. 

lEoAEW\A 

Si '¡(~A 

pternemo 

t. I 

\ot:i dt~ñoo+\\JO con cero y uno 4aene c:onl 
I 1 I • 

" enicnc.es ""' es un&co. 
' 

Oemo4!>-\ra~ótl. -
t;U(X)f'J~omos ~,., es oWt> com~eYr1en-fo de ')(. 

-,e""::. V.IV \J e :. )4N" ( ')(. ~ '1(1) 0::: l )4N'J ""l" ( ")t""'I-,( 1) 

I 
ono\ooonien+e, 

f 

o 
o • 

-=- e " t ">"" "' ')( • ) -== "" "" " ")(.' 

-::;: •,c.''/ l ')(. ,... 'I(. N) :: t-,( 1 'J '4 ) /\ { )C. I 'J Y, N ) 

e ,.._ ( ")( 1 V ')( N) :: ..,,_"" '/ "1 --



DE:l=ltJ\CIOt.l I· \O 

t:;¡ A 'º~'~ 
sc:A lo45 • 

es uno con Coer'O I 
con prt>pl!, 

~ de: 

•) 2,,"lzf.B 
-:::: " i! '" i1 ~B 

~) Sf a~ l3 ::.t) ~'é B ~-¡'.!o.a 

en+onc.es B es \\ornado un ideOl en A . 

Dt~UJ\CIO"-l 1.1 \ 

Un Q~ebrtl Boelooria es oro 

ro l/ unicbd -fa\ que cada 
tiene complemento. 

la+Íi. disf ri bs\i'lo CAn ce-
' elemento en \o lat 1 ~ 

E-:, ob..,,~o que e\ ál~~ bro puede COt'\$tor de un ~o\o -

e:lemeniu . 

"fEOREHl\A \. 2. 
csr "•~ e A Ól~ebvt:' \;x>oleano 10.l qve v.. !ili I entaiGe'i 

A,,.8 :: ~ i \ -,4 ~ "i ~ y l 
es ~n o~ebr'O boOleono coti "':e / tl-=e " 

"- • J ""~+n:ieao" ~ 

Ev~oeniemen+e, A ..... v ~ orn b'\:11 cus+rimrH"o e.en e\ 
orden QOn:0\0\ her'eOodo de A , con ,e c.oMO Ge rt> -
fr. '/ como unidad / ~o .fO.l+o cieVV\Of>+f'tlr q.ue 
codo '2 G Ate,'/ 4\ene c.omctemento en A.,'/ . 

')\ 2 G A'IC,y 
1 

~ea i!' e\ comp\emen+o de :t en A ... 

.¡03 .forn b~én :z"' ~ ( -a'" Y) "' ')(. , en-tonces , 

'º 



~"~"" = '1" ~ tz'"~) vx \ -= Í. z" lc'i\'l) ~ "\1"'1( \ ::: evx:: J< 

-lombie'n 

i!"li!tt: ;! v (2'"'1) "'I( = i "'(?'"") := {a..,.'3') "(~v'I) 

= e"'l =c.¡ 

··~ 
TEos:\eMA 

Sa A ~ on Al~ebfb Booleana / partJ ""6 A / denobrnc::F.> 
a SIJ complemc:nfo / evrlonC.e'S ~ 

¡).- 'Poro c.uolquier x 1 ~' e .. el e lt!mt:rrlt> mci"S <¡tUnde en 
A -ta\ que l<A v.':: e 

.. ) 
AA. .- <;r )( !:. y '!o-tone.es cJ'~')(' 

.W}.- ' {~vtl) := v..'" t/' ~~.'le. A 
-to o I mbien l"'"'" )' = ~·" "' 

Q:mos-tmc&ór"' : 
¡) .- )( "><' :: e &. 
~amos ~ es .fat 
y : ~'" ;t 10~iSface 

)("" = .._" ~'" ~ = e 

en-h>nce~ 

11 



U).- ~o 

pem 
entone.es 

y'~x' 

~).- • De ~Y'/ ,, '>' ise $\~Ue <:¡ue 
on610c?menfe 

de donde (')("'/ \
1 
~ )(, "'l/ • 

'Por O~c't> lado : 

1 (')(V'() ~ )( 1 

("ICvY)' ~ 'l' 

(x'Ml') A()(vt¡): ('IC'l\l/11\><)'-'("'A'f11\'/) = 0 '19-::: 9 

te. P'' lo (Xli-te { () : ')(, "~' ~ ("ICv Y)' 

• 
o • 

Poro ilusirnr un (XX.O ICY.J concepfcy; de &ic¡ebro Boo~ 
o o .. 

na e ideo\ veamos el s1~u1ente ~ 

E 'Ef\/\PJ..o \. \ 

<;ea X un c.onjun+o / A un '>~t¡tvlO ál~ebrn '/ p. uno 
medido 1 as; fenemos el espacio mEdible ( t, 1\1 F), 
enianc~: A es un óltje:bro Booleona con el orden 

o • , 
pcr anclus '°" t¡ : 

A 0 ~ \ " ~ A ( f ( \4 .\ :o ~ 
es un ideo\ en A . 

En o )\. o ' erecto, $t ecs un -s1~rno al~ebta cvmple can : 

•) 'l. E J\. 

2) ~~ o EA entonces Oc€ A 
CP 

~) t;~ ~ º' \. c.on D• € A ::~ U Dt E A 4. 
&€l~ n:1 

Ohoro, et orden de D • • • ' I deferudo rxx- lo 1nc,uca10n: 

IZ 



Sean E , F €. /\. entonces : 

E ~ ~ c¡i t¡ .;ólo 4Si 
, 

a~• EvF :. euc: €: /". 

como 

'&c. E" F ::: En¡: E /').. 
I' 

:. J\.. ~ uno lo-\1-¡ . 

{E\IF) /\ & :: (E"UF )ra 6 = {En6) u (t=o 6) 

= \E/\ Q' \J ( F /\ 6) 

A es uno \al:i o\s-t..-'ibot•~ . 

definiendo ~ c.omo cer"o ~ X c.omo uno / por' la 
pmp. (2) de ñ , /\. es Ól~ebro Boolcono . 

faHo checar qve J\o es un ideo 1 en 1\. . 

\) s: f es uno medido paro A / en-lonct'S, 

,µ {eu~)= f (E}+ flr;) - f (EnF) 

"' E, F E ~º / f (E): f lf):: O 'l c.omo 

en F ~ E :t> f- (En C::) ~ f' (E) .'. f lEnl=): O 

.'. f (Et>C:):; O / es ctecir EUF € Áo 

2) 4 E E .A.o I ,... (E) = o • a horo ' ~r E' !: E 

f (e') ::.o es. deC~r E' E Ao . 
: • Ao es un ideOI en /'-.. . 

OES:I t.J\C\ON 1.\2 
c;e:a A. uno lotr~ d\stri botiva con cero / poro ®do >t E A 
415e Of!,f ine el so¡t'Y1ento intciol de ,e como Ae, )& / 

l3 



Ól~ebro Bool6lno '-1 ai: tenemos c:;¡ue poro fodo y e AG,x 
e..c\.¡te 2 E A0 , )( -ta1 q.ue 

"i" e~ llamado el oomptemento c:Je "t;'' re~cecto de 'x" 
y lo noio~m05 

clammen+e 
es-fo nos lle"<> 

i!='<~li' 
• x 0 «.¡ ::. e 51 ll c;olo 

1 

SI "!(.': </ 
A 

-\-.e;¡. i (')(,y): {-.<vy) ® (l(AI/) 

• : AxA - A -{. q. • ('1(1'l):. 'f(~:: XA\./ 

ts-ba ~roc7onecs definidos en A lai1~ 01s~ribofÍ'IO c.on 

cero te dcln la e"bfn..ic-furo ae an~ 1 lo / lo cUQI vamo~ a 

demorotror em~~nao con el r;i~uiente : 

LE"'1\A \,\ 

Po.... f,..._.1- ~ e. A ...... '-YO '<,y, i:;; .fol que 

"'-------1 . ' 
~-.tack>n: 

'R:tro -eimclif~r la eisc:r~tum / e;cri bí mos ·. 

-xe~::.L, 'te. (')(sY)t= L 

• 
e$ ctecu¡ L:. .L, i paro pr-obor ~ue 

I 

p~trlo de y;¡ m~-io de '4l , debemO-i 

L·Yt! : E> & L'-'(Yi): ><Z 



•) Ly~ = t,z iy?. = (1,t¡) l ::: e e = e 

'2) l V (Y~) -: l L 1 l) V ( '/ 2) = { l, " ( 'l ~) ~ \ i? V ( 'I ~} } 

- (l,V'/) {l1Vtt) ~ 

: >< ( L, V 2) ~ : ~ ~ 

' ();,1 : l ~ )( z ® y ~ 

o -;e.o (x .® '/) :z :: "Ki! ©Ye. 

0hom1 pam dernostrnr- que (A,-+,·) es un oni llo, .. 
ioiemos: 

1) 'KtY - Y-+~ lJ ><,y € A -
z.) xy - y~ * "•y e A -
'Son º""ios de (045 de.f inicionec; oe \(iY 'k. xy 

~) ~"'e. A si 'l ~o 
. 

-l = 0 l( -t ~ ::. ')(. 'SI 

efecfo / 
e • • • I en 'SI 'K-t 'l :: )t I por CieflO\Glon 

(><va)®(')("~) - )( de donde -
><" t~" a) :: e ")( /\ i - e \ ::~ -

-::.~ ~=e i 
ft:. {'><V ¡.) : >' ")(" ~ = "" )( 

'9~ ~=e ")1(-t e :: (~ve) ~ c~"e) = ><Se:: ')(. 
I 

4) • • • 
45, 'i -solo 'Sl 

usando )("t/ :: e / (xv y) ® ("" 'l) ::: 9 

cte doncte: e" (')(vl/) =e / e"'()("") = lC.V~. 

15 



es-fo ilhplico ~ue )(" y - xvy -
de donae ~:. l/ 

1 nvers;o merrfe, 
o 

't<":. y "&• 

)( ... '/:: )f.-\')C :;. ('><'J )() @ ('ICi\K) = "' 0 ~ = e .. 

E'n efecfc, 

( '4C +Y) ! = { (~vy) ©(xi\ Y)~ 2 = { (')('JI/) 2 \ © ( )CY a) 

-:. { (')(1:)" (l/ ~} \ ® ( 'Kil y i) 

Sólo no-s folio 

"ª: 
. -probar que lo ..¡omo es osocb+•-

lbm demos-WOrlo / hac.emos e= .,,,."""' ~ / entone.es : 

Ae,e es, ótc¡ebto Bodeoro '/ deno~emos el com -
plemen.fo de Clnlquier -l E Ae,e por -l' 

~ e!:! ~~ ~e el GOn1plemerrfo Oe { °'spec-
+o de s es 

/ 
{.' s (4eotemo 1.1) 1 ~: : 

X-4Y: (""Y) ® ()(./\\') :: >t.1./ 1 (')(v'-')-= ("'vy•) ('<vy) 

: (>e'f./)V('lC'/') 
L ·' -tomben ! 

(-,c•'l)'= ('K'y)' (~y•)'= ('ICvyi) (~'vy) :t'K'{)" ("1t/ 1) 
1 

''" 



de donde 

{x+y) + i = '()( .. \c')
1
i ~ v 1 l>H~};' ~ 

:. (')(1/1 )v ('1<\11 i) v {"''"/a•)" ()("'a') 

en~onces1 
' I p0r 'SI me·k1a : 

{')( .. Y)-+ ~ : x-+ (~ -t ~) . 

De es-fa fon'YlO ~uecto Ck:?VY10sirodo que ( A,t, •) 
~ un anillo conmu-totivo / en el ca~o en que .. 

A fUerQ 61¡ebro ~oOleanc\ / el el~mento má~ t;ran -
de : e / e-s la on 1dad en el anillo / e:, decir-

x e = )(" e - )(. l.J ')( e A -
,/ El ºº'"º A ~lene acternos, los pro('iecbch's 

1) ><+ )(. :. e ~ 

2) ')(z = )( • >< - ')(l\X -
l E ORE MA t.4 
'5r R es un aniUo 
~ue CXldo >< e. R e~ 

~"'e A. En-tonces R 
')(""" :-. e IJ "'~ P- . 

'I( E. A 

= ')C. "'o.e E A 

con elemento nulo e / .fol 
Ídempoten+e 1 es decir¡ -,c

2 = >< 
es conmuio-t Í'lo. 9 odemós 

lo pruetxi w ,.i¡ue o~'londo 

(x-+t¡)?.. = x-+c.¡ 

imp1ico: 
haciendo 

dfr dende / 

xy ~ y x :. e 

,, 



o cualc;¡uief'" oni tia de es-fo clase se le llarrn 

Anillo Booleano, has-to ohoro hemos demo'5-

trodo <1ue cualquier {a·fíi d isfri bu ti va con el e-

menfo más pec;;¡ueño e y +al que coda s~meQ 

+o inic1o1 As,>4 <Seo un Ól~ebro l3ooleona, -

puede cser un anillo Booleano por lo definí --
• I cton ae 

OEF"l~\CIO~ 1. IZ. 

e;, A e¡ B son lo fices F:f\_...B ecs un nomo 
I 

mor--rismo de la+ ices SI / 

• F(a v b) = f (a) \1 F(b) 

• F' (a " b) - F (a) {\ F(b) -
OEC:lNICIO~ l.' '3 

Seo A una la-Hi, B ~A es -sub laií~ de A si pan:i 

-todo ')( ,l/ € B se fíen e )(.v..¡ , ')(A y f. 8 . 

OES:lt>J\C\ON \.14 

Uno 5ub1ofí"l 8 es q. '5Ub1atíl 'Si to:1o e ~ s 
nurneroble difer-ente del '/ocio 'l que odemós 

I 

e)(t'S+en Ínf e 9JP e en A I entonces per~enecen 
I 

a B. 

'ª 

-



lV. ESPAClOS VECTOR 1 A LES O~DE tJADOS. 

OE~l..,ICION 1.IS 

ún e-spacio veck>rial ordenodo e;, una c.uodrupla -

(E,-t, ·, ~) don(je (E,+,•) es un espacio 'leci'orial 

.i;obre el campo I~ y (E, ~) es un con1on+o 

fQrt:ioltnenfe OrtlenadO I . de fa) manero que ef or 
den parcial es compatible con lo es·kuc+uro ol~ 

brti\co de E / e-s decir, 

Si '<t'r' 1 -2 E: E 

1) '><.!:y =l> '><i ~ s y+~ 

2) "l(.::.,,o =.p o 
.t. E'- IR+ o(!')( ?,. o s.' 

E\ t;,ic¡uiente ejemplo ilustro la 
' ' ' I 

def' 1n1c1on ame-
o 

r1or, 

EJEMPLO 1·2. 
)oo ~ un es'°°io de Hilbert ( c;.obre C) con el~ 
menfoc> ""-1y1 

. • .. t? pf'bdl.)Cfo i nter-ior l.."" 1 Y.., y ~ 

Je = ~ A i 1-4 - H operodor' autoo0¡unio \ 

El ~p:lcao ~ es un espacio 'lecÍ'or"ial oraenodo -
con n:?5pec+o a\ orden pardal en ft definido -
diciendo que A~ B cuando <Al<,)(.,. ~ < 13w.,".., 
\/Qle ()Oro -focto x € H 

Es obvio '=lue -si A~B 



1 
OSt 

<(A+C)><,x) :. <A•,)() + <c~,'K) 5 (8')(.,')() ... <.C'><,x") 

= < t BiC) X I )( .., 

A+C ~ B+C. 

1ambién • ._' 
C:IJQnao 

. 
\Joornos. ahoro al~unas propiedaOes ae les 
'leicforaales ordenados . 

C:Sp:lCIOS 

LEMA \.z 
Se:> E un espacio 
con¡un+o-; de t. y 

(a) "iUp ('x + A ) 

tb) sop (-A) 

(e) '>tJP (A-t B) 

(d) Si a<:,,o 
I 

De . J 
rnosfr-octon : 

--
-= 
:: 

\lec-fo rio\ ordenado I A y 8 sue 
)(. E: E I entonces' 

'1' .+ 'iUp A 

- tn.f A 
.r;up A ;- 'SUp 8 

t;up (ot A) : ot 'SUP A 

Si · --..+A : ~ ')'-ta l a' A ' / . W\: -sup ("K+A) 
M: x-i B 8 = .;up A . Por demos+rt:ir 

O+'>< .S W\/ 
as B 

a+x ' B-t >' 

por- <er M el $1JP (x+A) 
por eser 13 e 1 <Sup A 

ºb 0 M ~ 6-+ ~ ...... · ll} 



Ohoro 1 ae cH ,e ~ "" = D 
~ e\ -sop A B f M·')(. 

' De ti) y (i) : 

lb) .- ~ l 'SOp (-A) = M 
sea ·O ~·A, en-tonces 

=D -M~Ñ 

Por o-tro (:>arte, f.J ~o 

a ~ M .. " ~ corno 8 
:t> 0-t" !a M .... t'2.) 

~ N: in.f A 
M7,-0 =t> -M~O 

•• t ••• l') 

=t> - "',, - o 

• 
por 1onto1 N'\~-...a I es aec1r, - M '?1 N . · • .. lZ) 

jon.forido (1) '1 ('2) 

-f\l\:.N 

(c.}.- UCSOnóO el inc\<So (a) : 

t;op A T c¡op a = csup ( A T sop 8) 
:. c;op ~ ,c. + .¡üp 8 \ "- f. A \ 

-:= ~up \ c;op ~ "»(-4 Y : Y E. e \ l '¡( ~ A l 

ld ).- -.t 
=t> 

• . . 
R:>r O'f-rt> lodo / 

= ~op ~ ~.+ '1' \ y.'- A 1 ~ ' 8 ~ 

: ~op (A -t-0) , 

2l 

o 
. '5' ,¡."}o 

tSP ,¡.' o 
' 



o 
o o 'Siup ( ol A) : M :. o( 'SU p Q , 

DES:ltJICION f.lb 

En el espacio vec-+orÍQI ordenado E / el subcoiiunio 

Et = ~ .f l .f € E , -{' ,, o l 
es llamado el cono posi1ivo de E . lo~ elemeQ 
~ de E-+ 'SOn llamados elemenios posi4i"o~. 

El cono p05if Í'JO E-t de: • \/ectorial un espacio 
orclenado E1 ~iene lo.es t;Ícguiente-s p~piedooes 

•) f,~ € E-+ :p f-t ~ f: E+ 

2) f € t:t =t> af € t+ \Ja ~IR 
' ª~º 

3) .f -.f , € E' t =l7 .f=o 

ln\le~mente, -si E-t e~ uri ~obcon°\Ur!-\o del e~po -

c\o 'lec+orio\ E', .fo\ que ~ -liene tc::.'S propie -
dodes ( 1), (2) l./ ( ~) / · eri-fonces E 'Se hoce un 
c:scacio vectorial ordenado de-(iniendo que .f ~ g 
'$¡ y sÓlo .¡¡ ~-.f E" ~+ / l/ E1 es exoc:tomen -
1e el cono ~Hivo de E ccn re-specfo o ~+e 

o.-den pon::'o.\ . 

E"sto queda forma\ f'T1en-fe enunciado en el 'Sic¡uie'l 
te: 

22 



Teor;:sEMA 1.13 

c;6l E on espoc'10 'ieC-f<Yial orderodo con C0'10 po
'it-tivo E.+. Entonces '50n vóf1das la5 -si'iuieni~ .. 
4>n:>O\ edades : 

f ?/~ 
. <Sbto 

. '. - .¡¡ '1 '$1 

es e .. i,den+e 

f ~~ 
. 

<¡ -sólo 
. 

2.- 'SI SI 

.fambién es e"Yiden-fe 

3.- f ~ ~ si <.¡ -sólo s1 paro a 70 
• J 

Y fcambten, si y sólo , ·~>'1 af so~ poro o<o. 

co
1 

r- r r •A-' 
J 070 

1 
como .., .,, i / , = -r "8. U'SarJUO 

• Lema 1.2 (d)
1 

a.f= a{'va~ , e-s dec:1..-, 

Of7,0~ 

S ~ o ~ o / a :: (- 1 ) la 1 con \a 1 ,. o 

'S6l f ,, 'b -:: t? .f-~ ~ E t ' P er-o .f -~ = -~ - (- .f) 
:. -~-(·+)Et-+ / es oecir, -~ ?, - .f , osa' 

- '6 \a\ ~ - .f 1 a\ o 'i'eo , ( - t ) la\ ~ .,, ( -t) lo l .f 
de donde, a~ 1, o..f • S1 O<O • 

zs 



V ESPAG\OS DE 

OE~UJ\C\0"1 \ .\ 1 
o rd e nodo es l lo rnado 
como e-spacio c:x:irdol mef! 

Un espac\o vecforia\ 
esflOcio de R ies ~, si 
+e ortieviado es una 

,, 
to-f1~. 

Es-\-a .\-e.-mino\°=&;º ( et;('Oc\o cie H;es~) e'S -tomo -
cb de . B:orba ~Y . U11 es~cio de ~ies'2 es -tam -
b'1én llomocb la-tr'~ "ec-todat o en la Li+era-
1-uro Sovietico un k:- Lineal. 

E)EMPLO \. '3 

lt) Seo l'Rn (n1,1) el e;poc\o de n-ados o.-cte -
n~da 5 .f ::: ( .(". I f2 I · .... ¡ .r n ) f: C \~ , 

<3e d\ce ~ve f ~ i c.uando f K ~ ~" va\e -
poro -fodo ~ f ñ / entonces \P,., es un es 
poc\o de R\esi con respedo a es-te orden 

i n+rt>ducict.o 

En e-recto, par-o 

h:. <"'·· hi, .... ,h") 

c.uolquier 
donde 

h" =. ma>< \ .f t., e¡.:~ ~e ñ 

de e~m forrra h : f..¡~ . 

z+ 



(ü) S'eo X: (a,b) el in+er .... a\o reol usuo\ y -seo L 

{,\M) 

el e"Spacío vectorial or'denodo de MC\"S los .fu!:! 
c\ones l ineole~ reole-s c;;obre K / enionc.e'll L c-s -
ori es:paci.o de Ríes~ . 

En e.rec+o I dados r.g e. L I 'ª .f'JOC:l¿n h = .rvi 

es la func1c:Wi linee.\ oeferrnino(jo o\ definir GOf'tlO 

c;u'f> ew.i,.emos a : 

h (a) = I 
~.f(a) 1 ~(01)~ rf\O'>C 

h ( b) = ' ~ .f(b) J ca ( b) ~ , mO'I( 

lo cual se tll>S~t'O la 'iil¡uienfe • en .r1~uwo : ,. 

o b 

~\GURA \ .1 

Con~·,dere ~ o~ el con\un-h:> de tb:los '°' fundon~ a:>t'rl ( nuo~ >'-U:) ~bre el· intervalo -
rea\ (o,b) con el on::jen UCSUQI / ec¡ deci.-, 
')( < "J 

. 
~o 

• "Klt) ~ y lt) ~ -4:.' (o,b1 e; 1 y ~' 
de es.fo .fOrmo s e~ un ~pocio de 11a C4S :¡. 

En esfe . 
caso I SI lo 

' I fonc1on de.,f°en\do 



(i') S"eo X= (a,b) el in+ervalo reot UCSlJO' y 'Seo L et e'Spoc.ic vecforioJ ondenacto de -h:x:IC\CS 1015 .fu~ e iones 1 i'1eofe-:; reale-s -sobre X enfonc.~ L C'S -Ries'i?. I uri espacie;:, de 

En efedo. dados r.g e. l I lo .f\'ncio'n ,, = .{'v'li 
C'S la func.1~ lineal 0Cfer'11inodo al definir GOOl() 

c;u-¡, e>efr-eoios a : 

h {a): I 

' f (Q)I ~ (OI) ~ ma)C 

h ( b}: I 

~.f(b),'l(b)~. mO'I( 

lo CUQI ih>S~t'Q la <Si¡oienfe • <Se en 
.f1¡c.oo: --

Q b 

~\GURA LI 

{,.\M) Con5idere~ ohoro el coi¡un-h:> de -fixJO"S las 

funcion~ a:>ni(nU01cs )C.lt) '50bre el· intento lo -
real [o,b] con el on::ten ~1, e; decir, 

· -.e <Y ;j y 'SÓio -r-i w.t-4.:.) ~ 'r'lt:) ~ *.' [o,b} 
de e-s.fo -tormo S es un e11poc.io de Ric<s i. 

tn es+e . caso, s1 
de.rinido 

• J 
-f'cJncton 



¡ 

'll.t:):. rrlG~ \ 'IC lt), l?tl} ~ 

Q b 

'TEOREMA l·b 

e;, E es un espacio "ec:fonol e>~enodo (/ · ~.~E E, 
enionc:ec;1 f v~ e><\bie e:i E -si L/ '$Ólo •i -
.f t\~ eic\.iite en E y odemo'S : 

.f v~ + f /\~ ::. f -t'~ 

1 . ' I -rambicn : 
'iUp ('1<-tA) : (.f .. K) 'I (~-tte) ':. {-¡) 'I l-~) 

"+ -sup A : - .f -~ + f v~ 

pero c>o.- et Lema 1.2 ta) ~ 

'M -t <;up A :: 'SU() {,c.+ A) 

"º" to .\-o n+o : .... 6) 



Onoro
1 

~upor'l~omos que .fv~ ex\s+e / -;, h es una 
e.oto csoperio.- de A , - n ·es coto Ín{ev- \or de 

.. A: 4-+,-~~ (1eorc:mo f.l:i t~)). 
Enfonce-s, -si h = fv~ ex\-s+e / -h = t-.f) A(-¡) e"'i-s+e 
y como de 61) csobemot¡ ~ue (-«<) v (-.f) e><'ls+e / implico 

Cif CJe f "'& e>eis+e y o0en-Óc; 

- ( .f /\~) = ( -.f} v (-<a) qve isu-s+Hu\'e odo en ® -.e 

obhene: 

Mostrnrernos ohoro, c;¡ve cada ele men-to de un e~ 

()Oc'lo de Hie-s~ ~uede repre~entone como lo di-
ferenc"io de clos elemen+o'i pos.Hi\IO~. 

OES:lllJlClON l. fi 

Para coolquier .f € E espacio de Ries:i, el elemen
to: 

ft= .fvo e:. lbmodo ~ la por+e p05Hi\Jo / el ele-

men.fo: 

.r·:: (--í')vo = (-+)+ e~ llamaclo, la porfe ne¡o-li

vo, t..¡ el elemen-fc : 

l.f 1 = .r v (- .(:) e~ tia modo / el valor o bsolu+o do l -

ele'11en+o .f . 

t>e lo a..,te .. ;o.-
.f G E 

I 
quier 
-'Ívos y que 

. . ' . d4.f1n1clo,.. .¡e ~u¡ue 

lo& elernenfos. .f1, 

.f~f+~t.fl 

que pava c.uol • -
.f - l.f l -son (:>OSi-

' 



.1 ·' + -1 •• "f'Omb•en, 1 es el elernen•o pos1+avo 
ño t;¡oe es m:Ayor o ic¡ual que .r. 

5i .r, E', entonce~ : .r+ = .f' 
que. - .r € E - / en+o.,ces : 
+o: l.f'I :.+. 

y en 
;-=o 

!nver'SOmen+e, 'S1 .r · =o / en-i-once'S 
de donde f' ,, o . 

el coso de 

y por +on-

-.f ~o 

Fn (o~ e~paeios ele Riesl funcionales mencionodos 

en el ejemplo l.~ lil), (A.U) / los e\ementos : .f',~ 

f"' ir l .f 1 -son fOnc'lone-s las OJO les son cons-lru 1-
1o'S de fo csi~uienfe .formo : ("c:r f1c¡ur-a L ':?>) • 

fi f :H) 90m todo i en dOncie fH)t;o --
p::iro iodo i en doric:te -íH) <o 

( ~:) pom ~ t en dOnde fti) ).O -r · --
paro fodo i en donde .fli) ~ o 

1 .f 1 -:: l f (·U 1 pon:> iOdo t . 

• 
28 



¡ o\ 
-t--r+----··-

b-

f•(l) 

t t 

b 

En el escxicao de Ries:i rq'\ poro CCJ1'Sfroir lo -

parte pos'rt'l"o (necptivo) de cúOIQuier elemento .. 
.f / e, necesorto reemplo:aor -lodos fas coordena 
dacs ne~o-\\"as por cer-os ( todqi¡ los coorde nodos 
pa;Hivo'S por ceros 'f t~ nei¡o-li'las por isu valor .. 
absolu-to ), ~airo obfener l.fl es neces::>rio reemplo
ior ~040 la~ coordenados por .¡u \'Olor absoluio. 

Al~"Jr'k)S 

cios de:: 
c¡\~uiet1~ 

cte las on:>c:úectodes etemertfole~ de los ec(>Cl
R\e$.¡ ise enuncian y dem~tn::oi en los 
iecnmo~. 



TEOREMA l.T 

S'ec:.\ E un ~pocÍo de Ri~a, f,<6, h € E, °'•\'e. l'R. 

(o) (.fv~)+h = l-í.,.n)v l~+h) 

t b) ( .f" ~) + h :: l+ + h) f\ t ~~ h) 

le:) - {.f"~) :. l-f)\/ l-~) 

(d) s.· J. 7, o ·. ot.f "°''8 :. o( l +v¡) 
~-r l\G4~ =o( (.f/\<g} 

te) -= .r .. ~ + l.f-<g' 
: .f-l~ - l.f-~l 

tf > r , = r+ - f- 1 

lc¡1 l.fl = .r+..- .r-

( h ) .r+ " f - = l + l 

(\) lotfl: latll-"1 

~k) 1.r ... ¡1 ~ l.fl ~ \¡\ . 

Oem01)f-mc°ic:n: 

lo), (b), {e) '-y (d) llº han -s"9o probados en el Le-

Mc.\ •·'Z en un coso ~ ~enero\ 

'º 



(e): ( f +e¡) ... '.f- ~ 1 : (f +~) + (.f-l') V (+~-+} 

- '2.fv 2cs-:: 2(-rv~) -b . J mbten: 

tf+'i) ... l.f-¡ l : {ft~) - [ (.f-4i) V {~··fl] 

= {++i) + ~-f+'i) " t-c¡ .. .f)) 
-:;, 2~ " 2 i = 2(.f/\~). 

(+): ++.r·:: .f + (-+)v o = o~ f = .r+ 
(~): r .... .r- :: (f +.r- )+ .r· POr (.f) / - .... 2.f- :.f+2[-fvo] -

- .f+ (-'2.f)vo -
- -f V .f -
... 

' .f 1 -

lh): .f+ -f.+- :. (.rvo) + (-.f"o) 

= [l.rvo),. (-.n] v [(.fvo)_.o} 

: [O V (-.f)] V [.r V o) 
= .r· ".f ... 

y utondo (~) 1 '\e ob+iene : 

f+v.r-:: 1+1. 

( i) : fbr et .feorema •·<o 
1 
"ª .f.iene ~ 

f l\c¡ : f -t '¡ .. f V~ 

f : .f 1 I i : f- I 

"°'" fonf.o / 'St ~ace~ 
ob.f.ene~ •• 

.'. ,,, 



r t /\ .r • -- r+ .._ ,.. - - ( r-t V f-) lh) ( \ 
" T ,. "' usanclo 'I 'i J •• 

: '.f l - \.f \ = o . 

( l \ : e;; o( ,, o : 
f.t..fl = o<.f" ... ,.t..f : p( (..fv--t) = al. I+ 1 

pero <Si ol. <.o : 

l~.f( : oi( V -ot..f : -.J.f V- (-ol+): -o( (.fv-.f) 

= -..< t+I 
de doncje

1 to1.fl = \ot.I l+ 1 . 

(k): Como .f+ ~ .f ~ ~+ 7,,<& tenem05 que 

.r-+ t~t .,.,, .f ... ~ 

.f++~+ ~,o / en1onces : 

...... U) 

Otiof"'O, haciendo .f: .. .f ~ <i: -~ por ( 1) obfe-

nemO'i: 
- .f + .. ... ~.. ~ (- .f - i } + 

-fi .+ ... ~i :: -f \1 0 + -~V 0 : .f-+tg• 

t- .r -<t ) t : t- .r -r¡ > v º ':. - t ·Hc¡) v º = H+¡ r 
cte. donoe, f . +~- $ l -Í ·HJ ) .. , . . .. ( 'i) 

'iumanoo ( ') ~ (2) 
1 

ob+enemoc¡, 

r .. + r- .. ~t + <A.. ~... ( .f -+¡)+ + ( .r .. ¡ )-
~ ~ el inelso (t.¡) : 

l ~ l ... le¡' .,,.. l f +~ 1 • 



Lo porte ( f) del -feoremo on+erior-- n~ ho 010~ -

+ro do 

Plies ~ 
que codo elemento cte un espacio cie 

~uede c;er- rePre'5entado como la dÍfe_ . 
rene to oe do-s ele mento<s po~H·i"~ .fi' y .r-. 

. " rept""e-sen+octo.i no e:-r. 
I , 
un•co 1 e loro mente J e-s-fa 

en vi$iQ de esfo veomoc¡ el .. &iu"1eri+e -f.eDr-emo " 

.f = ~ .- h en olonde o 1- r E-t en+oncecs, 0 I rl 11:.. I 

r+ ~ ~ cr r· ~ h 

Como ~::: f~h 7, f' y +omb1~n ~~º 1 
tenemos -

t;tue : 
<6 71 .{'y o = .f t 

Onót~omen-\e 1 h-:: -.r + ~ .,,. - ~ .., 7,0 

o 1eo h ~ -f "o ele. donde \, ~ .f .. 

E un es~cio de Ríes~ / As.e es 
, 

501\dO 

\.fl~lil y 
. 

'$1 

La • ie . , 1n n:ecx:.aon de c:onjun-fos ~tidos e-!. .Óliolo . 

Ci¡ A= E I el con jun+o { ¡ J ~ .fe A .+ . l~\~14=1 ~ 
' . , . .. 

que inclvqe e'!t '50\ldo I es el isohdo mo-r. pequeño Q 

A I llotno.do el '. A Ct:KGO 4'Óltdo de . 

H 

·'· 



Ahoro / vamos o demosfrar que c:.ada espacio de 

R\es2 E e4S una b+i-a di'5fr1bo+i"a 

LEMA I·"! 

.4.).- .r+ = V 1 .... I 

.c,I. 

(.4.) +t= .f vo -= (V -Ío1) Y o -:. V .f.t vo 
.tet °'' I 

-= V f ~ .e 
.tEI 

lbro lo parfe ( ü) , 5e SÍtiue de : 

qve -f' - :5. f.t ... 
~E E es -fot qc..e 

'Enicnc:es' .. ~ ~ - t - I 
C> 

poro ol~o .< € 1. . 

cg ~ f.t- ll"'I. 

~'50ndo QI -supr-emo en om~ miembr-,:)S (la e,,.ísiet) 
cica de dicl-\o 'SUC>t''en-tO que:t:a ¡omnii2000 pa (.\)) / 
etbtenemot.: 

V (~+ -~) ~ V f.t 
~€1 ~El 

14 



de donde 

• . . 

T6oqE.N\A l • ~ 

-g ?,. - .r- o blen 

Todo e~pa.cio de 
definidas para Riecs~ '50-fi~f'Oce 105 letw'es dis-fr-ibofi"as 

lotices. 

Demostrnremos 
~oe : 

f = ~up { f.t ~ e~&"+e / entone~ 

f - >< : ~up ( .f.c • K ) 

Ulando el femo onfe.-íor 

( .f-x r = "'f r (f~ .,.r] 
lema 1.-z. (b) ¡ ob.fenemo, 

o bien 
- (f. ") - " ~up [- ( r~ - ~ r 1 

U-x) 11 O = ~up [ <to1-><) 11_ o] 
1Umclndo M , nos quedo 

+" >< = "ºP [l-ti-x) "o 1 + ~ 

.f" )( :: ~u p [ .f.c /\ 'K] • 

. 
!15 

' . . 



bos e\emenios f, ~ € t 
ce que -son a·¡enos en 

espacio de ~ies:z se c:Ai

el orden (o -ajenos) 'Si 

en sim bo\o-s 

· l>n el emenfo .f E E se d'tce que es o-ajeno del 

con¡unto f 1 c. E. -s1 tli ~<!€.E, 

finolmenie, dos conjuntos E,~ E2 'SOn o-a¡enos 'SI 

.f J.~ -'el -re: E. / ~E Ez ¡ en simbolos E, J.. E2. 

De lo definicaoo an-terior ese ·~m¡ue que + l .f 

.f :: O / de donde dos c.on\uo+os 

aienos en el on::len puede~ .+ener un elemen-+o en 
I 

comun , es deci r¡ el <:ero . 



'2. COtJVEP.GE~CI~ EN ESPACIOS DE RIES"t. 

En es-fe cop:.fulo c:;e definen 

"er~ enero en es-fes espacios 

e>ás+en+e en .. re ellos, lo c.ual 

concepto de espacio de Ries.i 

dos -lipes oe oot'J 
. , 

l( lo cetocaon -

V'\OS ll e'JO O 1 .. 

r~ular: 

En la definiciÓ-, de con"enaencio se roro' 
. . , 

uso de lo t¡ene rol1.'.'loc1on del conceo-lo de 
sucesión / es decir / ''ºvrn mos direcci~ (o -

red) o uno función de.finido en un c.oniunio 
diric¡iao con valores en un esC'C)GÍo ~arcio! 

men.f.e ortienoclo / e" V\Uesh'O coso es(Xlc.\os de 

Aies~. 

En los 

º'°º 
ombos 

ilus-hbr 

demos-fmc.iones de es.fe cop
1
1-lulo se 

orbifmriomente c.on¡un-+os di rit¡idos en 

~en-fidos, esfo con el ob¡e-.o de 

fo Oefinic1Ón de conve~enc.ia. 



I C0t.JVER6E~CIA EN EL ORDEt.J. 

GeneroJ 01~rrfe, ise in-ht:doce el concepfo de con\Je'"'i en -
do en el or-cten en uno loiÍ'l cAe uno .p:>rmo -
no-furo\. 

DEl=lt..l!C\Ol.J · 2. l 

Una c;uces~n ''><n ~ de elemerrlos de uno lo1' Íe: A 
I 

-se dice q1...e COO\le~e en el orden ~I 11m1f-e )(. 6 A 
si e"·,-s+en des -sucesiones mon6to11os de elenienios de 

A, uno crecien-fe 4 t..ln ~ 4 uno dec~·1enk Í ln ~ tal -
t;tue: 

l) x = Ín.f ln = c;of) 'tn 

z) 

lo c.ool denoiorerno$ 

o bien, 

TEoREMA 2.1 

(o) 
'l(r\ - )( 

><.-::. lim Xrt 
(.e) 

n.:11'21 •••• 

La ~oces~ ~ ><n ~ conven¡e o 'j( E A -si tl ~lo si / 

1'<: sop "ICn c.recien+e 

o 
decrecienfe 

Demo~ .. roción : 
e lo) 
">~nb"S primero ~" - ~ './ "><n c.ca:.ien+e., 

de lo -torncindo bo; 'Sucesiones ~Yn ~ , ~ ~n ~ 



derínici~n onterior / en-tooces. lri ,., xrn paro rn, n 
orbiiro..-ios tJ c.omo x = inr =tn ese ..fiene c;¡ve 

>< .,, Xrn V. m , por o-ft0 lodO / -;.\ el elemen.fo u es 

-fa\ que u ,., ><..,... lJ m / en-tcnces U ~, Y.,.. >J m ~ 
I 

Q'S 1 u?, ')( / de donde '>' = sup Xn . 

<iop~rno~ ahoro que ~ Xn ~ e~ cc-ecienie ~ ~ue 

)( : Súp Xra I naciendo l,, = X ~ I'\ fe. l/n -:: Xn 
1 

.¡e 

' Oh-tienen do-5 'Weesiones ..-nonó--loroc; ~ue c::u~len la 
• • , ..i__ • (.o') 

defm.c1on On"lC'l"COr I C1e donde ')(" - )( • 

Es-to definicióo que nema"S dldo de con"~enc.o 
en el orden puede -ser exiendic.b a direcciones 
arb'airnrio-s de elemen-tos de ono lot:;i 

Decimos que la dirección Í ')C.11( ~ 

cierne)' "51 r/., ~ciiz . amplíen 

OEC:ll.llClOf.J 2. 2 

es cn!Cien+e (decre -
')(.e, !: ')(.ella l ")C..c, .,,, ")(.o(c 1 

Uro d;re:c.iÓn 4 ~ ~.<E I> de elemen-fos de uno l<!_ 

.¡.t'• A eonven¡e en el orden al limi.\e x E.A 1 

( 
(.o) • ) • • • • 

~ - )( / o ~: (..o)-l..im "-" 'Sl elC.,sien d•re~~ 

Oe5 ~"' ~,(8 / l l, ~\'' r d&:r"eciente y creden-le 

respec-tiva mente que 'SOiis.rocen~ 

,., 



t) ~= Ín.f \J ~ = -sup ~ r 

2) Paro ~ € B I ~ € r ex.\,1e ola €.o tal que 

~osoiros Uarrn remos o ~ l.J~ ~ ~ ~ 1\' ~ direcciones -
de conden450e\Ón super-íor- e ín.rerior de ~'!-.A\ respec 
+ ivomenie . 

, 
Ona~omenfe _ol 1eoremo "2.\ -se puede es-lobl~er l.( 

prot::ar lo rrnsrYn ~oivalenct0 de con"e"°6enco en 
el orden : 

'TEOAEW\ A 2. '2 

~ Y.J. <, ot' D 
(o) • I 

')t. SI ti C::Olo ~, 

~= -sop )(. ot pottl 'Xcl ere: ierife 
. 

dec~ienie 'lit: 10.f )( aC poro '>t.<, 

A \t¡unafi de \as prt:lpteO:l~ 
. ' cto en el on:ten oooio¡os 

h"mites "SOn : 

I t 

to~ IC.OS de con"en¡en -
o la-s de -feor-(Q de 

PMFOS\Cl~ 'Z· l 

(a) S\ ~>'-e~ 4 4 'l.J.' ~ 

nes -similo~ (es decir; 1ieoneri el mt<imo 

40 



. +o ' • ) COOJOO de 1 nd ICe'S I don('je 
(o) 

'><.< ')(. I 

' (.o) • 
')("' - )( \f ti. E. D , e ntoncec; 

')(. < ')(.' - . 
D ' I emosfroc1on : 

Considerando (as d;O?Ceiones de c.onden<SOcÍÓV\ sope -

rior paro ~ ><..<' \ e inferior" poro ~ ~°' ~ 
1 

'S'aln 

~ 'ff>
1 

\(3E.8 'Ü ~ l~ ~ ~ ~ p die~<; di.-eccione'i I '5e fÍene 

a 8 · ' .J_ , ,.ue par-o (3 ~ 1 exl-ste "'º ICll que ')(.l ~ t,>~ e;.. 

o( ?,alo' i tombie'n paro tf € r' e>e.is-*e -<e -fa• que 

i! k' ~ X.-t <. ')(~ ~ lJ (' es-to es, ... 

ir~ yf PQfb ~E.1\ ~E.B orbi-tror1os 
1 

enionces 

'SUP :Z't in.re.Ji bien, )(. ~ ')(. 
1 

< o . .... 

{b) e;¡ uno dÍrex.~n 4 ~ \a1ED 
on:Jen a\ IÍmÍie 

conve"ie en el -
I • 

>< , enionce:s, esie llm1+e e-s , . 
OOICO. 

1>emorimé!Ón : 
)4 wponemos que e)(.is-le 

to) , que ")(.., ___. )(. 
1 

~ el tncáso on.feY;or / como ""al~ {'.) 
es dec:.\r ')(. = ')( 1 • 

41 



En una lafi~ comc:>le-to de Dede l::ind ~e puede . 
in-

trt:ducir el Concepto ae Limite o;uper-ior- e inferiot" -
paro direcciones de 10 sic¡uienie manero: 

<;eo 1t 'IC,t ~o<f b. una direccio'n oe elemenfos de la -

lo-f í :¡_ completo de Dede ~ i nd A t.¡ ~o~a mos que 

~ )(" ~°'''°'º e-:; aco-lodo . En.fonces.1 ~ro cado al ?1rJo 

se de.finen los e\emen-fos : 

Yot = V><~ , l. rJ. :: /\. ")( ~ 
~'7,1( 

(3 ""°' 
Es clart> 4 ~°' ~ , • I 

dec rec ien-fe que es Uf\O d1rec:c.1on 

4 2o1 ~ crecienie / en-tone.es • • • I 
~ <4tJe es por de.f1n1c.1on ~ 

' 
Lim ')(.o( - /\ l.( o( -

lim ')(."" - V :Z°' -

de donde -Li.m ")(.t ~ Llrn ')(. .t 

0-\m coroc:feré~ac.ión de convef?jencio en el Orden 

que ol~uno~ ~r(!K -l-orn:ln e.orno C:te.ríoiclo'n es 
lo ,;i~oienie 



PROPoS&Ct0"6 2 ·'2 

~ x" ~ "'"D conve~e en el on:Jen o "' E A 
/ 

lo-f (-¡ -
Comple-fo de Dedet:.incJ «SÍ y 'iélo .. ¡ 

/\ V l<¡i = lírn 'X"-:: x = Li,..,., x,. = \} Ax~ 
-

" ~~~ - " ~,,. 
DemosirtlcíÓn : 

Si '!illponerros X"' ~ x en el 'SenficAo ele b 

de.rinici.;., z ·Z , e><Ís-len direccione<;; ~ IJ11~ 1 ~ ~\' \ 

-!ni Que YI' l x , i!'~ t x '/ odem&; : 

en-fo ne~ 

en donde 

%'\4 s i?-< ~ ~"" ~ Yp 

Z.t = /\ ~ t 
~~o( 

u V y 
Tcil = p7,o( ~ 

Pf:rt> ~ t X I \'_, ~ '\e I e"S det:ir 

~== 'SOp ~,l - " /\ lk& - .e \'~el( 

~= in.r Y.,, - /\ V ~~ - ,¡. 
~~-

-Ohom, . 
1im 

$1 -.oponemos que 
'><.e = 

'41 

x = lim '<_. 

] 
;:"~ 

.,, 



en-f-onces es claro <;\ue l/<1- ~ t,¡. son los d1rec-
• I • • .. ' 

Clones de COndeO'S)CfOíl poro lo def1nlCl(W) '2·2 · 

~osia onoro , '1.emos intrnduc.ido el concepro de cora
venaencio en el orden fOl'"O la+cé:es orbi·horioc; 
t¡ ª.'~uras de c¡¡;uc; e:tui~tencias > 'leamos ~horo los 
prcp1edodes 'Suptemeniortos de conve"ierc1a en el 
Orden que po.¡;een los e-;poctos de Ríes~. 

I • ..1. I es bos te.o en lo ,eor1a 

LEMA 2.1 

. 
'')(o( ~ ot ~ ll 
de Ríes~ 

con"~ e en el orden en el e<spac.IO -
' I k -S\ ~ ~lo SI 

Llrn \ "--' - '>'@o\ :: O 

t;¡ t;uponen--os ~ue 

como 

~e ·Hene que -
Um \ ')(" - 'X ,, \ ~ lim \ ~~-')( \ + lim \ ,r;-')(f \ : O 

Ohom, pom pt0l:or lo irweriso : 

<)ea ~ X,t \ uno di..-ecck:>n en k -\-al que -Lim 1~11L-Xf!\ =o 

44 



der;f'IOmos 

U(~): sop '><~ { consideromos ohoro 

-''' 
V(~) :: 

. 
anr ')(o( 

ol~~ 

PCltb c.omple-for- lo pueba debemos rnosi.-or 

haciendo 

de do'lde es e loro que 

X.e-')(~ ~ 1 Xot - XC' \ ~ r {'t) 
, 

O'St I )(o< ~ r ( ~) + 'K \3 

u ( 't) = -sup xoe. / se +iene : 
.l s 't 

-lanibién . 
lr(\') = 1nf ';(, 

fl$~ 

de donde: 
U{") ~ r('t) +-U-{\") 

a hora por ohc lado 
I -

lim X°' = lÍm U ('t) 

~ ltm { r(\") + \S'('t)) 

46 
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E5 deci.- -Lirn ~t.( ~ Lim r {'C) + lim 'U'('() 

-
peío Urn r l't) :-. Lim \ Y..ot· ""' \ -:: O 

f.c. Um \í{'<') = \)wn '/..,¡. -
por ~on~o 

es decir, 

Cualquier direcc\Ón ~ ')(.-' ~.lE.b .\o\ ~ue 

li m l '><..t - ')l.~ \ : O 

se dice gue es de (.ocJCh~ en e\ on:len en 

". 
L'E.tJ\A '2.Z 

lo dirección ~ ~ ~"'A con'le"'de o cem en K ~ ·, 
'l ~lo -s \ e"\s.\en ccn \uri-l-<>S U, \N -\-o.\ ~ue 

\) V VI-::. (\U - o .. 
'Z) W ec; d

0

1r&~\do t u . . . \ 
' 

d1nc¡,do 

~) Dado uf. U Ye. "lf'f.. w el(\~-te ottu 1"\S')4:.. b. 

~' que '\f ~ ~...< 5 u. ..-;\ , o(. s .t tu ,v) 



· Demos.\roc iC:n : 

S'upon~or?lOS. pr1'me'o <;fUe '>'°' ~ o 

<\e.o"' lJ : 4 ~up ~ ~" ~ ~ 
ol ~ {J 

W= l ªn.r ~~~ \ 
,H~ 

en-for"ICes es cloro que U l O 
1 

W t O poro e\ 

(>Umo '3: 

Si UE U =t> u = s°" ~ )("' ~ 
cit~ p. 

. 
=~ w:: Ín.f 4~.c~ SI WE.W 

.. u (3i. 

~ se .f\ene Clue, W<~ 'S 1 .l S ~z 

u -, ")(."' 'S' -' ~ ~· 
de donde, 

• w <.)(.<:.u "St .,¿ ~ f 

donde ~ 5 f• I 
~· ~ ~,_ 40 que ~·· ~¡ ~ o. ~ 

Rll"b lo ~unc:b ~rfe, si ~ ~ ~.&€b es uno direccio'n 

en k -t-ol ~ue eK\'S-len ccn¡un-tos u, w -toles que 
c.ornplen a, 2, 3 / en.fonc~ c.umple con lo'i condic.io
nes de C.Ot'\\Je"'ienc.\o en el OV'den en ~-=o . 

Uro de los propiedodec::; de lo COt\ver-'aencia en el 
orden ~ue ucsaremos posieriorrnente e; : 

4T .. 



PRO~SIGION '2. '3 (o) 

e;¡ ~'K.< ~ conve'11e en el orden o xE:K 

~~~ c.on\lerc¡e en el orden o x' € K 

fn-tonces, ~ ~dd "X; ~ c.onver'ie en el orden 

O l x+ x.') f K. 

t>e mos-froci~n . · 

Por hipotesis,, portl ar"biirnrio~ 

al.o, r:J0 ' E. tl 4ol que 

'2~ < ")(..,e ~ '-'r el. ..,,, °'b .. 
I ' < 't. ' l~ < ')(.o(' J. .,, clb ... - r' 

donde 
i~ t ')(. ~~' t -,(, ' 

' 
\{V ~ ')t. 

' f./~, l"' 

~ por o~ro lodo / u'SOndo Lemo t. 2 

inf ( llr"' \./'t' ) = \(°"X 1 

'f._rt' 

'iUP ( "l(J ~ ?.~) = -.<.-+ ')(. 1 

f,(J' lo) 
Y..+x.' por -tanto, l 'X.ot ~ Y.J.

1 
) 



(b) Si (o) 
')(.°' - ',( , en-to nces 

por-o arbi·korio ). (eCicolor) . 
. I 

Demos1racton 
'Por hi~ies.1s , poro 
-lol c;¡ue, 

enfonces 
I 

$1 ).. ?,() 

Xi~ ~ ).. ')(.( s 1 ~t 
y además, uo;ando Lema , , '2 

tn.f ( ).. ""~ ) :: }.. in.r"'~ 
't 't 

"SU Cl (). ~ ~) = 
~ 

A sup ~(i 

\J .1 ?, o(D 

pero por hipÓ-f~as ~r ~ x. , ª• t x. 

por -fon-fo, l. Yl' l )..>'- te. A ~(I t lx. 

En el oht> caso / ~\ A. <.o 

"A ~ 'C' s }. )(.t ~ ).. '.l (1 

. (J -fonibién ~or Lemo \.'2. 

Ín.f {). 't'r): l c&up ~.'t :: ~ )(. 
~ ~ 

sup (l.~,)= A. in+ ~ra= \.x 
p ' de donde, 
). "a(tA ~~ ~'X 



(e) S( 
(.o) 

"><.< - ")(. 

'K, --..' E K enionces 

Demostroc;~ . 

• (o) 
~-")(.· con 

Por hipcHesis se .fiene lo mismo que en (a), de 

donde: 

2'3 'lt.~1 $ )(.cV '>'~• :f 4\4Vl/~' 

Poro fodo J >, 80 

<¡ usando nuevamente el Lema 1.2. 

io.r r l./~ " !./~ l : ·,~ .r l./'t " ¡~ f t¡~. 
\",\'' ~ ' 

1 

sup 1~ \J sup ~,. 
~ f 

--
de donde 

t) 

2) 

... 

enionc~ ·. 

+ (o) 
')( .. __....... "')(.t 

- (o) 
")(..t ___... '\(,. 



~) l "XQ\ l (o) 
\x l -

En e.rec:to, 

1) 'X t -
')(.o\ " o 

. (o) 
")(.'J' o = ')(."'" '.l. - -

(- -,( ... )t (o) t -2) ~- = ... (- ')() -:: ')( 

'3) 1 x.,. \ = t - {o) 
)(.-t "' ..¿ - \ )( \ . ")(."' + X.,( -

(e) <; i 1 ')(.o( l (.o) • O , en-to nces ~ 
(o) 

o -
En efec.:fo, SI \ \ (a) 

')(.." - o e)(.\~fe uno dire-
. ' 

Y" L o -lal \~\ ~ \l/~l \J el. CClon que,, 

~ero - lf cA. 1 O l/ -se ~iene, 

de donde1 

(o) 

'><..~ - o . 

(f) Uno 

que 

. . , 
condcccon 

(o) 

necec;orÍo y g,.ricienie coro 
lo) 

es que l ~ - ')C.\ ___... O ~ ----. "' 
Demostroci~ . 

S4 'SUpooemos f:ltJe 
lo) ----o 

l ~ - ')( l ~ o entonces 

de donde, 

(.o\ • O °" ~ 

Gl 



Onoro, si c:;uponernos (.o) 

'><J. - ')(. 

+ambien 
(o) -

de donde 
lo) 

l'><oc-)(.\ - o 

I 

4 ociemos 

en+onc.e-s 

Demos-tracl~. 

I 

(o) 
- x' 

5Í ')l,)penemos 9ue Í<gual ~ue en el inciso ( b) 

c;e demuesho que 
to) --

en-lonces 
(o) \ l ')(o1. I /\ \'>C.~\ • \" \ " \ "' 

como ' ""' \ /\ \ -xl \ -::: o 
en .. onc.e> -\-ombién, 

\-,(.\ "1~·\ -.:. o 
de don<ie / 



11 ESPACIOS DE RlESl ARQUlU\l0lAN05. 

El o><\omo ele At"'Qu:medes ion bien conocido pa-
ro f"'IUMeros reales / puede forrnubvse poro un -' 

espxio de R\es.i arb'1trorio. 

OEl=ltJ LClOl\J 'l.?> 
Un espaclo de Rie"i~ es llamado Arqu\mídia -
no -si poro I~ 'K € ~ / -tates '-l"e 'le. ?,o ~ el -
con juo+o ~ n 'l' ~ e«S oc otado / c;e "i' ·,¡ue -

n::.1,:t, .... 

~ue ')(.:o. 

Todo; l~ ec:;poc ios 

e¡empto \. ~ son 
e-.:>~c'lo de R\es~ 

'S 'u¡u ien .fe : 

de Ries~ mos·hoctos en el -
Arquimidla.oos / oo eiernp\o de 

<_lue no es Arqoimidiono e-s e\ 

ElEW\PLO 2 • \ 
<;'eo k el espoc.io \R? con tatS operoc',ones otc¡ebro\-

cas U'SUO \es pen> con el orden -;\~uien-4-e : 

X<.'i donde ""= ("•1,c2) 1 4-:. l~ .• ~t.) 
. 

t; l 

o bien 

en~onces 

se -tiene 

( "'l, q2 ar-bi-tror~os) 

pe"'° " a <. 'l z 

"::(o,•) fr.. y: (\ 10) 

~ o::.t,""z.1 ..... 

"1 

i:: 



Qlc¡unas con-;ecuencios ctel owiorno de An;¡uÍmedes 
'SOn: 

PPaoPoSICIO~ . 2.4 , 

c:;m k un espacio de R1es'l Arquimidiano 
( ) e;,· ª· lJ n:. 1, 21 ... · / en-fonc.es ")( ~o 

con-o n xt = n ('Je"º) : nx " o = (n><)+ 
4ie ~iene que, 

n xt :: (nx)t ~ "1>+ 
en-fonc~" ')(-t = O 

por -fan~o, x ~o 

( b). Si }..: sup l.7 

f.c X ">,o / en-fonces, 

{ °>l.":: in.r }..;¡ x) . 

Como 
en-l-onces 

' un orbifrorio n -se pua:te encon+t0r ~ 

).-, ¡¡ )..- ~ , en.fonces (>-- ~ 1 x s Y 

de donde 43e ~~ue <llJe, " (}..)(-y) ~ ')C , ~ n 

Usancto (Q) ese .f.iene, A)(.-Y so o bien, ).<it ~Y 

En el caso de }.: Ínf l l -;e Pn:>ce<:le onÓl"'io -
men-Je. 

'i4 



(e). Si h<n\ S 4 

Entonces 

(n = '• -z, ... ) 

O €. K 

Como ln-0 
' 

. . , , 
e><.1~.f-e uno suces1on de numen:>s 

p.n -l-ol que, 

\ }..n \ ~ }ln 'le. }J.n l O 

pem por (b) : 

además, 

de donde, 
\ (o) 
~., )(" -- -o 

1 lI COOVE RGEWCIA "'e; PEC10 A U~ P,E(;ULAOOP.. 

En un es~do oe RÍe:i:Z An;¡u;mtdiono . 
+rociuc.Ír el concepto de 

se puede in
º c.on\le!: r - con\le ~neto 

~encía con .-~pee.fo a un ne'dulodor. 

OEfU .. llClOf..1 i .4 

lo direa:aÓn \ ')(..,_ ~ou: A con"e~e ~-spe.c-to o un ne'iu

loctor ( ""' lr> • ')(. ) o 1 l~mi+e >C.~ k, 15¡ e)(is-t-e -

un elemento u e k ~ Uamodo r-a¡utodor de con -

\lel""~encio con la prt>t>iedod de que, >.l E 70 e"'~s+e, 

.10 E. A -~ol que / l "><., - )( \ S €u / porn o/. .,.., "º 



LEMA i:~ 

en+onces, 

Oemosiroc&c;n. 
• 

ci bs ~ucesaone~ 

y,.. ::. 'K "' t ~) u 

:zl'\ = )( - ( ~ ) u 

(.o) 

en donde u e: ~ + .\-o\ que V E70, e')(is~ 

r/0 € b. -\-al ~ue 

. 
e;\ conc.;1demmos ldn:::1,2, .... 

se -l-iene, -
l (o) 
-o 

de es-fa 

(o) ----o 

.fbt""rno 1 usando lo 

yt'l 
(a) .. ")(. 

.. , 
prt:,.:)OSIC Ión 2.3 

( Yn ~ ><) 

y anÓl°'Aomen-le lo) t 1? ... ' )() ln • ')(. 

'Por o+rt> lado / CDmo 

se -líene -EU ~ x.~-')( ~ EU . 
es decar, ')( - E u ~ "><oL ~ ")(. + E U 

. 
pero 'SI E= ! , el<.:,s-4-e olf'\ 

n 
-tal que 

X- ..l U ~ )(,,t. ~ "K-t L u ra ~ n 



o csea 

• 
es decir, (o) 

X,c - )(. 

Con el pro~do de esiablecer 
I 

necs se o..>mple et recaproco de 
bajo c¡t,1~ cond1c10-

ec;;-fe ú t+1 mo re
espec1ol oe es~ su Hoclo, posemos o 'Jer un -f ipo 

et~ de Riesz. 

1 IV ESPAC\05 OE RlESi REGULARES 

'Aecon::b rdo la • • I 

'·ª I 
c1e:;imos Oefanacaon c;iue un es-. 

Riec.;:z I>ede~ind 
. 

p-lC.lO de es complefo de "Sl co-
I 

lo es 0 
. 

Ri~-2 010 ta-+11: el e-spclCIO de \'< es 
I 

cr - completo Dedelind 
. 

-so be.en iunio de '5 \ coda no me -
-tiene 

, . 
Cbble 9-'Pn!?mo e l"fUYlO. 

DEflf.llClON ?.fO 

El e5JX.Cto de R;e;~ ( • comple4o de Dede kin:l k · 
es Uotw'Odo '1 espocio del .fipo noMernble '' .s, cado . 
sobc:.On¡unto acotado de elenien-loti o - o 1en~ pOr"" 

pares ~ dis-firrfo4S de cero es o lo m:is nomern
bte. 



DEt=INICIO~ 2.T 

5e dice c.;¡ue 'lo conve r~encia en el orcen e; es-fo -
ble en el espoc:&o de Riesi complero de 'Dedekind 

cr.i paro coda "iucesiÓn ')(., (o) o e"'-i$+e '~ ... ~ 
' de nomeros rea.les "4ol ~ue )...., - .+ ce y ode~ : 

to> o 

EtS clarn ~ue la conver~enc.o o.rdinorio en lPa es 
e-stable os1 como lo conven¡eoc10 en el orden en 
l'Rn. 

TEOAEMA '2.4 

En un e;p:lcto de Ríes~ Arquim\ciiono compleio 

de Dede l::lnd / la con\Jer-~ encio en el orden e-s 
es-table 5j ~ sólo si b con"engenc~ con ~<! 

lo con"e ngencao en el orc1en +o o u~ reau•adof" 

4$0C'l ~º"'º lente'i . 

Demos+mcoo 

Primero ~amos lo con"e"lencía en el orden 
es e~ble·. 

S~ \o) i . 
.. Xn - O entonces Tamb&én Xn )(n 

lo) 
-o 

(Xll'tl ol~una -SUC:~lJ-, ~ ~n ~ .fal ~ue Ao --++CD 

'1 pectemos 'SOpener que 1odo An)O 
I 

enfonces 

~ l.., h<n \ ~ es oc.o-teda / es dec u- , e)(is+e u«:. K -lol 

c_tue An l '><n \ < U 



Oe donde 

, 
Q«¡ 1 

El o-tro senf tdo de . 
c.onvergenc1os lo do el 

o 

la equ'1va lencio de las 

lema ~.~. 

fbro lo 'ieounda por"+e 1 ba<3-fo demosfl"'ar que 
lJ -

la con'len¡encia con respec-+o o un re~ulodor es 
esiable i en efecffl I SC )(,, ~ 0 ~e -llene -

~ue poro E?!= l• / }.0 )-z. ex~s~e ti. -lol t;¡.ue 

l )(n \ < E? U = l ~ ) U - lJ n / 1 o( 

como ~n )O 'le. }.,.. - .;.. J:> 
. l i~uol que e" lo prt-

mero por~e) / enionGes 

• 
e-s decir,. 

\ )l.n x., \ < _!_ U = € U 
).n 

tr) 
---- o 

por fonio lo conve"ienco con respec-fo o un -

r~o bdOf" es es-fa ble . 

'fhr fanfo 1 como Cf>Í ~uponel'J\m equivoleocio en·f~ .. 

COfNerc¡ericios / -+enemos con"e~encío ~-lo o un 
re'iu lodo r c¡ "°"' -fonio ~-fob'L l i dod . 



oer: ltJ IC \O"l '2.. s 
Un espacio 

dice que es 
de "Piie-s :z c.omp\e-fo de Dedetinct -se 

R~ufar si sa~is-roce · 

I 

') la c.on'lerc¿encio en e 1 orden es es1ab\e en e\ 
• I 

z.) Paro cada suces1on de etemen-toor:; 4xn ~ / 
• • J , 

Xn '!o , '><n €. K / e><.\s+e o~ra sucesion de nu-

meras reales ~ kn ~ / kn 70 +at i:tue lo suce - . 
~ ~o '><n C., es aco-iada . 

• I 
~lon 

Uno de (as propiedades lnJeresanfe; de los espacios 

de Rles:z recgu la res es : 

TEOREW\A 'Z. 4 

fn un espacio de R;esi r~ular. k, paro O'.ldo ~u -

cesiÓn '1 '><. .... ~ / '>'-n' K, se puede encontr-ar lo csoce-

-siÓo de nÚmen>s rea tes' ~ An ~ , >..n '"lo fa) que 
lo) o 

{A es-fo pn:>pÍedad , ~e le llama de on\quitación en -
e\ oraeo). 

Oemoc;-f.roc\Óo . 

Por lo r~u1orídad del espacto K / eK~sien / 
~ fn ~ 1 )An,O 'l.c y € K -lal ~ue. 

liln:1 1z, ..... 



>..n = J-'" J n 

se fierle ).n \ ')(n \ ~ l' /n) ~ 

por lerro '2. ~ 

(r) 

-- o 

"' 

O. 

Vn ::1,2, .... 



3. El ESPAC 10 DE OEFI~ lCIOf\1. 

Como se mencionó on-leriormen-le, una de las 
innovoc.ionec.; en la definición de Jo inte.qrol -

ec; la in1r'"C>ducciÓn de lo~ €spcx::ios de CJivision 
de l-lens.foc k 50bre un con ¡vn .. o o rbitro rio T. 

En es-fe cop~fulo se ~enen:ili20 el concep-to

de porfición usada en lo -1-eorío de Rie - -
monn / in-frt.>ciuciendo intervalos <ieneroliea-

dos c::;obre el ccniunio de definiciÓn T.1 has -

-fo ll~ar o fa definición de ,, espacio de 

división'' dado por '-lenstoc'=: eo ['=>] y Pr-'2 

bo.- al~unas propiedades de estos es(X)Cios 

con ol<Juros ejemplos . 



hJ1ERVALOS GENERAU1!ADOS 

omo se indicó ante.-iormenie, ne:esi-tomos o ut\ ~ 
'º ~enero\ T O:>mo espacio de def in ic i~ . 

ecesfiomos definí..- +ombién cier-.fos c.onjunio<i no "° -
\os 1: T , l\orrodos \n-fervolos ~eneroli.iodos y de -

o-torn::>-; a c;u .fomi lia por "'):. 
1 

es convenienie ClCdui r 

1 'locio de ~. 

Decimos c;\ue dos 
bpados si no 

en ambos. 

DEC:lt..llC\O"'i '3. l 

inier"a\OS 1,, 11. E. ~ -son no ·ha~ 

eiúsie 13 ~ 'X <_;¡ue ~1e c:.on-len\do -

UW'l conjun-\o l S 1" es un c.oniunto e\ementol -si L 

es un \nfer\/Olo o lo oniÓn finHo cie in+e""ªlos -
no -fr-n-slapoctos . 

Es G\oro qoe "5\ l., Li c¡on conjun-tos elemenia \ec; 
no -f~lo"°dos 1 en-ton~ 1., UL 2 -fombién &S un 
on\unto elemeniol . 

.DEl=lt..llC\ON ~ .'2. 

Uno div\fí.i~n O: t> { l) de un cai¡unio L ~ T / es , 
c.ualc;¡u·1er iniervolo o un numer-o ..finHo de -. , 
\nter\IO loe¡ no ;ro-s la podos con un'on L. 



Uno sub-{omHio "t, S 'X dÍ\IÍde L ~·, e><.\sfe uno 

división D ae L -tal c;¡ue O S. -;t, . En es-4e ca-so -

der-tmos que O \ttene de ~ •• 

Ut;o<llmeo-fe , paro definir una ·,nie~rol cAe .fH.) 1 l€ T 

eon respec1o o ft (I) , I € 'X ~ mú l~\p Ho:unos f' (1) 

por .f ("') / donde x es4Ó o~iodo can I de olr¡uvo fo!: 

Me\. Por e1emplo, .,,. p~ -ser un punto orbi+mr\c de 

I / de lo cerrodur'a de I / e~c. .. 

Paro ~eneroli~ar es-to idro, ~uponcoomos que o e.oda -

in~r'\/Ok:> I € ':t / le corresporde uno o YYÓ$ puntoi o~ 

dados x. / de es-fo formo consideramos o los (>O

res ortjenados. (I, ')(,) . 

Decimos que una familia e;,€ C1 di"ioe o L ~ T / 
si lo corresponaieme .fbmil\o -:;t, :. { ! : ll,)t) E. S \ 
di,ilae a L • 

Corro lo .forma de lo in~E:!fVlll que "º~ o de.finir 

r~uiere uno cor·Hculor Q,, posemos ohoro a def ~ 
• ' J rur e<s-tos ~queri mien4os bcisíc~ en nues4 ro -leo.-co. 



OE~ll\llC\OllJ ~ .4 

Q, es (:Ot"CÍol menie orde riodo 

siones , si dados e; , 1 e:;~ ~ 

den a L , en-lonces e'l(rs~e 

en e\ fien~Oc> óe loii divi -
O. , -\oles que ombos divi 

S
3 

f. O. <:lue di"\de o L 

~ confenido eri S, íl Sz • 

OECUJ lCIOtJ "?>. S 

a es adi..¡.¡"º 1 -s'1 coando 1enernos 

.\er"a\os no -lm'S la{>ados de "x, ~ 

de o l¡ *~E. ñ enfonc.es e~·,~-te 
1 

I,, 12., .... / In 1n

'it <;¡ € C1 di'V\ -

5 ~ (}., <:\ue di 

";de a 1, en doride 
n 

l= u 1;, 
&.:\ 

OEl=INICIO"' ;.~ 

C1 ~iene lo prt>Ptedod 

nemes 1,, lz., .... , In 

~' 
n 

c.ori .u 1~ :: 1 € 
&. ':I 

de 

" s ~ us· . " ":' . 

rest r\ccioo' .rs'l cuondO 

ele memos no -ho-s lo podos 

'X , "' s~ a, di'l\de 

.\e 

de 

O\ 

I 'i R¡ = ~ t 1, "') E S : 1 S l¡ ' 1 podemoc;> encon -

-4-mr- S¡, ~ ~¡ con s._€ 0. l/ S~ dividier00 o l._. 

Qhoro / ya es-tomos 

<;tve o lo pos-\"'e 

en pc;ib\\idad 
I 

se ro u ro de 

de de.finir \o 

tac;; de.rinictones 



lI ESPACIOS DIVISION, 

DE~I t.l IC\ON '3. l 

Decl mos que la .f ripte-lo 

Divi'S
0

1~n .;Í cumo\e las 
I 

l T, ~, C1) es un ewacio -

cua~ro eordiciones sicguien~e~: 

') Q, di'IÍde o -lodos lo-s con junios elementales / es 

decÍ('1 .\Jo 1 € "!;t , e~\sfe 5 € a, que di"¡de o l. 

2.) (}, es (Xlri:talmente ordenada en el seni\do de -

lofi d '" fs ionec;. 

3) CL es adi+iva 

4) O. tiene lo prop\ed:Jd . . ' de res-f r 1ccton • 

<;obre un es()Qcio Divisic5n , noso+rns "lomos o esta ble 

cef"' uno int~ml con okjunos prociecbdes arÓl~os o 

b in+e~rol de Hit:mann , pero on+es oe '\/er o.t~~n 

ejemc\o de espacios Div\t\\éo, protnremos olt¡AAnoS re: 
"Slll~ -bi~tes. 

Prime"3, -si L,, L ~on con¡on~ 

no 4»\ernpre poderva. enc:onimr 

Li ~ue no ~ -ln:isb<Xldo con 

L, Ul-i = L 

e\emerr\oles con L1 e LJ 
un con jon-lo eleroen .. a \ 

l, t.¡ -lo' ~ue 

Sin emto'l°, los c.ovi¡on-tcs porciole-; que vol"l'IO$ o -
definir / -tienen ~io f'rnpiedod . 

66 



OEi=t ... UClOM ~.'O 

Ut'\Q divi~ió.., part;ial c'i de un c.on¡onto e\emen-to\ L 

~ uno colec.c.ión de l € 'D / donde D es una divi<¡;\Ón 

b ( l) de l que viene de ot¡ún S E. ÜJ ~ue di..,íde a L. 

Un con¡unto p:ircia\ 

e\ementoc; 1. de 

L, oe L es \a un&~ de \0& -

uno ói...,\c¡;\~n portio\ de L 

Ob$ervomos que l ' L 1 et:. lo UV\ ¡¿., de los · 1 en 

D' el , ( 0 1 es lo di"isio~ parcia\ qoe da oríctevi o -

L, ). fntcnc.~, L,, L,\.., '5on c.onjun1~ f>Orc'°\ec¡; <./ -
. ' Un1on l... 

DE~l~lCl0"1 ~.~ 

Seon D, D' dos di'lisio.,es de un con\l.Jnto e\emen

-\o\ L • Decimos ~ue D' ~ O / ( t>' re.fino 'O ) / -s\ -

cado l E t> ec¡ la un~" .f\ni-\o de elemen-to'i 

l€D'. 

TEOREMA "."5. l 

<;eo (T,~,a,) 
. 

O Í\I i.is\Ón un espoclo 

(a) ')' L, es un Ca'\ tunto parci.o\ de L 'l 'i i 

'i €a, d\"iae a L / en-tonces 'S d·,"ide o L, • 

lb) t;¡ D e;, una cti'liit;iÓn de L que "iene de un 

5 e. (L Que di" 'de o L / entCW\c.es eKi'ite un s ""'E O. 
q1.Je di"ide a L / +ot «;\ue t>' ~o , paro e.oda -

dlvisw;n D' de L que °'llen<¡a de S ~ 

"T 



Oemo.i¡;fr-ociÓn : 

(o) <;eo 

dlv\siÓ.., 

L 1 el Con junto 

D, de L 
pan:ia\ que "tene de 

C'.omo CL -líe ne la proo iec:tad de r~-tricci&-t , 

R,-= \ tr.,~) ~ s o IS L, \ c:¡ue • es la resi ricciÓn de Sa 

L,' di"\de a l, I l/ por- tanto s ~ombic:'n. 

n 

lb) Como D = .U I~ '/ C1 iiene la p rq::>iectoci de 
\':.I 

res-trice.ion , s, 11¡:. 1 lJ, -w.) \ J ~ 1, ~ , el<.icste S¡ ~ R~ 

<;¡ue divide a I~ / poftl toda le. ñ , pero 
n 

+ª"ª , e"is-\e S"' S . U Si. C:¡c.Je divide o 
c.:.1 

O. es odi 
n -

D =- .U Ic. , 
':, 

por- ·fonfo divide o L 1( por cons-lrucc'1¿n c¡,1 t)' e'!. 

uno Cli\Jts\Ón de S"' 1 -se 4iene D' ~ D 0 

\/eo.mo~ a'1oro al~uno<i ejem~~ de espoc¡os de Divi -
, I 

S1on 

El E tJ\ PLO ':3. \ 

4Si '"T ec;; lo recio reo\, 'X la .romi\ia de lnier"a -

los [Q,b) cerrodos por lo i-zguiercb lJ obier.fos -

Por lo clerediQ 4 CL lo .fomilio ~ue <Se uso en lo 

in"te¡ro l o~inorio de '1ternonn con ptJntocs O'SOGi~ 

dos en e\ "olor m:nimo oe\ \n-ter"°''º en+ooces -
I I 

(.T/';t,C1) es un ec;pocio Oiv\siÓn. 



EltW\PL.O ~.2 

Sean 'O,O' óos oivisioVleS oe un con\onto elementCA\ L -

en un espoc'to ~enero' T de puntos . Si c.onisicsemrnos • 

que 'O' s D como en lo de.{'inicí6n :,.q ~ .rr.i ()., ~-to 
.fOrn"\000 óe aquel\oS 5 lf únicaMerliC aquellos poro 

\os eoo\e; e-.<.\ste uno di"\s\Ón D de un c:onjut"do elE! 

mentol L / iol '=lue -\odo O' di'lisi~ de L con 1Y ~ D 

viene de 5 , de es-\o .formo se ob+iene lo inte¡ro · -

c\Ón de Moore - Pollard • 

En . . . ' . I€ 'X úr'I KPOClO D1Vl'i\On CS.\ 1 
decimo~ ~ue un 10 

' 
4-ervalo 1~1 es U(l lnter"ª'º divisor cie I 

. 
e•,ds SI 

.\-e 
' • • I 

~ 11.\ 1, uno d1Vl510f"\ ~' ñ de -tol ~ue I -::. I..-. 
I 

~oro ole¡ un ~€ñ 

CoM
0

lderemos ... • I amb1en, paro cado I e 'X , ol con¡on. 

io 
tJ (1) : \ {S,O) : c;e a, 'i D S <; div&siÓn de l \ 

et cool · es porcio\ menie oroenoóO por el orden 

N (1) es diri"i\do hocio aba -
~o en un esc.>ocio DávisiÓn . 



En erecto' 
. 

{S\ 
1 
Dt) f: N (1) 1 (.:.,,'l. sabemo'S 

~' 
c.\ e.Je 

s, di"ide o 1 ll como CL es pan:ial rnenie oroeN.l -
do en el csenildo de tas divlsiónes e><íste S3 -

I 

C;\ue di"icle o l con 'S3 ~ e;, íl Sz , es decir c;:s c:.s, 
I 

~ t:;~ ~ Sz ' por tonto N (l)~. 

1o 



4. DEl='lt-.JlClON DE LA INTEGRAL 

ALGU~A5 PROPIEDADES. 

A {)esar de c;¡ue -se con~·ade ran i~ual vnen+e nE; 

cesarios .fodos los capHulo5 de es~e .\-robo)o, 

se puede penso r en ésfe como en el más ·, ~ 

pa-bn-le (:)Ort;fUE? en el se in-frtdvc.e el coviceok> 

mas inier-e'SOn.fe del .frot:nio q.t.e e:. to in.fe - -

<!rol c:Je H en>+oc \::: . 

. :'I 
',''. 



I DEFI NICION DE LA INTEGRAL 

Consic1eremos al espoc io d ivisioñ ( T, ";(., O.) 
1 

a 1 

Conjunfo l./ (I) de1inido en el capítulo onfe-. 

r10,- y al espacio ele Ríes;z complefo oe De 
dekind k. 

En-fonce$, poro Cado ( s,o) € N (1) en donde -

De-; lo OivisíÓn {tll,x¡)~ i=1,2, ... ,n 'ie cl"f"i-
ne: 

n 

h ( s, D) = 2: h ( Ii, )(i) 
c.: 1 (t) 

n 

1 ., I ( s I D) = z I h ( l ¡ ' X' ) 1 (.2. ) 
,~. 

. ' func1on 
En donde 

da 5obre 
h es uno 

el espacio dí"isión 
valor~ en k. 

adecuado de1i n l 
( T, ~.o,) t¡ foma 

tn ?enerol 1 la!; funciories qoe come>len (•) 'Se d'! 
norninon .finaiomen-fe adHiV05, rnien+ro~ ~ue lo'S -
iue únicnmenie cumplen 

n 

h(s10) ~ ~ h (I¡,'<,) 
i:t 

~e denominan -rini+amen.Je -sub-OdHa\OCi. 

TZ 



DEl=UJ\CI0"1 4.l 

Decimoc; que lea funcioÓ h es in+e~roble en 

et sentido de l-lens+oc.t:. 'SObre I 'SÍ h (cs,t>) -

con\/er~e en el croen poro loS,t>) ~ N ( 1), en -

ecs-fe caso ecscri bimos 

Llm h (s,o) :: (H) )

1 

h 

Ecs-ki definiciÓn tieoe OOW\O inno'«lciÓn e\ pre -

-senior lo infe¡vo\ como el límite de un eon\on -
+o diri~ido 

11 PROPIEOADE5 DE LA lNTEGP.A L . 

Como prt>pie dod inmedia-fo a p.:ir·Hr de lo defit"li-
• I 

CIOO: 

LEMA 4.1 

5ean h !c. ~ funciones M~ock in~ro -
bles '50bre 1 , en-fonces , paro oJ., f escalo~ 'Se 

·Hene 

(H) í (.th + ~'i) 
1 

: al {H) ~ li 
1 

TS 



. . ' En e.rec-f-o, de lo procostc.1on 2. '3 , se -tiene : 

Lím (oth+~<i) :: Um o1.h + lim ~~ 
(s,o) ts,o) (~,o) 

= oi Lim h .J ~ L\m ~ 
lS 1D) ts,D) 

es decir, 

--

LEW\t:l 4.z 

Supon~mos que exis-f.e . Enfonces, _ 

p:iro coda J in+er"Valo di"isor de I, 

lH) \ h e><'•s~e. 
J 

Demostrocitin. 

Seo D 1 lo división de I la c.uof define o r como I 

infot"Valo divisor de I , por el .feoremo ~.I el< is te 

s € Q, di"idiendo o 1 -lat qt.e c:oOO d i"isácin de 1 
que venc¡o de 45 re.ríro o D' / towiemos (s,o)e 
..., (1). 

Qnoro, c;e.o Do la divisi~n ael con¡unto p:lrcial P 
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de I obtenioo de qvi1ar 1 oe o'. 

Fn-fonces €5 clan:> que D d·1vide a DoUD'' don

de D" es ono divisiÓfl de J. 

Considerondo onoro a 

t. -:.1 1z. 

se ~iene que 

1 h ( '>,, D,) - h (Sz, 02) \ ~ \ h (So, O,) f h (S ,Do)- (1-1) ~/' \ 

+ \ h (<;.,Dz)-f h(s,o.,) - (1-1) )
1 

h 1 

En~onces, paro . ( 5k, D1r:.) ~ (e;, D) ~ N ( 1) 

se ·l'lene : 

Sup f h {'>a,D,) - h (S2 , ~) l ~ 2 sup 1 h (Stc,011:.) - (H) ~ h \ 
l -

::.1). lim lh ('i,.D,) ... h (S-i,D2) \ -:: 0 

' por tonto, lo difeccion 

es de Caoc.ht¡ en el orden './ ~r el .l.emo 

"l. t conve"ie en el orden 1 es decir h es 
HeYrS'icx: k \n-\e"irob le en ! . 
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TEOREMA e\.\ 
<)eo 1 un in1er'lalo 4 f 7, o uoo función .f i -

oitarneo-t-e sub-odi-ti\lo sobre lo; \n~er\/alos divi
'SO('es de 1 . Si paro ol~Ún So € O. , e\ CO'l\unto: 

R
0 

= l f (So 1 O) : l '>o, D) € N ( I) \ 

e; ocoiado / en~once:> 

Demo5-lroc'~n : 
Como Ro es aco-\odo / e><is-\e N\ -to\ que ME. ~, 

N\ =- 'SU() ~o 

, 
(S,D) E N (1) f \)o ' enc.onirom<>S 

º"'º'º• p:lf'O ª'Cfl" 
(s,, D,) E. N (1) imp\ico que 'D, re 

'5 1 E CL 1-oi t;tue -

fino o lo div\s\Ón D <( por lo sub-oditivi - .. 

dad de f : 

, 
O<S1 encon·hnmos que, 

f(S,D) ~ llm f l 'i ,D) -
lo cual implico: Li m F ( t; , o) ~ "" - -se -liene que 
y como 

l.im ~(4>,D) :: UM flS,D) . -



LEMA 4-~ 

Supon~amos lH) ~ h 
t 

e>'ísie / con U c.¡ V los con 

juntos que de.fe rminon la c.on"er~encio de 

¡, (s,D) - (H) \ h 
I 

o cer"o como en LeWtO 2-'2. • Seo s €a. con lo 

prO(.>iedod que parn ( s ,D) E. N ( I) 

\í ~ h ( S 1 D) - (H) ) h ~ U.. ( ~) 
I 

':ie 'S '<.Bue en+onces ~oe paío cualquier 
. . . ,/ 

d1v1451on 

( Ic.,x¡) (.:;1
1
2
1 

... n de l ~ue viene de 5 

'\r ~ ~ ( h(l4,l<¡)- H (I,)1 ~u 
u.L 

dorde l ~ ~1,z, .... n~ y H{J): (H) \
1
h 

es la función intervalo, \o c.uol ~fo bien -

de.f Í nido ( Lerno 4. z) paro cua' quier J intervtllo 

divisc;>r cie "I.. 

bemostn:aci~ . 

SEO (.' L ~ t;¡ ~ S , 5 \ di'ltd1endo o 1, , de donde 

(se., o,) € N (I~) -se -::á~ue ~ue 't. D~ ~ ¿ t L \vnio -

con t l¡,, )(\) .4.E. L forman una divic.;iÓn de I 

1r 



que 'Jtene de 5 / de donde 

h (<;,D) -(w) ~ h = L h (I~.~,)- H ll\) 
I C.~L 

+ L h{li.,x;.)- H(t,) 
~' L 

que usanciolo en (3) -se obtiene ·. 

'\f- ~ h(Sc.,Dc.) - \-\(1,) ~ L h(l~,x,)- H {14) 
C.tt,L tE:l 

~ u - Z h ( S¡, D,) .. H ( t t.) 
t~L 

-bVY'OrdO l;mHe sobre N {l¡,) , encontromo-s: 

lh(l¡,><;)-l-l(I¡) $ U -1i. Lim [h[S<,D¡)-1-1(1¡~ 

-= l.1 

De uno 
mente. 

1 

rnonern ano loe¡ o 5e aco-+o inferior - -

tn el rrwsrno c.onie><-to en que se de-riniÓ lo i'! 

teo.-a\ de \.len<S+ock c;e puede inirt>dlJc.ir los -
lJ 

f 
,, . . ' •• 

concep o; de "1ar-1ac•of'\ ,, 
mente inte~robte poi?) 

e \o nada fu rición h . 

lJ de ''voriacionot -

\o on+eriormente mt!l'l -

Ec;-t-o definición c;¡ue vomo$ o dar ~eneroti~ 

\a ~e.rinicá¿n dad:J {'.)or Hensfock en (41 · 



PE 4= \t.JIClóN 4. 2 

La 
. . , 

'IOílOClOO de uno 
• I 

fu ne ton h en el in4ef' -
"ª'º I se de.rine como : 

V ( h ¡ 1 ) = Li m \ h \ (e;, o ) 

{)Or"O ( S, D) €. ~ ( l). 

S\ el con)unto \ lh\(s,o) ~ no es acoiodo, es-

e rábimoS: 

\J (h~ I)::. t co 

DE~' t-J\CIOtJ 4. 3 
Decimos c;¡ue la funciÓn h e-s "ºf'iacionol men-le 

·,n+e~rob\e sobre 1.. c;i l.J SÓio si e~\ste una 

.ruoc\Ón f'"'iifomen+e oditi\Ja sobre \os \nter-vo 

los di\Ji ':>ores de "L +al que : 

y(h-H¡I)-=O 

El volor ae la intet¡rol es deno+odo (:>()t"" 

1-1(1)-= M ~ n 
I 

Se ()Ueden demos~mr- al~uno'S re'iu Hados in+~ 

re-soni&.i '5'0bre eirlo de.f inic~ , pet'o no entran 



de,,-lro de los ob)e4 i"os de es-le --lrobo\o . 

Con el objeio de i lus.Jror la def inicicfo de iniet¡rol 

de Hen-stock. , consideremos el coso particubr de 

lo .función "1 elfl lo .for-010 

\-1 t 1, ')l.) = .r ()() r ( 1, 'I() 

en doV'lde 
I 

f es urn -ru~cion con "º\ores escalo -
lJ f (J,v.) 
k. 

• I 

es uf1Cl -f Uncton .f i )o con 'Jalo~ -

en 

lo in~~rol de tales funcione> lo podernos e! 

cr-ibir corno 

9ue se puede porticulo rizar oun rnós 4 \ le¡ar 

o lo inte'irol de A'lemonn en \o -sit¡uiente for ... 

mo: 

ElEN\PLO 4.1 

Consideremos una 
nua en 1 e ffiº. 

. ' .funC.lOV1 f: \~W\ - ..... \R 

Sro p lo medido uwol en \'Rº. 

so 

~ 

con-t' -



Seo P = ~ 't \ ~ es por~i ciÓn de 1 \ 

(es cloro que entone~ 't es división de 1). 

Si defina mes o los conjuntos diric¡ido~ : 

~ (1) = 1 (<;,~) : S= (14.,')(i) con '><\ pun-to medio 

de 1~, ~ oivisiÓn de 1 que viene 

de 5 \. 

-
~ (1) = 1 {<;,~) s: ( f ¡,,e•) con "'- €. }4 fol que 

.f ('>C¡) es el 'Jalo- rl"Óximo de 

.f en 1~ , 't di\JisiÓn 'de 1 que -

viene de 5 1 · · . 

s: (I\
1
x,) con '><\E.14 .\o\ (,\Ue 

.f(l<.\) es el "°lor mínimo de .f 
en le., ~ d

0

l\/lsiÓn de 'l ~ue vi~ 
ne de s ~ . 

'SI definimos 4omb\~n o la .func·~ h como : 

h ( 1¿' ~i) = f ( lt) .f ('><\) 

consideremos los direcc.1onec; : 

h:~h(s,~)~ 

h ~ ~ h (s.~) ~ 

~=~h(s,~)~ 

81 
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En lo in~et¡ral ae Hiemonn, .\ es in~e<f rob\e 

si : 

} .r d p. - \ .r dµ -
I . _l 

pern: 

~: ÓJ.I - f\ h - {\ h (s.~) - -
Ñ(t) 

};rdp - \J h - \j hts.~) - -
N(I) -

Por o~ro lodo / h ec; l-lensfock infe~roble -si 

h ( s, ~) c.on\le~e en el orden, ~ero e~ cloro 

~ue: 
h s h ~ h 

\Jh = f\h -

n es ~enmelo::. ln+et.¡YOble. 
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