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TNTRODUCCION

Ew este fra/mjo , se Fratan algomes Femas gue perteneces fanlo a Ia
%(’OY[,C\ (/e Ilo/o/oglla Je fo-Wj 0047[05 (omo Q /a feor/'a de Grapos /opo/agzcos.

Em el primey apltvlo se da la [/e//n/cm'fn de gvepo /a‘/w/a'gzco g se prodba
e/ Teorewa (1.5) que describe la %opo/og{’a de um gvupo /opo/o'g/(a medianfe

umy /ﬁase /O(a/ en :9/ p/t’mén/v ’m'u/ro (/c’/ gyU/,”o‘ /Mema'g' 3¢ prueban

Ci/g(MMS /)rop/c’c/ac/es que s¢ u/f//zara’n £y fos (a,d//'a/v‘j }'c’s/an/ej,

Em el capifols-II se esfodian Jas propiedades de Melrizacidw en vm
gvopo 710/)0/0‘51(0 . S¢ procba gue om grupo /opo/u'ylro (To) es métrizable s
gso/o 5t es primero momevable « En eshe capitolo bambiey se estvdian las
métrica s que s0m zwc_{y/anf(y bajo traslacwmes tzuerdas g devechas,

Em ef faﬂlflf/o TIL se estudian los mimeros cardimales W(G) s {(G)
N(G) 4y R(G), dmde G esvm gropo fopolegico .« Te prueban prepiedades de
fawmaro y propleJaJp.s velactonadas cn la cavdimalidad del qropo topolégico
G . Fimalmente se dan a/jurrzas condiccones paya que om qropo /apa/o'y/(o
f:m/enya subgvopss denses propios.

Em el capitulo 1V se estodian los espacios fopalsgicos vesolobles. Se
proeba que los espacios métyuos s1m .'pvnfos arslados g Jos espacios fopo -
logicos Havsdov{f /o(a/’mtn/c compactos s ’)UY“)/OJ atslades som vesolvbles.

Em el capiolo V se do vom epemplo devn gvopo /o/m/éjl(o /M@//awo Yo
(/lscre‘/oJ divisible y {D(q/’mc’»/c cv'm,/’acf/o gue Mo contiene svbgropos devsos

proplos, Esfe ejem/,)/o 5 débide o /?ajago,oa/an y Suhra hmanian s respemde

’
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ﬂegotfluamen*e qa la pycgow/q de O/efylc[) (c" Todo grupo /opa/a'gzca

vo disceelo localmente compaclto comliene om sobgvupo demso propioP )
No quisiera day fin & esfa pequedia mtvodvecién sin antes aqradecer

al Dy. Adalbeyfo Garcla Maymez psv sus valiosas ensevamnsas 4 pov

sv estimulo y poy /4 qvan paciencia que fuve para asesovarme €V

este %ra/mj(?v ' S G.F.




[-GRUPOS TOPOLOGICOS.

(Dedinicion y algumas propredudes )

1-4. DEFINICION. Sea G um espacio /app/o'y/m com uma estructora de

qvepo. Supomgamos que se Coriplen us .5;51//%/@5 propiedades

‘u,) A fumwfn (X Y)I— Xy es vmu fUM(M;? contmua de/ /)/zﬁalz/c/o (m’/e-
stane GX G sobye G

(i) fa fomuom ¥ 1— ¥ es vma {omasy (ntimue de G on G

Efn/onces G €5 //amaé/o vn gripo ZLo,M/éjlw.

LA TEOREMA, 3ea Goum grupo z[opa/o'jzw. fara A4 €6, fas trasla-

(ones /?qwg,(/aﬁ 3 (/€Y€C/!£L.5 por A S0 /70’)’77(’0’)’140)’ft5’7n05 0/8 G- Za f(/’YICM:"I
X I—> x! es /"afn(/)ié/n um /MMM’W’W/WW" de G,

Procba. Som consecoenca mmedata de fa defomicon (1.1) ' [

L3.TEOREMA. Sea Gum gropo fopeldgico y U oma base focal
abierta en of elemonto vevtro € de G. Emfonces lus fami/1as
C faUsxe6, ue U] y iU xeG, e Ul
Som bases de G.
Proeba. E[ Teovema solo lo probarewios para la fam//ia Yau ',XGG,UC@(L

Ya gue es ana’/ojo para la 0/#‘6« fam//m. 566\ V\/U’n 6{1516’)’/0 de G y xXeW.

Enfonces x'W esoma vecndad aberta de €, ya gque las frasluciomes som

/7Qm€m'nor/1yyr103 ‘c'/e G. Conie Ues base Jocal on & 6’)’(5/(0 U tal qoc
ecUcx'W, lo wal Mw/'//a:« gue XU ¢ W. Fir el Teorewa (1.2) Jodos Ios
clementes de l ‘/zim///a % X Ut XeG, Ut ﬂ} Som a/):c’rlzoj de G . toy /o /an/o
o Aamiha 1305 x¢ 6, ve U] o5 base de 6.




1.4. TEOQEM/‘]» Sea G um 9ropu /0/0/0'9/[0 v A, 13 .506(077)(/77/05 de G.
51 Nes cbierts y B arbitrario s enfonces ) B y BA som abiertes . St Ny B som
(omna(/os, én/o N(ES ﬂ'ﬁ es caM/’a(ILU. 51 A es cerra /0 y /3 (&m/acfo 3 é'wzowzes

AB 4 BA s0m ceyrados . Si Ay lsm revrados mo vecesariamente N3 es cerva-

do
Pucha. Lo primeva afimacoy se sgve del hecho de gue Nb g b/ 50m

ihiertos para foda beB g A-B=UjAb bes], BA=]bA: be Gy,

Sypomganios ahora que A, B som v mypactos . Tenewmos que Ax0 es v
5o£¢owjuwfo (ompacfo de G X G ycomo NBes la imiagen contmua de AXB
bajo la fumctom (x,3) > X-4 Se fiene gue AB es (wm/ﬂa(fc.

Sypomgamios que A es cerrado y B compa cto. Pva ver gue A3 es cervado

éaj/a probar que st 72 €5 Uk diveccionm en A-13 com WN— 7, gy;/armc’f. ;(0(/?!}

‘ 1 / / g
A 565\ 7( = ? Vy 10(6.73[ Uvu C/H’f((/afn en B 7//4/ gue /‘"} —2 Xo. Jara cadi «cl

defino 8= be:abely pura alyon we N}, Sea =3 Bu eI f. (omo
Vi# D pava foda o T, se sique que By 7 @ pava Joda 2. Sean By 4 U
dos ¢lowentos de ¥ Forser W uma diveccion existe Vs, 6¢L, Fal quc V5 < VN Us.-
Clavamente Bg € By 0 Bp. Fsto preebu gque Y es vma direccion en 13y pevo como
Bes Co‘m/)aé/o) Y eve um pum/o de aleﬂawuen%o by en B+ A hova para (ada
el defmamos

50(-'-} (X,b)E GxG”‘: X =abelVy para q/ju’w aeA}. |
Sea =3 Sqt e T§. (lavamen le L o5 oma dwveccm en GX G- Sea RxT
vna vecndad arbitravia de (Xe bo). Fndovices existen 5 €L fal que |
Vs ¢V, N l/(g, e R. Tomamos b€ Bsn Ty entonces existe ach ‘,la/ gue
Y'=able Vg, /o wal 1mphea que [?(',jfg‘)éﬁd N (RXT) Jor o Fanto (xe,be)
es um pumfo de acevamiento de L. Sea D' Jo magen def bajo la fon-




ctom (0"/”"’“ (xy) F— 7(3 ;M/omes ;Yob,, es Um pufnfo de a(frcam/m/o
de 017’ y 'es uma diveccion en A. Vor sev /b cevrado se frene que X,6,' =0 e/,
Ae. Xo € AL,

Para probay ln Gl afiwmacion fomamos G = (R/1], 4= z 4 3=
A7, domde o €s50m vacomal . Fmdomees 2 142 =A1B no es cerrado

]

en G ya gue es denso.

1.5. TEQREHA, Sea G um qrup0 %apo/o'j((o y Y vmu huse local en€.

Enfonces:

(L) para cada Ve, existe Ve tal que Vic U,

(i) pora cada Uc U, existe Ve U fal gue vicU;

(Jid ) para cade Ve Uy 2e U, existe Ve U ta) qoe 2V € U]

() para cada Ve y XeG, existe Ve tal que xVxlcU.
Reciprocamenle , sea. G om gropo § 500 U ona Jamiha de subcon jomies de
G com b propredud de imferseccion Inita pava la wal (), (0], (A40) (L)
se complen . Enfonces fu familia de (anjuwrfos 37( U /166, Ué ’L{j es umq Jub~
base abierfa para vma topologia en G- Con esta Topologla , G es om gropo Fopolo'—
guco. (la :fam;//a 5 ux| X(G, Ue ”M} e5uma svbbase para la misma Fopoleyia
St /c\ famz//a @/ /amé/é‘fa sa/u/alé’

(v) para U, VY FX/JZ% W e U fa/;we W ¢ Uf)\/)
enfonces ) rd§ g uxysom bases abierfas para la /cw/egzé« de G

Preba. Las propiedades (4) y (i) se siguen Ao lu contmuidad de les fon-
aomes (X, 4)1—> x4 o XI1—> x! ms,ne:cfl vamenle Propie dad (4d) el (o*rrjt/ﬂ/o
' esvma veandad aémr/aj_z/e e, poy b cal existe Vel fal gue V¢ X'y,

A €. ;H/C U. /%'ap/c"a'ac/ U;U), como las haslaciones de G som /?on?pamar/ljwra,s




el (o'ann/a y'Ux esom abevls gue conliene a ¢ ) por lo cval existe Ve U
/q/gue Ve }"’(/';Y) Ae. xVatc 0.
Fara probay el mverso, sea Y ona famifia de svbeomgumtss de G que fen~
9o la propredad de mierseccion finita 4 sabisfaga las propredades (L), (&)
() g (). Fara cada U U, existen V,u/e & /4/§ug Vie Uy Wic i,
Sea xe VnW, e’n/mvws e=xxleywlcvicU. Esto proeba que zla/o: [o5
elementos de U contienen a €. Seq @7:2 [quk [U e U, i1, &, /zc/A/}.
Probavemos que lo fami/ia U fambien satis face las propedades (4), (i), (A4
y (W) Fara Oryoey Up € U existen Vi, ooy Ve € U Fal que Ve Up (it k).
Entonces Jenowmos gue
(vi)efutefu.,
Asi probamos que la propednd (£) se comple para U foest: gue [n aplicaciom
Xt—= x"es om homeomor fismo | fenemos que (L,O‘k \/,-J":' 0:? V[". Ve agui se 3i-
que /apm/)mdac/ (A) para ‘27 Dado goe las frasluciones en G'som homeomor-
{ismo s fenemas qué ,
P () =avi g 2o g vt

De agui se oblienen las propedudes (4) y Lin) para U, Tonemo s que la

| R
fami lra B3N vl neo, (v e 5

Jorme umu base de vma fopo/ojza de G. Sea Y ‘(l)k)’b Uk y sea Vye U con la
propiedad de que Yoy Vi< U ((=1,, k). Emfomces

y (0 )=V c /')k X, Uy .
Fst procba gue /cg famifia yd{ie ?)5 forma vma base local en § 5 para
cadu Y€ G,

VPwbavemos gue G esom gropo lpolosico, sean a,be G o5 pevo arbitravios

)




“5'0

y sea 0 ¢ U. P (4) Ww) existen congumtos U, We U tal gue (6 W)V cU.
Nsi (aw)(bV)cabT. Fshs pweba la confimoidad de I Jomeram (x,4) > X Y.
De las propiedades (i) ylan ) podemos encontrar V, W e 0 fal que
b b bWs'c U, | |

Nsi (60)'<6'0. Fsh proeha la contimvidad de lo fomeom X x!

Vara probar goe fas Fopologias generadas for FAU y UG comerden
Ulithzayemes (i), Seq Ye G y (¢ U Poy (i) existe Ve U tal gue

§'Vyc U,
/o wal tmplica que Vg c yU . De agui se sique que fodo abierto de la topologia
genevada pov 3 XU [ es om abierto de lu fopologia generada pov JUxY . La
phva parte es andlsga « Foy ilfrmo supomgamos que (V) s comple « Dado vm
elomently ye o6 y k/f Up € U podemos encontrar W e Y fal gue
YW c Q”g Uk .

De agu/'sezﬂgue goe Jx U} es oma base abievia para li Fopslog de G ]

{1.6. TEOREMA, Cada grepo /opa/o'jzco G fiene vma base local abierh

enm € gue comsisle de veandades abievtas U fa) gue U=0" (/o5 cmy(m/w

?ue /lé’ne’n ed/q /))op/e’(/adl 5€ //amar; -qmpjlr/w.ﬁ)
Prveba. Sea Vuma veamdad de e arbitravia . Ponewros U= vay. /)ac/o
quc la fu»nao"n ¥ —x!esum bomwfmo)'flsmo S¢€ //g’ne quec

U'=(vav?) ' = viny =0
4 Ucl. | [

13 TEOREMA. Sea G um grupo /apo/ojzzo Sva cada vecndad U
de e , pxm/e uma vecndad V de e fal que V< U,




-6~

Procha. Em vivivd q’e Jos Teoremwas (1.5,(4)) 4 (0.¢) exisle vma vecindad
smetea V=V"de e fal goe V?c U. Entomeces 51 xcV, [enerios gu¢
| (xV)nvtZ
Sea Ve V ful que Xvi =% €V ontomies K=ty ue VU= Ve U, -
By lo fanto Ve UL

Del Teoremwa //.7) conclyimos gue Fedo grvpo Fopoliqice es yeju/ar.-

18 TEOREMA., Tode qvepo /o/o/o'j/ca T, es 7:1
Proeha. Sea G um gropo fopolégico lo gy 19 dos pomtos distimtes de G . S

/’erc/w/q e 3<'rwa//c/aa/ sypomyanios que Ves omu Vecm(/ac/ de X guveno coniie—
ne ay . Jor [ ijt//aumn’ de G \“)(/J/Z(,’ ‘Ma Vean(/ac/ U de x al que GcV.

Aﬁl , Us X‘J Sem 0/05 q/J/t’)/c'ﬁ 4feos gue (orx/mw‘o a X,l} rc’J/ec//»/a?ﬂc’n/e. [:[

1.9. ADVERTE NCIA e fodo fo que sique em grogo /o,m[o'yuo sera

LR 710;‘0/591(0 To eqwn/a/enfe a gue sea T,.

110. TECREMA, Sea G vm gropo fopolégico 5 U oma vecindad arb)-
/mr/a de € Yy FecG fUa/g,urer co'm/acfo_. E'n/amc?s ef;us/e uma veemdad V de

€ fa/ que X Vit € v SAYG foda x€F. |
Proeba, Jea W uvma vecndad simetrica de e /a/yue w3c U, ﬂf{ﬁﬁ qué

- FcUwx 4 /:ti'j(o'n,'[’ﬂ(/o).6’)1/6"77(65 existen Xigeeros Xy €F fal gue. FCJ.(JWX,‘

XeF

[Fseyibamos V“-QXJ"\\/X, . ('/amm(’n/c’ Ves veandad de € Y ﬂ’,-\/)’,-" C N

(etyoam). St xCFyenfones A=Y Xe para algomals ke y algin ye W. De

a?w' e o/J/n’ng que
¥ Vrt =y Vgt cyWy'c wic U. - -
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1. 11 TEOREMA' SC’HYI /*5/.3 jleLO’HJU’YIfDS 0/6' un 9VU/’0 7[0/0/59”0 6 « E'n‘

|
I frmtes /e’nemos
I (i) (A V(67)c (AB)
l () (A) = (A

(i) XAy= (xAy) pava tedo X, Y€ G
I (iv) siab=ba pava fodo acll 356/3, enfonces ab= ba para Fodo A€A”
I ybel.
l Poueha. (i) Sean X €A , 4¢84 U coalguier veandad de e. Joy la (em-
Jmoidad de lu qperacion de G psdemos encomtray yma veandad V de e fal que
I (xV)(yV)caylU, Sean ae An(aV) ybel N3V ). Entonces fenenns gue
1 b e N5 nlxgu) . B lo fants 2y € (A5,

(if) s s1que del heche de qoe la foncom xv—> 37" es om hameoomsr ftsmo
l de G sobve G.
I | T (4l ) se sigve del 'hecho de gue la fomeiaw 2 —> 224 esom homeomorfismo
de G ssbre G para fodo xye G. | |
l (in) Tenemos gue lu fomasn YiGA G — G dada por
l fa,b)=aba'h
s confmua. Pesfo que Je 5 es cerrado ef zonJuwto
l H=1 tapyc GX6 | S(a,b) = qéa-'b":ej
l yesvlta ser dambien cevvado . Como ANl cld, enfomcds (A x3)=A" X8 ¢ H.
i
|
i
|

Es C”é’CIY)‘ ab = ba para /oa/n déﬂvgbf/j-. a

1,19 COROLARI Q. 51 HHes omsubgropo (e subgqrepo moymal ) devy

Jropo fopoliqico G, enfomces [ es fambieh um sobgropo (30 gvope mormal ). )

G e5 un gripo /opc/o'j/co To 3‘. 1 om s0bgrupo abehano de Gy enfomces H es fam-




bien um svbgrupo abeliano de G.
Procha. Sea 14 om svhgrupo de G. 12v el Teovema (1.01,(4]) femenros gve

(H)(H) e (HH) ¢ H
Pox lo fanto 1 es om subgropo de G. Sea I om svbgrips mormal de G yxe6.

Oy (1.11,(4)) fenewos
g xr= (xHxY) = H
/)DY/U /5“7/0 /7,—‘(’5 7ZQMZUE7;’) om JU/)?"(,/O noyma /. /q 0’///7;/75‘ a//ywa‘{/alfn es (on—

secwenta inméda fa de (4.11040)). D

1.13 TEO’ZE_M_“&, Sea G om qrvpo /a/w/a'g/w . £/ [orannfo 3(5}‘ €s

om 5ubgwﬂo normy/ de G g es el mas pequenc .50/)3 rupo cervade de G . La
ceyvadvra de um pumfo ac G es e/(onjum/a a-je 5_1 ? € 7)—76( .
.'. Procha. Pov el Tesvema (1.12) e/ comjumto §€4 esom s0bgrefe mormd [

(ermt/u de G. Es clay o que €5 c’/ mas /'cgueno 6‘/4770/70 (()meo de G, Sea

acGC . el Teorema (1.41, (iiiy) tenemos que ajef €= (a-1e} e) =14}

“ajey=1ef u, ya e fef esmormal, =

i.i‘l.TE-OREMA. Un svbgropo de um gropo /apa/olj/(o G es abierk

5094 solo 51 50 1mievioy es mo vacs . Cada sthqropo abierlo Hde G es cevrado.

Proeba. 51 Hes vm s0bgrope abievts de G es clavo quc H# #. Trnversamen=
)le, sea xclle Emfonces (X(J}Le Uvecindad d¢ e fa/ que xUc H. lara cada

36/‘/ /(m?moj qué -
yeyU =yxxUcyx'ff =H.

70r /o /an/a //6’5 aélt’yfa.
S Hes om subgrupo abierts (7‘1- , enfonces el c'onJow/a H¢= 6-1H =
Ui xi: 1’41{5 es q/uer/o, Ya gue X/ es abierfo para foda X ¢1f. Ve lo funto H

€s (L’YV&L/D- L |
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1.15. TEQREMA, Sea et vma familia de vecandades de € en om grop?
Fopolegico G falgoe

(£) para cada Ut ek, existe Ve F/(' fal que Ve U,

(i) para cada Ueeh, exste Veth fal que V' U

(i) para Cada U,t/é&!r, existe We A tal que WecUnV,
Sea H=N]U: Vet Enfonces Hes om sobgropo ceviado de G. St ademas,

(i) para cada Uik y X¢ G, existe Veet fal que xVax'lcU,
entomces Hes om subgveps normal de G

Proche. Prrmero probaremos que M es om sobgrops de G Spemgamos que
vyelly Vet Sea Veof bl que VicU. Enfonces fenemos que Xy C v
c U, ya gue X, 4 ¢ V. /Iwa/ogamgn/e se preche gue xelt para cade Felf.
Esto procha que [f es umsubgropo de G, Jea x¢ GC-H, entones Xd U para
alyoma Ve ko Sean Vi, Vo y V elemenfos de ot falgoe V1cU, VeV, g
VeVinVy , Enfomies VY Vi W' Vi Vi e U 51 (aV) AV + 4, entonces X<
Vred /y ewal es uma ontradiccen, Poy lo fande (xv] AV =¢ Fsto impliea
que Ye xVe G-Vc é-H. 31 quedn pyobado 99¢ 1 esum subgropo- cerra do.

Sopamgamos que (V) sewmple y scan hell g XeG. Vara cnda Uett,
sea Veok /a/gue xVytc U. Entonces Xhxle xVatcU. omo U se /0‘%10
drbs raviamente ) se tune gue Xhx'eld o fhy lo Fanto I e5 om subgveps vorme

de G - | 1
iiéTEOREHA 5{4\ U (ua/yale’;’ t/e(m(léu/o”)me/r/m O/c’ e en Um

grpo 7[0/'&/0'3/20 G. Edqtonces el comjum fo L -‘-ngu()" es vm svbgropo 46161727
crradb de 6
Procha. Es cluro guel es el svbgropo genevado poy U. De (L. 14) se oblere

que es abierfb 3zerra(/a. . . [:)
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1.47 TEQ REMA. Sea G unqropo /apo/o'jzw vom elomento mevlro € 5
FCG compaclo § U om subcongonle aberto de G fal g FcU. Enfonces
cxisle vma veandad V de € fal goe (FUYU (VE) cU- 51 Ges lo calmenTe
(om/mcfo , enfomces V puede (f/ejlrsé’ de talmode gue ((fV)U (VF})” seaq

(UMPﬁ C/() v
Proeba. Fara cada ﬂ’fffx/s/c vma vecndad Wx de € fal gue xWyeU

y vna veandad Vy dee falque Vy ¢ Wx. Poesto que F CM(Z Wi, existen
-}/.;yz)..., Xv € F 12/ gue FcC cgn)/[ \/)L_, Fsevibawmos V= th/m, . Emlonces
FV,c ‘.(:”'”X( Vy, Vi € L(.:{";y)la V;{, C I(:J‘” Tp Wy, € .
De manera ana'/aga podemos encomtrar vma vecndad V, de € Lal gue W F ¢ U.
Escrihamos V=VinVe y Tenemos gt
(FV)U(VF)cFV, ¥V F cl,

Sopongames que G € focalmente compacto entonces podemos tfomar a 4
Cam V(om/mc'fu Py (1,4) se fiene que F(V") e; cervado y (0”}7/’&6/'0 . (omo
FVcF(V) U F V) es cervado, entomees (FV) ¢ FLVT) 5 /o cwal 1mplica
que (Fv) es fam/'aéllo ‘ 441a/ogam€nr/e probamos que (VF) es (om,f'ac?za . for

lo tanto —— (P wE)
VI U (VE) =
» 1

€s compuc 7lo '

1.16 DEFINICION. Ungrpo Fopsligics G se dice gue es compacTa=

'M(n/c’ ge’m’mo’u hY) w'ﬁ//c’m’ vm 51/5(07{]047/0 N"m/fa(/o F}la/?U( c’/ 7)«//)0

397}570(/0 poy Fes G,
i e. G=1eju Y (FUF"),
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1.19.TEQ REMA. Sea G um grepe topoligico focalmente com/'ac/o :
Entomees las szgwenfe5 aflymacomes 509 eyuu/a/enfeo ¢ '

(1) G es (o*mpaCfa‘Mt’ﬂ/c’ 7§ner4c/o)

(i) existe vm abierts U de G fal gue U es (awyado y Ugenera G}

( jix’) existe vma veandad U de e Falque U es compaclo y U genera G.

Preba. Obviawmente (65) = (H) 4 ()= (L) Solo hay que probay
(2) > (iil). Sepomgamos que O es3 compactamente generade, Sea F € 6um
compaclo que genere G, £/ KOWJUWHZU Fujej es (ofm/'adzo Pov (1.17) exisle
V vecindad de € 74l e

ecl{=Fujeyc (Hv)U(vH) ¢ G

y (tv) U IVH)) es compacto  Defimamos U=(1Hv) v (vH) Clavamente U

]

satisface (i), |

A_..‘lo.TEOQE MA., Sea G vmgropa fagaligico /aca/ménfe [ow/'acfa

com e/fmgnflo fnw/ro e y sea £ um suchWJumfo (ompae/o sy b trario de G,
Emtymces existe um svbgropo abierfo y cerrado com/’acfamen/é qenera do de

G goc combrene af-

Frocha. Tenewvos que Fuiej es compactos Pov el Teorema(1.17) existe om
abierte U qoe contiene a FU ey fal goe Usea (oﬁ/affo. El abierto UOU™
es sbyiamente uma vecndad simetrica de € - Aplicando ¢/ Teorema (1.16) Fene-
mos qoe el (o/njumfo Lf-gjlm( U u U"‘)n es um .subjn;po qézerfo y cerva do de G.
Como UOU L, enfonces UU J7c L, locwal pmplica gue
U'(gui) el .

LE

Foy lo tants se obtiene la 1qualdad L= yw(U’U 0") . Por la compacidad e

=

UU (7 'Je 5130(’ q(/e [ €s foo'n/m(ltumc’n/c’ gt’nemo/a E

)
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1I-METRIZACION,

2.1. TEOREMA. Sea (/kjl:, Uma 308510 de vecindades siméfricas

de e en um 49f0 fopoféyléo G fa/?w’ U;:: C Uk para k=1,2,-- Sea H:QTU‘“'
v en 6 tal

Z:"nf(m(@ P,W.s/e uma Sc’u/o'mc)'/y/(a mz/awam/e por /a /Z‘/Ulf’la/a

que .
) v o yael]

Gid) v ngre 37 si gix e U
i) 752w (xq) 51§ d Uk
51 ademds , x Ue X'= U para bodo x€ Gy kel -~ enfonces T €s fam-
biew mvariante por (& devecha Y
() Vxtyt) = V(x,q) YIRLL fodo X, 4€O.
" Pueba. fava tada enters ,,ﬂo;,f/vo k escyibamos
Vyk = Ur -

Sabemos gque Lodo mimero Yaomal diddico v, om 0<v el [o podemos es—

cribir de le for/ma

A, e
veily g 42 domde 0cdy < dy<o-m < dms (1)

Sea Y um numEvo vaciomal c/tcio//zo, s; oeved, oscylbamos & Y oo €Y

—_

(1) definamos
s f Vy = \{ylg' V’Q-lz te \é-—l«n . (2)

Sy y2d defimamos Vy = G. Primero probayemos gue

ves > Vy cVs (3)

Pedemos Syponey que 324, ya gt lainclusion es obvia pay a s2 1. Escn bamo's




-,

5=1

+-‘f"‘+~--+2'w' Com DEM, <M, <+ - < My
§ a v como €n (1) . Emtomces fenemos que
Sed™y i e 4 AT =T AT (L 1)
< e 3t
< it - .. ..+2""'t»-z + j""t—z
- 7 -t Lot

, =M . -4 it |
ﬂp/nam/o mdvcctom feviemo s que 5<A ' Asr, a7¢y 2524 l ) o cval

/»m/’//(a que M-l <fy, 4. M < Ay . Como Y<5 existe vm en/ero k fal que
wy < A Tomemo's b como el menay onfers (om esla pmp/c’o’ao/) ontonces
jf: WMy pora Faclo f<k Yy Mk -<X’k)
ya lgue M, < j, , Escyibamos W= \{2-!‘. '\(2—12 SRR \é—/b' ; em[a'nces 7Zt’m’n705 qgue
Vy = W Ve, Nyt 7 Vot
C W Vet Vit - - - Vg Vids Vyedn
CW Vgt Vypdws =+ =+ = Vet Vgt
C W Vpte Vler - = - - - Yy Vil
c W Ve Vdiw - -+ V_{Ja,..ﬂ

¢
»

< W VQ.. Vit
~ C W Vbt

C‘l/\/ V_{"’k '
- = Vpm Vg =+ * Vs Voo

C VI”" 'Vl"‘"z e \{TMH : Vl""lh '\é-w,,ﬂ v '\G”M;.

= S




ANhova probaremos qoe para tada diddico v de la forma (1) y pure 4~

da onfero positive d se Frene gue
\ \{T‘( C-\/y+i'1+1 .

Y

Presto que (4) es gbyto 51 Y1 g2 1, supemdyemos v+ aite . 5r A>hm,

(4)

PYI%O’Y)CES \/

VY vl'.l = Y+J:—l C Y-+1~1+2 .

Si A< dn ) sea kel enteve positive fal 5/(/:; Jpy < A% Ak ((/gﬂ,,,m,,j/p:o) .

(5)

—t41 b -/
Sea V=2 -2 =2 " Y Y,=V4Y, Entomees es claro que

yev,e v+ 2

Aplicando (5) 4 (3) & Y2 3e ohtiene
Uy Vo € Voo Ve = Vo gt © Mpprtrng gt € Vg rtez -
Esto proeba (4).
fava cudu Y€ G, definamos L(x)=mf {v: xeW . Es clavo que
fix=0<& xcH. "
Finalmente , defrmamos V36X 6 R como
Vixy)= suﬁ | f(ax) -flayl:ac G'} ,
Qémmn/e Fiy,y) = Wyx) § V(X X)=O para bdo %,y€G. Sean X, 4,266,

enfomes
Vi(xy)= su-pilfcaxrj’(aw/ cac 69

< sup )] flax)-f4 2)! f/f(ae)-f(ay)/ : 64(6}
< svpd lftan -flaay] 2o €Gf tsvp | 1ycaz) -j(ay)}:aeé}

Siobyx, 4% G, fenémos gue
V(bx,btj):-JUﬂIf(abx)-«f(aby){:afé}

= 53 /f(c;()_j(cy)/:cea} :

= 0% Y). |




-—------u-lulfnliillll,llfza

Por o fanls ¥ o5 oma sevdoome trica mvariante pov la t2quievda de G.
0/)avc’m05 (i ), Sopemyamos 4v¢ Jes um enfero pm//um 3 be V, J-c

y gue 2€G. 3 2¢ely, en/ames por (4) se fiene qQue 2b ¢ Vr L2, Z-:/o

/m/)//m que f(Zb) f(?)'f—? Awa’ﬁyz{mwﬂ[d) st 2b €y y enfomces Fene -

~{12

Mmos ?Uf Z2€ VyV:?J C VY+2-142 y (/9 C(g(/l f(?)‘j(‘?b 7“2 //Sl /)Vo‘mmos

/a c/ealjua/o’ac/ /f(c’) j(Bb),lﬁ-'2 pora /oc/o be V- y Z2€G. [or lo Fan —
fs V(b,e)<2 ,ﬁam fodo be Vie St g'xe (U= Ve e*n/o/n(es
VIXY)=V(y'y,e)< 2

—k+z

1

]

i

i

1

1

l ya gve Ves mvayiante pov la 12 gurevda . fsfo prveba (i),

I Ahova propsremos (idi) 51 §% ¢ Uy = Vg enfomees f/m%z
1 fo cval implica qoe VY, 9)=V('x, €)% | Y (eg'x)- fle-e)] = Pli'x)2 27
l , Em base a (i) y (M) probarewes (4) ., [y (i) fenewos gue 51 =
1
1
]
]
]
|
|
|
|

~kt?

Y EH, enfonces V(x,4) <2 parva fodo b N, o cwal implrca gm Vi y)=0.
/ (i) fenemos que 51 §'x ¢ Uk para algom keiN, entomees 1% vix, y)
Al VX ) #0. Asi queda probado (4) . ,
Fﬂa/men/e SUpmgamos gue ?r‘(, x'= Uy para tods Xe Gy k=0,l,2,..
Enfonces Vv x'= W para todo mimeyo vacional diddico ys>o, /o (ua//m/)/zm
que f(XYx7)= JY) pava fods 7,9 € Gu Si a, x, ye € Jenewes por Joanterior

Gue
V(Xa,ya)= a‘o-;ai | f(2xa)-7(24a) } t2¢ 6}

=ovpd | ylalasxa)~f(a'a 29a)] + 2¢ Gj
= 50193 | y(az2x)- Jlazy)]| -« 2663 )
= Sep§[f(ax)- y(29)] 266
= VX, 4)
For Lo /«n/o ¥ es mvariante por la devecha. Ademas para x,4¢G a;é:/ntr/as




e

/memo; /Qs ‘S/ju/en/e’a /a’en//c/a(/es

FOx )= Ve, y'x) = vy x) = vixY) R

2.9. TEQREMA. Sex G vm grypo fo/w/a:?/w ( Ges um espacio T,,).

Er);)[pfncgs Ges rme'/uzab/e sl Y 50/0 51 €35 primevred ’waménlé/_f’, Em €:i/(’ (aso

/x mietrica puede Jomarse invariante hajo fraslacrones 127u1€n/as.

Proeha., £s claro goe si G €5 métnzabdle e»}?{omeo G es primeyo nme—
vable. Tnversamente , apomgames gue ] Vk}:: o5 ona hase local en €. Jea
O, =Vin V%5 Uyeeny U an sids de finidas  sea Un uma vea ndad
sméfrica de e fa/ que Uy €O N eems N Ui /) Vo y th ¢ Uney ( Juramente
Y ’fqmz/m {u&j bes 54//5;’5{(6 Jas /)/“0/55 15 del Teovema (2.1) - Ju\ F umaq
seodemétrica vaviante per la 179061 da dade o1 la famiha icwh ., + (omio
Ges //ausf/orff y Y 9 s oma base focal en € 3¢ /mne que [F=1¢€]
= ﬂ UL By lo fants T es vma metrica en G o De las /Oa)/c’j (L0) y (i)
def Teoyema (2.1) fenewos las (m.v/cn;u/ms

SacGivime <ty U cixeciines 27
para cada bP=1lg2,.. EJ/OIM///CA que Jc %apa/agza /ﬂfm/cé( por ¥ coine/ de
con la /u;w/oj/a de G, ga qoc 1 Uk ;b es5 M4 !mse Jocal em €. 1

9.3. TECIRE MA. Jea G um grope fo,w/o'jtco oM uMa ’Mé{/)’/m p Imva—

vanfe por la 12quievda y devechi s Enfonces paya dos socesiciies 1609 y3bn]

en G se diene que Apby,— € :5.'j5z;/u st by, —>C.
Procba. La procba se obtiene media n/jc fus :3/51,'/”7%'5 idertidades s
planbn, €) = p( b Anbn, bu)
= P (b Qn bubo! bubs”)
=p(bnQu,e) | para fedo meiN. ]
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Em éajy a/ ﬁcn’w/a (2.3) veremos gue no 7/41/0 grope /o,oo/oé/(o me’}ly/zdé/e
aa,frn//le oma méf/r/w (Moma//é/e mvaylan/e por (4 /27(//87/4 y deyecha . /gy
ejempls ; sea G=3L(3, R) el guop0 de fus watries inverlibles com deter

‘rﬂmar//e l, para (ao/a vy (/t’/marms

A Az n -+ .
(" M _ "
A(n)-(o h) 4 B(h)-—(o _%>
(:o
Ol)

J Bn) Aln) = (’O i) — e,

2.9 TEQOREMA. Sea G um grypo fopolg1co mm/a(fo tal gue JeJ es

om Gs Entomces G admile uma mé Pruca (om,ﬂa//!;/e Imvarianfe por la 12—

quierda y devecha, |
Protha, 5Upo;)gam05 que j €} =‘QTOU0, , donde Un es om aézer/o de G .
Sea Vi=Uy. for imdoccion encontyamos vma secesion 3 Vi Jrn, de vecindudes de
e tal gue V;,'C Voot NUsy para cads m=1.2,. . /)méarémos que [a fam,/,a
}Vn):, s oma base local en €.+ Sea una veemdad abierta de e . 3 V, EW
para feda 21,2, . entomces la sucesion 'z f")(QnW)}:, de tompactos nova-
tos treve la propedad de m/c’rfer(/q*'rf fimta . Esfo pmplica gue Qw(V; n(G-W))
es distimto del va cto y /o wal esvma Contradicers'n ) Jague

N ace-w) = (00 )nlc-w)=3eyn(6-w)=g.
/%Y /o 7[60175 ;an:

G es Primevo nemevable « 1br el Jecvema (2.2) G ac/m//e UMA fmé/r/m wom-

€5 UM buse /o(a/ quma/z/f' ey €. /.)eayw S€ Stgue gac’

ﬂa/lé/rf muarianfe poy fa lzc]uzerJa F:6xXG — R Vura cada X,9€G

-
aefimantp s




8-
pUX, ) =30p ] Tixe,42): 2€G]
Presls que G es compucts fo fomeios p rvesilta -eshuy biey defirdas Clavamen-—
te pes una melrica en G. S1a,X,4yeb ilem’mo!gue
P(xa,ya)=3vp ? V(xag;ga 2) 8*6 6}_
'~'—.5u1»§ Vixw,yw)- weG}
=pxy)
Y | ”ﬂ(ax,ow):sur}V(axz,agf):zeé}
;wﬂv(xa,qz): 266 |
=pxY).
Esto proeba que p o3 oma mitica mvavianfe por la 12querds y devecha,

Jea €50 um real positwo arhitvayio. Ev vwlod del Teovema (1.10) *

existe § >0 7al que ~
| 2"?2’66:V(x,e)<85-£c?xga:gu,eyg} (1)

i

 para fode 2€G 31 X€G y Tix, )< S)en)lowffj poy (1) se fiene que

Vieg'x2,e)=Vxeez)<E
para bodo 2¢ G. Je agui se sigue que pPLX, €) < E. Es/oprafba la tonfencion
fxeGi(xe)<§ycixec: pixey<ey.

Inverjamen/(’, st plx,e)<é€, entonces

Gixe,ee)=0Vixe)LpPlx,e)<éE.
Esto prveba que
JxeGe ptrerce) ciaecivine <€,

Poy lo fants tus r/apo/o'gms mdyeidas por V y P coymerden.

25 COROLARIO. Todo Gripu /o/d/a’g/(o [om/a[/a fmé/r/mé/e

at/m:/e g In wé/ﬂ(q /Wanaw/e por /a /?71//4?/(/4 7 a/é’VfclM-
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2.6. TEOREMA( Kakutant 4y Kodarva). Sea G om gripo /dpo/o'g/(a

V—[ompazfu Y /om/men/f (om/a(fo com e/pmﬂnfo 'neufyo e. Ern/amc’j para

cada faml//a mumeyable 3 U«,}w

nf

mormal compacto N de G fal que NCanUn y G/N es métrizable 4 se-

de vecndndes de e , extsle un subgrupo

gumdo vumervable.

Procha. Escyibamos G =)gofn ,(v’onc/e fn es (aw;/mc{o y Fn € Fuy pava
7sds né/p. Sea Vo uma vecndad de e con Vo compacto, U5a>7c/o los Teoremas
(1.5), (1.6) y (1.10) pedemos comstrow vma socesion 1 Un j,:, de veandades
simétricas de € fal gee V' c Vo NUn y XV X7 Vi pava oda e Fory meM,
(omo en la procha del Teoema (1.7) se tiene gue Vo € Vipy (m=1,,...), Sea
N =hfijq,. Clavamente N ¢ M/)w Uy, , Considevemos ln famz//« ef = 7 annj ,
Como of comple las hipe'tesis (4),Lid), (4id) g (iv) de] Teorema (1.415) se fiene
gue N es om subgrupe morma | cevvado de G. Dady gue N ¢ Vo-, entones N
es fambien compucly. ‘

Jea #: G —> G/N la proyeccom tansmua - Escribamos €= N. Probaremes
‘que la famila 37’(%,)}: es vma base local de € en GIN. Comy la progeceioh
anomica es abierla fos canjuwfos PVn)(n=1,2,..) som abierfos v C/N gue
(0’"/'?"6’”"? a . Sea H - {)’/\/2 X € W‘) (wc G) vma Veandyd de € en G/N.
S) mo existe n, e N fal gue Vn, €W N, entomes /la fam//m {V; /)(6~WN)}':,

fiener lu pyopredad de mievseccion finifa -y como som compactos la mtor-

secctam

,QM(VJ N(6-wN)) * ¢,
/o (ua/ €3 yvma (oﬁ/ra(//am'w ) Ya que

Q?o(vo,’n_(c-—wm);-(ﬁwv;) N(6-wN)=NN(G-WN)=4g,

es vaciu por que €¢ W tmplica que Nc WN, Porlo tants existe Mo € IN »‘a/?(/f’



Yy, ¢ WN, 'Ap/((anc/o b tenemos gue P(Vy)C )= P(WN) Est pyueba que
E?(Va)}:, es vma base local momerable de €o en G/N. lomo G/N es pn-
mero numerable se 5190y pov ef Teorema (2.2)que Cpy es metrzable . Tone-
mos gue el grupo fopoligio G/N es V-compactoy ya gue G - ,gjo(ﬂ,)'
domde P(Fn) es compacto para foda meM. De aqu,/ se fiene que G/ es o
grep0 'I-[o/,‘o/z)'jzgo métnzable y de Lin delot. Como en om espacio métuco la
prtlzp/.édadﬂc/e ser Linde /5 es Pgo/ua/én/c a lu de ser sequmdo ’hé)mé}'é ble (ver
el lbro de Topology by J. Dugumdyi: Jeorema 5.6 . Capifoly IX pugine 167 ),
enfomces G/ es méfeable y sequnds numerable. L




111 LOS CARDINALES W(&),d(6)
7(_(6) Y k’((—)) (/Oropwc/ac/c’s de W(G),A(G),}((G)tjh(é)).

3.1. LEMA. Sea G om gvips fo/)o/a'g,'(o , D um SIJf)cofV)j(/m}/o denso de G 4

(¢ hee) ()'){e) g‘emfa el azgfema de Vec/m/aalej de 6). [oﬂlom'es 6=DU,

Preba. Dade ¢ G existe x¢ D Ap U7, Sea yeU falgve x=19",

En/ormés

poxy e ¥UcDU

/90)' /o lLanfo,G'—'DU: D

39 LEMA. S/ G esomgvope %0,00/0/31(0 /o(a/mpn/( compaclo ,e’n/o'nces
k(o) 2dlG),
domde R (G) es el menoy cardmal de uma Sam i a de 5al}(o(ijn7los (o'm,mc/os

de G coya omiom €s G g d(G) es el cordeter de densidad de G-

Proeba. Jea U vma (/ecmo/ao/ de/ 07:’1//[’0 e de G com U’c‘om,/’»wfa y seq

D om 50'/J(oMJqulo' denso de G com /D/ =d(G ) . Vov el Lema (3-1) /enemos

que | — —
| G=pu=00=U %V,

€0
(/afnc/e )"U es (am/)A(]la para fao’a X€ D De aqul 0b/enemos guve

k(G)<d(G). .

3.3LEMA, Sea G um gropo Fopoldgico y W vma base [ocal en € « Si para

tada V€W ex:s/‘em Dy ¢ G fal que G=DvVs enfomees lo famlia
Sa Ve xelv, Ve 7’?}

es uma base de G.

Procba . Bas Ila probay gue si peG y vevy extsten l/tE}] y xely fal

»




, , . , 234-

que P¢€ xVchUe Gea VEN com la propredad V'V < U y A€ Dy Jal gue
p € XV, entomces 1967('VC77V’IVC p U, 4.

3.4 OBSERVACION. Exnom qropo tapoligica G se cumple 1a 15valdad

X(6)=X(9,6)=X(66)
para fods ge Gy 4t e/ cardcfer de G es 1gval al cavdcter de G encada purtly,

3.5, TECRE MA. Sea G om grypo fopologico . Entomees
W(G)=d(G) X(G)
Proeba . Comsideremeos las (/E.S/Lg(/a/(/u des obveas w(G)2d(G) y

W(G)> X(6). 31 W(G)<w, enfomces X(6)=1 ¢

W(G)2d(e)=d(e) X(G).
Em caso comtravio, st W(G)2 W s¢ frene que

W(a)=W(e) W)z dle) x(6)
Nsi oblonemos gue W(G)Z d(G) X(G). Vara lu destqgualdad < ysea ) om
J(/bca'rvmllo dovso de G do cavdmalidad A(G) y ¥ oma base local en € de
cardimalidad X(G). De los Lomas (3.1) 4(3.3) la familia

L gavexedy Ve

es una buse de G. Voy o fan o,

W(G)<d(c) x(6) | L]

3.6. TEOREHA . Sea G om grupo lapoldgico mo discveto . Emfomeess
(i) WIGYsk(G)X(G)) Y

(&) 50 G es [o calmen e compeccto ) entomees W(G) = k(G) X(G).

Proeb. (4) Sea §1a weT ) vma cobierfa de compe tlos de G vya cardi-

walidad sea R(G) y 7"(" oma base /o[q/ en € de mr(/ma//(/m/ /’Y(G)e/)m’a '

)




f N -
.

.».’J-

cada compacto [u, de T, y cada VeV enste Ok < I finito fal qoe |5, c OV
Definase Dy= Uz . (lavamente G=Dy-V g [Ov]< wk(G) /oy fos
Lewmas (3.1) 4 (3.3) Ja familia
ya Ve xeDy, Veyi
es vmu hase de G. Ve agui’se stgue lu o’e;zg valda d
W(G)cw k(G) X(G)=l(G) (&),
( wmo G es discreto se fiume Y(c)zw).

(d)se sique de (L), del Teorema(3.5) y del Lema(3.2), (]

32TEOREMA (5:\ prvovs ki), ara cada gropo r/apo/a'jfw c‘ﬂ-m/a(/o

G com W(G)=o2w extste vni Yumuowm contimva y sebye de G en Jo,17%

Fara viaa procba de este Tearema vev, Cavdimal Fowetioms Topology
( Tew yeavs Zq/{’y) by L. qui%a'j'z (1960). Mall esmatical Centre Tyacts
/23. Aws fevdan, _‘ 1)

3-8 TEOREMA(Kupmmev), Fara cadec gvapo fopolofico ampacts

G com WIG)=d2 W existe uma fomctom comfimua Y sohbre de J0,13% en G.

Pava vma proeba de este Teovema ver, Onq /f)pa Thesis of F.5. Nle pan-

(/V"N m The T/n’czr)/ of 7?)/,\0/05/(4/ Groups by I<uzmimaV (1159)

Dolclady Mkad. Navl< SSSR. N.S. 125, 727-729, ]

3.9. OBSERVACION. 5 qes um nomero cardival mayoy g W,

Wlfo/n{es
| To,7%] =2
/)we’ba. 5hl)em05 que }[0,3]12,7“’, Oe aquafse sigve ?uc’
[To, %] = Irea]l"= (a=)*= 4= 2%, - =)
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| QLQ___L”EMAA Jea X om cardimal m/m//o e I um zowlumﬁ (oya cardmall-
dad €3 menov o 1998l a 2%, Emtonces existe oma fopologla T de 1 falque (T,7)
es T, y T hene oma Juse de avdimalidad menoy o (gval & X.

Proeba, Seaw J vm @ngjom o ow)T [ =& fara cada feJ escojermos om €

JacLD /a;w/a'j/co Xj quesea To Y Fenga solumente dos pomtos (por cfemplo 50,1%).
Comsideyemos el praducto X :}[ij , X es umespadiv fupolvgi co T2 4 freme
cardivalidad 3% Ndema’s , coma X es um cardinal m/’/n//a, se fene gue el wy -
jumfo de parfes ﬂn/faj de T frene cardimalidad &, (o twa] implica que X heve
uma base B de cardmalidad < X » Cimo IT|<2%=IX] )en/omw exisle vma
;”umcm'wz mycc?zlm ‘7”11-—*~>)( . 3) Ty es Ja ﬂpg/ogfa déb) on T dade por le fom-

cwom ¥ ) enfomces T¢ avaomente comple las comdiciones del /ewma. L]

Sa”.TEOR EHA(HM\H“'* Mavczewsk« - Ijarw({tc’zevZ); Sea £ 2W 3
3 Xes (‘eI% umon famiha de espacios /apo/o’juw com 1T|<2% Yy com -

d( X:) €X para foda te I« Emdomees
d([TXe) < .
| Prosba. Prvel Lema antevioy eyiste omy fopologia TdeT fal que elespactn
(1,T)es Tr y Lrene oma base B de cwrdmalidad menoy o1qual a &.
Sea M um nmjwfo de cardioalidad & « Vava cada (eI sea D¢ om sob-
(awjurnfo denso de ngc/e cardimahidad A(Xe) 3 o v 0¢ —H na fomcton
myectwa y X" €D, Fava cada sobfamilia fita £ B34, Br} de B

4)9“05 (/05 [((/03 3(&1(/[& F/'(’)’I’)L’ﬁ/() {'VVM,..-.', Mk) € Mk) 0/6/)77,7;705 ¢f’/ c"/t’n}t’),.:
- l3\ “ey Bb " - -
710 s VR G{T];Xl oy
u, » . .
B'I'”I'sh )__ %ﬁ (mj) 3t L€ /‘33 ‘d M’ € TW‘ %'

-f);' ( ANI)"-:“‘I‘

7(; en caso cow/ra)'lo.




Tenemos que |
D:% 72.‘,’.':,'»5: / Bi,.Bk som elementos de (3 ajevios dos ados

(myoymn) €M™y R EING, |
es ym JubcoMJu’VHLo de E/\’[ com | D] < Ky ya goe [gNMk | = o( yel cornjwvz/o
de purtes Imitas de 05 tiene cardimalidad mensy o 19va/ gue X+ Probaremos
que [ es denso ew T')(,' . Jea /) vjyl (U, ) €om Utf abeyts ew Xej (f=1,..m)
um abierty basico de N Xe o Fara cada §€ 71, ), sea Yy e Dy N Uy
My = (Key) Como (T,T) es To exsten elementys Biy-uiy By de
ajenos dos a dos fales gue Ly ¢ B (f=1, M), (layamente se tiene qoe

G-y ”cL)ﬂ(ﬂjn(u ) .

Wy, - W,
Fay ls Iéan/o)DyJ denso on !ZI—XL
| A(JTX) <lDl<x. | 1

308. TEOREMA, Sea o um nu'/mfro ordinal y sea 3 K¢ c"’e[} vma fa-

’M//la de espacios /0/10/031(05 com o ( rrx( ) <&X. 51 pava cada Ce T exisfen
abierfos agenos mo vacos Uy, Vs de /(¢ , entonces
| T) < 2%
Procba. Sea ) um wbmijw/a denso de !Z;Xf coye tardivalidqd ;ea'C{(‘,[Z__'X;).
Defonmos L 11— (P(D) como |
FU) =3 xeD p(x)e U},
Veawo s que fes lnyec//va o Jeam O, ¢T distimtos, Como Up# & 4 Vs par
el axioma de eleccin PLLU)) NIV 7 4. Tomemos um pumio
X, ¢ DN /'/3-"’w,) N k) ),
onfonces fenemos que X ¢ J(§)~ (), ya gue VenVp=gf . Esto procha que ¥
es m:/ecfwa v oy lo fando, IT| <2¥, ]

)




' paro /oc/a lléI)Can lI""X 3 O((X ) < X‘puya /Ja (el Jenzzofwlc’s

OROLAR,_LQ Sea 20 Y Y= ,f'og(o() MRESE t”cIk es vma
(/eum/)um/o (< €. (X I>'

‘faym/m c/e 85/70«5(05 Ilopo 094605 //a(/Jc/ur/{ (om mMmas

o((éi‘T[X;):Jog ().
Pyoeba. En vivtud del Teorema (3.11) Tenemos la desigualdad
d(WXV ) < V= Logix),
yaque [T =<1 & Esenbamos o= d (LX)« Forel Teorems (3.12) Jenemos
[u (/eszgua/dm/ IT{=x%2", ycomo Loglo)zmm RE 0(5153 ,en/owes

Je fiene gue

drg (&)< dITX).

s bo fanto , d L JTXG) = dog (X)- [

QLT_EQBLHA (ada gropo fopologico faM/acrlo G com W(G)=K2W
satis face
(i)l 6l= 2%
) d(6)=dog (K).
Rueba. (L) Pay los Teoremas (3.7) y(38) existen dos fomeciones _rmz//-

nvas Y Jupyagpcfu/as
j’(;wﬁof] y ‘z“{ot]——->6
Por sev fy ¥ soprayectivas se frene que | Te, 1™ < l6)=ltony” | = 2%, De
/a obsevvauom (3.9) se ohliene la lgua/o'ac/
o7 | =1 G1=1 7oy =
() Loy la confmur dad 3~5°'l"‘4‘y"3//l/l</ac/ de fy Y 3¢ oblienen las desi-

5ua/daa'es

d(1o17%) € d(6) «d(Goy).
Em Vlv/‘)é{ 0'6/ (dfl’/arlo (3.13) se oh bienen o //e’n/f(/ac/es
d(ro,01%) = olee) =d(jeny)=ALog (x). -}
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305 TEQREMA. Sea G umgrepo forologico y [ om subgrupe de G-

S H oy 6/d conlienem Jd/)zovuuw/os dmsos de cavdimalidad « yp vespec-
denso de (a_rc//na//a’ac/

frvamente omtomies G (ontiene om Jabmnjwnfo
menay o 1qual que dp Em par?ziw/m', d(G)<d( H)-dl( 6/1).

Procha. Sean Dy S b3 beb ] sobcomyqunles densos de 11, €/ de
cavdimalidades 4, 5 Vfﬁ/'é’t/lvamew/e . Probarewos gque 13D es um svhum—.
jomto denso de G. Se UuwwézaMJum/o shierte de G . Como [a proyecciom
cansmca de G sobre G/H €3 abierta , existe be fal que bt %x{/{ c
€0y De aqui obfenemos que (b)) nv#F y Hnls'v)# 4 (omo
Hn(b'V) es vm dbierto wo vaai de H g Des denso en [, le mPerseccon
DAl Y =DNEV)E L. s shtenemos que BDNU# Y. oy lo Fant,

DD es om 51/bromjowfo deviso de G Yy ]BOI Y Sy D

3.6 TEOREMA, 51 Xes om espacee veqular ontomces -
wix)g 24 | |
Prochar Sea 1) om subcongomlo deviso de X de cardinalidad d(X)y sea T
lu fopologia velativa de D. Fava cada VETy, defimmos U =Tnt U. Sea
B=30sue 0o
Probavemos que 5> es base de X . Em ¢lecto , sea Vm abievto de Xy x¢ V.
Py la Yél)u/ir/(/ac/ de X existe W vecimdad abierta de x falque Xc¢ wewcV.

C/amfmu,/e levemos [as conten comes

X € WewaD cW eV,

en domde WAD € 03 . Esto prueha qot A es yma base de X. Vv Jo tanto

- WI(X) ¢ KSR :
< 2= g" -




Rueba. Sea (B vma base de X de cardioalidad W(X) -+ Para cada XeX,

sea YX:E Red>s xe B}. Eyfomeces st X#Y implica que Yy # ¥y 92«?1/3

X es To. De aqui’ s¢ fieme que la {umciom

9("""'>,Y()IE f((ﬁ)

€s I’ngec{lva v /%r /a rlam/o IXl < ﬁwm' | D

3.18. TEOREMA. Sea G um 9rure fopeldgreo mo discreto , localmente
(o"m'pa.cfo' y V- (omwac?lo . Ewiomces

(L) W(6)=X(0) Y

() d(6)=Aog (X(G)).

Poeha. (L) (omo Ge€s V—wrm,pacllo y mo (251)1?710’ k(G)<wW Y

Y(G6)2 W, £m vivfud del Teovema (3.6, (4)) zle’m’IWIoj gue
| W(G)rk(@)){(@)t?{(@).

(,l,{) Sea N om 6U[)3YU/)0 Mpynwal Cowl/m(fa Qle G fal que G/N €5

_«mé{mqbla Y SESUMJD fnu.wemb/e [Vc’y Teoyema(fz.é)> « Prmero },)yo[,a,e__ »

mos Ja c/eg/gual(/ac’ d(NV) 2 dog [)/(6)) LS5 INtcw @5 clava y ya gue:
Y(G)rW e Poy stra parte s SUINTZ W entomees, poy (3:17)y 5¢ comple o
deslgua/c/qd W(n)>w (tomo GesTa mplica goe Nes To ) Em base af Teo-

yema (3.'4,(131-)) ljlt?( ,mv/e (A) de C/Jlte Jeorema

d (N)= Log (WNT) = Los (x (01) € Log(X(G)). ()

-~ Peysey G/N espacto 5€4uM fo numevable y fenemos que G/N es sepayable «

Aplicando el Teorema (3.15) 5/.4« c/é’ﬁzgua ldad (&) se fiene gue
d(6) < d(N)-d L)< Log (1(6) - =Log (X(6)).
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Como Ges veg(//ar (vey Teovema (1.7)) podemos aplicay el Teorewa (3.16)
a Gy cblener gue
,[03 (W(G))= Jo3 (X(G)) cd(6).

| ]
Pov lo /an7/o) 0{(6):105 (w(6)).

3.19. DEFINICION. Sea V um momero ovdimal y Xom (,,,,J,,,,,,‘o . Uma

X-svcesiom de Fipo V es vma fomeiom
‘ j. TW(V) — X 3

domde W (V) es el mtervalo micial deteymimado pov V.

3.20. TEOREMA. Sea (X,T) vmespacto /opa/a’gzw Jocalmen te
ufm/)acfo 572 e ST XD, X) 2 pava Foda peX ey tomces
| X 1> 2%,

Proeba. Sea a4 el mumero ordima g wyo nomevo cardimal sea X -

Pavs (ada ovdmal veud ) sea Jy el co'vijuwfo de todas lus 30,18 - sucesiomes

de f1p6 V. Fov mdvcciom fransfmnla defmivenos oma. {omciom Vf\}‘J)‘Jv ~—>T

Com10 5430:? 2

51 Vo es el primey ovdimal com Vo< 4h , entomces Jo, = £ y defimmos V(@)= X.
Sea Vi = Vot | cam V, < M y Tomemos dos pumis s istints toh de Xy ve=
cmdades agenas Vo,V de b, b, com ViV, compactss ves eclivamente

Sy o =Vi 40 Yy entomces defimmios VUi, =Ve y V{,)=V, 0 Sypomgamos

71/(3 V(/,( tj qua Yava 710(/0 f, V4 \}) jDCJ% 5?/ (MIJU'W/O V/j') € zr /76'( 510/0 o’c’/mlc/o
0’8 l‘a/wwa'a que se fc/’rn/)/an /as 5/7'1//8)7/(’3 ﬂym/t’z/ao/pj:

(4) \7?” s (()rm//aU/o M0 Vﬁf!z"g
() La famifia § V(&j:[j;) Y N < ‘@} liene [a pro/)/eJaJ de mferseccion
Fonrta (§[w denola § lweny )



'(J:L'(‘) S 6, es de la */orma ks !, I'GJ}I 0 j‘= Te, E_X (€¢ 70,‘}), ewfuwces
TREAIE |
Sea §€ Ju. Srves Wi fe definimos vi{)=X. Siv=gtl, tenewos que

fo10,61 (ecyony) para alyim € Tg Pouhavemos la 1gvaldad
HD=NI V) s N2EI=N SIS EE R 3L
Sea x€N 7 V(flg) % N < £y me<y 12, () tenemos que X¢ VISl
V(i) forlo wal xe NTVUly) N T b Esto proeha la confencion
N vl ey} o 0L ViER) < s 2 0 Vil) 1<)

la ofrq ca'nfgw(m'w €5 sbvia, Asi oéfmgmoj /a zgua/r/ac/ De (/Al) Je Jler

USRS e

C

gue g g, S H =14 b onfomces de lo familia de mfeysecciomes
“fmﬂlaj de lo '/aml/za ? \/(\j'/n J W< ?21 ,aoc/emoj fomnay oma base local enp

de cavdimali dad menor o 13(/&/ que ef MUMErO rrdmal 7 & goc €3 menor g€
o (vey Teovema 2-27 pdyma 34 te) o, Tnfrodvceon a la Topologia de
(o smlos poy fidalberlo G. Ma’.gwez) . Esto es oma comtradiccdn ya é;;'ue
X, X )2 K. Asi podemos elegly dos pum bos dis frntos by (E€1011) ) fal

que Pe € H(”g dos vecimdades Ve de 1y tales que Ve es compacléo, _V’E'C

V(l‘)'—i\/(j’/é) Y V;/)V;: o - EFmfonces c{c’fmdmes

V)= V(T £7) = Ve [e=0,1)
Pyy inducciom vams fm//a V(q) esta defimido pava cada j’é v%fv , Es claro

s

que paré cada 1€ Tu la familia } V(fln) s Y Y hene lo propiedad
de imfersecctom Jmifa. fov lo coal
Nl s} = 0§V nepyt g
Nhora probayemes 943! £,{eJmy {4 jl, enfomces :
(Ajviily) = namd) NN Vit fn) s nenl) =8>




La cfemosfmcmm /a ({IV/c/(yemos en 5/05 Cus0S

(6) 51 M e35 om ordimal m/m/fa, entomies p 5 om movmero ovdinal
[imife yya que Mes vm srdimal micial . Sea VM €l menoy ordimal fal
gue {01 {'(v), Sm perdida L/(,’g(??)é’)’(ﬁ//é/ﬁg(/ 5V/’ﬂ¢7gq;rna5 que {(VI=0 §
j'v=L. Tenemes gue Vi1 <, Em fomces

{lon =Tilv, 07 4 3'h,~ [ilvidT,
ya que =1 Por la comstvoccidm de lo Jomciom V se fieme que
V{lo) N Vo) =@ - for lo fonTo
(N5vig) s femy) (A TVl em)= 2.

(b) S1 mes fonitoy sea < p @l menor cavdimal fal qut f'/;)#f(;).
31 ;{[4//( es ama’/ogd.a/(cwo (L) Sopimgamos puels que ? L= M-
E] vesvlinds se obtiene alohseyvay gocen elaso /m//a [c. comsProcciom
se puede 5eqUIY hasta. el caso V=M

Para coda { ¢ Ty blegimos Pl €] 3 VU )¢ <My . Del parrafo an-
Jevioy se obfiene que /a fumctom § > com domimio Ju y codoomivio

X e3 lﬂyecflt/a. Fox lo tanTo 5
X132 ] Jul = 2% « 0

3.91.7@ OREMA., Sea G umgrope 7’0/0/0'31(0 Mo c/zsarefaj Jo~

(a/me’n)le 60’"’1/76(67[0 y V- CO'M/’ﬁUIOa Eonlarncé’s
w(6)

l6=2""
Proebo. Eo ym L 710/)0/0/9“0 Fenemos gue X(G)=X(9,6) pava

-

Fodo 366. Poyel Teorema (3-18) Fenenos gue W(e)=X(G)*= X(9,6)

Pora lla(/o 96 G /qp/lcano/o (3.,10) 5¢€ ob//ene /a 0/861317&/(/01(/
Quee, 27(6)< 6] )
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Sea @ yma base de G de cardinalidad W(G). 1y sev G um espacio T

s bene que para cada §¢ G existe ¥q ¢ b fal que G397 =0VYq

Asi o famz‘m'm g t—> Y’ﬂ comr domimio G y (ao’qumlo PR es im—

gec/u/a . lo cval 1fmp//m que '
P e :}\’X(G).

Loy lo %an?lo ) G |= .2»\{(’6\ : g D

3.92. LEMA . Sea G um gvupo /a/m/a'jna /a(a/’men/;’ (wm/a(/a 4 H

vm sobgyupo dbierfo -compacts de G . Enfomces
W-k(6)=w-[G/H|.

Prueha. Es clavo qoe k(6) & k(H) [ G/ulsw-]¢/u]. S1[6A W,
entfomces G es V-compacto y de agui Wk(G)=w = w-| GHy|. Sypemqa—
mos que | G/H|>wW. Como cada Jué(avvjunq/o wmpacty de G mitersecta a
ona tanhidad fonifa de clases latevales de 1, se fiene goe

le/lsw k().
Pov o tanty | w~k.(6)= w'IG/M?w"a(G)'. ' L

313 TEQREHA. Sea 6 um gropo fopeloyico no discreto localmente
compacto . Enfomces | _

(4) d(6)=k(G)Lg (x(c)) y

(i) 161=k(6)- 27

Prveba. Sea F um sub(ornjumfu (afmpac)lp mo vaco de & oy ejomplo

om (omjum/o foaits de pontes ). En viviud del Tesvema (1.20) exisle vm svb-
qrepo _{(élér/o H tompac tamen fe genevado de G. Enfomees [fes 7o drsevelo
(9a que g#FcH) Y es um 50hqvopo Jocalmente tompacls y V- compacts de G



(4) Claramente d(6)< e/l -dir), gaque Hes abierle . Sea Aom
subcomgumto denso de (1 de surdimad dad ALH) g escribame s G = 331"
£eT Y. lomo cada (lase €5 homeowovfa a H (e espacio fopsligiee )
fenewos que 6/[j.¢ H)=d(H) <d(G), para lida e . Sea DO denso
com cavdmalidad dCG). Varva cada c(fI)ouatle uma fomciom mgecf/uq

f, o A= DG,
ya que (g H)=IALS [0094H] , para fode oI Entomees (a foncioh
(9,4, a) — J(4)
es mjec//ua ) o cal /M/’/l[ﬁ( qu e /6//1]-0((14) < d(c). /%y /o /anfu)
d(6)=]c/n-dH).
iy sev Gmo discvelo ) fenemos que A(C)2w. Faye] Teorema (3.18,0ix)),

o] lema (3.22) [ [e (Jcln/um/ X(G)= )/(H) aplicudss a H, fenemos

/,

goe 4(6):[6/111o((/4)‘“)/6/“/"“,”)
—w- k(G) dAlH)

= k(G) Log (X))
= k(G) fog (XG))-
[X:(') Yoy los Teovemas £3.41) ,/3./6',{1)) ap//mo/os all 36/ Lema(3.22)

ohlenemos
| Gl=l6/m-[H | =w Il [H]
= w- kee) TH
- k()2

— ko) 2" .

{

P




3.94 OBSER VACIGN. Un subcomyum fo m;"m/)zo /) de um qrupe

Fipoliqico & geneya om subgropo I fal qee | H[=1Al

3.25 TEOREMA. Todo gropo /opo/a'ﬁzw no discre to /oca/vnenfe com-

ﬂac/o y sepayaé/e comfiene vm subgrvpo denso proplo Mumera ble .

Pyopba. Sea G um gropo fopoldgico goe satisfaga les hipdtesis del

Tearema. /.7(2/ Teorema(&ﬂo) %enc‘mos 9gd¢

lcl>» 27,
/0 [Ua//m///[a ?UC C](G)(lé\ ‘
Sea D om .5(/5(afnjum710 denso de cavdhmali dad Ad(G) . Entomces D geme-
Ya um jul)ﬁvupo /1 de G com [H|=’D\:0{CG)S<~U4IG'. » D

39¢ TEOREMA . Jea G umgropo fopoldgico JocalmenTe commpacio
/a/gue beey<l6l. Enfonces G romtiene o svbqvire demso propio -
Prsoba. Por el Teovewo (3:-13) tenemos gue ‘
d(c) k(&) Log (X(G))
<16l 2%
16| k(e)- 2%

~ | - 16 |-\ Gl
=i6|.
[e mamera anc{/oga gue @n (3.25) ,9€ deduvce gue G (om/{ene om soborupe

[/(’7’)50 10)‘0/710. D




1V-ESPACIOS RESOLUBLES.

4.1, DEFINICION, 0% vejm,a_o fopo/a’jno‘ X gue co-mlenjm'uoo JUécowJuaﬁé
denso A cuyo Comp/f'me’n/o X-A sew fambiem denso. se dre gue es yesoloble.

Unm 5u/)cofnjcm7lo denso de X wyo comp/mnen]{; o5 también devso se dice

que €s om DC" CO’nJUMT/o en X.

9.2 TE OREMA. [as 6/90/8)7%85 (onc/zaa'nes én um ej/aao époﬁfy/w X

30m e;:wva/en/es . o
(a) X es yesolvble ; .
(5) X (On/le’ne 0/05 :su}J(ow]uw]‘Zoj </€n505 ajenw; -

(C) X (o/m[wnp om .éc/./bcornjuo'?%o 0/6’7750 CQW /7174‘37107 Vac/é J
[d) X con/ﬂ’ne Um 5(/})(0’}’)\10»"'7710 /1 7(61/ ?Ve /40: (X“/”o:%' .
‘ La prveba de esto Teovewa es il

4.3. TEOREMA. Un espacto 7‘(0,00/0'9/(0 X es resolvble si g.sa/a 51

CQC'/J\ SUI)CO'YIj(/’VﬂlO &5/8)(7{)# Mo V&c/o de X Con/leng om .5(/56’5/’&1(/0 no vaclo

n'sa/u!:/pf'
rve ba. SUPO’Y!jaMOj que X es yesolible, E£s clayo q0¢ (ada 5ubcoﬁunfo

ahieits de X es vesoloble com lu fopologic velafma

Iwufr\sc\men 7/e) sapangamos gue caoé\ :su/JconJMﬂ{a aé/f)’/o Mo va C(é ﬂ'é’ X

Co'n/mwe on ou[)éﬁpalzo no vaclo Y(.’;jo/ug/p. Sea Go um aj/f’r/o mno va (/0 (/e)(
g sea Ao un svhespacio Mo vacio vesoluble de Go ycom Do y Eo avbeonyumtos denso
ajenos c/er, NY X =Ao ,fn/ofmej Do jj£0 s50m densos en Xj por el Teorema

('f—ﬁ.) X?J'Yc’.sa/u‘l)/c’- 3t mo ) e"nf{owcej G[ = X”/To €s um 615/6’)’/0 »0 Va(/z (/t’x




Y contiene om subespacio mo vacto A, el cunf comtiene dos Jub(onjan/os dey -
505 ajenos O 3 Ey. S'Upo/njam‘as que se hayn seleccionads svhespactos Mo
Vac(os AV 5"-0’05 5'¢éwm\7uo1'.7[os '_o/eWSos Qfenos DvyEy c/eAVpam (a_c/a " -
’rﬂle’ro C'ra/m‘a/ \), foﬂ Ve M, M famZ/c’)’a uM ndmer Om/ma/, 31 X‘:((dﬁuj—;
e?n/omes fos (orljuw?los \glpv 4 %fu som ajenos, v devsos en X y poy e/
Teorema (1.2) X es resolvble. Sopengamos §ue ne extsfe om wihmero ordima/
i ful gue X‘—'(vg(/*v)*. Jea & el ndmere cavdina/ de Lo fa'n//a de s0b~
a'njunﬂlas aéléYIZOJ mo vaclos de X y sea Y el nomeve oydival mica com
Yimeyo Cavdimal T=A. Sea 6 vm mdmero ordina/ 7a/ que sv W dmero Gydy-
ral 5.>"7;‘) W<, /%fmq/ucd;w /ranj/m//a constroimos lo 7{)&714///6(
- 3 Gv=X-(4 Agj: V<ol
de abievfos my vacos distmdes de X cvqa cards mahdo sea . Pero esty
es vma confradiceiom y ya gue a ls wid's tevemos G abiertos mo vacios distonbs
de X, Ry lo fank exste o wimeve ovdmal u fal que X=(v(jﬁ/4v)~. Es
C/ara que /05 con;uw?los D:vgav 4 EZV%O\) Som densos Yy agenes €n X
Ay el Teorema (4.2) se szz)c gue X es resolvble. | L]

4.4. DEFINICIQN. Al menor momero cardima) de vm 5056091‘1047%0 ab -
el no vacio de um espactd /0/:4/07/Lo X se le [lama é/ éﬁ_ﬁéc_._/‘{tf’}f de
chspersion de Xy lo (/pnojétmos por ef siméols L (X).

1.5. TEOREMA. S5 Xes am espaclo %opo/ajguo mﬂn//o T} con la pro—
ﬂ’?’"/“/ de 7v¢ w(X) < 4(X), enfonces X es vesoluble. -

Preba. (layaments X o frene puwé:, arslechs. Sea b= ; Uy - o(éJ’}
vmu bose abierfa de X de cardinaldad W(X)=IT|=%. fra probar que X

€5 reso/ué/e 6&5]14 pr’a’h«tr qae.Xto'n//ene 0/05 JL'écor;Uooyfzos afenos que fc’njar).




--——_—-

ovomees J= WM) para algin ovdimal M ( W) denota el infervalo 1micial
_,&ré{o/opov/u), Jea os e/pumc*r elements de J o Escogemos vo’os ,oum'és distmtas

. '9 um orc/l_na/'meﬂor 7«/@/4( . 0? Immmos AQ’-? 'ﬁv /\)(OS:J 8(,‘3 9y - \)<G}f .

) Enforces fenemos que

p(/'n?los en cada e/emen/o de B, /gim esfo élen ordeviames el co'njbrnfo J,

‘éeo Y ?.(,, €h c’/ (onjuoﬁlo aéwﬂé Ua(o. Sumngamaj Que han sidlo Sg/eccmmc/os
fos pontfos distimtos #, 4 By on o) abierts Uy para coda ordimal v< G com

’AQI 1 l 89, =0 +6 (5 L{eno/a e/ ardimal de 9)
<A tM (ya que AT = WIX) g M es v
oydinal tmaal)
= W(X)+ w(x) -
€AY+ AW)
= A(X) [ ya que A(X)2w)
< Uel.

Si | Ug'-l(A~9u694)\= < w, enfomes
C ws U=t [ (ade) u(UsnBe)]
 em t [As( t186]
< [Ael 4186l |
/o cval es vma contradiccidn - Vor lo fanto w < [Us - (A UBE)|, Asi gue |
ppdmaj fomay dos puntos distntos hy 9o em Us- (Ao UBg ). Esta seleccion
pydoctwa poede [fvarse a cabo para Ldo ordival 6 <M. Pefinimos /foscon=
Ju-n?los A=3py° w,«} 4 B=139y" \)4/-\?. (‘/ara'me_w%c Ny B8 Ja/u/are’v
)y deseado. - an




1.6, TEOREMA, Sea X vm espacio 7lopo/o'j/.{o T/ sm ;f'l/'nféos atslados
con Ja propredad de que cada svhcon onts abierfo mo vacio de X coy-
y Prof 7 J

frene om svhcom Jmﬁlo abierfo 1 vo vaus fal que cada pum/o pel comple
con la prapiedad

AUt X) <AL,
Enfones X es vesolsble.

Proeba. Sea U om Jt/éCO'YUU’*?fD abierto mo vaao de X y sea U, un
.5u£cowjm7lo abierlo mo vaus de U cwya cardimulidad sea N(U). oy -
hipitests Us confrene vom svbcom jomts abierto o vaclo o com la pro-
ﬂlec/ac/ de goe si ¥ ¢ Ho, entonces

Hh, X) 21 Hol,
Claramente Fenemos que [Hol = Uel. lomo X e5 um espacio Fopaldgico T

" 5in punﬁs atslados el cardimal |1/ es mf/n/fo. Ndemds Fenemos  [as

desiqvaldudes | ~ '
€Jljb/a 5 W(Ho)é/Ho{'?((HO) ” |

<| Ho(% ap Xy (gaque X0, to)= X(3,X]

sor sey Ho abierfo ).

< IHU)ZHI [ Holy
< THa) T Hol | Hol -
| = [ He].
S Ves om sul)cmij omfo abierfo movaus de H, en/amea VI =IHOI:W°';
/o wal implica que A (Ho)=1Ho| y que W(Ho) 2 A(Ho). Fm viriod def

 Teovema (1.5) se fiene que Ho &s vesolvfecon Ja /opo/ogz'a no/a//m, Y como

/-/o es um 505(‘ofnJUfn7lo Je/ aé/er/o U foom'm/o a)’é/%}’ar/amc—‘n/e; 6’7771007(85

por el Teorema(4.3) se fiene que X es vesolvble. L]



I

I 2LLEMA, Tody espacio /apa/o'g/co tompacts //auso/ar///\’ Fren e
Uma base de cardimg lidad < [ x].

. | .Pruda. St AXI<w ef yesultads es obvio. Svpongumos poe's qve é/

I Zayc"zna/-/X/es m/fm?é. G’nyz/g»(emm e/,omo/ud{) »/\/XXﬁ /c« '(/za";umi/
A= ; (X,X) LX¢€ X}. ara (ao/a' (2, y)e Xe Y- A éscbj_emas Veanda -

I des’ abievFas ajenas Uy , V(/W) & x, y Ve;/ecfl/vqm;iﬁé /Jr_}oéa'remas

I gue /afarn///a de /ﬁ/erjeéczoncﬁ finitas de [u fartifyo, |

| T ety Kex -4t |
€s una base de X, £ _t’fé’c?é;, sea U vm abierts o X y X €0 . targ

' Cada Yy € X-U fenenos gue Y Vin gy s /o cua//m/;//m qoe

| X"Ucf;%uv@w) .

. 001_0/0 f/ué.)('(/es compacfa (ya 706 €s Ufn(erracﬁ; énum (0%7/706%9) PXIS/“—"U

o Yne X=U fal que

]
-Uc
X-U c(,J ,Vx
De agui obtememos /y con/en;m’n

h
% € (] Uy © X =0 V) € U,

9 Ht) ‘

=}

Ests proeba gue es base. ( [araments estu base frene cardimalidad me-

norolgua/ q/XYX‘A/‘-IXKX’=/X/, . ]

7.8.LEMA. Seq ~XU’YI‘63/’6{C{0 Jocalmen fe compacts ylao3r e X
g Ves vma vecindud (abievty ) Je by entores | )
- | X, X) 2]V] -
/7rue£a, Sea U unq vecmdad aézer/lc\ de P /a/que Ues COM/’QCZZ" Y
pe Uc UV, Jenemos gue U es5 ym espacto 1oy compacto oy [ii fopo—

loyea velafva de X, For el Lema (1.7), U Tiewe vna base de ardivalidad

/



menoy 0 19ual al U], Sea Yp=700vq /dI} vma base local dep en U
7161/?00_' /Yy ] < ’J/"(/&rd?ﬂéﬂ/@ /a fawu//a W;, = 3 un Va(/"( EI} €s uny

bage/oca/ de P (’V))( Cbn I)]b ] < ,YP} SIU' < |v|. /%V lo fan/o

me i J

4’7 TEOREMA Todo espacio }lo/‘o/()jtca //ausc/orff Jocalmene

*60’?)7/'067(0 519 /»m/os ﬂls/ac/o,ﬁ es rvesoluble.

Pueba. Sea X om ei,aa.(/a %opo/o'j[/a com las hypotesis de) Tevrema
y sea Uom aéwr//a wo vaclo arbitravio de X. Em vivted del Lema (9.8)
se tine gue para mc/a pe Use wmple la (/ejljua/o/ac/ X(h X) < Ul. Br
el Teorema (1.6) se Jiene gue X es resolvble. o L]

ﬂ pesar de que e/ 5y uzen/e Teorewa, es uma consecvencia mmediata

o/ Teorema (6’6) (/aremaj U4 proeba vsando mdvccion Hrans //n/fa

9. /0 / EOR)EHA /oc/o espacto méto sin pun/os alj/a(/oa es veso-
loble.

B /DYUL’ba 5?& H Um espauo me/r/zo Sin purmlos 415/&0’05 (310)7 orc/enemoj

g /‘/como (dnJU'n?lo Y escribamos

M:%’kv ) VC/L(S )
pavo a/gé’w numeys ovdimal M. D(f/n/rfmaj dos Su!;(anjun/as com‘o/é’mevﬁl*
vios A, B (4.e. [5=X‘/1) de M povr medio de mdvccion frq%wfm//q . Sean
’P,;‘ j“/”vz /05 0/05 Primeros 0/f’me>n}/05 de M, E/ ,OU”?/O 7”»,;’ 6/’ Y 7’\&6 4. Su~
pomjamos que fodos tos puntss Py ypava V<Y com ¥ um mumero ordival

menoy ?U(’ /t{, /Jan J)qfo alewaa/as a /} 0 Q /3 . De”no /’emoj por
Ay:f'}%fﬂ/\)<7}j Y [5,1:373"66/\}<))j_




pyoéay. SUpawjamoj ﬂ(/é’j ?ue ﬁ 6/1. Sr Vo € @ ) gy,f,,,,,a,j

/o a/a//mp//ca gue é’/wj/e 7’5 €y ci3 /4/ gue f/{f’a ;17;) < f/z,

51 C{(‘ﬁv:/’w)< d (b, Bv) y entonces Py 3 astgwads ald. Fn coso com—
Fravio g Al St d(By, Ay) 2 d ( 4, B8y) , el pomto P, €5 aszgwao/o a A.. Ro-
((’O/mn[/o por mﬂ/umo"n /ranﬂ rn//a ) dé/(r/é’mas /a \’)(/74-?5/0/77 ¢/f /"/ (01740"

dos sf/éawnjwy;faj compfemen farios Ay B Vov dlfyme probaremos gue /o5

| (owju')o?los /45 3 som o’ensos en M. Sea b, € M y 55(7’\),) una éa/o\

_ lom (t’w7//a //7)'0 4 vadio £€>o0.

(l) 5upaw3amos gue 1) GA /]ac/o ?U(’ H'mo //éwe ,0(/44/05 ald/a(/os o=

dewios /o'mar um /'un/ f € ’362('/”1/ {’VVO}. 5/ P, €15 »o 4aﬂ radu  gue

5{{1’9;’30) D{(?o} ) d('f' )4 /7

7.4;6 /35[1)\,)/) . [/ caso G <V, €s aha/ojo

/,u) La /;yue!a fara é’/ caso 7%, €15 es Cc’*mp/e/ampnlle unq/oja a (4).
Asi ’nuea//a aﬂwmauow yuer/a /’/a/ma/u por (1) y (). D

£/ 5/3umn/e leovema proeba la ex1slencia ,o/e espaclos /a/wﬁj/f_as

/) (ONEX05 Gue Mo S0 resd/ué/ps .

4. TEORE MA Ty (a(/a nimero mrr/ma/ /n/m//o - \"f"’ﬁ/f"

un espacio fopo/Oj/za 7/ conexo de (ayc//fua/;(/aa’ & (0jo< J‘(/A(awjdm?zos

densos som 06187/05
pwﬂéa 5?& X Un conJuwZZo D/c’ [arﬂ/ma//o/aa/ 0( 3 Jea Zc A Ilopoz)j(a
G mnlq de X. fwf/omej (X Zc) 0S5 UM €32a o fapa/Jj/(o T comexo cu-

Yo (arm/er 0/6’ [/15pm/510m €s mayoy o (juq/ a &, Seq
e '?Tcﬁ /Z’eg vma /o/vo/oj(a de Xy, Tcecl y Al 1))2w
y T Feve la propedad de imferseceio fm//a}




" dad de mfeyvsccc/o;o ;’rn/fa_J Le. (e /(!f'. Fore como (H es um elemento ma-

‘ /c,no/oyuo (X, Tﬂ) (wmp/e tom /o /é’:»e’aa/ﬂ. S | 1

La #(M//m ,‘f'e’s Mo vacla y ya que l. 5%- Jenermo s que j’c?j om fowjdﬂﬂé

| _'./)yeoerao/a con lainclosioy com fu pw//e”a/aa/ de gue cada cadena de efe-
. menﬂs c/f,?’b/mw vma (o fa ( mo es z///m/ proéar/o) Py el Lewa de Zorn

e’)f/;]lz om c’/c'mc'n/a ’mzf)’/ma/ Tne e 4. Comsidevermos ef espacto fo/o/oj/m

'(X L u ) Lom f ¢ fu y Tnm //fnf 2 p‘/ﬂ/"c’(/ac/ de mievsecciom //n//a,én/n—
»,."('(5 [X ZH) 65 um espacio 7; (om")/a Jé’a 0 Um Sl/é(ofnjuaﬁzo (/E’n.So de
‘,,[X Z'm) Z /wnws A fam///a\

T,=TuU]DnU/veTal

€5 uma %épq/ojz'a de X fal que T, ¢ Tu, N(X,7,) 2w gy T, hene la prope- .

Aimal y Z'H <7, ) en Fomce s (i e Pov o Fants Off w. As) el espacro




V-UNA CONJETURA DE OIETRICH.

£Fm e/ (a/'l/f()/o IV se ﬂrobol que cada e3pacto fé /oca/mc’n/e (am/acllo
Jin pu'n/oj cz/s/ac/os bl f’uec/é escribry como la umioy de dos sﬂbwrnjuw/os

(/(’Vlé‘os ajpnaf) /)fﬁ/llds. ES%o /}/20 pensay ; tomo /o /7/?0 DIQ %)’/C/) (/?7»2);

— ———e s of e [

denso pgﬂjg."
E/ 3(7016’"/7/(’ (JP»’//'/O ) Jéli/(/& a /?ajajafa/qn q .So/)ra/r manian, m’wc’57[q
gue /a re;,.ouz’sllq a la [m.”jwn/a de e /Lr/(/; €5 NO. s pam vey €/ {jf’f"’/”/o pH-

mero probavemos el Teovema 5(5016)7/('-

5 1. TEOREMA, Sea Gum qropo /a/m/o'g/co Nbeliano dwisible. 516

conflene om Jangyu;o aberfo H de ovden 1/»7/7[0) entomies G mo contiene

Jubg'w//ms denso s VILLEY

Procba ., Se R um jobgvo/o denso de 6—3 g€ G. /Dmbar(mos que 767(.

por séy j/‘/ aéler/o P)’ISA?» /) ¢ H /a/ gue 5}16 /(, Y como G es (/IU(SIé)/l‘.’

existe YeG /a/gue h=3" (domde m=0(H)). /7arserj/'/ shierls wxiste
/905/"’ 7[0/ que jhof l<) Y como e( ardew de |1 es n, en/owfé’s
o h:ﬂ“:‘jﬂe'—‘w’-h:‘:(ghoré ke K,

De ago/') oblenemos que 35 Khtec K ke <. D '

Jea l("?“l;T}w y 6= pr domde ) )
R=jexp(200/3) [ pyqe Z ya¢0]
c gt
Tenemos gue G esum gripo disible . £n efeclo sea A= (W*’(“%)):‘.

L3



‘ o
om e/pmen/o le G y nc IN. Gmsidevemos ef elemento 3—‘(%(‘?'{1‘;:))&

f/n7[0’)’)695
:[(W(ﬁ)qlp:}h oal’]y)
= (o (o))

= (o Cg2),

oo

= (emp (20i%)),
=X
Esto procba que G es divisible. Fir stra /ay[é fenemos < es um subqrope de
G qoe es Lambiey om 4rvpo fopoldyi co (om/m(}[o , Tenemess que cads clase
de 970/1/4/(”(/6« X<, xe G, @5 homeomor Ya /c’amo CIPALLo /0/0/09/(0) &
1<+ Abhova de é/umoj 6 G la 5/ﬂ0/€n/d /a,m/ag/'a
Z:-“— 3 U CG/ Unxk es abievfo én._X/( Aora Foda ?{66},
Veamo Que A fam///a @(-f? Ve lk / Ves uma vecimdad 45:57/4 en I< de e}
esuma base loca] en el mevtro @, Emefecto ) sea Uwma vicindad aberts
en G dee . Fscribimos \V=0n(K ¥ oé/memo; lo Adeseads ) ya goe VET.

No es 0"716// checar gue [« famz//a 9,( 5a/la/oa('e las /;/,40’/85/5 de( Teorensq((5).

ASI: /a faw/la
{20 xe6yveUS

}'[ayrma uma svbbase de¢ vma /Opa/oj/a de G, go& lo hace vm gropa /’om/d'y/co‘
/Oroémpmos 2% (7’/(/;4 /o/,w/o 9/2 y { corveidey. Sea. Ue U ¥ xXeG ) fenemos
que Ues am aé:m’/o de K ) lo (Va//»v///m gue YU €5 um a!zrmfo de 7”(;
[ovma 405 (/adc’:s 0 Som /é( Wisrrq 0 sov) ajernas s5¢ 7[/!’)76' t]u(’ xU € U, /451'»
U es mas fnm qoe (e /"/'o/ﬂj/r; vy a subbase c’a% X0 Xe 6, Ue "é{} . Dea

Ve I 3 Xe V, /rm"ma:s gue Va X< es vm abmr/o en ‘X/(, Jo coal /mﬂ/lc‘d ,,



. w~ .

que ¥'(ya xic l=x"'o I< es om abieyts de I< qve comtiene a e . e

. Lsts proche [a tqualdad de las fos

[G,Z} €5 ym gyupo Zlopo/o'g/(a. o nap Cada clase deo
(ngua/tr/ua €3 m a’wé(anUW7/o de G

agoi” ¥ Ul com U= o'y i ¢ 9
/a,aa/o';zas e For ls fanto

aéler/o 4 (afmpa(][a, se //51774 gue

G es /0“'/’*'7!"77[6’ Compa 6710. En comely o Fenems s gue G esv

fopa/a’j/(a Nbeliano (//w;/é/f que Fiene a |

VM Gy po

< como subqripo abiey o de orden 3.

/90)’ €/ 72’0;’(”’76{ (5'./)' 6(’5 (/MgVUpo /0/’0/0/7/(0 Mo [//56}’6{0 /46?//6{770 /6(4/»707/5

(o/m/acfo /wls/é/e gue yio tom //e’n() jaégyu/cn /énsos /)m//os.

[
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