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3. 

INTRDDUCCION. 

Cuando los fisicos de principios del siglo xx, la mayor 
parte de ellos partidarios del determinismo mecanicista, se 
enfrentaron a problemas como Ql de la radiación del cuerpo 
negro~ que llevaba, con suposiciones clásicas y el teorema 
de ~-·a equi partición de 1 a energía a resultados total mente 
contradictorios a los experimentales, se empezó a vislumbrar 
que la física hasta entonces conocida no era capaz de pro
porcionar una eHplicación sati~~actori~ para este y otros 
problemas, como es el caso del átomo de hidrógeno, en el 
cual~ aunque el maestro Salmer y el espectrocopista Rydberq 
habían encontrado, en el siglo pasado, fórmulas empíricas 
que predecían correctarnent? l~s !onGit~c~~ d~ o~d~ da sus 
lineas espectrales , todo intento para ~undamentarlas teóri
camente habia fracasado. Fua precisamente el interés por 
explic:ar la estructura de los átomos y sus propiedades -fí
sicas una de las causas que dió nacimiento a la mecánica 
cuántica. 

Se puede decir que ésta teoría surge en 1900, cuando 
Max Planck sugirió, por vez primer~, un~ hipóte&is cuántica. 
En 1905, Albert Einstein generalizó la misma para incluir el 
efecto fotoeléctrico1 y en 1913, Niels Bohr la aplica con 
éxito al átomo de hidrógeno, lograndose asi el primer avance 
significativo en la comprensión de la dinámica de las parti
culas atómicas. Finalmente, en 1926-1927 Werner Heisenberg, 
con la mecánica matricial y Erwin SchrHdinger, con su mecá
nica ondulatoria, ~ormulan de manera diferente (aunque equi
valente> e independiente ecuaciones matemáticas que conteni
Ciil• üí1d. Ot::scripción correcta y adecuada de- esta teor-:la. 

A partir de entonces, la mecAnica cuán~ica ha sufrido 
un acelerado desarrollo y se ha utilizado para todo tipo 
de cálculos. Sin embargo, las matemAticas que rigen la ecua
ción de Schr~dinger están lejos de ser simples y ~olo en 
unos cuantos casos aislados se encuentran soluciones exactas 
para esta ecuación. Esto ha originado que se hayan creado 
numerosos metodos aproximados para resolver problemas con
cretos, encontrándose entre ellos, principalmente, el m~todo 
perturbativo, el método variacional de Raleigh-Ritz, el mé
todo autoconsistente de Hartree-Fock, el método estadístico 
de Thomas-Fermi y, en casos más específicos, los mdtodos de 
apantallamiento. Todos ~stos serán descritos brevemente en 
el siguiente capitulo, en~ocados al problema del cálculo de 
la energía total del estado ~undamental de los átomos. 



El objetivo del presente trabajo es presentar un modelo 
atómico sencillo que permite calcular energías totales 
<energía del estado fundamental) con una precisión razona
blemente buena dada la simplicidad del modelo, y que permite 
hacer estos cálculos incluso mediante papel y lápiz. 

El trabajo consta de tres capitulost en el primero se 
describen brevemente los modelos atómicos mAs 9encillos y 
los métodos aproximados de cálculo de soluciones a la ecua
ción de Schr~dinger; en el segundo se exponen algunas ideas 
de los modelos de apantallamiento1 en el tercero se desarro
lla el modelo propuesto basado en un modelo de capas con or
bital.es electrónicos de tipo hidrogenoide y suposiciones 
simpli~icadoras; y, finalmente, las conclusiones del presen
te trabajo. Se. incluyen además un par de apéndices con algu
nB6 demo~traciones auxiliares y un listado del programa en 
BASIC con el cual se generaron los resuli:.acio~ p~-es~nt.~do:i en 
el capitulo tres. 



CAPITULO 1. 

PRIMEROS MODELOS ATOMICU3. 

A finales del siglo pasado, ya se habia descubierto el 
electrón, así como la radioactividad y las partículas alfa, 
beta y gamma. Durante los primeros 10 affos de nuestro siglo 
se empezó a formar una concepción de la estructura atómica~ 
Primero se postuló un modelo que consistía en imaginar a los 
a los el2ctrones (casi puntuales) inmersos en una distribu
ción uniforme de masa y de carga positiva. Este modelo, su
gerido por J. J. Thomson, fue conocido como el modelo del 
"Bt\di.n con pasas". 

En 1q11. Rutherford, al analizar los experimentos de 
dispersión de partículas alfa por materia, concluyó que los 
resultados eran explicables por fuerzas repulsivas que 
fueran como el inverso del cuadrado de la distancia <fuerzas 

-12 
electrostáticas) para distancias del orden de 10 cm., las 
cuales eran demasiado pequeñas comparadas con las dimensio

-B 
nes calculadas de los átomos,. que eran del orden de 10 c:m. 

L.::\ consecuencia l Ogi ca de estos resultados fue la crea
c~ ón de un modelo atómico con un nucleo pequeño de carga po
sitiva. c\ue cont·enia la mayor parte de la masa, rodeado de 
electrones moviendose alrededor de él. Sin embargo. ege mo
delo mostraba alguna~ io~o~=i~~~~~;~~! oor ejemplo, los 
electrones circundantes eran cargas en movimiento acelerado 
y, de acuerdo a las leyes de Maxwell,. debian radiar energia. 
Luego, el electrón perdería energia cinética y eventualmen
te. caeri a al nócl eo" con la consecuente destrucción del 
átomo,. cosa que desde luego no ~ucede. 

Estas dificultades fueron abordadas por N. Bohr en 
1913, proponiendo un modelo semiclásico del átomo. Bohr basó 
su modelo en las siguientes suposiciones& 



t.- Un electrón en un átomo puede moverse entorno al~ nd
cl eo en ciertas órbitas circulares <o estados esta·
ci onariosl, sin emitir radiación. 

II.- Los estados estacionarios permitidos son aquellos 
para les cuales el momento angular orbital del elec
trón es igual ~ un móltiplo entero de n; es decir 
L = mvr = n~, con n = 1~ 2. 3 •.•.• y h la constante 
de Planck, o bien dentro de la Tormulac:ion de Som
merfield 

2n 
L J pda. 

o 

III.- Cuando un electrón 11 brinca 11 de una Orbita, caracte
rizada por una energ~a Etnl, a otra, caracterizada 
por una energía E<m>, se emite Co absorbe> una can
tidad de energía hv tal que hv = E<m>-E<n>. 

De acuerdo a la mecánica clásica, si se supone al ~l~c
trón en una órbita circular de radio r alrededor del ndcleo 
del átomo de hidrógeno, con una velocidad lineal v, éste ex
perimenta una aceleración centrípeta igual a v2/r, la cual 
debe ser igual a la atracción electrostática, que en unida
des cgs es e2/r2. Por lo tanto se cumple que: 

mv2 /r = eJ 1r2 • ( 1. 1 > 

De aqui se obtienen los siguientes valores para la 
energia cinética T = ~mv• = ~e•/r • la energia pbtencial 
V·= -eZ/r , la energia total E • T +V= -~e•/r y el momen
to anQule.r L • mvr = Z~(rmAZ). En este punto se usa la con
dición de cuantización de Bohr, mvr = nh/2n, sustituyéndola 
en las ecuaciones de la energia total, y despejando el radio 
se obtiene 

r = ex nz 

E I / n• ( 1. 2 ) 



donde a e I son dos constantes conocidas como radio de Bohr 
y energía de ioni2ación del hidrógeno respectivamente. 

Estos resultados permitieron explic~r la ~ormula de 
Balmer, ya que un electrón al pasar de un estado con momento 
angular mh I 2w a otro con m~h / 2n debería perder una ener
gia E~ =E C1/m2 - 1/m•2) como lo predecían estas ~ormulas. 

Este modelo ~ue re~inado por el mismo Bohr y Sommer~eld 
para incluir órbitas elípticas y e~ectos relativistas. Sin 
embargo~ este modelo tenía suposiciones ad hoc para explicar 
algunos resultados expe-rimentales y se preveía su abandono 
cuando surgiese una teoría más completa. 

El advenimiento de la ecuación de SchrOdinger propor
cionó una teoría general que entre otras cosas permitió cal
cular otras propiedades del átomo de hidrógeno. Al tratar de 
aplicarla a problemas más complejos, como átomos con más de 
un electrón ó potenciales menos simples 4 se encontró que la 
ecuación de Schr~dinger no era separable, lo cual llevó a la 
creación de métodos de solución aproximados. 

Uno de estos métodos es el variacional. En ól se calcu
la el valor promedio del operador hamiltoniano para cierta 
función u, (llamada función de prueba>, y ésta se varia hasta 
encontrar valores de u que hagan estacionario al valor medio 
del hamiltoniano, es decir que pequeños cambios en u no hagan 
cambiar al valor medio d~l n~~!!t~ni~~o ~!n~ ~n ~QntiGad~~ ú~ 

segundo' orden (del orden de .<Ou>z >. Este método proporciona~ 
en casos sencillos, buenos resultados y dependiendo del n~me
ro de parámetros sobre los que ge haga variar la función de 
prueba y de un diseño adecuado de ésta se obtienen resultados 
bastante satisfactor:losi por ejemplo; par" el átomo de helio 
se obtienen lo& siguientes resultadost 

Energ~a de Ionización 
<experimental) 

o.c;.0372 ua 

Un parámetro Huchos parámetros 

0.85 ua 



siendo ua la abreviación de unidades atómicas. En el caso de 
un paré.metro., es interesante notar que dicho parámetro sea 
la carga efecti·va que sentirían cada uno de los dos electro
nes. Es pertinente en este punto aclarar un poco los valores 
de las unidades que se utilizan a lo largo del trabajo. A 
esta escala energética las unidades más comunes son el elec
tron-volt <eV>, el Rydberg, y los Hartrees o unidades atómi
cas; el valor de estas unidades es para el eV., la energía 
que necesita un electrón para vencer un potencial de un 
volt; el Rydberg corresponde a la energía total de ioniza
ción del Atomo de hidrógeno, que tiene un valor de 13.6 eV, 
y fue originalmente considerada como la unidad atómica., de
finición que se dejo Tinalmente para los Hartrees los cuales 
tienen un valor de 27.2 eV. 

Otro de los métodos más utilizados es el basado en la 
teoría de perturbacion-=:s. Gste rntt.odo tiene un~ aplic:ación 
exitosa en el caso de que el problema planteado se pueda 
considerar como una modificación pequeña a un problema cuya 
solución se conoce. 

Supongamos que conocemos la solución a la ecuación de 
Schrlldinger para un problema cuyo Hamiltoniano es H1 · consi
deremos ahora el problema de un nuevo Hamiltcniano H•= H +V 
donde el potencial V es pequeíí

0

0 en comparación con H y puede 
ser debido a cualquier tipo de i nteracci 6n interna o externa 
con el sistema original, <ej. un electrón en un campo magné
tico externo de baja intensidad)" Si H• se parece mucho a H, 
<V pequeñol es razonable esperar que las soluciones de de H• 
se parezcan a las soluciones de H, salvo por algunas peque
ñas correcciones debidas a la perturbación; esta idea es la 
que maneja la teoria de perturbaciones. Es sencillo demos
t:,¡-a,¡- ·{::.!:-:::;;u.~ ! ~br:'lri o~ol ~ desarrol 1 ando 1 a Tunci ón perturbada 
en ser.ie da un conjunto completo de eigen-funciones del pro
blema no perturbado~ que si ~e considera E § = H § la ecua
ción del problema no perturbado y E"§ = H•§ la ecuación del 
problema perturbado, con H• = H + v, entonces E• = E + SE + 
SE• + ••••• y los valores de óE y SE• que se obtienen son 
respectivamente <caso no degenerado)1 

y 

SE = <ni V In> 

GEZ = E C<n,k><nl V lk> 
k"n 

( 1.3 > 

( 1. 4 ) 



donde C<n"k> son los coeficientes que se obtienen al· desa
rrollar la ~unción de onda en términos de las eigenfunciones 
del problema ne perturbado. 

Algunos ejemplos prácticos donde se puede trabajar con 
éste método y obtener resultados aceptables son el e~ecto 
Starl:" el electrón en un campo magn~tico débil, el oscilador 
no armónico, etc. 

Encontrar la solución exacta de lr ecuación de SchrO
dinger para átomos con más de un ~l~ctrón C$ imposible. Sin 
embargo" el hecho de que se hal 1 an encontrado sol uci enes 
aproximadas para el átomo de helio, llegandose al grado de 
obtener:- resLtl tados que caen dentro del error ex peri mental, 
ha conv~n=ido a !o~ f!~icos de que l~ ~cu~c!ón d~ SchrHdin
ger para el problema de muchos_ cuerpos es un buen punto par
tida para atacar atemos mas complejos; sin embargo, los mé
todos usados con el helio <método variacional con varios 
parámetros, método perturbativo>, se vuelven muy complicados 
al tratar de aplicarlos en átomos con más de dos electrones, 
lo cual obliga a buscar soluciones más simples. 

LOS METODOS DE HARTREE V HARTREE-FOCK. 

uno de los métodos simplificadores es el conocido como 
método del campo autoconsistente. En él se supone que cada 
electrón se mueve en un potencial promediado proveniente del 
ntlcleo y los electrones del átomo~ se resuelv.e la ecuación 
de Schr8dinger para un electrón dado moviendose en el poten
cial propuesto, lo cual no es muy dificil dada la simetria 
es~érica del problema. Se elige la función para el numero 
cuántico deseado (basados en suposiciones e~ternas al modelo 
que pueden ser por ejemplo funciones del tipo Thoma9-Fermi, 
o bi.en e~timaciones burdas basadas en datos experimentales> 11 

y se busca la densidad de carga que proviene de este elec
trón1 de esta manera Ge construya la densidad total de carga 
del átomo y se encuentra el potencial correspondiente por 
métodos electrostáticos. Este nuevo potencial calculado debe 
coincidir con el que se propuso al resolver la ecuación de 
Schrtidinger,. en el ca.so que este fuera el campo a.utoccnsis
tante. Hartree, quien propone un procedimiento iterativo 
para determinar el campo autoconsistente. Este se basa en· 



proponer funciones de prueba que esperaba fueran parecidas a 
las autoconsistentes y a partir de ellas calculaba las den
sidades de carga y los potenciales asociados. Luego resolvía 
la ecuación de Schr6dinger para estos potenciales y obtenía 
como resultado final funciones de onda que desde" __ luego no 
coincidían con las propuestas originalmente, pero encontró 
que si repetía sucesivamente el proceso tomando cada vez 
como funciones iniciales ~l resultado final del anterior ci
clo de calc:ulos, entonces esta sucesión de funciones era 
convergente y, de hecho. convergía al campo autoconsiste. 

En un campo esférico, la ~unción de onda de un electrón 
es muy si mi 1 ar a 1 as 'funci enes hidrogenoi des. De hecho 1 a. 
dependencia angular es la misma y solo difieren en su depen
dencia radial. Sin embargo~ en el esquema que hasta ahora se 
ha pl~nteada, tal ?=~e~~ qu2 el elec~rón 1:siente 11 

( se ve 
a~ectado por> su propia distribución de carga. Esto llevar~a 
a resultados contradictorios con los resultados electrostá
ticos para el caso de orbitales electrónicos muy grandes ya 
que se predice un potencial que es muy cercano a cero, en 
vez de la proporcionalidad con -1/r como predice la elec
trostática. La manera como salva Hartree este inconveniente 
en su método es simplemente omi ti ende la contribución de 1 a 
carga del propio electrón al calcular el potencial eTectivo 
correspondiente. Sin embargo esto implica el tener que re
~olver ln ccu~ción de SchrOdinger con potenciales diferentes 
para cada electrón, 1 o cual cOmpl i ca el cálculo. La correc
ción a este efecto se conoce como la corrección de autoener
gi "· 

En otros métodos derivados de ~~~P: 1~ ~i5~~ co~~~==i~n 
se hace usando otras técnicasi entre ellas mencionamos la 
del hayo de Fermi. sin entrar en mayor detalle Cuna breve 
discusión al respecto se puede encontrar en el libro de Sla
ter citado en la bibliografia>. Se puede considerar que 
que incluso con estas correcciones éste m~todo sigue siendo 
un modelo de campo central y de par-tículas independientes. 
dado que el potencial se. considera estrictamente radial y la 
interacción interelectrónica se consid~r~ como ·una vari~ción 
al potencial radial. 

Como resultado Tinal del método autoconsistente se ob
tiene une Tunción de onda para el problema de muchos elec
trones escrita como el producto de los orbitales o ~uncio
nes de estado de todos los ,electrones del átomo; los reque
rimientos cuánticos de antisimetria C principie de eMclusión 
de Pauli > demanden que en vez de utilizar simplemente el 



producto de los orbitales se utilice un producto 11 antisime
trizado11, es decir una función de tipo determinantal. Las 
anteriores supos.iciones, aunque en este caso resultan ade
cuadas, no tienen por que?- 11 evci.r a 1 a verdadera función de 
estado, dado que el modelo no refleja la verdadera estructu
ra atómica. En este punto es factible utilizar el principio 
variacional, por ejemplo variando cada uno de los -funciona-:
les orbitales, de manera que se minimice la energía total 
del sistema y, de hecho, este es el procedimiento que se si
gue en la práctica y de él se derivan en el caso de usar la 
función producto de los orbitales, el método de Hartree y, 
en el caso de usar la -función determinantal, el método de 
Hartree-Foc:k .. 

Desde luego aún se pueden encontrar variaciones más re
-finadas de los métodos anteriormente descritos. Por ejemplo, 
una corrección que es importante apuntar es sin duda la co
rrección relativista, la cual tiene que ver con el aumento 
de la masa de los electrones de las capas electrónicas más 
internas. Sin embargo~ no es el objetivo del presente traba
jo el presentar un análisis más detallado de estos tópicos. 
Para concluir se incluye la tabla 1 .. 1 que muestra~ para el 
intervalo de átomos en que se cuenta con valores confiables 
de su energía total y varias columnas que corresponden a los 
valores calculados por el modelo de Hartree-Fock contra los 
experimentales, indicando la llamad·a "energía de ·correla
ciónº que no es mas que la diferencia entre el valor e)(peri
mental y el valor calculado, Junto con algunas otras canti
dades derivadas de esto que son de interés ~isico. 



z ATOMD ENERGIA H-F 

H -0.50 

2 He -2.861679 

3 Li -7.432726 

4 Be -14.57302 

5 B -24.52905 

6 e -37.68861 

7 N -54.40091 

8 o -74.80936 

9 F -99.40929 

10 Ne -128.5470 

11 Na -161.85889 

12 Mq -1qq.,¡...146! 

13 Al -241.87665 

14 Si -288.85429 

15 p -340.71871 

16 s -397."50'176 

17 Cl -459.48197 

18 Ar -526.81743 

ENERGIA DE 
CORRELACION 

o.oo 

-0.042404 

-0.0453 

-0.0944 

-0.109 

-o. 146 

-0.100 

-0.258 

-0.324 

-0.398 

-0.403 

-C.447 

-0.482 

-0.522 

.;.0.561 

-0.640 

-0.712 

-0.791 

1. o 

ENERBIA DE" 
ERROR CORRELACION 

FRACCIONAL /ELECTRON 

o.oo o.oo 

0.01465 0.02102 

o. 00611 0.0151 

0.00650 0.0236 

0.00443 0.0210 

0.00382 0.0243 

0.00345 0.0269 

0.00345 0.0323 

0.00325 0.0360 

0.00310 0.0398 

0.00250 0.0366 

v.002:,¿~ 0.0375 

0.00200 0.0371 

0.00101 0.0373 

0.00164 0.0374 

0.00161 0.0400 

0.00156 0.0419 

0.00151 0.0439 

-------------------------------------------------------------------
TABLA 1.1 ( Hartrees ' 

---------------------~---------------------------------------------



1 1 

EL MODELO DE THOMAS-FF.PMI. 

Este método está basado en la teoria de Fermi-Dirac 
para un gas de electrones. En el se supone que el potencial 
.electrostático V<r> en un átomo tiene una variación su-Fi
cientemente lenta a lo largo de una distancia correspondien
te a la longitud de onda de los electrones coma para que 
pueda haber muchos de ellos dentro de un volumen tal que el 
potencial no cambie sensiblemente a lo largo de este volu
men. En estas condiciones ~e puede aplicar un tratamiento 
estadístico a los electrones usando precisamente la teoría 
de Fermi-Dirac. 

La condición de variación lenta del potencial radial 
hace que este en-foque no proporcione buenos resultados para 
el caso de átomos con pocos electrones, debido a que en 
estos casos dicha suposición se aleja mucho de la realidad. 
Conforme aumenta el número atómico los resultados mejoran 
llegando a ser 11 exactos 11 en el limite cuando Z tiende a in
finito. 

A temperaturas normales la energía térmica es muy pe
queña comparada con el potencial, excepto para los electrones 
que se encuentran más alejados del átomo pero, en este caso, 
la probabilidad de encontrar un electrón es pequeffa. La ener
gia potencial de un electrón en un punto r será pues -e•V<r>. 
Se supone además que se tienen electrones moviendose con 
todas las energias cinéticas posibles entre O y e$V<r>, lo 
cual permite considerar que incluso les electrones de mayor 
energia cinética no escapan del átomo. 

El metodo de Thomas-Fermi supone a continuación que la 
densidad de carga del gas de electrones a una distancia r 
del nücleo esta determinada por la energia cinética máxima 
en este punto, lo que lleva a una densidad electrónica de 
carga en unidades mks que esta dada por 

3/2 3 
V= -e. CBw/3) * ( C2•m•e * V(r)J ·) / h ( l.:S ) 



Hay que considerar, además, que en el átomo la carga 
positiva no se encuentra uniformemente distribuida, sino que 
está concentrada en el nt\c:leo y tiene un v.alor igual a Z•e. 

Ahora bien, el potencial electrostático queda determi
nado por la ec:uación de Poisson; utilizando la densidad de 
carga ( 1.5 > obtenemos 

3/2 3 
L>V =-~/E= -e•<Bn/3l*<C2*m*e * V<r>J > / E*h ( 1. 6 ) 

donde L• es.el operador laplaciano. Esta es en realidad la 
TG;-mula funC:attiental de la .:tcuac16n de T~omas-Ferm::. para da
terminar el potencial V. Esta forma fundamental se puede 
simplificar haciendo un cambio de variable y llegando a las 
siguientes expresiones: 

1/3 
r = < ~•x / 4 >*< 9•u• / 2*Z > 

U<r> = ( Zie / 4iuiEir V<rl 1° 

§ = U<r>J ( 1. 7 ) 

en las cuales Z representa el n~mero atómico y u es el radio 
de Bohr para el estado fundamental del hidrógeno con lo cual 
1 A ~ órmul • < 1 • b > toma ·la .forma 

3/2 -1/2 
~>U/dx• • U * x C 1.B 1 

que es la forma estandar de la ecuación de Thomag-Fermi para 
el potencial. 

Aunque la ecuación 1.8 no puede ser resuelta analitica
mente, ·5e encuentran soluciones numéricas.. Antes del desa
rrollo de los métodos de campo autoconsistente, este m~todo· 



fué ampliamente usado para ciertos cálculos en los que se 
obtenían buenos resultados, a pesar de que se desprecia to
talmente la estructura electrónica de capa~. Aün después del 
advenimiento del método di!·! campo autoconsistente, todavía 
encuentra aplicaciones, como por ejemplo para usar esta so
lución como ~unción de prueba inicial para el cálculo del 
campo autoconsistente, lo que proporciona una rápida conver
gencia a las ~unciones correctas, y también en el cálculo de 
la corrección por autoenerg!a de los electrones, de la cual 
se habló anteriormente. 



CAPITULO 2. 

MODELOS DE APANTAl-LAMJENTO. 

La suposición inicial, en la que están basados los mo
delos conocidos como de apantallamiento, consiste en la vi
sión simplificadora del potencial que afecta a los electro
nes en un átomo complejo como un potencial central debido al 
nó.cleo, pero disminuido en una. cierta cantidad <ºapantalla
do11), 1 a cual de alguna manera toma en cuenta el potencial 
de i ntera.cci ón entre el electrón al que se está calculando 
el potencial y los demás electrones del nócleo. La mayoría 
do l~~ v::::::::o::. o"Ct2 ~nfoquE e;;:ta basado ~n ~i moá~:io a'éómico 
de capas, tomando general mente parámetros para 1 as Tune iones 
de onda orbitales que son -fija.dos semiempíricamen1:e. Las 
~unciones de onda derivadas de esta manera se utilizan prin
cipalmente como una primera estimación razonable en muchos 
problemas atómicos. 

Uno de los modelos que va~os a describir en esta sección 
es el propuesto por Muller et al. <1973) en el cual los or
bitales a partir de los que se construye la función de onda 
total se suponen de tipo hidrogenoide, con cargas nucleares 
efectivas Z<l>w que dependen en el n~mero cuántico 1 9 siendo 
Z<l> un parámetro variacional. 

El enfoque tomado ~s esencialmente el dP RA1Pi~~-R1t~ 
<variacion~l>, lo cual hace siempre posible el mejorar re
sultados simplemente incluyendo mayor nómero de parámetros 
variacionales en la función de onda propuesta. La función de 
onda de prueba que se propone es el producto de orbitales de 
tipo hidrógeno, con cargas nucleares efectivas diferentes. 
Estas cargas. que serán los parámetros variacionales 9 se 
restringen a priori de manera que se mantenga un conjunta 
ortogon81 de funciones. 

El principal cri teri·o usado para determinar 1 os paráme
tros variacionales es el de la mi·nimización de la energía 
total del Atomo. La función de prueba se toma como un pro
ducto antisimetrizado de Z orbitales hidrogenoides distin
tos, con cargQs nucleares efectivas diferentes <parámetros 
variacionales>. Por simplicidad se excluyen del cálculo las 
contri bue iones negativas de intercam.bi o electrón-electrón y 



se supone que, por argumentos de ortogonalidad!I las cargas 
efectivas son independientes del nll.mero cuántico n. Con ob
jeto de poder utilizar simqt~ía esférica en los cálculos se 
toman dichas cargas independientes de ml y además por argu
mentos ~ísicos y de simetría se las hace independientes de 
ms .. 

Para evaluar el potencial de iteracción Ve-e se toma 
como punto de partida la integral de Slater <1968) 

Fº CZ, Z" ,nl ,n" 1 • > e> J J R•nl(Zl,r) * R2nl<Zl",r:o> 

x < 1/rmax > r2 * r,.2 dr dr" ( 2. 1 

en donde Fº es la integral de Slater, r y r" son los radios 
electrón-nücleo , Rnl <Zl,r> es la Tunción de onda radial hi
drogenoide para una carga Zl, n y 1 son los números cuánti
cos, y rmaY. el mayor entre r y r". Se hace una simplifica
ción de 2.1 al sustituir el término < 1/rmax >simplemente 
por < 1/r > ó < 1/r" >111 utilizando la r ó r" a la cual co
rresponda un conjunto de números cuánticos < n 11 1 > mayor, en 
orden creciente de n y, dentro de cada n, en orden creciente 
de l. Esta sustitución corresponde al caso de apantallamien
to externo nulo. Después de varios cálculos se llega a la 
siguiente expresión para la energia total del átomos 

E.! <e•/al*l: 
l 

s 
+ z1:: :t 

n=l +1 

s 

s 
Zl*<Zl-2Z>* l: n<nl)/(2*nZ) 

n=l+1 

+ Zl* l: O(nl>*N<nl>/(n>> 
nal+l 

2.2 ) 



en la cual s es el valor máximo tomado por n en el átomo, 
OCnl> es ál número de electrones en la capa ni, Zl son las 
cargas nucleares efectivas, NCnl) es el número de electrones 
que caen en la subcapa nl. 

Si se minimiza la energía con respecto a Zl se obtiene, des
pués de derivar 2.2 e igualar a cero, que las ecuaciones 
para Zl son ecuaciones separadas, ya que la solución de Zl 
ne depende del valor de z1~. Estos valores estan dados pcrt 

Zlmin 
s 

Z - E íl(nll * [ N<nll + Cl/2l * íl(nll-1/2 J/Cn•> 
n=l+l 

s 
x 1/C E ncnll/<n•> 

n=l+l 
2.3 ) 

usando los valores de Zlmin obtenidos con el procedimiento 
anterior se ·obtienen los resultados mostrados en la tabla 
2.1 para algunos átomos. 
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TABLA 2.1 

Energia Energía Modelo propuesto Energí.a 
Thoma!5'-- TF 

z Fer mi mejorad~ Con-Figuración Energía ºexacta" 

2 1 5 2 
1s 2s 2p 3d 114 128.5 

2 2 6 .,, 
10 166 15! ls 2s 2p 113 

8 2 
3d 4.¡: 611 676.8 

2 6 2 
20 834 750 3s p 4s 572 

11 
4.¡: 5g 3240 3539 

2 6 2 2 
40 4210 3760 4s p d 5s 3040 

10 14 7 
4d .¡: 5g 6h 8550 9284 

2 6 !.O '! 
60 10830 9700 4!1 p d f 

2 6 2 
5!1 p bB soso 

18 2 
~ óh 17000 18409 

2 6 10 2 
80 21200 19000 55 p d 6!!1 16100 

* Todas las ener-gías en Har"trees. .. 



El hecho de que en la aproximación se considera la car
ga e~ectiva Zl independiente del nümero cuántico n hace que 
la descripción de los electrones externos sea muy poco pre
cisa, ya que dos electrones con el mismo valor de 1 son tra
tados igualmente1 aunque uno se encuentre mucho más cercano 
al núcleo que el otro, lo cual no es muy apreciable en cál
culos energéticos, ya que la contribución de estos es peque
ña comparada con la de los electrones de capas internas. 

Otro mc-delo reciente que utili2a el método de apanta
llamiento es el propuesto por Kregar (1984). Dicho autor 
considera un Hamiltoniano del tipo 

n 
H l: p2 (i > I ( 2$m <i) l + 

i=O 

n 
:i: 

j >i 

n 
l: q<il * q(j) I r<ij) 

imO 
( 2.4 ) 

en la cual el primer término corresponde a ~a energ~a ciné
tica, el segundo término a la energía potencial, indicando 
el indice i=O al n~cleo atómico, y q<i> es la carga de la 
partícula i; en este caso q<O> ~ z, q(i) = q(j) = -1. A par
tir de éste hamiltoniano y mediante argumentaciones basadas 
en el teorema del virial obtiene un hamiltcniano que es 

< pz (i > / ( 2*m <i > > - Z <i > / r <i > > ( 2.5 ) 

cuyas soluciones son ~unciones de onda del tipo hidrogenoide 

!li = < rl 1 1 > ~ Rnl< Z<il,ri > * Ylm<µ,111> ( 2.6 ) 



en donde §i es la función de onda correspondiente a la par
ticula i~ ri es el radio de esta~ RnlCZCi>, ri) es la parte 
radial d~ las soluciones de la eCuación de Schrtidinger para 
el átomo hidrogenoide con carga nuc:lea.r Z et>, y finalmente 
Ylm<p, íiJ) es la parte angular de las mismas. Para estas -fun
ciones, es rel_ativamente -fácil encontrar los valores espera
dos de las energías cinética, potencial y total para cada 
una de las partículas, siendo estas : 

Ek li > < i P' (i > / C2*m < i > > 1 i > Z•<i> / 12an•<i>> 

Ep (i > < i 1 v 1 i > <r 1 i » 1 i > = < i 1 -z (i > / re i > i > 

-z• <i > / ( n• li > > 

Et 11 l Ek<il + Eplil. ( 2.7 ) 

Una primera opción sencilla que propone Kregar para el 
cálculo de los valores de Z<i> está basada en el ccnocimien-

n 
to de los valores esperados de < r > 
tipo 2.6 que están citados ampliamente 
don & Shortley. (1964> l. A partir de 
de ZCi> correspondiente ~ara obtener: 

para las ~unciones del 
en la literatura ICon
~llos despeja el valor 

z (1) 

1/2 
<C n•*< sn•+1-3*lll+ll l/( 2*<r•> l l> 

z ( i) 3n•-1 ll+ll )/( 2*< r > > 

z { i l 
-1 

n.? *< r > 

3 
Z<il = ([ n * ( 1+1/2 >*< r 

-2 
> J) 

1/2 
( 2.B > 

m 
Ahora se pueden tomar los valores esperados de < r > 

provenientes. de cálculos Hartree-Fock1 los r-esultados que 
se obtienen permiten calcular una Zli>, pero los valores 
así calculados diferirán entre si,· dado que los distintos 
momentos amplifican de manera diferente las part~s radiales 
de la función de onda. Sin embargo, es posible usar el pro
medio de los valores así obtenidos como una estimación del 
valor buscado. 



Kregar presenta además una derivación alternativa e 
independiente que no necesita basarse en cálculos Hartree
Fock. Este método consiste en dividir el operador de ener
gía potencial entre dos cuerpos del hamiltoniano 2.4 en una 
suma efectiva de operadores de un cuerpo, limitandose a la 
aproximación de campo central. 

El valor que se propone en este método para el 
esperado < s:iit 1 1/r(s,t> 1 s,t >es: 

valor 

s r0•s(r(t)) + 0''s(r(tl)J dq<t> ( 2.9 ) 

en donde 0'sCr(tl) es la parte del potencial correspondiente 
a la carga del electrón s más alejada del nócleo que r<t> 
<porción de la carga del electrón s que se halla más alejada 
del nOcleo que r<t>>~ con valor 

(lJ's<r <t> > J 1/r(S) dq(S) ( 2.10) 
r <t> 

mientras que w~~5(r(~;; ~~ ~~ pa~t~ ~~l pota~~!~! d~b!~w ~ 

la carga del electrón s mas cercana al nücleo que r<t> (por
ción de la carga del electrón s que se encuentra más cercana 
al nócleo que r<t>> con valor 

r<t> 

0••scr<t>> - 1/r(t) J dq(S) ( 2. 11 ) 
o 

A.partir de estas fórmulas define ahora unos parámetros 
de apantallamiento externo e interno como sigue1 



J dq(t) J <1 /r <s» dq<s> g<s"t>•<slllr<s> :s> 
o r<t> 

J dq<s> J <!Ir <t> l dq(tl f<t,slll:<tl1/r(tl lt>. ( 2.12 ) 

o r<s> 

En el caso considerado de las ~unciones de tipo hidro
-1 

genoide se obtiene, usando el valer de < r >, 

g<s,t) 
"' 

n> <s>IZ<s>>* J dq(tl 
o 

J (1/r(s)) dq<s> 
r<t> 

.. 
f(t,s> ~ < n•<tl/Z(tll* J dq<s> 

o 
J 

r (S) 

<1/r <t> > dq<t> ( 2. 13 ) 

en los 
externo 
Después 
2.4, 2.9 

cuales g(s,tl es el parámetro de apantallamiento 
y f<t,s> es el parámetro de apantallamiento interno. 

de un poco de álgebra, utilizando las ecuaciones 
y 2.12, se llega un.valer para Z·<i> que es 

z (i) -C E q<il * q(jl * f<i,jl + 
J<i 

:i: q(i) * q(j) * f<i,j) J 
J>i 

( 2.14) 

Algunos algoritmos simples para calcular los valores de 
g<i,J) y f <i,J> son propuestos en Bessis. N. and Bessis. G. 
J., <19Bi>. 



Muy recientemente G. W. Parker <1986) ha propuesto otro 
modele que cae dentro de este tipo de cálculos, en el cual 
propone un potencial efectivo que esta dado por 

V(r) - <Z-M<rll/r + L(rl 

donde se considera 

M<r> 
o 

como la carga de apantallamiento interno, y 

L<r> 

G) 

J 4ntr*a<r> dr el 
r 

( 2.15) 

( 2.16 ) 

( 2.17.) 

como el potencial debido a la densidad de carga externa al 
electrón. A continuación hace las siguientes aproximaciones 

J [ 
º• ... 

1/2 J 4n•r••a<r>. dr l) .:,,,._,_, M 

p>n 

r 

o 

p<n 



o 

r 
º• p>n 

J 1/2 p=n 
o 

J 4n>l:ril:O" <rl dr p<n 
o 

( 2.18 ) 

én donde p y n denotan las capas electrónicas de los elec
trones cuyo potcn~iel se est~ calculando. Introduciendo des
pués una ccrrecci6n para el potencial de intercambio, que no 
se va a detallar aqui, obtiene resultados que se comparan 
favorablemente con los resultados obtenidos por el método de 
Thomas-Fermi. 

El mé-todo en el cual están basados los resultados del 
presente trabajo es el propuesto por Sucher <1q77) cuyo desa
rrollo se detalla en el pró~irno capitul~. 



CAPITULO 3. 

ENERGIA DE ESTADO BASICO DE LOS ATOMOS. 

La idea fundamental que sirve como punto de partida 
para nuestro análisis está basada en un esquema simpliTicado 
de Sucher <1977>, en el que se considera el eigenvalor E de 
una función de onda 2 del hamiltoniano no relativista de mu
chos electrones 

H l! E l! ( 3.1 ) 

en donde el hamiltoniano e$ H = T+V con T = energia cinética 
y V= energía potencial. Aplicando el teorema del virial 
para este caso < fuerzas centrales que dependen del radio 

-2 
como r se encuentra 

T C-1/2):CV 1 ( 3.2 ) 

H = C1/2)tV C 3.3 > 

dividiendo el cotP"1Ci::! •• t=-11 óos partes V< elec:trón_núcleo 
y .V< electrón:._electrón se obtiene 

N 
V = Ve_n+Ve_e Q. t 

i=l 

N 
<-Z/ri> + E C1/rij) 

J<>i 
( 3.4 ) 

en donde N es el ndmero de electrones, y Z as el ndmero ató
mico. Este potencial depende de los valores <1/ri > y <1/riJ> 
que representan los valores esperados de los inVerscs de las 
distancias ndcleo-electrón y electrón-electrón respectiva
mente. 



Asi pues 

E <i:!I H I!:!> 

<112>*<!:!1 Ve_e 1!:!>+<112>*<!:!1 Ve_n I!:!> 

Ee e+Ee_n ( 3.5 ) 

Denotando con <11r1> al promedio de los valores <1/ri> 
tomado sobre todos ios electrones y <11r12> al promedio 
sobre todos los pares de electrones de los valores <1/rij> 
se obtiene 

E ( 3. 6 ) 

Para calcular los valores de <1/r1> y <1/r12> vamos a 
hacer aproxim~ciones tan simples como sea posible. Se consi
dera un modelo atómir.o en el cual los electrones se agrupan 
en capas, que dependen de los n.:tmeros; n y 1; se supone ade
más que las capas están ordenadas en orden de n creciente, y 
para capas de la misma n el orden es con 1 creciente ( este 
no es el orden de llenado de capas que ocurre en realidad, 
pero para efectos de nuestra aproximación será su~iciente> • 
Si consideramos que un electrón en cierta capa 11 sient:e" una 
carga electrónica igual a la ·del nOcleo atómico atenuada por 
!a ~um'.:: de l.ü.!:. o:::gft;¡üD i:l~ct;-Gif.á.C.Qb u~ les~ capas mcis ini:.ernas 
< esto es un apantallamiento total ocasionado por las capas 
internas ) el valor <1/r12> que se obtiene utilizando la a
pro>ci.mación hidroglinoide para un electrón en la ca.pa X es 

2 
<l. /rx > = < Zx ) / < n ( 3.7 ) 

donde Z>e es la carga apantallada. del núcleo para la capa >< 
y n es el número cuántico principal que corresponde a dicha 
capa. 



Al tratar de encontrar un valor para <1/rl> sumamos los 
<1/rx> y los dividimos ent.re el· numero t.ot.al de elec:t.rones. 
Asi pues 

<1/ri> ¡: ( (Nx /Nl *< 1 /r>< » 
X 

( 3.8 ) 

en donde Nx denota el n~mero de electrones en la capa x y la 
sumatoria se extiende sobre todas las capas x. 

Una forma de calcular <1/r12> es por maciio de un deter
minante d~ Slater, en cuyo caso se obtiene 

<1/rl2> Cl/<N•<N-llll* ¡: 
a,a.• 

( 3.9 

donde~ denota una sumatoria.sobre todos los indices a, a"; 
B[ms,ms"J es la Tunción delta de Dirac sobre los indices ms, 
ms• ; JCa,a"J y KCa,a•J son las conocidas integrales directa 
y de intercambio respectivamente& · 

( 3.10 ) 

KCa,a•J .J pCa,a') (rl (1/lr-rll p<a,a'l <r•> dr dr• ( 3. 11 ) 

En este modelo, las aproMimaciones que haremos para 
calcular el. valor de <l/r12> son las siguient.es: 

il Se supone primero que la dist.ribución radial de carga 
de los elec:trones se aproxima a una ~unción G<<rx>>, 
con <rx> = 1/(1/rx> dado por la ecuación <3.7>. 



iil Las interacciones de inte~cambio <K> entre electrones 
de capas con di~erente nümero cuántico n se despre
cian. 

iii) Las interacciones de intercambio <K> entre electrones 
de capas con el mismo nümero cuántico n se aproximan 
por la correspondiente interacción directa <J>. 

Las suposiciones anteriores se pueden interpretar ~lsi
c:ame•nte en el modelo propuesto como a> capas el ectr óni cas 
que están muy bien de~inidas espacialmente, y que determinan 
la estructura del átomo; y b> la interacción de intercambio 
entre electrones de capas que tienen el mismo nómero cuánti
co e~ del orden do l~ intaracción directa entre ellos, y es 
despreciable en caso contrario. 

Una vez aclaradas estas suposiciones, consideremos la 
interacción entre un par de electrones. Tómese una distribu
ción unitaria de carga con ~orma de cascarón esT~rico de 
densidad de carga superficial constante, con radio r1, y un 
electrón a una distancia r2 del centro de esa distribución 
de c~rg~. Para calcular el potencial < el cual tiene que ver 
con el Valor de 1/rij > utilizamos la ley de Gauss 

J dq <u.a.> ( 3.12 ) 
s V 

siendo E> el vector del campo el~ctrico, dn> el vector ele
mento de area, dq la densidad de carga y la integral del la
do izquierdo se calcula sobre una super-ficie cerrada y la 
del 1 ado derecho sobre todo -el volumen que abarca eSta su
perficie. 

Al e-fectuar las integrales se considera para la primera: 
que el vector de campo eléctrico E> tiene una magni~ud cons
t~nte i E r, sobre una esfera de radio r2 y que 9 en virtud 
de la simetria del problema~ su dirección es paralela. en to
do punto al vector elemento de área dn>; en este caso la in
tegral es muy sencilla y su valor es 4*u * < r2 12 * 1 E 1 
La integral del lado derecho es simplemente 4*n, dado que la 
distribución de carga se ha considerado unitaria y toda esta 
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contenida en la esTera de radio r2 si consideramos rl < r2 , 
de donde obtenemos que 

2 
E 1 1 / Cr,2> ( 3.13 ) 

Debido 
ecuación 

a que el potencial UCrl queda determinado por la 

u - J E>.dr>, encontramos que U = -1/r2 siempre 
y cuando r2 > rl. 

Come el ~rgu:ncnto o::;. r~v~;-Pibl2 sobre lo:;. inc:Hct:!~ en
contramos que el potencial entre dos electrones que est~n a 
distancias r1 y r2 respectivamente del nl1cleo atómico queda 
dado, dentro del marco de las suposiciones hechas, por 

V12 1/m"x Cr1,r2> ( 3.14 ) 

siempre que rl ~ r2~ ya que en este caso el potencial di
vergería. Esto, en un modelo cuántico tradicional queda sal
vado por la ortogonalidad de las ~unciones d~ onda, cosa que 
no ocurre en este caso ya que las ~unciones que estamos uti
lizando no lo son. Por el momento trataremos estos potencia
l es de 1 a misma form·a y más adelante afrontaremos este pro
blema para no seguir desviando la linea de razonamientos pa
ra calcular <11r12>. 

Como el potencial entre dos electrones queda determina
do por 3.14, de acuerdo a nuestras suposiciones, entonces 
para calcular el valor promedio de éste, sólo resta consi
derar cuantas veces aparece el radie de cada capa electróni
c;~, valor que dependerá de la cantidad de electron!:'!'Z. quo s~ 
encuentran en capas más externas que la que se está conside
rando .. 

Denotando una capa electrónica por el subíndice x, en
cQntramos que <llr12> toma un valor de acuerdo a la siguien
te. ·e:<presi ón1 



<11r12> = 11< N *< N-1)) * r. < Gx * <11rx> > 
X 

( 3.15 ) 

en la cual encontramos que Gx es un factor de peso que indi
ca cuantas veces se utiliza el valor de rx proveniente de la 
capa x~ factor que calculamos a continuación. 

El pri.mer término que consideraremos es el que aparece 
al tomar en cuenta las interacciones directas entre electro
nes dentro de una misma capa; por simple conteo es Tácil ver 
que si tenemos N>: el ec:t.rones en la capa x, el número de in
teracciones electrón-electrón será igual a <112>*<Nx>•<Nx>. 

Como además, las interacciones de intercambio se toman 
iguales a las directas y se considera un llenado electrónico 
de capas de modo que en todo átomo el momento angular total 
sea mínimo, ( es decir, dentro de cada capa nl el llenado se 
efectt:ta con electrones de numeres cuánticos ms con signo al
ternante>@ entonces el numero de interacciones K será igual 
a i nt ( N:-( /2 > !i que es un medio de 1 a parte entera de Nx y 
la fracción de Gx correspondiente a la misma capa x es 

2 
<112>*< Nx t>, en donde t toma el valor si el número de 
~l~ctrones en la capa x es impar y O en caso contrario, de
~ido a que, por la suposición iii, K = J. 

A continuación consideremos la contribución por inter
acciones con electrones de capas más internas y con valor 
del número cuántico n diferente. En este caso, por la suPo
sición ii 9 se desprecian las interacc:iones de intercambio y 
se obtiene que el valor de esta contribución al cálculo de 
Gx es 

n~n· 

2*N><* :C N><' 
x•<x 

< 3.16a > 

@ Por simplicidad, ya que en realidad el orden de llenado estA 
dado por la regla de Hund. 



apareciendo el factor 2 por considerar primero la participa
ci On del radio rx como electrón externo al de la capa x' y 
después al considerar la participación tomando el de la capa 
x~ como interno al de la capa x. 

Finalmente veremos la contribución de los electrones 
más internos, pero con el mismo valor de número cuántico n, 
que es igual que la anteriormente calculada, salvo porque 
ahora sí tenemos que considerar las interacciones de inter
cambio. Debido a que vamos a suponer.que ninguna capa se 
llena si las capas internas no han sido llenas en su totali
dad, éstas tendrán un n~mero par de electrones por capa y la 
suma de interacciones K será consecuentemente 

n~=n 

2 * Nx * i: <Nx'/2l ( 3.16b ) 
x'<x 

siendo estas todas las participaciones del radio de la capa 
electrónica x en el cálculo de GM, ya que los demás electro
nes serán externos y se considerará su participación en el 
valor de la Gx que le corresponda. 

Agrupando los resultadoG anteriores se tiene que 

n· .. =n 
Gx < 1 /2) * Nx * < N>: + 2:1: l: Nx' + 

x:o<x 

n~yr;!n 

4* l: Nx• l + t/2 
x'<x 

valor que utilizaremos para substituirlo en 3.15. 

( 3.16 ) 

Ahora.bien, el análisis con que se derivó 3.14 no es 
válido en el caso en que los electrones pertenecen a la mis-



ma capa. Sin embargo tomar el valor de rx que Tue sugerido 
proporciona resultados relativamente satisfactorios <Sucher, 
1977>, ya que la distancia ~fectiva aparente entre electro
nes en una misma capa es del orden de magnitud de 1 a distan
ci a electron-nücleo. Cuánto se desvia realmente éste valor 
del valor real, depende ~undamentalmente tanto de la carga 
del núcleo atómico como del conjunto de números cuánticos a
sociados a estos electrones. 

La hipótesis simplificadora que se propone aqui es que 
en este caso < electrones en la misma capa > el potencial e
lectrónico depende principalmente del nómero cuántico 1, ya 
que éste determina la forma geométrica de la distribución de 
carga en la aproximación hidrogenoide. 

L~ d~pGndQnciü d~ o~to pctcnci~l ccn ~l nUm~ro cuántico 
principal de hecho ha sido considerada al calcular el valor 
de la distBncia electrón-núcleo; asi mismo~ la contribución 
del ni.:tmero atómico ya fue considerada también al hacer el 
cálculo de esta distancia y al considerar el apantallamiento 
de capas internas se toma en cuenta la distribución de los 
electrones en el átomo. 

Asi pues se propone que el valor 1/rij 
trenes en la misma capa X, este dado por 

entre dos elec-

1/rij <misma capa> ( 3. 17 ) 

ecuación en la cual p<l> es una función o parAmetro que de
penderá únicamente del número cuántico l. es decir de la 
forma geométrica del orbital hidrogenoide correspondiente. 

Desde luego en el caso 
para todos los valores de 1, 
ginal <1/rij>=<1/rx>. 

en que p<l> tome el valor de 1 
se recobra 1~ suposición ori-

En función de esto, encontramos que la corrección a el 
término de la energ&a será 



E 

con 

dE 

E + dE 

<1/rij> * (1/2) JI: E < Nx· ll:CNx-1> *<p<ll-1». 

" 

( 3.18) 

( 3.19 ) 

Esta ecuación de corrección para la energía sólo consi
dera las interacciones entre la misma capa y en la cual el 
término -1 es usado porque cada una de estas interacciones 
ya fue considerada una vez en el calculo original de los 
~actores de peso Gx. 

Con objeto de que este parámetro CpCl>> no pierda sen
tido físico, dentro de esta visión de los electrones a cier
ta distancia del n~cleo rx, se restringe el intervalo de va
lores que puede tomar a valeres mayores o iguales a .5, ya 
que este valor equivaldría a considerar que los electrones 
estuvieran entre si a una distancia igual a 2*rx, es decir, 
diametralmente opuestos en su capa atómica. 

A continuación se presentan algunos resultados en forma 
gráfica. La gráfica 3.1 muestra el caso en que todos los pa
rámetros son iguales a 1, que corresponde a la idea original 
de Sucher, encontrándose en este caso un valor promedio de 
las energías, normalizadas a les valores correspondientes de 
energías calculadas por Hartree-Fock que se desvía de estP 
en un o. 764 ~ y !"~e~ent~ndo Uí1c1 ciesviaci ón estáildar de 
1.4395 Y. con respecto a éste. 
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La gráfica 3.2 muestra el caso en el cual p<O> = 1.138, 
p<l> = 1.6, p<2> = 1.3, p<3> = 0.5 y p<4> = o.s correspon
diente a considerar los electrones s ( l=O > ligeramente más 
cercanos entre si que del núcleo, los electrones p <1=1> mar
cadamente mas cercanos entrP. si, los electrones d <1=2> tam
bién mostrando el mismo efecto, aunque más atenuado por tener 
~stos un mayor momento angular, y .finalmente los electrones 
con momentos angulares aan mayores, mostrandolos como lo mAs 
separa.do posible entre si. Una posible "explicación 11 de estos 
valores, que son los que minimizan la di~erencia contra los 
valores Hartree-Foc::k,. podria verse en un efecto lateral al 
hecho de no haber considerado ningón efecto de compresión de 
los radios de las capas electrónicas internas debido a la 
carga electrónica externa a ellas. Este enfoque da como re
sultado un valor promedio de las energías normalizadas a los 
valores correspondientes de energías calculadas por Hartree
Fock que se desvía de éste en sólo un o. 12 % y lo que es más 
significativo, con una desviación estándar con respecto a 
éste de sólo o.4477 ~ . 
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CONCLUSIONES. 

El problema de la determinación exacta de las energías 
de ionización totales es complejo, de los resultados obteni
dos con el modelo simplificado propuesto es posible observar 
<gra~ica 3.3> un patrón oscilatorio repetitivo cuya periodi
cidad corresponde al llenado de las capas electrónicas que 
se ha propuesto en éste modelo. Tomando en cuenta esta pe
r-iodicidad, podría pensarse en una modificación subsecuente 
del modelo que, tomando en cuenta el mencionado efecto pu
diera conducir a una mejora en los resultados obtenidos. Sin 
embarqo, creemos que este comportamiento no refleja ninguna 
característica física cuya c:onsiderac:ion pudiera ayudar· me
jorar el modelo. sino que es un resuJtado l~t~r~l inducido 
por la forma elegida para el llenado de capas y la minimiza
ción del funcional utilizado. 

El método anteriormente expuesto de cálculo para las e
nergias es muy sencillo y de hecho se puede hacer manualmen
te aón para ios átomos más complejos en 5 o 10 minutos. En 
uno de los ap~ndices se incluv.c el listado de un programa en 
BASIC que realiza los cálculos necesarios para el caso que 
Z = N, es decir, átomos no ionizados, e imprime los resulta
dos en forma gráfica, cuya versión compilada se ejecuta en 
menos de 8 minutos en una microcomputadora Apple < con su 
configuración básica>, para todos los átomos dentro del in
tervalo de interes físico del modelo, y que corre interacti
vamente con el usuario permitiendo así efectuar corridas 
pera valores diferentes de los parámetros de apantallamien
"tü s.i11 nec:.esidad cie recompilar el programa .. ( Vease listado 
Apéndice B l. 

Es interesante comparar el esfuerzo necesario pera ha
cer estos cálculos con el empleado en los metodos numéricos 
del estilo de Hartree-Fock, lo& cuales además tampoco son 
exactos. Consideramos que ésta comparación justifica, por si 
sola, la aplicación de éste método en contextos en que la 
precisión necesaria de este valor permita el ma~gen de error 
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obtenido, tales contextos podrian ser por ejemplo en aplica
ciones de astrof!sica dende muchas veces solo es necesario 
una estimación del orden de.:- magnitud de los valores de las 
energ!as, o bien una exten$ión del método para trabajar con 
molecul"as en donde no se hayan hecho cálculos de Hartree
Fock, o dicho cálculo sea demasiado complejo. 



APENDICE A. 

EL TEOREMA DEL VIRIAL. 

Considerese un sistema general de cuerpos ccn vectores 
de posición r(i) y fuerzas aplicadas F<i>. Usaremos la con
vención notacional en este apéndice de que el simbcilo < ~ > 
denota derivación con respecto al tiémpo. Las ecuaciones 
~undamentales de movimiento son: 

P' <i > F <i >. < a. 1 

Definimos la siguiente cantidad, que nos será de inte-
rés, 

G :i: p<i> * r<i>, 
i 

< a.2 > 

donde la sumatoria se extiende sobre todas las partículas 
del sistema. 

La derivada total con respecto al tiempo de esta can
tidad es1 

dG/dt 

en 

+ i: p• <i > •r <i > • 
i 

< a.3 > 

El primer término del lado derecho puede transformarse 



4-C> 

E r" ( i ) *P < i > = I: m < i > *r > < i > *r :- < i. > 
i i 

I: m ( Í ) *V ( Í ) 2 

2 T, < a.4 > 

mientras que la siguiente es, en virtud de la ecuación a.1, 

:i: p'Ci>*r<il 
i 

I: F Ci > *r Ci l 
i 

con le cual la ecuación a.3 se reduce a 

d/dt e :i: p<i>*r<il > = 2 T + I: F<i>*r<i>. 
i i 

< a.5 l 

( a.6 > 

El promedio temporal de la ecuación a.6 sobre un inter
valo temporal T se obtiene integrando ambos lados de esta 
ecuación con'respocto a t desde O hasta T, y dividiendo en
tre T: 

'T 

r 
1 /'T J dl3/dt "' dl3/dt 

o 
2 T + I: F <i > *r !i > 

i 

o .bien evaluando la integral 

2 T + E-F<i>ir<i> = 111 .. > e a< .. , - eco> l. 
! 

< a.7 > 

e a.e > 

Si las coordenadas y velocidades de todas las particu
las se mantienen finitas, de manera que existe una cota su
perior para 13, escogiendo T suficientemente grande se puede 
hacer el lado.derecho de la ecuación a.B tan pequeWo como se 
desee. en cuyo caso se sigue que 



T = < 1 /2 l I:. F < i l *r <i l 
i 

( a.9 > 

ésta ecuación es conocida como el teorema del virial. 

En el caso en que la~ fuerzas F<i> sen derivables de un 
potencial el teorema toma la forma 

( 1 /2) i~-;;:;¡;(i). 
i 

< a.10 ) 

Para una partícula moviendose en una fuerza central 
a.10 se reduce a 

T 11/2) r* óV/ór. < a. 11 l 

Cuando el potencial V es una función potencial de r del 
tipo V = a * r~<n+1l ( lo cual hace que la fue~2a vaya como 
rn >,derivando esta ecuación y sustituyendo en a.11 llega-· 
mos a 

r * óV/ór = ( n+l )$V 

T <n+1112 >* v < a. 12 > 

en el caso especial da ~uerzas que van cor.10 al inver~o del 
cuadrado de la distancia se tiene n=-2 y el teorema del vi
rial toma la conocida forma 

( a. 13 ) 



APENDICE B. 

Listado del programa en BASIC con el cual fueron obte
nidos los resultados del capitulo 3. 



3 D$ = CHR$ (4) t HCOLOR= 3 
4 HGR : FOR 1 = O TO 8: HPLOT 0,20 * 1 TO 200,20 * l 1 NEXT 1 
5 DIM NX<20) ,ZX(20) ,AX<20) 1 GX<20> ,N(20) ,L<20) ,SD< 100> ,EH<IOO> 
6 Xl = 2:YI = IOO:SD<O> = 1 
7 GOSUB 120001 INPUT "ACERC S='¡AS: INPUT "ACEHC P='¡BP: INPUT 

"ACERC D=" ¡AD: INPUT "ACERC F=" ¡AF: INPUT "ACERC G=•' iAG 
B INPUT "DESDE?=";DI: INPUT "HASTA CUAL?• ;PY 
9 FOR P = DI TO PY 
10 GOSUB 9000: REM LECTURA DE DISCO 
11 FOR P = DI TO PY 
12 GOSUB 2000: REH DIMENSIONA 
15 FLASH : PRINT 'TRABAJANDO" ¡P: NORMAL 
20 GOSUB 1000: REM ORDEN DEN 
27 GOSUB 1100: REM ORDEN DEL 
32 GOSUB 3700: REH ORDEN DE SUCHER 
40 GOSUB 4000: REM Z Y ELECTRONES INTERNOS 
50 GOSUB 5000: REM AX·-1 CAPA 1 
60 GOSUB 6000: REM FACTORES DE PESO G 
65 GOSUB 13000: REM DESCUENTO MISMA CAPA 
70 GOSUB 7000: REM IJ E IJR 
80 GOSUB 8000: REM CALCULA ENERGIA 
85 GOSUB 10000: REN GRAFICACION 
87 NEXT P 
100 GOSUB 110001 REM CALCULA SDEV Y PRON 
11 O PRINT • ADIOS" 
120 END 
1000 REM 

ASIGNA ORDEN DE N 

1010 FOR LA = O TO 19 
1020 READ N<LA> 
1030 NEXT LÁ 
1040 DATA l,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,6,6,6,6 1 6 
1050 REM RESTORE 
1060 RETURN 
1100 REM 

1120 
1130 -
1140 
1150 
1160 
2000 

AS! GNA El ORDEN DE L 

READ L<LL> 
NEXT Ll 
DATA o,o,1,o,1,2,o,1,2,3,o,1,2,a,4,o,1,2,3,4 
RESTORE 
RETUP.N 
REM 

DiHENSIONA LAS VARIABLES NECESARIAS Y LAS INICIALl2A 

2020 FOR LB= O TO 19 
2030 NX<LB> O 
2040 ZX< LB> O 
2050 AX< LB> = O 

4-= 



~~· 46é.D 
2070 
2080 
2085 
2090 
3700 

3710 
3720 
3730 
3740 
3750 
3760 
3770 
3780 
3790 
3800 
3810 
4000 

GX<LB> = O:N<LB> 
NEXT LB 

o 

Z = O:D = O:SA'1E 
FS = 01FP = O:FD 

RETURN 

OtDFFF = OtIR 
O 1FF = O 

REM 

CALCULO DE ORDEN DE SUCHER 

FOR M3 = O TO 1 9 
NX<M3> = L<M3> .. 4 • 2 

NEXT M3 
CNT = 01R = 019 = o 

FOR M4 = O TO 19 
CNT = CNT + NX<M4) 

IF CNT < = P THEN R = M4 1 S = CNT 
IF CNT > P THEN NX<M4) = o 
NEXT M4 

NX<R + 1) = p - s 
RETURN 
REM 

01IJR = O 

CALCULA Z Y LOS ELECTRONES HASINTERNOS DUE LA SUBCAPA 1 

4010 FOR LC =O TO 19 
4020 2 = 2 + NX<LC> 
4030 NEXT LC 
4040 FOR LD = O TO 19 
4050 FOR LE= O TO 19 
4060 IF LE < LO THEN ZX<LD> ZX<LD) + NX<LE) 
4070 NEXT LE 
4080 ZX(LD> = 2 - ZX<LD>: REM Nlt1ERO DE PROTIJ-IES QUE SIENTE EL 

ELECTRON 
4090 NEXT LD 
4100 RETURN 
5000 REH 

CALCULA AX**-l DE LA CAPA I 

5010 FOR LF = O TO 19 
5020 AX<LF> = ZX<LFl / N<LF> • 2 
5030 NEXT LF 
5040 RETURN 
6000 REH 

CALCULA LOS FACTORES DE PESO G PARA CADA SU8CAPA 

6010 FOR LG = O TO 19 
6025 SAHE = O:DFFF = O 
6030 FOR LH a O TO LG 
6040 IF N<LH) < N<LG> THEN DFFF a DFFF + NX<LH> 
6050 IF N<LH> = N<LG) ANO LH < LG THEN SAME = SAME + NX<LH> 



6060 
6065 
6070 
6080 
6090 
6100 
7000 

NEXT LH 
IF <NX<LG> - 2 * INT <NXCLG> / 2)) = 1 

GX<LG> = D + NX<LG> * <NX<LG> + 2 * SAME 
D = O 

NEXT LG 
RETURN 
RB'1 

CALCULA LA <IR> Y <IJR> 

7010 FOR Ll = O TO 19 
7020 IR = IR + NX<LI) * AX<LI> / Z 

THEN D = - 1 / 2 
+ 4 * DFFF> / 2 

7030 IJR = IJR + GX<LI> * AX<LI) / <Z * <Z - 1)) 
7040 NEXT L! 
7050 RETURN 
8000 REM 

CALCULA LA ENERGIA E IMPRIME LOS RESULTADOS 

8010 E = - Z * Z * IR / 2 + Z * <Z - 1> * IJR / 4 
8015 E= E + <IJR) * <<AS - 1> * FS + <BP - 1> * FP + <AD - 1> * FO+ 

(AF - !) * FF + <AG - i> * FG> I 2 
8020 PRINT 'LA ENERGIA DEL ATOMO ES '¡E 
8055 PR!NT: PRINT' IJR•-1= '¡IJR 
8057 PRINT FS,FP,FD,FF 
8060 RETURN 
9000 REH 

9010 
9015 
9020 
9030 
9035 
9038 
9040 
9050. 
:occc 

SUBRUTINA DE CALCULO DE ENERGIAS HARTREE FOCK 

PR!NT D$¡'0PEN HARTREEFOCK<L10)"¡",L'¡10 
FOR HF = DI TO PY 
PRINT 0$¡'READ HARTREEFOCK<LIO>,R';HF;',80' 
INPUT EH$ 

EH<HF> = VAL (EH$) 
NEXT HF 
PRINT DS¡'CLOSE HARTREEFOCK<L10>' 
RETURN 

SUBRUTINA DE ORAFICACION 

10050 SD<P·- !) = - E/ EH<P> 
10060 VH = + <E/ EH<P>> * 2000 + 2100 
10070 HPLOT X1,Y1 TO 2 * P,VH 
10074 PRiNT E,EH<P>:XI 2 ft P:YI = VH 
10075 PRINT VH 
10080 RETURN 
11000 REM 

DESV!ACION ESTANDAR Y PR!tiEDIO 



11005 
l IOJO 
11020 
11030 
11040 
11050 
11060 
11070 
11080 
11090 
11100 
11110 
11120 
12000 

12010 
12020 
12030 
12040 
12050 
12060 
12070 
12080 
12090 
12100 
12110 
13000 

13005 
13010 
13020 
13030 
13040 

13055 
13060 
13070 
13100 
13150 
13200 
13250 
13300 
13350 
13400 
13450 
13500 
13550 

PROM= O 
FOR J = DI - l TO PY - l 

PROM = PROM + SO< J) 

NEXT J 
PROM= PROM/ <PY - DI + l) 

2DEV = O 
FOR J = DI - l TO PY - l 

2DEV = 2DEV + <SD(J) - J) 

NEXT J 
2DEV = <ZDEV / <PY - DI)) 

PRJNT "PROMEDIO",PROH 
PRINT "STD.DESV.",ZDEV 
RETURN 
REM 

2 

( 1 / 2) 

PONE LOS LETREROS Y LAS MARCAS EN LA PANTALLA DE HGR 

FOR J = O TO 5 
FOR J = O TO JO 
HPLOT 20 * J,98 + l 
NEXT J: NEXT I 
FOR J = 1 TO 5 
FOR 1 = 1 TO 5 
HPLOT 200 + 3 * J ,.97 + J 
NEXT I : NEXT J 
HPLOT 207,98: HPLOT 208,98: HPLOT 213,981 HPLOT 214,98 
HPLOT 207,102: HPLOT 208,102: HPLOT 213,J02r HPLOT 214,102 
RETURN 
REM 

CALCULA LOS FACTORES DE PESO POR ELECTRONES DE MISMA CAPA 

FS "' O:FP = OtFO = O:FF = o 
FOR 1'11 = O TO l 9 
IF L<MI> = O THEN GOSUB 13100 
IF L<Ml > 1 THEN GOSUB 13200 
IF L<HI) 2 THEN GOSUB 13300 
iF L\Hi) 3 THEN GOSUB 13400 
IF L<Hl> 4 THEN GOSUB 13500 
NEXT MI 
RETURN 
IF NX<Hl > O THEN FS = FS + NX<HI > * (N)((HI) - 1) / 2 
RETURN 
IF NX<Hl> o THEN FP = FP + NX<Hl> * <NX<MI > - 1) / 2 
RETURN 
IF NX<Hl > > O THEN FO = FO + NX<HI> • <NX<MI > - I> / 2 
RETURN 
IF NX<HI > o THEN FF FF + NX<Ht> n <NX<HI > - 1) / 2 
RETURN 
IF NX<Hl) o THEN FG FG + NX<Hl > * <NX<HI> - l> / 2 
RETURN 
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