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~n orincipio, buena ~~rte de la investi~~ci6n hecha Po-

1:.:re ia e2tri.wturn e lectr6nicn. ta.r:-co é1.c é.to.1;of1 co.no de !11olé­

culas, se ii<i enca1Jinado n obtener .!:•!,)OrU.\ fUJ1CJ.011r.=r; de oncrn 

fJUe describan mc,jor .v ·"(;:,; nro11ie;.l;1.::ic::: t'[:cica:: .v 11uLnicn:': ,Je 

ellos. fara ello, hR é'J.do ncce:é·.a1·1'.J ~:J. uso de l.~i:~ co.:,:1-1<.,e:no 

raEi, las cu;:,les hm1 l0c11.it11Jo i'Tr.i:1a·<:!I<l~nte lo!': c:í.J.cul.o:: ::;·;­

cán.ico-cuP..nticos de t2.les siste,11?..::. ::iúi crnlJ:i.í'r:0, el rirobJ1~­

~na ;náu difícil que :rn 1:a oresentado, es el cálculo rle 12.s 

inteffrales ~oleculares. 

Una func16n d8 otiLl«. en término:c~ '1'! orb.iLAl'..!'.J tiuo ::iJ,,.ter 

(0TO), es un':l. de las !'or:¡;as rnú:;:; c or:veni1;ntes riélra dc"ucri üir 

los si:;;temas nol.ü1tódco;;;. ::iin e;nl,a.rTº· existe urm {'TUn di-

1'icul tac.! par~, evaluar lu;~ intop·aJ.es de tras :; cüatro cen­

tro::; quo se r1resentau, con una nreci~üón adec112rl~;. y c~n lln 

t1crnno ra.zo:-,~:'Dlc. Ante e:cto, se h:c;11 DI'ODue::;to otros tinos 

de orbitalc.':, taLt:f< c.:o.r::1 loE orb1tri].cs tiDO Gau:;c.;.iano (G'l\),), 

l0s cuales facilitan el cálculo de tales inte~rRles. Los 

·:;'l'vs han sHio utilizados ya sea ps.ra clesarrollar diroctar1en 

te la funciSn de onda electrónica, o para desarrollar los 

S'l'üs o las fLrnciones .'.iGl•' en término3 de ellot;, :Jin e.nbar,i;:o, 

tales orbitales no tienen un comportamiento t~n arropiado 

co.110 el de los S'l'Os en ret'.iones cercanas nl núcleo, incre­

.nentándose así el nú:nero de G'l'Os neces2rios co:nn2rado con 

el de los STüs para obtener una preci~i6n dada. 

El estudio realizado en esta tesis parte de una función 

de onda en términos de los STOs, en la cunl no 'º trata de 

:nejorar tal funci6n de. onda, sino desarrollar una aoroxin2..-
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c16n inte~ril que facilite el cálcuJ.o de las inteur~lan mo­

leculares con :3'r0s. Aunque en e::ta te!'!is, la Hproximaci6n 

no se ha aplicado a las inter:rales de VLtrios centros ató'Tli­

cos, sino a inte~rales de un solo centro, este estudio nro­

porcionará las bases n<ira la aplicación po:;ter1or de tal a­

proximación a integrAles de varios centros. 

En el capítulo I, s•3 mostr2rán nlr;uno~; eJcr;;entoB indis­

pensables de la química cu2ntica, como es el m6todo SCl" de 

Hartree-Fock .Y las ecs. de itoothaan corres1JOndientcs, donde 

las inte,o:rales electrónicas son piezac; funclament:~1e:>. 

En el canítulo II, ;3e muestrru1 lRri ventr-1j:1:' .v deeventa­

jas que tienen los :3T0s y G1'0s para cle::;cribir lon orbitales 

atóaicos .Y moleculares, y la dificultad que nresentan desde 

el nunto de vista del cálculo de las intefrales electróni­

cas. Ademó.:~, se muestra aue a partir del método variacional, 

lle pueden obtener desarrollos G2.ussi::mos que simulen a un 

STO. ~stos desarrollos Gaussianos son de suma importancia 

en la aprox1~aci6n intevral propuesta. 

En el capítulo III, se describe la aproximación a las in­

tegrales con STOs, la cual consiste en aproximar a dicha i~ 

tegral por la integral con lQs desarrollos Gaussianos co­

rrespondientes, más una corrección alrededor del origen. E§. 

ta corrección en el ori~en consiste en utilizar las series 

de Taylor de los STOs para evaluar la intep:ral en dicha re­

i:;i6n, donde precisamente los GTOs no son aproniados para su 

uso, reduciendo fi.e est¡¡_ 11.anera el nú~ero de GTOs de los de­

sarrollos Gau~iiiil.11015, ~e analiza el cornporta.rlliento de dicha 

aproximación ante dúrtinta15 inh~rales de un solo centro. 

~e encuentra ~ue tal aproxi~ación Mejora considerablemente 
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tra que existe urca r\<:::rte deDendencia del oner2dor involu­

c1·atlo en la inter:ral, i.nnidiend·) establecer en forma única, 

el pará:l!atro de la. Einroxi:naci6n intecral. A pesar de e3to, 

~a eaoera qua la aproxi~aci6n inteeral propuesta será una 

ouen~. aproximación a las integrales con STOs de varios cen­

tros atómicos, 
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CAPITULO I 

En este capítulo se describirán algunos elementos indis­

pensables de la Quí~ica Cuántica, los cuales involucran las 

distintas aproxi11aciones para resolver la ec. de SchrHdiriger 

de una ~olécula. 

1.1 Aproxi11aci6n Born-Oppenhei:ner 

Parti:nos del Ha.11iltoniano no-relativista de una molé~ula 

de S n~cleos y N electrones 

Los do~ primeros tér~inos del Eaniltoniano representan los 

operadores de encrgia cin6tica ~o los núcleos y electrones 

respect iva:nente, con ;.¡¡O( la :na:: a :lel núcleo 0<. y m la rnasa del 

electr5:-•. El tercer tér:nino representa la enerc;ía potencial 

de re¡:u";.:i6n entre ::.o::: n'Jcleos V( ,y (J ele ml.;.eros atómicos Z"" 

y z~ re:nectivamente. El cuarto término representa la ener­

~ía pot·~:1cial de atracci6n en':re electrones y núcleos. El 

últi110 :¿rmino representa la energía potencial de repulsión 

entre electrones. 

La ec. de Schrodinger de la molécula es 

(l. 2) 

donde \E es la enert:ía total interna de la molécula (electró 

nica, v1bracional, y rotacional), y 'f\<, R) la función de º!'.! 

da que :e pende de 12.s coordena:!as electr6nicas (r) y nuclea 

res (?. :, , 

La e::. de Schréidineer (l. 2) resulta ser muy difícil de 

resol·:er inclusive pe.ra moléc·Jlas muy pequeñas, por lo tan­

to ero :·.ec~r.;ario :-,acer aproxi::-.'.iciones para simplificarla. La 
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primera aproxi~aci6n es considerar a los ~dcleos fijos. ~s­

ta aproximación sur~e del hecho de que los núcleos son ~u­

cho más pesados que los electrone~ (M.)) n), y por lo tanto 

los electrones se ~~.ueven :ná2 rapida1nente q·1c los núcleos. 

De la suposición anterior, ln anroximac15n 3orn-Op9cnhei:ner 

consiste de lo sicuiente: Primero se resuelve la ce. (1.2) 

para una serie de posiciones fijas de l0n núcleos, obtenie~ 

do la enereía electrónica para esa confL'Llraci6n nuclear 

particular; esta energía electrónica que de:;nende de las po­

siciones nucleares puede ser usada co~o le enereía notencial 

del n:ovi:niento nucleur. Ve estfi :~;::.ncra, se puede EenA.rar el 

movimiento electr~nico del nuclear. 

Para una conficJr~1ci6n nuclear fija, e!. término de ener­

gía cin¿ticn nuclear del Ea~iltoninno (1.2.) desaparece, y 

la enerfía potencial de repulsión entre núcleos es constan­

te (no depende de 2.as coordenadas electrónicas y las dist8.!:!_ 

cias internucleares son fijas), entonces la ec. de Schréidi!:!, 

ger a resolver es 

(l. 3) 

con (1. 4) 

el Hamiltoniano puramente electrónico y 

(1. 5) 

la energía potencial de repulsión entre núcleos. Debido a 

que V N es constante se tiene 

(1. 6) 
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con 
V \R. ) -:: E ,, + V N 

(l. 7) 

donde 'f.1 y E,1 :iependen de la3 distancias internucleares. 

Al ~overse los núcleos, los electrones se ajustan rápid~ 

mente al ca11bio ~odificando la ener[Ía U(R), entonces esta 

energía suninistra la energía potencial del movimiento nu­

clear. La oc. de Schrtldinger del movimiento nuclear es 

(1. 8) 

con 
(l. 9) 

El eigenvalor de {1.8) es una aproxi:naci6n a la energía 

total interna \E de la molécula, y una buena aproxL~aci6n a 

la funci6n de onda molecular verdadera es 

(1.10) 

si (:r./•lor.)'\ <l. 

1.2 ~étodo Hartree-Fock 

Primero se define el concepto de orbital molecular {ató­

nico). Un orbital molecular OM (at6:nico OA) es una función 

de onda de un EJlo electr6n, el cual describe el estado del 

electrón en to~a la 11olécula (átomo). Cada orbital molecu­

lar (ató.T;ico) -?'."'tá defl.nid:i l)Or ciert:is nú11eros cciánticos, 

y está asociRc) con un valor de la energía la cual represe~ 

ta la enereía :rbital. Los orbitales ~oleculares son orbita 

le: ~spaciales con ~'1chos centros, e~ ca11bio los orbitales 

at5:ico~ son o~bitales de un solo centro. Los scin-orbitales 

11oleculare~ :~~5~icos) describen tanto la parte esnacial del 
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electrón como su estado de soin, los cuales tienen la forma 

'fl't\-:::.~(~\W(O-) (1.11) 

con <\> C'<l el orbital espacial y 1..u(a-) la función de suin, en 

donde se ha despreciado el acoolamiento snin-órbita. 

Para resolver la ec, de Schrodint,er electrónica de una 

molécula o de un áto110, es necesario hacer nuevas aproxi11a­

ciones, Estas aproximaciones surcen del tér~ino de energía 

de repulsión electr6nicn, el cual impide que la ec, de 

Schrtldinger sea separable, y por lo tanto impide obtener so 

luciones exactas. 

La aproxi11ación ~ác usada es el método de Hartree-Fock o 

:l.e ca:npo autoconsistente (SCF), el cual considera que cada 

electrón se mueve en un potencial promedio producido por 

los electrones rest3.ntes y los núcleos. 1e esta manera se 

~btiene un operador de energía de repulsión electrónica pr~ 

::-iedio n-.tevo, el cual reemplazará al tér11ino f ') .f¡. del Ha­
f:, '»• ) 

.-:iJ tM' ·· · · (1. 4), obteniendo el Hamiltoniano 

(1.12) 

La nueva ec. de Schrtldinger electrónica es separable, y su 

solución más simple es de la forma 

'f" = '¡J1 li) ~t.(1.) ... lf'., \,N) (1.13) 

~r1 12. C'lal se colocan no más de dos electrones en cada orbi 

tal espacial, de acuerdo con el principio de exclusión de 

Pauli. En su forma más general el principio de exclusión de 

Pauli, obliga a que cualquier aproximación a la función de 

onda verdadera deba ser una función antisimétrica ante el 
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intcrca:nbio de los electrones, L::i. a:1tiai::ietría requerida se 

obtiene co¡1struyendo la funci6:1 de onda en forma de un de­

terminante de spin-orbi tales, llamado determinante de Slater 

1.17 - 1 
I.. - :¡-=;r­

vN! 

'\11(1\ IV .. (1\ • • • %(1\ 
'i~ (i) '1'1. (1.. '\ • • • '\'"(1..\ 

(1.14) 

En el caso especial de una molécula de 2N electrones con 

N orbitales espaciales doblemente ocupados, la energía to­

tal asociada con u:-1a función de onda.¡< 

(1.15) 

es E-=< H >-='l.~'(~' '\- b (. lJ.1.:i-\<.i.1) (1.16) 

e ,,, n. n 1. ~ 7 . o~ 
c.~ = ( <t:i.1.t~ + _n_1.m 'I,... - L ~ \e\\ t..,_\) 

o.: 1 '("'"' 

donde 

J.ti = < <P.i.(f'..) <?; l'ti)\ -f \ 4'_¡_(µ.) ~j(Y\ > 
fAY 

(1.17) 

donde µ , 'J representan las coordenadas de los electrones e 

. .<., j representan los orbitales. 

Del método variacional se encontrarán aquellos orbitales 

que produzcan un valor ~ínimo en la energía (1.16), los cu~ 

les for~an una función de onda del tipo (1.15). Además se 

~En lu~ar de escribir las funciones de spin, se pone una 
br!.rrn :c:::ibr-e la fu:ici6n espacial para indicar la función de 
.;nin uJ \-1/2 )= [3, Tiientras que una función espacial sin ba­
rra ir.ilca un factor de spin VJ ( +1/2 )=o<., 
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pedirá que los orbitales sean ortonormales. Los orbitales 

no tendrán una forma particular, es decir los orbitales mi~ 

mos serán los parametros de variación. 

Se obtiene que los orbitales son soluciones de las ecs. 

Hartree-Fock 

(1.18) 

s 
~ __ J:t. \]"!. - ~ ~ + \:" (2.J.; _ Q:-j) 

- 'Lm 1"- O(':I 'f~°' ~ 
con 

(1.19) 

el operador de Pock, el cual actua sobre un solo electrón, 

y ... 
l¡\,u.) <P.:.lM\ -=(<?J<v\\ f \~¡(~)> <P..t<H 

~y 

A e 
Kj(,..._l <P.<.(,.U.) := <<j:>Jl'J)\-!-=- lc\:ll.l'Jl) cp;(M) 

• ,...v 

(1.20) 

los operadores de Coulomb e intercambio respectiva~ente, 

los cuales representan el comportamiento de un electrón en 

el campo producido por los electrones restantes. 

Las ecs. Hartree-Fock se pueden escribir en forma matri­

cial 

(1. 21) 

con 

~11 Al'l. • • • ~IN 
).._\ -:: Ai1 An . . . Az¡y 

(1. 22) 
•• 1 •• ' 1 

>w1 A,n · ' · )..,IN 

donde ~es una matriz hermitiana formada por los multiplic~ 

dores indeterminados de Lagrange. 

Resulta que los orbitales Hartree-Fock no son únicos; e­

xisten otros conjuntos de orbitales ~·obtenidos por trans-

for~aciones unitarias 
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~I ::: ~ \j (1.23) 

los cuales producen esencialmente la misma funci6n de onda. 

La funci6n de onda se transforma de acuerdo con la relaci6n 

Y' :: 'i' \)et' (u) (1. 24) 

así que ~ 1 representa la rr.is11a situación física que':!!. Ade 

más, la ortonor:r.alidad de loa orbitales Hartree-Fock es in­

variante ante una transfor:naci6n unitaria; el operador":\" el 

cual estJ definido en términos del conjunto de orbitales ~. 

resultci ser txr.bién invnriante cuando 1i se transforma por 

(l. 23). Entonces, es conveniente elegir una transformación 

unitaria tal que 

e.o n E. = l
(, o o .. 
o t., o .. 
. . . . 
o o o. 

(1.25) 

donde ( es una matriz diagonal. Se obtiene 

(1.26) 

en la cual, las ecs. Hartree-Fock to~an la forma de un pro­

blema de pseudo-eigenvalor 

(1. 27) 

(se han QUi tado la:3 primas por comodidad), donde los eie;en­

v~lores de las ecs. Hartree-Fock son buenas aproximaciones 

n las enereías orbitales. 

Debido a que las ecs. Hartree-Fock son ecs. integrodife-

" " renciales, y c1ue lor.: operadores :J y 1< dependen de los orbi-

tnles desconocidos <\:>.;., se suelen utilizar métodos numéricos 
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y un proceso iterativo para obtener los orbitales Hartree-

.?ock. 

En lugar de utilizar el procedimiento anterior, Roothaan 

propuso representar a los orbitales Hartree-?ock como combi 

!1.aciones lineales de un conjunto completo de funciones de 

base dadas 

cp .... :::. I_ Cp_.. Xr :::: ~ IL~ (1. 28) 

con p;¡ 

X:: [X.X,_··· ~1 y 
(1.29) 

donde los coeficientes de desarrollo se determinan por el 

proceso iterativo SCF. Las funciones de base no necesitan 

ser ortogonales, la independencia lineal es suficiente. Pa­

ra construir al menos ;; soluciones linealmente independien­

-r;es es necesario oue m >/ N. Las soluciones exactas de las 

ecs, Hartree-l<'ock reciuieren de un desarrollo infinito de fun 

ciones base, lo cual es imoosible. Sn la práctica, los desa 

rrollos se truncan a 'TI funciones ·oase, y entre más grande 

sea el número de funciones base utilizadas en los desarro­

llos, mayor será la aproximación a las soluciones exactas. 

Además, los resultados obtenidos dependen fuertemente del 

conjunto completo de funciones base elegido. Una base forma 

da por los orbitales atómicos de los átomos que constituyen 

la molécula, es la 11ás conveniente para el desarrollo de 

los orbitales cP .. .... 
De (l.26) se tiene 

t.~':::<r:I<~l(-~V~-f_ rc.d?.l)\~/<f:..:::<lll~ltÁ ci.30) 
'2..IM o(::.1 yf-'-"( 



Jtilizando (l.3J), la energía (1.16) to~a la forma 
N 

l ·~ 

(l. Yl) 

E=. 2 I_cf11~11;. .\- I_4:1-(1U';,-K:illl.;. (1.31) 
-'.:\ ).1 j 

De la :nis.na manera corno se obtuvieron las ecs. Hartree-

¡ock (1.26) y (1.27), y de la condición de ortonormaliza­

ci6n 

(1.32) 

las ces, de íloothaan son 

(l. 33) 

o en for:na ecneral 

(1.34) 

con 

(l. 35) 

Para obtener soluciones no triviales de la ec. (1.34), 

se neceuita encontrar las m raíces del determinante secular 

\ \F - . E__ /b. \ =.. O (1.36) 

·¡ero la :TIP.triz li" depende de las e.;_ a través de ~ y K;. asi 

~ue lns ecuaciones seculares (l.36) son no lineales, enton­

ce~ es necesario utilizar un método iterativo. Se elige al­

runo. :nrrtriz e(•) corno una nri:nera aproxi:naci6!1 para construir 
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:r;ejoraria lr*1 , y así repitiendo el .ni:r·:.o nroc,~:rn lcr:c, t::?. qu<J 

las ncitrices el"\ y cl"''1concuerden d1:;n-vro de cierto,: l.fil.i. tcc; 

nrc8:1tablecido2. 

De las N raíces más b:1j2.s r:;e calculé:~1 los ei¡~e:nvectore:: 

{_:;.\ correé1pon:lientes, obteniendo ::i.;-;Í 1.08 orbitnle.c; t~_;.• Lo.s 

cu:lles se suronen que ocuTJan los 2!/ r::lectrorws en el estado 

h::i.:oe de la molécula. Ins solucionGs re::t~<ntes r3011 lo;3 l l'1:nr.1 

dos orbitales virtuales, los cuales s~ utilizan n2rn riescri 

·oir confic;urac i.ones excitadas de lu r:-.olécula, o ::un uti Liz~ 

dos en el método de interacción de c.;nfi_r:unlCiones (CI). 

De (l. 35) 
N 

\F = < Jl \ h \ IZ. > + <._ )t 1 I ( 1- J-j - K j ) 1 }Í > = \ h t G (l. 3 7 ) 
J~I 

cuyos elementos de matriz son 

(1. 38) 

Cbr~ = f_ R,..s~2<X¡. X.,\~ P~'+~) -<Xr-Xs\ 9 I ty X,;>1 
Y,~ 

con 

R:::TT"t" 
(l. 39) 

Para obtener la energía de la molécula se tiene de (1.31) 

por lo tanto 

E ::. 'Z. l v ( ~ IF) - 1 v ( R Cb) (1. 41) 



. l i 1 t . . l l :oe.1~rnr . it e:~~~~r·: n OY~en1~:n. •. l~ .as 

~ootha?n, es por 1l!edio del Ttéi;r/o de interacci.6n ele conf.'i¡'.:.'.: 

r:ici.ones (CI). Este <nétodo con;'iiste en con:-:t1°uir una fun­

ci6n de onda del tino 

(1.42) 

La cu::ll representa nna rnezcl~_:i. de confie;uraciones electr6ni-

cas, donde D;:: es el deterrninan,.e de Jlater nue describe a 

cierta confi~traci6n electrónica de la mol~cuJ.a. Len f~ncio 

nes de onda D-: son conntruidas del con,iuntci 1lc~ orbitales 

(l,23), donde se incluye a los orbitales virtuales, y los 

parámetros ')) "- son determinad os del método variac i onnl. Se 

tiene el problema de eigenvalores 

(1.43) 

con 

\~ - [O D · .. "' 1 - \ "L V~ J 
.(fü\ \\)') = 16 

A 

114::. <ID\\-\ \lt>) 
(1. 44) 

donde los elementos de matriz de \\-\ son 
N 

1 r\, ~ -= < t\., A 1 \) ~ > = ¡ l_ < l> i' \ ~ J \) ,'> + ¡_. < t> I' \ Q_ ~ \ \\ >1 ( i. 4 5 > 
-'<;;1 J")A. Y"".) 

con 
(1. 46) 

De (1.43), se tiene que resolver el determinante secular 

\ \\-\ - E /b, \ :: o (l. 47) 

obteniendose m raíces y los correspondientes eigenvectores 

ir, 1 \r;'. 1 ••• 
1 
ir..,. , donde la raiz :r.ás baja es la de princinal in 
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terés. 

Cabe mencionar que en los métodos utilizados para resol­

ver la ec. de Schrodinger electr6nica de una molécula o de 

un átomo, es necesario calcular un gran número de integra­

les. En el caso de cálculos moleculares, el nú~ero de inte­

r:rales a calcular es proporcionn.l a rn'1 , con m el número de 

funciones base utilizadas en los desarrolloe de los OM. 

De (1. 38 ), las inteerales \hr, de un electrón contienen ~ 

no o dos centros atómicos, y las i.nte1:rrales Gf"\. de dos elec 

trones contienen de uno a cuatro centros atómicos, estas ú! 
ti:nas provocan que los cálculos sean aun ·nó.s laboriosos. 

La dificultad de calcular las intq;ralc~i de dos a cuatro 

centros atómicos depende de las funciones baEe utilizadaa. 

En el capítulo II se mostrará las ventajas y desventajas de 

utilizar los orbitales tipo Slater (STO) y los orbitales ti 

po Gaussiano (GTO) como funciones base. 

l. 3 Cálculos moleculares y atómicos 

En la sección anterior se mencionó que el tér:nino de e­

nergía de repulsión electrónica impide que la ec, de Schro­

dinger electrónica de una molécula o de un átomo sea separ~ 

ble. El único sistema que se ha resuelto exactamente es el 

áto~o de hidrógeno, debido principalmente a que su Hamilto­

nian.o electr6:1ico no contiene el término de enerE!a de re­

p~lsi6n electrónica (un solo electrón), Otro problema en 

los cálculos electrónicos es el gran número de integrales a 

calcular. Por lo tanto, son inevitables las aproximaciones. 

Los cálculos de estructuras electrónicas en moléculas y 

(.'¡: ,y:ios son llevados n cabo en uno de los tres niveles de a-
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uroximaci6n siguientes. En cada uno de ellos se utiliza la 

aproximaci6n de Born-Oppenheimer. 

a) Cálculos ab initio. En estos cálculos se consideran 

todos los electrones de una molécula o de un átomo, y todas 

las integrales GUe aparecen se calculan analitica~ente. Aug_ 

que !le :nencion6 que lon cálculos moleculares involucr2.n un 

¡;ran número de inte[Tales, se han rea1izado cálculos a.b ini 

tio, lo cual ha requerido de un gran tie:npo de co~nputcdora. 

b) Cálculos se:niempiricos. En este tipo de cálculos cie~ 

tas cantido.des corr:o inte(3rales, se desprecian o son cleterm~ 

nadas por la incorporación de clatoa experiffientales o de al-

01n tipo de parámetros, loa cunles se ajustan para que los 

result<1dos concuerden con los datan ex::;erimentales. Los cá1_ 

culos semiempírico::i son justifico.doD, sie:::pre y cua.'1c1o se 

predi['2.n más propiedades ffricas del sistema que las utili­

zadas para fi,jar los parárr.etros. 

c) ~odelos si~nlificados. Sn este tipo de cálculos se u­

tiliza un Hamiltoniano ~,ás sencillo que el Hamiltoniano ve!:_ 

dadero. Este nuevo HarniltoniruvJ está basado sobre cierto m.Q_ 

delo simplificado. El uso de modelos si:r:plificados require 

de rra_~ cuidado, ya que puede suceder que el modelo no des­

criba apropiada~ente al sistema o aun peor, que no lo des­

criba, como puede suceder con un modelo sobresirnplificado, 

La utilización de cierto :r:odelo es justificado, si los re­

sul tR.dos que· se cbtienen de él concuerdan con los valores 

exnerimentales, y del nJmero de propiedades que describe 

del si~texa. Por lo ~eneral, los modelos simplificados inv.Q. 

lucra~-, sola:r.ente nl1:11nos electrones de la molécula, con la 

utilización de ciertos potenciales si~plificados. Frecuent~ 
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.:iente, 1 as ei,é:e::-.:~;;~1cior11::" del Hw11il toniano aproxi:nado !1Ue­

ien ser obtenidas exacta~ente. 

:;;::turnl.11<.ute, é'iE:!:i:;-ire se desea cvi tar los có.lculos semi­

cxpíricos y la utilización de modelos si~plificados, sin efil 

j2rco las ~olác~:as de interés tienen muchos electrones y 

.:úcleos, lo cu;ll i:npide utilizar otros métodos, 

:.2fcrencias 

n1ar P, L. : Ele:nentary Qu:mtum Chemistry, McGraw Hill 

~Jvine l, N. : Química Cuántica. Ed. AC Madrid, España 

:.:.::.Vocny R. y Sutcliffe B. T, : methods of Molecular Quantu~11 

:.iechanics. Aca.de11ic Press. 
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3n este ca::iftulo s•3 :nostrarán las ventajas y desventajas 

iCJ :..ttili:~ar los o:-bitales tipo Slater (STO) y los orbitales 

:1~0 3aussiano (G~O) co~o funciones base, para la descrip­

cijn de los orbitales ntó:nicos y wolcculares en los cálcu­

los electrónicos de átomos y moléculas, 

2.1 ~efinición de STO y GTO 

Los orbitales tipo Slater (STO) normalizados están defi­

:iidos c o.no 

(2, l) 

con 
(2. 2) 

.'! .Q. = '),l, ... ,(n-1). Sstos orbitales satisfacen las siguie!.!_ 

tes ecu.o-1ciones (en unidarJes a.tómicas) 

( 2. 3) 

Los orbitales tipo Gaussiano (GTO) normalizados están d~ 

l'inidos CO'llO 

(2. 5) 

con 

y ~= 0,l, .•• ,(n-1). Estos orbitales satisfacen las siguie!!_ 

teF ecuaciones 
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( 2. 7) 

La parte an¿;ular de runbos orbitales está descrita por 

los arm6nicos csfcri~os. Por lo tanto, estos orbitales son 

" " r:ii:,enfunciones de los operadores L' y L1:. En a'llbos orbita-

:es las partes ra~ialcs son no ortogonRles. 

2. 2 Propiedades de los STOs y GTOs 

En los cálculos SCF de Hartree-Fock y CI de átomos, los 

;rbitales tipo Slater forman una base satisfactoria y la 

-.ás conveniente para la representaci6n de los orbitales at.Q. 

-~icos (OA). En tales cflculos, un orbital at6:nico de nú:ne-

~os cuánticos l y m se representa como una combinación li­

~eal de funciones base (2.1) 

(2.9) 

CJn (2.10) 

Se ha encontrado generalmente que una base de tres a ci!!_ 

co STOs por orbital atómico, produce funciones de onda SCF 

:·· energías altamente precisas. Aun una base de dos STOs por 

~rbital at6-nico produce aproximaciones bastante adecuadas; 

:: sta base se llama doble zeta. 

Los orbitales tipo Slater for:no.n también una base satis­

~·r!ctoria péira describir los orbitales moleculares. Sin ern­

~~rco los cálculos SCF de Hartree-Fock y CI en términos de 

c:l los han sido 11.evado a cabo sola-nente para moléculas dia-
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tó:nicas y algunas moléculas poliató:nicas pequefias, La causa 

de que los cálculos electrónicos se hallan realizado para 

moléculas pequeñas es debido a la gran dificultad de eva­

luar las integrales de interacci6n electrónica, co:no la si­

gtiiente 

las cuales aparecen en los ele:nentos de matriz de IF de las 

ecs. de Roothaan (1.33). Las dificultades se incrementan 

cuando los orbitales tipo Slater son centrados en tres o 

cuatro átomos no colineales de una molécula. 

Un esfuerzo ~uy útil para :nanejar las integrales molecu­

lares con orbitales tipo Slater fue el aplicar la transfor­

:nada integral de exponenciales en gaussianas 1'' 

(2.12) 

La razón de esta transformación surge del hecho de que las 

integralen con funciones gaussianas exp(-o<..r 4 ) son más fac,;h 

les de evaluar en co11r.>araci6n con aquellas sobre funciones 

exponenciales exp(-1 r ), pero esta eanancia se pierde en 

parte debido a que es necesario hacer las integrales adici2 

nales sobre las variables de transfor:nación. 

La relativ9. facilidad de evaluar las integrales :nolecul~ 

re2 con orbitales tino ';'J.1.lssiano, ha nroducido que el uso 

de los G'rOs se hulla incre:::entado grande'.!lente. 21 primer 

trata~iento sistemático a~ las integrales :noleculares con 

'}':'C'r. ce debe :i 3o:¡G <1 \ ':lostrando c6110 se evaluan las disti!l 

tas inte:-:n!le" -r>Jli:icularer,, Boy.s define los orbitales tipo 

'}2.Llssiu:-iJ :::::i.rtesiR.nn e:1 tér:r.inos de to:las las funciones 
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(2.13) 

y de todas sus combinaciones lineales, con ~. m, n cuales­

quiera valores enteros y con 

'l. l. vi. 1'1 'f',_ :::.. "j..,;,_ + f 1>. ~ A y X,.. -:::. X - Ax , ... (2.14) 

Generalmente, esta definici6n de los orbitales tipo Gaussi~ 

no es la más usada en los cálculos moleculares. 

Como eje~plo, se considera una integral de interacci6n ~ 

lectr6nica, en la cual se utilizan orbitales Gaussianos le 

de diferentes centros 

<.'X ('<',..,o..) 1l ('f ni 'b )\ ~.\X ('<',,,e)~ ( 'foi, d)) 

donde 

H Q."to.'<,.~+c:Y'"n_L (2-t•.,...~+c1'C".:-1\1v,civi 
'f-;L 

(2.15) 

es un orbital Gaussiano ls (no normalizado) centrado en el 

punto A, los demás orbitales son de la misma forma. (Ver fi 
gura 1) 

e 

.Fig. 1 

B 

Sea RÁ y Re. los vectores de posici6n de los puntos A y C 

respecto a cierto sistema de coordenadas. Se define un pun-

to P por 
(2.16) 
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(2.17) 

< 2 .1a > 

:?2. un orbital Gau2siar.o ls centra.do en el nuevo centro P. 

De manera si:nilar, ~e define un punto Q por 

obteniendo 
'1'.. ('<82, b) 1'.(Yb2, d)::: Qxp( \~ R~D) "X. ('re¡ 2 ,'o-i-d) (2, 20) 

donde 1'..('<Q,,b~d) es un orbital Gnussiano ls centrado en el 

punto Q. Sustituyendo (2.17) y (2.20) en (2.15) se obtiene 

(2.21) 

De esta ~Gnern, la inte~ral de cuatro centros se reduce e u 

na intecral de dos C.;>:1tros, la c"J.al puede evaluarse analit!_ 

cay,ente, obteniéndo2e 

con F en :::: .J.. r:rr E''< F (fi) 
1- ~ --;¡ (2.23) 

La.s inte[:ra.les ;,oleculares con orbitales Gaussianos más 

generales se co~s:ican más que (2,22), Sin embargo, estas 

inteGrales pueden calcularse de las inte?rales con GTOs del 

tipo e>:p(-1.X r'-) p:r :c.i:nples diferencir-.ciones de estas res-
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~0cto a lns rara~ctros «o A~, y to~rndo lns co~binHcione2 

li:wnles ndr.cu:idasltl. Otra 11anr.ra de evitllr el có.lculo de 

las intecrnles 11oleculares con G'l'Os de ~>o, es simulai:do 

los GTOs por una superrosici6n dí! orbitales Gaussianos e~i'c 

ricos ( e-o<v') distribuidos sim6tri.car.cnte<l\, En la figura 2 

se muestra las distribuciones de los G'rOs esfericos para ::.'i 

rr.ulur los orbitales Gau~-.;sianos 2pr y 3dx y 

1. 

2.P?, 
3 dxy 

y 

t+ R/,_ + \ 

"'·y {¡;:-x 

1. -P., J+ -Tl.lt. + '/ 

Fig. 2 

Por ejemplo, en el caso del GTO 2p~ se tiene 

con ~ y R los par~11etros. Estas funciones son llamadas 16bu 

los Gaussianos, 

La principal desventaja de los orbitales tipo Gc.ussiono 

es que se necesitan muchos m6.s GTOs que STOs para pro::':.ucir 

una precisión dada. Generalmente, se necesitan 10 GTOs (y a 

veces más) para producir la mis11a precisión obtenida con u­

na base doble zeta de STOs. La principal razón de este in­

cremento en el tamafio de la base, es debido a que los orbi­

tales Gaussianos dan una descripción incorrecta cerca de 

los núcleos. Un STO (-Q-\'<) tiene una derivado. distinta de 

CCl'O en r=O 
(2.25) 
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esta es la propiedad llamada de cúspide, la cual es esen­

cial para que la f!Jnci6n de onda molecular o atómica descri 

!Ja cor:-·ecta:rrente la región más cercana al núcleo. Sn ca:n-
.. tJ..,"L 

lJio, los orbitales .::;aussianos ("'Q ) tienen una derivada i 

í'.U8.l a cero en ro::O, 

Se ha mostrado que la función de onda electr6nica Gau­

~siana puede ser ~ejorada, si se agrega al conjunto base de 

GTOs una función de la forma 

(2.26) 

centra.da en cada núcleo, donde r es la distancia al núcleo. 

con e y ~ los parámetros de variación. Este tipo de función 

describe mejar la propiedad de cúspide, y se ha demostrado 

que la mejore ec ~ucho ~ás crende que la obtenida al agre­

car vRrios GTOr adicionale2 al conjunt) base~'<~. 

Ln mnyoria de los GTOs del conjunto base son utilizados 

uara describir la reeió~ 'T.is cercana al núcleo, y solamente 

unos uocos so~ requeridos ~ara describir las regiones leja­

n3s e inter11ediaa del núcleo. Excepto por la región cerca­

n~ al núcleo, los GTOs son casi tan tuenos como los STOs a 

~:stanciRS interxedias y frnndes del núcleo, 

:::n el Cr's::> de 11olécul'.1s, el proble:::a de resolver un nú!ll~ 

··• r~lntivn::nnte peoue~o ~e integrales difíciles de evaluar 

:·~ orhitales ti90 Slater, Pe ha ree'T.~lazedo por el de eva­

:"r 1Jn nú-:-.'?r'.'l '.!lucho T.~' ::-rnncle d<:: intec;rrües :nás faciles 

· .':' orilit<:'..e:: tino Gact!"ó'ir•no. Auno.ue el núrr:ero de inteera-

. n.· ';R'J~.~cÍ.'<!'.0-,~" de Un<:l .7.0léC'JlU rr.e::; i2.da llB[';B B i:er basta.'1te 

:"i:1~le ("-'1'1~), la evnli.w.ci6n de este.s requiere de un tie:r.po 
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de cálculo menor que el de las inte~rales con STOs, es DOr 

ello que se utilizan los IJTCs en cálculos ·nolecul.a:-es. 1~n 

cambio, en cálculos atórniC•)S los S'l'Os son los :nás a'..l.ecua­

dos, ya que las i:itec:rales (de un solo centro) son i51.rnl d-J 

difíciles de evaluar tanto 1)3l'fl J.os ST:.!s C·)::io riara los :";TOs. 

Por Último se menciona el conju~1to (;aussi~no contraído, 

donde una función G:::iussi'l:1a contraida es una co::ibinación l.:!:_ 

nP.al de GTOs con coeficientes fijos, la cual puede si:nular 

a un STO. Esto origina qne el tiempo de cálculo se reduzca 

con poca perdida de precisión. 

2.3 Desarrollos Gaussianos de orbitales Slater 

En la sección anterior se mostró que las intecrales ~ol~ 

culares con GTOs pueden ser evaluadas en una for~a más sim­

ple. Debido a esto se han desarro2.lado varios métodos para 

obtener desarrollos aoroxi~ados de orbitales Slater en tér­

minos de orbitales Gaussianos. 

El método que se describe utiliza el hecho de que los º!:. 

bitales Slater son soluciones exactas del Ha'Ililtoniano efe~ 

tivo (2.4); se construye:1 combi:18.ciones lineales de orbita­

les Gaussianos para for~ar soluciones aproximadas del pro­

blema de eieenvalores por medio del método variacional. Más 

clararr.ente, se reemplaza 1.rn orbital Slater \\-'5 por una comb_h 

nación lineal de orbitales Gaussianos 

4?~ = ! c. )'.3:_ (2. 27) 
...\..-=\ 

y se varían todos los parn~etros de la integral 

(2. 28) 
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alcanza.ndo así su valor :nás bajo, siendo P.sta la aproxima­

ción más cerca.~a a E5 asociada a <l?s· Adexás, del teorema v~ 

riacional <:f?s es la :nejor aproximación a 'Vs de su clase. De 

(2.23) se tiene 
V\ V\ 

< qi~ 1 q\ > ::::: I I. e~ C;. < Ag¡ 1 x"'~ > 
.i..1:\ J ':\ 

<~s\H~f\ ~s) = ! ! C7C;.<'Xi¡\Hu\'t,i/ 
J..:I ):1 .. 

(2.29) 

:::s conveniente introducir la variable p = Zr, y el Hami!_ 

toniano efectivo (2.4) se transfor~a en 

(2. 30) 

donde el primer término del potencial efectivo de (2.4) se 

ca!",cela con la parte an&Ular (L i.) del opera.dar de energía 

ciriética. Los GTOs en función de la n•_teva variable son 

(2. 31) 

con 
( 2. 32) 

y ~ = Yls 'is (2, 33) 

(2. 34) 

( 2. 35) 

~stoE ele:nentos se calculan en for~a directa, obteniéndose 

Si-'= N<i.:. N~j -:z-(Vl,.:.+"':J¡i-11 -t re (Vl,.._+V\3;+1)/z..) 'X 

( <X.5;. -t O( 3il-( V\,.:..-1 Y\,¡-t i'\Ji. 
(2.36) 
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(2.}7) 

r ( ) ( )-(Yll;~YIS'H)/l lVl,¡tYl~¡-+'3)/z o('l.._+ot.~; ' 

r( (\/\j_..¡. n,¡)/2) (ol9.<. +o(~iyt11, ... th,¡)h.} 

En la práctica, el desarrollo (2.27) contiene sola~ente 

orbitales Gaussianos del mismo nú.:~,ero \11~, lo cual produce 

que los elementos l"1 1-4J'; .Y si.I. tomen 1 tn8 forma más si1:T)le 

Ol9J. cx'2j 

(ol~.;.+o<9¡) 

(2.38) 

(2.39) 

La ventaja de utilizar (/ = Zr y o<. es debido a que permi­

te reescalar el desarrollo Gaussiano para diferentes valo­

res del exronente del STO, sin necesidad de calcular nueva­

~ente los coeficientes del desarrollo. 

Al minimizar (2.34) se tienen las condiciones 

" te< -r'H,f >~~:::o (2.40) 

De la primera condición se obtiene 

~ r '" 1 L l r 1 H 1<• - ~ 1q E J C. = a ( 2. 41) 
.lo:..\ 

Fara obtener soluciones no nulas del sistema de ecuaciones 

lineales anterior, se tiene que resolver el determinante s~ 

cu lar 
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( 2. 42) 

La segunda condición de (2. 40) reouiere de un nrocedimiento 

por senarado para obtener e1 conjunto 6ntimo Lo<.,_.}, nero e­

xiste una ~ran dificultad para obtener dicho conjunto. ~sto 

se debe a que el esnacio generado nor los narámetros de va­

riaci 6n {<X3;..} tiene una rep:j ón mínima bas"tante o lana, es de­

cir, existen diferentes conjnnt os {e11,'f que pueden dar esen­

cial:u~nte la mis'Tla ene reía. Esto se puede ver cualitativa­

mente en las siguientes figuras 

....... 

... 
' - - - ~\-

,~..., -....... _ 
-.... _ 

y 

Figs. 3 y 4 

\ 
\ 

1 
1 
\ 

---Gros cltl 
d~sc>.noll• (Yl:t\ 

.... ., Ot.~t..Y•oilo 

Go..v~ 1 ·,o..."'o 

La tabla I muestra los resultados obtenidos por este métodol"~ 

2xisten otros métodos para obtener desarrollos Gaussianos 

de los orbitales Slater, en los cuales se utiliza una combi 

nación lineal de GTOs (2.27), y un método de mínimos cuadra 

dos, Sin embarc~. el método desarrollado en esta sección es 

el más conveniente desde el punto de vista de la energía, ya 

que el m6todo variacional proporciona la mejor aproximación 

a !.:: 5 asociada a 4'5 .' 
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Tabla I. Desarrollos GaussiA.nos de STOs. 

(GTOs ls en el desarrollo) 

n = 1 n = l. 5 n = 2 s s s 

E exac.= -o. 5 E = -0.22222222 Eexac. = -0.125 exac. 

E = -0.424413 E = -0.212207 E = -0.115749 

<Xi C. O<.. C. o<.. c. 
l l l l l 

0.232943 1 0.0707292 1 0.0210486 1 

E = -0.485813 E = -0. 216408 ~ = -0.123802 

o<. i C. O(. C. Ol. C. 
l 1 l l l 

0.201478 o. 821187 0.0379502 o. 563115 0.0264879 l. 007251 

1.33221 0.274465 0.122055 0.495241 1.04312 -0.048408 

E = -0.496979 B = -0.221222 E= -0.124407 
(X G O( C. et... c. i l i l l l 

0.150724 0.645262 0.0425413 0.626130 0.0139144 0.390346 

0.676633 0.409889 0.145331 o. 437185 0.0357518 o. 655905 

4.46993 0.071064 8.92151 -0.015341 0.945331 -0.054620 
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·;,;,?ITULO III 

é:n este capítulo s;;: ·iesarrollará el principal objetivo 

·~ esta tesis, el e~~: consisto en obtener una aproxi11nci6n 

ie las intefralcs electrónicas de un centro atónico con or­

bitales Slater, con e: fin de que 102 resultados obtenidos 

~roporciJnen la hase ~ara ln anlicaci6n posterior de dicha 

· __ ;roY.i11:1ci,Sn n in':;e-:-rc;.'..es electrónicas de verios centros a­

~ó ~icos, ln~ cuales ~~nreccn en los cálculos 11oleculares. 

::abe ''lencionar que n) se trata de obtener una aproxi'Tiación 

le ln función de o;·i.Ja electrónica, sino una aproximación a 

Je-,~-~ inter:rales 11is-r.a2. 

3.1 Descripción :e~eral de la aproxi11aci6n 

Zn el CH!'Jitulo I I se 11ostr6 que las integrales 11olecula­

rc2 c!n orbitales 32.8.ter son .11uy dificiles de evaluar, a."lte 

·?:,to, la :l0roxi11aci ':: de2arrollacla en este capítulo hil.ce u­

sa :L~ J.03 él'csarrCJ"..l~::- '.T'.l1.lssiFrnos de los or8itales ~later 

descritos en el ca~~: 110 II, en loa cuales cara obtener una 

11u:ir buenn c.::iro:<'.i -:-i<::.:::: 5:i. del STO se necesita que el desarro­

llo Gaussiano C·J!lt·::::,"."a !)Or lo :nenas 6 GTOs, esto es debido 

nrinciT)almente a ·~J.e los GTOs no describen adecuadamente 

las regione:- cerca~~~ al ndcleo. 

Le. arJroxi11aci6::-. ::J:-isiste en la su·na de dos partes: La 

~·r: 1•Jra consiste 0:: :::'J.lcular le. intee-ral con desarrollos 

';En::-~··i'Ht•1'' :Je lo:- :::::-o:c en re:riones lejanas e inter:nedias 

-J.:ol ntícl<~o, f. 1)n:i0 ":la.11cnte ée necesita:;¡ desarrollos Gaus­

ri~nJs ~e ~ o ~ ~:~: nara un~ descriuci6n adecuada del STO; 

] : 1 '"é:""·l!IÓ.2. CJl'l!elS"':e en Céd.cu}.ar la inter-ral CO!'l las Series de 
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Taylor de los :5T0:;; en regioner> cercanas al núcleo, evitando 

aci el uso de los GTOs, los cuales no describen adecuadamen 

te estas re~iones, ndc~ás, las sPries de Taylor facilitarán 

el c~lculo de la~ intefrales en el caso ~olecular. De una 

.i.·c~:,er8 .ri<Ís clara, ~;i ~~: e:'.: la Ferie de Taylor (truncada) 

uel .,_·v \.\Is;., y f±i,;_ ;~u de:oarrollo Gaussi.ano, i¡;,rualmente para 

el :::;:;:o lfsj , ento11cer; la anroximaci6n a la inte&ral de STOs 

(3,1) 

Una f or.TJR. már' c Jnvo nient e es 

donde CQ5~ es la r.:erie ele Ta;¡lor (truncada) del desarrollo 
J 

Gá.u:-;ciano ~s:..! l[:'\J.CJ.la1ente !'JStra ~~J· Y o.. es un parámetro 

por J..,:;ter;ninar, 

inL<:::;-r:,1er3 electr6nicas de un solo centro atómico 2:1te la a 

:;2'0:-:1 :.'<ción cle:.::ri ta r.;nterior.nente. Ade:riás de realizar los 

c(ilc:ci.l'.);,: con 12:: serie;é ele Taylor de l.\{ y g?'i, ta::lbién s.e 

::•·icen c.Jn surs relacioner; exactas, con el fin de determinar 

el r¿:n{TO de vr:l1dez ele las series de Taylor utilizadas. Los 

c:.'.'..lc'J.l os realizados con lac; relaciones exrctas de \.\{ y <l?s 

!11 j·,¡:tificado:,:, ;¡:1 r:ue pr:rnorcionan ta,r.bién el co.nporta-

.. 1•::.~:.- re_1er::.J ._:,, lLi ;{rroxi.:,8.ci6n (3.2) en las di:::tintas ig 

:~:r~!"~ RnJlizRdas, lo cu2l será casi imposible de reali-

;J"c.)Llo a aue la uproxi.naci6n (3.2) involucra foim·oles de­

·,n·'.lllo:; de ·:'c.:lor e intecracione'; elementales, resultaría 
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e;¡corroso describir tales 9rocesos e~ c2da un~ ~9 lns inte­

;Jales anali zaclas; adc.::ás, 8.l5uno2 resultados ;::e ;¡erales l l~ 

r·?-'1 a tener unn cxtenei6n rr.uy r;ronjA, por lo t211to ee deci-

~i6 remitirlos nl apdndice 9 por clqridad. 

En las secciones siS"üentes, s;:; ·Jep.cribirá.'1 !".ola•nentc 

:os hecho3 i~portnntes referentes ~ cada una de las interr~ 

les analizarlos. ~fo mortrarán las exr:resiones obtenidas de 

las expresiones eenerales del n~~ndice B, y los rerultados 

r1·:::;tenidos de cstr:ts, pn.ra los sie;uientes dos ca::os utiliza.-

1os como eje~9los. 

a) STOs ls con desarrollos Gaussianos de rl=:2 (}l'Os ls. 

Los exponentes de los GTOs y los coeficie~tes del desa-

rrollo son: 

d.. 
1 

Q'.. 
2 

(Tabla I, 

= 0.201478 

= l. 33221 

cap, II) 

e
1 

= o. 22n87 

e 2 o.274465 

la grafica 1 muestra el STO ls y su desarrollo Gaussie.no 

correspondiente. 

b) STOs ls con desarrollos Gru1ssianos de N=3 GTOs ls. 

Los exponentes de los GTOs y los coeficientes del desa­

rrollo son: (Tabla I, cap. II) 

O(,_ 
1 

°'2 = 

0(3 = 

0.15'.J724 

o; 676633 

4.46993 

e
1 

= o.645262 

e2 o.409889 

e
3 

0.011064 

la grafica 2 muestra el STO ls y su desarrollo Gaussiano 

correspondiente. 

La elecci6n de los ejemplos anteriores, se debe princi-

!'2lmente a que los desarrollos Gaussianas y los GTOs 11is"!:os, 

~:ücstran clo.ra11ente la desventaja que tienen :iara describir 

·~ f1s rc~iones cercanas al núcleo, justificando así, el uso 
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Graf. 1 STO ls • su desarrollo 0,rusEiano de N:.:2 íVi'Os ls. 

- --
l.. y (U. l,.) 

!}ra.f. 2 ::;To ls . su desarrollo Gauc.siano de N=3 GTOs ls. 

"l. 

$TO IS 

' b.G~ 

3 Y' (U..a..) 



34 

de lm: f'eries ele Taylor en las regiones cerc:or:as al núcleo 

en la aproxi~aci6n (J.2), 

].2 Ha~iltoniRno efectivo 

La prirr:er intecral que se a.'1alizR es :.irecisa11ente el va-

" lor ele expectaci6n del Hrl:nilto!lieno efectivo H~ri el cual 

fue definido en (2.4), siendo los STOs sus soluciones exac-

tr;.s, y los desm-rollos GRUE'Sianos sus soluciones aproxima-

das, como se vio en la sección 2,J, 

Para este caso, de la aproximación (3,2) se define la 

función 

En las dos y,iri!llerm; integrales de l\)b), surge un probl~ 

ma debido a que el operador de energía cinética (-!-\11.) no 

es herTiitiílllo en un volu~en finito, es decir 

):~:\~['i',~(H'l't)-(Al\',)w~t1dlJ-=: - i ['d<~tv\i:'f"Í-l.¡l'<\ 

- '< ?_1.l'<\ ~ '( P.~\Y\}'(:::.O.. =:J:: 0 

con 

(3. 4) 

Para resolver este problema, se utiliza la siguiente expre­

sión para la energía cinética (apéndice A) 

s: J~ r t¡J,~ A o/?. d V = cr~ f." I -t V 'P,ll . V 'l't + V IV." 'l', 1 d y 
~ . (3.5) 

:: Í
0 
Lt (t '( R\<\ l \~ ?..1.( v'\ \-\- ( 1 ~f .ti.ú. + \J } R7t~ \ Ri.<.-<l} '<"l dr 

la cual proporciona la her!Jliticidad requerida. Esta nueva 

expresión coincide con la del operador (-t\11..) cuando o..~<X>. 
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CoT10 eje:nplo de esta nuev::. e:--.pre:::i5:1 p"!rn 1'1. '":·ere:fo ci­

nútica, la pri:7!era intec-ral do Hu(b; to-r.a la fori;a 

):\:e% i·tA(f ~s cl\J = l!·'L( l y (~y Rv..lv\)1. -+ 

+e-~ + 11'<LV\;l\1~-11)\R~~'<)\,,1 '1',_dy 
(3. 6) 

Co!no se habrá notado, se ha norn:alizado Hc.t(b) respecto a 

Z,, (Z = n 5 ~s), per~itiendo realizar el cambio de variable 

p = Zr. De esta manera, los rerrnltados quedarán en función 

de las 0(3.._ de los desarrollos Ga1J.ssia.."los, y del nuevo par¡'i __ 

r::etro b = Za, rermitiendo así que los resultndos puedon ser 

reescalados para diferentes volares del exponente del STO. 

Ahora, se :nuestran los resultados obtenidos para los e-

je~plos a) y b), 

" < z.-• \-\e.r l'vs = -o. 5 (3.7a) 

cc:x.,_;._«,it'~ b' f~ + .q-<cX.".._·1C(,ybt + tO(,');.,o.,¡'o1 - -h\lll,.:..+°",s·~ o.Tu) 

-t c1, ... C(3i e~~:. .. .x,;)B -t i,;-cX9:..0(~• (o1g ... -l °'~; ),,1,/) .\. < ri. A e." 7!f!s 

e~e;nplos, y con ,... 
r) ;¡ 2 y < 1-• 1-I t(' 7'1. = -0.485813 (Tabla I, cap. II) 

':i) 
~ 

¡¡ 3 y < l"' \.! ...,. = tf ~s -0.496979 (Tabla I, cap. II) 
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'fabla I. < "'Z.-i.~'" / en u. a.: STO ls 

Desarr0llo .ja11ssümo de :;=2 GTOs ls. ((;rafica 3) 

-·"J. 487669 -0.437668 
-0. 49135 3 -o. '191854 
-0.496694 -0.496699 
-·"J. 501005 -0.501030 
-0.504025 -o. 504119 
-'J.505337 -o. 505615 
-0.504789 -0.505480 
-0.502389 -0.503909 
-'). 493222 -0.501259 
-0, 492362 -0.497969 
-Cl. 484'325 -0.494497 
-'), 475577 -o. 491264 
-). 464618 -0.488615 

" Exacto <c·tH,f?'l's= -0.5 

,_ 
Tabla II. <t.-1\-1,F> en u.a.: STO ls 

b=Za 

0.05 
0.10 
0.15 
0.20 
0.25 
0.30 
0.35 
0.40 
0.45 
0.50 
0.55 
0.60 
0.65 

"'.]e=-arrollo Gcmf'sinno de :;=3 G'l'Os ls. (Grafica 3) 

-0. il :n:.in5 
-'). 49'.)ilif7 
-'). 500395 
-0.500306 
-'l. 499291 
-0. MJ7757 
-'). 496291 
-'J. 4 960E'i9 
-0.500523 
-).51~739 
-').57236? 
-0.707075 
-2..018651 

Exacto <i.-'Hcf?'t',= -Cl.5 

H,~(b) 

-').497905 
-0.499443 
-Cl.500402 
-0.500347 
-0.499460 
-0.498253 
-0. 497291 
-0.496986 
-0.497493 
-0.498706 
-'). 500342 
-'). 502047 
-0.503491 

b=Za 

0.05 
0.10 
0.15 
o. 20 
0.25 
0.30 
0.35 
0.40 
0.45 
0.50 
0.55 
0.60 
0.65 
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" Gráfica 3 : <Z-~ H~F>• 3'f0 ls con desarrollos 

Gaussianos de N=2 y N=3 GTOs ls. 

-.4B 

-.49 

-.s 

o.o .1 .e 
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3.3 Energía cinética 

]!;n la sección anterior, se analizó el co:noortamiento de 

la anroxi~aci6n (3.2) sobre el valor de exnectaci6n del Ha-

" :Jlltoniano efectivo H~F. En esta inteera.l se involucran dos 

:~nos de onerndores: ¿1 primero proporcional ar·\ como son 

~l operador de energía cinética, y el del potencial efecti­

·;,) j .Y el secundo oroporcional ar·', como es el de la ener­

=_-i.a potencial de atracción entre rnk.Leo y electrón. 

~n esta sección, se annli1m el comportamiento de la apr.9_ 

x1maci6n (3.2) sobre el valor de expectación de la energía 

:1nética, el cual involucra solamente un ti::io de operador, 

:;l proporcional a r· 1
• Nuevamente se tiene el oroblerna de 

:..ie el operador de ent::rgia cinética (--1:\J. 1
) resulta ser no 

::er¡¡¡itiano en un volumen finito; !)ara resolverlo se utiliza 

:.a nueva expresión para la energía cinética descrita en 

,3,5) con V= 0. Ade~á2, se normaliza la inteeraJ. respecto 

"'- LIL, para trabajar nuevamente con la variable f = Zr. 

Para este caso, de la aproximación (3.2) se define la 

:~nción 

.v los resultados obtenidos para ejemplos a) y b) son: 

(3.9a) 

(3. 9b) 



"' 'l'abla Ill. <. r.-" T > en u,3,: :yro ls 

Desarrollo Gaussiano de lí=2 GTOs ls. (Grafica 4) 
------------

'l' (b) (•raylor) T(b 1 b=Za 

0.485833 o. 4¿¡5¿3,3 <). 05 
0.43b329 0.4·.:lb329 0.10 
0.487513 o. 4:3'7513 0.15 
o. 4(39529 0.489531 0.20 
0.492377 0.49233.) 0.25 
0.495935 0.495974 ·J. 30 
0.4999ó5 o. 500t"J82 0.35 
o. 504135 0.504438 0.40 
0.508019 0.50874') 0.45 
o. 511085 0.512632 0.50 
0.512641 0.515994 0.55 
0.511723 0.518466 0.60 
0.506883 o. 519%4 0.65 

A 
Exacto < c_-i T /q, = 0.5 

s 

Tabla IV. <-:c1.T)- en u.a.: S'.l.'0 ls 

Desarrollo Gn.ussiano de i1=3 GTOs ls. (Grafica 4) 

T (b) (Taylor) T (b) b=Za 

o. 496829 0.496329 0.05 
0.497292 o. 497292 0.10 
0.498302 0.490302 0.15 
0.499746 0.499751 o. 20 
0.501277 0.501319 0.25 
0.502348 o. 502ó02 0.30 
0.502032 0.503265 0.35 
0.498266 0.503147 0.40 
o. 4858c35 0.502306 0.45 
0.452601 o. 500932 o. 50 
0.371737 0.499509 o. 55 
0.190189 0.493227 0.60 

-0.190322 o.497399 o.65 

l!:xacto <.--z.-l1->'P. = 0.5 
5 
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.!52 T(b) 

.!51 

N = 3 

·"'ª 
u = 2 

o.o .1 

Gráfica 4 :<.zi:-lT>, STO ls con desarrollos 

Gaussianos de N=2 y N=3 GTOs ls • 

.... .5 .a 
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Exacta 

-l.b ,, ., Al 'f/v 
T('o) =+-e_ (bl. +'o+~)- -J=.:_ '['e_.(. l0(9,;.o<.2;l: x (3.9c) 

Hr· .<:1 Y:-1 I (o(3,;.-t O{,¡) 

r_ ( 1 b + bl ) ()t ... , ... + o1,;)li t ~ rb e-to1,, +«,;)f'cÍp} + < i·' -T) 
l 7. \o(~:..+«,;' e Tio{~.;. + at,¡) lo fs 

Las expresiones (3.9) son igualmente validas para ambos 

ejemplos, con 

á) ¡~ 

o) N 

2 y 

3 y 

,. 
< rlT >~, = o. 485761 

<. "l- 1 f- :> ~s = o. 496753 

3.4 Energía potencial 

Se analiza el co:nportarniento de la aproximación (3. 2) S.2, 

ore el valor de expectación de la energía potencial Coulom-

01ana de repulsión entre el ndcleo y el electrón. Esta iot! 

,:-ral involucra e 1 otro tipo de operador mencionado al prin­

cipio de la sección anterior, el proporcional a r-1
• 

Fara este caso, de la aproximación (3.2) se define la 

función 

donde se ha normalizado respecto a Z, para trabajar con la 

variable f = Zr. 

Ahora, se muestran los resultados obtenidos para los e­

ae:nplos a) y b). 

(3. lla) 

l 1aylor 

V(b) ""'-~b"t(.L-J...b-1-.Lbt-L\1)* //J!:tc. c.x (3.nb) ,.,.. "l. 3 '2. IS TT L ... J 
. .l:I l :1 

Cci~.:.~·,)1~ 'titll- -f lcl~~+~;~'J+ i;Cot3~+~¡)'1.'o4] + <~-'(-:{-)/!t!s 



Tabla V. <r.-•(-~l/ en u.a.: ::>TO ls 

Desarrollo Gau::,siru10 de i'i=2 GTOs ls. (Grafica 5) 

V (b) (Taylor) V (b) b=Za 

-O. 973507 -0.973507 0.05 
-0.978182 -0.978133 0.10 
-0.984207 -0.934212 0.15 
-o. 990534 -0.990562 0.20 
-0.99b402 -o. 99650'3 0.25 
-1. 001272 -l. 0015d9 o. 30 
-1. 004754 -1.005561 0.35 
-1.006524 -l. 008348 0.40 
-1.006241 -1.009999 0.45 
-1. 003446 -1.010650 0.50 
-0.997467 -1. 010490 0.55 
-0.987300 -1.009730 0.60 
-0.971500 -1. 008579 0.65 

Exacto <~·'(-J..)/; = -1.0 
Y" \l's 

Tabla VI. <r-1(-t)/ en u.a.: STO ls 

Desarrollo Gaussiano de 11=3 G'l'Os ls. (Grafica 5) 

V (b) (Taylor) 

-0.994734 
-0.<;)96739 
-0.998697 
-1.000052 
-1. 000569 
-1.000105 
-0.998323 
-0.994356 
-0.986414 
-0.971340 
-0.944107 
-0.897264 
-0.820329 

V (b) 

-0.994734 
-0.996740 
-0.998704 
-1.000097 
-1.000779 
-1.000855 
-1. 000556 
-1. 000133 
-0.999799 
-0.999687 
-0.999852 
-1.000275 
-1. 000889 

b=Za 

0.05 
0.10 
0.15 
0.20 
0.25 
0.30 
0.35 
0.40 
0.45 
0.50 
0.55 
0.60 
0.65 
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Tabla V. <r'(-~)/ en u.a.: :':i'l'O ls 

Desarrollo Gaussiano de N==2 GTOs ls. (Grafica J) 

V (b) (Taylor) V (b) b==Za 

-0.973507 -O. <073507 0.05 
-0.978182 -O. 973133 0.10 
-0.934207 -0.934212 0.15 
-0.990534 -o. 990562 0.20 
-o. 996402 -O. 996508 0.25 
-1. 001272 -1. 0015d9 0.30 
-1. 004754 -1.005561 0.35 
-1. 006524 -1. 008348 0.40 
-1.006241 -1. 009999 0.45 
-1. 003446 .-1.010650 o. 50 
-0.997467 -1. 010490 0.55 
-0.987300 -1.009730 0.60 
-0.971500 -1.008579 o.65 

Exacto < =t ·' (-..L) 7. = -1. o 
'!" \l's 

Tabla VI. <r-1(-+r/' en u.a.: STO ls 

Desarrollo Gaussiano de N=3 G'l'Os ls, (Grafica 5) 

V(b) (Taylor) 

-0.994734 
-0.996739 
-0.998697 
-1.000052 
-1.000569 
-1.000105 
-0.998323 
-0.994356 
-0.986414 
-0.971340 
-0.944107 
-0.897264 
-0.820329 

Exacto 

V (b) 

-0.994734 
-0.996740 
-0.998704 
-1.000097 
-1. 000779 
-1. 000855 
-1. 000556 
-1.000133 
-:-0.999799 
-0.999687 
-0.999852 
-1.000275 
-1. 000889 

b==Za 

0.05 
0.10 
0.15 
0.20 
0.25 
0.30 
0.35 
0.40 
0.45 
0.50 
0.55 
0.60 
0.65 
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-.97 V(b) 

-.ea 

-.se 

-1.0 

-1.01 

o.o .1 

Gráfica 5 : <"Z"'li-) >, S'.rO ls con decarrolJos 

Gaussianon de N=2 y N=3 GTOs ls. 

.2 .... .e .7 
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Las expresiones ( 3 .11) son igualrr,ente validas para a:nbos 

ejemp.Los, con 

a) N = 2 y 

b) N 3 y 

< z:-1 (-~\/q\"' -0.971574 

< z-1 (-...L) /7'. = -D. 993732 
Y- .l:'s 

3.5 Integrales de interacción electrónica 

Se ha mencionado en canítulos anteriores que las integr! 

les de interacción electrónica son las más dificiles de eva 

luar, .Y aun más si esLCJ.s contienen varios centros atómicos. 

Jomo se verá la aproxiGaci6n de estas integrales es la más 

d i.f'ÍC i l. 

Extendiendo la aproximación (3.2) a integrales de dos 

ct1erpos, se tiene que la aprox:i.rnaci6n a la integral de int~ 

r·acclón efctr6nica más general de un centro con STOs es 

donde 

< ljls.t (1) '1'5; (1) ) -i_ \ 'Vs,.(1'\ '!<'tlz) 7 ::: [ ( !/>\;_¡ 
1 

'MS<l J l IMs; 1 IM~t )x 

r( \ ~ )ao)oo * 0 '(K .11 
d IM,,.-+~j 1 l\.\.,..t\Mt L- \Í(l'I l'<"1l t'-1'1 (y;\~ Rn .. ('<i)X 

K=o 0 o s.o. Sr y;H ,1 

R '\'(' (Y-1) -r;i- .,; d-y; dY 2 e\( e.e .. ,1'1-1 _. ~ .P'<, v..y) c"<R't ,l-IAt j ~j.~j) (3 .13) 
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(3.15) 

conocidos co~o los coeficientes de Slater, los cuales se e~ 

cuentran tabulados en varios textos de estructura at6:nica. 

Debido u la dificultad que presentan estas inte~rales, 

.'~ anRLi~a 30la~ente la inte~ral de interacción electrónica 

nás sencilla, la inteffral de Coulomb. Además, sola~ente se 

está interesado uor conocer el comoortamiento de la aproxi­

-~uci6n (3.2) sobre estas inte~rales. 

b11 1.a 1nte,c-ral de Couloaib se uti i.izan STOs ls, y sus de­

,,::.t1Tol Los ·~a12s1anos de ;¡ = 2 GTOs ls. En este caso se tie­

;,e c 1,(0,0i·J,'.l) == S..,0 , eluiinando así las sumatorias sobre K 

cíe las inte10Tó'..les. Para este caso, de (3.12) se define la 

:'.unci 6n 

Ilb\ :: ~- 1 \j~J:nCL"C° 1~~\1\12 ~t \ ~slL11\1v,d\Ji - l' 1 C\:~:
0

}:C~:rr 
\ ~\,\1\ \7. J.- \ g?1s l-z. \ \1 d \/, J Vi 1- < <1\ l1\ ~1s\"Z.\ \.+-\ q; ~11 P1sl"l.Y) (3 .16) 

'11. ~ '11. \~ 

donrle se ha normalizado respecto a Z, para trabajar con la 

variable p = Zr, 

Lo~ resultados obtenidos son: 

(3.l?a) 

(3. l ?b) 
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'1.'aylor 

t- l °' :i :t-+ C(~R.l ( C{~J t a¿5Tl7-] 'b" + \~'Z. L o{'J:¡ t ~ ~1. (_ C{j:r .¡- ~,)1. 6ª} 

+ < 1> 1 ~l1\ .\f? 15l1.\\ ~\ \ ~I~ ll\ ~ 1/l)? (3.17c) 
1\"l. 

.::.xacta 

Tl b) = Y l Q-
11 

b ( * + 1- 'o t .:/¡ 'o<. t b'!.) - Q-i\, ( b t -1) 

-+ ~]- f t t t.)__ C;:C:rCRC.T(cXj:i:«9.re(SRC(91)\ 
'.I:I t<.=I :l":I T:¡ 

('o [b n -(c.:~t+~p\f(2._J_ n- ld.c;,¡+o('Jr )f-,..t. "Z. L. d el 
)º )º e p, 'C Pi P~ f, Pz. 

+ < ~ 1 s(1\ !\5ll\ \ ~
1 

\ ~ls(ll q?,Jz.) /' 
11. 

(3.17d) 

:as integrales que apar~cen en la expresión anterior, se 

.e -lcularon por medio de i:iétodos -nu,nericos. 
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De:rnrrol los Gaussir-u10;; de ·~=2 '}I'üs ls. (:}rafica 6 ) 

I(b) ('.;:ay 1 or ) 1 (1-,) b=Za 

o. c,;; t.ó41 O.b246U (). 05 
O.oé4o50 0,b:e'.4b50 0.10 
0.624G98 0.624098 0.15 
O.b24332 o. 624332 0.20 
0.625094 0.625095 o. 25 
0.625501 o. 625511 0.30 
0.626027 0.626069 0.35 
0.626588 o. 626732 0.40 
0.627023 0.627434 0.45 
o. 627071 0.623100 o. 50 
0.626324 0.623660 0.55 
0.624164 o. 629:)59 0.60 
0.619666 !),629270 o.65 

Exacto <'V1s(i)o/,s('i)\ ~t\\}-{ll1\%Cü> = 0.625 
11. 

.),6 Integral de traslape 

En las secciones anteriores, los STOs utilizados en las 

integrales son todos del mismo tipo, y del mismo exponente 

o:·bital, mostrandose que la aproximación (3.2) a estas int~ 

:-rales tiene un comportamiento muy similar. En esta secci6n 

;;e analiza el comporta;niento de lri aproximaci6n (3, 2) sobre 

l~ inteeral de trHslape entre dos STOs, siendo esta un caso 

~ás ecneral desde el punto de vista de que esta integral i~ 

v~lucra distintos STOs, y tambi~n distintos exponentes orb! 

:alcs. Debido a esto, se espera que el comnorta~1ento de la 

;:,;:iroximaci6n (3, 2) a estas integrales sea aleo diferente al 



Gráfica 6 :<.'Y.,l1)'\-:,(~\z\LY,,t1)1.\{,li\> 1 S'l'Os ls con 
11. 

desarrollos Gaussianos de N=2 GTOs ls. 

I (b) 

.e2e 

.e2a 

.827 

.e2a 

.0215 
b 

o.o .1 .? .::t • .:1 n .7 
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mostrado en las secciones anteriores, Además, no se podrá 

hacer uso de la variable p = Zr utilizada en las secciones 

anteriores, la cual permite el reescalamiento de los resul­

tados para diferentes exponentes del STO. 

Para este caso, de la aproximación (3.2) se define la 

función 

Como ejemplos, se considera la integral de traslape en­

tre dos STOs ls con exponentes 

~s1= 1 ~Si,= 2 

cada uno con desarrollos Gaussianos de N=2 GTOs ls, y con 

desarrollos Gaussianos de N=3 GTOs ls, donde sus exponentes 

estan dados en términos de las o<.,r. 

Los resultados obtenidos cara estos ejemplos son: 

< 't'.,, 1 'fisi> = 0.838052 (3.19a) 

Taylor 

Ülo..) ~ 
ti tJ 

8 f2:1 a.
3 

( T - ~ o.. + ~ ~ - ~ 0: ) - },ti L L (-:t (:r X 
:t.::I J"=I 

(el~~ Ol.'j:J' f'~ o.: [ 1 - ~ e «~i + 'l ~.) o..1. .fo ,.q-c o(~_. -r 4C(.,J' 11.0.."J 

(3.19b) 



Tabla VIII. < 'Ps-LI %j) : STOs ls con J,,=l Y !sl=2 

Desarrollos Gaussianos de N=2 GTOs ls. (Grafica 7) 

O(a) ('raylor) O(a) a 

0.803357 0.803357 0.05 
0.804186 0.804186 0.10 
0.805683 0.805693 0,15 
0.807469 0.807540 0.20 
0.808980 0.809332 0.25 
o.809463 0.810181 0.30 
0.807691 o.811765 0.35 
0.801393 0.812313 0.40 
0.786326 0.812550 0,45 
o. 754969 0.812625 0.50 
0.694790 0.812659 0.55 
0.586043 o. 812715 0.60 
0.399056 0.812190 0.65 

Exacto < q;,s,I 'tíh) = 0,838052 

Tabla IX. <'4'5.:..11.f's¡?: STOs ls con !i,=l y )si=2 

Desarrollos Gaussianos de N=3 GTOs ls. (Grafica 7) 

O(a) (Taylor) O(a) a 

o.826648 o.826648 0.05 
o.826940 o.826941 0.10 
o.827263 o. 827286 0.15 
0.827285 0.827523 0.20 
0.826153 o.827653 0.25 
0.821041 0.827752 0.30 
0.804309 o.827867 0.35 
o. 758953 o.827976 0.40 
0.652006 0.828025 0.45 
0.425588 o.827978 0.50 

-0.014745 o.827845 o •. 55 
-0.814651 o.827675 0.60 
-2.188991 0.827530 o.65 

Exacto <41s1ll.Y,S'l.')= 0.838052 

50 



. B~B1 

O(a) 

.8281 N 

.e1e1 

.eoe1 

N ::. 2 

o.o .1 

Gráfica 7 :<'f.u\'l',1;/, STOu ls con l..._=l y is¡'"2 

Desarrollos Gaussianos de N=2 y N=3 G'rOs ls . 

'l'a.vlor 

.2 ·"' .4 .!5 

a 

.7 
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Las expresiones (3.19) son igualmente validas para ambos 

ejemplos, con 

a) N = 2 

b) N = 3 
Y <ms,\ ~st.> = 0.803193 

y <'ªsil ~~i>= o.826570 

3,7 Determinación del parámetro 'a' 

En las secciones anteriores no se ha mencionado como de­

terminar el parámetro 'a', tal que la aproximación (3.2) 

converga a la integral exacta con STOs. En esta sección se 

trata de establecer un criterio para determinar tal paráme­

tro. Para ello, se calcula la intep:ral de traslape entre ~s 

y ~ con la corrección en el ori~en descrita en la aproxim_a . s 

ción (3.2). 1fato dará una medida de que tanto se parece ~s 

(más la corrección en el origen) al S'l'O \j.'s. Entonces se bus 

cará el valor de 'a' tal que 

(3.20) 

De la expresión anterior, se define la función 

(3.21) 

donde nuevamente se trabaja con la variable f = Zr, permi­

tiendo nuevamente el reescalamiento del parámetro 'a'. Deb!_ 

do a que este criterio involucra un solo STO, se espera que 

este sea particularmente aplicable a las integrales de un 

solo tipo de STO de las secciones (3.2), (3.3), y (3,4), 

Se analizan los casos a) y b), obteniendose los siguien­

tes resultados 
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(3. 22a) 

Exacta 

(3.22b) 

Las expresiones (3,22) son igualmente validas para ambos 

ejemplos, con 

a) N = 2 y 

b) N = 3 y 

<. 'Vs \ <fs /' O. 996652 

< l.Vs\ ~s/- = 0.999392 

En el caso a), se encuentra oue el valor de 'b = Za' que 

satisface la expresi6n (3.20) es 

bop ~o. 35 

Para este valor, solamente la aproximaci6n al valor de ex­

pectación de la energía cinética es satisfactoria. En cam­

bio, en las demás integrales (exepto la de traslape) los v~ 

lores optimas de 'b' difieren del encontrado aquí, siendo 

la diferencia hasta de 0.15. 

En el caso b), se encuentra que el valor de 'b' que sn. 



Tabla X • .(i.p15 \~ 1 !'>7 : STO ls 

Desarrollo Gau<isia110 da N=2 GTOs ls. (Grafica 8) 

P(b) (Taylor) P(b) b=Za 

0.99666'.i 0.996702 0.05 
0.996267 0.996875 0.10 
0.997301 0.9972·~~ 0.15 
0.997893 0.99791.) 0.20 
0.993503 0.99353ó 0.25 
0.999253 0.999319 0.30 
0.999722 l. 000009 0.35 
o. 99999,J l.00052ó 0.40 
o-:9996o:i l. 000872 0.45 
0.993523 l.1)0102 9 0.50 
0.996153 l. 000991 0.55 
0.991955 l. 0007ól 0,60 
0. ()35l·J'.J 1.000423 0.65 

':'abla XI. L...~"'\ ~15)> : STO ls 

Desarrollo Gaussiano dél N=3 GTOs ls. (Grafica 8) 

P(b) ('l'aylor) 

o. 99909 
o. 9994:,¿ 
o. 999613 
0.999721 
0,9997;;;6 
o. 9:f9724 
o. 99947,J 
o. 990::.J 
0.997c74 
0.'395 jú 
o. 991 !l 
o. c;,:)3 41 
'). 970 -;5 

P(b) 

0.999433 
o.99951c. 
0.999534 
0.99972) 
0.999326 
o. 9992.11 
0.999774 
0.99970~ 
0.999ó45 
(),999¿¡3 
0.999cl3 
0.999703 
0.999941 

b=Za 

0.05 
0.10 
0.15 
o. 20 
0.25 
0.30 
0.35 
0.40 
0.45 
o. 50 
0.55 
0.60 
1). 65 
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Gráfica 8 : Criter1~:1 cara deter~inar b=Za 

STüs ls con desarrollos a~ussianos de V=2 y N=3 GTOa ls. 

P(b) 
1.001 

1.0 
b 

.esa 

.sea 

.997 

Te.ylor 

o.o .1 .2 .3 .a .7 
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t1sface (3.20) es 

0in e.nbargo, este valor difiere .o:raudemente de los vnlores 

optimos de 'b' de cada una de las inte~rales analizadas en 

el capítulo. Otro valor de 'b' de posible interés, es aquel 

en el cual P(b) alcanza su primer máximo local (ver grafi­

ca). En este caso se encuentra 

1_1 
~ ~ 0.27 

aun este valor difiere de los valores optiinos de 'b' (ori•1,'.'.. 

ros nodos) de cada una de las intee:rales an~tlizadas. Sin e1n 

bargo, este punto proporciona aproximaciones mejores a cada 

una de las integrales, que las proporci onadaD nor el valor 

De este análisis, se encuentra que el criterio (3.20) no 

es tan bueno como se pensaba. Esto 1mfatra que existe cier+,a 

dificultad para determinar el valor optimo de 'b', debido 

nr1nciual~ente a que este depende del tipo de operador invo 

lucrado en la integral. 

Otro intento para determinar el parámetro b = Za es el 

siguiente. Se podrá notar que en los casos analizados (STO 
/\ 

ls), el valor de expectación del Hwniltoniano efectivo Hcf 

resulta ser igual a la suma de los valores de expectación 

" de las energías cinética y potencial, es decir <t:.,_Hlf"> coin-

cide con la energía total 

" /\. <r:-iHeF> = ¿_rzT>..,.. ..(z-'(-~)'>_ (3.23) 

ya que para estos casos (ls) el potencial efectivo se anula. 

Para mostrar (3. 23), se han graficado cada uno de los tér,ni 
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nos de (3.23) en una sola gráfica (graficas 9 y 10). Esta 

rr~fica revela cierta región (encerrada en un circulo), en 

la cual las aoroxi·naciones son bastante buenas. En ·tal re­

gión, los errores de las aproximaciones a los valores de ex 

pectaci6n de las ener~ias cinética y potencial respecto a 

los vrtlores exactos ;::on ir~ales, y ade:nás rninirnos. Aunque 

tales errores se su~an al obtener la energía total, lo cual 

no es deseable. Lo ~ostrarlo anteriormente podría servir co­

~o un cr1terio cara la elección de 'b', aunque sería aplic~ 

ble sola:nente a estas integrales. Los valores de 'b' encon­

trado:o por este medio son: 

rt) N 

b) N 

2 

3 

\:, -::::: !). 316 

b ~ c).204 

donde la'3 al)roxi:naci 0nes del caso b) (desarrollos Gaussianos 

Je l<=3 G'i'Os ls) son clara•nente mejores que las proporciona­

das cor el caso a), como lo muestran las Rraficas 9 y 10. 

iiesr:iec to a la inter:;ral de traslape entre dos STOs disti!l 

tos, hay ,nuy ooco por discutir, solamente que el comnorta­

miento de le anroximaci6n (3.2) a esta intepral es diferen­

te al observado en las demás integrales analizadas (un solo 

tipo de STO). La causa del com9ortamiento lento de la apro­

ximación a eHta integral hacia su valor exacto, se debe 

nrincinalmente a aue para un valor dado de 'a', la corre­

cción en el ori¡-ren fia la ariroximación (3. 2) puede ser sufi­

ciente nA.ra descrirnr correctE.'7lente a un s·:ro, mientras que 

la descr1nci6n del otro STO puede ser no tan buena, y vice­

versa. Por lo tanto, se pueden tener efectos compensatorios 

entre lé!~; aproximac1ones de los S'rOs de la integral. Ante 

estu, será un noco difícil determinar el mejor valor de 'a'. 



Gráfica 9 : Criterio 2 para determinar b=Za 
co 
U'\ Desarrollos Gaueeia.nos de N=2 GTOs ls. T Et ..----V;....,.~~----~~--------------~----~~------------~~~----------~-, 

o. 53 -."47 -0.97 

o. 52 -.48 

o. 51 -.49 

o. 5 -.e 
b 

o. 49 -.!51 

o.o .1 .2 .3 ... .e .7 



°' ll'\ 
T Et 

.506 -.'494 

.505 -.495 

.504 -.498 

.503 -.487 

.502 -.488 

.501 -.499 

0.5 -.e 

.499 -.s01 

.498 -.eo2 

,497 -.et>3 

.496 -.et>4 

V 

1.00 

-LOO 

LOO 

o.o .1 

Gráfica 10 : Criterio 2 para determinar b=Za 

Desarrollos Gaussianos de N=3 GTOs ls. 

.2 .3 

b 

.8 .7 
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Claro que para reafirmar o no lo discutido anterior·nente, 

es necesario el análisis de la aproxi:naci6n (3.2) a distin­

tas integrales con diferentes STOs, el cual no est~ conte:n­

plado en esta tesis. 
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CONCLUSIONES 

El nrohlema de facilitar el cálculo de las integrales m~ 

le cu lares con s·ros no se ha r":::uelto aun, ya que la aproxi­

mación integral desarrollada para tal fin, ha sido anlicada 

a inte~0Tales con S'l'Os de un solo centro atómico. Sin embar­

eo, tal estudio proporcionará las bases para la aplicación 

posterior de tal aproxim8ci6n inteRral a dichas intelfrales. 

Del estudio renlizado, se encuentra que la aproximación 

in te r:ral nroporc i ona resul taci. os que me j or2.n c on~üd erableme!!_ 

te las integrales ele de::iarrolJ os Gaussianos . .Esto muestra 

que la corrección alrededor del origen de la aproximación 

inte~ral, cumple con su objetivo de mejorar la inteEral de 

G'í'üs nrecisamente donde estos orbitales no ::on apropiados 

para su uso. Ade~ás, tal corrección evita el uso innecesa­

rio de muchos GTJs uara descr1b1r mejor tales regiones, ju~ 

tif1cando así el u:co de desarrollos Gauflsianos de solamente 

Se encuentra oue existen ciertos valores del parámetro 

'b' de la aproximación inte~ral, tal que esta proporciona 

los valores exactos de cada una de las integrales con STOs. 

Por lo tanto, a partir de la integral de desarrollos Gau­

ssirrnos, y una corrección en el origen, se pueden calcular 

las intep:rales con S'l'Os. uiostre.ndo claré.mente la ventaja 

que tiene la aoroxi:naci6n integral propuesta en integrales 

:nolecul~res con 3TOs. 

Se ub::::erva nue el oarámetro 'b' varíe. úe un tino de int~ 

p,r8 l a otro, i:r.nid iendo eotablecer en forma clara un cri te­

rio p:eneral para la elección del velor 6otimo de 'b', tal 



que las aproximaciones a cada una de las intenrales con 

STüs sean satisfactorias. 
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En la inte:-ral que involucra la energía potencial (~r- 1 ), 

el integrando tendra la forma rH(r)!'(.:(r), donde el tér.11ino 

rii(r) producirá que el STO y su desarrollo Gaussiano difie­

ran mucho meno3 en el orip:en, dando así un menor peso a la 

corrección en el origen. ¿n cambio, esto no sucede comnleta 

rr.ente en la intep:ral de energía cinética, necesitando así u 

na :r1ayor corrección en e L orir;en, .Y nor lo tanto un valor 

~ayor de 'b'. ~sto muestra que el valor 6ntimo de 'b' depe~ 

de fuertemente del operador involucrado en la inter:ral. 

En la inte~ral de dos 3TO~ distintos como ln de traslape, 

"" ei1cuentra oue el comnortamiento de la aproximación a es­

·~;;,. inLe¡~ral es dií'erente al observado en las demás integra­

les arn:.i.lizada'°. La causa de tal comr:iortnmiento se debe prin 

ci oalrnente a que para u:1 v&lor clado de 'a', la corrección 

e:1 e 1 origen é.e ln aproxi:nación nuede ser suficiente para 

:J'::scribir correctamente a un ::51'0, mientras que la descrip­

c:i 5n del otro Sl'O puede no ser tan buena. Por Lo tanto, se 

pueden tener efectos compensatorios entre las aproximacio­

nes de los STOs, dando lu~ar a una muy poca mejora sobre la 

intee;ral de desarrollos Gaussianos. 

A manera de cur:erencia, antes de llevar la aproximación 

ir:te{'Tal pronuo::sta a intep,Tales con STús de varios centros 

atómicos, ser~ ~ecesario un andlisis de la aproximación a 

i~~e~rales de un solo centro atómico, pero con distintos 

s·:;_ (J:", para ocó.er reafir.nar o no lo discutido en la conclu­

,;i 6n anterior. 

Por tíltirno, se encuentra que las series de Taylor del 
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STO y de su desarrollo Gaussiano, cumplen con su objetivo 

al describir casi corrccta~ente la aproximación integral en 

las reeiones de interés. 1 por lo tanto, muestran que po­

drán ser utilizadas en las aproximaciones a inteisrales con 

S~Os de varios centros atómicos. 
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;-.pénó.ice h. 

¿n la sección 3.2 se mostró que la forna más conocida 

del ODerador de enerfÍa cinética 

(A. l) 

resulta ser no hermitiano para un volu:nen finito. Siendo es 

ta una propiedad indispensable de los operadores (observa­

bles), 

En este apéndice, se illuestra la expresi6n alternativa de 

la enereía cinética, l~ cual fue utilizada en el estudio de 

la 2proximaci6n (3.2) sobre los valores de expectaci6n del 
" ::a·11iltonir:i.;,o efectivo 1-t'-f', y de la energía cinética. En g~ 

;,eral, se desea calcular 

(A. 2) 

(sobre todo el esnacio) donde 

" 1. " ,.. /\ 
p :: p~ -\- p~ + p~ COt'\ 

A 

. .::onsiderando solamente la co:nponente Px, de (A.2) se tiene 

~ 4',* P; Y\ dv -=. ~ lfi~ Px ( Px\Vi.) dv 
" A 

definiendo <P = Pl!. 'Yi y del hecho de que el operador Px es 

!:ermi tiano se tiene 

?orlo 1anto, de (A.3) 

S U/11 A\. d 
T• rx. li'i \J 

se obtiene 

/\l. " 
:-1 11ü o r 'U' 1-2d·1 -:r ob·'i"ne p··i-n ~Y y?~. Entonces 

(A.4) 
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(A.5) 

siendo esta la expresión apropiada para el estudio de la 

anroxi11aci6n (3.2) sobre las intee;rales que contienen la 

~~ergía cinética. 

Si se supone que las funciones de onda son de la forma 

entonces se tiene de (A.5) (en u.a.) 

i ~~CCrrV'P~· \f%dv = ~ ~~ l (~Rflv))(i,:Y(?t"1) 
.\- J ~~~~ R~ l'/\ R-il'{)l '<'?.dY ~J!,A $"-',.~ (A.6) 

esta intee:ral muestrR. r!ue la expresión (A. 5) para el opera­

dor de enere;ía cinética es herrnitiana en un volumen finito. 

Ahora, del operador de energía cinética (A.l) se tiene 

~5ta óltirna inteeral y la integral (A.6) solamente difieren 

~:: la parte radial, las cuales estan relacionadas por sim­

=les inte~racinne~ por partes 

?~r lo tanto, las expresio~es de los operadores de energía 

::n¿tica (A.l) y (A.5) solJ difieren en una condición de 

: .;lltorno, en el cqso de un volu'!len finito. Y serán iguales, 

:·.;ando a---..co sie npre y cuo.::io Rl'j\ Q1 l.,), y sus derivadas se 
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nriulen en infinito; o cuaneo R,<.v), V,1.~..-), o sus derivadas cum­

plen ciertas condiciones regulares de contorno, 

Además, si se considera el problema variacional de enco~ 

trar lft;¡>) y o/t'i'\ bajo la constricción 

~ ~ti) ~~l'<) d 'J = 1 

las cuales causen que la variación sobre 

(A. 7) 

se anule. Se encuentra que las dos ecs, diferenciales (las 

de Euler-Laerange) obteñidas, son precisamente las ecs. de 

Schr15dinger de \jJ y '!' * 

donde para asegurar que E (multiplicador ~ndeterminado de 

La¡;range) sea un número real, es necesario que lp*sea ele­

gida como la complejo conjugada de l\.I. 
Así que, la densidad Hamil toniana 

-u - ~ V 4-'~· \.J 4-' + \Jo/* \11 [\_ - '2.IN\ '1' 

y por lo tanto, la expresión (A. 5) de la energía cintí·aca, 

resultan ser más generales, además de ser hermitianas en un 

volumen finito. 

Además, la expresión (A.5) amplía el espacio de funciones, 

al considerar las funciones que tienen al menos su primera 

derivada". Esto produce que se encuentre un menor mínimo en 

(A. 7). 

-<- El operador de energía cinática (A. l) requiere de funci.Q_ 
nos de onda que tengan al menos segunda derivada, 
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Apéndice B 

En este apéndice se ·nuestran las expresiones generales 

obtenidas para cada una de las aproximaciones integrales 

1escritas en el capítulo III, y algunos detalles referentes 

a su cálculo. 

::a:nil toniano efectivo 

La aproxi:r.aci6n intevral al valor u\; ..... .,...:c~u.c:i.un u<::l Ha­
" .ültoniano efectivo <TtH4.f/.'fi es 

H tv- u:i 1-::::.. f''j 11(l..1T~s" 1:''"Hf.~'+1sdv -rrcL§:i·t.~ll.f~') .lv + .( i.-tH~>s¡ <B .1 ) 
).º}º ººJº 'S 

·:::on (B. 2) 

Utilizando la expresión para la energía cinética descrita 

en el apéndice A, y realizando el cambio de variable p = Zr, 

los resultados obtenidos de cada uno de los términos de ~J.b) 

son: 

(B .3a) 

con 
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Las 

.Y (B.4) 

Las integrales (B.3a) y (B.3b) son evaluadas facilmente con 

las siguientes relaciones 

(B.5) 



i_Zl\-ll". 3 X] 
l 1 o()Vi-1 
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(B. 6) 

El único término de (B.l) que fa1ta por calcular es <z·1 ~~r"1i• 
s 

nero este ya ha sido calculado en la sección 2.3 (Tabla I, 

can. II). 

:.~ner·¡(Ía cinética 

La anroxirnacién inte.'~ral al valor de exnectaci6n de la ~ 

" . ~ • ' / ._ ~z. " ' ~ !1err1a cine vlCrt -, l T /lf'~ e_, 

.. iondt: ~;e utiliza r.ueva:r,(~nte 1'1 exprosi6n de la energ,ía ciné 

v:.1r 1. :1i1 le p '= Zr. !:/J:"i re ~:u .L tar1 0'1 obtenidos son: 

(B. 8a) 

<".'. '1--1 T >~ :::: ..L 'L- "\" e. e ~.' [i. [CY\o;_-1\ ( 11,.-1) + ..QU1+1'>]x. (B. 8b) 
!t's 2 . !.- ... J ..... J 2 , ' 1 

-<. J 



(B .8d) 

(B. 8e) 

(B .8f) 

Donde se utilizan las series de Taylor (B.4), y las integr~ 

les (B.8c) y (B.8d) se calculan facilmente de las relacio­

nes (B.5) y (B.6). 
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Energía potencial 

La aproximación i:itegral al valor de expectación de la 

energía potencial Coulo~biana de repulsión núcleo-electrón 
z.-l <--y/'l's es: 

\j ( 6) ::: f ''f ('-ir 'iJ
5
'll (- "i.-' \ '+'$ J\j - (o..frrf-l1~~r::I.'.) ~ cl. \1 + <I ~ (B. 9) 

o o lo '( ) l0 ~ .. ) 0 S \ '( s Y '!l!!> 

óíealizando el cambio de variable p = Zr, los resultados ob-

¡;enidos son : 

Exacto 

<. -t._-1 > - l 
y lV, --Y\i= 

' s 

)~~:c1T ~* (-~' )\\idv 

:.'aylor 

e ~~e 'P5~ ( =f'.-) \p~ d 'l 

:.,onde mtevamQnte se '.l"tl. lizaron las series de Taylor 

(B. lüa) 

(B .lOd) 

(B. LOf) 

(B. 4), 

y las intefrales se calculan facilmente de (B.5) y (B.6). 
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Integral de interacción electrónica 

Lu aproximación e la intevrel más general de interacción 

electrónica <'f~(1\'V5 .\l.'\\-L\'-t'~ U\ '+'~t(i'I')> de un centro ató:nico 
J '{¡t. f 

es: 

En este caso a diferencia de las demás inteerales analiza­

das, la aproximación se aul.ica solamente a un eje1nplo narti 

cular. El ejemplo utilizado es 12. integral oe Coulomb de 

STOs ls, y el uso de desarrollos Gaussianos de N GTOs ls. 

Healizando nuevamente el: cambio de variable p = Zr, los re­

sultados obtenidos son: 

(B. 12a) 

Exacto 

~:):C~~):~ ... ir \ ~~\n \~ ~~ \ \!1$L1.l d v, dvi ~ 1t { Q_-lfb [ b3 +\ b~ 
+ 1- b + ~ J - e-1.'o Lb + t] + ~' } (B.12c) 

X 

(B.12d) 
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'l'aylor 

rrrTrc" 1 '+:~ ll\ i1" ..:L 1 '\{., ('1., ,l. dv, civl :::::::: l~ ti' e i _ .i. b ~ .u bt 
o,]ºººjº '(¡1 • 2> ts 6 35 

_ 3 =f 63 lll.. b'I - !1!i bs .Lfu. bt.} 
Z.o +- 1 3 5 7-5 + q q (B. 12e ) 

e e ( 31
" b5 

{ 2 8 1 "l. R T C(s~QC.,.cx~lo(9Tl ;--r- -(~~T+Oc'3¡+«J(.¡o19,)D 
I ..::> /o5 . 

+-J.¡- L ~t ( ct~:i: ~ o<5~li + t l<XsJ+ ocH) (ct'3r+ ot~T) + i, (cX9;¡-t Dl:n ~}~ 

- ....É_ f (olh+ o(9fl.l\. l0c':¡¡+ol9T) + (Ot'.;¡:r+ol.~Rl(Ol3.J+~\] b(. 
?>BS L 

(B.12f) 

La3 integrales (B.12d) resultan ser dificiles de evaluar 

analftica:nente, así que se recurre al uso de métodos numéri 

cos de integración. Antes de ello se realiza el cambio de 

variable 

Ahora se tiene 

(B .13) 

con ~~ el i-esimo ~ero del polinomio 
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q ¡i (f.) ::::.. ~ ~ -\- Z. \/\ + \ 1 p V'l l K, o\ ( \ _ 'Z. )( ~ 

y 

donde P.,,,tl(,o\ es el nolinomio de Jacobi. Generalizando (B.13) 

a una integral bidimensional, se tiene 

(' r' X~' ¡.:K'!. rc'j., X\ dx dx ~ ~ wl''wlL'fl"~'" xtt)) (B.14) ) l 1 z. i , , l i , t -;:;:::: L L ;. J "-'- , ¡ 
O o ;.:.I j:::. I 

Bn el cálculo nwnérico de nuestras integrales, se utili­

za (B.14) con 

donde los ceros de ~n y los factores de peso UJ~ se encuen­

tran tabulados en Abramowi tz M. y Stegun I. A., Handbook of 

11iathematical l''unctions. 

Integral de Traslape 

La aproximación a la integral de traslape entre dos STOs 

distintos es: 

6n este caso no se podrá hacer uso de la variable f = Zr. 

Los resultados obtenidos son 



(B.16f) 

:. :mde las series de Taylor utilizadas son del mismo tipo 

;_..:e (8.4), y las integrales se calculan facilmente de (B.5) 

:r (B. 6). 

:1eterminaci6n del parámetro 'a' 

i::l criterio propuesto para la determinación del pará.me-

~:--o 'a', consiste en que 

;1ea igual a uno. Los resultados obtenidos son: 
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(B. 18d) 

donde las series de Taylor utilizadas son del mismo tipo 

que (B.4), y las integrales se calculan facilmente de (B.5) 

y (B.6). 
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