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En orincinio, buena rarte de lz investigacidn hecha so-

g la estructura electirdnica tanto de 4tosos cono de wnolé-

B
[

=

culas, se nhin encaninado » obterner wejores funciones Je ondis

s
v

aue describan amejor y w4z proniedades ficicas v aqulinieasz de

¢llo Fara ello, ha =1do necesario 21 uso de lan Ccowndiza0
ras, las cuales han lacilitado srandamente los cilculosn mo-
canico~-cudnticos de tales sistenms. Sin embargo, el nroble-
ma ndg diffcil que se na oresentado, es el cdlculo de 1las
integrales moleculares.

Una funcidn de onda en términos de orbitales tino Slater
(370), es una de las Pormas mds convenientes nara daucribip
los sistemas poliatbricos, Hin envargo, existe una gran di-
Yicultad para evaluar luc integrales de tres y cuatro cen-
tros gque se presentan, con una precisidn adecusda y on un
tiemno razonzvble. Ante ezto, Se hsn sronuesto otros tinos
de orbitalecs, tales cono los orbitales tipo Gaucsiano {(GT0),
Log cuales ifacilitan ¢l c¢dlculo de tales intemrales. lLos
370z han sido utilizados ya sea para desarrollar directanen
te la funcidn de onda electrénica, o para desarrollar lo=s
5T0s o las funciones 3501 en términocs de ellos. Sin eubargo
tales orbitales no tienen un comportamiento tun apropiado
cono el de los STOUs en rerpiones cercanas al micleo, incre-
nenténdose aszi el ndimero de GT0s necescrios coemparado con
el de los STCs para obtener una vrecisién dada.

E1l estudio realizado en esta tesis parte de una funciébn
de onda en términos de los S10s, en la cual no se trata de

mejorar tal funcién de,onda, sino desarrollar una aproxina-—
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cidn intesr il aue facilite el cAdlculo de laz intesrsles mo-
leculares con 3T0s., Aunque en ecta tesis, la aproximacidn
no se ha aplicado a las integrales de varioc centros atédmi-
cos, sino 2 intesrales de un solo ceniro, este estudio pro-
porcionard las bases para la aplicacidn posterior de tal g-
proximacién a integrales de varios centros,

En el capftulo I, s2 mostrardn algunos elementos indis-
pensables de la quimica cuédntica, como es el método SCP de
Hartree-Fock y lag ecs. de Roothaan corresnondientes, donde
las integrales electrénicas son piezas fundamentales,

En el canfitulo II, se muestran las ventajas y decventa-
Jas que tienen los 3TVUs y GTOs para describir los orbitales
atémicos y moleculares, v la dificultad que precentan desde
el punto de wvista del cdlculo de las integrales electréni-
cas, Ademds, se muestra gue a partir del zmétodo variacional,
se pueden obtener desarrollos Gausslianos gue simulen a un
570, bkstos desarrollos Gaussianos son de suma importancia
en la aproximacién interral propuesta.

En el capitulo III, se describe la aproximaciébn a las in-
tegrales con STOs, la cual consiste en aproximar a dicha in
tegral por la integral con los desarrollos Gaussianos co-
rrespondientes, més una correccién alrededor del origen. Es
ta correccién en el origen consiste en utilizar las series
de Taylor de los ST0s pzara evaluar la integral en dicha re-
gibn, donde precisamente los GTOs no son aproniados para su
uso, reduciendo de esta manera el nimero de GTJs de los de-
sarrollos Gaussianos, Se emnaliza el comportamiento de dicha
aproximacién ante distintas intesgrales de un soclo centro.

Se encuentra eue tal aproximacién mejora considerablemente



i dnbe ezl con oeserrollos Gaussienos. Yausidn se encuen-
tra que existe urz ruzrte denmendencia del opersdor involu-~
crado en la intesral, iampnidiendo establecer en forma udnica,
el pardnztro de le anroximacibn integsral. A pesar de esto,
52 espera que la avproximacidn intepral propuesta serd una
puena aproximacibén a las integrales con STOs de varios cen-

tros atdémicos.



CAPITULO I

fn este capftulo =se describirédn algunos elementos indis-
vensables de la Quimica Cuédntica, los cuales involucran las
distintas aproximaciones para resolver la ec., de Schr¥dinger

de una =2lécula.

1.1 Aproximacién Born-Oppenheimer

Partinos del Hamniltoniano no-relativista de una molégula
de S ndcleos y N electrones

PR DA I RPN IS

3 an Pl 78 w2t Azl
Los dos nrimeros térzinos del Hzaniltoniano representan los
operadores de encrgfz cinédticz 32 los nicleos y electrones
respectivamente, con M, la maza del ndcleo & y m la masa del
electrdn., El tercer +érmino renresenta la energla potencial
de repuizién entre loz nmicleos « y p de mizeros atdmicos 2,
¥y %, r2zvectivamente. El cuarto término representa la ener-
gla potencial de airaccién enire electrones y ndeleos, El
Ultimo <é4rmino renresenta la energla potencial de repulsién
entre glectrones.

La e2¢., de Schrddinger de la molécula es
N
HY (/) 2 1E Y (v, RY (1.2)

donde |E es la enersfa total interna de la molécula (electré
nica, wvibracional, ¥ rotacionzl), y Hf({,k) la funcién de on
da que <zpende de lzs coordenaias electrénicas (r) vy nuclea
res (R:,

la ez, de Schrddinger (1.2) resulta ser muy diffcil de
resolwver inclugive para moléculas muy pequefias, por lo tan-

to cz necesario hacer aonroximzciones para simplificarla, Ia



primera aproximacifn es conciderar a los rdcleos Tijos. Es-
ta aproximacién surge del hecho de que los ndcleos zon au-
cho mds pesados que los electrones (M »> 2), y por lo tanto
los electrones se nueven méds rapidanente gue los ndcleos,
De la =uposicién anterior, la aproxiiracidn Born-Oovnenheimer
consiste de lo sisuiente: Primero se recuelwve la ec. (1.2)
para una serie de posiciones fijas de lon ndcleos, obtenien
do la energia electrénica para esa confirsuracién nuclear
particular; esta energla clectrédnica aue denpende de las po-
giciones nucleares rnuede ser usada como la energia votencial
del movimiento nuclezr, Dle esta manera, se puede separar el
movimiento electrfnico del nuclear,

Para una configuracién nuclear fija, el término de ener-
gfa cindtica nuclear del Farniltoniano (1.1) desaparece, y
la energfa potencizl de repulsibn entre ndcleos es constan-
te (no depende de las coordenadas electrénicas y las distan
cias internucleares son fijas), entonces la ec, de Schrédin

ger a resolver es

(Hy + V)Y 0rR) = U R, (v R) (1.3)

con H., _--,_M i_v v}_ ‘_‘Zhﬁ + i‘z —%3 (1.4)

Io-

el Hamiltoniano puramente electrénico y

N
Vo= ) g Blee (1.5)
a2 «op “n

la energfa potencial de repulsién entre ndcleos. Debido a

que V, es constante se tiene

LY (0R) = B (R - (1.6)



con URY=E, +Vy (1.7)

donde ¥[d y E,\ dependen de las distancias internucleares,
Al roverse los ndcleos, los electrones se ajustan répida

mente al cambio wodificando la energia U(R), entonces esta

energia suministra la energia potencial del movimiento nu-

clear, lLa ec., de Schr¥dinger del movimiento nuclear es

\C{N@N(R\:E@N(M (1.8)
°on S W APV (1.9)

o=y
El eigenvalor de (1,8) es una azproximacién a la energia
total interna \€ de la molécula, y una buena aproximacién a

la funcidn de onda molecular verdadera es

Wi, RY =¥, (v R) B, (R (1.10)

. W
el (m/Ma) << 1.

1.2 étodo Hartree-Fock

Primero se cafine el concepto de orbital molecular (at6-
mico). Un orbital molecular OM (atémico OA) es una funcién
de onda de un z>lo electr’n, el cuasl describe el estado del
electrén en toia 1la molécula (4dtomo). Cada orbvital molecu-
lar (aténico) 2ztd definid> nor ciertss mimeros cuédnticos,
v eztd asociad > con un valor de 1la energia la cuzsl represen
a 12 energfz srbital. Los orbitales moleculares =on orbitg
egpaciales con auchos centros, ern cambio los orbitales

at4aicos son orhitales de un solo ceniro, Los svin-orbitales

molzaculares [zt5nicos) deccriben tanto la parte esnacial del



electrén como su estado de snin, los cuales tienen la forma
VY (T) = Pleyw () (1.11)

con (el orbital esvacial y wi(ryla funciébdn de svin, en
donde se ha desvreciado el acovlamiento snin-érbita,

Para resolver la ec. de Schrddinger electrénica de una
molécula o de un 4tomo, es necesario hacer nuevas aproxima-
ciones, Zstas aproximaciones surgen del término de energia
de repulsién electrénica, el cual impide que la ec. de
Schr¥dinger sea separable, y por lo tanto impide obtener so
luciones exactas.

La aproximacibn m#4:s usada es el método de Hartree-Fock o
de campo autoconsistente (SCF), el cual considera que cada
electrén se mueve ern un notencial promedio producido por
los electrones restantes y los ndcleos. De esta manera se
obtiene un operador de energia de repulsién electrénica pro

medio nuevo, el cual reemplazard al término i:z:%; del Ha-
I F et

wilton:~-- (1.4), obteniendo el Hamiltoniano
A N s
—- AV Q' tF .
= (VT B V) (e12)

A=
Ia nueva ec., de Schr¥dinger electrénica es separable, y su

solucién mds simple es de la forma
Yoo W) Y, W) (1.13)

~n 1z cual se colocan no mds de dos electrones en cada orbi
tal espacial, de acuerdo con el principio de exclusién de
Pauli. En su forma méds general el principio de exclusién de
Fauli, obliga a que cualquier aproximacién a la funcidn de

onda verdadera deba ser una funciédn antisimétrica ante el
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intercanbio de los electrones, La antiginetria requerida se
obtiene construyendo la funcién de onda en forma de un de-

terminante de gpin-orbitales, llamado determinante de Slater

RAUR AU IR Y0
I AR IECIEE M0

Yag=! T (1.14)
\PI(N\ \VI(N) M . WN‘N] '

En el caso especial de una molécula de 2N electrones con
N orbitales egpaciales doblemente ocupados, la energfa to-
tal asociada con una funcién de onda®
4),(1) ‘E,(l\ oo ¢~(|\d_i~(n
Y ( (b.(l\ Har: oo 43”(1\ (PN('L\ (1.15)

:'ﬂimg - -
O P - b B,

€5 ExdHr=1d €8 ¢ ¥ (1T -Ka) (1.16)
4= A,

s

donde Ei‘\ =<¢l(h)l—%vl -—z -Z*:;ﬁst \4)}\("\\)

i
Gz

J“:<¢L(H)¢,.m\_%wi(m $; () > (1.17)

Koy = < Putrd @ 00| 51 6, (a0 (0 >

donde ., Y representan las coordenadas de 1o0s electrones e
A, j representan los orbitales,

Del método variacional se encontrardn aquellos orbitales
que produzcan un valor minimo en la energfa (1.16), los cua

les forman una funcién de onda del tipo (1.15), Ademés se

¥ in lurar de ecceribir las funciones de spin, se pone una
boarra zobre la funcibn espacial para indicar la funcidn de
gnin w(-1/2)= (3, mientras que una funcién espacial sin ba-
rra indica un factor de spin w(+1/2)=<C,



pedird que los orbitales sean ortonormales. los orbitales
no tendrédn una forma particular, es decir los orbitales misg
mos serédn los parametros de variacién,

Se obtiene que los orbitales son soluciones de las ecs,

Hartree-Fock

D'Fq)_;_ - YL: ),Li Cb] (1-18)

con 1 2 3 - A
Fo-dW- L me e peh-ty

el operador de Fock, el cual actua sobre un solo eléctrén,

y A |
Ty ) Brlm) = <N L 10D bl

A Y (1020)

Ky (k) G (1) = <P NI 2= 000 & (a)
los operadores de Coulomb e intercambio respectivamente,
los cuales representan el comportamiento de un electrén en
el campo producido por los electrones restantes,

Las ecs., Hartree-~Fock se pueden escribir en forma matri-

cial
qF‘i - §? A (1.22)
con
xI\ )\17.' e )‘IN
d=lod - e) v Nz |hid ol (1)
D "‘Aun

donde MNes una matriz hermitiana formada por los multiplica

dores indeterminados de Lagrange.

Resulta que los orbitzles Hartree-Fock no son unicos; e-
xisten otros conjuntos de orbitales Q' obtenidos por trans—

forzmaciones unitarias
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& -3V VARVIS (1.23)

los cuales producen esencialmente la misma funciébn de onda.

la funcién de onda se transforma de acuerdo con la relacién

V'~ Y Det®(U) (L.24)

asi gque W' representa la misma situacién fisica que W . Ade
mis, la ortonorralidad de los orbitales Hartree-Fock es in-
variante ante una transformacidn unitaria; el operador % el
cual estd definido en términos del conjunto de orbitales &,
resulta ser tazbién invariante cuando © se transforma por
(L.23). Entonces, es conveniente elegir una transformacién

unitaria tal que

€, 00" 0

+ Oig_o"'o

UTAV = ¢ con E=| "7 (1.25)
000§y

donde € es una matriz diagonal. Se obtiene
T'd = ¢ ©(1.26)

en la cual, las ecs. Hartree-Fock toman la forma de un pro-

blema de pseudo-eigenvalor

FTh =D, (1.27)

(ce hen ouitado las primas por comodidad), donde los eigen-
valores de las ecs. Hartree-Fock son buenas aproximaciones
a las energlac orbitales,

Debido a que las ecs, Hartree-Fock son ecs. integrodife-
renciales, y oug loz ooperadores 3 y Q dependen de los orbi~

tales desconocidos ¢ﬁ, se suelen utilizar métodos numéricos
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Yy un proceso iterativo nara obtener los orﬂitales Hartree-
rock,

En lugar de utilizar el procedimiento anterior, Roothaan
propuso representar a los orbitales Hartree-rock como combi
naciones lineales de un conjunto completo de funciones de

pase dadas

(bi:-icpi)(p :)Z‘I-,‘, (1.28)
Pzl

con
Ci.
X:[‘K.'Xz."'ym\] y ¢.: 28

: ; (1.29)
Cux

donde los coeficientes de desarrollo se determinan por el
proceso iterativo SCF. Las funciones de base no necesitan
ser ortogonales, la independencia lineal es suficiente, Pa-
ra construir al menos . soluciones linealmente independien-
tes es necesario gue my N, Las soluciones exactas de las
ecs, Hartree-Fock reaquieren de un desarrollo infinito de fun
ciones base, lo cual es imvosible. En la prdctica, los desa
rrollos se truncan a m funciones vase, y entre mds grande
sea el numero de funciones base utilizadas en los desarro-
llos, mayor sers la aproximacién a las soluciones exactas,
Ademéds, los resultados obtenidos dependen fuertemente del
conjunto completo de funciones base elegido. Una base forma
da por los orbitales ztdémicos de los dtomos que constituyen
la molécula, es la més conveniente para el desarrollo de
los orbitales d%

De (1,23) se tiene

a‘:‘:<I<x|(wg_deZ%)\m@:@k& (1.30)



n

Ty =@l ak] Vo= T, ¢
. A= <UNAS
Kzl RV> G =C R, G (1.30)
Jtilizando (1.32), la energia (1.16) toma la forma
N
E=2 P CANG « ¥ O -®,\ O, (1.31)
AZy X3

De la misna manera como e obtuvieron las ecs, Hartrece-~

fock (1.26) y (1.27), y de 1la condicién de ortonormaliza-

cidén
<¢*\¢,>:¢:<X\X>Q}:Q—.:/AEJ :J;‘_..) (1-32)

las ecs., de Hoothazan con

o en forma general
\FC = ACE o (1.34)
con £ o- ]
£ - o0&, o
Cole e, Wa<w¥igy |- - | (2.35)
8 O » -y

Para ohtener soluciones no triviales de lz ec. (1.34),

se nececita encontrar las m raices del determinante secular
\lF - ﬁléﬁ\':.o (1.36)

nero la matriz I depende de las €. a través de Ut v FQ, asi
que las ecuaciones =eculares (1.36) son no lineales, enton-
cen es necegsario utilizar un método iterativo., Se elige al-

. 1 N N . .
runa matriz £ como una primera aproximacibn para construir
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WYy ze recuelven los ecs. {(1.30) ontiniendo wuan arinera
matriz mejorada CW o con esta mutriz e construye 1a aatris
se jorada Y, y as{ repitiendo el .aizto nroceso hazta gue
las natrices €™ y ¢""concuerden dentro de ciertos 1f{mnites
oreestablecidos,

De las N rafces mds bajes se calculzan los eiyrenvaectore:
{C, correspondientes, obteniendo asi log orbitales (EJ L os
cunles se suponen gque ocunan los 20 e=iectrones en cl estado
base de 1la moldcula, Las soluciones rectantes son los llama
dos orbitales virtuales, los cuales sz utilizan nara deseri
bir confipguraciones excitadas de la molécula, o son utilizue

dos en el método de interaccidn de canfiguraciones (CL),

De (1.35)

A N A -,
Fe= <R\ « <2 2 (23 -kl > =h«G (1.37)
cuyos elementos de matriz son

“'\pq_’: <XP\'(" ‘—X'i>

- . (1.38)
Gy = 7 R (2<K XG> - <HBV T 1L 1Y)
con N L‘l 2 S - T
- - @ - .2
I RN~ =
(1.39)

Y e, RETTT O Talg o)

Para obtener la energfa de la molécula se tiene de (1,31)

E= ﬁ@ﬂﬁl h +§(1?“Y-J-f<j\\x>@—:imj(up;mg (1.40)

por lo tanto
E:ZTY(R\F\-TY(RG) (1.41)



Une panera de mejorar la encrvia obtenida de las oeos. de
toothaan, es por wedio del adtolio de interaccidn de configu
raciones (CI), bste método consiste en construir una fun-

cién de onda del tino

=3 ¥. 0 (1.42)
¥z

lia cual representa ung mezcla de configuraciones electréni-
cag, donde D, es el determinante de 3later aue describe a
cierta configuracién clectrénica de 1la molécula. ILas funcio
nes de onda D, son construidzas del conjunto de orbitales
(1.23), donde se incluye a loz orbitales virtuales, y los
pardmetros ¥, son determinados del mélodo variacional., Se

tiene el problema de eigenvalores

M, = 20, ¢ o (1.43)
con
D ={0, 5 - b7 [?;m
R 00> =/, =1 (1.44)
H = <DL H o> { :
Yo

donde los elementos de matriz de W son

IHp, = <Dl f1D,> = Z ARS TRaD + 2 <D, Ql\‘s;»}(l 45)

I

J)A
con W, =y i ZqQ (1.46)
. -I_VV\ B o=y Yic-(

De (1.41), se tiene que resolver el determinante secular

{H-e/nl =0 (1.47)

obteniendose m raices y los correspondientes eigenvectores

W7 ,.., W, , donde la raiz mds baja es la de principal in
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terds.

Cabe mencionar que en los métodos utilizados para resol-
ver la ec, de Schrddinger electrénica de una molécula o de
un dtomo, es necesario calcular un gran nimero de integra-
les. En el caso de cdlculos moleculares, el ndmero de inte-
grales a calcular es proporcional a m', con m el nimero de
funciones base utilizadas en los desarrollos de losz OM,

De (1.38), las integrales “nw de un electrén contienen u
no o dos centros atémicos, y las integrales GP& de dos elec
trones contienen de uno a cuatro centros atdémicos, estas Wl
timas provocan que los cédlculos sean aun mds laboriosos.

La dificultad de calcular las integrales de dos a cuatro
centros atbdmicos depende de las funciones base utilizadag,
En el capitulo Il se mostrard las ventajas y desventajas de
utilizar los orbitales tipo Slater (sTO) y los orbitales ti

o Gaussiano (GT0) como funciones base.
P

1.3 Célculos moleculares y atémicos

En la seccién anterior se mencioné que el término de e-
nerg{n de repulsidén electroénica impide que la ec, de Schri-
dinger electrénica de una molécula o de un &tomo sea separa
ble, El dnico sistema que se ha resuelto exactamente es el
étomno de hidrégeno, debido principalmente a que su Hamilto-
niano electrénico no contiene el término de energfa de re-
palsién electrénica (un solo electrén), Otro problema en
los cdlculos electrénicos es el gran numero de integrales a
calcular. Por lo tanto, son inevitables las aproximaciones.

Los célculoc de estructuras electrénicas en moléculas y

4tom0s son llevados a cabo en uno de los tres niveles de a-
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proximacién siguientes. En cada uno de ellos se utiliza la
aproximacién de Born-Oppenheiner.

a) Cdlculos ab initio., En estos cdlculos se consideran
todos log electronec de una molécula o de un dtomo, y todas
las integrales cue aparecen sge calculan analiticamente. Aun
que se mencioné que los cdlculos moleculares involucran un
cran mimero de integrales, se han realizado cdlculos ab ini
tio, lo cual ha reoguerido de un gran tiemno de compuizdora,

b) Cdlculos ceniempiricos. En este tipo de cédlculos cier
tas cantidedes como integrales, se desprecian o eson determi
nadas por la incorvoracién de datos experimentales o de al-
ozin tipo de pardmetros, los cuales se ajustan para que los
resultados concuerden con los datos exrerimentales. Los cél
culos semiempiricos son justificodos, siempre y cuando se
predigan més propiedades fisicas del gistema que las utili-
zadas para fijar los pardmetros,

¢c) Xodelos simplificados, 5n ecte tirpo de cdlculos se u-
tiliza un Hamiltoniano més sencillo que el Hamiltoniano ver
dadero. Este nuevo Hamiltonizno estd basado sobre cierto mo
delo simplificado, El uso de modelos simplificadoes require
de rran cuidado, ya gque nuede suceder que el modelo no des-
criba apropisdamente al sictema o aun peor, que no lo des-
criba, como puede suceder con un modelo sobresimplificado.
La utilizacidn de cierto modelo es justificado, si los re-
sultados que se cbtienen de 41 concuerdan con los valores
erxperimentales, » del nuimero de propiedades que dzscribe
del sistema. Por lo generzal, los modelos simplificados invo
lucran solarente alpunos electrones de la molécula, con la

utilizacién de ciertos potenciales sitplificados. Frecuentg
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dente, las eigenTunciones del Hamiltonisno avroximado nue-

deri ser obtenidas exactzmente.
Naturalmente, ziempre se desea evitar los célculos semi-

i
cnniricos i 1z vtilizacidén de modelos simplificados, sin en

las de interés tienen muchoa electrones y

nereo las moldcu

mdcleos, 1o cual impide utilizar otros métodos,

~2ferencias
Yilar P, L. ¢ Elementary Quantum Chemistry, MeGraw Hill
N, ¢ Quimica Cuéntica, Ed. AC Madrid, Egpafia

Tevine I, :
Methods of Molecular Quantun

“cheeny R, y Sutceliffe B, T, ¢

Jechanics. Academic Press.
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Zn este canitulo s2 mostrardn las ventajas y desventajas
in utilizar los orbitales tino Slater (STO0) y los orbitales
%ivo Jaussgiano (370) co=no funciones base, para la descrip-
2i%n de loz orbitales atémicos y woleculares en los cdlcu-

log electirdnicos de &tomos y moléeculas,

2.1 Definicidn de STO y GTO
Los orbitales tipo Slater (STO) normalizados estédn defi-

aidos cono

W, :kav\hm(e,\p\ (2.1)

Nyt L - -1y
HoEyvip (2.2)

on R 6y =

\
Ny
¥ 4= 91,...,(n-1), Estos orbitales satisfacen las siguien

tes ecuaciones (en unidades atémicas)
A (2
Hep Vs = . Y : .3)

donde
. 1 'L
Hep == 5 V5- 2 - ,{Ylpum Nstne-11]  Ey=- w (2.4)
Los orbitales tipo Gaussiano (GTO) normalizados estén de

{inidos como

nggnsk")\!zm(e-\ﬂ (2.5)
con SIS T lw*} A o (2ng 40/
R ng MV = NqYY\, e N, ‘('Lna-\)\\r‘ 39 (2.6)

vy L= 0,1,...,(n-1)., Estos orbitales satisfacen las sipguien

tes ecuaciones
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A (q)

et X, = E, Y, (2.7)

donde
Oy 9 1 2,7
Hee = - LV e 2%, Y5 :L‘—Y—J_ﬂ\isf\\~n,kns-|ﬂ Ey=3,(1ng+13(2.8)
La parte angular de ambos orbitales ectd descrita por
los arménicos esfericos. Por lo tanto, estos orbitales son
. . A A
eigenfunciones de i0s operadores L'y Ly. En ambos orbita-

les las partes radiales gon no ortogonales.

2.2 Froviedades de los STOs y GTOs

En los célculos SCF de Hartree-Fock y CI de 4tomos, los
crbitales tipo Slater forman una bace satisfactoria y la
~&s conveniente para la representacién de los orbitales até
~icos (OA)., En tales célculos, un orbital atdmico de mime-

03 cuénticoa 4 y m se representa como una combinacién 1i-

~2al de funciones base (2,1)

¢ = RN Y. 08,0 - (2.9)

- Re=% 7GR 3a) (2.10)

Se ha encontrado generalmente que uns base de tres a cin
zo STOs por orbital atémico, produce funciones de onda SCF
« energias altamente precisas. Aun una base de dos STOs por
crbital atbémico produce aproximaciones bastante adecuadassi
zsta base se llama doble zeta.

Los orbitales tipo Slater forran también une base satis-—
Jactoria para describir los orbitales moleculares. Sin em-
zargo loz cdleulos SCF de Hartree-Pock y CI en términos de

21los han sido llevado a cabo solamente pars molédculas dia-
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témicas y algunas moléculas poliatémicas pequefias, La causa
de que los cédlculos electrénicos se hallan realizado para
moléculas pequefias es debido a la gran dificultad de eva-
luar las integrales de interaceién electrénica, como la si-

guiente

LML\ g b = ” M&ﬁ\g&:&n&@ﬁwdqz.n )
n s

las cuales aparecen en los elementos de matriz de \F de las
ecs. de Roothaan (1,33). Las dificultades se incrementan
cuando los orbitales tipo Slater son centrados en tres o
cuatro Atomos no colineales de una molécula.

Un esfuerzo muy dtil para manejar las integrales molecu-
lares con orbitales tipo Slater fue el aplicar la transfor-

mada integral de exponenciales en gaussianas ‘"
exp(-3v)= _331 Smo\"mexp(a i‘.}qxp(-owl)doc (2.12)
RS qet

ILa razén de esta transformacién surge del hecho de que las
integrales con funciones gaussianas exp(-or®) son mds faci
les de evaluar en comnparaciédn con aquellas sobre funciones
exponenciales exp(-3r), pero esta ganancia se pierde en
parte debido a que es necesario hacer las integrales adicio
nales sobre las variables de transformacién,

La relativa facilidad de evaluar las integrales moleculg
res con orbitales tino Gaussiano, ha nroducido que el uso
de los 5T0s se halla incrementado grandemente, E1 primer
tratariento sistendtico 42 las integrales moleculares con
510s ce debe a 3oya'™, nostrando cémo se evaluan las distin

Tolecularsg, Boys define los orbitales tipo

o+
U]
"
-
o
cr
©

iy
]
"
(]
11]
¢

iandz en térrinos de todas las funciones

iwd
0
=
0]
6]
s
P
3
w
(2]
1
ct
©
1}
-
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del tipo
XUym 2t ex p(- x vy (2.13)

y de todas sus combinaciones lineales, con A, m, n cuales-

quiera valores enteros y con

LS W AN Jy v Xa =X-Ax,. .. (2.14)

A

Generalmente, esta definicién de los orbitales tipo Gaussia
no ¢s la mds usada en los cdlculos moleculares,

Como ejemplo, se considera une integral de interaccién e
lectrénica, en la cual se utiliéa.n orbitales Gaussianos 1s

de diferentes centros

S ACAS Y AC AR ..\“_,..\Y, (Y, ) X (%, dYD> =

SCS ATRTA bl 4 v) (2.15)
i§e > e dv, dv,

donde A(fn, ) = exp(-aYar)

es un orbital Gaussiano ls (no normalizado) centrado en el
punto A, los demds orbitales son de la misma forma. (Ver fi

gura 1)

Fig, 1

Sea R, ¥ R los vectores de posicién de los puntos Ay C
respecto a cierto sistemwa de coordenadas, Se define un pun~

to P - - -
° T (a+ Y Re = Ry 4 CR (2.16)



a3
~N

Dz {2.16) se obtiene
K, )X (v, 0 = QXP(D\*C RA:) Y, ey (2.17)

dond
e L, c) = exp (- (asrc) ¥ ) (2.13)

2e un orbital ZJaussiano ls centrado en el nuevo centro P.

De manera similar, =e define un punto Q por

(b+d)Rq=bRy + 4R, (2.19)

obteniendo

(0, 5) Wy d ) = @xp (Y bd RGp) A (rgp,brd) (2.20)

donde A (Yg, bid) es un orbital Gaussiano ls centrado en el

punto Q. Sustituyendo (2.17) y (2.20) en (2.15) se obtiene

<7£(\’m,cx\7u\’m,b\} _},_- 1 Llve,, OV Yy, dY > =

eXP(MQRAc b*d }gf X(Vh,gon x(YQJb,¢1Jvav

(2.21)

De esta manera, la intesral de cuatro centros se reduce a »

na integral de dos c2ntros, la cual puede evaluarse analiti

canente, obtenidndoce

<'X(\'An£\)'X(Ym.h)\?Ir;‘-tf(‘fu,c)'x(\"n,dy> — (q+q(b’3£(sif\,.‘ c%d)’t (2 22)
QXP(CH(RM JL(L.R“D) F( (cciicb*c+d) Q>
con 1 F 2,2
F) =L [Teve(UE) (2.23)

Las interrales nolecularess con orbitales Gaussianos mécs
senerales se corriican més que (2.22). Sin embargo, estas
inteszrales pueden calcularse de las intesrales con GT0s del

tipo exp{~ccr?) ncr simplec diferencizciones de estas res-
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pecto 2 los paranctres o A, v tonendo las combinaciones
lineales adecundas*’, Otra manera de eviter el cédlculo de
las integrales moleculares con GT0s de 40, ¢s simalando
los GTOz por una superposicidn de orbitales Gaussianos ecfe
ricos (@'Y distribuidos simétricarente®, En la figura 2
se muestra las distribuciones de los GTOs esfericos para =i

mular los orbitales Gaussianos 2pg ¥y 3dgy

Z y
3d
2P, X
L %R L+ +RA 0
le JR/'- R'/l. X
7 %k-R I+ + R 4y
Fig, 2

Por ejemplo, en el caso del GTO 2p, se tiene
Pe(®) = exp 3K y*s (2-RT)] - xe-y(x+ vhu (24rV]] (2.24)

con ¥ ¥y R los pardmetros. Estes funciones son llamadas 1é6bu
los Gaussianos,

La principal decventaja de los orbitales tipo Gzuzeiono
es que se necesitan muchos més GT0s que S5TOs para producir
una precisién dada. Generalmente, se necesitan 10 GT0s (y a
veces mAs) para producir la misma precisién obtenida con u-
na base doble zeta de STOs. la principal razén de este in-
cremento en el tamafio de la bese, egs debido a que los orbi-
tales Gaussianos dan una descripcidn incorrecta cerca de
1os micleos. Un STO (~@ %) tiene una derivada distinta de

cero en r=0 - 3%
1.0 #o (2.25)

dv



24

cota es la nropiedad 1llamada de cuspide, la cual es esen-
cial nara que la funcién de onda molecular o atémica descri
bha correctarente la regidn mds cercana al ndcleo. 5n can-
bio, los orbitales Gaussianos (m(fdﬂ) tienen una derivada i
mal a cero en r=0,

Se hz mostrado cue la funcidén de onda electrénica Gau-
reiana npuede ser mejorada, si se agrega al conjunto base de

5T0s una funcidén de la forma
2
= ~-Y Y & .

L - O Yop

centrzda en cada nicleo, donde r es la distancia al nicleo,
con ¢ y & los pardmetros de variacién. EZste tipo de funcién
describe mejor la propiedad de cdsgpide, y se ha demostrado
que la mejors ez wmucho mész ~rande gque la obtenida al agre-
gar veriozs GT0s adicionales al conjunto base W9,

La mayoria 4de log GTO0z 421 conjunto vase son utilizados
para deceribir la regidn més cercana zl nmicleo, y solamente
unoe vocos son requeridos mara descrivir las regiones leja-
nas e intermedias del nucleo, bzxeepto nor la regibn cerca-
na al npdicleo, los GT0s son cogl tan tuenos como log 3T0g a
Sistancins intermedias y prondes del micleo,

Zn el cozo de moléeulas, el problema de resolver un mime
> relativarente veaue®s e integrales dificiles de evaluar
> orbitales tino Slater, =e ha reevwnlazado ror el de eva-
cieroun mirers mucho Téds erande de inteprales méds faciles
son orbitszles tino Sausziano, huncue el mimero de integra—
o Grveeianne de una moldevla medizda llega a ser bastante

wde {(~10%), la evaluncién de estas requiere de un tiempo

Srong by
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de cdlculo mencr que el de las intersrales con ST0s, 23 nor
ello que se utilizan los GTCs en cdlculos moleculzres. En
cambio, en cédlculos atbmicos los STOs son los mAs adecua-
dos, ya que las integrales (de un zolo centro) son igual da
dificiles de evaluar tunto para los STOs como para los G70s.
Por dltimo se menciona =1 conjunto Saussiano contraido,
donde una funcién Gaussiana contraida es una combinacién 1i
neal de GTOs con coeficientes fijos, la cual puede simular
a2 un 5T0, ¥sto origina gque el tiempo de cdlculo se reduzca

con poca perdida de precisién,

2.3 Desarrollos Gaussianos de orbitales Slater

En la seccién anterior se mostré que las integrales mole
culares con GTOs pueden ser evaluadas en una forna més sim-
ple. Debido a esto se han desarrollado varios métodos para
obtener desarrollos anroximados de orbitales Slater en tér-
minos de orbitales Gaussianos.

E1l método que se describe utiliza el hecho de que los or
bitales Slater son soluciones exactas del Hamiltoniano efec
tivo (2.4); se construyen combinaciones lineales de orbita-
les Gaussianos para formar soluciones aproximadas del pro-
blema de eigenvalores por medioc del método variacional. Més
claramente, se reemplaza un orbital Slater \% por una combi

nacién linezal de orbitales Gaussianos
)
&, = 'Z(J“ (2.27)
A=)

v se varfan todos los parédmetros de la integral

<g“>:.;%§) \“-{,a; \>§,2 (2.28)
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alcanzando asf{ su valor mds bajo, siendo esta la aproxima-
cién més cercana a Eg asociada a @E. Ademds, del teorema va
riacional @s eg la mejor aproximacién a W de su clase. De
(2,23) se tiene
<318>=) Z CF Gk K, ) %y >
(2.29)

2\l 2> =7 i G A\t

5 conveniente introducir la variable p£= 2r, y el Hamil

toniano efectivo (2.4) se transforma en

Nglng—-y (2.30)
ip PP T

donde el primer término del potencial efectivo de (2.4) se

Y
B H o= -l

~
cancela con la parte angular (L*) del operasdor de energia

cindtica. Los GTO0s en funcién de la nueva variable son

Xy =R, (p) Youlo,9) - (2.31)
_ - T
con Rﬂs\m:Ni z ™ O “f (2.32)
ny+ -m,H\
2t Ve ™™ g2t 2 =k (2.33)

~ G2n,- T
De (2.28) y (2.29) se obtiene
er

A > ‘; S 27 H
E=<z'H, > =58 (2.34)
Z%C,CA Si;

S = <A\ Uosd  THI = <yl T Hel Ty (2.35)

donde

2gtos elementos =e calculan en forma directa, obteniéndose

Sia = Ng: N J?"(“’““’"H\ A r( (Mgn v g+ ) A) X
3 9 1 ) (2.36)

(Kgut 0‘53\_(“’“ A
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Lij — NSL N,.I Z-Ln,;am,i-l){\ Ey\s(n;\\ —_ hu(V\gr 1\])(

A -
F'((nye 4 Vg~ 11/1) (et oty it Xgs (TNgas 1) %

“1|T ((“9*+ V\9|¥l)/1)(0(5&+d_3 ) (ngzang 1Y /g _ d;i ) -
(g eng433/2) COTT IR Al

\
A x

T (gt ngV/2 ) (ol + o, Y (ngaths; )2 }

En la préctica, el desarrollo (2.27) contiene solamente
orbitales Gaussianos del mismo runero W

, 10 cual produce
ek
que los elementos ¥'Hjy y Sy, tomen nna forma m4

s simnle
g,& = [—~£*j_~JL14]3‘T (2.38)
O<Q4_+ D((j‘)
e
’lHi: [_LL‘;_L&_'\ Vig M<d94+0(3~) ~\'(7-V19§|)X
el | (2.39)
¥ gs Hgs _ g~}
(S gz +Ag;) (7.V\9~l\!l‘r"( 5*+°(91\ ] S',JL

La ventaja de utilizar = 1Ir y K es debido a que permi-
te reescalar el desarrollo Gaussiano para diferentes valo-
res del exponente del STO, sin necesidad de calcular nueva-
del desarrollo.

A1 minimizar (2.34) se tienen las condiciones
g
z -
%’C:< ">§’s_—o

De la primera condicién se obtiene
LAY

LZ_I gk* E—_l C.._L =0

=\

mente los coeficientes

<z'1H¢F>§ o (2.40)

g

Jeeom (2.41)
Para obtener s

oluciones no nulas del sistema de ecuaciones
lineales enterior,

se tiene que resolver el determinante se
cular
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-, E - o RS
Y-S, E - 0 0 iHfLg g
... ... =0
(2.42)
zt Htﬂf'gh. & . . .ot “:;f" S-nuE

Ia segunda condicidn de (2.40) reauiere de un procedimiento
por separado para obtener el conjunto Sptimo {%93}. nero e~
xigte una gran dificultad para obtener dicho conjunto. Eksto
se debe a que el espacio generado por los pardmetros de va-
riacidén {M“} tiene una regidn minima bastvante olana, es de-~
cir, existen diferentes conjuntos {“w} oue pueden dar egen-
cialmente la misma energlia. Ezto se puede ver cualitativa-

mente en las siguientes figuras

YN, ~~v GYog c\t‘
Rivy R ., desavrsile (=t}
STo is To\s\\ e Desuvrolle
\ Goussiane

Figs., 3y 4

La tabla I muestra los resultados obtenidos por este método'®

Existen otros métodos para obtener desarrcllos Gaussianos
de los orbitales Slater, en log cuales se utiliza una combi
nacién lineal de GT0s (2.27), y un método de minimos cuadra
dos, Sin embargo, el método desarrcllado en esta seccibn es
el mds conveniente desde el punto de vista de la energla, ya
gue el método variacional proporciona la mejor aproximacién

a Ly asociada a .
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Desarrollos Gaussianos de STOs.

n, = 1 n, = 1.5 n = 2
1
Eexac.= -0.5 hexac‘= -0.22222222 uexac_= -0.125
E = -0.424413 E = -0.212207 E = -0.115749
1 oy Ci °Li Ci oci Ci
0.232943 1 0.0707292 1 0.0210486 1
E = -0,485813 E = =0.216408 8 = -0.123802
, oy C *4 2 oy &
0.201478 0,821187 ] 0.0379502 0.563115 | 0.0264879 1.007251
1.33221 0.274465 | 0.122055 0.495241 | 1,04312 ~0.048408
E = -0.496979 E = -0.221222 E = -0.124407
® C. o C. 'y C,
1 1 1 1 1 1
310.150724 0.645262 | 0.0425413 0.626130 | 0.0139144 0.390346
0.676633 0,409889 | 0.1.45331  0.437185 | 0,0357518 0.65590%
4,46993 0.071064 | 8.92151 -0,015341 { 0.945331 -0.054620
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SAPITULO IIX

En este capftulo s2 dzsarrollard el principal objetivo
i2 esta tesis, el cazl consiste en obtener una aproximacién
iz las integrales electrénicas de un centro atédmico con or-
nitales Slater, con 2L fin de guz loz resultazdos obtenidos
croporcionen la bass -ara la aplicacién posterior de dicha
orovimacidn a interrales elecirénicas de varios centroz a-

les z=arecen en los cdlculos moleculares.

»

tdricoe, lae cu
sane mencionar que n> se trata de obtener una aproximnacién

iz la funcién d= onda electrénica, sino una aproximaciédn a

las intesrales mnieras.

3.1 Descripcién rereral de la anroximacién

in el canitulo II ce mogtréd gue las integrales molecula-
rez can orbitales Zlz2ter son muy dificiles de evaluar, ante
2cto, la aoroximaci‘n desarrollada en este capitulo hace u-—
desarroll s Jaussiannz de log orbitales Slater

en los cuales para obtener una

descritos en el canlizalo II,

muy buena aproximnzcifa del STO se necesita que el desarro-

x]

110 Geaussizno cantan: nor lo menos 6 GT0c, esto es debido

nrincinalmente a 2.2 log GT0s no describen adecuadamente

las regiones carcswaz al ndcleo,

Le anroximacidn consiste en la gsuma de dos partest la
nritera conasiste o calcular la integral con desarrollos
Ganscianns de 2os IT0¢ en regiones lejanas e intermedias
10) nticleo, donds - 2lamente re necesitan desarrollos Gaue-

‘innos de £ o 2 TTI7 nara vnn descrincién adecuada del STO;

1n remanda consrcste en calceular la interral con las series de
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Taylor de los STUz en regiones cercanas al micleo, evitando
asl el uso de los 0G70s, los cuzles no describen adecuadamen
Le estas regiones, ademds, las series de Taylor fecilitardn
el cédlculo de laz intesrales en el caso molecular. De una
srers ads clara, si Wgz er la serie de Taylor (truncada)
el 570 Wi, v @ . &u desgarrollo Gaussiano, igualmente para

10 %g,, entonces la aproximacién a la integral de STOs

o
.
w2
}-_I

Asyz <HRvesx CTCWTA vty L (T Agudy 3o
Una forma inds conveniente esg
Axy (LS WA Wi - OO B2 AB Y 4+ <R 1g,> 302)

donde @: es la serie de Taylor (truncada) del desarrollo
)

Gausgierno @sr igualaente wara @sj. Y O. es un pardmetro
por Jsgterimlinar,

civner sipuilentes, ce analizan las distintas

[¢]

S Las se
intersrnles electrénicas de un solo centro atémico ante lu a
srowiszcidn deccrite anteriormente. Adends de realizar los
céilzuioz con les zeriez de Taylor de Y ¥y 3, » tanbhién se

nhcen con sus relaciones exactas, con el fin de determinar

¢l ringo de vrlidez de lag series de Taylor utilizadas. Los
célculos realizados con las relaciones exactas de W ¥y @5
n justificadoz, ya aue provnorcionan tarbién el couporta-
sienty geaeral 4w la aproxissceidén (3.2) en las distintas in
=iex analizadas, lo cuzl serd casi imnosible de reali-

cer o ea el carso e intesralzz electrénicas de varies centros

iio a aue la anroxinacidn (3.2) involucra zimoles de-

[
is
s
[
[

srralles de Teorlor e integraciones elementales, resultaria



cagorroso desceribir tales nrocesos g2 cada unn 22 las inte-
zrales analizadas; ademds, algunos rerultados renerales lle
ran a tener una extengidn may sronde, por lo tanto ce deci-
416 remitirlos al arnéndice B nor claridad.

En las secciones siguientes, ce deseribirédn solamente
1os hechos importantes referentes 2 cada una de las interras
lesg analizadas., Se mostrardn las evrcresiones obtenidas de

1

3 expresiones generales del anéndice B, y los recultados

o

sotenidos de estas, para los siguientes dos casos utiliza-
iss como ejemnlos.
2) STOs 1s con desarrollos Gaussiesnos de N=2 GT0s 1le.
Los exponentes de 1oz GT0s y los coeficientes del desa~-
rrollo son: (Tabla I, cap, II)
di = 0,201478 Cl n.221187
1.33221 02 0.274465

o
la grafica 1 muestra el STO 1ls y su desarrollo Gaussiano

i
H

2

correspondiente.
h) ST0s 1s con desarrollos Ganssianos de N=31 5GT70s 1s.

Los exponentes de log GI0s y los coeficientes del desa-

rrolio son: (Tabla I, cap., II)

oL, = 0.150724 C, = 0.645262
o, = 0.676633 C, = 0.409889
0(3 = 4,46393 03 = 0.071064

la grafica 2 muestra el STO 1ls y su desarrollo Gaussiano

correspondiente.

La eleccib6n de los ejemplos anteriores, se debe nrinci-
rolmente a que los dezarrollos Gaussianos y los GT0s mismos,
~aestran claramente la desventaja que tienen para describir

ins regiones cercanas a2l ndcleo, justificando asf, el uso



! STO 1z y su desarrollo fGrusciano de N=2 GTOs 1s.

33

1 i

Grai, 2 @

570 1s y su desarrollo Gaussiano de N=3 GTOs ls.

\-
3 Y (u.a)

STO s
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de las ceries de Taylor en las regiones cerconas al undcleo

en la aproximacién (2,2),

3.2 Hamiltoniano efectivo

La primer integral que se analiza es precisamente el va-
lor de expectacidén del Haniltonieno efectivo QQF, el cual
fue definido en (2.4), siendo los STOs sus soluciones exac-
tes, y los desarrollos Gaussianos sus soluciones avroxima-
das, como se vio en la secciébn 2.3.

Para este caso, de la aproximacién (3.2) se define la

funcién

Moo= ([T m Bt O B v catfleryy, 33)

ofaip

En las dos primeras integrales de H(b), surge un problg

ma debido a que el operador de energia cinética G%QQI) no
es hermitiano en un volumen finito, es decir
o T Ut » ~ L X
NS (R - (AT w4 = - [eRi v Ryt
(3.4)

- ~ Ryl g_\? ¢« & (Y\—-XY-_«—.\ +o0
con ~ O 2
© H- —éf‘V « N

Para resolver este problema, se utiliza la siguiente expre-

gién para la energia cinética (apéndice A)
LR wrtnde =N TS Tvr Vi« Ver v Tdy
= S: 12 (E:Ren) (4o Rt + (& £\ YRR dy

la cual proporciona la hermiticidad requerida, Esta nueva

. s k5
expresién coincide con la del operador (-3+V) cuando a-rm,



Como ejemplo de esta nuevz exnrezida nara la erergfn ci-

nética, la primera interrsl de H, (b, toma la forna

GOyl v oy = 720 T4 (4 Rl &
T s (g \\\\R“skv\\ll Ytdy

Como se habrd notado, se ha normalizado H“(b) respecto 2

+('~%‘—-+

(z = nsis), permitiendo realizar el cambio de variable
p = Zr. De esta manera, los resultados quedardn en funcidn
de las ™g, de los desarrollos Gaussianos, y del nuevo paréd-
retro b = Za, permitiendo asi que los resultados nuedan ger
recscalados para diferentes valores del exponente del STO,

Ahora, se muestran los resultados obtenidos mara los e-

jerplos a) ¥y b).
A
<Z—1 HQF 7‘)‘: “055 (3075-)

Taylor

Heplb) o u (:‘1-_-

TN I R "ZECCK

" PETIT

(duqyjm b [‘-‘T + -‘q—(dji-\ u,;\\pt 4 -3-51—0(.3.*0(53&;3 - T‘i.(u,}ﬁ o{s.‘\l\f (3.7v)

- -%—0",;.‘13; (g +u,i\\;5 + 4 %90, G +d5;\lb}) + <1t H“7§s
Ixacta

HeW =@ 6 b ety 3o 305 T 66 fueally

( bES d‘] \

- (g 1NN : oLy,
o y 3 g g, 3.7c
[(\_BGﬁ:_u.b 2d&d&h )Q + Btgijisﬁx ( )

. . A
5:Q-(dy.+°(5.h0 AP - \‘} N <¥‘1H€F>§s
Las expresiones (3.7) son igualmente validas pars ambos
eemplos, y con
YN =2 y <2-!ﬁep>§‘
DY H =3 y <‘x'."ﬁw>§s

-0.485813 (Tabla I, cep. II)
~0.496979 (Tabla I, cap. II)



Dezarrnllo Sau=ssiano de

A
Tabla I. <z*H., > en uw.a.: STO 1s

=2 GT0s ls.,

(Grafica 3)
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Hedb) (Taylor) Heelb) b=Za
-0,487669 -0,487668 0.05
-0.4915853 -0, 491854 0.10
-0.406694 -0.,496699 0.15
-7,501005 -0,501030 0.20
-5.504025 -0.504119 0.25
-0,506337 -0.505615 0.30
-0.504739 ~0,505480 0.35
-0,502389 -0.501909 0.40
~0.403222 -0,501259 0.45
-0,492362 -0.497969 0.50
~0,484%25 -0, 424497 0.55
-2.475577 -0.491264 0.60
-2,464618 ~0,488615 0.65

A
Exacto <34*hr7wg= -0.5

rs
Tabla II. <z'H. > en u.a,* 570 1s

=3 GT0s 1s.

(Grafica 3)

Hob) (Taylor) Hellb) b=2Za
~0,4279n5 -N,497905 0.05%
=1.49%447 -0.499443 0.10
-7,5002385 -N.500402 0.15
-N,50N306 =0, 500347 0.20
-2.,499291 -0.499460 0.25
-0.497757 -0.498253 0. 30
-N,496291 -0,497291 0.35
=N, 436059 -0.496986 0.40
-7.5905273 -N.497493 0.45
~-2.512739 -0.498706 0.50
-2.,5722362 ~0.500342 0.55
-N.TI0INTS -2.502047 0.60
—1.010651 -0.503491 0.65

Exacto <(2*Fh;>¥g= -0.5




IS
Grafica 3 :<¥*H >, 310 1ls con desarrollos

Gaussianos de N=2 y N=3 GT0s 1s.
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3.3 Energla cinética

En la seccidn anterior, se analizéd el comportamiento de
la anroximacidn (3.2) sobre el valor de exnectacién del Ha-
zlltoniano efectivo %QF. in esta integral se involucran dos
tinos de operadorest ikl primero proporcional a r-%Y como son
21 operador de energfa cinética, y el del potencial efecti-
voi y el sefundo proporcional a r’', como es el de la ener-
sla potencial de atraccidén entre nidcleo y electrdn,

gn esta seccidn, se analiza el comportamiento de la apro
wimacién (3.2) sobre el valor de expectacién de la energia
cinética, el cual involucra solamente un tino de operador,
21 proporcional a r't, Nuevamente se tiene el vroblema de
;ae el operador de energia cinética (-4V?!) resulta ser no
sermitiano en un volumen finitoy para resolverlo se utiliza
_a nueve expresién parea la energla cinética descrita en
,3.5) con V = 0, Ademéds, se normaliza la integral respecto
El ZL. para trabajar nuevamente con la variable P = Zr,

Para este caso, de la aproximacién (3.2) se define 1a

Zuncién
(o) = 'Tz-lf:g:g:“vv: Vs dy - ‘T?ﬁ:ﬁ"V Br Y E v + < 211238

v 108 resultados obtenidos para ejemplos a) ¥y b) son:

<E‘Lﬁ_>\¥s= 0.5 (3.98.)
Taylor
Y s 3, o Y,
Ty B (L -otbs LEPE- LBY- 1= CaC; (09 g} %
e 1 5 i \ﬁ?’ P !

(L -2 (o retg)B 4 L logure B | ¢ <2 Tog, (390



T'abla III.<L£"%‘> en u,4, s+ 370 1s

Desarrollo Gaussiano de N=2 GTOz 1ls, (Grafica 4)

T(b) (Taylor) T(b? b=Za
0.485833 0,485332 .05
0.430329 0.430329 0.10
0.487513 0.437513 0.15
0.489529 0.489531 0.20
0.492377 0.492338 0.25
0.495935 0.495974 .30
0.499965 0.500052 0.35
0.504135 0.504438 0.40
0.508019 0.50874n 0.45
0.511085 0.512632 0.50
0.512641 0.515994 0.55
0.511723 0.5154566 0.60
0.506883 0.519504 0.65

Exacto <2f1%'Z%= 0.5

Tabla IV. <zt > en u.a.: 570 1s

Desarrollo Gaussiano de N=3 GTUs 1s., (Grafica 4)

T(b) {Taylor) T(b) b=Za
0.496829 0.436329 0.05
0.497292 0.497292 0.10
0.498302 0.496302 . 0.15
0.4997456 0.499751 0.20
0.501277 0.501319 0.25
0.502348 0.5020602 0.30
0.502032 0.503265 0.35
0.498266 0.503147 0.40
0. 485835 0.502306 0.45
0.452601 0.500382 0.50
0.371737 0.455509 0.55
0.192189 0. 453227 0,60

~-0.190322 0.497399 0.65

kxacto (z'L'/l\‘>W= 0.5
5




Gréfica 4 :<2?T>, STO 1s con desarrollos

Gaussianos de N=2 y N=3 GTOs 1s,
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wzxacta v
Ty = L.y . ?."’l - (Lgs g}
)= 4--¢ (b‘fb’f!;_\ Z;ST—‘-C l(d;‘ o(,,\x (3.9¢)
- 3 3y sty 3 b -y ety %
{ (2(0(,;4«3;\5 +b )Q t Z(o(,ﬁozsi\{o e df)]+ <t T>§s

Las expresiones (3.9) son igualmente validas para ambos
ejemplos, con
a) N =2 y <27 >y = 0.485761
o) N=23 y {2ty g,= 0.496753

3.4 Energia votencial
Se analiza el comnportamiento de la aproximacién (3.2) so
ore el valor de expectacidén de la energlia potencial Coulom=
viana de repulsién entre el nicleo y el electirén. Esta inte
#ral involucra el otro tipo de operador mencionado al prin-
¢ipio de la seccidn anterior, el proporcional a r,
Fara este caso, de la aproximacién (3.2) se define la

funcibén
Voo = 2T () - (e Bdv <t 2y (5120)

donde se ha normalizado respecto a %4, para trabajar con la

variable p= Zr.
Ahora, se muestran los resultados obtenidos para los e-

jemplos a) y b).
<2-|(""~F‘>‘V$ = ~1.0 (3.11a)

Taylor

V(b)x—‘{bz(-‘i—%b»r-‘,_-b"-{fg\f ZiC Gx  (3.11b)

Al_\l

(0(3_*0(3 \/‘i H—[l - -—(ds‘*dg\g-*- t(d-‘?*JrD‘fl bUJ + <z-l(_L\7§



Tabla V. <2“("—1f-)> en u.a,:

Desarrollo Gaussiano de

3TO 1s

N=2 GTOs 1s. (Grafica 5)

42

L2 (H) 7, = -1.0

V(b) (Taylor) Vib) b=Za
-0.973507 ~-0.973507 3.05
-0.978182 -0.978133 0.10
~0.984207 ~-0.984212 0.15
-0.990534 -0,990562 0.20
-0.996402 -0,996508 D.25
~1,001272 -1.001589 0.30
-1.004754 -1.005561 0.35
~1.006524 ~-1.008348 0. 40
-1.006241 -1.009999 0.45
-1.003446 ~1.010650 0.50
-0.997467 -1.010490 0.55
-0.987300 -1.009730 0,60
~0.971500 ~1.008579 0.65

Exacto

Tabla VI, <fi“(=%)j> en u.,a,: 3T0 1s

Desarrollo Gaussiano de N=3 GT0s 1s. (Grafica 5)

Bxacto

<2 %= -1.0

Vv{b) (Taylor) v(b) b=Za
~0,994734 -0.994734 0.05
~-0.996739 -0.996740 0.10
-0.998697 ~0.998704 0.15
=1.000052 ~1,000097 0.20
-1,000569 -1.000779 0.25
~-1.000105 ~-1,000855 0.30
-0.994356 -1.000133 0.40
-0.986414 -0.999799 0.45
-0.971340 -0.999687 0.50
-0.944107 -0,999852 0.55%
-0.897264 ~1.000275 0.60
-0.820329 -1.000889 0.65




Tabla V, <3 (2H)> en w.a.: 570 1s

Desarrollo Gaussiano de

N=2 GTOs 1s.

(Grafica v)

42

V(b) (Taylor) V(o) b=Zg
-0.973507 ~0.973507 0.05
-0.578182 ~-0,973133 0.10
-0.984207 -0.,934212 0.15
-0.990534 ~0.930562 0.20
-0.996402 -0.996508 2.25
~1.001272 ~1,001549 0,30
-1.004754 -1.005561 0.35
-1.006524 -~1,008348 0.40
~1.006241 -1.009999 0.45
~1.003446 ~1.,010650 0.50
-0.997467 ~1.010490 0.55
-0.987300 ~1,009730 0. 60
-0,971500 -1.008579 0.65

Bxacto -<i4(=%)7@5= ~1.0

Tabla VI. <z'(-L)> en u.a.: STO 1s

Desarrollo Gaussiano de N=3 G10s ls, (Grafica 5)

£xacto

< 24 (-'_T\(-‘ >q/s= "‘1. O

V(b) (Taylor) v{b) b=Za
~0.994734 ~0.994734 0.05
-0.936739 -0.9386740 0.10
~0.998697 -0.998704 0.15
-1.000052 -1,000097 0.20
-1,000569 =1,000779 0.25
~1.000105 -1.000855 0.30
~0.998323 -1,000556 0.35
~0.994356 -1.000133 0.40
~-0.986414 -0.999799 0.45
-0.971340 -0.999687 0.50
-0. 944107 -0.9996852 0.55
-0.897264 ~-1,000275 0.60
-0.820329 -1.000889 0.65
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-.87
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-1.0

-1.04

Grédfica 5 :<Z"(“T\>, 370 1s con decarrollos

Gaussianos de N=2 y N=3 GTOs 1ls,

V(b) <~
N=2
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kxacta

V=2 @™ (bat)oy - 2% }N‘ CLC (ot Y
2 it 3= s d3;1°(5\
(Q~ (c{g;fdai\b__ i ) 4 o< 2 (__\1;\7(}5 (3.11¢)

Las expresiones (3.11) son igualmente validag para awnbos
ejemplos, con
2y L (-w\rg = ~0.571574
3y < 2 (-T\(_\7§s= ~-0,5993732

a) N
b) N

i

3.5 Integrales de interaccidn electrénica

Se ha mencionado en canftulos anteriores que las integra
les de interaccién elsctrénica son las méds dificiles de eva
luar, y aun mds si esgas conbtienen varios centros atémicos,
como se verd la aproxirnmcibén de estas integrales es la més
diffcil.

Extendiendo la anroximacidén (3.2) a integrales de dos
cuerpos, se tiene que la aproximacidén a la integral de inte

raccién eletrénica médz general de un centro con STOs es
LH ¥ | =1 W, 0 Y 7 22 T Wiy w o x
T}E ‘H:;(ﬂ W, @ dv,dy, - f:\f:g:"gﬁ:(:n 51—2:5\\ . .M _%—Z— @Sj (2)x
b, W dvidv, 4 <, W0 @53“\\?‘3’1 | $, W ?géﬁtm> (3.12)

donde

< 00 W () ]:(L | ¥, 00 ¥ Y7 = c((ws;,wm\ d( Ms;,“‘sr\x
(X3

o0 oo . K
J( Wk Wy Wt w z gaogo \Q:s}‘ﬁ\ Rmsr(‘(‘\ —\%z;\ Q:.,’.(‘Q\X
>

K=0¢ "0

R )P vy drdry, (s, my A, Col e waey £,m)  (3:13)
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¥
< @u(‘\ @s,’(ﬂ\ T(\“ \ q)gvm @5‘(1\7 - g z z z Cas Cn Cm CTt

1

'}:ﬁb R0 Ry i) __e_(znxuz\xl e wmavd«l Cl s s fawg)

(k&‘QT,\v"\T’, QI‘W‘\I\ J (_W\IJ\\MJ ) W\k-i W\‘-\ (S(y-,qsx‘\Msz\é‘(w\sjl\wsﬂ (3 . 14)

con mg el nimero cudntico de spin, y
%
) Wy W W, w,
CK&%“\\A,\’,Qz_'W\z}:\‘z—H—U-K*‘SV‘QL Yy \fﬂ' dn (3.15)

conocidos como los coeficientes de Slater, los cuales se en
cuentran tamulados en varios textos de estructura atdmica,

Debldo « la dificultad gue presentan estas integralegs,
ze anallza solamnente la intecral de interaccién electrénica
rds sencilla, la intepral de Coulomb. Adewds, solamente se
2gtd interesado wor conocer el comnortamiento de la aproxi-
zacitdn (3.2) sobre estas integrales.

ki la intesral de Coulomb se utilizan STOs la, y sus de-
Larrollos saussianos de v = 2 GTUs leg. En este caso se tie-
e CK(O,O;O,O) = Jho, eliminando as{ las sunatorias sobre X
de las intesrales, Para =ste caso, de (3.12) s define la
funeiébn

to = 2 (T w0l g wwrdde - 2 (EETLS

6’0 0

13,0 ‘17‘: VB @V Vv, + <3 0B B 087 (3.16)

donde se ha normalizado respecto a Z, para trabajar con la
variable P = Zr,

Los resultados obtenidos son:

<YW, 0 ) E- \\VS(\\\P.SLI» 0.625 (3.17a)

450 B ) \,"l\cb\sm B> = 0.624640  (3.17v)
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Taylor
T) % 16 (3 - Fow S217. 3210, 12 41, L6 V)

3/
C., CT Cals (.°‘9x SHyp & 3T\ Tl

::}";

:.*Mz

I FY Y iS

-1 (olgstyp otyg+ ayr\ b +*LK_"‘ (tgz+ o)+ 5 (grrecy,}

-

+ 'Zg‘ Lo(?x'* %gp) Ldﬁx*‘ierﬂbu - 3%3 EC"(S:* “Sn\z (odgy+ Q‘i*)

(¥ ga+ Xgg) (HXg; + QZS;T\IA] b’ + \T‘37_L°(‘31+ 0(‘35-(-0(5’:1’ Q‘i"\l ba}

+<® \5(“ -@\sh‘\\ %\ qels('\\ ®15(1\7 ' (3.17¢) -
[y 8

zxacta

) = 4 (0" (4 +Jgr\o+ 26 B) -0 (bry)

+ ‘5‘ i\ 2\ :L CJ‘CQ ('T(()(jldsx Rgg O(BS/VX

b (b *&0‘ r+~’—‘(~3a\R - el T\P'L

B iy g

< B0 @lsh\\%i \ﬁ\s(\\ @15(1\7 (3.17a)
12

Tas integrales que aparscen en la exnresién anterior, se

2#lecularon por medio de métodos umnericos.



47

-t
Tabla VLI.~<V1JAQQU\\{%:\qﬁ(n%G(u> en u.a.: STOs 1s

Desarrolles Gaussianos de =2 3T0s ls. (Grafica 6)

I(b) (favlor) 1(%) b=2Za
0,024041 0.024041 .05
0.624050 0.024050 0.10
0.624698 0.6240698 0.15
0.624332 0.624332 0.20
0.625094 0.625095 9,25
0.625501 0.625511 0.30
0.6286027 0,626069 0.35
0.626588 0.626732 0,49
0.627023 £ 0.,627434 0,45
0.627071 0.623100 9.50
0.626324 0.623660 0.55
0.624164 0.629959 0.60
0.619666 0.623270 0.65

" 1 .
Bracto W@ Fo | Hs( Wy(> = 0.625

5.6 Integral de traslape

En lag secciones anteriores, los STOs utilizados en las
integrales son todos del mismo tipo, y del mismo exponente
orbital, mostrandose que la éproximacién (3.2) a estas inte
rrales tiene un comportamiento muy similar. En esta seccién
22 analiza el comportamiento de la aproximacidén (3,2) sobre
iz integral dz traslape entre dos STOs, siendo esta un caso
T4As general desde el punto de vista de que esta integral in
volucra distintos ST0s, y tambidn distintos exponentes orbi
cales. Debids a esto, se espera que el comportamiento de la

sproximacién (3.2) a estas integrales sea algo diferente al
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mostrado en las secciones anteriores, Ademéds, no se podré
hacer uso de la variable P = Zr utilizada en las secciones
anteriores, la cual permite el reescalamiento de los resul-
tados para diferentes exvonentes del STO.

Para este caso, de la aproximacién (3.2) se define la

funciébn
o= [ vy v (1 :
(3'— R R %-1 \Vs.\ s Jdo o és.i. §53dv+<§ill§5]> (3 18)
Como ejemplos, se considera la integral de traslape en-~
tre dos STOs 1ls con exponentes
35\=1 §5L=2
cada uno con desarrolios Gaugsianos de N=2 GTOs ls, y con

desarrollos Gaussianos de N=3 GTOs 1ls, donde sus exponentes

estan dados en térninos de las o{4;
392 = %9y 3321= 4oLy
Los resultedos obtenidos vara estos ejemplos son:

< W, | W5, > = 0.838052 (3.19a)

Taylor v
Ola) x 8{"&(‘_.3_u+—136c§%_ )- 22y ) GaGox

N
Izy T=)

Yy

3 t
oty sy, Tl [L - L (otgs + yetg)at + i (otye b ety ) o]

y <B 13, (3.19p)
wxacta
Ol = %%JT‘[%~— Q{aa(cf4-%gx +gri1 E: Z;]C

olaz ol as VU B ~lolgradolg)al  (a —(o(;, +\foc3,\*(
((0(3:*-”0%3—) [ O\Q +L Q- : dY‘..l

+ <§\s|l @\sz> (3.190)
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Tabla VIII. < WSqugj>.: ST0s 1ls con I,=1 y i;,=2

Desarrollos Gaussianos de N=2 GP0s 1s. (Grafica 7)

0(a) (Taylor) 0{a) a
0.8031357 0,803357 0.05
0.8041386 0.804186 0.10
0.805683 0.805693 0.15
0.807469 0.807540 0.20
0.808980 0.809332 0.25
0.809463 0.810781 0.30
0.807691 0.811765 0.35
0.801393 0.812313 0.40
0.786326 0.812550 0.45
0.754969 0.812625 0.50
0.694790 0.812659 0.55
0.586043 0.812715 0.60
0.399056 0.812790 0.65

Exacto LW, W > = 0.838052

Tabla IX.-(Q@AIQQf> : STOs 1s con I,=1 y 35,=2

Desarrollos Gaussianos de N=3 GTOs 1ls. {(Grafica 7)

0(a) (Taylor) 0(a) a
0.826648 0.826648 0.05
0.826940 0.826941 0.10
0.827263 0.827286 0.15
0.827285 0.827523 0.20
0.826153 0.827653 0.25
0.821041 0.827752 0.30
0.804309 0.827867 0.35
0.758953 0.827976 0.40
0.652006 0.828025 0.45
0.425588 0.827978 0.50

-0.814651 0.827675 0.60
-2,188991 0.827530 0.65

Exacto LW 1 W7 = 0.838052
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Grafica 7 1<t \Wy>, ST0s 1s con i,=1 y =2

Desarrollos Gaussianos de N=2 y N=3 GIOs 1ls.
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Las expresiones (3.19) son igualmente validas para ambos
ejemplos, con
a) N=2 y £§\%,,> = 0.803193
b) N=3 y <9, B,r= 0.826570

3.7 Determinacién del parédmetro 'a'

En las secciones anteriores no se ha mencionado como de-
terminar el pardmetro 'a', tal que la aproximacién (3.2)
converga a la integral exacta con STO3, En esta seccién se
trata de establecer un criterio para determinar tal pardme-
tro., Para ello, se calcula la integral de traslape entre Y
y @scon la correccién en el origen descrita en la aproxima
cién (3.2). wsto dard una medida de que tanto se parece gg
(nds la correccién en el origen) al ST0 Y. Entonces se bus

card el valor de 'a' tal que
el x o (el %
= (1w wdy SO Sy« <wiEy G0
De la expresidén anterior, se define la funcién

PO (P wrwdv - W Edy + cwigy G2

donde nuevamente se trabaja con la variable pf = Zr, permi-
tiendo nuevemente el reescalamiento del pardmetro 'a'. Debi
do a gque este criterio involucra un solo STO, se espera que
este sea particularmente aplicable a las integrales de un
solo tipo de STO de las secciones (3.2), (3.3), y (3.4).

Se analizan los casos a) y b), obteniendose los siguien-
tes resultados

o
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Taylor N
POV 8 [y -por 202 0] - [T 2 Caegl!

3 . 2 ‘ 3 y
Bls -y b (=240 + (- 5) B+ oyl

1 6
vop(Loeg) By oGt LoglE [y apngy  Ge220)

Exacta
P = o2 g (8 b ety - [T Y G
b ‘rﬁ-' A=\ 0"3..‘.’

(54 b) \ T
Ul =8 @777 - v (e g} @7 x
[

.
Tdg;

ot
e " dt} + LVl gy (3.22b)

Ias expresiones (3.22) son igualmente validas para ambos
ejemplos, con
a) N=2 y 4w,\§s> 0.996652

YN =3 y <wi & 7 = 0.999392
En el caso a), se encuentra gue el valor de 'b = Za' que

satisface la expresién (3.20) es
bopxo0.35

Para este valor, solamente la aproximacién al valor de ex-
pectacién de la energia cinética es satisfactoria, En cam-
bio, en las demds integrales (exepto la de traslape) los va
lores optimos de 'b' difieren del encontrado aqui, siendo
la diferencia hasta de 0,15,

En el caso b), se encuentra que el valor de 'b' que sa-



Tabla X. <}HS\§§‘;7 i STO 1s

Desarrollo Gaussiano de¢ N=2 GT0s 1s. (Grafica 8)

P(b) (Taylor) P(b) b=2a
0.996655 0.996702 0.05
0.996257 0.996875 0.10
0.997300 0.9972% 3 0.15
0.997853 0.997913 0.20
0.993563 0.998536 0.25
0.999253 0.999319 0.30
0.999722 1.00000% 0.35
0.999550 1.000525 0.40
0.999603 1.000872 0.45
0.998523 1.001025 0.50
0.996153 1.00095%1 0.55
0.991555 1.0007064 0,60
0.83515% 1.000423 0.65

Tebla A1. L\, \ @|5> ¢ 5TO 1s

Desarrolle Gaussiano de N=3 GTOs ls, (Grafica 8)

P(h) (Taylor) P(v) b=Za
0.993459 0.999435 0.05
0.995455 0.99951¢ 0.10
0.999c13 0.999534 0,15
0.9997x1 0.999725 0.20
0.999736 0.993%¢6 0.25
0.993724 0.999011 0,30
0.999472 0.999774 0.35
0.995%% 0.9939703 0.40
0.997c74 0.999545 0.45
0.995334 N.999e12 .50
0.9312701 0.99964 3 0.55
0.,4533L1 0.995702 0,60

D.G704755 0.993541 n.65
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bop x 0.06

sin enbargo, este valor difiere srandemente de los valores
optimos de 'b' de cada una de las inteerales analizadas en
el capf{tulo. Otro valor de 'b' de posible interés, es aquel
en el cual P{b) alcanza su primer wmdximo local (ver grafi-

ca), En este caso se encuentra
g -
~ 0,27

aun este valor difiere de los valores optimos de 'b' (orine
ros nodos) de cada una de las integrales analizadas. Sin en
bargo, este punto proporciona aproximaciones mejores a cada
una de las integrales, que las proporcionadas nor el valor
1%W

De ezte andlisis, se encuentra que el criterio {3.20) no
es tan bueno como se pensaba. Esto mustra que existe cierta
dificultad para determinar el valor optimo de 'b', debido
princivalmente a gque este depende del tipo de operador invo
lucrado e¢n la integral.

Otro intento para determinar el pardmetro b = Za es el
siguiente., Se podrd notar que en los casos analizados (%?0
1s), el valor de expectaciédn del Hamiltoniano efectivo HQF
resulta ser igual a la suma de los valores de expectaciébn
de las energlas cinética y potencial, es decir <14gu> coin~

cide con la energfa total
A

<ZtHepy = <27F 5 v 22 ERFS (3.23)

va que para estos casos (ls) el potencial efectivo se anula.

Para mostrar (3.23), se han graficado cada uno de los térmi
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nos de (3.23) en una sola grAfica (graficas 9 y 10). Esta
grafica revela cierta regidén (encerrada en un circulo), en
la cual las aoroxinaciones son bastante buenas. En tal re-
#7ibn, los errores de las aproximaciones a los valores de ex
pectacidn de las enerzias cindtica y potencial respecto a
los valores exactos =on iruales, y ademds minimos. Aunqgue
tdles errores se sunan al obtener la energia total, lo cual
no es deseable. Lo nostrado.anteriormente podria servir co-
o un criterio vara la eleccidn de 'b', aungue seria aplica
ble solamnente a estas integrales. Los valores de 'b' encon-
trados por este medio sons
a) N = 2 b o~ n.316
b) N = 3 b o 0.204
donde las anroximaciones del caso b) (desarrollos Gaussianos
de =3 GT0s ls) son claramente mejores que las pronorciona-
das vor el caso a), como lo muestran lag graficas 9 y 10,
Hesnecto & la integral de traslape entre dos 5T0s distin
tos, hay muy poco por discutir, solamente aue el comnorta~
miento de la aproximacidén (3.2) a esta integral es diferen-
te al observado en las demds integrales analizadas (un solo
tipo de STU), La causa del comnortamiento lento de la apro-
ximacidn a esta integral hacia su valor exacto, se debe
princinalmente a aque para un valor dado de 'a', la corre-
ccibn en el origen ds la anroximacién (3,2) puede ser sufi-
ciente para describir correctanente a un STO, mientras que
la descrincidén del otro STO puede ser no tan buena, y vice-
versa. Por lo tanto, se pueden tener efectos compensatorios
entre lzs aproximaciones de los STOs de la integral. Ante

esto, serd un noco diffcil determinar el mejor valor de 'a'.
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Claro que para reafirmar o no lo discutido anterioruente,
es necesario el andlisis de la aproximacidn (3.2) a distin-
tas integrales con diferentes $70s, el cual no estd contem-

plado en esta tesis,
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CONCLUSIONES

£l problema de facilitar el cdlculo de las integrales mo
leculares con ST03 no se ha rzsuelto aun, ya que la aproxi-
macién integral desarrollada para tal fin, ha sido anlicada
a intesrales con ST0s de un solo centro atdédmico. Sin embar-
£0o, tal estudio proporcionard las bases para la aplicaciédn
posterior de tal aproximacidn integral a dichas integrales.

Del estudio realizado, se encuentra gue la aproximacioédn
intesral nroporciona resultados que mejoran considerablemen
te las integrales de desarrollos Gaussianos. kKsto muestra
que la correccién alrededor del origen de la aproximacidn
integral, cumple con su objetivo de mejorar la integral de
GT0s preecisamente donde estos orbitales no son apropiados
para su u=o. Ademds, tal correccidn evita el uso innecesa-
rio de muchos GIUs para describir mejor tales regiones, jus
tificando asl 21 uco de desarrollos Gaussianocs de solamente
&y oy Glus,

Se encuentra cue existen ciertos valores del pardmetro
'pb' de la aproximaciébén integral, tal que esta proporciona
los valores exactos de cada una de las integrales con STOs,
Por lo tanto, a partir de la integral de desarrollos Gau-
sgianog, y una correccidn en el origen, se pueden calcular
las integrales con 5T0s, sostrande claramente la ventaja
aue tiene la aoproximacién integral propuesta en integrales
moleculares con 370s,

Se vbsgerva aue el pardmetro 'b' variz de un tipo de inte
rral a otro, imnidiendo establecer en forma clara un erite-

rio genaral para la eleccién del valor éntimo de 'b', tal
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quc las aproximaciones a cada una de las intesrales con
5TUs sean satisfactorias.

In la interral que involucra la energfia potencial (~r™'),
el integrando tendra la forma rR(r)i*(r), donde el término
rH{r) produciré que el STO y su desarrollo Gaussiano difie-
ran mucho menos en el origen, dando asi un menor peso a la
correccibn en el origen, En cambio, esto no sucede completa
mente en la integral de energla cinética, neceszitando asf u
na mayor correcciébdn en el origen, y nor lo tanto un valor
zzyor de 'b'., zsto muestre que el valor 6ptimo de 'b' depen
de fuertemente del operador involucrado en la integral.

kn la interral de dos 3T0s distintos como la de traslape,
ge encuentra oue el comportamiento de la aproximacién a es-

integral es diferente al observado en las demds integra-

n

b
les analizadag. La causz de tal comportamiento se debe prin
crpalnente a que para un valor dado de 'a', la correccidn
e ol origen de la aproximacidn nuede ser suficiente para
desceribir correctamente a un ST0, mientras que la descrip-
cidn del otro 370 puede no ser tan buena, Por lo tanto, se
vueden tener efectos compensatorios entre las aproximacio-
nes de los S5T70s, dando lugar a una muy poca mejora sobre la
integral de desarrollos Gaussianos.

A manera de cugerencia, antes de llevar la aproximaciébn
integral pronuscta a integrales con 3T0s de varios centros
atdbmicos, seré necesario un andlisis de la aproximacién a
irtegrales de un solo centro atémico, pero con distintos
ST 0=, para podsr reafirmar o no lo discutido en la conclu-
sién anterior.

Por dltimo, se encuentra que las series de Taylor del
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570 y de su desarrollo Gaussiano, cumplen con su objetivo
al describir casi correctanente la aproximacidn integral en
las regiones de interés. ¢ por lo tento, muestran gue po-
dréan ser utilizadas en las aproximaciones a integrales con

370s de varios centros atémicos.
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apéndice A

an la seceidn 3.2 se mostrd que la forna mds conocida

del onerador de energfz cinética
L 8 2
T =- H K7 (A1)
m

resulta ser no hermitiano para un volumen finito. Siendo eg
ta una propiedad indispensable de los operadores (observa-
hles).

En este apéndice, =se muestra la exoresién alternativa de
1z energla cindtica, la cual fue utilizada en el estudio de
la oproximacidn (3.2) sobre los valores de expectacidn del

~
Hamlltoniano efectivo \4¢F' y de la energfa cindtica. En ge

neral, se desea calcular

S \PI*!‘LWZ&V = (W,* &M: \dev (A.2)

2
{cobre todo el esnacio) donde

Av AL AL AL A A A
P:Px +Py "'Pl con PX:E%—X,I))I:%-%)?E:&%—E(A'3)

A
Considerando solamente la componente Px’ de (A.2) se tiene

(wePru,dv = (ur B, (Bow)dv

~ A
definiendo CP = Py W;_ y del hecho de que el operador Px es

nhermitiano se tiene
Ao A %
(wrBivdy = ((Bw) ¢ dv
Por lo ¥anto, de (A.3) se obtiene

x 2L 'l . .
S bvdy Wi () dy e
A'L ’\t
“1lmi or -~u'tedn =e ob'irne p-va Py y Pa . Entonces



65
S\V\*%\Vzdv =-§; §V‘H*- YA S QIV (A.5)

siendo esta la expresién apropiada para el estudio de la
anroximacidén (3.2) sobre las integrales que contienen la
ernerglfa cindtica.

i se supone gque las funciones de onda son de la forma
VYEY = RO Yamls,y)

entonces se tiene de (A.5) {(en u.a.)
LTy = L (RO
3\ ié%fl'l R¥ R—LU\] iy SQ.,LS

thl. (A's)

esta integral muestra aue lz exoresién (A,5) para el opera-
dor de energia cinética es hermitiana en un volumen finito.

Ahora, del overador de energfa cinética (A.1) se tiene
Q .1t 2l % v o. 2
T T = - LG TR & (R
UL RFW R ] v {0, Sy,

Zzta Yltima interral y la integral (A.6) solamente difieren

1 la parte radial, las cuales estan relacionadas por sim-

wh

tles intesracicnes por partes
RO L b = - R
v (cl RIWY (g Rl ) Yidv

Zsr lo tanto, las expresiones de 10s operadores de energla

sindtica (A1) y (A.5) sols difieren en una condicién de
>antorno, en el caso de un volumen finito. Y serdn iguales,

siando a—e sienpre y cuando R, QILA, y sus derivadas se
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arulen en infinitoi o cuanfo R, Qﬁx\, 0 sus derivadas cum~ .
plen ciertas condiciones regulares de contorno.
Ademds, si sze considera el problema variacional de encon
trar W) y WIS, bajo la constriceidn
{ W ¢*a dy =
las cuales causen que la variacién sobre

<> o= [ (& VYRTY v vrndy

se anule. Se encuentra que las dos ecs., diferenciales {(las
de Buler-Lagrange) obteriidas, son precisamente las ecs. de
Schrédinger de Y y W¥ ,
2 92 - PR YA * g
VRV VY mEY =0 -A VYRR PT-E V=0
2 m ALl

donde para asegurar que E (multiplicador dndeterminado de
Lagrange ) sea un nimero real, es necesario que ‘P*sea ele-

gida como la complejo conjugada de V.

Asl que, la densidad Hamiltoniana

H= 2 Vex Ty 3 (Y*y

ww
¥y por lo tanto, la expresién (A.5) de la energfa cinécica,
resultan ser mds generales, ademds de ser hermitianas en un
volumen finito.
Ademés, la expresién (A.5) amplia el espacio de funciones,
al considerar las funciones que tienen al menos su primera

derivada, Esto produce que se encuentre un menor minimo en

(4.7).

* Bl operador de energfa cinética (A.1) requiere de funcio
nes de onda que tengan al menos segunda derivada.
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Apéndice B

En este apéndice se muestran las expresiones generales
obtenidas para cada una de las aproximaciones integrales
ieseritas en el capitulo III, y algunos detalles referentes

o

2 su cédlculo.
=“amiltoniaeno efectivo
La aproxiracibn intesral al valor dc¢ c.pectucron uel Ha-

~
ziltoniano efectivo <Z*H¢;h‘es

Hep ()= g j g wrzil, W dv _S‘?ﬂ:’;ﬁf‘ﬁq&,&v + 42"ﬁ¢>§‘ (B.1)

- ~
con ‘iz'LHeF>q): PR N (B.2)

Iwg

Utilizando la expresidn para la energia cinética descrita
en el apéndice A, y realizando el cambio de variable P = Zr,

los resultados obtenidos de cada uno de los términos de ngﬁ

sons
gxacta
ormy Ihst
SOUO 'z -1}-}%\}’,&\' = (‘L’Tﬁl m,\ y [*(“’“Mur‘) (B.3a)

_.\.....- 4 g2 ‘IP/V\SA
—(lhy\iup*' 7_“;!-/0] P Q f

g:SL{S:ﬂ §: {%QQF ﬁscl\l - .Z Z Cj (‘_;‘_ Nij gr I-—‘\L— (LV‘S;—\\(hyj-\)
A ]

2 (B.3b)
e ~ (“‘3:‘\"‘5; v Cngm g ) 7~ P

g ity
*’qu;dm(]g] (DM?:L'\’“,;-’L Q qu *4'3 \f (JF

con

N‘L — [- ZU\’* }i Z}i‘_"' *’.‘:‘_‘ v l ('U(,;N\/qol‘;l-“e'-\\\/q
. L’thff\\).‘! (..L-V\gl-’\)\\' \f— i
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'aylor
o. U A \ WM =1
i ~ . 2z Hsr {_\__ - - b
S°S°S° s wrtadV 2 ~ () ( \ ’L(V\’ Mg -1
. W\
— (g ‘\—%EE +-— [\%1(?_V\s*\\(hsv\\1 i _\/\T;?X
(B.3c)
Y_ \ & 1(‘1_»\5 M\Asn\] w_,n (BV\S A _.\Jm__’_ﬂ
gl 2 Uk 3

}2n¢q
SNE Tngr Yy

SSH:H §:1‘1ﬁar g dv X Y- S_ .G N'JLJ‘ {%U"‘e:ﬂ (ng,-\
4 g (ng\ ) _b___ M" L\’E (v\s(\,\,—\\+(w N, \\\

Wgavg. - Vi Wy
(Sawsg) 4 ngaetyy 3 (gt | R o 530
OCg olg. ) v%%‘—:z ET\! &(V\gi“\(\/\s;“\*"‘af-‘\s"‘ﬁ (0‘9; -\-0*’5,',\"L
+ (g t) ogy & (wg D‘y;\ (ofyitoly;) + 2oy, 045,-1 ;\%\%;:\3

- ottt BEEEI Ty (Cuponal  lag 1o letgtog

vy

" ‘+ Wy +F
+ 2 it T B ooty Gt T

a5

Las series de Taylor utilizadas son
-..1{’/»\3 3
Q N‘““—P ‘\’“‘Tf y\;ﬂa

Y e—(ols;-h’g;\p? (B.4)

. Nyt . Nt
x V= (Ga vyt + Llope) P
Las integrales (B.3a) y (B.3b) son evaluadas facilmente con

las siguientes relaciones

fxm0d = EL [ _ v “"‘+ | (8.5)
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jXM“ Q—dxd [Xm A sz wm(un-ye -2
(’ZQ() * oo ¥ (oY ]
TN el
gx Q dy = [X s ln-h X7 p S - 3 X
( 7—0(\ el [Z(X\L\-\
N §€“‘“'de (8.6)

E1 Unico término de (B.1) que falta por calcular es <2'1H4F>§
L1
pero este ya ha sido calculado en la seccién 2.3 (Tabla I,
can. 1I).
snergia cindtica
La avroximacién intesral al valor de expectacibn de la e

nergfia cinédticn /\'-Z'If >.% es
. (Ot « 7—2“" LU . A
o) o ,A_fiﬂgoiogows Udv - 20Ty 08, d 4 <2 15, (B.7)

donde se utitiza nuevamente la expresidn de la energfa ciné
tica descorito en el ondndice A, y se realiza ¢l cambio de

Ul

yarianle p Zr. Lng recultados obtenidos son:

,L-[.v_\b;@,&g ; ;_] (B.8a)
1

nF Lt

11

_ —‘L/\
LT 7,

AN ?p, = 2 Z GG NG, gj\z‘ [("5*“‘\(“51‘ ‘ng*‘\]’( (B.80)

A

l"‘ ( 55 '\q _|) ~ .'\..\lii"\o(ﬁ._ib\%-l\ gy P ( Wi g -H)
KD(?A +- Q/SJS 1

ol ; ) - Ngding )
1 olsi odsj Vi Ngy+3 } of e ot N I
(odgst o4y,)" I ( 1 \ (olg s+ ety

W ek
LEXCoaA

g b
R L I N I
L2241 — 2(»«,_|\F s ]Pw zQ zP/nSJP

V\s"‘

(B,8c)
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all
%f?ﬁ Ves Vo dv = J—Z'ZCAC NA, {(nq (g1}
4+ 20U - 2L<w,;—\\°<3i—(h55~1\0<9_1]p N ‘“"a*%;? }x

b g = - (otg Net
pli T OT Iy (8.84)

Taylor

PNV TR s (& )“““{\T_ {ws-(hwm]g;‘

SR ECTIR T8 P FRTLy gt e L On e 20 o

et k)
+2(ng-1) g %I—E’:\f\ _ E}_TI(V\; W L2404 3004 3{1%\';:
S
W13 2nagtl A
+A17Y-js\h —\\“]%ﬂa ) '\L; %R}?u } (B.8e)

?{}EKIS—Z"'V @Z‘ N @GQN o Z E Ci C; Nij {»‘{ [(vxs.:q (\AS.,—I)
+2U2+ﬂjbl:’_‘ ST (e Y ng 1) e A (St ety

B b"\q;m,-lﬂ _ _
F (V1) gy 4 (Rg;-1)Xgs et + [-—};((V\g; Nlng =+ NQH\\X
A
(gu o2g)” 4 (Cngonh oty (a1 2tg;) (Slgar o)) + 2040, | X
VgitVg 13 2
Poirrgas L4 ((ngamyos; Cingim1h et (ofgavotg )y 2ot: o X

45 N2 hWg 43
(bl“-»n(a'-\]& -, ol (c.(3~+o£3') et } (B.8f)
Rgithng+s Vit g 33
Donde se utilizan las series de Taylor (B.4), y las integra

les (B.8c) y (B.8d) se calculen facilmente de las relacio-
nes (B.5) y (B.6).
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Energla potencial
La aproximacién integral al valor de expectacién de la

energlia potencial Couloabiana de repulsién nicleo-electrén
4 ‘_1;"7\\, es:

NOEIN S S (ZL v - S ( S':'@:(:Yzﬂ)@s&w <l 8.9)

Healizando el cambio de variable p = Zr, los resultados ob-

tenidos son ¢

<=E >w :"V\L'i (B.102)
| —_ r'(n*+n \/
Exacto y
X7 _ U -t g
T e = s L € o

B =T TN (P o

Taylor
ST TIPURINES Ly S

N (k! Zw, ~ W 2

gty (B.10e)
w2 2Ny 2W33

+\«

ey (_L)mvﬂgzzc C {_\g_tm-.

WVig, *WUg
b R
_o(;+.\b’““"z,k_o<- =i Iy B.

sonde nuevamante se utilizaron las series de Taylor (B.4),

vy las integrales se caliculan facilmente de (B.5) y (B.6).
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Integral de interaccién electrénica
La aproximacidbn a la interral wds general de interaccijn
electrénice <\Y$(\\Wsj§;_\\_\(L‘: \Vsrk‘\\vgt(a\/‘ de un centro atémico

ess

ey =T H\g(\x\x{,uu_w“(a\\vﬂusdvévz_ (T {“‘"”‘(\x

3 WS wdvdy, 4 <3 méxm\,l, g WB &> (8.11)

En egte czzo a diferencia de las demds integrzles analiza-
das, la aproximacién se avlica solamente a un ejemplo parti
cular. El ejemplo utilizado es la integral de Coulomb de
5T0s 1s, y el uso de desarrollos Gaussianos de N GTOs 1s.
lealizando nuevamente el cambio de variable g = Zr, los re-

sultados ovtenidos son:

LW W(2) \%,\';‘\%uwg(zw - -é— (B.12a)

<3NP ZNE 0 B> = & T T T GGG
T R

I
(duug,un §or VY \ (B.12b)
(elgy + gp) (Xqy+ (oty, + g3+ Xgg + X }“-
Exacto
Gt Ao AT 1 T z
So SOSQ goSsSo \\Yukn\"z\?_‘ l“{stl)’ d.v|()\ll {_ [\)3 +-q ‘
+.LL\:+L_] o [\>+ ]+§i (B.12¢c)

S:Y:SSSS ‘Qs(\\\ _‘\i(’l éVdV;_:.%_..iZ_'z Cox
X

b - +
GGl (et qszqsﬂw go f Q (yxr g} Jﬁ

. L
Q_(u,, elgy) Po P‘IF: CJP, ijz (B.124)

v
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Taylor
oarnnn an 2 a 1 N . .
SLELT T l“’w““.&“\évt A leb{E-2b, 420
37 B 44 15 ¢ b
-31h . )35\> b lﬂ—b} (B.12e)

P a0l 2 s oldndn 2 T 53 7 TGS
©Jo Jo 1T & = K =
3/ 5
Crlr (et %, gy ofg ) b {%’a" B /’3‘5 (gp + 0gy + Xyet 0‘97352
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las integrales (B.12d) resultan ser dificiles de evaluar
anal{ticamente, asf{ que se recurre al uso de métodos numéri

cog de integracidén. Antes de ello se realiza el cambio de

e s
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Ahora se tiene
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con X; el i-esimo cero del polinomio

variable
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donde P,%°‘eg el nolinomio de Jacobi. Generalizando (B.13)

e una integral bidimensicnal, se tiene
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En el cdlculo numérico de nuestras integrales, se utili-
za (B.,14) con
KI=KL=2 n‘=nl=8
donde los ceros de q, y los factores de peso W, se encuen-
tran tabulades en Abramowitz ¥. y Stegun I. A., Handbook of

slathematical Functions.

Integral de Traslape

La sproximacién a la integral de traslape entre dos STOs

distintos es:
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Zn este caso no se podrd hacer uso de la variable f’: r,

Log resultados obtenidog son
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ionde las series de Taylor utilizadas son del mismo tipo
;2e (B.4), y las integrales se calculan facilmente de (B.5)
r (B.6). |

Dizterminacién del pardmetro 'a'
£1 criterio propuesto para la determinacién del pardme-

“ro 'a', consiste en gue
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sea igual a uno, Los resultados obtenidos son:
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donde las series de Taylor utilizadas son del mismo tipo

que (B.4), y las integrales se calculan facilmente de (B.5)

v (B.6).
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