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INTnODUCCION. 

El hombre a trav6n de su desa.rrollo histórico .siei.ipre ha -

buscado la manera ele hacerse la vida un poco mó.s placentera, -

para realizar su trabajo cotidi:mo hu inventado máquin::!.S, parn

viujar de un punto a otro ha construido ca~.linor;, tratcmdo de -

que esto:; lo lleven de w1n manera m{is directa n su destino, 

para trasladarse rn~:; r:'J.niclamente, tratll. de nerfcccionar sus 

veh!culos. A::i! podr iwnos enumera:r· m6.s ejemplos donde e 1 hombre

desde el punto de vista de lll. fisica, trata de minimizar ener-

gia y tiempo. Esta búsqueda de la eficiencia ha conducido nl -

hombre a desarrollar la rruna de las matemáticas conocida corno,

principioLJ variacionnles. 

En la presente tesis nos ha parecido interesante trabajar

usando el cálculo de variaci.ones 1 para hacer una aplicación al

problema de tó.neles terrestres dentro de los cuales viaja una -

pnrt!cula, suponiendo que la tierra es una csfer2 de densidad -

constante. Por lo t:mto en el presente trabajo nos planterunon -

los siguientes ob,jetivos. Primero, encontrar l:J. tr:i.yectoria de

tiempo m!nimo que seguiria una pu.rt!culo cie masa "rn" f~i viaja -

dentro de la ticrru. a trav6s cic un túnel, suponiendo que ésta -

es completamente esférica, de densidrrrl constante, que se encuen 

tra en reposo y que no existe fricción. A este problema también 

se le conoce como el problema de la braquist6crona terrestre, -

en donde la palabra bra.quist6crona se deriva de dos palabras -

griegas, brachistos, que significa más pequeño y chronos, que -

significa tiempo; el segundo objetivo consiste en comparar el 

tiempo que realizaria lU1a part!cula cuando viaja entre dos pun

tos que se encuentran sobre la superficie de la tierra a través 

de la trayectoria de tiempo minimo, con el tiempo que realiza -

cuando viaja a través de trayectorias cónicas y rectilineas. 

I'ara alcanzar estos dos objetivos, esta tesis se dividió 
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en cuatro capítulos. En el primer co.p!tulo se <lan a conocer 

algunos aspectos históricos sobre el desarroll6 del cálculo de

variaciones a trav6s üe algunos problemas físicos. En el cap! -

tulo segundo, se efectúa un breve estudio sobre loo principios

variacionales, y se analiza el tipo de fuerza a la que esta --

sujeta la partícula cuando se encuentra dentro ~e la tierrc.. A

partir de este unálisis, y usando principioo va::·iacionales, se

encuentra la tra_yectoria de tiempo r:iinimo. En e:::e capitulo se

alcanza el primer objetivo de e8ta tesis, al er..contrar que la -

trayectoria de tiempo mínimo es W1a curva cono e::. :la como hipoci

cloide. La hipocicloide es la curva que describe un punto fijo

de una circunferencia que rueda sin resbalar, permaneciendo --

siempre tangente interiormente a otra circunferencia fija, (ver 

apéndice A). 

A pesar de que el problema de la braquistócrona terrestre

no es muy conocido, ya habia sido resuelto por :1ewton, además -

el Físico y Matemático franc¡;s Puiseux, escribió una memoria -

sobre las curvas tautócronas en la revista Liouville, vol. IX,-

1844, en la cuál hace un anilisis sobre este ti!'º de curvas 

cuando la fuerza que actáa sobre una partícula o::s central y 

varia con la distancia, ref.{11). El problema de la braquistó-

crona terrestre resurgió con el articulo de Cooper, "Trough the 

Earth in Forty Minutes", aparecido en el America..~ Journal of 

Physics, 34,68,1966, en el cual calcula el tiecpo para ir de un 

punto a otro de la tierra, viajando por tdnelee dentro de ella

y usando como dnico modo de propulsi6n los cambios de energía 

potencial del vehículo. Cooper en su articulo solo realiza al -

gunos c~lculos numéricos con trayectorias rectilíneas y deja -

planteada la ecuación diferencial que dar~ la curva de tiempo -

m!nimo. A partir de esta publicación siguieron varios artículos 

de diferentes autores, donde tratan el mismo problema dandole -
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d1f~renton enf~quos ref,1-7). 

Para poder analizar las propiedades cinem~ticas de la hipE_ 

cicloide, se tom6 el caso particular en donde el radio del cir

culo que rueda dentro del circulo fijo es un cuarto del radio -

de la tierra. La hipocicloide generada con este radio es llama

da astroide. El r!.!1~liais que se hizo he pa.ra dos puntoo que se 

encuentran sobre la superficie de la tierra separados por una -

distancia de lrJJ05.973 Jan. En la sección 2oll se demuestra que

la astroide es una curva tautócrona, o sea que el tiem;:io para-

que una partfcula alcrmce el punto m~s bajo de esta curva no 

depende del punto de donde parta desde el reposo. Finalmente en 

la sección 2,12 se hizo una traducción de la referencia (4), 

donde se demuesora que las curvas braquistócrona e is6cronu son 

curvas id6nticas solo cuando el potencial proveniente de un 

1
campo de fuerzas, es radial y varia con el cuadrado de la dis--

tancia. 

En el capitulo tercero se analiza el caso cuando los dos -

puntos que se encuentran sobre la super:icie de la tierra son 

antipodas. En este caso se demuestra que la trayectoria. bra.qui~ 

t6cronn es una linea rec-ca que coincide con el dié..metro de la -

tierra. En la sección 3.3 se tomó el caso curu1do la trayectoria 

rectilínea coincide con una cuerda de la tierra, se buscó que -

esta trayectoria abarcara un arco de la tierra de 10005. 973km, -

pues es el mis=o arco que abarcan dos cúspides consecutivas de

la astroide, o sea que se estfu1 uniendo dos puntos que se cn--

cuentra.n sobre la superficie de la tierra por medio de dos tra

yectorias dii'erentes. En la sección 3.6, se encontr6 la ecua -

ción de movimiento para una esfera que rueda dentro de un tdnel 

rectilineo cu.ya superficie es uniforceoente rugosa. En la sec-

ci6n 3.7, se de~uestra una propiedad interesruite para las tra -

yectorias rect~lfncas¡ en esta sección se demuestra que estas 
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trayectorias son isócronas, pero no son braquist6cronas, pue::ito 

que la curva de tiempo r.iinirno es la hipocicloide. En la sección 

J.8, se alcanza el scgunao objcti»ro de ·~r;ta te:Ji:J, se comienza

con el plantemnirmto de ena ccuaci6n general que a toda la fruni 

lia de cónicas. Con esta ecuaci6n se plantearon expreuiones pa

ra calcular la dista..'1CÜ.< que r·ecor::-cr1a una p<l:ticula y el ticm 

po que taruaria para ir entre dos punton que se uncuentran so-

bre la superficie terre:stre, sepn.r:~don por un a:cco de 111 tierra 

de 10005. 97 3km, via,jando a través de trnyectori2s cónicas y asi 

poder encontrar cuál de todas las cónicas es la 6ntima tlespués

de la curva ele tiempo m!nir!10 o sea l::i. hipocicloide. Al er:ipezar

a efectuar al¡plllos c~lculos prelimina!'es con cónicas y círculos 

estos nos conducían a inteerales eli~ticas, por· lo cuál fue ne

cesario hacer un cfilculo numérico en computadora para evaluar -

este tipo de integrales. 

En el capítulo cuarto se hace u~a comparación entre los -

resultadoG obtenidoG por las difercnteG trayectorias que se to

mar-on. 

Al final de esta te8is vienen r.ono suplemento dos ap6ndi-

ces con cálculos algebraico¡;. En el aT)óndicc A se encuentra la

deducci6n de las ecuaciones paramétricas de 13. r.ipocicloide 'j' -

en el apéndice B se demuestra que la cicloide e3 un caso parti

cular de la hipocicloide, cuando el radio del circulo fijo es 

mucho mayor que el raclio del circulo que rueda dentro de él. 

Después de estos apéndices se encuentra una bibliografía -

que abarca algunos libros y artículos donde se interesan por 

loa problemas aquí tratados. 
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CAPI'l'ULO P:Hfo:EHO. 

A0PECTOS J!ISTO:l!Cffi. 

La historia de los principioa minimales; dentro de la fisi 

ca es larga e lntcresant eº La investigación de tales principios 

::ie basa en la idea de que: la naturaleza actlla siempre de tal -

forma que determinw..las CW1tidudes de i::iportn.ncia re::iultun siem

pre minimizada::; cuundo tiene lugar LU1 proceso fisico. El prine

::>o de estos principios mini::1a.J.es se deGarrolló en "l CQ!ílpo de -

la óptica. lfue Herón de Alcjéu1drfa quien, en el s1¡;lo II n. dc

J .C., encontró que la ley que rige la reflexión de la luz puede 

obtenerse admitiendo que w1 rayo lur:ünoso, que vio.je de un pun

to a otro reflejándose en LU1 espe,jo plano, recorre siempre el -

c;amino más corto pOloible. Una sencilla com;trucci6n geométrica

servirá para comprobar que tJBte 9rinclpio minimal conduce ver-

daderamente a la ip,ualdaJ. de los á.11cillos tle incidencin y re --

flexión de un rayo lu;:iinos o reflejado en w1 e<;_:-;e jo plano. ¡¡o -

obstante, el principio del caT.lino mas corto de Her6n no puede -

,,roporcionar urw exJJresH:!! correcta :!e ln ley ele l'.l refracción. 

"Sn 1657, Permat formuló ¡,uevarnente el princ1:i10, pOé;tulando que 

los rayo::; lur:iinosos viaF.n sj.empre ele ll.!1 ;iunto a. Cc!'O de un 

nedio siguiendo el cx;iino que requiera el menor tiempo. Este 

principio de tiempo míni;;io de Fermat conduce inmediatamente, no 

solo a la ley correcta de la reflexi6n, sino también a la ley -

de la refracción de Snell. 

Los estudios acerca de los principios minimales continua -

ron y, en la última parte del siglo XVII, Newton, Leibniz y los 

hermanos Bernoulli iniciaron el denarrollo del cálculo varia -

cional con la resolución de problemas como el de la braquist6 

crona y el de la forma de una cuerda suspendida(catennria). 

El problema que for:nular6n los hermanos Bernoulli y que 

,;i6 inicio a una nueva ra::;a de las matemáticas, que se denominó 

cálculo de variaciones, fue el sirr1.üente: si LL'1 cuerno pequeño-
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se mueve bajo la influencia de le. gravedad de un punto a otro a 

lo largo de Wla curva dada en un plano vertical, entonces el -

tiempo necesario para efectuar el recorrido por dicha curva --

dependera naturalmente de la forma de la curva. El tiempo ser~

diferentc si el cuerpo se mueve a lo largo de una linea recta,

esto es, en un plano inclinado, que a lo largo de una curva. La 

pregunta de los hermanos Bernoulli era, ¿que trayectoria requi~ 

re menor tiempo?. Uno podría pensar que el movimiento a lo lar

go de una linea recta es el más rápido, pero Galileo ya hab1a -

advertido que el tiempo requerido en algunas curvas es menor -

que el de la linea recta. Los hermanos Bernoulli, Juan y Jacobo 

hallaron la forma de la curva que requiere el menor tiempo. Se

trataba de una curva ya conocida en geometría y. que habia sido

denominada cicloide. La cicloide es el luear geométrico descri

to por un punto de una ci::-cunfcrencia que rueda sin deslizar -

sobre una linea recta, figura(l.l) 

y 

IIr X 

:Figura(l.l) 

Los matemáticos de la época reconocieron inmediatamente -

que el problema de la braquist6crona, era de un caracter enter~ 

mente diferente a los problemas estudiados mediante el cálculo

diferencial, en donde la cantidad cuyo máximo o mínimo se bus--
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caba depend1a oolo de u.~a o ~As variables nwnéric~s, en eote 

problema la cantidad que se consideraba, es decir, el tiecpo 

necesario para el descenso, dependía de toda la curva, lo que -

constituyó una diferencia esencial, que ponía al problema fuera 

del alcance del c~lculo diferencial o de cualquier otro m6todo

conocido en aquella 6poca. Este problema interesó Grandemente a 

los matemáticos contem~oráneos, tanto m~o al conocer que la --

soluci6n estaba dada por la cicloide, curva que llabia oido rel~ 

cionada con la construcción de un péndulo ideal. Huygens había

descubierto que un punto ideal provisto de masa, que oscilara -

sin rozamiento bajo la acción de la Gravedad en una cicloide -

vertical, tendría un período de oscilaci6n independiente de la

ampli tud del movimiento. 

El primer m6todo desarrollado por jacobo Bernoulli para -

resolver el problema de la braquist6crona, utiliz6 el principio 

minimal de la ley de la refracción simple. Esta ley empírica -

encontrada por Snell (1591-1602), afirma que la troycctoria de

un rcyo de luz que pasa de un medio homogéneo a otro se deovía

en la superficie de separaci6n de runbos de tal forma que la --

trayectoria consta de dos segmentos rectilíneos, AA'y A'B, que

forman con la normal dos ángulos, o< y o/ determinados por la --

condici6n. 

sen o< V • 
sen 0(.

1 = V' 
Es importante hacer notar que la trayectoria será mínima solo -

cuando V sea la velocidad en el vacío y V'sea la velocidad en -

el medio. As! en la figura (1.2), un rayo luminoso que parte de 

un punto A, en el medio superior donde la velocidad de la luz -

e~ V hacia un punto B, donde la velocidad es V; seguirá la tra

yectoria AA'B, cwnpliendose la ley de la refracci6n. 



Medio 
Hom0&éneo I 

Medio 
Homogéneo Il 

a 

B 

figura (1.2) 
Permat demostró, por medio del cilculo, que esta trayecto-

ria es tal que el tiempo necesario para que el rayo de luz pase 

de A a B es minimo, ea decir, menor de lo que seria si eiguiera 

cualquier otra trayectoria. Para utilizar esta ley, Jacobo Ber

noulli tuvo primero en cuenta que cuando una pfll'ticula cae des

de un punto P
0 

sin velocidad inicial, siguiendo una curva e, ~ 
fig(l.3) tendrá en cualquier punto P de la curva una velocidad

proporcional a fH , siendo H la distancia vertical entre P y 
o 

P, es decir, v=k {H , donde k es una constante. Luego dividi6-

el espacio en numerosas y delgadas capas horizontales, cada una 

de espesor h y supuso que la velocidad de la partícula en movi

miento no variaba continuamente, sino en pequeños saltos, al -

pasm- de una capa a otra, es decir que en la primera capa adya

cente a P
0

, la velocidad es k{h , en la segunda, k \{'2h , y en 

la n-ésima, k ~ nh = k(H • Al ser rectilínea la trayectoria.

en cada capa, la soluci6n es una poligonal, ver figura(l.3) 

p 

p 

Figura (1.3) 
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En ente momento es donde Jacobo Bernoulli utiliza el princin.io

minimal de la ley de la refracción, ya que de acuerdo a esta -

ley en cada par de cap~n sucesivas el movimiento de A a B pas~ 

do por A', fieura (1,2) debe ser tal que, suponiendo A y B fi -

jos A'proporciona la curva de tiempo mínimo. Por lo tanto, si -

tomamos la capa m-ésina y la que le sigue, figura (1.4) y apli-

camos dicha ley tendremos: 

sen o<. 
I 

sen o<. 

_ k\[iiih° , esto es, sen o( 

- k\j (m+l)h \.[;;;h 

o<' 
h. 

l 
Figura (1.4) 

sen ot.! 
= -;::::===::-
~ (m+l)h 

aplicando reiteradamente este razonamiento se obtiene 'ilna suce

sión de igualdades: 

senot1 =seno<!._ seno(3 _ 
'fil \]2ii - \j3h - ... (l.l} 

donde OC:nes el ángulo entre la poligonal en la n-ésima capa y -

la vertical. Jacobo supone ahora que el espesor h se hace cada

vez más pequeño y tiende a cero, de modo que el polígono tiende 

a la solución buscada del problema original. Este paso al limi

te no afecta a las igualdades (1.1), por lo que Jacobo concluye 

que la solución debe ser una curva C que tenga la siguiente --

propiedad: Si ~ es el ángulo formado por la tangente y la 
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vertical en cualquier punto P de e, 
de P a la horizontal que pasa por P o 
para todos los puntos p de e, figura 

y H es la distancia vertical. 

, Sen o</"1f es constante -

( 1.5) 

X 

e 

y 

1igura (l. 5 ) 

De este modo para todo pWlto P(x,y) de la curva requerida

c, tendremos, H=y, y que Sen ot./ {ir= k , esta és.: 

SenO(=k fi (l:.2) 

donde, k es. una constante. Asf mismo, de acuerdo a la figura(l....5) 

1 ~-k2 ~ = Tan w=Cot'O(. = -- Y , 
dx k y 

elevando. al cuadrado y'= ~ , obtenemos. 
dx 

, 2 1 - 1 
y =-'2 

ky 
esto es l + y' 2 = 1 

k2y 
2 2 

pera de (1.2) k y= SenO(, , por la que la ecuación anterior toma 

la forma: 

l + y' 2 = es e 2.c (l.3) 
2 pera., y"= (-Csc o() O( , en donde 0(

1 = do<. , lo cual implica: 

2 v'' 
CSCa(= ~ - O<' • 

dx 
(l..4) 

Por ot"ra parte derivando la expresi6n (J;..2) con respecto a x -

nos da: 
I 1 ). 

(cos0<)Qc= !z', de donde~= 2Y 

~ 
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austitu,yendo. esta dltima expresión en ( J..4), tenemos que: 

2 
Cae o< = - 2yy'' 

par lo que la relación ( l.3) ae puede escribir como: 

l. + y , 2 + 2yy , , = o 

ecuación diferencial cuya solución son las ecuaciones param~tri

CEU3 de la cicloide, esto es: 

r=r ( 0 - iien0) 

y=r(l - cae~) 

donde r es el radio de la circunferencia que engendra la ciclol 

de al rodar sobre una recta fija y ~ es el ángulo central de -

dicha circunferencia, ver figura (1.1) 
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CAPITULO SEGUNDO 

2.1 Principios del Cálculo Va.riacional 

Conjunt~~ente con los problema.::; en que es necesario deter

minar los máximos y mínimos de cierta funci6n z=f(x), con fre-

cuencia surge en los problemas físicos la necesidad de hallar -

los valores r:táxirnos o mini:nos de un e;1foero especial ele ;:iaGni tu

des, llamadas funci.onales. Se llaman funcionales a la.s r.1a.gnitu

des variables cuyos valores ne úcterr:::ina.n mediante la elC;cci6n-

de una o de varias funcio:1es. Por ejemplo, la longitud L é.el -

arco de una curva plana o alabeada que une dos puntos dados por 

A(x
0
,y

0
) y B(x1,y1 ), es un funcional, ver la figura (2.1) 

y 

IB(xl'yl) 

__) y=y(x) 

A(x ,y ) 

fig. (2.1.) 
X 

la magnitud L puede calcularse si se da la ecuaci6n de la curva 

y=y(x), entonces: 

L(y(r) )= J.:~ l - (y' )
2 

dx 

El área S de cierta superficie es trunbién un funcional, -

puesto que se determina escogiendo la superficie, es decir, es

cogiendo la funci6n z(x,y) que figurá en la ecuaci6n z=z(x,y) -
de la superficie, como es sabido: 

S(z(x,y) )= dxdy 

donde D es la proyecci6n de la superficie en el plano Ox.y. 

Los momentos de inercia, las coordenadas del centro de 
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gravedad de cierta curva o superficie hornog6nea, son ta:!lbien 

funcionales, puesto que sus valores se determinan eligiendo la 

curva o la superficie, es decir, las funciones contenidas en la 

ecuaci6n de dicha curva o superficie. Bn estos ejemplos se tie

ne una dependencia que es característica para los funcionales¡

ª una funci6n escalar o vectorial le corresponde un número, ~

mientras que al dar una función z=f(x) a un número le correspO.!,! 

día otro n617lero. 

El cá.lculo ·1ariacional estudia los metódos que permiten 

hallar los valores máxir:J.os y minimos de los funcionales. Los 

problemas en que se exige investigar el máximo o el mínimo de -

un funcional, se denominan problemas variacionales. 

Muchas leyes de la Mecánica y de la Física en general se 

reducen a la afirmación de que cierto funcional debe alcanzar -

su mínimo o su máximo en el proceso considerado, En este enun -

ciado, dicha.5 leyes reciben el nombre de principios variaciona

les de la M~canica o de la Física. A dichos principios vnriaci~ 

nales, o a ous coro.larios más simples, pertenecen: el principio 

de la mínima acción, la ley de conservación de la energía, la -

ley de conservación de la cantidad de movimiento y diferentes -

principios variacionales de la Física clá.sica y de la teoría -

re l~ti vista del campo. 

hl c á.lculo variacional comenzó a desarrollarse en el siglo 

XVII 1 llegando a ser una disciplina matemá.tica independiente -

con m~todos propios de investigación. 
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2.2 Ecuaci6n de Euler. 

El problema fundamental de el cálculo de variaciones es -

determinar la función y(x) con la condición de que la integral: 

V(y(x))= r~(y(x), y'(x);x) dx 

o 

sea un extremal o sea, que tenga un valor máximo o oínimo. Kn -

donde y~(x)= dy/dx y el punto y coma de P separa a la variable

independiente x, de la variable dependiente y(x) y de su deri -

vada y'(x). Se supone que el funcional P está dado y que los 

puntos frontera de las curvas admisibles están fijos o sea: 

y(x
0

)=y
0 

e y(x
1

)=y
1 

,figura (2.2) 

y 

X 
o fig.(2.2) xl 

X 

Para que exista un extremo, la condici6n necesaria es que

la variación del funcional se anule. Supongamos que en la CU!_ 

va y=y(x) derivable dos veces, se tiene un extremo; tomemos 

cierta curva admisible y=y(x) cercana a y=y(x) e incluyamos a -

y=y(x) e y=y(x) en la familia monoparam~trica de curvas: 

y(o<., x)=y(x) +o<.( YrxJ - y(x)) 

cuando<X=O, se obtiene la curva y=y(x)¡ para O(.=l, se tiene que 

y=y(x),figura (2.3) .A la diferencia y(x) y(x) se le llama

va.riaci6n de la función y(x) y se designa por 6 y. 
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y 

y=y(x) curva admisible 

extremal 

fig. (2.3) X 

En los problemas variacionalcs la variación dY desempeña -

un papel análogo al de el incremento de la variable independie~ 

te ti x, en los problemas del estudio de los extremos de una fun 

ción f(x). 

La variación cf y= y(x) - y(x) es una función de x, esta -

función se puede derivar una o varias veces, siendo: 

(J y)'= y(x)'- y'(x)=<Íy', es decir, la derivada de la varia 

ción es igual a la variaci6n de la derivada, análogamente: 

(tfy)'~=y(x)" - y"(x)=dy" 

(cÍ y)k = y(x)k - yk(x) = d l 
De este modo, consideremos a la familia y=y(o<r x) donde

y(O( ,x}= y(x} +o<Óy; que contiene, para of..=O, la curva en la -

cuál se alcanza el extremo, y para O( =l, cierta curva admisible 

cercana, llamada curva de co~paración. 

Si consideramos a los valores de el funcional V(y(x)), ·~ 

donde: 

V (y (X) ) = J:l F (y (o( 1 X) 1 y' ( o( 1 X) i X) dx 

o 
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aólo en las curvas de la familia y=y(o<.,x) el funcional se trans 

forma en una función deol..; o sea V(y(o<.,x))=f(oc) ya que el -

valor del parámetroo<.determina una curva de ls. familia y=y(o(. ,x) 

determinando tambi6n con esto el valor del funcional V(y(o<,x)) 

esta funci6n 'i> ( «) tiene un extremo en cX.=O puesto que para dicho 

valor se tiene y=y(x), teniendo el funcional, por hipótesis, un

extremo con respecto a cualquier curva cercana admisible y, en -

particular, con respecto a las curvas cercanas de la familia: 

y=y(O( ,x) 

La condición necesaria para que la función 'f { ol.) tenga un

extremo en o<.=O, como es sabido, es la anulación de su primera -

de;:t;¡ p:a o< =O, o aea: 
«=O 

~~:)= J:l F(y(o< ,x), y'(<>< ,x);x) dx 

o 

e:~~:; = L_ (1 F(y(c(,x), 

o OC. ()Oi. Jx 
y'(ol.. ,x) ;x) dx. 

o 

Como los limites de integraci6n son fijos la derivación afectar! 

linicamente al integrando; por lo tanto: 

o 'f (o(>=, ~xl(~ U + -2..1. U') a.x 
aoe élY a« -ay'aot. 

o 

haciendo el e iguiente cambio de notación: 

tenemos que: 

<> F 
= o y' 

Q_jj~)::: )xl(F ~ + 
o()(. X y é)CX 

o 

P ~v')dx 
y'~ 

'é?I O(, 
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Puesto que1 

ay(ol'.,x) _ 1._(y(x) +o( Ó(y)) 
~ O(. - 'ao<. 

= y , 
-;u'(o<. ,x) _ _L( y'(x) + « .5 (y)) 
'30(.. - aoc.. 

= by' 

F ch + F , J y') dx y y 

0 'f (0<.) _ }xl (F (y{x),y'(x)pc) J y + P ,{y{x),y'(x);x) ~y') dx 
~O(., - y y 

X 
o 

como ya hemos visto, ~ 't_< o<. }I se llama la variación del ---· 
o(=O 

funcional, y se denota por cS V. La condición necesaria para que -

el funcional V(y(x)) tenga un extremo, consiste en la anulaci6n -

de su variación Ó Y=O. Para el funcional: 

V(y(x)) ::. ):\(y,y';x) dx 

o 

está condici6n tiene la forma: 

(Xl (P 6 '1 + p , J y' )dx=O ; Jx Y Y 
o. 

integrando el segundo sumando por partes, y tomando en cuenta que: 

Jy'=(Óy)', obtenemos: 

J V=(Fy, J y):l + (:l {P' - d F , >h dx 
<l· )o y di'Y 

pero 

=y(x ) - y(x ) =O o· o· 
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y 

J '"i =y{xl) - y{xl) =O 
x=x l. 
En virtud de que todas las curva.a admisibles en el. problema 

simple considerado, pasan por los puntos frontera fijos; por lo 

tanto: 

d V= (xl (F - d F , ) d y 
Jx Y dx Y 

o 

dx 

de este modo, la condici6n necesaria de extremo toma la forma: 

l ~ {P - d P , ) J y dx=O 
y - y 

X d.x 
o 

donde el. primer factor Py - d 
dx 

J:i' , 
y 

ea una función continua dada 

en la curva y=y(x) que realiza el extremo, y el segundo factor! y 

debido a la arbitrariedad en la elección de la curva de cornpara-

ci6n y=y{x) es una funci6n arbitraria que satisface 0610 ciertas

condiciones muy generales. Más exactamente,. la funci6n J y se ~:!! 
la en los puntos frontera x=x

0 
y x=x1 , es continua y derivable -

una o varias veces, y o bi~n J y y tly'son pequeños en valor ab

soluto. Para simplificar la condici6n de extremo se aplicara el -

siguiente lema. 
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Lema fundamental del cúlculo de variaciones. 

Si para cada funci6n continu8: ~ (x) se tiene: 

J:' ili (x) 1 (x)dx-O 

o 

siendo~ ( x) una función continua en el intervalo tx
0 

,x
1
) , ento!! 

ces ~ (x)=O en dicho intervalo. Para la demostraci6n de este le

ma ver la referencia (8). 

Apliquemos ahora el lema fundamental para simplificar la --

condici6n 

J>" 1 o 

necesaria de extremo 

- d F , ) J y dx=O 
dX y 

obtenida anteriormente. 

toda.a las condiciones del lema se cumplen; en la curva que reall 

za el extremo, el factor ( F - d F ,) es una funci6n continua -
y di y 

y la variaci6n Ó y es una funci6n arbitraria a la cuál se han --

impuesto sólo limitaciones de carácter general, ya previstas en

el lema fundamental; por lo tanto: 

Fy - d F , =O dX y 

en la curva y=y(x) que realiza el extremo del funcional consi

derado, es decir, y=y(x) es soluci6n de la ecuación diferencial 

de segundo ordens 

Fy - d F ,:::O di y 

o bien en forma desarrollada: 

F --F -F y'- P,,y''=O 
Y xy' yy' YY 

Jsta ecuación se denomina ecuación de Euler y fue publicada-

por primera vez por él en 1744). Las curvas integrales de la 

ecuación de Euler y=y(x,c1 ,c2) se llaman extremales, sólo en las 



20 

extremalea puede alcanzarse un extremo del funcional: 

l
xl 

V(y(x) )= x F(y(x), y'{x) ¡x) dx 

o 



21 

2.3 Campo gravitatorio en el interior de una enfera homogénea. 

Como una aplicación en la física de los principios varia -

cionales, resolveremos el problema de encontrar la trayectoria

de tiempo mínimo para una particula, que viaje por dentro de la 

~ierra a travén de un t6nel, nuponiendo que la tierra en compl~ 

tamente esférica, de densidad constante y que no existe frie ~ 

ción. 

Primeramente se calcular~ la fuerza gravitatoria que se -

ejerce sobre un objeto situado en el interior de la Tierra como 

si esta fuera una esfera uniforme. Haciendo referencia a la -

figura(2.4) 1 consideremos una esfera uniforrae de radio R con un 

punto P situado a una distDncia r del centro. 

Figura (2.4) 

Por el principio de superposición, la fuerza que se ejerce 

sobre P (masa m) puede considerarse cono la suma de las fuerzas 

ejercidas por la capa esférica entre los radios r y R, y la --

ejercida por la esfera de radio r. La primera contribución es -

nula, este resultado se puede obtener de la si[it!iente forma. -

Para calcular la fuerza que se éJerce sobre P podemos dividir -
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la capa esférica entre r ~· :i fieu.ral 2.4) en elementos a.m1 y dm
2 

hayando que la fuerza resultante debida a cada uno de dichos --
2 2 pares eo nula ya que dr.\/r 1 = d.m/r 2 , l el área de la superfi--

cie de la capa correspondiente a un ángulo s6lido elemental dí\.~ 

es proporcional a ri>· La contribuci6n de la seGUllda. no es mó.s

que Gm m/r2, donde m es la mana de la esfera de radio r. La --
r r 

3 masa Id de la esfera de radio R ser6. M=l4/3 DR )p , y la de la-

esfera de radio r es la exp~esi6n dada por la siguiente ecua -

ci6n, mr=(4/3 T!r3)p • A través de estas dos ecuaciones encon -

tramos que la relación entre mr y M es: 

- 3 m -(r/R) 11. r (2.1) 

1odemos encontrar la fuerza que se ejerce sobre P usando la ley 

de la gravi taci6n de Uel'lton, o sea: 
P= Gmrm 

7 
(2.2) 

sustituyendo (2.1) en (2.2) tenemos que: 

P= GMm r 
- a3 

(2.3) 

de esta expresión encontrru;¡os que la fuerza que se ejerce sobre 

m es de tipo central y es directamente proporcional a la distng 

cia que hay del cuerpo al centro de la Tierra. Su valor máximo

lo alcanza en la superficie de la esfera cuando r=R y este es,-
2 l= - GMm/R • Cuando r se hace mayor que R, la fuerza que se -~ 

ejerce sobre m disminuye, siendo proporcional a l/r2• Por lo -

que respecta a su dirección y a su dependencia con la distancia 

la fuerza en el interior de la Tierra es análo~a a la fuerza -

del tipo de un resorte, po~qué act~a co~o fuerza restauradora,

proporcional aJ. desplazamiento r de su posición de equilibrio.

Si en la ecuaci6n (2.3) sustituimos G= gR
2/M donde M y R son la 

masa y el radio de la Tierra, entonces (2.3) se tr·o.nsforma en: 

F= - ~ r ~.".4) 
R 
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Di:: l'.l ecuación l2.4) podrJmos deuucir que el raovi:.'.iicnto de cual

'!Uier ;:>articula que se mueva en el interior de la Tierra, ~erá.

'.'.r1.1611ico cir'.l!Jle y en un plano, ~unquc la !)urticula :.ie dueva en 

el econcio, debido a que la fuerza ec central. 

F 

r 
o 

cuadrado 

/1 
Fig. ( 2.5), variación de F para una esfera homogénea sólida. 

La energía potencial asociada a la fuerza cuya ecuación 

es: F- - ~ r· se encuentra integrando esta ecuación en el in -- B. ' 
tervalo de O a r, o sea: 

E= -f~ r dr P n 
o 

después de efectuar la inteeración, encontranos el siguiente 

rocultado: 
2 

E = .! mg .!: ( 2 • 5 ) 
p 2 R 
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2.4 Trayectoria braquist6crona. 

Ahora estamos ya en posibilidad de encontrar la trayectoria 

braquistócrona, o de tiempo minimo, para una partícula que viaje 

por dentro de la Tierra, suponiendo que ésta es completamente -

ed'érica, de densidad constante,que esta en reposo y que no exi,!! 

t,(, fricción. 

SuponGamos que la particula parte del punto A, ver figura-

( 2. 6), y se traslada hasta el punto B. A través del cálculo va-

riQcional, vamos a encontrar la trayectoria que nos de el menor

tiempo, para ir del punto A al punto B. En el punto A, la partí

cula parte desde el reposo, en la superficie r=R solo tiene eno! 

cía potencial, cuya expreBión la podemos encontrar usan,do la -

ecuación (2.5), esta es: 

E = l mg R. 
p 2 

(2.6) 

En cualquier otro punto dentro de la Tierra existe una combina-

ción de energía cinética y de energía potencial, sus correspon -

dientes 

E = 1 mg 
p -

2 

y 

ecuac_iones 
r2 
R 

E = 1 mv
2 

c 2 

son: 

(2.7) 

(2.8) 

la suma de estas dos ecuaciones nos lleva a la siguiente igual--

dad: 

E= 1 mv
2 + 1 mg r.2 

2 2 R 
(2.9) 

r:uc representa la energía total de la partícula. Esta energía es 

:iiempre positiva, y es una primera integral del movimiento. 

Por el principio de la conservación de la energía, tenemos~ 

que: 

E= ]; mg R 
2 

(2.10) 
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y 

r - o mín. - í 
G 

Figura (2.6.) 

X 

La figura(2.7) muestra la gráfica de la energía potencial,

representada por una parábola. Como el movimiento de la parti 

cula va a ser oscilatorio, los límites de la oscilación van a 

estar determina.dos por las intersecciones de la energía total E, 

con la curva de energía potencial. Estos límites de oscilación 

se encuentran a distancias iguales + R del orieen O; en cuales -

quier punto r la energía cinética E
0 

está dada por la distancia.

entre la curva E y la linea E, si r) R la energía cinética es -
p 

menor que cero, lo cual es imposible, por lo tanto las distnn -

cia.s permitidas estarán en el intervalo -R$ r ~R. 



E = 1 mgx:
2! 

P 2 R" ¡ 

-R 

1 

1 

o 
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E (r) 
p 

fig.(2.7) 

R r 

Usando la.a ecuaciones (2.9) y (2.10), por el principio de -

conservación de la energía, tenemos la siguiente igualdad: 
2 2 

]: mg R= l mv + 1. rng !:. (2.ll) 
2 2 2 R 

do:f!dan~o2la vel.cidad, 

v=~RR - r 

su expresión es: 

(2.12) 

de esta expresión podemos encontrar el tiempo que se realiza ~ 

para ir de el punto A a el punto B, encontrandose los dos aobre

la superficie terrestre, fig.(2.6hla expresión para el tiempo ~ 

que se efectua es: 

r + .(~) 
dQ dQ. (2.13) 

La ecuación (2.13) es la expresión que deseamos sea mínimo. 
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Como {R/g)1/ 2es una constante que no afecta a la ecuación final

podemoe admitir que el funcional es el integrando de la expre -

si6n (2.13).Este funcional depende de r y de dr/dQ 1 la ecuación -

de Euler con estas dos dependencias se transforma en: 

F - y'P ,= <!"" 
y 

donde y'= dr/d9 

( 2.14) 

P= r 2 
+ {dr/d9} 2 

y cr es una constante que -

R2 - r2 

para simplificar los cálculos se escoge como: 

c 
cr = d 2 2 , donde c es una constante cuyo dominio es O~ e<. R. 

~ R - c 

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (2.14) y despejan-

do. dr/d9 e integrando, tenemos que: 

dr ( 2 .15) 
R 2 2 r - e r 

Q= .!:; J R2 - r2 

haciendo r 2= a2cos 2'1' + c2sen2't' para evaluar esta integral., --

encontramos que: 

Q= i 't' - Arctan ( i tan '( ) (2.16) 

tomando la tangente a ambos miembros de la ecuación {2.16) y -

desarrollando la tangente del segundo miembro haciendo: 

n-c=2b 

TanQ=y/x 

y 

~=~ 
R 

encontramos que, x e y son iguales a las siguientes expresiones: 

x(~)=(R-b)cos~ + bcos{~)~ 
b 

y(~)=(R-h)sen~ - bsen(R-b)~ 
b 

(2.17) 

{ 2.18) 
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Las ecuaciones (2.17) y (2.18) oon la¡; ecuaciones parfunetri 

Ca:> de una hipocicloide, ¡ior lo tanto la trnyectoria de tiempo -

mínimo es una hipocicloide generada por W1 círculo de radio igu

al a 1 (R - e), que rueda con una velocidad constante dentro de-
2 

un circulo fijo de radio R. Estas ecuaciones muestran que el 

movimiento de la partícula ser~ en un plano, esto es debido a -

que la fuerza a la que esta sujeta es de tipo central. 
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2.5 Tiempo de recorrido. 

Ya hemos encontrado que la trayectoria de tiempo mínimo es 

la hipocicloide, ahora encontraremos una expresión general para 

el tiempo de recorrido de la partícula, cuando esta se mueva -

por la trayectoria braL¡uistócrona. 

De la expresi6n (2.15) podemos encontrar d.r/dG, está es -

igual a: 

dr Rr 
dQ = c 

( 2 .19) 

la constante c puede ser evaluada usando el hecho de que: 

~=o 
d9 para r .1 = p ro.in 

ver fig.(2.6) 

por lo tanto c tiene un valor de: 

c= f> 
sustituyendo el valor de c en la ecuación (2.19), esta se trans 

forma en: 

dr Rr .-~2 
dé°= p ~R2 ~ ~¿ 

sustituyendo dr/dQ en: 

dr ( 2.20) 

después de reducir términos, encontramos la siguiente expresión 

para el tiempo de recorrido: 

t= 2 ~ f~.,....R-2 ___ r_2 ..... r;..;;~r-r r-2-_-p"""'2-

al evaluar e&ta integral encontramos el siguiente resultado: 

t=I'I ,r;2:7 
~-¡rg 

(2.21) 
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entá ecuaci6n , da el tiempo total de recorrido entre dos 

puntos que se encuentren sobre la superficie de la Tierra, si 

se esta viajando a trav6s de la curva braquis~ócrona,o sea la 

hipocicloide. Esta expresi6n éota en funci6n ie R que es el 

radio de la tierra, de la aceleraci6n g debida a la gravedad y 

de p que es la mínima di::itancia que hay del centro de la Tie-

rra a la curva braquist6crona. 
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2.6 La aatroide como un caso particular de hipocicloide. 

Ya hemos de~oatrado que la trayectoria de tiempo mínimo -

es la hipocicloide cuyas ecuaciones pará:netricas son: 

x(,0)=(R-b)Cos,0 + bCos(.!1....::._B).0 
b 

y(%)=(R-b)Sen% bSen(!! .... .=_E)~ 
b 

( 2. 22) 

( 2. 23) 

donde H es el radio del circulo fijo y b es el radio del circu 

lo que rueda en la parte interna del circulo fijo. Si la ra.z6n 

de los radios de las circunferencias que intervienen en la .... -

generaci6n de la hipocicloide es W1 nÚ!:lero irracional, la cur

va encuentra a b. circunferencia del circulo fijo en una infi

nidad de pwüos y nu."ca se cierra, y si es un nwnero racional

la hipocicloide se cierra deuput1::; de que el círculo m6vil ha-

girado un número entero de veces. Tor:ia.nC.o esto en oonsidera -

ci6n para el análisis de la:'! propiedades cinemáticas de la --

hipocicloide, tomaremos el caso particular en donde: 

b=R/4 

sustituyendo este radio en las ecuaciones (2.22) y (2.23), - -

estaa se transforman en: 

X= t (Jeas- + cos3~) 
R 

y= ¡ (3sen.0 - sen3~) 

( 2. 24) 

( 2. 25) 

para simplificar a las ecuaciones anteriores usaremos las si -

guientes identidades trigon6metricas: 

cos3~=4cos 3~ )coa~ 
sen3~=]sen,0 - 4sen3% 
así encontrru:ios que: 

x(,0}=Rcoa3_0 

y(.0}=Rsen3~ 
las ecuaciones (2.26) y (2.27), 

.\' 

(2.26) 

(2.27) 

representan un caso parti -
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cular de hipocicloide, esta ea conocida como astroido; su grá
fica oe muestra en la figura (2.8). 

y 

b=R/4 

X 

figura(2.8) 

En la sección (2.6) encontramos una ecuación general , --

'que da el tiempo total de. recorrido para una partícula que vi.§! 

je de un punto a otro de la superficie de la Ti.erra, viajando

dentro de ella a trav~s de la curva de tiempo mínimo, eata---

ecuaci6n es: 

t==Il ~ R
2 

- p2 

Rg 
(2. 28) 

donde pes la profundidad de la curva, midiéndose esta profund! 

dad del centro de la Tierra a la curva. Para encontrar el va-

lor de p en la astroide, procederemos de la siguiente forma.: 

tomaremos una cuarta parte de la curva, que corresponde a un 

arco de la Tierra de 10005.973 km. figu.ra(2.9); esta porción 

de curva es sim~trica con respecto a su punto medio, que se -

encuentra a un ángulo de 45º, siendo además este punto, el que 

se encuentra a la mínima distancia del centro de la Tierra a -

la curva. 
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y 

X 

figura( 2. 9) 
para encontrar las coordenadas del punto medio usaremos las --

ecuaciones (2.26) y (2.27): 

x(~)=Rcos3)!1 
y(~)=Rsen3ra 
como ~=45°, sustituyendo este valor en las ecuaciones anterio-

res, se encuentra que: 

R ( 2.29) 

y= -2-~-2. (2 .30) 

por lo tanto las coordenada.a del punto medio serán (R/2~,~/2{2) 

ver figura (2.10). 

figura(2.10) 
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para encontrar la profundidad p de la curva, usaremos el teor! 

ma de pi tágoras: 

p = ~ ( 2 .~ 2 1) 2 + 

e.fectuando los pasos algebraicos, se encuentra que: 

p .. ~ (2.31) 

sustituyendo el valor de p en la ecuación (2.28), llegamos al

siguiente resultado: 

t= TI ~.."lli 2 g 
(2.32) 

sustituyendO los valores del radio de la Tierra y de la acele

raci6n de la gravedad, el tiempo en minutos es: 

t=36.558 

que es el tiempo total que efectuaría una partícula en su reco

rrido por un cuarto de longitud de astroide. 
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2.7 Ecuación de movimiento de la partícula que se mueve por la 

astroide. 

A partir de las ecuaciones (2.7),(2.8),(2.26) y (2.27} -

encontraremos la ecuaci6n de movimiento para la part!cula que

viaja por la curva conocida como astroide, siendo esta un caso 

particular de la hipocicloide, que es la curva de tiempo míni

mo. La ecuación de mo·;i!nionto la deduciremos a partir de las -

ecuaciones de EuJ,.er-Lagrange. 

Segón la ecuaci6n (2.8) la energía cinética de la part!c~ 

la es: 
1 ( ... 2 yº2) T= 2 m A. + 

usando las ecuaciones (2.26) y (2.27) para calcular las deriv~ 

das x y y, después de sustituir las expresiones de las. deriva

das, encontramos que: 
.. q 2 2 2 •2 
~ mR coa ~sen ~ % 

Tomando como origen del sistema.de referencia, desde el -

cuál se está midiendo la energía potencial, al centro de la Tie 

rra, la expresi6n para dicha energía es: 

E = :1 mg r 2 

p 2 ñ 
sustituyendo en esta ecuación las expresiones (2.26) y (2.27)

es.ta: se trana.forma en: 

E = 1. mgR(sen6~ + cos 6~) 
p 2 

la correspondiente 1.agrangiana, :para estas energías cinética y 

potencial esa 

L= ~ R2 m cas 2~ sen2~ ~2 
2 

- 1 mgR{sen6~ + cos 6~) 
2 

la ecuaci~n de Euler-Lagrange, para esta lagrangiana, es: 

d~ 
dt \5jl (2.33) 



cionde: 

'2> L 9 R 
2
msen40 ~2 -

é) 0 == 4 
y 

2 2 • 
t> L == ~ mI1 sen 20 yJ 
o,j 4 
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} m~1sen4~ 
4 

sus ti tuycndo estas ecuc:.ciones en ( 2..33) ::;e encuentra la sigui 

ente euua.ci6n diferencial: 
.. .2 

]: scn20 }1 + 
2 

co::;2~ <O - _Ji cos2~ =:oO 
3Il 

que e~; le. ecuaci6n de rno·1imicnto µara 1a partícula quo se mue 

ve por ü: cueva de ticr.1po 1;i!nimo. Para obtener un::! c::.presi621-

mó.~1 ~H'ncill~"' haremos la siguiente sustituci6n: 

h::eicndo esto, la ecu.'.1ci6n de r.10vimicnto se transforma en: 

i:; u :::O 
3R 

esta ecu:::ci6n nos muestra que la par·~:!cula. o::;ciln.rá coa un CE, 

v imicnto arm5nico sim¡ilc y con una frecuencia c.:.1c,ular total -

icual a: 

\"/~~~ 
y con un periodo: 

p::: 2II ~ 3R 4g 

A po.rtir de la expresi6n para el período, se deduce 1.lll -

resultado a_ue ya conocemos, es el tiempo qi..~e necesita la p:::.r

ticula para ir de un punto a otro de la T ierr::., cu2.nclo vi¡;_j :::

a trav~s de la curva braquist6crona, este tiempo es la mitad

del periodo o sea: 

T==P/2 

de donde: 
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T= nf¡: 
La soluci6n de la ecuaci6n de !llovimiento, es una combina

ci6n lineal de las funciones seno y coseno, de la siguiente ~ 

forma: 

u(t)= c1senJ1f t + c2 cos~ t 

pero. u= os2~, por lo tanto: 

ao2~= c1sen ~ t + c2 cos {f[ t 

para transformar esta ecuaci6n a coordenadas cartesianas, hare 

~os uso de las siguientes identidades trigon6metricas: 

cos2.0'= 1 - 2sen2~ 
y 

coa2~= 2Coa 2~ - 1 

y de las ecuaciones parámetricas de la trayectoria: 

x=Rcos 3.0' 
y=Rsen30' 

haciendo uso de las identidades trigon6metricas, llegamos a laa 

siguientes igualdades: 

sen
2

,0'= ~ (1 - c1 sen~* t 

cos
2ri= ~ (l + c1t1enJ1f t 

empleando a las ecuaciones parrunetricas de la trayectoria, las 

anteriores identidades se transforman en: 

(y/a) 2
/3= ~ ( l - c1 senJ1f t - c2 coa~ t 

(x/R)
2

/
3= ~ ( 1 + c1aen~~ t + c2 coa ~1f t ) 

(2.)4) 

(2.JS) 

para evaluar a las constantes c1 y c2 , empleamos las siguientes 

condiciones iniciales: 

r(O)=R y ~{O) = O 
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que noe. llevaron a los siguientes resultados: 

c1=0 y c2=l (2.36) 

sustituyendo estos valores en las ecuaciones {2.34) 7 (2.35)
y después de usar algunas identidades trigon6metricas, llega

mos finalmente a las siguientes ecuaciones: 

x( t )=Rcos 3. ¡-;- t 

l3R 
(2.)7) 

y:( t )=R sen 3. r;- t 

Da 
(2. 38) 

estas ecuaciones parámetricas. dan. la pasici6n de la parti 

cula en funci6n del tiempo, cuando esta viaja por la trayect2 

ria braquist6crona. 
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2.8 Longitud total de la trayectoria. 

Nuestro an6.lisis cinemático de la particula que viaja por 

un cuarto de astroide, comenzar~ con el c6.lculo de la distan~ 

cia que recorre la partícula en cada instante de tiempo. Pode

mos calcular la distancia recorrida usando la siguiente --

expresi6~ ya conocida del cálculo integral; 

d= J~l + (dy/ctx)
2 

dx • { 2, 39) 

Derivando a las ecuaciones (2.37) y (2,38) con respecto a t y-

sustituyendo los resultados en la ecuaci6n (2.39) se tiene que: 

d= 1ª ~ g 2 3R {2.40) J sen 2J 3: t dt 

efectuando la integraci6n indefinida y usando la condici6n 

inicial d=O cuando t=O, llegamos al. siguiente resultado: 

d= _ ,l!i 
4 

cos 2J3: t + 
3R 
4 (2.41) 

el tiempo total que realiza la partic.ula en. su recorrido es de: 

t= ~ ~ 
por lo tanto la ecuaci6n (2.41) nos da la distancia total que

cubre la partícula durante este tiempo, esta es: 

d= ~ R 

sustituyendo el valor del radio de la Tierra, que ea de 6370km 

la distancia total en km, que recorre la partícula es: 

d=9555 km. {2.42) 
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2.9 Velocidad y aceleración de la'particula que viaja por la 
astroide. 

Usando la conservación de la energía, encontraJ11os a la -

ecuación (2.12), que nos da una expresión para la velocidad -

que adquiere una 11articula que viaje dentro de la Tierra, es

ta es: 

2 r (2.43) 

sustituyendo en esta ecuación las expresiones (2.37) y (2.38) 

se encuentra que: 

V= ~3gR sen2 ~~ t 
2 3R 

(2.44) 

A partir de esta ecuación es muy sen~iJ.lo encontrar la acele~ 

ración tangencial a la que estará sujeta la pá:rticula, Sabe-

mos que la aceleración tangencial se encuentra por medio de -

la expresión: 

ªt= ~. 
dt ' 

derivando a la ecuación (2.44) con respe~to a t, encontramos

el siguiente resultado: 

ªt: g cos 2~ (2.45) 

Para. encontrar :La aceleración normal o centrípeta usaremos la 

siguiente ecuación: 
2 a,¡= y 

R c 
(2.46) 

~onde v es la velocidad de la particuJ.a ec.(2.43) y R es ele 
radio de curvatura de la trayectoria, la expresión para R en 

e 
coordenadas cartesianas es: 

R c: ~,__+_.._d __ d.x_....) ~ 3/2 

d2y 

dx2 

(2.47) 
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A partir do laa ecuaciones (2.J7) y (2.J8) ea muy senci -

llo encontrar la ecuación cartesiana de la astroide, efectuan

do algunos pasos algebraicoa se encuentra que esta es: 
x2/3 + 12/3 = R2/J (2.48) 
Su forma explicita os: 

-( R2/3 2/))J/2 Y- - X (2.49) 
de donde la primera y segunda derivadas con respecto a x son: 

~ _ (R2/3 _ x2/3)1/2 
cbt xl/3 

(2.50) 

y 

d2y: _ R2/J (2.51) 

dx2 - 3x4/J ~Rz/3 - x2/3 
Sustituyendo las ecuaciones (2.50) y (2.51) en (2.47) obtenemos 

el siguiente resultado: 
Re= 3Rl/3 xl/3 ~,_R_2_/_3 ___ x_2_/_3 

(2.52) 

Usnndo este resultado, junto con la ecuación (2.43), la expre-

si6n (2.46) toma la siguiente forma: 

- g ( R2 - r2) 
'1t - R 3RÍ/J xl/J ~ R2/J - x2/3 

~amn r 2= x 2 + y 2, usando la ec. (2.49) se transforma en: 

r2= R2 _ 3R4/3 ~2/J + JR2/3 x4/3 

(2.53) 

sustituyendo este resultado en la ec.(2.53), esta se transfor-

ma en: 

~= _e._ xl/3 ~R2/3 _ x2/3 
R2/3 

(2.54) 

Pondremos esta ecuación en función del tiempo usando la ecuaci 

6n (2.J?); haciendo esto el resultado final es: 

ªH = ~ sen 2 ~ g/JR t 
2 

(2.55) 
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A partir de ln.n ecuaciones para la eceleraci6n ccntripetn 

y la aceleración ·tangencial, podemos encontrar la aceleración -

total a la que estará sujeta la particula, cuando esta viaje 

por la astroide. La aceleración total se encuentra por medio de 

la siguiente ecuación: 

(2.56) 

sustituyendo aqui las ecuaciones (2.45) y (2.55), la aceleraci

6n total es dada por el siguiente resultado: 

a; g ~ sen6~ 3~ t + 6~_,K_ cos )R t {2.57) 

En resumen, hemos encontrado las siguientes ecuaciones -

que proporcionan toda la información acerca del movimiento de -

una particula que se mueva por la parte de la -astroide que se 

encuentra en el primer cuadrante. 

t= !! ~~3R 
2 g 

cos ~~ t + 3R 

sen~ !g t 3R w. t 

+ 

(2.59) 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

coa 6~J t (2.63) 



43 
La información que nos da la ecuaci6n (2.60) acerca de 

la variación de la velocidad es la siguiente; en el punto de ~ 

partida donde t=O, la p~u·tícula se encuentra sobre la superfi~ 

cie de la Tierra con una velocidad nula; que corresponde a su -

velocidad mínima, a p;irtir de este punto la velocidad aUI!lenta -

conforme transcurre el tiempo; lJ.egando a tener un valor má.xü10 

de 24632.919 lan/hr, en un tiem~o de 18.279 minutos, a pa.rtir de 

este tiempo su magni"!;ud empieza a decrecer, hasta llegar a ce1·0 

en un tiempo de 36.558 minutos, en este tiempo la partícula ha 

recorrido una distancia de 9555 km ; o sea la totalidad de su 

trayectoria AB, figura(2.ll) 

... 4.:~-..,_vmáx=24632.919Km/hr 

t=l8.279min 
B X vmin=O, t=36.558min 

figura(2.ll) 

El análisis de la aceleración normal y tangencial, a la 

que estara sujeta la partícula durante toda su trayectoria, se-
-basara en las ecuaciones {2.61) y (2.62) , En el punto de--· 

partida cuando t=O, la aceleración tangencial toma su valor -

máximo que es de 9.Bm/s 2 ; y la aceleraci6n centrípeta tiene 

un valor mínimo igual a cero, la aceleración tangencial y cen 

tripeta adquieren un mismo valor cuando a transcurrido un tiem-
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po de 12.8837 minutos y lo vuelven adquirir en un tiempo de - -

23.674553 minutos, en el primer tiempo a.tnbas aceleraciones for

món un fulgulo de 45 ° y en el secundo un ángulo de 135°. En un -

tiempo de 18 .279 minuto~ la partícula alcanza el punto medio de 

la trayectoria con una aceleraci6n tonr,encial mínima igual a 

cero y la acel0raci6n centrípeta adquiere su valor máximo que -
2 

es de 4 .9m/s , o u ea la rni tad de la aceleraei6n de la grave -

dad¡ en este punto la aceleraci6n centrípeta :¡ tnngcncial son -

mutuamente perpendiculares. A partir del punto medio de la tra

yectoria, la aceleraci6n tm1gencial empieza a aumentar hasta -

llegar al valor de 9, 8m/s 2 encontrándose nuevamente la par -

tícula en la superficie de la Tierra, y contrarirunente la ace -

leraci6n centrípeta empieza a disminuir hasta lzegar a cero - -

cuando la partícula se encuentra sobre la superficie terrestre, 

figura(2.12) 

y 

figura(2.12) 



45 
Los datoa aportados por las ecuaciones (2.59) - (2.63) se 

encuentran resumidos en las tablas 1-4 y sus correspondientes

grtliicaa estan numerada.a del 1-4 



tiempo 
(minutoa} 

o 
l 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
u 
l.5 
J.ó 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
3l. 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 

46 

fA13LA I 

distancia recorrida 
(Kil6metros) 

o 
17.6 
10.3 

157.8 
279.4 
434.2 
621.0 
838.6 

1085.1 
1359.0 
1658.0 
1980.l 
2322.8 
2683.7 
3060.0 
3448.9 
3847.7 
4253.4 
4662.9 
5073.2 
5481.4 
5884.3 
6279.1 
6662.9 
7032.7 
7385 .8 
7719.7 
8031.9 
8320.l 
8582.l 
8816.l 
9020.3 
9193.1 
9333.3 
9440.0 
9512.2 
9549.5 
9551 .. 5 
9518.3 
9450.2 
9347.5 
9211.2 
9042.l 
8841..5 
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tiempo 
(minutoe) 

o 
l 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 

J_Q 

11. 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21. 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 

48 
TABLA 2 

rapidez 
(km/hr) 

o 
2114.1 
4212.7 
6280.2 
8301.4 

10261. 3 
12145.4 
13939.9 
15631.6 
17207.9 
18657.l 
19968.7 
21133.0 
22141.2 
22986.l 
23661.3 
24161.9 
24484.2 
24625.8 
24585.6 
24364.0 
23962.6 
23384.4 
22633.6 
21715.7 
20637.6 
19407.l 
18033.5 
16526.7 
14898.o 
13159.3 
11323.6 
9404.2 
7415.5 
5372.0 
3288.9 
1181.5 

934.6 
3043.8 
5130,5 
7179.4 
9175,3 

11103.5 
12949.8 



X (Km,'hr) 
2!1000 

20000 

10000 

10000 
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tiem90 
(minutos) 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 

50 

'X/'.3LA 3 

Aceleración to.necncial 
(m/seg2) 

9.80 
9.76 
9.65 
9.47 
9.22 
3.90 
8.52 
8,07 
7,57 
7,01 
6.)9 
5. 73 
5.03 
4.29 
J.52 
2.72 
1.90 
1.07 
0.23 

-0.60 
-1.44 
-2.27 
-3.08 
-J.86 
-4.62 
-5 .35 
-6.03 
-6.67 
-7.26 
-7.80 
-8.28 
-8.70 
-9.05 
-9.34 
-9.56 
-9.71 
-9.78 
-9.79 
-9.72 
-9.58 
-9.J7 
-9.09 
-8.74 
-8.33 

Aceleraci6n contrínota 
( in6seg2) -

0.42 
0,83 
J..24 
1.65 
2.04 
2.41 
2.77 
3.10 
3,42 
3,71_ 
3,97 
4.20 
4,40 
4,57 
4,70 
4,80 
4,87 
4.89 
4,89 
4.84 
4,76 
4.65 
4,50 
4.)1 
4.10 
3.86 
3.58 
3.28 
2.96 
2.61 
2.25 
1.87 
l.47 
1.06 
o.65 
0.23 

... 0.18 
-0.60 
-1.02 
-1.42 
-l.82 
-2.20 
-2,57 



_, 

-2 

-3 

-4 

-S 

..¡; 

-7 

-· 
.9 

-1 

51 

GRAFICA 3 

3 6 9 12 l!S 18 21 24 21 30 



ªT (111/H9.2) 

10 

9 

8 

7 

6 

!5 

.. 
3 

2 

o 

. ..¡ 

-2 

-3 

-4 

-!5 

-6 

-7 

-8 

-9 

-iO 

3 6 

52 

GRAFICA 4 

g 12 30 33 36 39 42 4!5 48 !51 t(min.) 



tiempo 
(minutos) 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 

53 

TABLA 4 

Aceleración total 
(m/seg2) 

9.80 
9.77 
9.69 
9.55 
9. 37 
9.14 
8.86 
8.54 
8.18 
7.80 
7.J9 
6.97 
6.55 
6.15 
5,77 
5.43 
5,17 
4.98 
4.90 
4.92 
5.05 
5.21 
5.57 
5.93 
6.32 
6.74 
7.16 
7 .57 
7.97 
8.34 
8.68 
8.98 
9.24 
9.46 
9.62 
9.73 
9.79 
9.79 
9.74 
9.63 
9.48 
9,27 
9.02 
8,72 
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6 

2 
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2.10 Curva de energía potencial para la astroide. 

Como lan fuerzas que se ~jercen sobre la partícula son-

con:iervativas, se puede introducir el concepto de energía po-

tencial y formular el principio de conservación de la energia

mecánica total, que es una constante de movimiento. El movi -

miento se puede describir cciHencional:nente y en forr:ia vivida

mediante diagramas encrgét1c:os, o. partir' de los cuales se pue

den observar las curacteríscicas generales del movimiento. 

Como la ftmci6n encrg!a potencial E tiene solamente un-
P 

minimo en r=R/2, en la parte de la aatroide que analizamos, ~ 

escogeremos como origen de ~oordenadas, la posici6n del mínimo 

de la energía potencial y tomaremos este mínimo, de energia -

como cero. Tomando esto en consideración ae obtuvo la siguien-

te gráfica. RP(r) 

1 
E= 2 mgR 

r 

figura.( 2 .13) 

A partir de la figura (2,13) se puede observar que la energia

potencial tiene un máximo en la superficie de la Tierra, o sea 

cuando r=R. En este punto su enereía cinética es mínima e igu

al a cero, conforme la pa:tícula se va adentrando en la Tierra 
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uu r;riergia potencial va tlis:.'.linuyendo hasta llegar a su valor -

minimo que se encuentra en r=R/2, que conforme a lo ya estable 

cido se tomo como el origen de coordenadas. Por el hecho de ~ 

ser un mínimo, se trata de un punto de equilibrio estable, dog 

de la partícula tendra un :'iovirniento armónico simple alrededor 

de este pwito, donde la f1.1erza tFmgencial CfJ cero. En r==R/2 la 

ener¡;;ía cinética alcanza su m6.ximo, como el movimiento es arm6 

nico simple, u partir de este punto la energia cinética empie

za a disminuir y la energia potencial empieza a aumentar hasta 

llegar otra vez a su valor ~áximo en r=R, que es el punto de-

retorno de la partícula. 
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2.11 La astroide corno unu r.;urvu tautócror¡a. 

La curva d<:: tiempo m1n.w:o, para una partícula que viaja

dentro de una esfera, de denuidad conntrune y s.i.n fricción, es 

la hipocicloide. Cuando habla.rrios de la hipocicloide estamos 

tomando en consic!er11ci6n a toi[l. una familia de curvas, que re

cib.irán distim;os nombres de <lCuerdo a lo:.; valores qut! tomen -

el radio del ci!'r.ulo fijo y el radio del circulo que rueda -

sin deslizarse. 

Nosotros i;or:L8.lllos 1 para el análiuis del problema que nos

planteamos, el ce.so curo1do el radio del circulo que se mueve 

es un cuarto del radio del circulo fijo, que en este caso es 

la tierra. La hipocicloide con estas caracter:f.stica.s, se cono-

ce como ast:::·oi:ic:, parG. [;u estudio nos restringimos ,, una cuus-· 

.. :.:'oiée aparte de c;cr bruqu1~:·U .. crona es ·~·c;_1rr .. ócronr:, 

o .':H::, 'IL·· ' tiempo para que la pa.rtír.~"-'" alcanze ei punto m{'"'-; 

t"l:-::'.·, ne· ::-:;:':nde de el punto desde donti'c :;8 abandorn: a la Jlf::r:'--· 

_· .1.¡::ura. ( 2. = -~ l doG !lar-

. .- p1rn1;os _\ :.- lJ alean--

, ,, " :..1 

Enseguida demostraremos es-¡;a p!·opietlad para. la astroide, 

en la ref. ( 4) se demuestra. en forma más general, lo cual. se -

muestra en la sec. 2.12. 

En el punto B, que es el pwito de partida, la particula

parte desde el reposo, por lo tanto solamente tendra' una ener 

gia potencial igual a: 

E::. l .!!!B: r
2 

p 2 .a Q. 
{g.64) 

En cualquier otro punto, la partícula tendrá una combin~ 

ci6n de energia cin~tica y energía potencial, cuyas expresio -

nea son: 



y 

2 
E==lmv 

p -
2 
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(2.G5) 

(2.66) 

Por el principio de conservaci6n de la energia y usando

las ecuaciones(2.64) - (2.66), tenemos la siguiente relaci6n: 

2 
l ~ r 
2 R o 

') 

::: l mv"" + 
2 

2 l. ::g .:: 
2 R 

dEIBuejanC.o a. la velocidad, se encuentra que: 

~ 1 2 
v=~ R ~ro 

2 
- r 

y 

o 

A 

\ 
\ 

\ / 
\ ./ 

~-/ 
fil,ura( 2.14) 

{ 2.67) 

X 

para encontrar el tiempo que tarda la particula 'Para ir del. -

punto B al punto a, usaremos la siguiente expresi6n: 

t= j~s 
s.uati tuyendo (2.67) en· (2.68 ), enc.ontramos qua: 

dx2 + 
2. 

r 

{2.68) 

{2.69) 
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Luo ••cuacionea paramétricaa de la a;:itroide son: 

x::: Rcoo 3,0 

y== Roen\; 

(2.70) 

(2.71) 
al: dj.i'cr·~ .. ciar ambaa. ecuuciones, encontramos las siguientes r~ 

-~lco:; 2¡_':cnjd d~ 
2 

}!!sen ffoocfd dí! 

(2.72) 

(2.73) 
:.u-··::ituycndo a lao ecuaciones (2.70)-(2.73), ern la. e:x:presi6n -

~ 2 º 69), y de:Jpw!ls de hacer o.li:;--una.s sím.plificacionesr encontra

mos que; 
n/4 

il~ í2!J ''/2
"' d ') (2.74) 

~ g coo 2:f co:.;'- 2% 
0o 

0 

~'t e.valu:?.ci0n de. c.:;ta iiltcgraJ.~ nos lleva al siguiente resuJ.t_! 

do: 

que con:·.2orda c.on la expresión ( 2.32) r cuya expresión ea: 

t~ TI~ .l'!.. 
2 .:; 

(2.75) 

esta c::presi6n da. el tiempo que tarda la partícula para ir 

en·~rc -:=.oc punto::; quo ce encu:ntrán sobre la superficie de la -

ti:~·~-::., vinj~~ndo d:mtro de ella por un túnel cuya forma es la -

C.: e:::. actroidc y cv.:.ra longi ·:ud es un cuarto de la longitud -

to:o.l e: e:::;ta c:.u~:~ .• Por lo ta."'lto la mitad de este tiempo es -

el c:ae ncccsit2. la r:::.rticula para llegar al punto mcüio de lu

tr~ye:toria, o sea: 

t:.:: "!'! ~;R 
4 G 

que concuerda co:1 la ccuac.i 5n (2o 75) º Por lo tanto hemos demos 

trad qu:: la a::t::'C·ide, si.e.ndo esta un caso particular de hipo-
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c:.ic.loide, a parte del ac.r braquistócrono. ea taut6crona, pues el 

tiempo para llegar 11.l punto más bajo de la curva, no depende -
de donde se au.elto la partícula. 
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2.12 Campoo gravitacionalcs cuyan braquistócronas e i36cronan 
:.;on curvan identicas. 

Ba sabido desde el ciGlo XVII y ampli!3lllente dif1cutido en -

textos de Llec&i.ica, Dinámica y cálculo de variaciones, que las -

braquist6cronas e isócronas del campo gravitatorio de la Tierra, 

suponiendo que parn distancias nequclias áotc es conotante en mag 

nitud y dirección, son cicloides cuyas cúopirles apuntan en la -

dirección opuesta a la de ln rravedad. 

Una partícula que se mueve entre w1 par de puntos dacios en 

el tiempo más corto posible, se dice que se mueve a lo largo de

W1a curva braquist6crona. Una is6crona es una curva donde una -

particula oscila con W1a frecuencia que es independiente de la -

amplitud de oscilaci6n. 

En el articulo de hlallett, rcf.(13) 1 oe establece que a lo

largo de una braquist6crona dentro de una esfera de densidad 

constante el tiempo requerirlo para alcanzar el punto más bajo de 

la braquist6crona es el mismo que el tiempo requerido tmr'l empe

zar desde el reposo en cualquier punto intermedio de la trayec -

toria y descender nl punto rr:és bajo. Esta observación asel;,-ura -

que si la braquist6crona fuera extendida simétricamente más alla 

del punto más bajo, entonces una partícula i·estringidn ~ moverse 

a lo largo de la curva ejecutaría oscilaciones isócronas alrede

dor del punto mínimo, fig.(2.15). En otras palabras, las braqui~ 

t6cronas y las isócronas son curvas identieas dentro de una esfe 

ra de densidad constante. El potencial en la esfera es proporci~ 

nal al cuadrado de la distancia desde el centro de la esfera a -

cualquier punto dentro de ella. 

Se demostrará a continuaci6n que de entre la infinidad de -

campos de fuerza radiales, cuyos potenciales v(r) estan dados -

por la ecuací6n: 

(2.76} 
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rrnnde k ea una conntantc del campo, r la distancia desde el -

centro del car.ipo y n es cualquier niimero distinto üe cero, ún~ 

camente los campos correspondientes a n=2, tienen la propiedad 

de que sus is6cronar; y braquist6cronas son curvas idénticas, -

la demostraci6n se dará en tres etapas: 

a) determinaci6n de la braquistdcrona entre los puntos P y Q -

fig. (2.15) en un campo gravitacional radial. 

b) La localizaci6n de un punto Ir! de equilibrio estable en la -

curva. 

c} probando si oscilaciones alrededor da 11! a lo largo de la -

curva puedan ser is6cronas. 

Sea O fig,(2.15) el centro del campo gravitacional y el

orígen de un sistema de coordenadas polares con OM la línea -

desde la cuál la coordenada. angular ~ es medida. Sea {P,0 ), -
p 

{q,~ ) y (r,~) las coordenadas de P, Q y de R que es un punto
q 

cualquiera sobre la curva braquist6crona. 

- M 

T 
1 

ó 
figura{2.15) 

Sin perdida de generalidad supongamos que la partícula -

es de masa unitaria y que empieza desde el reposo en Q, su ve

locidad en el punto R es dado por: 

l v 2 
+ v(r)= Const.=v(q) 

2 
despejando a la velocidad, encontramos que: 

v= \[2(v{q) - v(r))
112 

{2.77) 

usando a la ecuaci6n (2.76), la expresión para la velocidad es: 

v~(2k)l/2 ( qn _ rn)l/2 



en la termi.nologia de el cálculo de vuriacioneo, a lo largo de 

la braq1.<ist6crona, el tiempo total dado por la integral: 

t= J~s ca W1 mínimo, sustituyendo a: 

da={l + r2~2 ) 1/2dr 
donde 

~::d$/dr 
y 

v=={2k)l/2(qn - 1.,n)l./2 

tenemos que: 
:f 

t=(2k)- I/2 4 (1 + r2~2)1/2 (qn - rn)- 1/2 dr 

t=(2k}- l/2 t F(r,~). dr 

La Iunci6n ~{r,~)=(1 + r 2i32) 1/ 2(qn - rn)-' 1/ 2 , coma depe~ 
de solamente de r y ~, la ecuaci6n de Euler-Lagrange: 

-u 
'3~ =O 

se reduce a: 

donde <r , ea una constante de integraci6n que puede ser evalu~ 

da. Calculando J..a derivada parcial y reduciendo terminos~ ae -

encuentra ques 

~ d~/dr=f'(r) (2.78) 

donde: 

f(r)cr'ir {qrr - rn)l/2 (.r2 - (2.7,9} 

la ecuación de la braquist6crona se encuentra integrando 1& ea. 

(2.78). 
Xll un punto de equilibrio estable sobre una curva de res

tricción en un campo gravitacional radial dr/d~ =O. De la ecua

ción ( 2. 78} está condición será awnplida. en el punto M sobre la 
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urnquiGtócrona, si m, la distancia OM1 satisface la ecuaci6n: 
2 2 n n 

m - cr (q - m )=O 

ya qur: cry q son conocidas, m puede ser determinada de esta -

ecuaci6n. 

A lo largo de una constricci6n isócrona se debe de· cum-

plir que~ 

d2s 2 
--"= - Vf s 
dt2 (2.80) 

la aceleraci6n t8Jlgencial de la part!cula a lo largo de la is~ 

crona es dado por: 

d
2

s = _ dv(r) 
cit2 ds 

usando a la ecuaci6n (2.76), tenemos que: 

2 
~ = - knrn-1 dr 
cit

2 ds 
(2.81) 

combinando a las ecuaciones (2.80) y {2.81} encontramos que: 

.,./s= knrn-l dr/d.s (2.82) 

integrando esta expresión, se obtiene el siguiente resultado: 

2 2 
W2.6 = krn + C (2.83) 

donde C es la constante de integraci6n y s es. la longitud de -

arco de un punto R sobre la isócrona medida desde un punto de

equilibrio estable sobre l& curva, mientras que r es la coord~ 

nada radial de el punto R, w es 1a frecuencia angular de osci

laci6n de la particula a lo. largo de la isócrona y es constan

te para esta is6crona. 

Si la braquist6crona ya mencionada es al mismo tiempo -

is6crona, entonces debe de satisfacer a las ecs.(2.82) y (2.83) 

midiendo s desde M, el punto de equilibrio estable sobre la -

braquist6crona, donde s=O cuando r=m, de manera que de la ec, 



(2.83), ae cumple que: 

C:: - kmn 

por lo tanto: 
u::(2k)l/2 w-1 (rn - mn:)l/2 

uustituyendo a en la ec. (2.82), encontramoa que: 

(k/2 )1/2 n-1( n n)- 1/2 d.r/d w= nr r - m s 

para calcular d.r/ds, se lli:la la expresi6n para la longitud de 

arco ds y la ec. (2.78), finalmente se encuentra que: 

/ 1 J 1/2 - 1/2. w=(k/2 )1 2.nrn-2 L:2 -m2(qn: _ rn)(qn _ mn) -1. (rn _ mn) 

de esta cxpresi6n se puede comprobar que a menos que n=2, w --

será una fw1Ci6n de r, contrario a la definici6n de is6cron1a. 

Auf lle la infinidad de campos gravi tacionales radiales' ospeci

ficaclos· por la ce. (2.76), únicumcntc aquellos para los cuales 

n=2, tienen la propiedad de que sus curvau brnquistócronas. o -

isócronas son curvas idcnticas. Cuando n=2, la curva geom~tri-

ca relevante es la hipocicloide. 
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CAPITULO TERCERO 

3.l Tdnel rectilíneo que pasa por el centro. de la !fierra. 

Demostraremos en estn sección que la hipocicloide que co

necta a dos puntos antípodas, es una línea recta que pasa por

el centro de la Tierra. 

Supongamos que se pudiese perforar un túnel que cruzara a 

la ~ierra de un punto a otro a lo largo de su diámetro, como -

se muestra en la figura (J.l). 

I 

/ 
/ 

figura (3 .1) 

Para encontrar la ecuación que 

X 

de la posición de la -

partícula, partiremos de las ecuaciones pará.metrica.a de la hi

pocicloide que es la curva de tiempo mínimo. Ya hemos encontr~ 

do que estas ecua~iones son: 

x(~)=( R - b)cos~ + bcos( R - b)~ 
b 

y(~)=( R - b)sen,0. - bsen( R - b)~ 
b; 

(3.1) 

(3.2) 

donde R es el radio del círculo fijo~ qu.e en este caso es la -

tierra y b es el radio del. c:!rculo que gira dentro. del círcu 
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lo de radio R y genera a la hipocicloide. 

En el caso especial en el que el círculo fijo tiene un -

radio igual a dos veces el radio del círculo que se mueve, o 

aea R=2b le hipocicloide degener~ en una línea recta que coin-

cide con eL diarn~tro del círculo fijo. Usando las ecuaciones 

{3.1) y {3.2), encontramos el siguiente resultado: 

x{0)= Reos~ 

y(~)= o 
y 

X 

(3.J) 

(3.4) 

fig.(3.2), un punto P sobre la periferia de un círculo que ru~ 

da interiormente sobre una circunferencia de radio doble des -

cribe un segmento de recta. 

La ecuación (3.3) se puede poner en funci6n del tiempo, -

pare esto analize~os un poco más el movimiento del círculo que 

genera a la linea recta. El circulo al girar, durante todo el

tiempo del movimiento, su velocidad angular permanecera cons-

tanoe, por lo tanto: 
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de donde la ecuación (J.5) toma la siguiente forma: 

x(t)=Rcoswt (3.6) 
1:1 expresión para w se puede encontrar de la siguiente condi-

ci6n inicial: 

x(O)= -g 

'<~Ji la expresión para w es: 

w={f 
y la ecuación (J.6) se transforma en: 

x(t)=R cosJf t (3.8) 

Ahora hallaremos el tiempo t que necesitaría una partícu

la, para viajar entre dos puntos que se encuentran sobre la -

superficie de la Tierra, movicndose dentro de un túnel en lí-

nea recta,que pasa por el centro de ella. Para encontrar este

tiem¡io una.remos la expresi6n (3.8 )., y la contlici6n de que en -

el punto final del tilliel x= -R, sustituyendo esta conclici6n en 

la ecuaci6n (3.8) s.c encuentra que el tiempo que necesita la -

narticula es: 

~=TI [ 
al sustituir el valor del radio de la Tierra que es. de 637Ckm,. 

y tomando un valor para g de 9.8m/s2 , el tiempo es. de 42 '11;' 

co~10 se ve este es un resultado interesante, pues tomando en -

cuenta el tiempo que se realiza con los actuales medios de -

tre.nsporte 1 este tiempo es exelente debido sobre todo, a que· ~ 

e""!. único medio de propulsi6n se debe a los cambios de energía

potoncial. 
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3.2 Análisis cinemático de la partícula que viaja por el tdnel. 
que pasa por el ccmtro ele la '.l!ierra. 

Primerálllente haremos una. discusión de la curva de energ.!a

potencial. Se demostró en el capitulo II que la energía poten-

cial a la qu.e está sujeta una partícula que viaje por la parte 

interna de la superficie de la Tierra es: 

2 
E = l mg r 

P 2 R" 

la energía potencial de la partícula que se mueva por el diám~ 

tro de la ·rierra es: 

E= 1 rng x 2 
p - -2 R 

para medir es.ta energía potencial, montamos un sistema de

referencia sobre el diámetro de la Tierra, haciendo coincidir-

su origen con el centro de la Tierra. De la ecuación para

la energía potencial se deduce que la gráfica de E será una --
P 

parábola de vertice en el origen, fig,(3,3), 
E (x) 

p 

R 

figura( 3. 3) 

l 
B= 2 mgR 

X 

donde E= 1 mgR, ea la energía total. Como la fuerza a la que se 
2 

encuentra sometida la partícula es directamente proporcional a 

su desplazamiento, se deduce que su movimiento ser~ oscilatoPio. 

ne la figura (3.3) se observa que la amplitud de la oscilación-
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ea igual a R. 
El origen es un punto do equilibrio estable, puesto que -

nhí la energía potencial es mínima; como consecuencia la fuerza 

sobre la partícula en este punto ea igual a cero y por aonsi -

guiente tambi6n podemos advertir que la aceleraci6n de la part.!, 

cula será nula. 

Ahora analizaremos el oovimiento de la partícula usando --

las ecuaciones de movi~iento. 

A partir de la expresión (3.8) 1 podemos calcular la velo-

cidad y la aceleración que alcanzará la partícula en cualquier

intervalo de tiempo; la ecuaci6n (3.8) ea: 

:.r:(t)=Rcos{f t 

para calcular la expresi6n que nos de la velocidad de la partí

cula derivaremos esta ecuaci6n con respecto al tiempo, el resul 

tado es: 

x(t)= -~sen~~ t (3.10) 

Calculando la derivada de la ecuaci6n (3.10) con respecto al 

tiempo, encontramos que l:a expresi6n para la aceleraci6n ea: 

X(t)= - gcos{f t (3.11) 

combinando a las ecuaciones (3.8.) y (3.10), encontramos que: 

.t.(t)=~ ~ ~n2 - x2 (3.12) 

Esta ecuaci6n indica claramente que la rápidez de la partícula-

tiene un máximo en la posici6n de equilibrio x=O, que corres 

pon de al centro de la Tierra. Alcanzandose este máximo en un 

tiempo de 21'12''. La rapidez de la particula es igual a cero -

cuando el desplazamiento es máximo, alcanzandose este en x= '!. R 

esta. ocurre en. un tiempo t=O, o sea en el punto de partida y en 

un tiempo t=42'11'' que corresponde al punto de llegada. 

Combinando a las ecuaciones (3.8) y (3.11) 1 encontramos 
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~(t)= - ~X R 
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(3.13) 

de esta ecuaci6n ae deduce que cuando la part!cula se encuentra 

sobre la superficie de la Tierra, la aceleración es igual a -g, 

la partícula se encuentra sujeta solamente a la aceleraci6n de

la gravedad, en este punto la aceleraci6n es máxima, y es m!ni

ma cuando x=O, o sea en el centro de la Tierra. Por lo tanto de 

las ecuaciones (J.12) y (3.13), encontramos que cuando la velo

cidad de la partícula es mínima la aceleración es máxima y vic~ 

versa, cuando la aceleraci6n es mínima la velocidad es máxima. 

Como el movimiento de la partícula, es arm6nico simple de

ampli tud R, la distancia total que recorrerá 1~ partícula ea 2R 

y el tiempo que necesitará será de 42'11'' • Los datos aporta~ 

dos por las ecuaciones (3.8), (3.10) y (3.11), se encuentran en 

las tablas 5,6 y 7 y su repreaentaci6n gráfica, en las gráficas 

6,7 y 8. 



tiempo 
(minutos) 

o 
l 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 

/ 22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
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TABLA 5 

ciistancia recorrida 
(Kiló:.aetros) 

o 
17.63 
70.42 

158.10 
280.16 
435.93 
624.55 
844.98 

1096.00 
1376.21 
1684.07 
2017.87 
2375 .76 
2755. 76 
3155. 77 
3573,57 
4006.86 
4453,23 
4910.21 
5375.26 
5845,83 
6319.30 
6793.05 
7264.45 
7730.91 
8189.83 
8638.68 
9074.96 
9496.28 
9900.28 

10284.75 
10647.54 
10986.65 
11300.20 
11586.46 
11843.85 
12070,93 
12266.45 
12429. 32 
12558.66 



tiempo 
(minutos) 

40 
41 
42 
43 
44 
45 

73 

distancia recorrida 
( ki16mctros 

12653-73 
12714.02 
12739.19 
12729.10 
12683.80 
12603.56 
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tiempo 
(minutos) 

o 
l 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
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TABLA 6 

Velocidad 
(Km/hr) 

o 
2114.84 
4217.98 
6297.77 
8342.69 

l.0341.44 
12282.93 
14156.42 
15951.55 
17658 .)6 
19267.43 
20769.83 
22157.25 
23421.99 
24557.09 
25556.24 
26413.92 
27125-37 
27686.66 
28094.68 
28347.16 
28442.72 
28380.83 
28161.82 
27786.91 
27258.18 
26578.54 
25751.78 
24782.45 
23675.93 
22438.34 
21076.53 
19598.04 
18011.07 
16324.39 
14547.33 
12689.75 
10761.90 

5774.49 
6738.50 



tiempo 
(minutos) 

40 
41 
42 
43 
44 
45 
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Velocidad 
( KJD/hr) 
466.5 .21 
2566.09 
452.77 

1663.10 
3769.72 
5855.48 
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Ticmuo 
(minutos) 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
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TABLA 7 

Aee lera e ~6n 
{m/seg ) 

-9.8 
-9. 77 
-9.69 
-9.55 
-9.36 
-9.13 
-8.84 
-B.50 
-8.ll 
-7.68 
-7.20 
-6.69 
-6.14 
-5.56 
-4.95 
-4.30 
-J.63 
-2.94 
-2.24 
-1.53 
-0.80 
-0,07 

o.65 
1.37 
2.09 
2.80 
3.50 
4.16 
4.80 
5.43 
6.02 
6.58 
7.10 
7,58 
8,02 
8.42 
8.77 
9,07 
9.32 
9.52 
9.66 



Tiemoo 
(minutos) 

41 
42. 
43 
44 
45 
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Ácelerac~6n 
(m/seg ) 

9.7g 
9.W 
9.78 
9.71 
9.6 
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7 
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-3 
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-e 
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-9 

-10 
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3.3 Trayectoria rectilínea que coincide con una cuerda. 

En la secci6n(3.2) se analizar6n las propioclades cinemáti

cas de la trayectoria rectilínea para el caso en que esta coin

cidía con el diámetro de la Tierra. Ahora tomaremos una linea -

recta que abarque un arco do la Tierra de 10005.973krn, que ade-

más es el arco que abarcan dos cúspides consecutivas de la as

troide, se toma este caso para posteriormente hncer una campar!! 

ci6n entre runbas trayectorias. 

En el capitulo II se analizar6n las propiedades de la as

troide, en esta secci6n se analizarán las propiedades cinemáti

cas de la linea recta cuyas características ya se enunciar6n -

anteriormente. Primeramente deduciremos la ecuación de rnovimien 

to para una particul~ que viaje a trav~s de esta trayectoria, -

en. el capitulo II se demostró que todo cuerpo situado en el in

terior de la Tierra es atraído hacia su centro por una fuerza F 

que es directrunente proporcional a la distancia r que lo separa 

de este centro, teniendo en cuenta que cuando r=R, la fuerza es 

igual al peso del cuerpo, por lo tanto para el interior de la -

ierra: 

P::: E!B: r 
R 

donde r=ldC, es la distancia entre el punto M y el centro, de la

~erra fig.{3.4). 

o 

L= llR/2 

1 

1 

C~ )R( ) 

figura( 3 .4) 



82 

1,ara encontrar la ecuación de movir:liento de la partícula

de maJ3a m, coloquemos el or1Gen O en la parte media de la - ~ 

cuerda AB y orientemos el E:jc Ox u lo ln.rgo de la linea OA,-

la longitud del túnel par:;. que abarque un arco de la i'ierra de 

10005.973 Jan, es de R {2 fig.(3.4)Y las condiciones inicinles

se:rán; para t==O, X= R/J2 , V ==O. En una posición arbitraria, -
X 

la pa.rticula está Gometida a la acción de las fuerzas 1 y rf, 
por consiguiente: 

L Fkx::: - F Coso<. 

~Coso<. (3.14) 
R 

de la figura (17) ae ve ques 

rCosO( = .MC Coa o<.. 

:::: X 

sustituyendo este resultado en la ecuaci6n {3.14) tenemos: 

F =--~X 
loe R 

(3.15) 

la ecuación de movimiento de la partícula la podemos encontrar 

usando la ecuación (3.15} y la segunda ley de Newtons esta -

ess 

d2x 
- -+ 
dt2 (J.16) 

la s.oluci6n general de esta ecuaci6n diferencial ea: 

X(t)= c1cos ~ t + c2 Sen JI" t 

haciendo uso de las condiciones iniciales ya dadas anteriormen 

te, encontramos que la ecuación que determina la. poaici6n

de la partícula en cualquier tiempo es: 
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X(t)= J- coa¡ t (3.18) 

Por lo tanto, la partícula efectuará en el canal AB oscilacio

nes arrn6nicas de amplitud R/ ..f2" • 
Ahora hallaremos el tiempo t del movimiento de la partic~ 

la hasta el final B del canal. En el punto B, la coordenada es 

X= -n/tJ2 ¡ poniendo este valor en la e~uaci6n' (3.18) , encon -

trmnos que: 

t= n1f 
De esta expresi6n hallamos que ·el tiempo efectuado por la par

tícula al moverse por el canal AB no depende de au longitud -

y siempre es igual a: 

t= 42min llscg. 

resultado que ya habíamos demostrado, pues la trayectoria rec

tilinea posee la propiedad de isocronía. 

La velocidad y la aceleraci6n que lleva la partícula en -

cualquier tiempo, se puede encontrar fácilmente a partir de la 

ecuaci6n (3.18) , sus expresiones son: 

~(t)=-~Sen~~ t 

X( t)= -1 Cos {f t (3.20) 

los datos aportados por las ecuaciones (J.18) 1 - (J.20) 1,se

encuentran tabulados en las tablas 8-10,y sus correspondientes 

gráficas estan numeradas del 9-11. 



tiempo 
(minutos) 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 

84 
TABLA 8 

distancia recorridu 
( Ki16motros) 

o 
12.4 
49.8 

111.7 
198.l 
308.2 
441.6 
597.4 
774.8 
973.0 

1190.8 
1426.8 
1679.8 
1948.6 
2231.4 
2526.8 
2833.2 
3148.8 
3472.0 
3800.8 
4133.6 
44-08.4 
4803.4 
5136.6 
5466.4 
5791.0 
6108.4 
6416.8 
6n4.8 
7000.4 
7272.4 
7528 .8 
7768.6 
7990.4 
8192.8 
8374.8 
8535.4 
8673.6 
8788.8 
8880.2 
8947.5 
8990.1 
9007.9 
9000.8 
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tiempo 
(minutos) 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21. 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
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TABLA 9 

rapiucz 
(km(nr) 

o 
1495.4 
2982.5 
4453,1 
5899.1 
7312.5 
8685.3 

10010. l 
11279. 4 
12486.3 
13624 .1 
14686 .4 
15667. 5 
16561.8 
17364.5 
18071. o 
18677.4 
19180. 5 
19577.4 
19865.9 
20044.4 
20112 .o 
20068. 2 
19913.4 
19648. J 
19274. 4 
18793.8 
18209.2 
17523.8 
16741.4 
15866.2 
14903 .J 
13857.8 
12735.7 
11543,0 
10286.4 

8972.9 
7609.7 
6204.4 
4764.8 
3298,7 
1814.4 
320.1 

-1175.9 



X(Km/hr) 
l~,000 

!SOO 
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tiempo 
(minutos\ 

o 
l 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
l2 
13 
14. 
15 
16 
17 
l.8 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31. 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
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'fABLA 10 

accleroci6n alcanzada 
(m/aeg2) 

-6.92 
-6.91 
-6.85 
-6.75 
-6.62 
-6.45 
-6.25 
-6. 01. 
-5. 73 
-5 .43 
-5.09 
-4. 73 
-4.34 
-J.93 
-3.49 
-3.04 
-2.57 
-2.08 
-1.59 
-1.08 
-0.57 
-0.05 
0.46 
0.97 
1.48 
l.97 
2.46 
2.94 
3.40 
J.84 
4.25 
4.65 
5.02 
5.36 
5.67 
5.95 
6.20 
6.41 
6.59 
6..73 
6.83 
6.90 
6.92 
6 .9J. 

'· 



to 

• 
e 

7 

6 

s 

4 

3 

2 

o 

-1 

-2 

·3 

·4 

., 
-6 

·1 

-a 
.. 9 

·I 

Xl•/nQZI 

3 e 9 12 15 

89 
GRAFICA 11 

27 JO 33 36 39 "42 45 48 51 t(min) 



90 

J.4 Análisis del movimiento. 

Este caso de tr¡:zyectoria rectilínea, es muy semejante al -

de la tr¡:zyectoria en línea recta que coincidia con el diáinetro

de la Tierra, por ejemplo el tiempo total del recorrido en 

ambos casos e:J de 42min.llseg., aunque la longitud en este cuso 

es de 9008.5404lun, pues buscamon que abarcara un arco de la --

Tierra de 10005 .973lun y en el otro cuso lu longitud de la tra-

yectoria era de 12740lm, y abarcabci. un o.reo de la •r1crra de 

20011.945km, ente valor para el tiempo de recorrido esta ele 

acuerdo con la demostraci6n que hicimos, en el sentido de que -

la línea recta posee la propiedad de isócronia. En e:Jte caso de 

trayectoria rectilínea, la componente de la aceleraci6n de la -

gravedad, a lo largo del e je x os g/[2 , lu componente en y ne 

anula con la normal. La distancia total que recorre la partí 

cula es de 9008.5404Y..m, recorriendola en W1 tiempo de 42min.lls, 

a partir de las ecuaciones (J.19) y (J.20) se observa que en el 

punto de partida la velocidad es cero y la componente de la --

aceleración a lo lnrgo del eje x es -g¡{2-, cuando a transcu -

rrido un tiempo de 2lrnin.6.5n., la particula a alc:mzaclo el p~ 

to medio de la trayectoria, donde adquiere su velocidad máxü1a

cie 20112.694km/h y la aceleración es mi:lima con un valor igual

a O, a partir de este punto medio la velocidad de la particula

empieza a decrecer y su aceleración a aUJ:Jentar, alcanznndo un -

valor de g¡(J2, en la superficie y un valor igual a O para su -

velocidad, como el movioiento es armónico simple, se vuelven a 

repetir todos los valores anteriores, de la velocidad y la ace

leraci6n ver fig.(J.5). 



t=IT r 
v=O 
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figura{ 3. 5) 

t=O 

v=O 
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3.5 Curva de energía potencial para la trayectoria rectilínea 
que coincide con una cuerda. 

La gráfica de energía potencial para este caso de trayec

toria rectilínea es la siguiente. 

donde: 
2 

E=lmgx 
'O - -• 2 R 

-R 
12 

E (x) 
p 

figura( 3.6) 

R 
\12 

El punto de equilibrio estable se encuentra en x=O, pues aquí

la energía potencial es mínima. De la fig.(J.6) se deduce que

la amplitud del movimiento es igual a R/{2° , siendo este movi 

miento arm6nico simple, pues la fuerza a la que esta sujeta. l.a 

partícula es: 

F= ~ r 
R 

los puntos de retorno se encuentran en los puntos -R/{2 , y en 

R/{:2 • En estos puntoe. la energía potencial. es máxima y la e-

nergfa cinética mínima,en el punto de equilibrio estable es. -

máxima la energía cín~tica y mínima la energía potencial. El -

neriodo del movimiento es igual a: 

~ 2rr~ 
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3. 6 Esfera rodando por una trayectoria rectilinea. 

Se dice que w1 cuerpo rueda oobre una superficie S si sus 

puntos de contacto con la superficie tienen una velocidad igu

al a cero con respecto a la superficie en que dicho cuerpo rue 

da. 

La restricción de rodamiento no es, generalmente, integr~ 

·:)le; es una restricción no holon6mica. Sin embargo, en el movi 

miento plano de un cuerpo rígido, como es nuestro caso, la --

ecuación que expresa la condición de rodamiento, puede inte -

grarse y la restricción es holon6mica. Una restr1cci6n implica 

necesarirunente, la existencia de fuerzas restrictivas. Estas, -

q_ue son necesarias para mantener al cuerpo rodarído sobre la -

superficie actúan tangencialmente a ésta como una superficie -

uniforme y s6lo puede e Jercer fuerzas en direcci6n normal a -

ella, el rodamiento ne sorá posible generalmente sobre una --

superficie uniforme nin ro[lwniento. Las fuerzas !"estrictivas -

son complicadas, sin eobargo, uara que haya roda::iiento s6lo -

será necesario que la fuerza refitrictiva, requerida pn.ra ll'k1Il-

tener el cuerpo rodando, no exceda de la máxim~ :~erza de roza 

~iento que la superfici~ pueda ejercer sobre el cuerpo. Esta -

máxima fuerza de roza.miento se halla empíricamente que es pro

porcional a la fuerza normal, N, entre la superficie y el cue~ 

po: 

fmá.x =)J.!:. 1 n = ¡A..N 

donde)l~se conoce como coeficiente de rozamiento estático. ~'n

la rodadura, la fuerza restrictiva de rozamiento f, necesaria

para mantener al cuerpo rodando, deberá ser menor que esta --

máxima fuerza de rozamiento que la superficie puede aplicar, 

f~¡IJN 
si no se satisface esta condición el cuerpo no rodará, sino 
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que efectuará un movimiento de rotlatluru y desliz:::uniento. 

Las fuerzas de rozruniento que act(w.n en un cuerpo, están

siempre dirigidas en sentido contr~io al de la velocidad rela 

tiva del punto de contacto del cuerpo con rcsJlecto a la super

ficie en que se mueve. 

Hotemos que la~> fuerzas de rozruniento que aparecen en pr~ 

blemas de cuerpos rodru1tes no disipan energía. ~sto se ve fá -

cilmente considerando el rnovirr.iento del cuerpo rodante con --

respecto a su eje instantáneo de rotaciónº En lon cuerpos que

ruedmi sobre superficicn en re:iooo, el eje instantó.neo pasa -

por el punto o los puntos de contacto entre el cuerpo que rue

da y dicha superficie, Verificándose el contacto entre la su-

perficie y el cuerpo a lo largo del e je in:::JtLu1thneo, las fuer

zan de rozamiento que actúo.n en esos plmtos no contribuyen al

momento rotacional con respec:to al e,ie i.m-;tantáneo; por lo t<I!! 

to, no contribuyen al cambio o variación ele la energía ciné -

tica de rotación alrededor del eje instruitáneo. Puesto que es

ta energía representa la cinética total del cuerpo, se conclu

ye que la fuerza de rozruniento en la rodadura no hace ningún -

trabajo neto sobre el cuerpo. 

Enseguida analizaremos el movimiento de una esfera, que -

rueda a trav~s de un túnel rectilíneo, en donde la superficie

es uniforme y con rozamiento y atravieza a la tierra de un --

punto a otro. ver fig.(J.7) 
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lo. condici6n da. rodamiento esta exprc~:ada por la siguiente ecua 

ción 

f= rQ (3.21) 
que es Wla restricci6n holon6mica-; . ea facilmento integrable -

dando por resultado: 

x=rQ {J.22) 
la fuerza a la que esta sujeta la esfera es: 

2 
F= - ~X 

2R 

Integrando esta ecuaci6n obtenemos la energía potencial, que -

e~ta medida con respecto al centro de la trayectoria, el resul

tado de la integraci6n es: 
2 

E::: mg X 
p 2R '· 

Con esta informaci6n podemos construir el siguiente lagrangiano: 

1 = 1 .2 1 I ~2 2 m.v.:+ 1:1-~x 

2 2 c 2R 
(J.23) 

las ecuaciones de Lagrange modificadas, con la introducci6n de

reatricciones no holonómicas, se expresan en la siguiente ecua

ci6nr 

(3.24) 

tal 
donde ~ son las ecuaciones de restricci6n, usando la ecuaci6n -

• {J.22) , encontrarnos ques 

d ( ~L) ~= ).. 0.25) 

dt ª" - él-Y. 

d { ~L ) ~ '; -"(~ (3.26) 
dt ae -ae 

donde: 



aL =I 
aé c 

~'-= o 
ae 
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sustituyendo estas ecuacioneo en (3. 25) y ( (3.26.) 1 encontra

~os los siguientes resultados: 

I G~ - r~ e 

(3.27) 

derivando a la ecuaci6n (3.2i) 1 con respecto aJ. tiempo, se ~ 

encuentra que: - .. 
)t=r9 

sustituyendo este resultado en la ecuaci6n (3.28) esta se -~ 

transforma en: 

}. = - Icx 
-2 

r 

(3..29) 

el momento de inercia para una esfera de radio r es Ic= ~ mr2,

usando este resultado para eliminar a ~en la ecuaci6n 1(3.27) 

llegamos a la siguiente ecuación diferencial lineal y de segun-

do grado, que es la ecuaci6n de movimiento para la esfera: 

X + ,2g x=O 
7R 

{3.JO) 

y la fuerza de restricci6n nos la da la siguiente ecuaci6n: 

~=-gmx 
5 

1 ( J.31.) ) 

La ecuaci6n (3.30) es semejante a la de un oscilador --

a.rm6nico; con una frecuencia angular w igual a: 

w= f. (3.32) 
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por lo tanto podemos deducir que la esfera oe movera con un mo

vimiento arm6nico simple, cuya amplitud estara dada segón el 

túnel rectilineo que tomemos. El tiempo que tardará pura ir de 

un punto a otro será igual a la mitad de un período, o sea: 

t= IT ~7R 
5g 

(J.)}) 

Sustituyendo los valores de R que es el radio de la Tierra y de 

g, que es la aceleraci6n de la gravedad, encontramos que el --

tiempo que efectuará la esfera para ir de un punto a otro de la 

Tierra es; 

t= 49.95 minutos 

comparando este tiempo con el que se obtuvo, cuando la partícu

la se deslizaba de un punto a otro de la T ierrar por t6neles 

rectilineos, suponiendo que no había fricci6n, la diferencia 

entre los dos tiempos es dec 

t=7. 7 3 minutos 
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3.7 Isócronia de la trayectoria rectilínea. 

En la sección (2.13) 1 se mostró usando la referencia (4), 

que las curvas braquistócronas, cuando el potencial varía con

el cuadrado de la distancia son curvas identicaa con las is6cro 

nas. En eata sección demostraremos que las trayectorias recti

líneas, dentro de una esfera de densidad constante son io6cro

na.s, pero no son braquist6cronas pues ya hemos encontrado la -

trayectoria de tiempo mínimo, éata es la hipocicloide, La is6-

cronia de las trayectoria.~ rectilíneas podemos demostrarla a -

través de la siguiente expresión. 

t=ITJ 
l + { dy/d.x) 

d.x (3.34) 2 2 
( X + y ) 

b..a.ciendo y=c, donde c es cualquier constante, tendremos a toda 

una fámilia de líneas rectas, así la ecuaci6n (3.34) se trans

forma en: 

~rr J ~R2 _ ¿ _ x2 

l:ia l:!mi tes de integraci6n son desde - ~R 2 

(3. 35) 

2 ~ 2 2 c: hasta R - c· 

a se.a:~ 2 2 

t= ~1!,J'. -0

2 
R - C; 

dx (3. 36) 
2 2 

- O - X 

pera evaluar a la integral (3 .36) se hace un cambio de varia -

ele y se usa el hecho de que el integrando ea una función par, 

el resultado final es: 

~- n~ (3 .3'l) 

-3. ecuación anterior no depende de la recta que ae tome o aea

que, e1 tiempo para ir entre dos puntos. que se encuentran sobre 

:a superficie de la Tierra es el mismo si uno se va por una -

~=¡cyectoria rectilinea que coincida con el diámetrn o.· con una-

cuerda. 
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Por lo tanto ne ha dcmostraco que la trayectoria rectilí

nea, ea una trayectoria isócrona, pues el período de oscila -

ci6n de la partícula, es independiente de la amplitud de la -

trayectoria. 

Este resultado es interesante, pues con el se demuestra-

que la is6cronia de una curva, aunque el potencial varie con -

el cuadrado de la distencia, no implica que sea braquist6crona, 

en cambio si una curva es braquistócrona si implica que sea--· 

isócrona. ref.(4) 
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3.8 Trayectorias Cónicas 

En el capitulo segundo y en la sección 3.3 1 se analizd el

movimiento de una partícula que viajaba por dentro de la fierra 

para ir de Wl punto a otro de su superficie. Se analizaron dos

tra.yectorias diferentes, una fue un caso particular de la tra~ 

yectoria braquistócrona, conocida como astroide, la otra fue ~ 

una trayectoria rectilínea. En a.mbos casos, el ant..lisis que se

hizo fue para dos puntos que se encontraban sobre la superficie 

de la ~ierra, separados por una distancia de 10005.973.km. En -

esta sección uniremos los mismos puntos sobre la superficie de

la fierra por medio de trayectorias cónicas, como son: la pará

bola e hipórbola y también por medio de trayectorias circulares 

exceptuando a la elipse, debido a que el ajuste de la distancia 

focal para que la cónica abarque un arco de la '.tierra de 100005. 

973km, no esta definido para excentricidades cuyos valorea sean 

menores que uno. El caso de la trayectoria circular, se planteó 

en forma independiente, el cual se mostrará mas adelante. 

3.9 Definición general de Cónica. 

Veamos ahora una definición geométrica de c6~ica que inclu 

¡a a la parábola, la elipse y la hipérbola. 

Dada una recta fija L y un punto fijo F no contenido en· -

esa recta, se llama c6nica al lugar geométrico de un punto P 

que se mueve en el plano de L y P de tal manera que la razón de 

su distancia de F a su distancia de L es siempre igual a una 

constante positiva. 

La recta fija L se lla:na directriz, el punto fijo F, foco, 

y la constante positiva, a la que designaremos por "e", excen-

tricidad de la cónica. 
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Sin ninguna pérdida de generalidad, podemos tomar el eje

Y como directriz del punto P(p,O), pf0 1 como foco, fig.(3.8).
S~a P(x,y) un punto cualquiera del lugar geom~trico. Desde p -

tracemos el segmento PA perpendicular al eje Y. Zntonces, por-

la dofinici6n anterior, 

6n geom6trica: 

el punto P debe satisfacer la condici-

Mº lp¡I 

B. 

y 

A 

(xl,yl) 

P(x, 
\ 

o 

figura (3.8) 

\ 
\ 

' l(p,O) 

de la figura s.e obtiene que: 

IPPI =- ~ex - p)2+ y2 

por lo tanto: 

~(x - p)2 + 

jxj 

(3.38) 

X 

elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecuación, quitando 

denominadores y transponiendo t~rminos, resulta que: 

2 2 
y = ( e - L) x2 + 2px 2 

- p {3.39) 
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Podemos demostrar, reciproca.mente, que cualquier punto c~ 

;¡r:w coordenadas satisfacen a la ec. (3,39) es un punto que sa

t .::face a la condici6n geom6trica {3,)8) y, por lo tanto, está. 

cubre el lugar goom6trico, Do acuerdo con esto, la ecuaci6n ~ 

(3,39) es la condici6n buscada, 

La naturaleza de la ec.(3,39} depende, evidentemente, del 

valor de la excentricidad e. Hay entonces dos casos gcnerales

por considerar: 

r. e=l 

y 

II. e-1 1 

I. e.1. En eate caso, la ecuación (3.39) toma la forma: 

-2px 2 
+ y + 

2 p; o 
este. ecuación se puede escribir como: 

y
2
= 2p( X - p/2) 

que representa una parábola cuyo vértice es el. punto (p/2 1 0) y 

cuyo eje coincide con el eje X. 

II. e~ l. En este caso 1 - e 2~ o. Dividiendo la ecuaci6n (3.39) 
2 por 1 - e , y completando cuadrados en x, se encuentra que: 

(x - p/l-e2)2- + 

p2e2/(l-e2)2 

2 
----~~----- = l 

p2e2/l - e2 

El que la ecuaci6n (3.40) represente una elipse o una hi

p~rbola depende del valor de e, Tenemos dos subcaaos: 

a) e< 1 

y 

b) e) 1 

a.) e<. l. En este caso, l - e2;;> o, y ambos denominadores en el

primer miembro de (3.40) son positivos. Por lo tanto, el lugar 



103 
geométrico de la ecuación (3.40) es Wla elipse. 

2 b) e) l. En este caso, l - e (o. Por lo. tanto, con el fin de-

tener ambos denominadores positivos, escribimos la ecuación (3, 

39) en la forma: 

2 
--------·- = l (3.41) 

p2e2/e2 - l 

evidentemente, el lugar geométrico de la ecuaci6n (3.41) es -

una hipérbola. 

3.10 Cálculo de tiempos y distancias a través de Cónicas. 

Para que las cónicas pasen por los puntos (x1 , y
1

) y 

(x1 , - y1 ) fig. (3.8) 1 es necesario hacer un aj~ste en la dis

tancia focal. Este se hará a partir de la ecuación (3.39) de -

la siguiente forma, tenemos. que: 

2 
- p 

como la c6nica debe de pasar por el pWlto (x1, y1 ) Y (xi, -y1 ) 

se debe de cumplir que: 
2 2 2 

y 1=(e - l)x1 + 2px1 - p (3.42) 

de esta ecuación sacaremos una condición para p,,se encuentr.a

resolviendo a la ecuación (3.42), teniendo. c.omo inc6gnita a la 

distancia focal, el resultado e~: 

+ • 1 2 2 2 
p= x1 - \J e x1 - y 1. (3.43) 

como el arco que se esta tomando es de l0005.973km, (x1 ,y1 ) -

debe ser igual a: 

x1= R/ ..J2 
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Por lo tanto la ec.(3.43) se transforma en: 

a + R ~ e2 
- 1 

F-..[2 - '12 (3.44) 

la variaci6n de p se encuentra en el intervalo O p R por lo 

tanto, esta condici6n nos impone una restricci6n en el signo 

de la ec.(3.44), tomando en cuenta el intervalo de variaci6n -

de p, se tomo el signo negativo, aai la ec. (3.44), se transfo! 

ma en: 

R R le2 - l 
p=~ - f2 \J (3.45) 

también tend~emos una cota superior e inferior para la excen-

tricidad e, esta será: 

~e (2 (3.46) 

in b~qe a esta condici6n las t1nicaa c6nican posibles que pasan 

por los puntos, (R/'1°2, R/{2) y (R/'1[2,-n/\[2), solo son pár!! 

ba.laB con. e=l y hipérbolas con e< J2. 
Se vi6 en el capítulo segundo que la expresi6n para cale~ 

lar el tiempo de recorrido para una partícula que recorre dos

puntos que se encuentran sobre la superficie terrestre viajan

do dentro de clln es: 

t={f J ~.~· - r' 
haciendo en la ecuaci6n (3.39): 

A= e-
2 

- 1 

.&=. 2p 
2 

C= - p 

se transforma en: 

Y2= A:F.2 + Bx + C 

para calcular el tiempo que realiza la partícula cuando esta 

v.iaja a través de cónicas, sustituiremos la ec.(3.39) en fun 

ci6n de A,B y e en la ecuaci6n (3.47), para hacer la compara -

ci6n entre las diferentes trayectorias se tomara un arco de la 
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fierra de 10005.973km, en base a esto la ecuación (3.47) adqu.i2_ 

l'•! la formai 

t= ~ ~4 Ax¿ + Bx + C + 2Ax + B ¿ d.x 
2 . 2 2 

0 Ax + Bx + e R -( (A + l)x + Bx + e) 
( 3.48) 

Para calcular la ,distancia que ae recorre durante este --

tiempo, usaremos las mismas condiciones anteriores. La distan-

cia recorrida se calculó usando la siguiente expresións 

·~ 2f. l . (2AX + B)
2 

2 
4(Ax + Bx + C) 

dx 

integrales (3.48) y (3.49) 

(3.49) 

conducen a integrales-

elíptica~; para au evaluación ndinerica se tuvo que construir -

un programa de computación. Los resultados que se obtuvieron -

fueron los siguientes1 

EXCENTRICIDAD TIEMPO DISTANCIA 
~min} ~Km· l 

1.000001 37.13303945 13355.6852 

l.100001 40.88070264 14470.1641 

1.200001 42.69206807 14943.9425 

1.300001 44.13813648 15238.5202 

l.400001 4:'.!o728J5162 12~22.4J86 

Para análizar el caso de la trayectoria circular se tom6-

un circulo de centro en (R/ {2,o) y radio i.gual a R/-[2 , fig(3. 

9)• Kl tiempo que tardará la particula para ir del punto A al -

punto B, fig.(3.9), lo podemos calcular de la siguiente relaci

ons 

.. -N J h2 ~· r2 ().50) 
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y 

o (R/{2°,0) 

B(R/{2°, - R/{2°) 

figura (3. 9) 

La ecuación del circulo con centro en (R/{2,0) y radio R/\Í2 

ess 

x2 
+ y

2
=R ._[2' X 

Después de sustituir esta ecuación en la expresión (3.50), tene

mos que: 

~JR/{2 cb! 

t= R ~g O '1Xllf2 - x2 ~R2 - xR'JT 

para evaluar esta integral, hicimos el siguiente cambio de vari:_!! 

bles 
2 x= R sen g 

~ 
y llegamos as 

t-2 rif nq,____d __ g -

- ~ g J. ~ 1 - _!sen
2

Q 

o 2 

(3.52) 
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esta ea una integral elíptica de primera clase, usando tablas

de integrales elipticas para evaluarla, encontramos el aiguie!! 

te resultado: 

t=2 [ (l.8541) 

t=3.?082 ~ 
de donde: 

t::::. 49'49" 

La distancia q.ue recorre la partícula la podemos calcular 

=~ij 1: si~•;:• _•:;:;~6n• dx 

J_ ~ (Rf2 X - x
2

) '· 
o 

efectuando algunos pasoo algebraicos, encontramos que: 

d:: RJ2J~ ·. dx 

~xR{2 - x
2 

O~ 
para evaluar esta integral, haremos el siguiente cambio de va-

riable: 
2 x= R sen Q 

'12 
esta tranaformaci6n nos lleva a lo siguiente: 

d= 2RÍTI cosG dQ 
2 

1 - _!.sen Q 
2 

evaluando esta integral, encontramos quet 

d= TIR 

T 
como R= 6J70lan 

d= 14150.582km 
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CAPITULO CUARTO. 

4.1 Análisis y comparaci6n de resultados de las diferentes ~ 
trayectorias. 

En el. capitulo segundo, encontramos que la trayectoria de 

tiempo m.!nimo es la hipocicloide cuyas ecuaciones parámetricas 

aonr 

x{~)=(R - b)cos% + bcos(R - b)~ 
b 

y(~)={R - b)aen~ - bsen(R - b)~ 
l)" 

se observa de estas ecuaciones, que existe toda una familia de 

hipocicloides, dependiendo del valor que tome eL parámetro b.

Para el estudio de las propiedades cinemáticas de la hipoci 

cloide, se tomó el cruio particular en donde b=R/4, con este -

valor de b, las ecuaciones pará.metrica.s de la hipocicloide to

man la siguiente forma: 

x(0)=Rcos 3,0 

y(%}=Rsen\~ 

este caHO particular de hipocicloide, se conoce como astroide

cuya gráfica es: 
y 

B X 

figura (4.l.) 
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como se observa de la figura (4.1) 1 esta curva es sim~trica con 

respecto a el origen y a loa ejes coordenados. Por lo tanto, 

para el análisis cinemático de la partícula que viaja por la 

astroide, fue suficiente restringirse a un solo cuadrante, pue~ 

to que la::i propiedades cinemáticas que se dedujer6n para este

cuadrante, serán válidos para los demás, pues se hizo la supo 

sici6n de que la tierra es una esfera de densidad constante. 

En el capitulo tercero se tom6 una trayectoria rectilínea

para unir los dos puntos A y B de la fig.(4.1), esto se hizo -

con el fin de hacer una comparación de las propiedades ci.nemát.:!:, 

cas de las dos trayectorias. Los resultados se muestran en las

tablas comparativas I, II, y III. 

De las tablas I y II se observa que tanto ia distancia re

corrida como la rápidez alcanzada por la partícula que viaja -

por la as·troido, son en cualquier intervalo de tiempo, sensible 

mente mayores que los de la trayectoria rectilínea. Todo esto -

se puede explicar en base a la tabla comparativa III, pues de 

ahí se puede observar que la partícula que viaja por la astroi

de, se encuentra sujeta a una aceleración mayor que la partícu

la que viaja por la trayectoria rectilínea. Como era de esperB!: 

se, la aceleraci6n en cualquiera de estas trayectorias es menor

º igual que la aceleración debida a la gravedad. 



Tiemno 
(minut~s) 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21. 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
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TABLA COMPARATIVA I 

HIPOCICLOIDE 

distancia recorrida 
( Kil6rnetros) 

o 
17.6 
70.3 

157.8 
279.4 
434.2 
621.0 
838.6 

1085.1 
1359.0 
1658.o 
1980.l 
2322,8 
2683.7 
3060.0 
3448.9 
3847. 7 
4253.4 
4662.9 
5073,2 
5481.4 
5884,3 
6279. l 
6662.9 
7032.7 
7385.8 
7719.7 
8031.9 
8320.1 
8582.l 
8816.1 
9020.3 
9193.1 
9333.3 
9440.0 
9512.2 
9549.5 
9551.5 
9518.3 
9450.2 
9347.5 

RECTA 

distancia recorrida 
(Kilómetros) 

o 
12.4 
49,8 

1.11.7 
198,l 
308,2 
441.6 
597,4 
774,8 
973.0 

1190.8 
1426,8 
1679.8 
1948.6 
2231.4 
2526.8 
2833,2 
3148.8 
3472.0 
3800.8 
4133,6 
4466.4 
4803,4 
5136.6 
5466.4 
5791.0 
6108.4 
6416.8 
6714.8 
7000.4 
7272.4 
7528.8 
7768.6 
7990.4 
8192.8 
8374.8 
8535,4 
867).6 
8788.8 
8880.2 
8947,5 



tiempo 
(minutos) 

41 
42 
43 
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HIPOCICLOIDE 

distancia recorrida 
(Ki16metros) 

9211.2 
9042.l 
8841.5 

RECTA 

distancia recor~ida. 
( Kil6metros ) 

8990.1 
9007.9 
9000.8 



tieinoo 
( ::;inutos) 

o 
l 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
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TABLA co;,JPAllATIVA II 

Velocidad alcan:i.'.i.da, 
( K.';1/r.r) 

o 
2114. l 
4212.7 
62d0.2 
a3oi.4 

10261.j 
12145.4 
13939.9 
15631.6 
17207.9 
18657.l 
19968.7 
21133.0 
22141.2 
22986.l 
23661. 3 
24161.9 
24484.2 
24625.8 
24585.6 
24364.0 
23962. 6 
23384.4 
22633.6 
21715.7 
20637.6 
19407.l 
18033,5 
16526.7 
14898.0 
13159. 3 
11323.6 

9404.2 
7415.5 
5372.0 
3288.9 
1181.5 

934.6 
3043.8 
5130.5 
7179.4 
9175,3 

11103.5 
12949.8 

Vcloci:iuu alca.nz"-•l.~! 
. ( !ú;.¿hr) . 

o 
14<;¡5,4 
2':382.5 
4453,1 
5oSSJ,l 
7.)12.5 
866),j 

luOlO,l 
11279. 4 
l24ó6.3 
13624.1 
14686.4 
1?667.5 
16561.8 
17364.? 
13071.0 
15677. 4 
19180.5 
19577.4 
19865.9 
20044.4 
20112.0 
2üü6C,2 
19S,lj.4 
19643.) 
19274.4 
187S,.).éi 
102os.2 
1752.).J 
167 41. 4 
15866.2 
14S:J3.3 
13057.C 
127.)5.7 
11543.0 
1023ú.4 

i3972.9 
7609.7 
6204.4 
4764.8 
329.:;.7 
1014.4 

320.1 
-1175.9 



tiempo 
( rr.inutos) 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
2.8 
29 
30 
31 
32 
33 
34-
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
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TABLA COldPARATIVA III 

!IIPOCIGLVIDE 
·Accleracion ~otal 

(m/r;e¡:; ) 

9.80 
9.77 
9.69 
9.55 
9.37 
9.14 
a.86 
8.54 
8.18 
7.80 
7.39 
6.97 
6.55 
6.15 
5.77 
5.43 
5.17 
4.98 
4,90 
4.92 
5,05 
5,27 
5.57 
5,93 
6.32 
6.74 
7.16 
7,57 
7,97 
8.34 
8.68 
8.98 
9.24 
9.46 
9.62 
9.73 
9,79 
9.79 
9.74 
9,63 
9,48 
9.27 
9.02 
ó.'{2 

tU.~G'l' A 
·Aceleracion al2anznda 

(m/seg ) 
6.92 
6.91 
6.85 
6.75 
6.62 
6.45 
6.25 
6.01 
5.73 
5.43 
5,09 
4,73 
4.34 
3,93 
3.49 
3.04 
2.57 
2.08 
1.58 
l.08 
0.57 
0.05 
0.46 
0.97 
1.48 
l.97 
2.46 
2.94 
3,40 
3.84 
4.25 
4.65 
5.02 
5.36 
5.67 
5.95 
ñ.20 
6.41 
6.59 
6.73 
6.83 
6,90 
6,92 
6.91 
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Dcspues de haber unido los dos pwitos A y B de la fig.(4.1) 

por medio de una trayectorta rectilínea, se usar6n trayectorias

c6nicas como hipérbolas y par&bolas para unir los dos puntos, no 

se tomaron trayectorias elipt}.cas, pues no existe ningw¡a elipse 

que pase por los puntos (R/~, i~/{2) y (R/,[2, - R/f2) y cuya di-

rect1~: coincida con el eje y. 
y 

L=l0005.973km. 

o X 

figura (4.2) 
Por dltimo se tom6 una trayectoria circular de radio r=R/'12 

¡ centro en (R/{2, O). Los resultados obtenidos con esta.a tres -

:rayectorias se muestran en la tabla comparativa rv. 

TABLA COMPARATIVA IV• 

-;rayectoria tiempo distancia recorrida 
(minu.tos) (Ki16metros) 

paI'á.bola 37.13303945 13355.6852 
hiptfrbola 
s: 1.1 40.88070264 14470.1641 
e= 1.2 42.69206807 14943.9425 
e= 1..3 44.13813644 15238.5202 
e= l.4 45.72835762 15429.4386, 
circulo 49.82744 14150.582 
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Ue la tabla IV, podemos observar que la trayectoria parab6-

lica, eo la curva donde la partícula efectúa un tiempo menor que 

por las trayectorias hiperbólica y circular. Es im,ortante hacer 

notar, que aunque la longitud de la trayectoria circular sea me

nor, que la longitud de cualquier trayectoria hipérbolica el --

:iempo efectuado por la tr~yectoria circular eo mayor que el 

e:ectuado por cualquiera de las trayectorias hiperbólicas. 

La tabla coinparativa V, se construy6 con los distintos tiem 

:.:os efectuados y las distancias recorridas para cada una de las

-; :-ayectorias que se tomaron, para unir los dos puntos A y B, fig 

(4.2), separados por una distancia de 10005.973Km. 

TABLA COMPARATIVA V. 

-; :-ayectoria tiempo distancia recorrida 
~minutos~ {Ki16rnetros~ 

.t..stroide 36.558295 9555 

?. ecta 42.213883 9008.5404 

:írculo 49.82744 l..4150.582 

:;·:ipérbola 
t-:= l..J.. 40.88070264 14470.1641 
.:·= 1.2 42.69206807 14943.9425 
:·= 1.3 44.13813644 15238.5202 
'!!= 1.4 45.72835762 l.5429.4386 

:Parábola 37.12302945 13~55.6852 

11e esta tabla se observa que la trayectoria de tiempo mínimo es-

~a astroide, lo cuál esta de acuerdo con los principios variaci~ 

~1ales. En seguida es la trayectoria parab6lica, en tercer térmi-

7•0 aparece la hip~rbola con una excentricide.d de e=l.l, en cuar

;.o lugar aparece la trayectoria rectilínea, en quinto, sexto y -

!1~ptimo lugar vuelven a aparecer trayectorias hiperb6licas con -

!.Xcentricidades e=l.2 1 l.3 y 1.4 respectivamente, en octavo lu 

f:ar aparece la trayectoria circular. Tomando en cuenta este or -

tcen se construy6 la tabla c.omparativa VI. 
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TABLA COltfPAHATIV A VI. 

Tx-ayectoria. Tiempo. Distancia recorrida. 

~min. y_ se~.} ~ Kil 6me tros} 

Astroido 36'33'' 9555 
Partlbola 37 '7,, 13355.6852 
Hipérbola 
e= l.l 40'52'' 14470.1641 

Recta 42'12" 9008.5404 

FUpérbola 
e= 1.2 42'41" 1494309425 

e= 1.3 44 '8,, 15238.5202 

e= 1.4 45'43" 15429.4386 

Círculo 49'49" 14150.582 

jodemos observar de esta tabla, que la trayectoria rectilínea -

es la que tiene la menor longitud, incluso su longitud es menor 

que la de la trayectoria de tiempo mínimo, sin embargo, el tiem 

po que se realiza por esta trayectoria la coloca en cuarto lu -

gar de entre todas las trayectorias. 

Finalmente construiremos la tabla VII, tomando en cuenta a 

la trayectoria rectilínea con fricci6n uniforme. 

TABLA COMPARATIVA VII. 

Trayectoria Tiempo Distancia recorrida. 
~min. l. ses· l ~Kilómetros l 

Astroide 36'33" 9555 

?arábola. 37'7" 13355.6852 

:!ipérbola 
e= 1.1 40'52,, 14470.1641 

~ecta sin fricción 42'12" 9008.5404 

Hipérbola 
e= 1.2 42 '41,, 14943.9425 
e= 1,3 44'8" 15238.5202 
e= 1,4 45'43" 15429.4386 
circulo 49'49" 14150.582 
Recta con fricción 49 '56,, 9008,5404 
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Como era de esperarse, por la trayectoria con fricción uniforme,

es en donde la partícula realiza un mayor tiempo en su recorrido. 
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CONCLUSIO!lES. 

En este trabajo hemos encontrado que la trayectoria de -

tiempo mínimo para una partícula que viaja bajo la superficie

de la Tierra, suponiendo que esta es esf~rica y de densidad -

constante, aunque ingenuamente se haya pensado que sería una -

trayectoria rectilínea, resultd ser una curva conocida como -

hipocicloide. De las ecuaciones pa.ram6tricas de la hipocicloi

de, se observa que existe toda una familia de hipocicloides -

dependiendo del valor que tome el parámetro bº Para el estudio 

de las propiedades cinemáticas de la hipocicloide, se tom6 el

caso particular en donde b=R/4, con este valor de b, la hipo -

cicloide se conoce coma astraide. El análisis que se hizo fue

para una partícula que viaja por dentro de la Tie.rra,recorrie~ 

do dos puntos quo se encuentran sobre su superficie, separados 

por una distancia de 10005.973Km., estos dos puntos primerame~ 

te se unieron por medio de una trayectoria rectilínea, y por 

medio de un segmento de astroide. El análisis revel6 algunas -

cualidades interesantes; se encontró que el movimiento de la 

partícula en ambas trayectorias es arm6nico sir.iple y ademas es 

is6crono o sea que la partícula oscila can una frecuencia que

es independiente de su ru;¡plitud, esta propiedad es importante

puesto que con esto se demuestra que una curva que posea la -

propiedad de isocronia na implica que la curva sea braquist6-

crona, en la ref,(4) se demuestra en forma general que la im 

plicaci6n inversa es válida siempre y cuando el potencial al 

que s.e encuentre aujeta la partícula sea proporcional al cua-

drado de la distancia. 

Es importante hacer notar que el 11nico caso en donde la -

trayectoria de tiempo mínimo y la trayectoria rectilínea coin

ciden, es cuando se quieren unir dos puntos antípodas por me-

dio de una hipocicloide, pues_. esta degenera en una línea recta 
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que pasa por el centro de la 'l.'ierra. 

Como una corrección a la partícula que se desliza sin ro

dar dentro de la Tierra a través de la trayectoria rectilínea

se tomó el caso de una esfera que rueda sobre una ouperficie -

rectilínea con fricci6n uniforme, encontrándose que la difereg 

cía entre los tiempos de los dos movimientos es de 7'44'', --

efectuándose el mayor tiemoo por lu trayectoria con fricci6n -

uniforme. 

El oiguiente paso fue unir los dos puntos que se encentra 

ban sobre la superficie de la Tierra, por medio de trayecto ~ 

rias c6nicas, y en base a los tiempos realizados por este tipo 

de trayectorias y tomando en cuenta el tiempo realizado por la 

trayectoria rectilineu, poder encontrar cual de' ea.tas tra.yectE, 

rias es la 6ptima despues de la curva braquist6crona. S~ enco!! 

tró que es la parábola la cónica más rápida, pues esta se par~ 

ce en algunos segmentos a la hipocicloide ( astroide). La peor

trayectoria y sin embargo es la que se apega más a la realidad 

como era de esperarse es la trayectoria rectilínea con frie -

ci6n uniforme. 

El problema nos ha servido para ejercitarnos con el cAlc~ 

lo de variaciones, y para aprender que en problemas dinámicos

no siempre el camino más corto es el más rápido. Esto nos da -

pie para trabajar en problemas de eficiencia que son parte de 

la teoria de juegos. 
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APE!/DICi:: A 

ECUACION D:C LA HI?OCICLOIDE 

En este ap6ndice se deducirán, lao ecuaciones parámetri

cas de la hipocicloide, 

La hipocicloicle eo la curva que clescribe un punto fijo -

de u.~a circlUlferencia que rueda, sin reobalar, permaneciendo

siempre tangente interiormente a otra circunferencia fija. 

Sean ~ el radio de la circunferencia fija, de centro 0,

b el radio de la circ~ferencia menor, de centro O', que rue

da, permaneciendo siem~re tangente interiormente a la circun

fc::-e:·.cio. mayor, ¡,j el punto fijo de la circunferencia menor -

que '.!e~;c::-i be la hipocicloide, y T el punto de tangencia, Ver 

f::.,:. (1-~ 

y 

B 

A X 

D 

li'igura (1-A) 
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.i'.:n A coinciden i~l y T, cuando i•l haya descrito la arcatla

A3, habrh girado 360°, y el punto T habrá recorrido el arco-

AB; o Gea: 

Arco AB= 2nb 

desib-nando por f el :úigulo O'MN 

x= O? = OQ + Ni\J 

y= P.M = QO ' - NO' 

de la fiGW'a ú.-.l) encontramos que: 

x=OO'cosG + O'M cos'f 

y=OO'senQ - O'M e en 'f 

tenemos que: 

(A-l) 

(A-~ 

(A-3) 

CA-4) 

CA-5) 

conviene expresar el ángulof en función de Q, ~ara que solo

figure Wl parámetro. El ángulo Q' es exterior al triántZUlo -

OO'R; por lo tanto: 

Q'=-c):O'OR + ~O'RO 

'f + G 

o sea '= Q'- Q "1-6) 
además, por la manera en que es generada la curva, el arco-

AT es igual al arco MT; de donde: 

aQ = b9' 

es decir: 
g'- .§! 9 

- b 

sustituyendo A-7 en A-6, encontramos que: 

f =( a - b) 9 
b 

(A-7) 

(A-8) 
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su:.:itituyend.o la ecuación A-8, OO':ior (a - b) y O'ld por b, e:1-

lao ecuaciones A-4 y A-5, llegamos final~ente a lrui siguien--

tes ecuaciones: 

x=(a - b)cos~ + bcos(~)Q 
b 

y=(a - b)senQ - bsen(~)G 
b 

(A-9) 

(A-10) 

las ecuaciones A-9 y A-10 son lao ecuaciones de lahipoci -

cloide. 
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A.PENDICE B. 

La cicloide como un caso particular de la hipocicloide. 

En este apéndice demostraremos que la cicloide es un caso 

particular de la hipocicloide. Bata demostraci6n la haremos a

partir de la ecuación natural o intrinsica de la hipocicloide. 

En una curva plana, la relación entre la curvatura y la 

longitud de arco, da una ecuación natural ref. (15). En base a 

esto, procederemos a encontrar las expresiones para la longi -

tud de arco y la curvatura para la hipocicloide. 

En el apéndice A, se demostró que las ecuaciones paramé -

trica.a de la hipocicloide son: 

x(~)~ (a-b)coa~ + bCoa(a-b)¡d 
b 

y(~)= (a-b)aen,0 hsen(a-b)¡d 
b 

(B-1) 

(B-2) 

a través de el cálculo integral, sabemos que la longitud de ~ 

arco de una curva plana, la podemos calcular por med.io de la -

siguiente relación: 

- d~ + d¡d (B-3) s-J~«lx)2 
calculando las derivadas con respecto a fl. de (B-1) '1 (B-2)t se 

encuentra que: 

dx 
d~ = - ( a-b)(aen0' + sen(!!::!!)~) 

b 

{ a-b)(casfl - cos(a-b)~) 
b 

sustituyendo estos resultados. en (B-3) e integrando, encontra

mos que la longitud de arco es: 

S= - .1J:!(a-b)cos ~ 
a 2b 

Ahora calcularemos el radio de curvatura, por medio de la 
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rüguiente f6rmU,la: 
312 

Re= [1 + (dy/dx)~ 

1~~1 
(B-4) 

usando las ecuaciones (B-1) y (B-2) junto con la regla de la -

cadena: 

_g¿ - ~Mi. 
d.x - d0 dx 

obtuvimos el siguiente resultado: 

~ = -[cos.0 - coa(~)~ 
senW + sen(a-b)0 

b 
volviendo a usar la regla de la cadena, se encuentra que: 

2 
il -
d.x2 -

(a-2b)(l - coa~) 
b 

b(a-b)(sen(~)~ + 
b 

sustituyendo ambas derivadas en (B-4) encontramos el. radio de

curvatura~ este es: 

resumiendo,hemos encontrado las siguientes ecuaciones: 

S= -i!l ( a-b)oas ~ 
a 2b 

R = 4(a-b)b serr J2l. 
e (a - 2b) 2b 

haciendo: 

A= ~(a-b) 
a 

y 

B= ~} 



entonces: 

S=- Aeos~ 
2b 

y 

R =Bsen~ 
c 2b 
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elevando al cuadrado ambas ecuaciones, y aumandolaa, encontramos 

que: 

+ (B-5) 

siendo esta, la ecuaci6n natural a intr!neeca de la hipocicloide. 

Tomando e1- caso cuando a:$) b, A,... -4b y B._. 4b, y asi la -

ecuaci6n ( B-5), ae transforma en: , 

s2 + R
2 

=< 16b2 
c 

que es la ecuación natural de una cicloide, obtenida al rodar wi-

círculo de radio b sobre una línea recta. 

Par lo tanto hemos demostrado que la cicloide es un caso --

particular de la hipocicloide cuando a>) b, o sea cuando el radiíl 

del círculo fijo es mucho mayor que el radio del circulo que rue

da dentro de tH. 

Otra forma de demostrar que la cicloide ea un caso particu-

lar de la hipocicloide, es partiendo de las ecuaciones (A-4) y--

(A-5). Sustituyendo en ambas ecuaciones la expresión {A-8), ástas 

se transforman es: 

x=(a-b)cos _b_f + 
a - b 

y=(a-b)sen -1!._ 'f 
a - b 

bcos 'f (B-6) 

bsen 'f' (B-7) 

Trasladando los ejes de coordenadas una distancia a, las ecuacio-

nes (B-6) y (B-7) las podemos escribir como: 



x '= (a ... b)coa _b_ 'f + 
a - b 

y';; (a-b)son _b_~ 
a - b 
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bcoa 'f 

bsen '(' 

a (B-8) 

(B-9) 

~omando en ambas ecuaciones el caso cuando a~aD , estas se -

:'.'!::duccn a: 

X'= -bll - COS'f) 

}' '= b( 'f - sen 1f ) 

(B-10) 

(B-11) 

:-.:ue son las ecuaciones paramátricas de una cicloide, generada

por un circulo de radio b que rueda sobre una linea recta ver-

tic al. 
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