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INTRODUCCION

El conocimiento de la materia y de sus leyes ha cau
tivado al hombre desde tiempos inmemorables. El descubrimien-
to de esos pequefios componentes de la materia, los dtomos, y
de los movimientos do estos dentro de ella, nos ha suministra
do valiosa informaci6n sobre las propiedades y estructura

der la misma.

En términos generales, la materia se observa en
tres diferentes estados: s6lido, ligquido y gaseoso. En los
Gltimos afios se han hecho notables avances en el estudio del
estado s6lide, ahora se comprenden con mayor claridad las
propiedades mecdnicas, termodinfmicas y electrbnicas de estos
materiales. En particular, el deseo de "escuchar" las vibra
ciones de los dtomos, dentro de la materia s6lida e imaginar
las formas en que los &tomos se mueven nos ha conducido a es
tudiar sus modos normales de vibracién, concepto primordial
en el entendimiento de estas propiedades.

Se pueden distinguir en general dos tipos de siste
mas en los materiales sblidos, los sistemas ordenadeos y los
gsistemas desordenados. Un sistema ordenado, es aquel que se
compone de arreglos idénticos de &tomos que se repiten perié
dicamente; estos materialesg suelen llamarse cristales. Un
sistema desordenado se puede entender como aquellos sistemas
que aungue no présentan un orden a largo alcance y por lo
tanto no poseen simetrfa translacional, muestran un orden
a corto alcance gue se puede aprovechar para su estudio. Los
sistemas desordenados se c¢lasifican en dos grupos: sistemas
de desorden sustitucional y sistemas de desorden topolégico,



en los primeros tenemos o las aleaciones v al segundo grupo
pertenccen los materiales amorfos, kn cualquicera de todos
estos casos para estudiar las vibraciones, se¢ cuenta con un
rodelo gue sobresale por su sencillez y consiste fundamoental -

s unidas por muelles que sus-

mente, on Suponer Peduends ma
srtuyen a loo Gromes y oa las fucrzas de cohesibn entre ellas.,
Las fucrzan ae cobesibdHn, se pucden tomar como fuerzas eldasti-
vas es decay, proporcionales a los desplazamientos, y por

o tanto podemos  aplicar la corocida Ley de Hooke. Otra im-
mortante aproximacidn que se hace, es considerar s6lo inter-

zrciones o los vecinos Wi Lroxinos,

LEste modelo tebrico puade sar desarrollado eon una,
128 y tres dimensiones. Hacer estudios de sistema tebrico de
Zimensionalidad restringuida no es solo un ejercicio que pue-
Za resultar matemé&ticamente menos complejo, sino gue existen
sistemas fisicos de tres dimensiones que presentan caracto-
risticas parecidas a sistemas tebricos de una y dos dimensic-
nes; cjemplos de csos son los polimeros y los compuestos or-
gdnicos en cadenas y capas respectivamente. Sin embargo, exis
ten diferencias entre los sistemas reales y los tebricos, cita
remos concretamente el caso de los polimeros, que idealmente
se pueden tratar como sistemas unidimensionales, pero cuyo es-
pectro fonbnicos es algo intermedio entre el obtenido tebrica
mente para una Yy dos dimensiones. Se piensa que esto se debe
a que las cadenas poliméricas, se unen de vez en cuando. Es
asi como se tiene un problema de un sistema con dimensionali-

dad no entera: entre una y dos dimensiones.

En la primera parte de esta tesis hemos analizado ca
denas lineales unidimensionales y la red cuadrada. En la se-
gunda parte nos ocupamos de la red rectangular, que constituye
un primer paso en el desarrollo de un modelo general, donde al
introducir desorden,se pueda estudiar dimensionalidad no entera.



Esta red esencialmente consiste en un arreqgo de N cadenas
lineales de particulas de igual masa unidas por resortes, que
producen fuerzas centrales arménicas de magnitud constante,
es decir, cada N sitios se tiene una ligadura entre las cade-
nas. El desarrollo posterior de este modelo, tema de otro
trabajo, debe contemplar el caso desordenado, esto es, dicha:
cadenas estarian unidas al azar, con tal que en promedio exis
ta una ligadura cada N sitios. Los espectros fonSnicos asi
obtenidos, ya serfan comparados con los datos experimentales
de los espectros reales de los polimeros mencionados.

En vista de esta problemitica, hemos organizado el

material, en la siguiente forma:

En el primer capitulo, abordamos el problema en gene
ral, Se revisa la teoria lagrangiana de las pequefias oscila-
ciones. Se discute la ecuacién de movimiento, la matriz dini
mica, la ecuacién de autovectores y autovalores, elementos
todos relacionados con esta teorfia. Se definen y se explican
en forma breve, los conceptos fundamentales del movimiento
oscilatorio en arreglos perifdicos, tales como: frecuencias
normales de vibracibn, modos normales de vibracién, frecuencia
de corte, espacio reciproco, zona de Brillouin, curvas de dis~
persién y densidad de estados. Resolvemos ejemplos sencillos
para aclarar las ideas anteriores y ademds familiarizarnos cor
las té&cnicas matem&ticas que mas tarde se aplican a casos nas

compléjos.

En la primera parte del capitulc dos, se estudia la
cadena lineal finita con diferentes condiciones a la fronte-
ra: extremos fijos, extremos libres y ciclica. Agquf hemos
introducido un método original que permite resolver en forma
inmediata el determinante secular, empleando los polinomios
de Tchevyshev de I y II tipo. En el caso de la cadena ciclica



aplicamos el método de la matriz de transferencia en el ani-
lisis, que resulta muy ventajoso y eficaz. En los tres casos
aprovechamos la periodicidad de la cadena lineal para encon-
trar las frecuencias y los modos normales de vibraci6n. Estos
resultados los conjuntamos dentro de la relacifn de dispersifn
y los discutimos ampliamente.

En la segunda parte de este capitulo examinamos la
cadena lineal ordenada infinita. La periodicidad que también
presenta este sistema, nos permite aplicar el teorema de
Bloch a la ecuacidn de movimiento y trasladarnos al espacio
k, donde podemos interpretar nuestros resultados en la prime-
ra zona de Brillouin y es muy c6modo visualizar el comporta-
miento de este sistema. Entre los resultados que se deben
mostrar, ésta es la existencia de una frecuencia mixima que
alcanza el sistema, ademis, &sta.a calculamos analiticamente,
(frecuencia de corte), la relacidn de dispersifn que rela-
ciona las frecuencias normales de vibraci6én con los modos
normales, la obtenemos mediante la matriz de transferencia.
Para calcular la densidad de estados hemos usado el mé&todo
de las funciones de Green, no sin antes definirlas en el
apéndice uno. Encontramos una relacién para la densidad de
estados en términos de estas funciones y el c8lculo resulta
inmediato,

En el capitulo tres se realizé un estudio andlogo
de las vibraciones, s86lo que ahora en una estructura de dos
dimensiones: la red cuadrada. Aprovechamos nuevamente la pe
riodicidad de la red para encontrar la relacifn de disper-
sifén, mostramos la primera zona de Brillouin, trazamos la cur
va de dispersifn y las superficies isoenergéticas, calculamos
y comentamos la frecuencia de corte para este caso. Aplica-
mos también las funciones de Green para encontrar la densidad
de estados. Para esto se deriv6 la expresién de la funcifn



de Green para la red cuadrada en el apéndice dos, donde
ademids confirmamos la forma de la expresifn para la relacibn
de dispersion, que por este método se obtiene en forma direc
ta. A través de un cllculo numérico evaluamos la densidad
de estados. Por Gltimo, se traza la curva de la densidad,

que representa el espectro fonbnico,

En el cuarto y Gltimo capitulo de esta tesis nos
ocupamog de la red rectangular, que como ya se dijo, consti-
tuye el primer paso al estudio de espectros fonbnicos de sis
temas desordenados reales. El estudio de la red rectangular
comprende conocer, la ecuacifn de movimiento, la relacién de
dispersién y la densidad de estados. La expresién de la den
sidad de estados en términos de las funciones de Green obte-
nida para la red cuadrada se modifica adecuadamente para
calcularla en este caso. Elaboramcs un programa computacio-
nal que aparece en el apéndice cuatro, donde se calcula numé
ricamente la densidad de estados para varios casos de redes
rectangulares. Finalmente incluimos un andlisis de estos es
pectros, discutimos los principales resultados y destacamos
los casos extremos, es decir, extrapolamos cuando n tiene a
uno y, en el apéndice tres, lo hacemos cuando n tiende a in-
finito. En esta forma podremos comprobar que nuestro modelo
alcanza los limites correctos. Adem&s en las conclusiones
se presenta una revisén crftica de todo el trabajo.



1.2

1.3

CAPITULO I.

El movimiento vibratorio en
arreqglos periédicos.

Formulacibn general del
movimiento oscilatorio
de baja amplitud.

Ejemplos sencillos.




1.1 EL MOVIMIENTO VIBRATORIC EN ARREGLOS PERIODICOS

Periodicidad~ Frecuencias normales- Modos norma
les de vibracibn- Relaci6n de dispersibn- Curvas
de dispersién PFrecuencia de corte- Densidad de

estados.

Impulsado por el deseo indémito por conocer a la
naturaleza y a sus leyes, y describirlas a través de formas
simétricas, un descubrimiento de grandes alcances ha hecho

el hombre: la periodicidad.

Se encontrd gue la estructura intcerna de alqunos
materiales s¢lidos estd constituida por agrupaciones idénti-~
cags de atomos o de moléculas, que se repiten peribdicamente
formando redes ordenadas. Estas estructuras no permanecen

en reposo sino que vibran continuamente.

No menos importante resultd el hecho de que las
funciones que se pueden definir en la red, tales como los
movimientos de los elementos que la forman, las frecuencias
a las que vibra, etc... son también perifdicas iy con el mis
mo periodo de la red! Este hecho tan notable constituye lo
que se conoce como Teorema de Bloch.!

] Un modelo muy comfn para estudiar las vibraciones
en estas redes ordenadas,es un arreglo de masas y resortes
ideales acoplados, formando un sistema de osciladores armb-
nicos. Estas masas sustituyen a los &tomos, y los resortes
representan las fuerzas de cohesifn entre ellos. Cuando se
ponen a vibrar a baja amplitud uno de estos arreglos, las
amplitudes y las fases del movimiento dependen de nuestras
condiciones iniciales; es decir de la manera y de la posicibn
con que se inicia el movimiento. Sin embargo se puede lograr



que las masas que constituyen el arreglo vibren todas a una
misma frecuencia., Esas frecuencias que llamamos frecuencias
propias o frecucncias normales de vibracién, no depaenden de
las condiciones iniciales del movimiento, sino gquc de las
propiedades del sistema. Ademds, no toman cualquier valor,

sino valores discretos.

Comprobaremos este Gltimo hecho en la cadena lineal
finita ordenada, con diferentes condiciones de frontera, en

la red cuadrada y en la red rectangular.

A las formas particulares que adquieren las cadenas

redes vibrando a estas frecuencias normales, se les cono-
Y ’

ce como modos normales de vibracidn o autoestados.

Podemos visualizar flcilmente este fendmeno en una
dimensidn. Tomamos por ejemplo el caso de cuerda vibrante
sujeta en sus extremos. En un modo normal todos los puntos
de la cuerda estan vibrando a una sola frecuencia, en forma
senoidal, aunque con amplitudes diferentes. Lo que sucede,
es que si perturbamos un extremo a esta cuerda confinada, se
inicia una oscilacibn en forma de una onda viajera que se
refleja en el otro extremo. Esta onda reflejada se combina
con alguna otra incidente produciéndose una onda estaciona-
ria. Asi, la condicibn para que se establezca una onda
estacionaria, es que sus extremos finales sean nodos y todos
los dem&s puntos de la cuerda vibren a una misma frecuencia.
Entonces, la longitud ¢ de la cuerda debe medir exdctamente
un nfimero entero de veces media longitud de onda X; es decir:



(1.1) nx 2 para n=1,2,3, ...
2

Si conocemos la velocidad v de la onda, y puesto

que:

(1.2) A=

las frecuencias normales de vibracién fn sons

(1.3) f = nv para n=1,2,3, ...

que efectivamente toman valores discretos.

Es importante senialar que s6lo en este caso lasg
frecuencias son mfiltiplos de las otras. En general esto no

se presenta en cualquier otro sistema.

La raz6n de este comportamiento tan peculiar es
que en la cuerda fija, la densidad y la tensién son unifor-
mes. Por lo tanto todos los puntos de la cuerda tienen iner
cia y elasticidad igualmente distribuida; de tal forma que
existen muchas maneras posibles de intercambiar energia po-
tencial con energia cinética, durante la oscilacibn. En
cambio en un sistema masa-resorte, la elasticidad estd con-
centrada en el resorte y la inercia en la masa, asi que sblo
hay una manera de intercambiar energia potencial en energfia

cinética o viceversa.

El primer modo normal de vibracién para la cuerda
vibrante confinada corresponde al caso sin nodos intermedios,
al segundo modo corresponde un nodo intermedio, al tercer
modo dos nodos intermedios. En la fig. 1.1 mostramos estos



2.1,1 LA CADENA LINEAL FINITA CON EXTREMOS FIJOS

N masas

Fig. 2.2 Cadena lireal ordenada finita con extremos libres.

Contamos ahora c<on los zlementos necesarios para exa-

minar la cadena lineal ordenada.’

Este es un arreglo formado de N masas iguales conec-
tadas por resortes de igual constante de fuerzas a, acotado
por paredes fijas en los extremos, tal como se muestra en la
Fig. 2.1, Consideremos al sistema vibrando y tomemos s6lo in-
teracciones a primeros vecinos, Este es el caso conocido como

de "fuerzas centrales".

En vista de que los extremos estén fijos, la condi-
cién a la frontera queda expresada por;

(2.1) up = uy,, =0,

donde u,; v Uy, Son los desplazamientos de masas
ficticias 0 y N+1 respectivamente.

La energia potencial para la cadena es:

= 2 - 2 2
(2.2) . v a/2 {u;¢ + g (ui ui-l) tulyl .
donde aquf el subindice etiqueta el sitio,
Los coeficientes de la matriz dinfmica sont
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tres primeros modos normales,

Fig., 1.1 Tres primeros modos normales de una cuerda vibrante
confinada,

Podemos generalizar este resultado diciendo que el
nimero de modos normales es igual al nlmero de nodos menos

uno.

En dos dimensiones vamos a tener también nodos,
pero esta vez ser&n lineas {lineas nodales), y para tres di-

mensiones tendremos superficies nodales.

Por otro lado, el nlmero de modos normales de vibra
cidén, es igual al nGmero de grados de libertad menos el nGme-
ro de constricciones que tiene el sistema. Comprobaremos este
importante resultado para los casos ya mencionados. Asi para
la cadena lineal ordenada de N masas con la constriccién de

moverse en una direccién, hay N modos normales de vibracibn.

En un sistema infinito el nfimero de modos es infi-

nito, aunque acotado.

La expresibn matemftica para los modos normales de
vibracién se encuentra aprovechando la periodicidad de la red



y asi aplicar el Teorema de Bloch.

Es deciv; de las ecuaciones de movimiento para las
masas, conjuntamente con nuestras condiciones do¢ 1rontera;
contraremos una sola expresién para todo el cornjunto, que n
relaciuna la rrecuencia normal con que vibra el arreglo y o
modo respect ivo (w=c (k) o también « =« (k), donde k es el
vector de onda de la wibracién y o lo frecuencia normal),
Estas relacionus reciben ¢l nombre ae relaciones de disper-
5i6n.  Las agrificas que resultan de Zstas se conocen como

curvas de dispersion,

El caracter peri6dico que también van a presentar
estas gréficaz, nos permite trabajar en una regién represen-
tativa en otro espacio (el espacio ¥): donde resulta muy clr
do y exacto estudiar las propiedades de la red, como lo cong=-
tataremos para los problemas particulares que nos hemos pro-

puasto, Estas regiones las conocemos como Zonas de Brillouir.

Una caracteristica relevante de estas vibraciones
en redes peribdicas, es la existencia de una frecuencia méxima
o frecuencia de corte. Es decir, existe una frecuencia mixira
para la cual podemos excitar nuestro sistema, y tener a un modo
normal, M&s alld de este limite el movimiento no se propaga,

sino que se desvanece en la red.

Podemos observar esta frecuencia mfxima en las cur-
vas de dispersidn o calcularla a través de nuestras relacic-

nes de dispersidn.

Para conocer la distribucibn de los modos normales
de vibracidn a determinadas frecuencias es necesario calcular



la densidad de estados; aue se¢ define come on nmero de modos
normales por intervalo unidad de frecuencia. Este concepto
resulta muy Gtii en vista que podemos calcular promedios de
cualyguier variable estadiscica, tal es como la energfa total

del sistema o su calor especifico.

Asi hemos defini-dc ios conceptos basicos gue se ma
nejan a lo largo de esta tesis; asimismo henos comentado bre
vemente algunos resultados gue obtendreiros mds adelante para
nuestros problemas particulares, donde se discuten ampliamen-
te. bBmpero creemos necosario presentar ensequida una formu-
lacién al problema de osciiaciones de baja amplitud en forma

general, desde el punto de vista cl8sico.




1,2 FORMULACIOMN GENERAL DEL MOVIMIENTC
OSCILATORIC DE BAJA AMPLITUD.

Pensemos on un conjunto de masas y resortes acopla
dos que forman una red, oscilandc a baja amplitud, alrededor
de susg posiciones de equilibrio estable.

Las caracteristicas principales que suponemos tiene

tal sistema vibrante de baja amplitud son:

a) Tratamos con un sistema cerrado, porque supone-~

mos que no estd sometido a fuerzas extornas.

b} Es un sistema conservativo, ya que hemos despre-
ciado fuerzas disipativas o de friccifn: en consecuencia, la
energia potencial s&lo depende de la posicifn, y la lagrangia

na no depende del tiempo explicitamente.

Vamos a representar Qis.-0q, @ las coordenadas gg
neralizadas. Las fuerzas generalizadas Qi satisfacen, en
las posiciones de equilibrio,

(1.4} Q;=-Qv) = 0.
in

Esto significa que el potencial que hemos llamado
V tiene un extremal en las posiciones de equilibrio.

Si las pequefias desviaciones se denotan por 9; Y
las coordenadas generalizadas en equilibrio por, Qgis...,doi’

{1.5) 8g; = G,y +a, .
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Por simplicidad, tomemos las coordenadas cartesianas
en una dimensi6n, Upseee,up cOmo las coordenadas generaliza-

das, por lo cual las ecuaciones (1.4) y (1.5) nos quedan:

(1.6) Au= u

(1.7) F, = -3V
Bui

En vista de que Ves analitica, entonces podemos
usar el Teorema de Taylor? y expander la energia potencial
alrededor de las posiciones de equilibrio u, i por lo tanto,
tenemos para un sistema de n particulas.

(1.8) V(ul,...,un) = V(uol,...,uon) +
n a2y +
+ I (W) (ui-uoi) (uj-uoj) vee +o
ui=1 J

5i suponemos que la posicibn. de equilibrio, coinci
de con el cero de potencial de nuestro sistema de referencia;
el primer término de la serie es nulo y por la condicién (1.7)
el segundo término es también nulo.

En consecuencia, el primer término de la serie di-
ferente de cero, es el cuadr&tico en los desplazamientos
(ui-uq). La aproximacifn de oscilaciones pequefias nos permi
te despreciar términos de orden mayor y escribir:

(1.9) v=k I | 3tv ) (u;-u ;) (uj-uoj).

Por otro lado, ya que las coordenadas generalizadas



'

no dependen explicitamente del tiempo y nuevamente por sim-
plicidad tomando a las coordenadas cartesianas en una dimen

sién, la energfa cinética queda descrita por,

1.10 T= Y% ii M i-u U
( ) % ;j ij(ul uOI) (uJ “03)'

donde Mij es el tensor de masas, que es simétrico;

es decir:
{1.11) Mij= Mji'
Sea:
2 =
{1.12) : a'v = Dij
U RTA VN
i ]

que también es simétrico, esto es:

(1.13) Dij = Dji .

por lo tanto, la lagrangiana toma la forma:

(1.14) L=k i; (Mij(ui'“ul) (uj—uéj) -

Dij‘“i'“oi) (uj—uoj)}-

Para obtener la ecuacién de movimiento recordamos la
ecuacibén de Lagrange?’.

(1.15)

d(an
dt

La diferencial total de la lagrangiana {1.14) es:



1o

(1.16) 4L = ;g {Mij (ui-uoi)d(uj-unj) +

+ Mij (uj-uoj)d(ui—uni) -

- Dij (ui-uoi)d(uj~u°j) -

- Dij (uj—uoj)d(ui-uoi)}'

Para efectuar la suma podemos intercambiar i con j
en el primero y tercer términos; usande las relaciones de si
metria (1.11), (1.13) la Gltima ecuaci®n se reduce a:

(1.17) ale = Lo (M (ugmu gddg-u, ) -

iy I
5 - - }
bij (uj uoj)d(ui uni)“
Entonces;
(1.18) 2L = p. M, {u.-u L),
U . -u 3 J 1] ) ol
d(ui uoi)
1.19) AL =~ I V,.(u.-u .).
3‘ui_u:EY' 3 1] 3 0]

Finalmente, las ecuaciones de movimiento son:

. yOM..fu.-u ) + I K..{u.-u_. = 0.
(1.20) ] lJ(uJ “03) g lj(u:l uoj)

Estas ecuaciones de movimiento son ecuaciones di-
ferenciales homogéneas con coeficientes constantes, por lo

tanto, proponemos una solucibn del tipo:



b
~

(1.21) (uj-uoj) = ajexp(-lmt),

Hemos aplicado una tronzformada de Fourier” al espa
cio de las .'s, que representan las frecuencias propias o
frecuencias normales de vibracifu, y las a's son las amplitu

des de la oscilacifn.

Sustitiyendo la ecuacitn (1.21) en la (1.20) nos
gquedas:

(1.22) 3 (Dijaj—u Mijaj) = 0,

Esta relacibn constituye un sistema de N ecuacio-
nes lineales homogéneas, para las aj gue tienen solucibn di-
ferente de la trivial, si el determinante de los coeficien-

tes ey caro.

Esto es:

(1.23) Dyy- szll Du-mZMu . e Dln-szln
Day~ (A“ZMzg Dzz"sz72 . e » D,‘ln'gzMzn

.
-

- .2 2
Dnl mMnl"""""'Dnannn ,

o expresado como un problema de valores propios, no ordinario,

por la presencia de M,que es en general diferente de la iden-

tidad I. y se tiene:



y finalmente el determinante (1.23) se puede escri-
bir,

(1.26) |Mw?i-D| =0,

que es la llamada ecuacibn caracteristica o secular

y D la llamada matriz dinémica.

Si resolvemos este sistema, nos queda una ecuacién
algebrdica de grado N respecto a w', cuyas rafces nos dan las
frecuencias normales de vibracif6n. §i retomamos la ecuacifn
de valores propios (1.24) y reemplazamos estas u's, 'obtene-
mos los vectores propios que corresponden a los modos norma-~

les de vibracifn.

Consideramos a continuacibn algunos ejemplos senci-~
llos, con el fin de ilustra la té&cnica y aplicar la teoria
descrita; para abordar en el siguiente capftulo el problema

de la cadena lineal.



1.3 EJEMPLOS

i) Iniciamos esta sceccibn con 2l estudio de un sis
tema muy simple, formado por dos masas iquales acopladas a dos
resortes de igual constante de fuerza a, como se muestra en

la figqura 1.2.

O ~-ANAMN A0

Fig, 1,2 Sistema de dos masas iguales con resortes iguales
sujeto en uno de sus extremos.

Ya que tenemos s6lo fuerzas centrales a primer orden,

la energia potencial es, seg(n la ecuaci6n (1.6),
(1.28) V= J} Gu% + ;‘5(1(111‘112);I ’

en donde u,, u; son los desplazamientos de las masas

m; y m; respectivamente, en la direccién x.

Calculemos ahora los elementos de D,

(1.29) alv_ 2a s 'V
- I = ’
auf Jupduy
3%V . 'V “
= PR . AP
aui Ju;du,

Entonces, la ecuacifn secular es:



(1.30) Mu?-D butm oo H2 -1 |

0 M -1 1

Deseamos encontrar tanto las frecuencias normales,
como los modos normales di vibracidn, Aprovechamos para

mostrar un método general para resclver el problema de vale
o] 3

res propios de una matriz de 2 x 2.
Consideramos una ecuacibén secular de la forma:
{1.31) ‘ Mu® -A -C

{ \ = (M.%-A) (Mw?~B) -C? =0;
-C Mw“=B

En la que A, B, C, son los elementos de la matriz

dinémica.
Por lo tanto, los valores propios son:
(1.32) Muf: L(A+B} + F
(1.33) Mul= %{A+B} ~F
en donde F es,
(1.34) F= & /(A-Bj+4C’
y wi w; representan las frecuencias de vibracién.
Si definimos;

(1-35) b1 = A-Muzi '



(1.36) b, = A—Mmiz ;
es fhcil ver de (1.31) que,

(1.37} bib, = -C? .

Ahora, de la ecuacién de valores propios (1.24) que

en este caso es:

(1.38) Mw?-D a)

y de la condicidén de normalizacién:

(1.39) (a1, az) /[ a: . 2
1 1

i
o]
*
+
o
[}
-

-C

(1.40) al = 1
/Ci4+b? b,
-c

(1.41) at = 1

YCi4b? b,

en donde a! y a? son los vectores propios respec-
tivos de w3 Y w; ¥y que cumplen con:

(1.42) al+a? =0 debido a (1.35), (1.36) y (1.37)
De forma que hemos encontrado una base completa orto

normal para el problema, formada por los vectores a' y a’

como columnas.



Sea § la matriz formada por tales vectores represen

tada en dicha base.

Esto es:
(1.43) - _ C
‘ N1 N
5=
ba b,

N1 F‘-2 [J

donde hemos puesto:

(1.44) Ny = YC'+ b} y Np =  /C?+p?

Veremos que esta matriz es unitaria,

Ch, Cb,
(1.45)  |g] = _ - oL -
= N1N; + N1N, (bl bz) ’
pero:

{1.46) NN,

ti

/(cz+bz) (C2+bz)
1 2

¢ /(b1-bs)? = C(byi~by) ,

Por lo tanto la matriz (1.43) es unitaria.
(1.47) st = 1.

Para encontrar la inversa §~% aplicamos la siguiente

propiedad de las matrices unitarias,

(1.48) 577 = (5)* =5



(1.49)

(1.50)

(1.51)

donde (§ )* @s la transpuesta conjugada de 8§ y 8

la adjunta de §.

La inversa es simplemente:

S = -C b,
Ny  Np
-C b, ’
N. Nz .

+

podemos ahora realizar la transformaci6n de simili

tud,

~1

i
o
o

il
lw]

que nos proporciona la representacién diagonal de

hamiltoneano cuyos elementos diagonales son los
eigenvalores wmy w;.

Esto es: \\
Dd = Mm; 0

0 Muw? ,
o bien,
D 1 Moy f 1 D 0 Muw 0

= y =

0 0 1] 1
donde, 1 0 son los vectores propios en
y



cular.

esta nueva representacién,

aplicando la matriz 3 dada por (1.43) recobramos

£s decir:
/
3 Ly, ; y 3 01 _ 32
0 1

Aplicando estos resultados a nuestro problema parti-

Segln las ecuaciones (1.32) y (1.33);

,:2 = “I-\ (3*‘/5)

o
[

K] - <] -
s = 5 (3-7/5).

Por consiguiente w; y w, son las frecuencias norma-

les de vibracibn, podemos advertir que w; > w;.

Al modo que corresponde a la frecuencia w;, lo llama

mos modo 6ptico, y al gue concierne a w, modo actistico, ya que

las frecuencias de dichos modos corresponden al de la luz y al

del sonido respectivamente, cuando las masas son los &tomos de

un s6lido y las fuerzas de enlance son las fuerzas de cohesibn

entre ellos.

propios:

(1.56)

De las ecuaciones (1.40) y {1.41) para los vectores

/ \
.85 - .53\

[

(R
]
o



y ademds;

1
[

{(.85)% + (.53)?

t f
(1.57) a’, + a y

que confirma la ortonormalidad de los modos de vibra

cibn.

Asf tenemos los modos 6ptico y ac@stico, que repre-

sentamos con flechas a escala en la fiqura 1.3.

%

AN RN RN

Fig, 1.3 Modos de vibracién, para un sistema de dos masas
iguales acopladas a dos resortes iguales con paredes en un
extremo. La Fig. 1.3a representa el modo de vibracifn acdsti

co. La fig. 1.3b el modo Optico.

Podemos apreciar el movimiento de las masas en el



medo aclstico es en ¢l mismo sentido pero con magnitudes dife-
rentss ¢n su desplazamiento,  Ln cambio en 1 modo ptico las

sas vibran en sentidos contrarios y tambi&n con diferente mag
nitud en sus desp.azamientos, t.al como nos dicen las ecuaciones
(1.%6}.

i1) Ejemplo 2.

El slgu.icnte ejemplo nos inicia en el estudio de vi-
braciones en dos dimensiones (Fig. 1.4}). Veremos en este pro-
plema particular gue implicaciones tiene en el movimiento de
las masas en las direcciones X y Y, el hecho que tengamos enla

ces aztplados perpendicularmente,

Fig., 1.4 Sistema de masas y resortes en dos dimensiones,
la energfa potencial es:

2

{1,58) V=% o] +% ol + % a(u;-u;)?,

et

U, U: son los vectores desplazamiento;



Por lo tantos

b = 2 ? . ul = 2 2 N
u) (ulx + u’y), u’ (u2X + u?y) ¥
(1.59) (W =)' = Ll =u )y g -w

Con estos resultados V toma la forma:

= 2 4 oy2 K [ -
(1.60) v a(ulx uly + o tuytuu ulyu2y

)

En consecuencia, la matriz dinfmica es:

{1.61) 20 -« 0 0\
- 2a ¢] [
D= 0 0 20 - f
0 0 - 2a j ’

y la ecuacibn secular:;

(1.62) Mu?~2a a 0 0
o Mu?-2a 0 0
¢ 0 Mw?=2 « a =0
0 0 u Mw?~2q

gsta forma tan particular de la matriz dindmica y de
la ecuacibn secular nos indican que los movimientos en X no se
acoplan con los movimientos en Y. También nos permite dividir
la ecuacibn secular en bloques de 2 x 2 y entonces aplicar los

resultados del ejemplo anterior.

De agui que, por las ecuaciones para los valores pro
pios (1.32) y (1.33).



1 63) Mu? =% (A + B + P = Mul

i
H

i
<
&

¥ (A+B) - F

1.64) Mmi

o bien,
i1.65) wy = Wy 3a/M
(1.66) wy = Wy Yu/N .
Estas son las frecuencias normales de vibracifn.

Podemos apreciar que este es un casc de estados de-
generados doblemente. Para una misma frecuencia normal de vi-
braci6n, corresponden dos estados propios o modos normales de
vibracifn distintos, como lo confirmamos enseguida:

Sean a’

y a? los vectores propios en cada bloque 2
X 2, cuyos valores vienen expresados segln las ecuaciones

(1.40) y (1.41) que reescribimos, '

(1.67) &' = '-c} at = -¢
‘Nl%‘ "Nz
" "
| by ‘b
n 1Nz

\

Entonces, los vectores propios expresados como vec-
tores columna son:



1 - 1 ¢ -
= -5~ .1 = 7359 41,
{1.68) Y1 Y2 :a . 11 /2[ aI
L al -all
[N /
l ' N 1 4
=] _ 2} |
frir T 72 vy = vzl el
.| |
\a_' ~a*/
Vo /
Es decir:
o\ [
(1.69) v; = % i-C ¥rp = % -C
{ by b,
-c | -c
i |
b1/ y ba
fec -
Yirr Y i-C \ Yrg = % c
| by} by
1 C o}
‘-bl -b2

Reemplazamos los valores de C, b;, b;, tomados del

determinante (1.61).

Y finalmente encontramos los modos normalen:

(1.70) ¢ = k-1 \ irp < k% -1
I . 1
-1 | -1

!

[
-1 \l:’
\! 1’ t
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1222 S iy =k /-1\
S U 1
1 1"

11’ - / -

Los diagramas de la Fig. 1.5 nos sugieren el tipo
de movimientos que tenemos en este sistema de acuerdo a los
vectores propios que hemos encontrado.

R

Figuras 1.5a y 1.5b Modos aclisticos de vibracifn, dados por
los autovectores WI y WIII'

e e . wAN i et - c- [

i . 1 \i %
o [k

Fia. 15¢c y 1.5d Modos &pticos de vibracif6n para los vectores
propios expresados por ¥Yi1 ¥ Yrye
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Figura 1.5

a) Aquf las masas vibran en fase a la frecuencia uw;.

b) En este segundo modo acfistico las masas vibran
también en fase,a una frecuencia igual que la anterior pero
en el sentido que indican las flechas.

c) En este primer modo 6ptico las masas vibran en

fase a una frecuencia de w2,

d) Esta figura representa el segqundo modo Gptico,
las masas vibran en la fase a la misma frecuencia del modo

anterior.

En los capitulos siguientes pasaremos ya el problema

que nos ocupa: vibraciones en redes en una y dos dimensiones.




CAPITULO II.

2,1

-~ LA CADENA LINEAL ORDENADA -

(Fuerzas Centrales)

LA CADENA FINITA

2.1.1
2.1.2
2.1.3
2,1.4

Con extremos fijos

Extremos libres

Ciclica

Método de la matriz de transfe
rencia para la cadena ciclica

LA CADENA INFINITA

2.2,1

An8lisis de la cadena lineal
ordenada infinita a través de
las Funciones de Green

Célculo de la densidad de esta
dos

Zona de Brillouin, curva de dis
persibn, frecuencia méxima
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. 42 2 2
(2.3) AV Lo, Vo 2o
u, dusdu, auiau;
atv o, a2y 32y 3%y
Juzduy T, = 2a; ;‘“;;“ = =a; R =
Bu u,auy au, duy

En forma explficita la matriz se escribe,

N

(2.4) 2a =g 0
~-a 2a
0
-a
0 -a 2a [N f

Tomando ceros en los sitios en blanco., Esta hatriz es
tridiagonal y simétrica, el subindice indica el orden de 1la
matriz,

La ecuacibn secular es:

(2.5) |Mw2 - b = AN = 0 ,
esto es:
{2.6) AN= me?~-2a o 0..... 0
o m.?-2a a

0 0 a mw?-2a| N,




[
L

nuevamente con ceros para los espacios vacfos,

Revolvemos el determinante para N = 2, 3, 4, ;

esto esg,
A= mu?-2a a
=(mw?-2a)t~a? ,
u mw?-2g
mu?-2q o 0
A= a muw?-2a o F(mw?-2a) (ms?-20)2-a?]
~a? (mw?-2q),
0 a mw2-2o]
mw?-2a a 0 0
o mw?-2a @ 0
A= = (mw?-20) Ay=a? [ (m?=20) 2-a?],
0 a mw*-2a o
0 0 o mwi-2a

¥ Ay = (mw®=2a)A,-a’A,

Por lo tanto podemos escribir el valor del determinan
te en forma general como:

- 2 2 = .
(2.7) AN- {mw“~2a) AN-laAN-: 0

Si definimos:
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= -0
(2.8) Dn = 5o
43
o bien,
(2.9) A =D« ;

ademds si,

2.10) c muw®-2a ,
o

La ecuacib6n (2.7) se convierte en,

(2.11) D =c¢D -D

La forma de esta Gltima expresifn nos permite identi
ficarla, con la f6rmula de recurrencia para los polinomios U

N

de Tchebyshev® del tipo II, para las cuales se cumplen que:

(2.12a) Ugy, (¥) = 2xU(x)=U (%),

N-1
o bien,

(2.12b) U 1(--x) = (2x)UN(-x) - U (-x)

N+ N-1

por lo tanto, podemos suponer gque

(2.13) D, =U

' 2
Por otro lado, Ya que C = m: -2
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(2.14a) ¢ > -2

donde, mu? > 0
o

se puede concluir que,

(2.14Db) c = =~2x; donde,

(2.15) X = cos 06 para < 6 < 7
es decir

(2.16) c = -2 cos 0

como se verd mas adelante &% < 4a, de donde ¢ < 2, y la defini
m

cién ¢ = -2 cos © para 0-< 0~ ¢ 'm se cumple perfectamente.

Podemos aprovechar la siguiente relacifn funcional
para dichos polinomios:

- sen (N+1) 0

(2.17) UN sen ©

dado que Dy = 0 y por las ecuaciones (2.13) y (2.17),
tenemos que,
(2.18) sen (N+1)e¢ = 0
Ty
(2.19) seng # 0

las cuales se satisfacen cuando:

(2.20) (N+1) = knr donde k = 1,2,3,..., N,



(2.21)

(2,22)

(2.23)

38

lo que implica que:

ku
© = [ '
o bien,
_ kn
cos6= cos (N+1 .

De las expresiones para c dadas por (2.10 ) y (2.16).

kn _ mu’=2a
cos (giq) = ~(—=53—)

para k = 1,..., N,

Esta es la ecuacibn de dispersifn para la cadena lineal

ordenada finita con paredes fijas.

De esta relacifn se puede observar que existen N fre-

cuencias normales y por lo tanto, N modos normales correspondien-
tes de vibracién, a la vez N es en nGmeroc de masas méviles que

tenemos en la cadena.

Obsérvese quek = 0 no es un modo normal, lo que

quiere decir que no se tiene en este caso el modo traslacional

a frecuencia w = 0,



2.1,2 - LA CADENA LINEAL ORDLENADA
FINITA CON EXTREMOS LIBRES -

Busqguemos ahora las frecuencias normales de vibracitn

para esta misma cadena lineal finita con N masas, pera esta vez

5in paredes en sus extremos, ver figura 2.2. Consideramos nue-

vamente s6lo interacciones a primeros vecinos y fuerzas centra-

ies. A\
N  masas a m
Fig. 2.2 Cadena Lineal ordenada finita con
extremos libres
La condicibn a la frontera para este caso es:
(2.25) Uy = Uy = UN_‘_‘ - UN =0 ’

donde uy; y u son los desplazamientos de las masas
]

N+
hipot&ticas ¢ y N+1,

Con lo cual el potencial toma la forma:
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- - 2
(2.26) V= (u, ui)

1+l

ole

De manera an&loga el caso anterior, se calculan los

cérminos de la matriz dindmica, esto es:

-a 20 -a

con ceros en los espacios vacios, fuera de los diagona-
les interiores

{2.28) Jmaw - o 0
mu?-2u 0
| Muw?-D! ¢ =0
=! 0
mwl-2q a
0 ' a mw?-u
N

Retomamos de (2.10) el valor de ¢, con esta substi-
tucibn el determinante secular, que llamamos A se escribe:

12.29) c+l 1
1={Mu?-D|= =0

1 c+l
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51 calculamos el determinante para los primeros ca-

5083
c+l 1 c+l 1 0
Ag= = ¢ +2¢c, Aa= 1 L] 1
1 e+l 0 1 e+l |,
Ay = cl+2ci-c-2,

ctl 1 0 0

Ay= = c%+2c’-2¢i-4c

Es decir:

A2 = c?+ 2c = (c?-1) + (2¢)+1,
Ay = c'+ 2¢%-¢c-2 = (c?-2c)+2(c?~1)+c
Ay = c'+2c¢¥-2c¥-4c = (c*-3c?+1)+ 2{ci-2e)+(c?-1).

Observamos que precisamente vamos obteniendo los po-
linomiocs Uy de Tchevychef del Tipo II, ya introducidos anterior
mente; por lo tanto podemos generalizar para N, puesto que:

(2.30) by = Ugle/2)+2u  (c/2)+0y  (c/2),

N

Si recordamos la relacibn (2.12) para dichos polino-

mios, esto es:



(2.31) UN_Z(C/2)= -UN(C/2)+C u (c/z)

N-1
y reemplazamos este valor en la ecuacién (2.30)
nos queda,

(2.32) 4, = (24c) U

5N (c/2)

N-1

Ahora si volvemos a utilizar la relaciébn funcional

para los polinomios® U, dada por (2.17), asi como el valor de

N
Cc que nos proporciona (2.16), obtenemos:

_ 2senld -
v = Tseno (l~cos0) = 0

(2.33)

Si consideramos cada uno de los factores igual a
cero, podemos encontrar las condiciones para 6, del segundo
factor en (2.33) se tiene que:

(2.34) (l-cost) = 0,
(2.35) coso= 1,
(2.36) g= kg para k = 0,2,4,...

en el intervalo (o,m) tenemos s6lo una frecuencia normal, pero
en 0=0, hay una indeterminacién en (2.33) que se puede resol-
ver de la siguiente manera.

Consideremos las siguientes f6rmulas trigonométri-

(2.37) 1 - cos 6 = 2 sen? %



{2.38) sen 6 = 2 sen cos

Nl
oo

por lo tanto (2,33) es:

P - sen 6/2 _

{2.39) AN = 2 sen N6 o8 073 o,
O también,

i2,40) AN = 2 sen N¢ tan % = 0.

Vemos que en 9§ = (0, tanto sen N6 como tan % son cero,
entonces 0=0 es una solucién de (2.33) yse tiene un modo normal

para 0=0.
En 8=1 tambifn existe una indeterminacién, pero, debi-
30 a que la tangente en (2.40) se va al infinito, descartamos

zsta solucibn.

Por otro lado si tomamos el ler. factor en (2.33),

{2.41) 2 sen(No) = 0,
{2.42) Noe = 0,
] o
42.43) N8 = kn
12,44) g = %f vara k = 0,..., N-1,

hasta N- 1 ya que 6=1 no es una solucifén; como ya co-



41

mentamos en el pirrafo anterior.

Finalmente combinamos los valores de c dados por

las ecuaciones (2.10) y (2.16),
(2.45) m.’= -2acos6+2au
y aplicamos la condicifn (2.44) para ©

(2.46) wl = %% (l-cos %) para k = 0,..., N-1

Asi, obtenemos los valores w, que representan las

k
frecuencias normales de vibracién.

La relacibn (2.46) nos indica que para la cadena
lineal ordenada con extremos libres existen N frecuencias nor-
males de vibracifén que corresponden a N modos normales de vi-
bracibén, igual que en el caso de la cadena con extremos fijos,
s6lo que los valores para las frecuencias son diferentes; por
lo tanto, los modos normales son distintos en cada caso,

En particular w = 0 es un modo normal que correspon
de a aqué&l en que todas las masas se trasladan solidamente. A
diferencia con la cadena de extremos fijos, para la cual no se

obtuvo un modo normal con frecuencia igual a cero.



2.1,3 - LA CADENA CICLICA ~

Ya que hemos resuelto el problema de las frecuencias
normales para la cadena lineal finita, con extremos fijos y con
extremos libres; es interesante estudiar a la cadena ciclica®’’?
(que es equivalente a una cadena lineal unida en sus extremos,
ver fig. 2.3}). Visualizamos aqui la diferencia entre los modos

de vibracifn, y se realiza un andlisis andlogo a los anteriores,

Fig. 2.3 Cadena Ciclica - Masas y resortes iguales enlazados en
sus extremos formando una cadena cerrada.
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De la figura (2.3} podemos observar que la condici®n

a la frontera es

(2.47) Ugyr = U1 -
Por lo tanto la energfa potencial esta dada por:
a N 2 a
- - . - 2 - 2
(2.48) v = 3 ; (ui ui_l) + 5 (uN ;)
donde, nuevamente las u's son los desplazamientos y
como siempre a la constante de las fuerzas; o bien
utilizando la funcibén § de Kronecker,
0 sii# 3
(2.49) .. = |
tJ lsii=3
(2.50) V= 2 ? (u-u,)? & a gque uy, = u
. 57 P MY i, ge o YR QU T B Uy,
i,j=1
derivamos con respecto a los desplazamientos:
Iu,
(2.51) 2v .8 2(u,-u,) (-———aui - j+1
aw, 2 i,j)=1 3 au, 3y, 1,3+
N
=a ’i:j(“i’“j’ ($1n~%n3) %1, 941

por ejemplo:

)

= u(uo-ul) + u(uo—un_l



{2.52)

tos,

{2.53)

i2.54}

{2.55)

{2.56a)

72.56b)

dualy,

aumaun
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BV -, 8%V _ 2a VL u
3u15\10 dug? ! Ju 3u
N-1 ¢

Derivamos una vez mis con respecto a los desplazamien

v, p (6, =6, ) (6, =6, ) (6 )
- ] - . . - 0 ‘ 4 '
du_au i3 im “jm in “jn i,j+1
o bien:
3%V N
=g I 8, s, &, .,,=6 6§ 8. &
aumaun i ( i,mi,n i, j+1 J,mi,n"i,j+1

“0imbynti, 341185, m09,n01, 541

Si sumamos sobre la i,

3%y
= Lls. =6, a8 Lot .
¢ [ m,n 6me6n13+1 5J,n‘sm,3+1 6j,mdj,n !

sumamos sobre Jj,

3%v o (8 )

- - +
m,n 6m +1,n 6m,n+l 6m,n-

y finalmente, obtenemos el elemento Dmn de la matriz
din&mica:

3
T L
ma n

n m-l,n_sm,n-l)] .



(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

2a ~-a -q -
~a 2u
D= -a
-a -a 2a N

La ecuacidén secular es:

mw?-2a a ™
a mw?-2a
Ry= ¥u°-D = =0
a
a 1 mul-2a
N
mul~-2q

Si recordamos que ¢ = ————— ,

¢c 1 0 0 1
1 ¢ 1 0
0
RN = 1 =90
1 0 1 ¢

donde N nuevamente marca el orden.

Para calcular este determinante, lo expresamos:

N
Ry = ©Ayoy — Byp - e,

48



(2.61)

(2.62)

(2.63)

donde, AN es el determinante (2.6)

c 1 0 0
1 ¢ 1
0
An-l= 0
1
0 1 c N-1
y
1 1 0 0
0 ¢ 1
1
B =
n"l 1
N-1
0 1 ¢
también
1 ¢ 1 0 0
0 1 ¢
CN-1 =
1
0 1 ¢
N-1
1 o0 0 c

49
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Calculemos este Gltimo determinante permutando el
dltimo renglén N veces hasta el primer renglén.

Es decir:
N
(2.64) (-1) 1 o 1 1 ¢ 1
1 ¢ 1 0 1
B 0 1 ¢ _ N N
Cy-1 = = (-1) [AN_2+( 1)
1 1
0
0 1 ¢ N-1 0

El determinante de la extrema derecha {(2.64) tiene
ceros en el trifngulo inferior, por lo tanto su valor es igual
al producto de los elementos de la diagonal, que es uno.

Entonces:

o N Ny N
(2.65) Cyar= (=1 T [Ay_,+ (=1)7) = (-1)7 Ay o+,

por otro lado:

(2.66) Bye1 = Ay_o~Eyos donde:
(2.67) 0 1 0
0 ¢c 1
0 1 ¢ 1
Eg-2 ©
1
0 1l ¢

N-2



(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

51

pero este determinante cumple con:

= = = =—-N
Eg-2 = Byo3 = Byog = Eyog = -(-1)
por lo tanto:

o N
Bg-1 = Ayt (-1

de manera que

- _ ey N \Nr N -
Ry SCA ;A _,=(-1)"=(-1)"[(~1) At
es décir,

_ . P -\ N
Ry = A _y~A _,=(=1)"-A_ _, =(-1)

finalmente el determinante secular es

.. - - - N —-—
R, = CA _ = A _,=2(-1)" =0

pero An es el determinante ya calculado antes y su

valor es U, seglin la ecuacién (2.13), entonces:

N

2€ u

- _nN
S Uy_p~Uyog) = 20-1Y

Si recurrimos a las siguientes propiedades para los

polinomios de Tchevyschev de I y II tipos,
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(2.74) Ty (x) = Ug(x)=xuy_, (x)
b 4
(2.75) Ty(x) =k [UN(x)-UN_Z(x)],

tomamos otra vez x = ¢/2,

y la ecuacibn (2.73) nos queda:

(2.76) -1 = xu

sustituimos el valor xUy_, dado por la relacién (2.74)

en esta dltima igualdad,

(217 DM g0+ U = U (x),

finalmente por la relaci6én (2.75),

(2.78) -V - -Tg (%) + 2Ty (x),
o bien,
(2.79) Ty(x) = (-1)N,

" Por otro lado sabemos que
(2.80) TN(x) = cos Ne@,
entonces,

(2.81) cos No = (-1)N,



2.

en:

(2.

.82)

.83)

.84)

.85)

.86)

.87)

88)

89)

Cuando N es par,

cos Né= 1,

lo que implica que:

Ny = s para s = 0,2,4...N ,
o bien,
= 57
® =N

si redefinimos

la ecuacién (2.84) es,

6 = 2§1 para = 0,1,2,3...%5 .

[N13-4

Pero por las ecuaciones (2.10) y (2.14)
mu?= -2a cos 6+ 2a -

y de la condicibn para 0 dada por (2.10):finalmente
tenemos la ecuacién de dispersibn,

2 _ 24 ._ 2kn
== [1-cos N ]

N
k = 0,1,2,3,...,5

“k

Cuando N es impar, la ecuacibn (2.81) se convierte

cos Ng = ~1
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b4
(2.90) N6 = gr para 1l = 1,3,5,...N,

o bien,
(2.91) 8 = %% , nuevamente redefinimos s,
(2.92) o = —‘—21;—2——”1 para k = 1,2,3,...N/2

entonces de (2.10) y (2.16),

w, = 22 (1-cos (2K=1)y |
m N
para k = 1,2,3,..., N;l

Las relaciones de dispersién que obtuvimos en {2.88)
¥y (2.93), nos muestran gue s6lo tenemos la mitad de las frecuen
cias normales en ambos casos. Este resultado puede parecer
sorprendente a primera vista, pues esperamos un nfimero de fre-
cuencias igual al nfmero de masas.,

Esto obedece al hecho, de que estamos considerando

s8lo valores positivos para la k, ya que cos 8 = cos (-6).

De tal manera que la frecuencia del modo k es igual
a la frecuencia del modo -~k es decir; tenemos un caso de esta-
dos degenerados, a cada frecuencia corresponden dos modos nor-
males, uno con vector de onda +k y el otro con vector de onda
-k. Esto significa que por cada onda que se propaga en el ani-
1lo, con la direcci6n de las manecillas del reloj, existe otra
onda de propagacifén con la misma frecuencia, pero en la direc-
cibn contraria a las manecillas del reloj. Por lo tanto tene-

mos N modos normales.



2,1.4 -~ METODO DE LA MATRIZ DE TRANSFE
RENCIA PARA LA CADENA CICLICA -

Este nuevo tratamiento para la cadena ciclica, nos

sirve para introducir el mé&todo de la Matriz de Transferen-

cia’¢®

que mds tarde vamos tambié&n a utilizar en el caso de

una cadena ordenada infinita.

En esencia, el m&todo consiste en hallar una matriz

que nos permita conectarnos de un sitio a otro aprovechando

la periodicidad de la cadena.

Escribimos otra vez la ecuacifn del movimiento para

la i-&sima masa

(2.95)

(2.96a)

(2.96b)

(2.97)

2

meu, = = [(u, -ui) + (ui-u | D

i+l i-1

1,2...N,

para i
Si definimos:

9 = Uiy

d, = u,-u
i

i-1 i-1

y sustituimos estas definiciones en nuestra ecuacién

de movimiento para la masa i dada por (2.95).

mw? _ -
R S PR L



(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.10)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

o bien para la masa anterior,

Restamos estas dos Gltimas igualdades,

mu? d. -2d
T Ta Yi-1 TGyt

Despejamos di_ de esta expresifn,

2

2
e+ 2y 4, -4, ,
a 1l- 1

d 1

i-20"

reemplazamos este valor para d, ,, en la ecuacibn
(2.98) '

2 2
- Mo - (Mw”
d, = -—— u, ( < 1) di-

i a i-1 1

entonces transcribimos la ecuacién (2.96b)

las ecuaciones (2.101} y 2.102) se pueden escribir
en forma matricial,

Thjap = 8

que explicitamente se expresa como

~ s

»

My 2+1 d. d,

3
€

|



Esto es, hemos obtenido una matriz de transferencia
T, tal que aplicada a un vector asociado al sitio i-1 no ha
transferido al vector anilogo para el sitio siguiente. Para
resolver el sistema descrito por (2.104), debemos encontrar
los valores propios de T que ‘llamamos A, o sea resolver la
ecuacibn secular.

(2.105) {1-1) 1
=0
2 2
M (1=n)- D9
o a
lo cual implica que: '
_ mw? mw? , mw?
(2.106) {1-2) = Ta + / Ta { T 2)
Si definimos
(2.107) sen? g = M
. en iy
la ecuacién (2.106) se escribe

{2.108) (1-A) = 2 sen?g + 2, senp cosg .

por lo tanto si empleamos las propiedades trigonomé-
tricas expuestas por las ecuaciones (2.37) y (2.38);

(2.109) (1-2) = l-cos28 + i sen28 ,
o bien,

(2.110) A= cos28 + i sen2g



(2.111) a =, 2ip .

Los eigenvalores para la masa N son entonces:

N + 2iNg
(2.112) » + = €

Debido a que estamos considerando la cadena cficlica,
nuestra condici6bn a la frontera implica gque

2.113) ™ = 1

y por lo tanto,
N

(2.114) Tr (T) = Tx(I) =2 ,

donde I es la matriz idéntica.

En otras palabras, la perturbaci6n en el sitio N+l
es la misma que en el sitio 1;

pero
A+ 0

{2.115) T =

y por lo tanto,

o N
(2.116) A + A = 2 .
+ -

Si sustituimos el valor de A dada por (2.111) tenemos,



(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2,120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)

(2.124)

59

-2iH8

L8, - 2,

o bien,

2 cos 2Ng = 2
lo que implica,
cos 2Ng =1 ,

que se cumple para:

#

cOs sn 2,4,6,.,.,N si N es par

w
[
nﬂm
zZi=2

cos sm = 2,4,6,...,N~1 si N es impar

pero recordemas la definici6n de § dada por (2.10),

entonces,
senzg = mﬁ = sen2 _5_1
4a 2N ,
es decir;
2 4(1 2 s
w* = «—  gen e
: 55

si aplicamos la propiedad trigonométrica,
sen?e= % (l-coso),

este Gltimo resultado nos queda:

2 2a

w? = =2 (l-cos E%) con s = 2,4,6,...,N

si N es par
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y cons + 2,4,5,...N-1 si N es impar,

2 - i(]; - 2k
(2.125) o == (l-cos -~

) k=0,1,2,3,,..5 para N par

[1-cos AZELLTjx < 1,2,3,..,, 51

2a

2 = £0
(2.126) ™

“x

para N impar.

Estas son precisamente las relaciones de dispersifn
(2.88) y (2.93) que obtuvimos usando los polinomios de
Tchevychev; y por supuesto con la presencia de estados dege-
nerados tal como ya lo comentamos anteriormente.

Es interesante ahora que hemos encontrado las expre-
siones para las frecuencias normales, visualizar los modos

normales para nuestra cadena ciclica.

Por un lado, hemos encontrado que los valores permi-

tidos para k, son de la forma

2nm

(2.127) k = Na

donde n es entero y a es la distancia entre las masas

que supusimos igual a uno en nuestros ejemplos.

Pero recordemos del capftulo uno la ecuacién (1.3)
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(2.128) k = %‘1

donde i ya sabemos que representa la longitud de

onda de la vibracién.

8i designamos L como la longitud de la cadena
(2.129) L = na ya que N es el nGmero de masas,

en consecuencia

(2.130) A =

=31

donde n es entero que nos da la condicifn para tener
un modo normal.

Esto es, la longitud de onda A debe ser un nlimero
entero de veces la longitud de la cadena, de tal manera que
se puedan producir ondas estacionarias como se pueden apre-
ciar en la figura 2.4.
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K

Fig. 2.4 EN ESTA FIGURA SE MUESTRA UNA ONDA ESTACIONARIA
CUYA LONGITUD DE ONDA CABE UN NUMERO ENTERO -
DE VECES, (°°M®)  pN LA CADENA CICLICA, ES ASI
COMO SE REPRESENTA UN MODO NORMAL.



2.2,1 - ANALISIS DZ LA CADENA LINEAL
ORDENADA INFINITA -

Vamos a usar el método de la matriz de transferencia
ya pfesentado en el caso finito, y ademds a realizar una trans
formada de Fourier que nos permita trabajar en el espacio Kk,
para encontrar la ecuacibn de dispersifn para la cadena lineal
ordenada infinita®s!?,

Posteriormente, introducimos el m&todo de las funcio-
nes de Green que COmO Veremos nos proporciona un camino muy
simple e inmediato para encontrar la densidad de estados.

Las ecuaciones de movimiento para las masas i, i+l

son:
- 2 = - -
(2.131) ms_ uy (ui+1 ui) + (“i—l ul) '
mw 2 - - -
(2.132) = T ugyy = (e mupg) v lug )

donde las u's siguen siendo los desplazamientos.

Si definimos t que nos transfiere del sitio i al
sitio i+l, esto es

{2.133) tiui =00

(2.134) A= - - 2) = -c
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la ecuaci6n de movimiento (2,131) se puede expresar como:

(2.1395) Au, = ug, fuy

S8i dividimos entre u;

(2.136) A =t, + —+—
1 t.
i-1

o bhien,

(2.137) Rt = tit,

Por otro lado realizando una transformada de Fourler
al espacio k,

(2.13.8) u ei(kna-mt)

y por la congicién (2.133),

ei[k(n+1')a-wt) = tf Qi(kna-mt)' donde £ es la

(2.139) ¢
amplitud,

en consecuencia,
(2.140) ¢t = eika
t-l - e—ika.

Si sustituimos los valores de t y t"! en la ecuacibn
(2.136) obtenemos que:
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-1 ika ¢ ~ika

(2.142) A=t + t = € + = 2 cos ka,

pero A estd dada por (2.134), por lo tanto

2
(2.143) B _ 2 = -2 cos ka
[+

0 bien

(2.148) w(k) = 22 (1-cos ka)¥ |

Esta es la relacién de dispersibn para la cadena

lineal ordenada infinita.

.Por otro lado, debido a que todos los sitios son

equivalentes, podemos escribir
-

(2.145) ¢, = ¢, =t

y de la ecuacibn, (2.137)
(2.146) At = %2 + 1

es decir:
(2.147) t = k(A+ /R7-3)

el radical vAZ~-4 en esta Gltima ecuacibn contribuye a la den-
sidad de estados si es negativo, es decir

(2.149) A% = 4

por tanto,



66

I“2
(2.150) (‘“—a— -2)2 =4

2
(2.151) -2 < {E - 2] < 2

es decir;
2
(2.152) ™= 9
o
Y

(2.153) w =0

en un caso, O bien

2

(2.154) E%_ = 4 en el otro caso,

qgue corresponden a la frecuencia mixima de vibracién, esto

es

-, /E
(2.155) w =2 /%

Un estudio completo sobre el problema de vibracio-
nes, comprende conocer los modos de vibracifn para tener in-
formacién sobre la densidad de estados que a Su vez vamos a
requerir para conocer la energia interna del sistema o su
calor especifico y algunas otras variables experimentales.
Obtener los modos normales involucra un problema de valores
propios. Es en general muy complicado resolver un problema
dado en forma directa, en este caso, diagonalizar una matriz
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infinita. Existen otros métodos desarrcllados en mecé8nica
cufintica y teorfa de muchos cuerpos que permiten extraer in

formacibn sobre:

a) La din&mica de variables experimentales,

b) La densidad de estados excitados del sistema,

c) Las propiedades de las funciones de correla-
cifn, y por lo tanto, fenbmenos de dispersidn
y propiedades de respuesta del sistema;

sin tener la necesidad de conocer las funciones propias.

Uno de los m&todos a que nos referimos es el de las
funciones de Green!'?,'%2,}?, 1Incluso fitil también para des-
cribir sistemas desordenados y encontrar la densidad de es-
tados en tales sistemas., Vamos a requerir la funcidn de
Green retardada Gr gue hemos estudiadc en el apéndice Al,

donde también encontramos la ecuacifn de movimiento (Al.28)

que reescribimos agui:
(2.156) M _(Dw?G  , (£, Gu) =5, (L, L) +

+ L ¢ tlll-")Gaua(‘C”r LI“’) am gn

recordemos que las £ son los sitios, las a's especifican los
ejes coordenados y que M es la matriz de las masas. '

En particular para nuestro problema,
(2.157) M {£) =M,
a

debido a que todas las masas son iguales, y podemos escribir
la ecuacibn de movimiento en forma condensada:



68

(2.158) [Mw?~ ¢] Glw) =1

donde I es la matriz identidad y ¢ es la matriz

dindmica.
También para este problema, podemos reconocer que
a= X por lo tanto G es isotrbpica y podemos suprimir los in-

dices para reemplazarlos en denotar los sitios,

Entonces, en forma explicita la ecuacidén de movimien

to es:

(2.159) M(DZGQO

1 + 2aGy1+ 2aGg o,

(2.160) Muw?Gyy = aGgo+ aGoa + 2aGoy ,

(2,161) Mw?Gyy = aGgo+ aGyz + 2aGy,

(2.162) Mw?G . = oG _ + a6, nyy Tt 2¢G, .

La forma recurrente de estas expresiones nos lleva
a definir las matrices de transferencia.

(2.163) KiGgo= Goa1,
(2.164) K:Gp1= Go2
o en general

Gos

(2.165) Kn il
tn-1

Esta matriz K depende del sitio que escogemos; pero
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si la cadena es infinita, todos los sitios son equivalentes,

entonces:
(2.166) Kn =K para toda n,

Por las ecuaciones (2.165) y (2.166) la ecuacién
(2.162) toma la forma:

(2.167) {Mw?-2K)K = a + aK? ,

ya que
(2.168) G, ., Gy .. G o
= - = '
0,n-1 Go,n Gun-1

resolvemos para K la ecuacifn (2.167),

(2.169) K = 3= [Mw?-2ar / (Ma?-Za)2-4a? ]

por la ecuacién (2.165) podemos reescribir la ecua-
cib6n (2,153},

(2.170) Mw? - 20 = —— + 2aK,

_ 1
(2.171)  Goo = L5 rT7Ry

si reemplazamos el valor de K dado por (2.169) tenemos,

(Mu?+ ¥ (Mw?-24)? ~4a?) ,

-

(2.172) 1 + K =

finalmente,
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(2.173) Ggqg = pome '
foo2_ 2
M0 )
o bien,
1
(2.174) Gqqo = —_—
+M (LW’ )

si recordamos la expresi6n (2.154) para Wra®

Esta es la traza de la funcién de Green para la ca-
dena lineal gue nos va a servir para calcular la densidad

de estados.




2,2,2 - CALCULO DL LA DENSIDAD DE ESTADOS
A TRAVES DE LAS FUNCIONES DE GREEN -

La densidad de estados p(w) se define como el nfime-
ro de estados por intervalo unidad de frecuencia, una forma

alternativa de escribirla es:

(2.175) o (w) =% B8 (wmu))

1

1l teorema de Cauchy nos permite escribiré(w-mi)

como:
(2.176) &{w-w,) = - ~ . Iml )
i i T i wmw
Por esto la definici6n (2.175) es:
= -1 1. 1
(2.177) o lw) = > Im(N g = )

reescribimos la escuacibn (2.174) para la funci6n de Green,

1 1 1 1
(2.178) Gii = M(mz—wg') = oM (w+wi + w-wi) !

el sumando que nos interesa de esta Gltima igualdad es _1

puesto que &ste es siempre mayor que cero, i
por lo tanto,

1 -
(2.179) ;:;I = 2MmGii

y la densidad de estados p{w) es ahora
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o 2Me 1
(2.180) opluw) = —— Im N Zi Gii
pero
(2.181) 12, Gy o oppg

donde TrG es la traza de la matriz G, finalmente
entonces, la ecuacibn (2.180) nos queda:

2Mu
m

(2.182) pfuw) = - Im TrG

para el caso gue estamos tratando de la cadena lineal
infinita, debemos tomar en cuenta la ecuacién (2.174) enton-

ces, la densidad de estados es:

(2.183) olu) = —2 -
(w? _ ~w)
max

donde Wnax S€ calculd en la primera parte de esta

seccién y esta dada por la ecuacién (2.155).

En la figura 2.5 mostramos la curva de p(w) para la

cadena lineal segfin (2.183).

Hemos visto como el método de las funciones de Green
ofrece grandes ventajas para resolver la cadena ordenada, pues
to que encontramos en forma inmediata la densidad de esta-

dos.

Debemos aclarar algunos puntos importantes en rela-
cién a la curva de la densidad de estados de la figqura 2.5.



a) Esta curva corresponde al caso infinito con interacciones
a primeros vecinos. Como se puede apreciar tenemos una curva
continua a diferencia de los casos finitos; donde la densidad
de estados va a depender del nimero de masas N y las grdficas
de densidad correspondientes, son en realidad histogramas
como se puede verificar en las relaciones de dispersibn, que
ya calculamos para estos casos.

b) La curva presenta una singularidad para u que nos con-

max
firma que no podemos tener estados mis alld de esta frecuen-

cia.
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particion= .51988080898278

Fig. 2.5 Curva de la densidad de estados para la cadena li-

neal ordenada infinita.



2.2.3 - CURVAS DE DISPERSION. FRECUENCIA
DE CORTE. @ZONA DE BRILLOUIN. -

Hemos encontrado en la ecuacifn (2.144), la relacibn
de dispersifn para la cadena lineal infinitas al iqgual gque en
los casos finitos es una funcifn de wi{k) u w?(k). Las grafi-
cas correspondientes reciben el nombre de curvas de disper-
si6n. En la fig. 2.6 mostramos una gr&fica de = vs k para
la cadena lineal infinita. Observamos en ella que la mE(E)
es una funcifn periddica, con periodo 2w; esto es, la frecuen
cia toma el mismo valor cada vez gue k aumenta en 2r. Este
comportamiento peri6dico nos permite establecer una regién
en el espacio de las k's de “")a a "/a, que nos basta para
describir las propiedades de nuestro sistema. Es asf como
se define la la. zona de Brillouin para la cadena lineal
(ver figura 2.6}.

En dicha regién se localiza un méximo de la curva, pa
ra k = "/a, cuyo valor de frecuencia es la frecuencia mixima
o frecuencia de corte, gue nosotros hemos obtenido analitica-
mente y viene dada segfin (2.155). La frecuencia méxima o
frecuencia de corte corresponde al modo en el cual las masas
vibran en antifase como se demuestra en la fig. 2.7. B8i
obligamos a nuestro sistema a vibrar a una frecuencia mayor
a 8sta, la perturbacién decae en el tiempo y en el espacio.
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2 __ 94 —_ %
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Fig. 2.6 Frecuencias normales de vibracién para la cadena
lineal ordenada. La lfinea punteada distingue la la. zona

de Brillouin,

Podemos observar que la curva muestra un perfodo
de 2~/a, de tal forma que no necesitamos definir k fuera de
esta regibén, que constituye la primera zona de Brillouin,
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Fig., 2.7 Masas vibrando en antifase. Este modo normal co-
rresponde a la frecuencia normal m&xima.

Con estos comentarios damos por concluido el proble
ma unidimensional de las vibraciones en arreglos ordenados.
Abordaremos en los capitulos siguientes, el problema en dos

dimensiones.



CAPITULO I1I, LA RED CUADRADA

Ecuacibn de Movimiento. Relaci6n
de dispersi6n, Zona de Brillouin.
Curva de dispersifbn. Frecuencia de

corte,

Cdlculo de la densidad de estados para

la red cuadrada.




3.1 -ECUACION DE MOVIMIENTO. RELACION
DE DISPERSION. 20NA DE BRILLOUIN.
CURVA DE DISPERSION. FRECUENCIA
DE CORTE. -

El propbsito en este capftulo, es tratar el mismo pro
blema de oscilaciones, ahora en una red de dos dimensiones. Al
igual que en el caso unidimensional, estamos interesados en en-
contrar las frecuencias normales de vibracibn, las curvas de
dispersién en la primera zona de Brillouin y la densidad de es-
tados. Estos resultados nos permiten conocer completamente el
comportamiento fisico del sistema.

El mé&todo a seguir es andlogo al usado anteriormente,
que consiste en resolver un sistema lineal de ecuaciones dife-
renciales. Consideramcs nuevamente masas y resortes iguales
y s6lo interacciones a primeros vecincs. Planteamos las ecua-
ciones de movimiento que rigen al sistema y observamos gque
existe simetrfa traslacional, en el sentido de que el sistema
completo es invariante ante una traslacifn por una distancia
dada por el vector de la red. Aprovechamos dicha simetrfa
traslacional y hacemos uso del teorema de Bloch, entonces tra-
bajamos en el espacio k, donde el problema se simplifica consi
derablemente; ya que del sistema infinito de ecuaciones que te
nemos, se nos reducen a bloqueé idénticos de baja dimensibn.



LA RED CUADRADA

Consideremos un arreglo infinito de masas idénticas
unidas por resortes iguales de constante a, tanto en filas como
en columnas, formando una red cuadrada (ver fig., 3.1).

Para analizar las vibraciones en dicha red, situamos
el arreglo dentro de un sistema cartesiano, de modo tal, que
cada masa queda colocada en la pareja a(£, m) (para, £y m
enteros), separados una distancia @ como se muestra en la misma

fiqgura.

Fig. 3.1 Red cuadrada

Cada partfcula M esti situada en las parejas de ente-
ros (¢, m de un sistema cartesiano.
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Los sitios etiquetados contiguos corresponden a los
primeros vecinos de M. Las masas dibujadas en cfrculos obscu-

ros corresponden a estos sitios.

Si tomamos una masa arbitraria en el punto alf, m),
las masas ligadas directamente a &sta estdn colocadas en los
puntos alf+1, m); a{f-1, m); alf, m¢1). Por lo tanto la fuer-
za F que siente la masa en all,m) es la suma vectoral de las
fuerzas producidas por los cuatro resortes ligados a ella; ya

que consideramos interacciones sf6lo a primeros vecinos, esto

es:
_ _e+1,m _L-1,m _L,ymel _t,m-1
(3.1) FT((.,m) =F£,m +F£,m + F 2,m +F[_
,m
aplicamos la ley de Hooke a cada resorte,
LCd - -
(3-2) Fa,b - 'a(ua’ b"uc‘d) )
donde las u's siguen siendo los desplazamientos de ma-
sas de su posicifn de equilibrio,
entonces la ecuacifbn de movimiento para la particula
mas M situada en (£, m) es:
(3.3.) F = Mt = u[(u£+,,m + Yeor,m " 2u£'m) +

Tie,m  de?

+(u£,m+l + up - 2u£'m)].

,ym-1

Asf hay una expresibn para cada masa del arrego, por



lo tanto, tenemos un conjunto infinito de ecuaciones diferencia
les acopladas, sin embargo, en vista de la simetrfa traslacio-

nal de la red, recurrimos al Teorema de Bloch, y escribimos:

(3.4) uzlm = u(o)ei(ﬂkxa. + mhya - wt),

que es una transformacibn al espacioc k, donde k es un vector en
el espacio de la red reciproca, recordemos que si la red tiene
como vectores b&sicos a y b en la red primitiva, los vectores
que definen la red reciproca A y B estdn dados por:

(3.5a) A =21 ~
laf*{b]
Y
(3.5b) B = 2n a , entonces
lal* 1B}
(3.6) kK= oA + BB que es el espacio en el que vamos a
trabajar

Para encontrar la relacién de dispersi®n, sustituimos
la solucibn propuesta {3.4) en la ecuacibn de movimiento (3.3),
esto es:
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2 L{thxatmbya-vt) ilhoa  ihoa omkoa
(3.7a) -Mu“ulo) ¢ =aula) [€ X e X e Yy

L ik oa ka
e T gy

( (nif ieh ( 190
_zedkxa eunzya o & gunfﬁja edf’“
+é(,thxa eunhya e-dzga )

_Zedhxa e&mhya | et

dividimos cada miembro entre la expresibn (3.4},

ihya -dk,a ik a Lhya

Mu?= -al€ + € y 2+ e Y + € -2]

usamos la propiedad (3.7b) cosp = -

finalmente tenemos:

(3.8a) Mu?= 2a(2-cos k, a-cos fzya) ’

esta es la relacibn de dispersifn para la red cuadrada,
de donde vemos que los modos de vibraci6n est&n desaco-
plados en X y en Y. Esto significa que no tenemos mo-
dos transversales, y es debido a que tratamos con un
sistema simétrico en X y en Y de fuerzas centrales.
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La relacién de dispersi6n (3.8a)que hemos obtenido,
involucra a la funcién cosgeno, que es periddica, por lo
tanto w(E] también lo es, y ademds es multivaluada, Es
claro entonces que basta representar el dominio de valores
de k en la regién --/a art/4 para reproducir las frecuencias
normales. Esto es; en virtud de la simetrfa traslacional,
hemos transferido nuestro problema al espacio £, donde
la regibn de estudio consiste en un sb6lo cuadrado de lado
2n/a, asi queda construida la la. zona de Brillouin, del
espacio k para la red cuadrada (ver figura 3.2).

Podemos entonces graficar u(é) vs (&) dentro de la pri
mera zona de Brillouin y obtener la curva de dispersién.
Es suficiente considerar el primer cuadrante de la primera
zona de Brillouin, y es usual tomar las trayectorias de
los puntos particulares: del punto (o,0) al punto X (o,
n/a); de X al punto L(m, w/a) finalmente de L a [' , que son
los puntos de alta simetria en la primera zona de Brillouin,
que corresponden a los extremales de la relaci6n de disper-
sién como se ve en la figura (3.3)donde se muestra la curva de

dispersién, que se obtuvo con la ec. (3.8a).



_7/a

Fig. 3.2 la. Zona de Brillouin para la red cuadrada

La la. zona de Brillouin es un cuadrado de lado
2n/a; también se muestran los puntos de alta sime
trfa en los bordes de la zona de Brillouin,

y la regién R que vamos a requerir para sumar es-
tados.
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?19; 3,3, Curva de dispersifn des la red cuadrada

w max

T

" fe e e . SRS L5 U . A L
U " R | R ot '
Dependencia de la frecuencia de 0scilacifn respecto del ndmero de onda, para una red cuadrada

ordenada. Esta curva representa la nluc“n da dispersibn (3...) y se obtuvo a partir de un
cllculo nun.rico.
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Hemou encontrado resultados semejantes a los obten:-
dus para ¢l caso unidimensional, estu es debudo claro, a la pe-
riodicidac. Tenemos una relacifn de dispersin y también un va
ior de frecuencia mixima de oscilacin del sistorna. Lste corres
»onde al mdximo de la curva de dispersi®n (ver tigura 3,3}, y
g2 determina a partir de la ecuacibn (3.8a) calculada en el pun-

-~ miximo de la curva, L(v/a, »/a) esto es:

r3.8b) —— 2/7a/m

Hay un punto interesante que ya también hemos comenta-
i2 en el caso anterior, y es lo que sucede con los modos norma-
ics de vibracién en los bordes de la la. zona de Brillouin. Para
=1 punto L donde se tiene la frecuencia méixima, la solucibn

{3.4) es:

+imatdlr-Lwt (£-m)-uwt

{3.9) Up o = uf{o) € =u(-1) € '

precisamente la expresibn para una onda estacionaria, es decir;
la onda no se propaga en la red sino que se establece una onda
estacionaria. Al igual que en el caso de una dimensi6n, 8&ste
modo corresponde a las masas mis pr6ximas vibrando en oposicién
de fase, pero los modos en X y Y siempre estdn desacoplados.

Es decir, este modo de vibraci®n caracterizado por
li=n/a satisface la ley de Bragg,

(3.10) 2d sen k = n) para n entero,

donde d es igual a la distancia a entre las masas.
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Por lo tanto,
(3.11) A= 2a para n=1,

lo cual significa que la longitud de onda es el doble de la
distancia entre las masas, para este particular modo de vibra

cibn.

Podemos confirmar el resultado (3.9), si calcula-
mos la velocidad de grupo en los bordes de la zona de Brillo

uin.
En 6ptica, la velocidad de grupo se define,
(3.12) Vg = grady w(k)
que en este caso, por la relacién (3.8a) es:
a senkyita sen kyJ

{3.13) Vg = T ;
{2-cos kxa—cos hya)

en los puntos L, X de la primera zona de Brillouin, resulta que:

i}

(3.14) Vg = o
L

14

y por lo tanto, la velocidad de propagacién de la energfa en la
red es también cero, confirmamos entonces que se tiene una onda
estacionaria en los puntos L, X de la primera zona de Brillouin.
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La fig. 3.4 representa las curvas de k ‘hx' ku) para
w constante. Cada curva corresponde a un valor de . constan-
te. E1l cuadrado separa la primera zona de Brillouin de la se~
gunda para la red cuadrada. Como se puede apreciar en el cen-
tro de la zona y cerca de los dngulos del cuadrado las curvas
isoencrgéticas son circunferencias que se deforman a medida que

se alejan de estos puntos.




3.2 ~CALCULO DE LA DENSIDAD DE ESTADOS
PARA LA RED CUADRADA, -~

Definimos en el capftulo uno a la densidad de esta-
dos, como el nfmero de estados que hay en un intervalo de fre-
cuencia w y dw. Tambi&n hemos demostrado que cada estado,
estd diferenciado por un vector de onda k . Existen muchos
estados para una misma frecuencia w[kl,porque kes un vector
(kx' ky) y w s6lo depende de las componentes en forma inde-
pendiente. Por lo tanto, el nGmero total de estadeos es propor
cional al &rea de la primera zona de Brillouin, es decir, a
{(2r/a)? y el nGmero total de estados entre y w+dw es propor-
cional al &rea encerrada entre estas dos curvas de » constante
muy pr6ximas. En la fig., 3.4 presentamos, una gr&fica con
curvas de uw~constante, en la primera zona de Brillouin,

Entonces por lo que hemos dicho:

(3.15) plulde = (5=)? fd2k

donde el elemento de &rea entre dos curvas energéti-
cas muy prbximas es:

(3.16) d2k = dky, dk,

pero el gradiente de w, es perpendicular a las curvas de u-
constante, por tanto:

(3.17) Vu) dk, = dw
|4l
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entonces, la ecuacién para la densidad de estados (3.15) es:

duw a? dk
(3.18)  plu) =l—)?  fdRug= s ) 7 =
k Z8 Vg4

donde Vg es la velocidad de grupo tal como la definimos en
(3.12). Esta integral se extiende sobre todas las curvas de
w~constante en la primera zona de Brillouin del espacio k.
Sin embargo, la expresifn (3.18) no resulta muy Gtil, debido
a que no es fdcil encontrar una expresién cerrada para los
elementos de linea dlhu) para w constante; ademis &sta inte-
gral estd ligada al concepto de zona de Brillouin que es una
consecuencia de la periodicidad y que pierde sentido para sis
temas no perifdicos. Utilizaremos un método mas general para
contar estados, que ya fue usado para la cadena lineal infini
ta; el de las funciones de Green, definidas en el apé&ndice 1.

Demostramos en el capftulo anterior que la densidad
de estados en t8rminos de la funcién de Green se escribe:

(3.19)  ofw) = -1 me.

El c&lculo para la red cuadrada en términos de la
funciones de Green se deriva en el Apé&ndice (A2). La funcién
de Green relevante viene dada a nuestro problema por la ecua-
cién (1.18) como:

5. .6(kR-k")

(3.20) ij(k,k',w) PR

donde w, es la relacién de dispersifn que obtuvimos antes y
viene dada segfin la ecuacifn (3.8a) que comprobamos en este
mismo apé&ndice en la ecuacién (A2.20).



(3.21)
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Por lo tanto, el ndmero de estados entre w y dutduw

t-.g."‘_’ 2 =
plw) = i% Imij(k) d?k
= -2 g ! 1 d*k

" IB  Mu?-2a[2-cos ky-cos byl

La ecuacibn (3.21) nos proporciona la densidad de es

tados para la red cuadrada., Hemos realizado un cdlculo numé-
rico con el fin de evaluarla. La integral se debe realizar
sobre la primera zona de Brillouin; por tanto consideramos nue

vamente la figura 3.2 que representa dicha zona,
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En vista de la simetrfa que presenta esta reqgibn, es
suficiente fijarnos en el tridngulo R que se distingue en la
misma figura. Esta porcién constituye la octava parte exacta-
mente del §rea total de la primera zona de Brillouin. En con-
secuencia, nuestros resultados los multiplicamos por ocho,
pero tomando en cuenta las siguientes correcciones en los pe-
sos de los diferentes puntos del trifngulo R:

a) Para los puntos situados en el interior del tri&n

gulo un peso igual a uno, ya que los tomamos una sola vez.

b) Los situados sobre la hipotenusa del tri&ngulo

y sobre los ejes kx' k les asignamos la mitad del peso, puesto

Y
Jue en estas lineas frontera, dichos puntos se han tomado doble

mente.
c) Para el punto central (origen) un octavo del peso.

El programa que ejecuta dicho célculo con esta 16gi-
ca, se realiz® en forma general para cualquier red rectangular
donde se incluye la red cuadrada como caso particular. Este
programa se muestra en el apéndice 4. La figura 3.5 represen
ta el espectro fon6nico obtenido. Este espectro presenta un
pico, que corresponde a la frecuencia m&xima que sirve de punto
de comparacién con las redes rectangulares como lo vemos en el
siguiente capftulo. Adem&s, para frecuencias pequefias p(w)v w
en concordancia con la teorfa de Debye, este hecho también se
comgnta ampliamente en el siguiente capitulo.



4.1

4.2

4.3
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CAPITULO IV LA RED RECTANGULAR

Presentacibn del modelo.

Renormalizacifn de la masa y la constante de
fuerza para la red rectangular,

C4lculo de la relacién de dispersién y densi-
dad de estados.

Andlisis de resultados.




4.1 - PRESENTACION DEL MODELO -

Hemos examinado detenidamente la cadena lineal y
la red cuadrada ordenada. Comprobamos que el caracter si-
métrico de estos sistemas resulta determinante en e.i an&li-
sis, Es interesante ahora ocuparnos de vibraciones en sis-
temas no tan simétricos, donde ya vamos a introducir un ti-
po de desorden, tal es el caso de la red rectangular.

La red rectangular se puede imaginar como cn con-
junto de cadenas lineales infinitas,enlazadas entre ! cada
n sitios; véase la figura 4.1, donde las cadenas Se ~an co-
locado horizontales. Cada elemento entre dos enlaces conse-
cutivos es una cadena de n masas unidas entre sf cor. {n-1)
resortes, mientras que los elementos verticales s6lc constan
de dos masas y un resorte. Examinamos el comportamiento de
este sistema en los lfmites adecuados. Consideramos primero
el caso n=1 donde el elemento horizontal queda igual al ele-
mento vertical y por lo tanto se debe recobrar la czdena
cuadrada. Adem&s extrapolamos el caso n=», que corresponde
a la cadena lineal infinita.

Hay que hacer hincapié en que el estudio de la red
rectangular es original y tiene el interé&s de iniciar el an&-
lisis de espectros fonBnicos de algunos materiales desordena-
dos. Por ejemplo, como comentamos en la introduccibr, exis-
ten polimeros que se comportan como cadenas unidimensionales
unidas cada cierto nfimero de sitios, presentando un comporta-~
miento intermedio entre una y dos dimensiones. Sin embargo
para poder simular estos materiales faltarfa introducir reac-
cifn en una red rectangular pura, esto es suprimir aigunos
eniaces. En esta tesis solo resolvemos el caso puro, dejando
extensifn a trabajos futuros.



Fig. 4.1
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n masas

Configuracifn que representa una unidad de la red

vrectahgdlnr con masas Y resortes iguales. Cada

elemento horizontal entre dos vértices de las re-
des es una cadena lineal ordenada de N masas. lLas
1fneas anchas enlazan con otras unidades simila-
res de la red infinita.
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En la segunda seccifén de este capitulo iniciamos
el estudio de este sistema, normalizamos la masa y la cons-
tante delresorte para los primeros 3 casos, (n= 1,2,3) donde
n, como ya dijimos, es el nfimero de masas intermedias en los
elementos horizontales de la red. As{ en forma inductiva en
contramos las relaciones de recurrencia que expresan la re-
normalizaci6n de la masa y de la constante de la fuerza, para
el caso de n masas intermedias en té&rminos del caso anterior.
Lo que se pretende realizar es sustituir estas masas y resor-
tes intermedios por un solo resorte y dos masas extremas, de
tal manera que el sistema se puede tratar como una red cuadra
da, Los nuevos elementos horizontales contienen masas y re-
sortes ficticios, que toman en consideracibn los modos de vi-
bracién internos entre dos vértices horizontales y que son
debido a las cadenas lineales finitas entre ellos.

Asi tenemos el caso n=1, la fig., 4.2 que nos mues-
tra el esquema del elemento inicial de la red con una masa
intermedia y del elemento de red al gque hemos llegado a rea-
lizar la renormalizaci®n.

Fig. 4.2 Esquemas que muestran un elemento horizontal de la
red antes y despu&s de la renormalizacifn para el caso n=l,
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Para n~2, tenemos dos masas intermedias entre los ele
mentos horizontales de la red. La fig. 4.3 nos presenta los
elementos de red antes de la renormalizaci6bn y después de &sta.

—

Fig. 4.3 Aqui tenemos en la figura (a), dos masas intermedias
en el elemento horizontal de la red, la figura {b) nos muestra
el elemento horizontal unha vez realizada la renormalizacién.

La fig. 4.4 ilustra la transformacifn propuesta
para el caso n=3.
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T D

Fig. 4.4 Esquema que muestra la transformacidn propuesta

para el caso n=3,

m a m a m
O~ AWAWSVWWWWWWWO
u, 'U’ u1
= & =

Fig. 4.5 Elemento horizontal de la red rectangular con tan
s6lo una masa intermedia, las masas dibujadas con
cfrculos blancos son las que tienen uniones verti-
cales.
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En la tercera seccifn sustituimos estas cantidades
renormalizadas en la ecuacifn de movimiento y obtenemos la
relacidn de dispersibn en forna anfiloga a como se hizo la red

cuadrada,

En la Gltima parte, nos dedicamos a estudiar la den
sidad de estados en general, es decir, encontramos la expre-
sién de la densidad de estados para un nlmero n de masas inter
medias en cada elemento horizontal de la red rectangular.
Realizamos el c&lculo a través de un método numérico, sumando
sobre la primera zona de Brillouin tal como ya se explicé en
el capftulo anterior. Trazamos las curvas de la densidad de
estados para los casos: n=1 (que equivale a la red cuadrada),
n=2, 3, 4, 5, 10 y 50; e incluimos una discusidn sobre estos

espectros,

Finalmente, en el apéndice 3, presentamos un andli-
sis del comportamiento de la red rectanqgular para un nfimero
infinito de masas intermedias (n + =} donde los resultados
coinciden con aquellos obtenidos para la cadena lineal infini-
ta. )




4.2 - RENORMALIZACION DE LA MASA Y LA CONSTANTE
DE FUERZA PARA LA RED RECTANGULAR -

En el caso de una masa intermedia en el elemento
horizontal de la red, es decir para n=1 tenemos la siguien-
te ecuacifn de movimiento (observe la fig. 4.5):

(4.1a) (mwz-a)uo = ~aV)

donde u, es el desplazamiento de la masa izquier-
da y Vi el de la masa central.

Deseamos tener una expresién solo en términos de
los desplazamientos de las masas externas, esto es:

{4.1b) (mu’-uld)uo=a1u1

donde u,; es el desplazamiento de la masa colocada
en el extremo derecho,'a%f es la correccif6n diago-
nal y a! es la constante efectiva del resorte
entre los dos vértices horizontales de la red.

Por otro lado, para la masa intermedia,

§4.2) mwlv, = a(Vl—uo) + a{Vy—-u1)
© bien

(%.3) (mu?-2q)Vy = —a{u -u) .
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entoncesy

-O(Uo+u1)
(4.4) vV = —m
Mu?-2u

sustituimos en (4.1la)

2
a (uo+u1)

(4.5) {mw?~a)u_ =
° mew?-2a
&
2 2 a?uy
(4-6) (mw®=a- __ o Jug = '
2
mew -2a mw?=-2a

com lo cual hemos eliminado las coordenadas de la masa interme-
diz.

Comparamos con la expresién (4.lb) entonces pode-

mzs llamar,

2 2,2 2.
‘4-7) d‘d z a4 o = omuw o = a ( mw (!) .

mw?-2a mu?=2a mw?-2a

Si definimos

—_—
nol—-2a

“.8) oy =



105

finalmente una relacifn entre las dos cantidades es:

umw

(4.9) aly=——— +
mw*~2a
Para n=2,

la ecuaci6n de movimiento para la masa mp

es;

(4.10) (muz—u)uo = -aV, '

para m;

(4.11) (mw?-20) V, = -ou = aVz .
para mg

(4.12) (mw?2-2a)V; = ‘-avl-uul

(ver figura 4.6)

despejamos V., de esta Gltima igualdad y la sustituimos en (4.11),

~aVi—auy

{4.13) (mmz-za)vl = -au -~a( )

mmz—Za

o bien,
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2
[+]
(4.14) Mw2~2a= —~%~—- = ruug + u,
mw*=20 mwé=2a
Y
auo a?
(4.15) V= = - + - - : .
mw?=-2q~- ot (mw?=2a) (M.?-2a~ a2 Ju
Mwl-2a mw?=2a
de la relacibn (4.10)
(12\.10 “3
(4.16) (mo?=a)u, = - ,
mw?=2u= ol (mw?-2a) [mw?=2a- o? Ju;
mu mw’-2a
es decir,
2 3
(4.17) [my2-g= ——— Jug = - > -
mw?-2a~ a? (me?-2a) [Mw?~2a- a‘ Ju,
mu?-2q mu?~-2a

al igual que como hicimos en el caso

una expresién del tipo

(4.18) (mmz-azd)uo = =a2U1

lo cual implica que:

2

(4.19) u? - =
mui-2a= a?

mw’~2a

anterior, comparamos con

=qa 4
mwz-a-c‘d
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y también
~as) ayg
(4.20 ) a, = =
mw?-2a- o2 mmz-a‘d-u
Mws =20
v A A M
ngVVVVVwakngVWAAﬁ o o

Fig. 4.6 Figura que representa el casa n=2

Para n=3

a’d y a3 deben satisfacer

(4.21a) (muz—n3d)uo = =-ajuy

ademis tenewmos las siguientes relaciones para los desplazamien
tos: (ver figura 4.7)

(4.21b) (mw’-a)u = ~aVy




108

(4,22) (me?-2a) Vi = ~oau -aVa .
(4.23) (mw?=2q) V2 = -aV;-aV; ‘s
{4.24) (Mw?=2q) V3 = =aV,=aV; ..
m -3 m « m o m o m
OV VWV @ VWA A0
u, v, v, A ®,
- - —{> —> LN

Fig. 4.7 Esquema que representa el caso de tres masas inter
medias. Las masas en los cfrculos blancos tienen unibn ver-
tical.,

De la ecuacién (4.24),

o auy
( 4.25) Vi = = o=—— V; = ——— '
mw?-2a mel-2a

reemplazamos este valor en (4.23),

(4.26) (me?-2a- _a? IV = -aVy+ _a? Vot o uwi
mw2-2a mw2-2a mw? =20
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o bien,

( 4.27) (mw?=2a=a’ d)Vz = =aVji~auy ,

sustituimos a’d y a1 del caso n=1,

( 4.28) (mwi=-a~u JV2 = —aVimaawmy )
o [0
{ 4.29) Vp= - — — Vi - - — Ui,
mw*~g=qg d My =a~=o d

de la eccuaci6bn (4.22)

il

{ 4-30) (m\.,z—Za)Vl "O.Uo - oV,

-auo - (n-uzd) V) -d2u)

por lo tanto

o a2
(4.31) Vi= = uo - ui
mm’—u-a’d mwz—n-azd
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pero de la ecuacidn (4.21b),

ey 2 = Qag
(4.32) (mw’-a o )uo u,

mw’—a-uzd mmz~u—a2d

y también acuf podemos definir,

(4.33) u3d= a + a? ,

2y 2
mnw aud

(4.34) ay = Teda

2
mw’=a-o
d

Si comparamos estas ecuaciones con las ecuacio-
nes (4.7), (4.8), (4,19} v (4.20) en forma general podemos

entonces escribir:

n~1
2.
0.35) ol mas__ @t =g
muz-u—un—l muz-ud -
y
@.36) o = - 00 -1 '
mu? -a-ah”t

sustituimos este Gltimo resultado en la ecuacidén (4.353),



n-1
(4.37) ag = sopmu’ s ey T . On (mm2~a2'1) .
%1 “Ip-1 “n-1

Estas son las relaciones de recurrencia gue nos
permiten conocer las correcciones de las masas y resortes
en el caso general n a partir de las correcciones para

el caso n-1,




4.3 - CALCULO DE LA RELACION DE DISPERSION
Y DENSIDAD DE ESTADOS -

Vamos a considerar el caso mis simple de red rec-
tangular, nos referimos al caso n=1 y definimos un sistema
cartesiano, tal como lo hicimos en la red cuadrada. Nos si-
tuamos en el puntc P (0,0) (obsérvese la figura 4.8a) enton-
ces, en concordancia con la Ley de Hooke y por supuesto toma
mos siempre interacciones a primeros vecinos, tenemos que la

fuerza aplicada 2 la masa en P es:

{4.38) mwlu, = ux(uo-v1) + UX(UO'Vl) + uy(uo'W1) +

+ ay(uo‘wgi) ’

donde u, eg el desplazamiento de la masa en P, V, y V-3 son
los desplazamientos de sus masas vecinas en la direcci6n X.

y Wi, , W_, son los valores correspondientes a aquellos en la
direccién Y. Obsérvese gque hemos distinguido a los resorte
horizontales (a,) de los resortes verticales (uy) por conve-
niencia; aungque en el presente caso sean iguales,
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Fig. 4.8a

Fig. 4.8b

La figura 4.8a es una porcibn de la red rectangu-
lar para el caso n=1l, La figura 4.8b representa la red a la
cual se redujo al efectuar la renormalizacidn.
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si agrupamos la ecuacifn (4.38) tenemos:

(4.39) (mm2-2ax-2ay)uo = -ux(V1+V_;)-uU(W1+W,1)

asimismo las ecuaciones de movimiento para las masas vecinas

en la direccibn x situadas en los puntos {(1,0) (-1,0) son:

(4.40) mw?V, = a, (Vimug) +a, (Vi-uy)

(4.41) mNZV-1=Bx(V-1—\J°) +OX(V-1"U-1)

31 sumamos estas ecuaciones obtenemos:

(4.42) (mwz-Zux_) (V14V_y) = =20 -0, (u+u_y)
o bien,
-2ax 4y
(4.43) Vit V-1 = u, - (ur+ u-3)
mmz-Zux mmz-Zux

que podemos sustituir en la ecuacifn (4.38) esto es:

a a 2
(4.44)  (mul-2q=2lagt —E—ljug = = [ = =] (g uy)
X X

- ay Wh+i.1)



pero los términos en los corchetes son precisamen-
te los resultados que habiamos encontrado para las correccig

nes en las alfas a; d segn las ecuaciones (4.7) y (4.8)

por lo tanto:

{ 4, 45) [mmz—Zuy—Zu‘ d]uo i B (u1+u_1)—ay (w1+w_1)

y en general para el sitio P({,m) se puede escribir

2.9 =24} = -
(4.46) (mw Zay 23 d]ul,m u,(u£+"m + Upot,m )y

si ahora realizamos una transformada de Fourier

(4.47) ue'm =u, ¢ i(ﬂkxax + mhyay)
y sipplificamos, entonces:
Lhyay ~kya
(4.48) [mmz—Zay-Zald] = ~a1( € + € )
ehyay . e-&kyay)

_ay(

y por la propiedad trigonométrica que ya hemos usado en (3.7b),
esta Gltima igualdad se convierte en:



(4.49)  ma® = 2[o® j~a; cos hya )+ 20, [1- cos k.al

por lo tanto la relaci®n de dispersién para el caso general

es:

n
(4.50) mu? = 2ley ~a, cos kya,l+ Zuyll-cos fzyay] .
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Con objeto de poder calcular la densidad de esta-
dos para la red rectanqular, hemos modificadc la funcién
iz Green, para la red cuadrada expresada por la ecuacifn
{3.20), de acuerdo a las correcciones que obtuvimos en la
pr:mera parte de este capitulo.

La funcién de Green que toma en cuenta la renorma
lizacibn es ahora:

(4.51)  glw,b)s L :

Z(ad -a, cos hxax)-Za(l-cos kyay)

hzmos definido a la densidad de estados por:

Tr/a.x w/ax

(4.52) plw) = ! ! dhxdfzg elw,k) ,
-n/ax - ﬁay

donde

(4.53)  olw, k) =2 1n g k)

por lo tanto tenemos que:

dk_dk
5 s Iml x_ ¥

(4.54) plw, k) = " "
YA w —2(ad-unoos kxax)-zu(l-oos !zyaJ

2muw
m



es la densidad de estados para la red rectangular.

Para evaluar esta densidad de estados, hemos ele-
gido un cilculo numérico. Las constantes que usamos fueron:

una masa de m=28 y una constante de red a,=.946 que corres-

X
ponden al silicio.

La regib6n de integracifn es sobre toda la primera
zona de Brillouin (ver fiqura 3.2} pero, s6lo nos fue necesa
rio sumar sobre la regibn triangular R (mostrada en la misma
figura), ya que hemos tomado los pesos en la forma adecuada,
tal como se explic6 en el capitulo anterior. Los eijes kx Yy
k fueron particionados en 100 puntos cada uno de tal mane-

Yy
ra que en el tridngulo R tenemos 5000 puntos.

En esencia el programa calcula en forma iterativa
la funcién p (w,k) seglin la f6rmula (4.54), en cada punto
(kx’ kl) y para cada valor de w; desde v muy pequefia (w=
1.0 x 1077) hasta w =
Este programa contiene ademis una subrutina, que nos va calcu

.55) con un incremento de .005.

lando los valores de las correcciones para la masa y la consg
tante del resorte (and y un),dados segn las ecuaciones
(4.35) vy {4.36)



4.4 - ANALISIS DE RESULTADOS -

Para finalizar este capitulo exponemos las princi-
pales conclusiones obtenidas a partir de las gr&ficas anterio

res.

La gréfica de la figura 4.9 nos presenta la curva
de la densidad de estados para una red rectangular, con una
masa intermedia en el elemento horizontal de la red, esto es
n=1, 8i elegimos inicialmente que el valor de la constante
horizontal de la red sea el doble de la constante de red ver-
tical, este caso se reduce al de la red cuadrada. Por lo tan
to la primera curva presentada en la gré&fica No. 1 nos repro
duce la densidad de estados para la red cuadrada. Podemos
comprobarlo si tomamos las condiciones que empleamos en el
célculo numérico para este caso:

y las sustituimos en la expresidn general que obtuvimos para
la densidad de estados de una red rectangular dada por la
ecuacién (4.54)

dk_dk
x Y

plw, k) = 2%2_ ;0 Im— =
ZB mw =2 (a 4~%, cos hxax)

~2a(l~cos kyayﬂ
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es evidente entopces que esta expresidn, se reduce a la ex-

presi6bn de la densidad de estados para la red cuadrada,

También sc¢ observa en esta primera gr&fica que la
curva precenta un mdximo. Este corresponde & la frecuencia

. . -1
méxima o frecuencia de corte (w_ _ = 520 ¢m ) para este caso,

)

max
Yy que podemos comprohar con la relacién que obtuvimos para
la frecuencia mixima (ecuacibn 3.8b)si consideramos los va-

lores m=28 y «=.946, esto es:

w = 2/7Tafm = 519.89 cm”’

max

En todas las gr&ficas se advierte que las curvas
de la densidad de estados cumplen con el modelo de Debye pa

ra w pequena.

Es decir: p ~ w? para dos dimensiones como es
de esperarse, ya que en el modelo de Debye se basa el con:
cepto de modo normal (movimientos independientes de las ma-
sas que forman el sistema a una misma frecuencia), Qque es
Frecisamente el tratamientc que hemos seguido en este traba
jo. Sin embargo, la gr&fica que corresponde al caso
n=50, es muy parecida a la densidad de estados para la cade-
na lineal (ver la gr&fica de la figura 4.13).

En consecuencia, debemos esperar a primera vista
gue para w=0, o = 0, tal como lo asegura el modelo de Debye
para una dimensién, en lugar de p = 0 para w=0, como muestra
esta grifica. Esta discrepancia se debe a que el paso de ¢
igual a cero a p finita no es paulatino sino brusco. Esta

oroposicibn se confirma por la presencia de oscilaciones
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fuertes a bajas frecuencias en esta misma curva,

En conexién a! andlisis de esta curva para el caso
n=50, presentamos en el ap€ndice 3, un andlisis del comporta-
miento de la red rectangular para un nlmero infinito de masas
intermedia (n » «), donde los resultados coinciden con aquellos
obtenidos para la cadena lineal infini.ta. En esencia se¢ apli-
can las condiciones de infinitud dentro de la ecuacién de movi

miento.

En relacibn a los picos que exhiben estas curvas re=-
presentadas en las figquras 4.9, 4.10, 4.11, 4.12 y 4.13, pode-

mos inferir los siguientes resultados.

Se puede distinguir entre picos agudos y picos redon
dados, los agudos se asocian con singularidades de Van-Hove!,
mientras que los redondeados corresponden a resonancias.

En todas las curvas aparece un pico de mis alta fre-
cuencia, que se desplaza hacia frecuencias menores, conforme
n aumenta; asf por ejemplo para n=1, el pico mls alto se loca-
liza en 520 cm ' y para n=10 a 465 cm—l, de tal manera gque
el pico superior para la red cuadrada (frecuencia mixima o
frecuencia de corte) no se alcanza para n>l.

También se observan en todas las curvas un primer
pico a bajas frecuencias que se desplaza a frecuencias todavia

menores cuando n aumenta.

En total podemos apreciar que el nfmero de picos,
es igual al nlGmero de n de masas intermedias en cada elemen-
to horizontal de la red. Esto es debido a que cada elemen-



to constituye una cadena lineal finita. Entonces cada pico
representa un modo normal y en total tenemos n modos norma-
les, tal como se demostr6 en el capitulo dos. Aparece sin
embargo un efecto adicional la presencia de bandas en los
modos normales propios de cada cadena lineal, que se producen
debide a que las paredes de estas cadenas lineales son 'movi-

bles'.

Por Giltimo debemos sefialar que las colas que apare-~
cen en todas lés curvas de densidad de estados, obedecen al
hecho de que los polos de la funcibn de Green est&n en el eje
real y se afiade una pequefia parte imaginaria para poder reali-

zar el cilculo.
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CONCLUSIONES

En la primera parte de este trabajo en el estudio
de sistemas ordenados, en una y dos dimensiones, hemos confir
mado que aprovechar su periodicidad en su tratamiento, nos
proporciona una enorme simplificacifn. La periodicidad signi
fica que estos sistemas poseen simetrfa traslacional. Esta
sropiedad nos permite realizar una transformacifn al espacio
«., donde es muy c6modo y directo apreciar su comportamiento;
e manera que en este espacio la nueva regidén de estudio es
ana zona muy localizada y restringida conocida como la primera
zona de Brillouin. En el caso contrario nos enfrentarfamos
a2l colosal problema de resolver un sistema finito o infinito
{seqgGn el caso) de ecuaciones diferenciales acoplados, por
los métodos tradicionales.

En el caso de las cadenas lineales introducimos una
herramienta original para resolver la matriz secular, la de
los polinomios de Tchevyshev de la. y 2a. tipo, que resulté
muy eficaz. Otros métodos muy poderosos que incluso se usan
en sistemas desordenados de muchos cuerpos son el de las fun
ciones de Green y el de la matriz de transferencia. Aquf
los hemos aplicado con é&xito no sclo en los casos de total si
metrfa, como lo son la cadena lineal y la red cuadrada, sino
para la red rectangular que representa un sistema de menor
simetrfa. Encontramos una expresién en té&rmincs de las fun-
ciones de Green que podemos aplicar directamente en todos los
casos para conocer la curva de la densidad de estados.

La curva de la densidad de estados para la cadena
lineal exhibié un pico que corresponde a la frecuencia méixima.



La relacibén de dispersibn pars la red cuadrada es de tipo se-
nusordal como la de la cadena lincal, s6lo que rerleja la si-
retrfa en las dos dimensiovnes. La curva de la densidad de

zxtados en este caso exhibid dos picos. Estos resultados nos
r.an servido de punto de comparacidn con las curvas de la den-

zidad de estadbs para las redes rectangularcs.

En lua parte central de esta tesis hemos estudiado un
sistema de menor simetria; la red rectangular, que constituye
=1 primer paso en el desarrollo de un modelo tebrigo general.
Zste modelo se podrd aplicar al estudio de algunos sistemas f£i-
s:cos de tres dimensiones, gue mucstran caracteristicas pareci-
Zz5 a sistemas tedricos de una y dos dimensiones, tal es el caso

o

de los polimeros; en particular podemos comprobar al (Cﬂz)N

cuyo espectro fonbnico es una combinacibn del espectro fonéni-
-0 tedrico de una dimensibén v el espectro fonbnico de dos di-

mensiones,

En la red rectangular hemos aplicado una técnica de
renormalizacién de las autoenergias en el anfilisis, de tal for-
ma que la pudimos tratar como red cuadrada. Hemos encontrado
zs funciones de Green desplazamiento-desplazamiento promedia-
das termpdinf@micamente. Estas t&cnicas se requirieron para
ia obtencién de la relacién de dispersi6n y para la expresién
d2 la densidad de estados. (En el caso desordenado las cadenas
lineales que forman la red estarfan unidas al azar, pero exi-
<ziendo que los enlaces fueran cada N veces. En este caso, te-
—a de un estudio posterior, se aplicarfa por ejemplo la técni-
za de Aproximacidén de Potencial Coherente’? (CPA) en el an&li-
sis). El c8lculo de la densidad de estados y sus respectivas
curvas, se realizaron para varios casos de redes rectangula-
res. Para redes rectangulares con cadenas lineales interme-
“ias de 1, 2, 2, 4, 5, 10 y 50 masas. Através de un c8lculo

’

runérico, se logrd conocer dichas curvas. La interpretacidn
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y anflisis de estas mostraron que;

Los espectros fonbnicos cumplen con los resultados
previstos en la Teorfa de Debye, en el sentido de gue alw)n wf
a frecuencias bajas. &in embargo al observar la c¢urva que
corresponde al caso n = 50 (vo masas intermedias en «l elemen
to horizontal de la red rectangular), ya casi es el de la ca
dena lincal, por tal motivo, esperabamos que sc comportara
como la cadena lineal (p # 0 para w = 0), pero acus6 un compor
camiento de p = 0 para « =0. Esta aparente controversia so su
zera al recordar sue el paso de o finita a ¢ = 0 no es paula-
T1no sino brusco. Esta aseveracibn se confirma al observar
fluctuaciones a bajas frecuencias en este espectro. En general
sntonces, en este caso limite, sf se produjo lo que s¢ cspe-
raba, gue la curva fuera casi la de la cadena lincal. Anali-
wicamente en el an8lisis te6rico de extrapolacibn cuando noe,
los resultados también concordaron perfectamente con los de
la cadena lineal. Por otro lado con respecteo al otro limite
tn = 1) los resultados coinciden exactamente con los de la red

suadrada.

Todas las curvas de la densidad de estados, en las
redes rectangulares exhibieron n picos. Esto es claro, ya
Jue los elementos horizontales de la red cuadrada, equivalen
a tener cadenas lineales finitas de n masas, y pueste que cada
pico est& asociado a un modo normal de vibraci6n, se confirma
#1 hecho de que el nfimero de modos normales para la cadena 1i
neal es igual al nfimero de masas mbviles.

En resumen, se cxpone primeramente un estudio com-
mleto de las propiedades fon6nicas de redes, de una y dos di
mensiones. LBl mZtcdo de cdlculo es original, aunque los re-
sultados son ya conocidos. La importancia primordial se reco
noce en la seqgunda parte de este trabajo, donde el interés
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no solo es académico, sino que se planea gque constituya un
primer paso para el entendimientc de espectros fonfnicos ex-
perimentales de algunos materiales, tal como los polfmeros.
De hecho se sugiere un camino para el estudio de estos espec-
tros, por medioc de un modelo desarrollado en base a espectros

fonbnicos cristalinos.




A.1 -~ DERIVACION DE LA ECUACION GENERAL
DE MOVIMIENTO FN TERMINOS DE LA
FUNCIO!N DE GREEN PARA VIBRACIOQNES
EN UNA PRED., -

) 11,312,313 .
La funcién de Green retardada Gr se define:

(a1.1) Gr(f,2',2,2') = «<<all,z2); B(L',2")>>
donde t'>% y Alf,L]) es el operador de alguna funcién
de propagacibn lineal en el sitio { a un tiempo £,
B(£',£') es el opcrador de respuesta respectivo en

el sitio £¢' a un tiempo posterior t'.

El paréntesis interior en la expresifn (Al.1l) sig-

nifica un valor esperado cuafitico, eg decir

(31.2) <A{L,x); BLL', L) = Lo(2'-2) [A{L,2), B{L', L)}
aquf los corchetes se refieren al conmutador de A y By 6{&-
t') es una funcibn escalbn que vale cero cuando t>t' y vale

uno si f<t', &sta funcibn es introducida para tomar en cuenta

el retraso en el tiempo.
Entonces {Al.l) se puede expresar:
{71.3) Gri{g, 2, ¢, t")=i0{t'-¢)<{nlL,n),B(L,4])]>

el Gltimo paréntesis representa el promedio termodinfmico so-

bre el ensamble gran canfnicol®.

En consecuencia, la expresibén (Al.1l) se puede escri
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bir en forma explficita:

el VR e e, 0, B, )

=H/KT

(Al.4)  Grle,L',t,t')=

Tr

donde T es la constante de Boltzman, T la temperatu
ra absoluta y H es el hamiltoneano, que en nuestro

caso se puede también expresar:

(A1.5) H= © Pu (£)2
ZﬂxZ%Jz)

. ) ) '
+ a,u',ﬂ,ﬁ' (Ml,ﬁ ) ua(l«)uup(’e )
aqui las u's especifican los ejes coordenadas las £'s los si
tios y ¢(£,2'] es precisamente 1ln matriz dindmica que habfamos

nombrado D.

En particular en nuestro caso A{f,t] y BlL',¢t')
son los desplazamientos es decir, la perturbacién en el sitio
£ al tiempo % genera un desplazamiento u(f,f) y la respuesta
B es un desplazamiento u(f',t'). Por lo tanto la funcién de
Green retardada para los desplazamientos queda:

(al1.6) Grig,2',4,2') = <<u (£,2); ull', ') >
pero de la forma del hamiltoneano en (Al.5) sé observa que
éste solo depende de la posicibn y en consecuencia, G s6lo de

pende de t'-% entonces

(A1.7) ar . (4,2',2) = << uu(ﬂ,ﬂ; uaig',O) >>

La ecuacibn de movimiento de G se obtiene derivando
la ecuaci6bn (Al.7) dos veces con respecto al tiempo, esto es:
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ar.8) 3G oy

Tf < uq (tl‘t,; uu.(‘a'o )>> =

d
5—z<
. ]
=4ll~5-f—

Gf o (t)<lu (£,2), u_,(L',2)]>)

pero,

(A1.9)  a(e) =t sit) .

-

donde é es la delta de Dirac, y (Al.8) es ahora,

Tt}
(A2.10)  ih 57 = 20 6(4) <(u_[£,¢), u_, (£',0) >

aua(l,t)

+2r 0(t)«< [-_G)Tt_—-—' ua(l’" 0) 1>

recordemos las ecuaciones de Heisenberg!® de movimiento:

du (£,1)
(ALl.11) o —2—— [u (£,t), H),
at @
P (L)
{A1.12) M‘"(“ = [u (&,2), u} ,

o

si empleamos la ecuaci6én de Heisenberg (Al.12) y en vista de
que,

(Al.13) (ua(l,t), ua.(ﬁ',t')] =0
la ecuacién (Al.10) queda,

(Al.14) i 3G = 0 + Lhe<qu (£,2),H[, u_ (£',0)>>
*a—f o a
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tomamos ahora la otra ecuacifn de movimiento de Heisenberg
(Al.11) para expresar (Al.14) en la forma:
(A1.15) ik 3G = ife< Palér®)

T

P U, (21,0) >
M_(2)

que es una funcibn de Green impulso-desplazamiento, derivamos
otra vez con respecto al tiempo esto es:

(Al,16) if 3%G = ik 3 (2w P (£,%) .
— 3% IF 8(f) < [ a ' Uuu(c :0)1>)
ot EN P
=asw <Pl B, w201 4
M (L)
+ 27 8(t) <[ 1 aPuM,xJ , u, (£1,0)] ,
M_TZ] 1L e

pero debido a que:

(Al.17) [PG(L,I), u{f',0)] = -ih Saa,éli,l'l ’

ademds,

(Al.18) [Pu(t,t),H] = jih BPa(Z,t) ’

3¢
la ecuacién (Al.16) queda,
(Al.19) ifi 3%G 2rih : P (£,1)
—_— = &{t)s § + <<[Fa ! ]
It 2 Ma(l) aa' 2L W' 4

,ual(l',0)>>

el conmutador de P con nuestro hamiltoneano {Al.5} cumple con:



p_(L,

(81.20) [ Vol o= —it PN TIMTLN)

Mu(t)

donde o" y £" nos resulta al sumar y renombrar los
indices.

por lo tanto:

(al.21) 4N 223G _ _ 2u4h

slt)e
5 2 Ma(l) «

AT

-{h T /Luu nl€, 2"
a”f.'—_MalZ)

<<Uu"(£",t’,‘
; uu.(£,0)>> ;

o bien,

(a1.22) M (&) 27 G, . (&, L*,2) = =216 {t) 8 & o
at?

M
-
"

. 18,4‘(10' ‘K,E")Ga"a.(au;‘e-,'t) »

que es la ecuacién de movimiento para nuestra funcibén de Green.

Aplicamos a la funcibn Guu,(ﬁ,t',t) una transformada
de Fourier al espacio w, esto es;

P et te et e de
-00 aa

1%1.23) - G u,(E,C',I)

[}

il

L
2%



y el primer miembro en la ecuacién (Al.19) queda:

00 Lwt oo
. 1 , M (L) .
(AL.24) ’g“"’ 32 lp € G lL8'zu)dus- gi ’mfwl? clg, iul
m 312
ademis,
o0 Auwh
(Al.25) §(t)=_1 . (4 duw
2n i

y entonces el segundo miembro de (Al.22) es:

0 'Lwt H w ‘:wt n )
1 - »
(A1.26) 8yq it {w € dw 51; agzn%a"(f_,l ) {w 4 Gw,,(f. N ,w)dw

con lo que podemos expresar la ecuacién (Al.22);

iut
(a1.27) 1 Do deld (LG (2,80 + 5,6 (£,2) +
-i;‘j Loo Q an ace

+ ,,EZ" (’e—r’c"’ G“,a,.(f.",ﬂ,'w)] = 0

pero, si la integral sobre todo el espacio de las 's es cero,
w's es cero, la parte del integrado dentro del paréntesis

es cero, en consecuencia:
(Al.28) M (Llw?G {8, L'w)= & _,6(L£,8') +
o al 43

boreL,2MG . (RY,200) .
ap a ,a



A 2. - DERIVACION DE G(K) PARA LA RED BIDIMENSIONAIL -
- CALCULO DE LA RELACION DE DISPERSION -

En el espacio real, tenemos la siguiente ecuacitbn de
movimiento para la red.

£)

(n2.1) M(fl WG ALL" ) =8 (L, L #E T b (£, )G (17,2, 2")

donde las «'s representa, los grados de libertad «x,y;
y &=a{mmn)} param,n enteros.

La ecuacifn (A2.1) estd escrita en la representaci6n de
los desplazamientos uq(&), transformdndola a la representa~
cibn vju“() :

_ M.k a . 4Ke
(A2.2) Vi(K)= (g} I I,oi(Ke U (&) ;

donde:

N es el nlmero total de masas y
j el nGmero de grados de libertad por cada masa,

n
a9 (K) son los coeficientes de Fourier de los modos es
decir las amplitudes de cada medo (o,R).

Sabemos que las ¥ 's son ortonormales:
(A2.3) < (K [vi (K" > = §33'e(R-K') .

Definimos:
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(A2.4)

-Ke! 4 o u’_
G (K,K' ) = IIQZXJ,L'[‘X[‘, € Guu,(z,ﬂ',u} 4 uj(K)oj,(K‘)

Multiplicamos la ecuacién (A2.) por las o's (los factores
exponenciales correspondieﬁtes) Yy sumamos:

(LZ.5) _ _t
LKL K" o' _ @ _
mz:a):a,xtzz, ¢ Gw,fl’_,i’)tf aj.(K')cj(K) =
— -l
a _ ARt -iRL' ot
= LD 0Tl gj(x) 4 630'6(£'£" (4 aj,(K')

a _ LKL -K'La .
o o - - " i t
+ LC(EG.'LELZ’LQ"E.E"OJ'(K) (4 ¢aa"(£1£ )Gauu‘t ,2)(3 Uj.(K)

El primer té&rmino de la derecha en (A2.5)es:

o [ (;I (1»('_“2*}?')'1:
(A2.6) 2,205 (Rhoy, (K1) €
pero :
(A2.7) e t(K-K') L N6 (R-K') y en virtud de (h2.3)

8ste término es simplemente M 350 (K-K') — (A2.B}

De manera que (A2,5) es:



(h2.8) Mmzcjj,(ﬁ,i';u) = Majj,a(i-i') + R
Para el cllculo de R se necesita ¢ pero en este caso:
N2
Ve

(a2.9) o 1L} = !
aa’ e (Ll (L)

y £i consideramos s0lo fusrzas centrales a primeros ve-

cinos en la red cuadrada de parfimetro a

(A2,10)  Vypo = o= [r_(u_l&)-u_(C'))e])?

207 a
donde dz es la componente a del vector gque une al veci

no 4 con 4'.

Cbhviamente

(A2.11) e, 07 =1 (s )2 2

Aplicamos (A2,9) a (A2.10) y obtenemos que:

(A2.12) °au"‘£'l"’ = -acua"lslﬂ"-t-ai)-5l£"-£)1 3

de forma que R es:
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{A2.13)

- )

&L “AK ! ot =
G (26,2 ¢ "G oy

Lo~
= e 4 > ’
R oL EZa,t,XiF’aj(h) e 3

ooty @ ¢ 0

6, 1g,0 e B gy
aa 3¢

(82.14) &t

4 a u?-ze-x:n‘owa/;n g*i"‘*%’ - @ o
G(m(?_,é’{,ﬂ)e Uj (K')

R==-af I I6.€
IS
- =1
4 a LK £ -AK L o

* qiigzclza'l'aj (R? € Gau'(z'tl’ € Oj'(ﬁ')]

] \ -a?-u[ a_ AR (£+64) -dReL! ot
= -a3% € Il (K (L' K'
a@l Ll 03( ) e Gm,(uu,e ) € oj (K")]

+ 4aG," (R,
oGy (K,K")

El término con el paréntesis cuadrado en {A2.15) es
simplemente ij(i,ﬁ'), porque no importa el origen debido a
la simetrfa traslacional y definimos:

4 eﬂ(‘.i'ér(: \
(A2.16) % = LEI ; de manera que (A2.6) es:
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(A2.17) {Mw?- 4a—DK]ij,(R,R';m) = mjj 6 (K-K")
finalmentes
(A2.18) 6, (KRR = 835 ¢ (KK ,
33 . 2
. w tuK
- 2= & 4-
{A2.19) donde: wy m (4 rx)
para la red cuadrada Iy = 2 cos kxa + 2 cos hya de manera que;
(A2.20) w,2= 2% (2-cos h a - cos k a)
. K M r

que es la relacidn de dispersibn para la red bidimensional
gue ya obtuvimos en la ecuacifén (3.8a).



A 3., -~ EXTRAPOLACION AL INFINITO DEL NUMERO n
DE MASAS INTERMEDIAS DE LOS ELEMENTOS
“HORIZONTALES DE LA RED RECTANGULAR. -

En este apéndice presentamos un andlisis del com-
portamiento del sistema cuando el nlmero n de masas interme
dias entre los vértices del arreglo rectangular tiende al
infinito, de tal manera que tenemos un conjunto de cadenas
lineales enlazadas en sus extremos (al infinito). Debemos
esperar que los resultados concuerden con los chtenidos en
el capfitulo dos para la cadena lineal.

En el infinito tenemos las siguientes condiciones:
noo_ n-1 _
(A3.1) ~ z

es decir la correccidn diagonal no depende de n para n muy gran
de, asimismo:

(A3.2) 3 a

recordemos la expresifn para and que obtuvimos en (4.37) y to-
mamos la definiciSn (A3.1)

(A3,3) ud=u+—-—-————']——;;-_-—;-= al

2 Mu -u{

2 2 1]
-a- mw -a

ne“-a u! i
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aplicamos la condici6n (A3.3) y se llega a la siguiente ecua-~

cién cuadriticas;
? 2 2
{A3.4) ay T Mwiay + amw® = 0 ,

que resolvemos para Gygr

{A3.5) ay; =k [mw?tV/ (mu?=2a) ¢ ~4a? }

’

o bien por la definicidn (2.134),

{A3.6) ad = Kimulia /AZTF ]

Por otro lado podemos reescribir la ecuacitn de
movimiento (4.1b) para el caso general de n masas anterio-
res, ‘

(A3.7) (mwz—ad)uo = ~a, Uy R
consideramos ahora la matriz de trangferencia Tn’
que nos transporta de un sitio de la red rectangular al si~

guiente através de n pasos por las masas interiores,

{ A3.8) Tu, = u; '
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ademis, T, tambi&n cumple con:

{ A3.9) T, =n gt

donde las ti'é son las matrices de transferencia
de un paso,

si sustituimos la ecuacibn (A3.8) en (A3.7) ésta Gltima expre
sién se convierte en:

A3.1 2,0 =
{ 0) (mw ay + an'rn)uo 0

pero u, # 0, por lo tanto

= L _n
{A3.11) Tn— A (mw ? “y )

aqui, podemos usar la Gltima igualdad del resultado (4.37) y
tener:

n
(A3.12) LI _anTn—l

para luego introducir este valor de a"d en (A3.11)

. 1
(A3.13) Tn— o

(Mw2+q T
n n

n—l)
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cuando n + » la condicifn (A3.9) nos asegura

(A3.14) T =

ya que los extremos estdn muy alejados y las matrices £ no
dependen de 4,

dividimos entre Tn cada término en (A3.13) para obtener:

(A3.15) 1 =1+ mu? s

{ A3.16) 1= 1 + _mw? ’

2_ 1
Muw Gd

podemos ahora reemplazar a"d por su valor asint6tico obteni-
do en la relacifn (A3.6), entonces £ es,

(mw? /)2 -g- Ya7-4

(A3.17) t = -
vaZ-4

M 2

+ 2
2 T2

simplifiquemos &sta expresibn, para tener finalmente

( A3.18) t = % (At /A"-4)



gue es precisamente la matriz de transferencia que nosotros
obtuvimos para la cadena lineal infinita.

Definimos,

(A3.19) z!

"

% (A3 YAT<4 )

lo cual implica

(A3.20) A= T + 2

si reescribimos la relacifn (A3.8) para los desplazamientos
LI de lamasa n + 1,

L}

(A3.211 u tu

n+l n

y si realizamos una transformada de Fourier

147

ilkna-wt) W T
(A3.22) Un = €

la relaci6bn (A3.20) nos queda:

(A3.23) A dhw b L 5 o ha

I}
)
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empleamcs el valor de A segln 1la definicifn (2.134)
para fipalmente tener:

2
(A3.24) -{ mz - 2) = 2 cos ka
o bien,
{A3.25) mw? = 2a{l - cos ka }

es decir, hemos considerado nuestras expresiones
de renormalizacibn dentro de las ecuaciones de movimiento,

junto con las condiciones al infinito para la red rectangu-
lar, y logramos recuperar la expresién de la relacibn de
dispersifn para la cadena lineal gue habfamos obtenido en
la ecuacitn (2.144) del capitulo dos.
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A4. LISTADO DEL PRGGRAMA QUE CALCULA LA DENSIDAD

DE ESTADOS PARA REDES RECTANGULARES.

L
100
200
250
300
400
500
550
600
700
800
900
1000
1100
1200
1300
1350
1340
1400
1500
1600
1650
1710
1714
1750
1800
1200
2000
2050
2100
2200
2300
2410
2450
2500
2550

2555

2360
2565
2600
- 2620
2710
2720
2800
2010
2910
2950
200¢
3010
3050

A1G0

THFLICIT COMPLEX (C)
FRINY/Z¢  RULTIFLO DE KED EH X997
COMMON/FARAN/AY s M Uy N
REAL/ 2 N1
AY=,946

MRINT/Z 2 ‘VALGR DE WMAX??T/
READ/ s WMAX
ny=2.
Lx=N1XDY
PI=4.XATANCL,)
fM=2g.

MEINT/Z “FARTICION, FAS0 Y FARTE IMAGINARIATT?'
REAT/ s Ns STHEFRST

SUM=0.

SUHA1=0,0

SUMA2=0.0
W=0,0000001

10 CONTINUE
CW=CMPLX(WYEFST)

CALL CONSC(CAX»CAD)

SUM2=0,

TSUM=0,0

FESO=0,
1o 20- J=1sN
XR=J¥FPI/N/DX
0o 21 I=J+1+8

IFCI.GT.NIGOTO021

YR=I¥FI/N/DY
CGY=1o{(“M*CU**Q‘Z.*(CAD-CRX*COS(XK*UX)ﬂAY*(
*lo”COS(YK*UY))))

SUM2=GUM2-2, ¥RIPYWE(AIMNG(CGY)/FI)
FESO=FESO41
21 CONTINUE

20 CONTINUE

DO 30 I=1sN

AN=IFI/N/DX

YR=XK&IN /Y

COY=1 ./ (RMACWHF2-2 K (CAD-CAXACOSIXREXIX)+AYX(
*¥1.-COS(YRXDY)) )

SUM2=SUM2~RM*WE (ATMAG(CGY) /ZFI)

XK=0.
COY=1,/(RM4CUI¥2-2 % (CADI-CAX¥COS(XKXDIX)+AY*%(
*1,-COSCYRK¥[Y)Y)))

SUM2=SUN2-RI*WX CAIMAG(CGY) /7F])

PESO=FPESO+1
30 CONTINUE

FESO=FcS0+1

COY=1./ (RM¥CWAXD2-2,%(CAD--CAX))
RO2=(SUM2~RM¥W£ (A1 NAG(LGY) /FI/8.))/FESO



YeuY

32q5'

330
”OO

DUNHLE DU L S RULAD )

TSUM=EUMARH O, )
WRITE(L 100U U2y SUMAZ

100 FORMAT (24,1 8.5 2X,2(F8,5:2X))

2500 IFCW.OT . (UnAXEIOXST) ) STOR

34600
3450
3700
1800
3900
4000
4100
4200
A300
4400
4500
4500
4700
4800
4500
4210
4950
SC00
$

R

W=W+ST

GO 10 10

END

SUBROUTINE CONS(CAXs CALD

IMFLICIT COHPLEX (C)
CONMON/PARAM/AY 1 RMy CUYNT

DIMENSION CACC00) CE(HOO)
CA(L)=CHPLYXCAY 1 00)

CR(1)=CAL1)

00 10 I=1sN}

CACTIHL) =-AYRCACD) / CRMRCUWRIZ2=AY~CR(T)
CHOI+1Y=AYHAY¥X2/ (RMACUXK2-AY~CR(I))
10 CONTINUE

)

L CAX=CAINLD)

CAL=CR(N1)
WRITE (O /) CAXCAL
RETURN

END

$RUNNING 811t
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