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mo particip6 resaltando o sugiriendo algunas de las frases con 
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lLMANERA DE INIBODUCCION. 

»Et que e6c'1ibe al ~ftimr 

e.6c.1tibe mejo't 

Yo apena6 emp~ezo" 

E.Hue'1ta. 

Nos ¡!Ustan los retos. En esta ocasi6n se nos plnnt.•ó 

uno muy interesante': escribir 1ma tesis de licenci:1t1ira, con 

un mínimo de ecuaciones, \.·uyo eje principal fuera la disu1sitín 

y el entendillli0nto de algunos conct'ptos expresados Pn los tL·x-

tos, a VC'rcs sin Justificación a1guna. Y L'S 4uc a 'llL·nudo -;e 

nos exhorta a ser rríticos y no ercer "a 1 ie~;1s" toclo lo 'l"<' 

se dh·P, aunque Sl'a una ''v:Ha sagrada'' nuestro blanco ,Je :ita-

que. Y es t!llC también a menudo se nos olvida "l'r rríti1·0", y -

caemos en el error Je la pasividad. 

0\sí, por c_iC'mplo, 110 hlll'l1 día se nos Cll'-f'i'a qu<' l':\ÍS 

t<' una ecuación í11lana, se nos presenta su deduc1 ;,'in t'llmo dfa 

ga, y si lnen nos va, _.;,e nos menciona su ~r:1do de v:1 I irlP:. 1· 

sus limitaciones. Posteriormente, esa misma lwro.;llna apJi,a l'°'ª 

<la . S i s e nos o e u r n' p r 1i tt .~ t a r • :-; l' 11 os d i l. e , 111 e 1 o · 11 e p t v 111 u s 

pot.¡ll<.: la fulana e~ Li ·mica ecuar16n que se 1«11111C\', o hit'l1, 

que pronongamos otrn en íin que llevan :1ños 1rnt:111ilo de l•:1ccr 

lo, y no han podido). 
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¿Es esa una buena manera de proccJcr?.~osotros pens~ 

mos que no. Por esta razón nos pareció interesante y divertido 

adoptar una de esas ecuaciones fulanas, la de Abraham-Lorentz, 

y ponernos a jugar con ella. Vaya, que la idea no es ociosa si 

se piensa que no existe hasta la fecha una ecuación de movimien 

to clásica que describa correctamente la dinámica de las cargas 

en movimiento. Es más, ni siquiera se sabe exactamente c6mo de 

monios está constituida una carga. ¿Por qufi entonces no atacar 

este problema, averiguar qufi es lo que la Electrodinámica tal 

cual nos dice y llevar esto hasta donde se deje manejar? 

Digamos, pues, que ese fue nuestro objetivo al ini

ciar esta tesis, con la suerte que obtuvimos además muy buenas 

ganancias: una huena revisi6n de la literatura (de la cual al

go se nos habrá pegado), una fuerte p:irticipaci6n personal (p'!_ 

ra irnos iniciando en esto de Ja investigación), la oportuni

dad de un trabajo en equipo (que nos obliga a ser más organiz~ 

donl'S y coupcrat i vos), y Ja ocasión ele aprender a ('.~presar 

nuestras ideas de 1ina manera clara y ;1cccsihlc a los demás. Es 

peraillos haber lngrado esto último, pues de Jo contrario corre· 

mos el riesgo de 4ue se nos considere, o bien, confusos, o 

hicn, genios. Así no se vale, pues. Pero volvamos a nt1Pstro oh 

jctiro ... 

~uestro trabajo será presentado, por asl decirlo, <le 

una 11wnPra inductiva. En el primer capitulo llevHremos a cabo 

una re1·i~ión acerca Je la ecuación de .1\hraham-Lorcntz, la owl 
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constituye una primera aproximaci6n a la <lin5mica de la parti

cula cargada. Fn el siguiente capítulo desarrollaremos 11na e

cuación más general que la de Abraham·Lorentz, pero adn aprox~ 

macla; daremos una amplia discusión sobre sus ventajas, sus li

mitaciones y algunos resultados novedosos que de ella se des

prenden. Dejando parcialmente olvidada esta generalización, en 

el capítulo III nos dedicaremos a estudiar otro tipo de gonPra 

lización a la ecuación <le Abraham-Lorentz, que es la Fcua,·ión 

Tntegrodiferencial (EJDAL), válida para el caso más general de 

partícula extendida. El siguiente capítulo estará dedicado a -

unificar las ecuaciones presentadas en los capítulos JI y fil; 

esto conducirá al establecimiento de una expresión m~s general 

en la cual queden contenidos todos los efectos de la ra<liaci~n 

de una partícula cargada sobre su propio movimiento. l-inalm0n

te pasaremos a una recapitulación de todo Jo anterior, de la · 

que extraeremos algunas conclusiones. ¡Manos a la obra: 



CAPITULO 

"LA ECUACION DE ABRAH.A.M-loRENTi' 

§1.- fNTRODUCCION. 

"U que. 

HU. .U.blf.e. 

Ve. ú1 6.f. ue.nc.út6 

Que t.úe. 
La pll.i.me1ta 

Me.U6oJta" 

E. Hue.lf.ta 

Desde hace unos ochenta aftas son conocidas las difi· 

cultades alrededor de la ecuación de A~raham-Lorentz. El dcsa· 

rrollo histórico de este añejo problema es bastante interesan-

te para todos los aficionados a estudiar los orígenes mismos -

del quehacer cicntlfico. ~osotros no trabajaremos en esa línea, 

tan sólo nos limitaremos a su~erir algunas fuentes al respecto: 

ROHRLICH, 1965 y 1973, las cuales dan una huena idea de la pr~ 

blemática alrededor de dicha ecuación; esto en la inteligencia 

de que, como es de esperarse, ese autor se encuentra polariza-

do según su 1'1uy peculiar punto de vista, el cual no cnmp:irti-

l'lOS del todo. Además, dadP d carácter 1le esta tesis, hemos 

preferido no meternos en problcm:is con algunos de nuestros te-
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mibles sinodales, entre los r;ue se ent·uent ra un l'xperto Pn la 

historia de la Física de esta época, y uno en la Je 'nfi~ p:1ra 

atr6s. Para oué buscarle. Es mejor, entonces, que entremos Je 

una vez en materia. 

Como es sabido, en general, una carga acelerada ra-

dia. Esta radiación transporta energia e impulso, de tal for

ma que el movimiento mismo de la partícula debe verse afectado. 

Ahora bien, si partimos del supuesto de que la particula no 

constituye una fuente infinita de energla, es de esperarse que 

el efecto de la radiación se manifieste en una disminuci6n Je 

su energía cinética, es decir, 4ue aparezca una fuerza de frc-

nado debido a la radiación. 

Para determinar el movimiento de la partícula es ne· 

cesarlo, pues, conocer cuál es esa fuerza de frenado o reacción 

por radiaci6n 1
• Dado que todo esto está íntimamente ligado con 

la naturaleza (i.c. estructura) de la partícula, la expresión 

para la fuerza de frenado va a depender fuertemente del modelo 

utilizado. A este re~;pccto, cabe arlélrar qut• aq11'í 5':' •raha_i;irá 

con un modelo clásico (no cuántico), no relativisea. 

Como punto de partida se supone, .' 1 ·.1.ic no se connce 

otro tipo de descripción, uuc el movimiento de la parti'l11l<1 

cargada puede expresarse mediante una ccuaci6n dinámica i Íi'º 

ncwtoniano, a sahcr 

1 Si se quif're ser mlis formal y prof11ndo, se dche r11e'it i1rnnr 
aLcrrn de los r.1ccnnismos <le emisión de la radiación. 

( 1 ) 
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donde ~~ es la fuerza de frenado por ra<liac i6n a determinarse. 

Se debe hacer notar, sin embargo, que el uso de este 

tipo de ecuación, tan bien establecida en la dinámica newtonia 

na, representa en sí una hipótesis que puede ser muy fuerte p~ 

ra los propósitos que se persiguen. 

Ahora bien, ¿qué tipo de propiedades se espera que -

satisfaga F.,.,... ? : 

a) Tiene que anularse para movimientos con velocidad 

constante, pues sólo hay radiación si {¡ -:t-o . 

b) Debe ser proporcional a ~'l. , donde ~ es la 

carga de la partícula; esto por dos razones: (i) 

el signo de la carga no debe afectar los efectos 

radiativos, y (ii) la potencia radiada es propor 

cional a '1t 

c) De alguna manera debe de reflejar la información 

que caracteriza a los campos electromagn6ticos. 

En particular, dada la finitud de la velocidad -

de propagación de las señales electromagnéticas, 

es de esperarse que el retardo de éstas tenga 

algBn efecto en la ecuación de movimiento. 

Si se tiene en cuenta lo anterior, ahora surge la 

pregunta acerca del o los procedimientos para su deducción. 
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Históricamente se pens6 que el origen de la masa crn 

electromagnético; por esta razón, resulta razonable utilizar 

las ecuaciones de conservación de energía e imp11lso, t<ll1 bil·n 

establecidas en la Electrodinámica, para obtener de ellas una 

ecuación de movimiento del tipo (1), y as[ conocer la forma ex 

plícita de f.....t. . 

~s precisamente de este tipo de ideas como diversos 

autores (Abraham (1903); Lorentz (1904 y 1906); Planck (1898) 

11 ega ron a que : 

(2) 

F.sta expresión para la ruerza dio lugar a la ec11Hción 

conocida como la de Abraham-1.nrPntz (AL) 

t.~) 

que es una ecuación diferencial de segundo orden en para 

la velocidad. Esta última característica da lugar a las Jiver· 

sas dificultades que la han caraderi.~ado y 4uc serán dhcuti-

das brevemente a continuación, con el objeto de futuras refc-

rencias. 

§2. - DIFICULTADES DE LA ECUACION DE ARRAHAM· LOlHiN rz. 

Las dificultades que ca rae tcri zan a la el·11ac ión de 

AL han sido mencionadas, en mayor o menor grado, a lo largo de 
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1a literatura que existe al respecto. ~Jo 0li"t'1nte, dada la im-

portJncia que tiene para nosotros de acuerdo con los ohjetivos 

de nuestro trabajo, consideramos necesario incluir aqui un re-

sumen de dichas dificultades, a saber: 

1) En ella aparece una tercera derivada de la posi-

ci6n con respecto al tiempo, lo cual hace necesa-

rio el conocer una condición inicial adicional: -

la aceleración inicial. Esto contrasta claramente 

con la suposición de que la ecuación de movimien-

to es de tipo newtoniano, pues para resolver es-

tas 6ltimas s6lo basta con conocer la posición y 

la velocidad iniciales. 

2) No queda claro el balance energético: esta ecua

ci6n predice una fuerza de frenado nula para movi 

mientos uniformemente acelerados; sin embargo, de 

la expresión de Larmor para la potencia radiada -
( f: 'd jZ ) se ve que sí existe radiación. 

3c.• 
Así, por .m lado se obtiene que sí hay radiación, 

pero por el otro, que ésta no ejerce efecto algu-

no sobre la partícula. Ambos resultados son con 

tradictorios. 

3) Si la fuerza externa es nula,se obtiene como so-
•• t~ 'l. 

lución ii"::: l\ro e (to~ 2,e_:__ ) , la cual diverge -
3m'3 

para tiempos muy grandes. Pero esto contrasta con 
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la experiencia adquirida en la dinámica ncwtonia 

na, en la cual, la aceleraci6n es cero para fuer 

zas externas nulas. Este hecho, compatible con 

lo ya mencionado en el inciso (11, establece pe~ 

fectamente el carácter no newtoniano de la c111a-

ción (3). 

4) Aprovechando que se cuenta con una condici6n ini 

cial adicional, suele fijársela de tal modo que 

se elimine el problema anterior, obteniéndose co 

mo so lución: 

con S>O fp.e. JACKS<W, 19"'5}. Ya que esta l'X· 

presi6n predice 4ue la acelerac16n al tiempo t 

es una función del tif.'mpo posterior t+s'l;a , t'~ 

ta es una solución claramente acausal de Ja rcua 

sión de AL. Esto sorprende, pues la Electrodind-

mica, punto de partida de esa ecuación, es per-

fectamente causal. 

Algunos autores (p.e. IWHRLICH, 1965) aseguran · 

que C'Ste hei.:ho muestra 11na cLtra inconsistt•nl'ia 

de la Electrodinámica misma. t1trn:-; < JAl'KSO\i, 1975; 

etc ... ) le restan importancia arg11menL1ndo que· 

esta violación de la ,:1usalitlaJ no puede ..:,·r 1h 

servada macrosc6pi1.::1mente (C.-.... 1o·'"~i), de tal 
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suerte que en esa escala de dcscripci6n el modc-

lo satisface los rcqucrimentos de causalidad. 

Nosotros nos inclinamos a pensar que simplemente 

se ha cometido un error al fijar la condición 

inicial adicional de la manera que se hizo, es -

decir, esa selecci6n para la aceleraci6n inicial 

nos parece incorrecta. 

S) A pesar de que aún no lo hemos mencionado, en la 

ecuación (3) m:: ~": ~ m~ ; se puede demos-

trar que esta dificultad desaparece usando el lí 

mite no relativista de la expresión covariante -

para el momento electromagnético'. 

Algo muy importante, y que no siempre suele sub

rayarse, es el hecho de que la ecuación (3) se 

obtiene al tomar el límite para partfculas muy -

pequeñas, despreciándose con ello un infinito de 

términos; más aún, suele considerársele como 

"exacta" para partícula puntual. Sin embargo, el 

tomar ese límite da origen a dos problemas bas

tante serios: (i) la masa electrol'lagnética diver 

ge, ya que ésta es del orden de ~ , con o_ 
o.c.'I. 

un radio característico de la distribución de 

carga, y (ii) no aparecen términos no lineales, 

independientes de O.. , y t¡ue han sido 0JT1itidos 

de~de su deducción misma, como veremos en los 

r¡:;-;i--~--;-pft~o 11 I ampliaremos este punto. 
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pr6ximos capítulos. 

Es conveniente hacer un último comentario, y es 

~ue si bien el límite para partícula puntual da 

lugar a los problemas ya mencionados, el consid~ 

rar la partícula extendida también genera dificul 

tades: no queda claro qué tipo de fuerzas (de o

rigen no electromagnético) mantienen estable a -

Ja distribución de carga. Nosotros echaremos es 

te problema en el "baúl de las complicaciones a 

posteriori" (vamos despacito, sefiores). 

Para finalizar este capítulo y dado que en lo parti

cular nos interesa proponer, con un mínimo de aproximaciones, 

una ecuaci6n de movimiento para particula cargada, a continua

ción mostraremos algunas de las deducciones más comunes de la 

ecuación de AL. Asimismo, trataremos de sef\alar con todo deta

lle las suposiciones de que hicieron uso, a fin de tenerlas 

presentes a lo largo de los siguientes capítulos. 

§3.- ALGUNAS DEDUCCIONES. 

§3.1 • -LA DEDUCCION llEURISTICA DE PLANCK. 

Este método '.JACKSON,1975; EYGES,1980; PAULI,1981) -

está basado en la idea de balance energético, a saber, el tra

bajo hecho sobre la partícula por la fuerza de frenado por 
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radiaci6n, debe ser igual a la energia radiada por ella misma. 

Esta energía se obtiene a partir de la expresi6n de Larmor pa

ra la potencia radiada, es decir, 

t.1. \\;.. 

j l.'-¡, • l. \ ~ 
~-- • V- J.t -.::. 3' J 'lf o..\ • 

'\., t. 
(4) 

Ahora bien, el modelo utilizado es el de un electr6n 

ligado elásticamente a un átomo, o sea, el de un oscilador ar

m6nico. Dado que en este caso la velocidad y la aceleraci6n son 

funciones periódicas del tiempo, al integrar por partes el la

do derecho de la ecuaci6n (4) se obtiene: 

i
•t.1. 

{ ~'""" - ~z.a i} •V OS ;O, 
1 3c. 

es> 

que se anula en dos casos: cuando ~t-A ~ ~: 1t , o bien, cuando 

tanto f..t. como 'ij- son perpendiculares a la velocidad (esto 

para l, y l1 arbitrarios). Usualmente se escoge, sin mayor 

discusión, la primera opci6n. 

Este método, si bien simple, ha hecho uso de algunas 

aproximaciones a nuestro juicio delicadas, las cuales discuti

remos a continuaci6n. 

Hahiendo partido de un balance energHico, Planck e!!_ 

cuentra una expresi6n para la fuerza de frenado por radiaci6n, 

tomando como modelo a un electrón ligado a un átomo. Esta fuer 

za deberla ser lo suficientemente grande para que pudieran ser 

~onsiderados los efectos de la radiación, pero a su vez, lo s~ 

ficientemente pequena para que no se viera afectado el movimicn 
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to "armónico" de la partícula. Esto último es equivalente a pe . 
dir que tanto como 'Ü" deben sep,uir siendo funciones ar-

mónicas del tiempo, aunque la partícula radíe (¡sic: ) , de . 
tal manera que el producto V• Ü' ,evaluado en un período, -

sea nulo. Sin embargo, tambi6n cabe la posibilidad de conside-. 
rar cualquier movimiento que satisfaga la condición if .ü-~o 

cosa que no hace más general la deducci6n,puesto que esto s6lo 

se satisface para el movimiento circular uniforme, y este es · 

un caso particular de movimiento armónico. 

Aunada a las limitaciones que impone el estudio de -

movimientos de carácter tan restringido, está la ambigUe<lud a

sociada con el tipo de estructura que la partícula debe poseer; 

y es que en este modelo no se ha considerado, para nada, la 

forma, las dimensiones, la facha, pues, de la partícula en cues 

tión. 

Pero existen aún más puntos delicados en esta deduc-

ci6n, bien llamada "heudstica". En nin~ún momento se han toma 

do en cuenta los efectos retardados de la radiac16n, ¡tal pare 

ce que la partkula se "entera" instantáneamente de cs,is efec-

tos! Esto no es de esperarse si recordamos que los(ampos mis

mos de radiación son, en sí, funciones retardadas. 

Adicionalmente a lo anterior, ahí se ha muncjudo una 

idea que no acaba de convencernos, y es la siguiente: se está 

acostumbrado a construir ecuaciones de balance a partir de ex-

presiones ya conocidas para la fuerza; sin embargo, en r~ta de 
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ducción se ha trabajado precisamente en el orden inverso: dada 

una ecuación de balance se "contruye" una expresión para la 

fuerza. Si bien a priori parecería que el problema es simétri· 

co, un análisis más detallado puede hacernos dudar. Seamos más 

explícitos. En primer lugar, el uso de la expresi6n de Larmor 

para la potencia radiada limita nuestro estudio a movimientos 

bastante lentos ('lf(.<.C )(JACKSON, 1975). Por otra parte, el· 
_. ' ... 

l:Oncluir de la expresión (S) que v.:""4~ ~,ii" s tiene sentidos~ 
3C. 

lamente si se es~ogen intervalos de tiempo arbitrarios, y no -. 
exclusivamente aquellos para los cuales if.if' tenRa el mismo 

valor al evaluarse en los limites (EYGES, 1980). Más aún, para 

que pueda establecerse una ecuación de balance, es necesario -

conocer perfectamente las características del fenómeno en su -

totalidad; es decir, que se debe tener un conocimiento profun

do de todas las magnitudes f{sicas que entran en juego, y no -

tratar de adivinarlas de ahí. 

En base a todo lo anterior podemos concluir que esta 

dedu~ci6n, si bien muy sugerente, es bastante aproximada y de

be servir s6Jo cnmo un primer vistazo al problema que nos ocu-

pa. 

Dado que una de las deficiencias de la deducci6n an· 

terior está relacionada con el hecho de no tomar en cuenta los 

efectos retardados de la partfcula sobre sf misma, a continua

ción rresentaremos dos deducciones en las cuales·csos efectos 

si han sido contemplados; es mds, son parte esencial del mismo 
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desarrollo. No obstante, tambi!n en ellas encontraremos serias 

dificultades. 

§3.2.- LA DEDUCCION DE LORENTZ. 

Lorentz toma como modelo (JACKSON, 1975; PAULI, 198~ 

••. ) a una partícula con movimiento arbitrario, en presencia • 

de campos electromagn~ticos tanto externos como propios; estos 

Oltimos, producidos por la partfcula, van a interactuar a su · 

vez con ella Misma. 

La particula se considera dotada de una distribuci6n 

localizada de carga, rtgida y con simetrfa esférica; esto últi 

mo para facilitar los cálculos. Asimismo, se hace la considera 

ci6n de ~ue todo el impulso de la partfcula es de origen elec-

tromagnético, y éste se conserva ( ~:O J~. 

Fsto último es equivalente a pedir que la fuerza to· 

tal - Fuerza de Lorentz · sea nula: 

(b) 

donde 

con y Bf>r'Qf' los campos genera<los por 1 a par._ 

ttcula en movimiento. 

Denotando por f e-t.t. In contrihuci6n n la fuerza · 

i.Si se quiere tomnr t>n cuenta un11 1:nntri·h11ción no elcctrnmagné· 
tica, entonces se <lehe snt is facer r¡uc .;>.<;. + d_E:: 0 

di ~ 
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proveniente de los campos externos, la integrul (6) se puede -

escribir como: 

es la raz6n de cambio del impulso de la partf 

cula. 

Para calcular la autofuerza (dada por la integral 

en (8) ) se considera que la partícula se encuentra instantá • 

nea~ente en reposo, eliminándose, de entrada, las contribucio· 

nes provenientes del campo magnético 5 , 

Así, para una partícula instantáneamente en reposo, 

la ecuación (8) se reduce a : 

(9) 

En ella, ~~~ es función de los potenciales retar 

dados ( f:p'°f-::.-'\7~ -e;~ ) y estos, a su vez, de las fun

ciones retardadas (f]~" y l \-1Kt: 

e\>< v=.~'\ ~ \ 11 !it:\)..1"- gr' 

F\(f.-t.) '=> l. { \. \<~\t.')},d. d.3 r', 
c. J R. 

(10) 

donde R."# \('.t• 1 • 

Ahora bien, dado aue la exprcsi6n para la autofuerza 

resulta dependiente del tiempo retardado ~ :t-Vc , cualquier 

~oluci6n a esa ecuaci6n debe de contener informaci6n acerca de 

toda la historia anterior de la partfcula. Pero esa historia · 

5 Se aq1umenta ¡!C'neralmentl' que este paso se hare por ~ impl i<.:i 
Jad (sic). 
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se desconoce. 

Lorentz propone eliminar el retardo mediante un desa 

rrollo en serie alrededor del tiempo actual t. . Por esto su 

pone que f y \ no vartan bruscamente en el tiempo 

R/c que le toma a la sef'íal vi aj ar desde la pos ici6n r'lt') 

en que fue emitida hasta la posici6n f'\t} 

cibe. 

en la que se re-

Después de algunas manipulaciones algebraicas, se oh 

tiene finalmente que: 
~ 'f'\ "~ 1 

~: .2.., {:.'f,, ~ \ C} J.~, { ~~,. ~ó~r iC'"' f«") R. , 
O,.\ "'"" c. ~ e).. ) ) 

( 11) 

donde se ha supuesto que R no varia, prácticamente, en el --

tiempo. 

Las contribuciones a la autofuerza provenientes de -

cada término en (11) son: 
l ~)0 -::: ~/, Me .\; 1 

... r;. 
lf°) -= -~~ ·u · 

' 3(.J 
- .... , \!!!! lr ).., -: 0.. 'U' / 

donde se ha utilizado Ja definiciftn convencional de la masa -

electromagnética 'fi)e. 

(12) 

De modo que la ecuación de AL se obtiene tomando el 

limite para partícula puntual ( o.. -~o ) 6 
: 

6 Para asegurar la convergencia de esta serie, se ha supuesto 
que ~' /\~) r. í~()\l~JLRFFI.íl, 1952). 
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o bien 

( 1 3) 

Ahora bien, independientement~ del hecho de que esta 

ecuaci6n presente las dificultades expuestas en la secci6n an

terior (§2), nosotros quisiéramos sefialar algunos puntos deli

cados concernientes a este desarrollo en particular. Entremos 

en materia, pues. 

Al tomar a la partícula instant~neamente en reposo -

se eliminan, por una parte, Jas contribuciones de origen magn~ 

tico, las cuales juegan un papel muy importante en la energia 

de radiací6n¡ por otra parte, y este parece ser el punto más -

crftico, de~aparecen términos que contienen a la velocidad. Es 

to quiere decir simplemente que la ecuación (13) representa 

tan s61o la descripci~n del movimiento vista desde un marco de 

referencia montado sobre la partícula. ¡Pero esto es grave, se 

nores! • Lo que se busca es, precisamente, describir los efec~ 

tos de autointeracci6n de la partícula, vist~ desde afuera de 

ella tia famosa referencia "laboratorio"). Ambas descripcio · 

nes s61o coinciden en el limite de muy bajas velocidades. ¡Ah! 

entonces ya no es tan general la ecuaci6n de AL. Más adelante 

volveremos a retomar este punto. Baste, por el momento, con te 

nerlo presente. 

Una de las consecuencias de tomar a la partícula in~ 

tnnt!neamente en reposo es la desaparici6n de algunos t6rminos 
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no lineales, independientes del tamaño de la distribuci6n 7
, que 

en principio pueden aportar contribuciones significativas e in 

teresantes; esto no suele discutirse en los textos. 

Otra aproximaci6n, con la cual también se ha elimi· 

nado del juego a los términos no lineales, está relacionada ·· 

con el hecho de despreciar la dependencia temporal Je l=t : -

¡también ella es una cantidad retardada, no una constante tem· 

poral! • Esto hace que el desarrollo en serie utilizado sea in 

correcto, o si se quiere, tan s6lo aproximado. Esta última crí 

tica es precisamente la motivación que dará lugar a los desa · 

rrollos del capítulo IV. 

Podemos hacer un último comentario en relación con · 

el desarrollo en serie de las cantidades retardadas. Aún supo· 

niendo que el desarrollo utilizado fuera el correcto, se <lehe 

tener presente que en él se deben conservar todos los t~rminos 

¡y no sólo los dos primeros! . Nos parece incorrecto el hecho 

de recortar el desarrollo (11), debido a que al eliminar un nú 

mero infinito de términos se está echando a un lado toda la in 

formación física que ellos contienen sobre el f~nómcno mismo · 

de la radiación. De hecho y~ se ha demostrado (nABOUI., 19"'4) 

que si se recorta dicha serie a cualquier orden n~3 , se oh 

tienen siempre soluciones divergentes. rsta es prell~dmentc 

una de las ventajas que tiene el ~xpresar la ecuación de movi· 

miento como una integrodifcrenclal con "memoria", como lo harc 

mos ver en el capitulo lII. 
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Para finalizar con esta sccci6n, estudiaremos una Ql 

tima deducción, bastante análoga a 6sta, pero que presenta y -

aclara algunos puntos interesantes. 

~ 3. ~. l.A DEDUCCION SEGUN PANOFSK l. 

Esta deducción (PAflOFSK l, 1962) está ha!'ada t"n la - · 

idea original de Lorentz, segOn la cual es necesario evaluar -

la interacción del campo de radiación de una parte del electrón 

con todas las restantes. La distribución de carRa es considt"ra 

da, nuevamente, rigida y con simetría esférica. Sin embargo, 

en lugar de trabajarse con el campo ~ como función de los 

potenciales retardados, aqui se va ~ suponer qut" los elemt"ntos 

de carga son prácticamente puntuales, de modo que se usa direc 

tamente el campo eléctrico derivado de los potenciales de l.ie 

nard-Wiechert para particula puntual. 

Dada la analogia de ambos métodos, nuevamente se in· 

traduce la hipótesis de que el elemento d\ de carga que va 

a recibir la señal emitida por J'i' un ti cmpo t - R/c. ante -

rior, está instantáneamente en reposo, o sea, iij-l~) :.o 

esto también elimina la contribución magnética. 

De esta manera, el campo que "siente" el elemento J.\ 

debido al elemento J.~' está dado por (EY<a:s, 1980): 

J.~l-t),,-c\~Íti-~)U-\?'I.) + ~x(<~-~))(.~)l ) 
\_ 5:1~t c..s3R Jor11.l (1'1) 

donde, como es· usual, ~ = ~ 
~ 
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Nuevamente aquí se propone un desarrollo en serie de 

Taylor :i:1ra eliminar el retardo en 'U" y 1fr , o.;11poniendo que 

no varían bruscamente en el tiempo que tarda la señal en cru -

zar la partícula. Así: 

'Ü"l~)-:::. - ~ rU=l-1.)--T l. { ~11. -G:-l~ )-

tú- \:t'' = ~ l t) - a. ~ l-t) .,.. • • • ' 
t.. 

recordando que Ü"L'\.):o o . 

(1 5) 

· Sustituyendo estos desarrollos en (14) y llevando la 

aproximaci6n hasta orden é 3 (puesto que este orden es sufi · 

ciente para obtener la ecuaci6n de AL), se llega a que: 

!.!.. • 

""" .'.ll:. ) 2.c.'S • 

Dada la simetría esférica de la partícula, un prome· 

dio espacial lleva a que: 

F-= lld~d~:: ~'Z. .rr- - ~M~ t-, 
}) 3c3 !> ( 16) 

donde se ha usado la definici6n (lZ) para la masa electromagn! 

tica. 

Para concluir, las críticas que podemos aportar a r~ 

t' deducci6n son básicamente las mismas que se hicieron en 11 

secci6n anterior, siendo las más importantes la de suponer que 

y la de no tomarse en cuenta la dependencia retar· 

dada de R , No obstante, hemos considerado de interés incluí r 

este desarrollo debido a que sentará las bases del método que 

¡·-Aq~{---~si-gue siendo una canti<lad retardada, pero Panofski 
no lo usa. 
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seguiremos en el próximo capítulo. 

En la próxima sección presentaremos una generaliza -

ci6n covariante de la ecuación de AL, a fin de estudiar su Pª! 

te espacial, la cual nos servirá para futuras comparaciones. 

§4.· LA GENERALIZACION COVARI . .\NTE. 

Hemos seleccionado una deducciOn simple y directa -

(SOMMERFELD, 1952} de la generalizaci6n covariante, o de Lorentz 

-Dirac, con el fin de discutir brevemente las ideas fisicas -

que hay detrás de ella. 

El método es el siguiente. Se parte de la ecuación -

dinámica: 

mo Oy. -:. f'y. ' -t ~\" ( 17) 

donde °'r- es el cuadri vector aceleración, R' 
'(' el cuadrivec-

tor de fuerza de reacción por radiación y Ft" la cuadrifuerza 

relacionada con la fuerza de Lorentz K\" por: 

(18) 

con t = \\-~'Y"' . 

Adicionalmente, se sabe que tanto O..~ como f\' 

deben ser perpendiculares a la lfnea de universo de la partíc~ 

la, es decir, 

(19) 
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donde "lSy. es la ruadrivelocidad. Tomando en l-ucnta (17) y 119) 

se concluye que: 

( ZO) 

Ahora bien, tomando como modelo la expresi6n (2) pa

ra la fuerza de reacci6n, puede parecer razonable el proponer: 

' 'Z. • 

R .... -=- :u:. º" ' 1 3e,3 
(21} 

con donde ~ es el t lempo propio de la partí 
o' cula. Sin embargo, esta forma para "\" contradice, en el caso 

general, lo establecido en (20). 

De este modo, se propone a f{t como una combinaci6n 

1 ineal de O.y- y 'lf"' , a saber: 

(22) 

donde ' I'- ). 
!:>(. -: - 'Vr O.. /\f>- 'lI de acuerdo con (20) y (22). La - -

forma expHcita de o(. se obtiene tomando en cuenta que 'lJ,. "IJ'>-:-c.1.. 

y que e! (·u\" u.Y)= 'U"> ó!' -\- 0.11 ~-=-o ; así: 
O.t 

(23) 

Por lo tanto, R~ está dada por: 

(24) 

Si se quiere considerar solamente la parte espacial 

de (24), la cual denotaremos por á{' , se debe hacer uso de la 
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definici6n de los cuadrivectorcs 

V":: (t v, ~et) 

()..-:. ( (tr+O'V-,\c:t), 
!l S) 

Al tomar solamente la parte (•spacial de O., lfJ y la .. 

contribuci6n espacio-temporal de O: , a saber, 

se obtiene que: 

~1 - 7.e. 4 (~ :¡f ~ 1-i ~ij'.f )'} + r (ij \f-)\¡ + ;¿_if_
5 

'· if,'fr )'l. ijj ) 
- 1(:. c.&. e,1. <..~ • ( ló) 

Ahora bien, consideramos necesario llevar a cabo aGn 

dos modificaciones adicionales para fines de rc·for€'ncia poste-

rior. La primera consiste en pasar dC'l tiL'mpo propio !1 del -

electrón, desde el cual están referidos V y tr , al tiempo t 

del observador, en el cual denotaremos estas cantidades como -

i' y~" 9 • La segunda se basa en reemplazar: 

'M O.. ~ d(; :: l'no ~ 
Q 1 ,j\. ~ 

~ "K:: E 
~ 

-4 'iR"':: ~ 

" ;,• 
de acuerdo con lo cual la expresión para la fuerza ~ 

reacción por radiación se convierte en: 

(27) 

de 

ji lt : ¡e"I. tt.. \ ü-'1 + :S_/\ 'IJ.if') 'V"-+ r_1 ( fr.ír ,, )V- -'1- -.,,t~ ~.¡¡.-ij-• \1 v] 
~(.~ l c.~ (.1. 'C.1f • ( 28) 
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En el limite de muy bajos velocidades 118) coincide 

con la expresión usual para F~d 

Para concluir, debemos ~cftalar que si bien la exprc· 

si6n (24) ha sido deducida aquf de una manera heurística, ésta 

se puede obtener, claro está, mediu11te desarrollos rigurosos · 

(p.e., T~TTELBOTM, 1970); no hemos considerado necesario in-· 

cluirla, dado que nuestro objetivo no es la discusi6n y/o de · 

ducci6n de 11na ecuación covariante. 

§5.- COSCLUSfONES. 

En este capitulo presentamos la ecuación de Abraham

Lorentz, asi como las dificultades que la han caracterizado. A 

fin de conocer el origen de dichas dificultades, mostramos al· 

gunas de las deducciones más usuales de esa ecuaci6n, señalan

do, con el mayor detalle, todas lns aproximaciones utill~adas 

en ellas. 

Entre las diversas dificultades que se mencionaron · 

resaltan dos. La primera está relacionada con la idea misma de 

autointeracci6n de una partícula puntual, la cual, además de -

ser nada intuitiva, da origen a la ya conocida divergencia de 

la masa. La segunda está basada en el incumplimiento de una -

ecuaci6n adecuada de balance energEtico, al menos tal y como -

lo conocemos en Mecánica. Gran parte de este problema proviene 

de la introducción de dos hip6tcsis delicadas a lo largo de los 

desarrollos, a saber, la descripción desde un marco de refercn 
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cía en reposo ( '\f-::. o ) y la omisión de la <lcpcndencía temporal 

de R ; ambas suposiciones traen como consecuencia la desapa

rición de términos no 1 i nea les que pueden aportar niwva luz p~ 

ra la comprensi6n y establecimiento de la ecuación dinámica. 

Pn la última sección presentamos una deducción simple, 

y muy conocida, de la generalización covariante de la ecuación 

de Abraham-Lorentz (ecuación de Lorentz-Dirac), mostrando cómo 

en su parte espacial aparecen los términos no lineales. 

Dado que estamos interesados en obtener una expresión 

más gen~ral que la de AL, en el siguiente capítulo mostraremos 

cómo el trah~jar ron una de las deducciones aqui presentadas -

para partír11la puntual, pero evitando al máximo lns aproxima 

clones, nos va a conducir a Ja apariri6n de tfirminos no linea

les con la ·nisma estrm:tura que los t!C' la ecuación covariante. 

Para ello, rrtomaremos la deducci6n <le Panofski (§3.3). dada -

su transparencia y simplicidad. ¡Adelante!. 
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CAPITULO I 1 

"LA EcuACION rt LINEAL PARA PARTICll.A PuN1UAL1
' 

§ 1. • INTRODUCC ION. 

"Sc~tema, poeta, ~i6t,•111<1, 

Empl,za pot c~rlta~ id6 p<rd~a6, 

luego ~cntat46 la6 e6t~elta6". 

Ler5n Fe ( ipe 

El objetivo de este capftulú es mostrar ~6mo se pue

den obtener los términos no lineales mediante los métodos usua 

les de la deduer1tin no relativista de la ecuación de AL, <'Vi · 

tando tan s6lo :1!Munas aproximaciones. En particular usaremos 

el método seguido por Panofski, debido a su simplicidad y a la 

facilidad con la 4ue de 61 puede hacerse un análisis de los re 

sultados extraídos; tambi6n trataremos de ''sondear" las conse

cuencias físicas que tiene cada una de sus aproximaciones. Se 

proseguirá con una discusión acerca de los tErminos encontra--

dos, asi como con una crítica a las deducciones presentadas on 

el capitulo anterior. Se verA también la importancia de los 

t6rminos no lineales omitidos en esas aproximaciones, senalan-

do t'l ori~cn de cada uno de ellos. Mostraromos tamhí6n ~~·10 es 

tos resultados dan lugar a efectos del mismo tipo quo los rela 
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l·ionados con la masa elcctromagn~tica de la partícula. Prosegu! 

r~mos con una comparaci6n directa con la parte espacial de la 

ec11ad6n covariante de Lorentz-Dirac. Finalizaremos discutien-

do las limitaciones del desarrollo y las posibles extensiones 

que de él pueden hacerse. 

§ Z. · DEDUCCION DE LA ECUACION. 

Siguiendo con el espíritu de la deducción de Panofski, 

efectuamos un desarro1 to en serie de Taylor de 1I li:. -~le) al re

dedor del tiempo actual t . Como primera aproximaci6n, supon

dremos que dentro de los desarrollos R es prácticamente una -

constante respecto del tiempo. No obstante, eliminaremos la hi 

p6tesis de que el elemento d<\- de la distribuci6n está instan 

tfineamente en reposo, es decir, para nosotros ijj l~) =f. O . No 

se piense que esto lo hacemos nomás para complicarnos la vida. 

¡~o! Argumentaremos. 

Por una parte, nos parece incorrecto el tratar de des 

t:ribir la din1imica de la partícula cargada a través de "sus 

propios ojos"; lo que a nosotros nos interesa es encontrar las 

ley~s que rigen su movimiento segGn nuestro marco de referen -

i.:ia. ¡Vaya, pues, que eso es lo que medimos en un laboratorio!. 

M~s aGn, sabemos que en el caso general, diversos observadores 

jnerciales registran, para un mismo fen6meno, diferentes valo-

res para la f1terza; sólo coinciden, estos, en el Hmite newto

niai:o ( ~~O ) 1 0
• No olvidemos que es ése el origen de la 

1 n 1. Y quién demonios nos asc>gnra que la radiación puede ser es 
tudiada en ese límite? 
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fuerza de Lorentz. 

Por otra parte, y este nos parece el punto más impor 

tante, hemos mencionado ya que la part[cula cargada radfa, lue 

go entonces, se frena; asf,la autofuerza de frenado viene a j~ 

gar el papel de una fuerza de fricción, la cual esperarnos que 

dependa de la velocidad de acuerdo con nuestra experiencia en 

Mecánica. Pero al hacer 'lfl11::):0 estamos eliminando, de en-

trada, cualquier contribución a la fuerza de ese tipo. ¡Cuida

do, cua tes?. 

En base a lo anterior, se sustituye el desarrollo --

(I-15) por: 

(1) 

en donde, como ya mencion§bamos, no hemos considerado la dep~~ 

dencia retardada de R (esta transa es herencia de Panofski). 

f:sto ültimo tiene su justificación en el hecho de su 

poner que la distancia R que recorre la señal para llegar · 

de d~' a (le sugerimos que vea la figura para que no 

se haga bolas) es prácticamente igual a la distancia fija d 

entre esos dos elementos de la distribución, o lo que es lo 

mismo, que la velocidad retardada Vlt').,. ili\.~\-~\ es pequcfia 

comparada con la de la luz, aunque no nula. 

R • \~\. 
el. 1 J \ 
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Las consideraciones anteriores, así como el uso del 

desarrollo (1), se justifican por el hecho de suponer a la dis 

tribuci6n como rígida y sin rotación. Cabe señalar que si bien 

esto nos permite consl'rvar términos de orden ~ (-:: ;¡;~~) ) , - -

también nos deja introducir, en principio, correcciones a orden 

~ 1 , siendo estas liltimas bastante pequefias, pero de gran uti 

lidad para nuestra discusión futura. 

Es necesario señalar que en la deducci6n original ·· 

presentada por Panofski (§3.3 del capftulo I) hubiera bastado 

con suponer ~:O (de modo que S:: 1 ) para recuperar la expre -

si6n usual de la ecuación de AL; asímismo, esto traería como -

consecuencia una contribuci6n ma~nétíca nula. Se tendría ade

•nás una ventaja: eliminar la suposici6n de que la partícula C! 

tá instantáneamente er. reposo ( ;¡;l~'\•O ) , la cual, insistí· 

mos, nos parece hastante delicada. Así, la ecuación de AL se · 

obtiene tan sólo de considerar el lfmite de velocidades retar-

dadas muy pequeñas ( 5:: 1 ) , sin hacer consideración alguna 

sobre la velocidad actual. 

Para seguir adelante, debemos expresar ahora a la -

aceleraci6n retardada en t6rminos de un desarrollo alrededor -

de la aceleraci6n al tiempo actual t . Para este fin, neces! 

tamos tomar en cuenta la definición de la aceleración retarda-

da: 

a.tt') ~ d.. V-1.t') 
Jt· 

(2) 
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que de acuerdo con (1),y usando la relaci6n 

expresa como: 

ó.l~):: st:¡jl,)-~~l~)+ ..• ), 
c. . 

, se 

( 3) 

donde la notaci6n "lf , • • • significa derivada respecto al 

tiempo actual, y S está definida en la forma usual 11 • 

El introducir el factor S en (3) constituye otra · 

diferencia entre nuestro desarrollo y el de Panofski. El argu· 

mento para introducir dicho factor es el siguiente. En la ex-

presi6n (I-15) se ha denotado por ;ij-l'\:' ,i{;l"\:!)1 ••• a la derivada 

de 'Ü"l\.), i\1' ~'\.' 'I' · • • respecto del argumento, sin importar si -

éste es retardado o no; es decir, en el miembro izquierdo de · 

esa ecuaci6n, ;{;:Lt') significa 6. iflt') , mientras que en 
~ 

el derecho trl\:.):: t\:. 'ii lt-'I • Eso nos parece incorrecto, pues 

se ha pasado por alto la física del problema desarrollando ~~) 

y {r(~) como funciones independientes entre si, y no se ha usa 

do que una es la derivada de la otra respecto del tiempo retar 

dado. 

Por otra parte, a diferencia de lo que suele hacerse 

en los textos, a nosotros nos parece necesario trabajar con am 

, puesto que en principio los dos de 

ben jugar un papel importante en el fenómeno de la radiaci6n. 

Así, la autofuerza tiene la forMa 

(4) 

11 N6tese la incongruencia : por un lado hacemos R-:f Rl\:.) lo 
cual nos lleva al desarrollo (1), pero por otro lado 5-;/.I. 
Fsta transa se la heredamos directamente a Panofski. Reclá· 
menle a él. 



rero podernos hacer otra consideración, y es la de -
-s 

trabajar a orden C en nuestros desarrollos. Si recordamC1-;, -
-3 

Panof~k i los 11 eva hasta orden C , ya que con esto le es -

sufi\iente para recuperar la ecuaci6n de Al .. Nosotros, sin em

~argn, deReamos (y Jehemosl ir un poco mlis lejos. ¿Para qué! 

la ra~6n es simple. 

Argumcnt~hamos ya la necesidad de contar con términos 

dependientes de la velocidad, ya que esta es la forma usual en 

la que aparecen las fuerzas de fricci6n en la Mecánica Clásica. 

Sin embargo, estos deben de anularse en el caso de movimiento 

uniforme, en el cual no hay radiación. De esta manera, de exis 

tir dichos t~rminos, deben de estar dados por el producto de -

alguna potencia de la velocidad con alguna potencia de cualqui! 

ra de ~ 1 1s deri\·ada~ t(•mporale~. Mediante un anliJisis dimensio-

nal l'•lnl·Juimos que, necesariamentl', esos términos tienen la ·

fnrma e
1 ~:'\f la dependencia con 112. hace que el único -

~igno relevante sea el de 

combinaciones de la forma 

mlis. 

la velocidad. 

e.1. '\S? i1 
~ 

y 

De estos últimos, el primero 

Asimismo, existen otras 

; no hay 

representa una corree -
ci6n de la forma f.>i. ei % 

cr ' 
la cual puede asociarse directa-

mente al término usua 1 ~ V- . F. l segundo de ellos va como 
3C.. 

(3?. ~ -ü· y tiene la apariencia de una corrección a la ma 
óC'1 

sa electromagnética, puesto que es el coeficiente de la acele· 

raci6n. 



-!J Lo anterior nos justifica a trabajar a orden C. • F.s 
-s 

más, ¡y esto es crucial! , los t~rminos con C.. no dependen -

del tamafio de la distribuci6n, de modo que sobreviven adn en -

el límite para part{cula puntual. Más adn, ni siquiera pode~os 

eliminarlos a priori argumentando al respecto el carlktcr 110 • 

relativista del modelo. Para esto baste recordar que la acelc· 

raci6n puede tender a infinito en la dinámica newtoniana (por 

ejemplo, en el choque de una pelota pequefia con una pared), y 

de la derivada de la aceleración ni hablar, pues ni siquiera -

se tiene claro qué es. Por 6ltimo, el trabajar a ese orden 

abre la posibilidad de establecer una comparaci6n entre nues -

tros resultados y la expresi6n para la parte espacial de la ·· 

ecuaci6n covariante 12
; esto nos permite ir "manoseando" el pr~ 

blema, a pesar de lo burdo de nue~tras aµroxi~aciones. 

En base a todo lo anterior, se sustituyen los <lesa · 

rrollos (1) y ( 3) en las expresiones para los campos retarda· -

dos (1-14) y B.-el " -= 'f\ )11. t: rett Dado lo engorroso de los cálcu 

los, hicimos uso del programa REDUCE de computación, a través 

del cerebro y de las manos de nuestro amigazo Arturo Olvera. 

Esos cálculos condujeren a la siguiente expresi6n: 

d..\ f:"u" .+ i io.e•e.\.\.c. ""::A~' 1 -L,,(( \+ ~ B'l.)'Ü'.._ "''b..'l.('\1~ 'Üp)'l.'lI--1 c. r l J~(. i~ '6c. ~J 

+ ~c.• t (\-Ir ~~"):ii"OI. ~ ;(.1.( 'lJp 'Ü~) 'U'<:>(.] 

~ Qll~) .\- i<_., \_ tc. ~~p 'Ífp) '\f" T ~,('IJ~ ~(l )ifo1. l f • ( 5) 

12 En esa ecuación aparecen ,en realidad, términos de orden e'°, 
pero el considerarlos aqul no enriquece en nada la discusión 
y sólo complica los cálculos considerablemente. 



31 

En esta expresión hemos eliminado ya los térMinos -

que promedian a cero dada la simetria esférica de la distribu 

d6n. !.os términos de orden R. ( (QlR\) tienen la forma del pro

uut.'to de esa variahle con las derivadas n-ésimas ( fl~i ) de · 

la velocidad, o sen: 

('Ol R) E: \ R ~ , ~ T' ~ ~ ';\V ,V-} ' 
e,'4 es c.S c.: 

los cuales desaparecen al tomar el limite para particula pun-· 

tual. 

Finalmente, la cxpresi6n (5) nos con<luce a la pavor~ 

sa ecuación de movimiento: 

~:. -Vº~\.lH· ~~i.)-t-~ ~a.<.v.fi)vJ • ~~~\.ft,,rir
1

1i+ :c.iY~·ü->irJ 
+ !,!.i. ~ ~ 1 °" ~~'\)~ + '.!:... (v.~ :·v) "" (Q <R..) , 

3 c.l .. se.• c6> 

ll1111de ffle se define de la forma usual. ta ecuaci6n (6) es una 
-s generallzaci6n a orden C de la de AL, que se reduce a ella -

en el 1 fmi te 1l ~o . ¿y qué con esto" Vamos a ello. 
c. 

§3.- DISCUSCON DF. LOS RESULTADOS. 

Comencemos con un análisis acerca del origen de los 

términos en la ccuaci6n (6). En ella aparecen contribuciones -

dependientes de 'IR , R
0 n 

y de orden R , 1n,..1. Estos últimos 

desaparecen en Ja aproximaci6n de partícula puntual, de modo -

4ue la (mica dependencia en R se manifiesta a través de la 



masa ele1.:tromagnética ("''/R.). Ahora bien, la ecuación (6) se 

obtuvo a partir de los campos rt'tar<lados que salen de los poten 

ciales de I.ienard-Wiec:hert, y l'l los Sl' caracterizan por poseer 

una parte ''radiativa", que va como 'IR.. y una "ligada" (coulom 

hiana), t]Uc va como '/A..¡ . Sin embargo, nosotros her:ios ohtcni· 

do que las contribuciones asociadas con la parte ligada de lo~ 

campos han promediado a cero; es decir, la parte ''c:oulombiana" 

de los campos no tiene ninguna contribución, 

Ese resultado nos parece hcrmoso 1 flsic3mente hablan

do, ya que es de esperarse que las dnicas aportaciones a la ra 

diaci6n tengan su origen exclusivamente en los campos lejanos, 

o de r11d iaci6n (de ahí su nombre, rues). Asf. son estos los - · 

6nicos responsables de los autoefectos Je frenado. Lo anterior 

cs una cons!'l.:llt'ncia de que los campns "I igados" promedian a l'l' 

ro, dl.'bido a que son l'nl~pos t•státicos y, por ende, sus efcl°tt'S 

son instantáneos; esto hace que no exista ninguna dirección -

privilegiada para ellos. Adicionalmente, pudimos observar un · 

hecho peculiar: los términos no dependientes de R tienen su 

origen, totalmente, en el campo eléctrico, de modo que el cam

po mngnEtico de radiación no contribuye a la autoful.'rza de 

reacci6n. Sin embargo, si hay aportaciones,por parte de aMhns 

c'ampos, que están asociadas con la inercia de In partirula, es 

decir, con el coeficiente de los términos que dependen lineal· 

mente de la acelernción. 

Lo ant~rinr nos sugiere que una parte del campo ru--



diadl' se utiliza l'll l'l frena<le de la partícula, mientras que -

la otra parte se ~anificsta en una modificación de su propia 

masa, en 11n irh .. remento <le su irrerda (lo t¡ue también produce 

1m fn•n¡¡do). l:n la próxima -;c>n:ión ampliaremos l'sta discusión. 

1)ue quech• por el moml•rrto en nuestras memorias. 
l. 

En relación con los factores ~ que aparecen en (~) 

podemos c>star tentados a no considerarlos, cuestionando suma& 

nitud en una deducción no relativista. ;.Qué diablos hace aqut 

32. una ,-

de i-1t 
Jcn en 

q. Si bien ya hemos argumentado que los coeficientes 

pueden ser tan grandes como se desee, y que a ese or-

aparecen efectos "hermosos" en relación con un in 

1..rel'lento <le la inerda, poJcmos introducir momentáneamente, no 
'L 

má~ por _i11gar, la aproxim1ll i6n ~_.,.o 
, 

), y ver que 

.. on<:P1't1<•n1· i :1~ t 1 cnt>. ; 'it' rf'l'llpera l\L" ¡Pues no! . 

Primeramente, en este lil'lite la ccuaci6n (6) se redu 

l."e a 

( 7) 

Esta nueva forma para la ecuaci6n de movimiento con-

tiene, a lo más, tt'rminos de orden (3 . iPero estos no dehc 

mos eliminarlos si queremos ser congruentes con la misma rtec

t r.1d 1námh:a! . Hacer eso sería equivalente a darle una puíiala-

da a la propia fuerza <le l.orentz. Por si fuera poco, los térm_t_ 

nos sohrevivicntes tienen la misma facha que aquclJos que con! 

tTuimos mediante el análisis dimensional, y como veremos más · 
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adelante, tienen su raz6n de existir. 

Sin embargo, pensamos que es muy natural que aan ap~ 

rezca un rechazo hacia esos t~rminos por JivPrsas razones, dos 

de las cuales son: (a) al hacer ~=ºse rN·upera In ecuaci6n -

de AL, la cual, a pesar de las serias dificultades 4ue la ca·-

racterizan, es la 6nica que se conoce, o más bien, se reconoce 

(digamos que es un "viejo recuerdo <le familia", r como tnl, se 

le estima); (hJ no suelen aparecer factores 

relativistas. 

-s 
C. en mode 1 os no 

~ada po<lC'mos hacer contra las ''ra¿ones" expuestas en 

(a); no obstante, sí podemos argumentar algo contra un "razonl!_ 
I 

mic>nto'' tipo (b). J.a i<lca es la siguiente. ~foncionabamos yn - · 

que aan en el límite no rC'lativista es posible tener movimien

tos sujetos a aceleraciones muy grandes, de tal sut'rtc que {'i)'1 
no tiene por qué ser pcquefta (mucho menos nula), ~ás adn, si -

suponemos que '.!!: es pequefta, ¿qué sentido tiene entonces esta c_Z 

hlecer una ecuación dinámica en la cual aparece inevitablemen-. 
te el término - I;!_ ffie i\f , con 

3 
?. Asf, el suponer 

que 1L ....,.o es equivalente, necesariamente, a desaparecer Ja c..,_ 
ecuación misma de movimiento. 

M§s aOn, dado el tipo de tratamiento utilizado en to 

das las deducciones anteriores, se puede demostrar que el lími 

te es compatible con , Si e'! 

do este Qltimo el que <la oriRcn a la expresión usual para la -

autofuerza. As!, el suponer que cualesquiera <le las cantidades 

, .. ~ 
·; .. 



.~ s 

f'¡j 

e 
V ·1¡ 

' ¿i. '2' 1 C5 muy requeña l lcva a la Cl'Uación <le J\L al mis 

·nísimo 1lc..;a:;trt'. \Jc111;í..;, nn dclH·1•1ns ol\idar qul' la C'Xpresión Je 

l..1rinor para la pot1·11<"1a raJiada t 1cnc d1~11l'11sin11P"' dl' vid· 
c:_J 

\' 

6"1 a no es 11a.la dt'-q1rel 1:1hlc r ;co1i.J, 'l''l' de ahi parte Ja <le<lut· 

,·1<'in he11rf~til'a, p1ws~ l. 

Tamhi6n podC'mos echar mano de nuestros argumentos a~ 

teriores, en los cuales manifestáhamns la necesidad de contar 

con tfrminos <lependil'ntl's Je In velocidad al idcntificar la -

a11t1>íuer~a de rC'acci6n con una de frenado. M~s aún, esperamos 

que 1111a fuerza disipativa tenga un signo bien definitlo, como es .. 
C'I dC' la 1elol'idad. Pero pl'nsar que 'U' "es'' esa fuerza tlc 

fril'd0n nos parC'1 l' rnuy nventuraJo, y más considerando Jos mm 

hios de signo que ésta puede tener. Seamos más cuidadosos ¿no?. 

F~ pnr C'SO •!lll' llt'S manifestamos ;¡ favor de )OS térmi 

111>s lll' 1 ineall's il·tl•niJo:; por nosotros de manera 1 impia y di- -

recta. De acuerdo con lo cual, consideramos que la ecuación --

(fi) - o hien la ecuación (7) - representa una generalización -

(no covariante) más adecuada de la ecuación Je Al., para part[

cula puntual. 

ron el ohJeto dc futuras referencias es conveniente 

revscrihir Ja ecuación (6) como: 

' 
(8) 
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siendo nM fuena con componentes en ÍÍ"' 
. 

''\f y '\f 

Este último hecho nos viene a señalar una fuerte di· 

ferencia entre Ol y las fuerzas que aparect'n comúnmente en la 

Mecánica Clásica. O sea que, a pesar de que hemos partido de · 

una ecuaci6n dinámica tipo newtoniano, la forma expltcita de -

las fuerzas que aht aparecen de ninguna manera tiene la facha 

de una fuerza de ese tipo, ya que dependen en forma no 1inea1, 

tanto de la velocidad, como de sus primera y segunda derivadas 

temporales. Esto podemos pensarlo como una consecuencia natu·

ral de las marcadas diferencias que guardan entre st la Electro 

dinámica y la Mecánica Clásica. 

No obstante, a pesar de que estamos conscientes de -

que la forma de cR puede ser, en principio, todo lo alejada -

de nuestra experiencia en Mecánica, no cualquier extravagancia 

debe parecernos un buen candidato para i . So olvidemos que 

aún venimos heredando algunas de las dificultades de la ecua-

ci6n de AL, las cuales iremos tratando de corregir a lo largo 

de nuestro trabajo. 

Ahora vamos a discutir más a fondo los efectos tan -

peculiares que aparecen en el miembro izquierdo de la ecuaci6n 

(8). 

§4. • ¿EFECTOS RELATIVISTAS? 

Resulta que al tratar de entender la ecuación (8) · · 

nuestra curiosidad hizo que nos acercáramos a la Relatividad 
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r~pecial, y es que est&bamos sorprendidos por la simplicidad · 

con que aparecen las correcciones mismas a la ecuación din~mi

ca, sin entrar en detalles sobre &. . Vamos, pues, a comentar 

lo que encontramos. 

En Relatividad Especial, la segunda ley de Newton si 

gue manteniendo la forma 

( 10) 

donde el cuadri-impulso ? ahora se define como: 

( 11) 

1; • 'h. 
con t-= ( \ - ~) y Y1\ es la masa en reposo. 

(. 

Al efectuar la derivada de ? con respecto al tief1! 

po t , medido en el sistema del laboratorio, se obtiene: 

Como 

r:. mt d.J ..... 'M\T cl,t • 
ot Crt 

c\t' _ t' ('V.e>..) y a= dtr , entonces 
3\- (;t. Cft. 

~ r :M~O.. + ~ \ 'lf• 0..\ l\í • 
<. 

(12) 

( 13) 

Ahora bien, si se separa la acclcraci6n en una comp~ 

nente perpendicular al movimiento ( O.~ ) y una longitudinal a 

la cxprPsi6n (13) puede escrihirse como: 

(14) 



:ss 

con 

( 1 S) 

El coeficiente de O.,, recibe el nomhre de "masa lon-

gi tudina 1" y e 1 de O..a. se l. lama "masa transversal". Es to da 

origen a que, para grandes velocidades, el vector aceleraci6n 

no es paralelo al vector fuerza, como sucede con la Mecánica -

newtoniana. Las ecuaciones (IS) han sido confirmadas experime~ 

talmente, de modo que estos efectos están bien establecidos en 

la teoria relativista. 

Pero regresemos a la expresión (13). Es notable su -

similitud, salvo factores t , con el miembro izquierdo de -

nuestra ecuaci6n (8). Más aan, si desarrollamos estos factores 

~ y conservamos la ecuación (!3) hasta orden \-'~ , ésta -

se convierte en: 

(16) 

estahleciéndose, aún más, el parecido con nuestros resultados. 

De hecho, la única diferencia la constituyen los factores numé 

~icos, lo cual es notable dado nuestro tipo de tratamiento no 

relativista (y la bola de aproximaciones utilizadas aún). 

Sin embargo, esta diferencia (originada en el hecho 

de que nosotros no consideramos factores f ) no se ve opaca-

da con el resultado sorprendente e.le que nuestro moc.lelo "tan --
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burdo" arroje ya efectos relativistas relacionados con Ja masa 

electromagnética de la partícula, a saber, la aparid6n de una 

componente transversal y otra longitudinal a 1 movimiento de la 

misma (¡Qué hermoso!). ¡Y esta es tan s6Io una de las consecuen 

drts de eliminar la aproximaci6n i!\t . .'1: o ! (y, e la ro l'Stá, de 

la covariancia impHcita en la Electrodinámica: ¡hermosa tco-

rh!). 

F.n resumen, esta comparaci6n nos permite asegurar -

que la estructura misma de la ecuaci6n (8) es una manifesta-

ción de la finitud de la velocidad de propagación de las sefta

les electromagnéticas, lo cual le da un carácter intrfnsecamcn 

te no ncwtoniano. 

Finalicemos con un "jalón de orejas" para aquellos -

que piens:tn que la Relatividad Especial es una teorfa que s61o 

se aplica a movimientos con velocidades cercanas a la de la 

luz. ¡Pues no!. Como todos sabemos, la Relatividad Especial es 

parte misma de la Electrodinámica (de la cual es origen), y 

una de sus gracias es la prohibición de velocidades infinitas 

de propagaci6n. 

§5. · COMPARACION CON LA ECUACION DE LORENTZ-OrRAC. 

La discusión anterior representa también una motiva

ción para comparar nuestros resultados con los que provienen · 

de la parte espacial de la er11aci6n covariantc conocida como -

de Lorentz-Dirac. 
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Dado que estamos interesados en establecer una compa

ración, es necesario escribir la expresión (J-28) sin los fact~ 

res '!que en eli'a aparecen, así como conservar términos del -
-S 

mismo orden en C , a saber, C. 

"'?. y Para esto podemos desarrollar o conservar t~rminos 

has ta orden ~i. , es decir: 

Asi, la ecuaci6n (1-28) se convierte en: 

( 17) 

la cual tiene la misma estructura que nuestra expresi6n (9) p~ 

ra la autofuerza; s6lo hay diferencia en los coeficientes. 

En particular, y esto es lo más relevante, ambas ex

presiones poseen el mismo tipo de dependencia, aan la no lineal. 

Esto resulta bastante interesante dado el tipo de deducción 

que nos llevó a ellas, una covariante y la otra "ingenua". 

Y es precisamente la "ingenuidad" de nuestros desa-

rrollos la que nos ha hecho cometer aproximaciones, ya sea en 

la manera de eliminar el retardo, o en la despreocupación to-

tal por los factores t , los cuales conducen a coeficientes 

'iferentes a los de (17). Es por ello que en los próximos ca--

pítulos trataremos de coTlleter "pecados" cada vez menores en --

cuanto a las aproximaciones, aunque dado el carácter de este -

trabajo, no se seguirá un tratamiento covariante. 
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De cualquier forma, las confrontaciones que hemos h~ 

cho en esta sección, y en la anterior, nos dejan ver resulta -

dos hastante compatibles con los que salen de la Relatividad -

Especial, ¡y nosotros no hemos usado la covariancia! ,(.Jala 

h i en, para ser un modf.' 1 o "i ngcnuo") . 

§ó. · ¿PODEMOS BABI.AR OE UN BALANCE ENERGF.TICO'.'. 

Usualmente se acepta sin mayor problema la existen -

cia Je una ecuación de balance de energfa teniendo en mente la 

deducción heurhtica de Planck (I-§3.1). Sin embargo, si quer~ 

mos ser formales nos encontramos con el problema de que este -

tipo de ecuación la hemos aprendido a deducir para las ecuaci~ 

ncs newtonianas, es decir, aquellas en las que f:.f:l7t,'V",t.) . 

'>e l'lll'dt> 1lemostrar <¡ue en la expresión para la fuerza se puede 

incluir a lo Más una dependencia lineal para la aceleración, -

pero e~ obvio que ni la ecuación de Abraham-Lorentz, ni nucs -

tra ecuación (6) son de ese tipo. Sin embargo, la deducción 

heurtstica aparentemente provee de una ecuación de balance, co 

sa que, como vemos, es muy aproximada y ya presenta problemas. 

¿Qué pasa, por ejemplo, cuando la aceleración es constante 

(1 §2)-:'. Ademlis, dada la forma tan horrenda de la ecuación (6), 

establecer con ella una ecuación de balance de cnergla se tor

na en un problema inmanejable, 

Sin embargo, parece que podemos dormir con la cons--

ciencia tranquila, ya que resulta realmente sorprendente y 
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agradable que todos los términos de la ecuación (6), con los -

coeficientes correctos, pueden incluirse como parte de una fo! 

mulaci6n covariante en la cual se puede plantear una ecuaci6n 

de balance energético enteramente andloga a la heuristica; 

¡claro! pero bien hecho, sin trampas. Bonito, ¿no?. 

Esto corrobora el que no se deban eliminar los malva 

dos términos no lineales, pues, si bien no es claro el balan

ce de energía en forma no covariante, las cosas se componen un 

poco más en la formulación covariante. Como que no andamos tan 

errados, pues. 

§7,- CONCLUSIONES. 

En este capitulo presentamos una generalizacidn {no 

~ovariante) de la ecuaci6n de AL para partícula puntual, Para 

ello utilizamos el método seguido por Panofski, previamente 

discutido (I-§3.3), pero eliminando la descripción desde un 

marco de referencia instantáneamente en reposo (i.e., para no

sotros 'Ult)i-O ), Además, llevamos nuestras expresiones has-

ta orden -s 
e , puesto que con eso pudimos obtener resultados -

bastante interesantes. 

Encontramos que todos los términos de la ecuación di 

namica tienen su origen, efectivamente, en los campos lejanos 

o de radiacidn; la parte proveniente de los campos ligados, o 

coulombianos, promedió a cero. Como de esos términos no todos 

juegan un mismo papel en la ecuación de movimiento, esto nos -
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hizo pensar en dos tipos de contribuciones, básicamente: (a) -

fe~,,·. 
una, relacionada con términos no lineales de la forma u 

~ ' 
o sea, con la masa electromagnética, y (b) otra, cuyo origen -

proviene exclusivamente del campo eléctrico, constituida por -

"' términos no 1 inea les de orden R , con 'fl-:tO , de modo que en -

el límite para partícula puntual s6lo sobreviven esos con n~o 

(i,e., los que son independientes del tamafio de la distribu --.. 
ci6n). Aquí apareció el término usual con r\f 

Las contribuciones del tipo (a) nos permitieron rede 

finir la idea misma de fuerza, la cual ahora tiene componentes . 
tanto en la dirección de ir como en la de V , en analogía con 

la expresión relativista. En consecuencia, esto dio origen a -

la aparici6n de una masa longitudinal ( ""'") y una transversal 

( 1"'1.1.) al movimiento. 

Por otra parte, las contribuciones tipo (b) fueron -

identificadas por nosotros como la expresión para la fuerza de 

reacción por radiación. Esta apareció con componentes en la di . .. 
recci6n de;¡¡-, 'V ,'Ü" , lo cual afirma su carácter no newtonia-

no. De esta expresi6n, resaltan términos de la forma r\r.,, 'lT 

la cual es bastante parecida a la del término de reacción por 

radiaci6n (~e~ 0.
1 ,,..r ) de la ecuaci6n de Lorentz-Dirac, y --

3c.' 
q~e dan origen a contribuciones compatibles con la expresi6n -

de Larmor para la potencia radiada. 

Asimismo, pudimos comparar nuestra expresión para la 

reacci6n de radiación con aquella que sale de la parte espacial 
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de la ecuación covariante de Lorentz-Dirac, llegando a que am

bas poseen la misma estructura; esto sorprende en un modelo -

tan "ingenuo" como el nuestro. 

Posteriormente hicimos algunas consideraciones rela

cionadas con el balance energético; de éstas s6lo pudimos con

cluir que, si bien se dio un paso más en relación con la ecua

ción de AL, ahora el problema ha quedado bastante oscuro, lo -

cual hace diftcil entender el balance energético. 

Finalmente, nos resta seftalar que si hien esta gene

ralización arroja ya nuevas luces para el establecimiento de -

la ecuación de movimiento, a~n seguimos heredando las dificul

tades propias de un modelo de parttcula puntual, como la diver 

gencia de la masa o la idea misma de interacción de un punto -

consigo mismo. Es por ello que los próximos ~apítulos estarán 

dedicados al estudio de la dinámica de particulas cargadas con 

estructura. En particular, en el capftulo III presentaremos la 

ecuación integrodifcrencial de Abraham-Lorentz. (EIDAL), que es 

una ecuación lineal para partículas cargadas con estructura, -

rfgidas y que no rotan. Dado el carácter lineal de la EIDAL, -

ésta servirá como una primera aproximación que nos será de gran 

utilidad. Sin embargo, la aparición de los términos no linea-

les aquí obtenidos, hará que busquemos posteriormente una ecu~ 

ci6n integrodiferencial que los contenga. Primero lo primero. 



CAPITULO I 11 

''LA ECUACIÓN INlEGRODIFERENCIAL DE ABRAHAM-lDRENTZ <EIDAU" 

§1.- INTRODUCCION. 

"Mi6 pa6o& en e6ta calle 
Re6uenan 

En ct11a. cctU.e 

Vonde 

0.(90 mü pa.1>01> 

Pa1>a11 en e6ta calle 
f)o nde 

Silo e6 ~eal la niebla" 

O. Paz 

Como se discuti6 en el capitulo I, la ecuación de - -

Abraham-Lorentz presenta serias dificultades que ya menciona -

mos. Es por eso que serra deseable contar con una ecuaci6n de 

movimiento clásica para partículas cargadas, aún cuando fuese 

aproximada, pero que no presentara tales dificultades. Una al

ternativa a esto se mostrará a lo largo de este cap{tulo. 

Con este fin, presentaremos lo que podemos llamar 

"Ecuaci6n Integrodi ferencial de Abraham-Lorentz (EIDAL)", que 

constituye una aproximación lineal al problema dinámico de una 

part[cula cargada con estructura. Daremos una discusi6n acerca 

de su deducción y sefialuremos coda una de sus características 
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relevantes. 

Limitaremos nuestro estudio al caso traslacional ex

clusivamente, adn cuando ya se han hecho avances importantes -

para el c.:aso rotacional (JIMENEZ-MONT~MAYOR, 1983. 2do.); este 

Gltimo caso no hemos considerado necesario incluirlo, ya que -

el solo análisis del movimiento traslacional es bastante rico 

en contenido, y c.:on él nos basta para los fines de este traba

jo. Entremos en materia. 

§2. - DEDUCCION DE l.A EIDAL. 

Mencionábamos anteriormente, que estamos interesados 

en eliminar algunas de las aproximaciones inherentes a la ecu! 

ci6n de AL. A nuestro juicio, una de las m4s importantes tiene 

su origen en la i•lea misma <le autuinteracci6n de una partfcula 

puntual (¡Mole!). ~osotros creemos que esa interacción debe -

pensarse como el resultado de considerar todas las interaccio

nes de cualesquiera dos elementos distintos de una distribu 

ci6n de carga, sobre la distribución misma de carga. ¿Tiene al 

gGn sentido fisico el hablar de la interacción de un punto con 

él mismo~. Es evidente que la respuesta a esto está relaciona

da con la filosofla propia de cada persona; en nuestro caso, -

la respuesta es negativa, siguiendo la vieja escuela del maes

trfsimo Abraham. 

En base a lo anterior, nosotros pensamos que la idea 

de autointeracci6n debe aplicarse necesariamente a partículas 
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con estructura. Con esto se elimina, de entrada, el problema · 

ya discutido de la divergencia de la masa electromagnética. 

Más aún, posteriormente verem,os c6mo esto también da origen a 

que no aparezcan soluciones acausales ni divergentes a la ecua 

ción dinámica, hecho tan deseado por cualquier cientffico bien 

nacido y que tenga fe en los principios fundamentales en que -

se sustenta la Ffsica misma (¡Joder!, que uno de esos princi -

pios es el de causalidad). 

Para este fin, se parte de la deducción de Lorentz -

(1-§3.2) la cual conduce a la expresi6n (l-11) para la autofue~ 

za. Para ella se consideró una distribuci6n de carga rígida, -

con simetría esférica y sujeta a un movimiento traslacional -

lento, de tal suert~ que R prácticamente no dependfa del tiem 

po; esto último es lo que da origen a que la ecuaci6n (T-11) -

sea lineal. 

El hecho de eliminar la dependencia retardada de la 

aceleración mediante un desarrollo en serie alrededor del tie! 

po actual, dio origen a que la expresi6n para la autofuerza es 

tuviera dada por una suma infinita de términos. Si se desea 

conservar el retardo en la aceleraci6n, es necesario recuperar 

la expresi6n de la cual se obtuvo la ecuación (l-11), a saber, 

1 3 ( 1) 

donde se ha usado que: 
llO " "' "\"' \-\~\ 1 g,c\"' a éil..t\_ O..\t -~¡.) 
~ \ ) ...... ~ - e ' "' ... º "' . Cll'-

(2) 

13 En este caso, fCr) es la distribuci6n de carga normalizada 
a la unidad. 
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. 
con a= V-. 

La ecuación (1) proviene del cálculo directo de la -

razón de cambio del impulso ~ de la partfcula, con 

( 3) 

Sin embargo, dado que esta definición carece de las propieda·

des de transformación de Lorentz, debe ser reemplazada por-·· 

(.JACKSON, 196Z) 

(4) 

para recobrar la covariancia. La ecuaci6n (4) es la parte esp! 

cial, en el limite no relativista, de la definici6n covariante 

del impulso: 

( S) 

donde '<'11 = ( t 'Íi'lc. , 'i. Is''). 

De este modo, es necesario añadir la correcci6n que 

proviene del término a la ecuación (1). El -

cálculo directo de esta correcci6n da una contribución igual a 

- 1/~ veces el término con Y\::.o en la ecuación (1-11)-

(DE LA PE~A-JIMF.:-JEZ·MONTEMAYOR, 1982); o sea: 



49 

Por lo tanto, la ecuaci6n (1) debe sustituirse por: 

de modo que la ecuaci6n de movimiento para la parti<"ula nr11:i

da es entonces 

"~ = f - ll2 ~~!o, {~lr' r<r)~~'){<fü.-Rr,)- .!. 0..":~). 
\ n. ~~ ~c.i. J ) R. l <.t J ) ( 8} 

donde t" es la masa desnuda ("en cueros") de la partícula, y 

donde se ha supuesto que la fuerza externa permanece constante 

dentro de las dimensiones de la misma. En esta ecuaci6n no se 

han considerado las contribuciones del campo magn6tico, lo 

cual es heredado directamente de la deducci6n de Lorentz. 

Tomando en cuenta la definici6n (I-12) para 1r 

electromagnética de la partkula, y definiendo la "masa obscr-

vada" m como: 

(9) 

la ecuación (8) se convierte en: 

que es la ecuación de movimiento buscada, o sea, la EIDAL. 

Pasemos ahora a discutir sus caracter[sticas m&s no-

tables. 
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§3. - COMENTARIOS A LA ECUACION. 

En esta sección vamos a señalar cada una de las pro-

piedades más sobresalientes de la EIDAL, a fin de precisar sus 

ventajas en relaci6n con la ecuación de AL, asi como sus pro -

pias limitaciones. Esto nos será de gran utilidad para los de

sarrollos del próximo capítulo. Las principales caracteristi--

cas son: 

a) Como lo csperariamos fisicamente, en ausencia de 

fuerzas externas el movimiento se reduce a uno --

con velocidad uniforme. Esto se obtiene de manera 

directa a partir de la solución a la ecuación 

(10)¡ se puede demostrar (p.c., DE LA PE~A-JIME 

NEZ-MONTEMAYOR, 1982) que esa solución es de la -

forma: 

(11) 

donde G(t) es la función de respuesta, relacio

nada con la estructura de la particula. La ecua-

ción (11) muestra claramente cómo en ausencia de 

fuerzas externas, la aceleración es nula. 

b) Se puede demostrar fácilmente que dadas las pro-

piedades analiticas de c;,(11) no contiene solu--

ciones divergentes, y su comportamiento es causal 

siempre que se cumpla una condición sobre el radio 

de la particula. Esta condición se discute en la 
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referencia citada anteriormente. 

Más aún, en una ecuación de ese tipo está conteni 

da toda la historia <lel movimiento de la particu

la. Digamos, pues, que es una ecuación con "memo

ria". Con ella se recupera la característica típ.!_ 

ca de los campos electromagnéticos, como ya men-

cionábamos anteriormente. 

Es notable cómo el efecto de memoria se ha obteni 

do con sólo reescribir adecuadamente la ecuación 

(1-11). Este resultado tan importante tiene su -

justificación en una idea muy simple: si bien la 

ecuación (I-11) posee toda la informaci6n sobre -

la historia del movimiento de la particula, el -

conservar sólo los tres primeros términos de ella, 

que conducen a la ecuación de AL, hace que se 

pierda no sólo gran parte de.esa información, si

no que conduce a resultados absurdos. Esto se ju! 

tífica en que si se corta la serie para cualquier 

orden Y't~ 3 , aparecen soluciones divergentes -

(DABOUL, 1974). 

Así, una parte del precio que se debe pagar al r~ 

cortar salvajemente la serie (1-11), es la pérdi· 

da de la memoria tfpica de los campos electromag

néticos; ¡pues no! . 

e) Si el movimiento es uniformemente acelerado, la -
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ecuación (7} toma la forma: 

F - - l e"'- \d1l" \a1r' ¡tr-)f{r') a, 
~"''" - 2. e:.'" ) ) 

= -ffie,. a. 
( 12) 

de modo que no desaparece la fuerza de frenado por 

radiaci6n. 

Es esto, y no la fuerza nula que predice la ecua

ci6n de AL, lo que físicamente debemos esperar. -

¡Vaya, que es necesario obtener un resultado com

patible con la expresión de Larmor para la pot n

cia radiada! • Por esta raz6n, la ecuaci6n (10) -

da un paso adelante hacia el entendimiento del ha 

lance energético. Veamos qué sucede con dicho ba-

lance. 

Se puede demostrar (FRAN~A-MARQUHS-DA SILVA, 1978) 

que si se multiplica la ecuación (10) por la velo 

cidad V , la potencia cedida por la fuerza ex-

terna es: 

A su vez, usando el Teorema de Poynting, -j·É 

puede expresarse como: 

( 14) 
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donde Ptod. = ~ S ' d.<i es la potencia radiada y 

"'I{ es la energía almacenada en el campo elec-

tromagnético. Por lo consiguiente, la ecuación de 

balance que se obtiene es: 

( 1 S) 

donde se define 

( 16) 

este término es el equivalente al de Schoot rela· 

tivista, y es de importancia fundamental para no· 

sotros, ya que para movimientos uniformemente ace 

lerados se obtiene 

(I?) 

ya que en ese caso 

(18) 

Ast, con (17) se recobra el resultado obtenido --

con la ecuaci6n de AL, pero, y esto es hermoso, -

aqui se ve con claridad que la radiación se ve co~ 

pensada por el cambio respecto al tiempo del toda 

vía misterioso término ~" ; es decir, no es que 

no exista reacci6n de radiaci6n en el caso ~=J'~, 

sino por el contrario, existe, aunque es cornpens! 
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da de alguna manera. ;Ah!. esto cambia las·~osas, 

Algo parecido sucede en el caso covariante 

(TE!TELBO!M, 1970}, por lo que resulta interesan

te y agradable su aparici6n por estos sitios. De 

esta manera, al utilizar la ecuación { 10) en lu-

gar de la de Abraham-Lorentz, las cosas mejoran -

bastante en relación al balance energético. ;Qu~ 

bueno! 

d) Debido a que se utilizó la definición (4) para el 

impulso, si se efectúa el desarrollo en serie de 

(10), en la ecuación dinámica ya no aparece el e~ 

pantoso factor 4/3 

en la próxima sección. 

esto se verá claramente -

Por otro lado, dado ( 12), la ecuación dinámica P~. 

ra movimiento uniformemente acelerado se reduce a: 

( 19) 

o bien 

( 20) 

Esto justifica, de alguna u otra forma, el hecho 

de referirnos a m 1.:omo la "masa observada" -

de la partícula. Sin embargo aún existen puntos -

por esclarecer al respecto, ya que durante el es

tudio de la dinámica de la particula 9 el cual con 
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dujo a la ecuaci6n (10), se definen diversos ti-

pos de "masa" (p.e., DE LA PEf:JA-JIMENEZ·MONTEMAYOR, 

1982). 

e) De la ecuaci6n (10) puede obtenerse un límite in

ferior para el tamaño de la distribuciGn de carga. 

En efecto, si se aplica la ecuaci6n (10) para es-

tudiar un gas de electrones con estructura, y si 

se supone qtie h es el campo de radiaci6n esto 
'\ 

cástico producido por todas las partículas del --

gas, el aplicar un Teorema de Fluctuaci6n-Disip~ 

ci6n en este sistema da origen a una densidad es-

pectral de energía que impone un valor mínimo pa

ra el radio de la partícula (J IMENEZ -MONTEMAYOR, 

1983. lro.); este valor es del mismo orden que el 

radio cHisico del electr6n ( íe -::. ¡e'/3M c.? ) , 

f) Si bien con la EIDAL se eliminan varias dificult! 

des inherentes a la ecuaci6n de AL, también per--

sisten algunas deficiencias graves en ella. Estas 

tienen su origen en que su deducci6n está basada 

en la de Lorentz, cuyas limitaciones ya discutimos 

anteriormente. En particular, el no considerar la 

dependencia temporal de R hace que en la EIDAL 

no aparezcan los términos no lineales que han si· 

do nuestra preocupaci6n a lo largo de este traba-

jo. Ya hemos demostrado su existencia en la ecua· 
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ci6n de movimiento para partícula puntual y hemos 

señalado, e insistido, que son independientes del 

tamaño de la estructura asociada a la partícula. 

¿Por qué no habrían de aparecer aquí?. Eso neces! 

riamente obliga a considerar la dependencia temp~ 

ral de P. , como lo haremos en el pr6ximo capí-

tulo. 

Adicionalmente, la aparición de los términos no -

lineales debe dar origen a contribuciones impor-

tantes, las cuales no debemos eliminar en el est! 

blecimiento de un balance energético apropiado. 

Puede éste ser difícil, u oscuro, pero no por ello 

debemos desechar toda la informaci6n física que · 

arrojan. ¡Cuidadin! . 

Esperamos haber señalado aquí las caracterfsticas -

más sobresalientes de la EIDAL, y s61o nos resta mostrar c6mo 

esta ecuación contiene como caso particular a la de Abraham-Lo 

rentz. Este será el objetivo de la pr6xima sección. 

§4.- LIMITE PARA PARTICULA PlJ.ITUAL. 

En esta secci6n vamos a mostrar, por completez, c6mo 

se recupera la ecuaci6n de AL a partir del tratamiento que nos 

condujo a la EIDAL 1 ~. 

Si se retoma la expresi6n (7) para la autofuerza, se 

1 ~ Existe un método más directo, el cual no incluiremos aquí -
dado que para eso seria necesario introducir algunas defini 
ciones que nos desviarían un poco de nuestros objetivos. 
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le escribe en forma de sumatoria, y se utiliza la definici6n 

(9) para la masa Y'f"\ , nos queda la ecuaci6n de movimiento: 

:. - f - le'l ~ (_:_1f" f d~)( 0.3r (ó1r' r<,.)1<t''i R"·' 
'm'\f - Att.~ '?>C." MO \"l~ (. \ d°t } ) 

( 21) 

o bien, 

{1"I ~ -: ~Mt 

(22) 

Tomando en cuenta que el primer término en Ja el·ua-

ci6n (22) se cancela con el liltimo, y que j}p<r)?<'f')a,r8r'.::\, 

esta ecuación se reduce a: 

( 23) 

donde 

con a. tomada como una longitud caractcrfstica de la dis--

tribuci6n de carga. 

En el límite para partícula puntual 

de modo que se recupera la ecuaci6n de Abraham-Lorentz: 

donde la masa VY1 ya no aparece con el espantoso factor "h, 
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usual. Queremos insistir que esto es consecuencia de utilizar 

la definici6n (4) para el impulso. 

Para concluir, deseamos señalar que al tomar el lími 

te para partícula puntual se recuperan todas dificultades pro

pias de la ecuaci6n de AL, como es de esperarse. La causa, in

sistimos, está en recortar la serie (15), cosa, por demás, in

correcta; nosotros hemos cometido ~se pecado, en esta secci6n, 

s61o con el fin de mostrar que la EIDAL es, efectivamente, una 

expresi6n más general que la ecuaci6n de AL y, por si eso fue

ra poco, más adecuada que ella. 

§5.- CG'ICLUSIONES. 

A la luz de lo expuesto en este capitulo, se pueden 

desprender las siguientes conclusiones. Parece bastante claro 

que al tomar en cuenta la estructura de las partículas carga-

das y escribir adecuadamente la expresi6n para la fuerza de -

autointeracci6n, quedan solucionadas algunas de las dificulta

des más caracterf sticas de la ecuación de AL ;la Ecuaci6n Int~ 

grodiferencial representa, pues, una aproximaci6n lineal a la 

dinámica de las particulas cargadas, y constituye una general~ 

zaci6n a la ecuación de AL. Sin embargo, dado el carácter 

aproximado de la EIDAL, no debe perderse de vista el establee! 

miento de una ecuaci6n más general, que no~acerque hacia un m~ 

jor entendimiento tanto de la dinámica como del balance energ! 

tico. De acuerdo con los argumentos expuestos en el capítulo -
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anterior, tal generalizaci6n debe contener t~rminos no linea-

les en la expresi6n para la autofuerza de frenado. 

En el siguiente capítulo trataremos de ir m§s lejos 

en la descripción del movimiento de una partrcula Largada con 

estructura, cuyo único grado de libertad es el de traslaci6n; 

nuestro tratamiento (clásico) dará origen a una ecuación de mo 

vimiento no lineal, la cual constituirá una gcneralizaci6n de 

todo lo que hemos expuesto a lo largo de este trabajo. ¡Vamos 

en pos de ella! . 



CAPITULO IV 

"Lf\ EcuAc 10 N No Lr NEAL PARA PAR TI ClLA Ex lENDIDA'~ 

§1.- INTRODUCCION. 

"Uada H ecU.6.i.c.a .sobJr.e la pú.dJr.a, 
todo .sobJr.e la aJr.ena, peJr.o nue.stJr.o 
debeJr. e.s ed.i.6.i.c.aJr. como .s.l 6ueJr.a 
p.i.edJr.a ta aJr.ena ••• " 

J. L. BoJr.gU 

A la luz de todo lo expuesto anteriormente, en este 

capítulo se vierten los desarrollos más importantes de este -

trabajo (para que juzguen si vali6 la pena, o no, todo el rollo 

anterior). 

Los pasos a seguir aqu1 quedan justificados de mane

ra natural por toda la discusi6n previa, Si bien este capítulo 

no muestra una teoría concluída, da ya las bases para el esta

blecimiento de una ecuaci6n dinámica, en la.cual estamos traba 

jando, pero las limitaciones de tiempo no permiten su completa 

aparici6n aquí. 

El trabajo a desarrollar en este capítulo, debe ser 

ya adivinado por cualquier curioso que haya tenido a bien se-

guir las discusiones anteriores. De acuerdo al capítulo III, -

resulta natural el trabajar con el m6todo que ahí se sigue, el 
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de Lorentz; sin embargo, ahora si consideraremos la dependencia 

temporal de R. , como trataremos de fundamentar en la siguic~ 

te sección. Asimismo, motivados por la discusi6n que nos condu 

jo a los resultados del capítulo II, también habremos de elimi 

nar la descripci6n desde un marco de referencia en reposo. Ve· 

remos c6mo el evitar las hipótesis R-;t:R~'\.\ Y 'ü'::.o nos 

va a conducir, de manera directa, a una ecuaci6n de movimiento 

no lineal que en el límite para partícula puntual tiene la mis 

ma estructura que la encontrada en el capítulo rr y, por tanto, 

a la parte espacial de la ecuación de Lorentz-Dirac. Concluire 

mos con una amplia discusi6n sobre los resultados obtenidos, · 

en base a nuestros objetivos iniciales, los cuales fueron deli 

neándose a6n más a lo largo del trabajo. 

§2.- ALGUNAS CONSIDERACIONES PRELIMINARES. 

Tomaremos como modelo de partícula cargada a una dis 

tribuci6n rígida de carga, con simetría esférica y que esté·· 
o-'1 

bien localizada (i.e., que decaiga más rápido que ~ ). Su -

pondremos, adem~s, que está sujeta solamente a un movimiento -

traslacional. 

Por simplicidad, y para ir entendiendo el problema, 

seguiremos el método de Lorentz (1·§3.2) ya conocido por noso-

tros¡ sin embargo, evitaremos algunas de sus aproximaciones: 

eliminaremos la descripción desde un marco instantáneamente en 

reposo (i.e., 'ij'.po ) , así como también tomaremos en cuenta · 
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la dependencia temporal de R (!ahora sí!) que, como ya vimos, 

suele omitirse impúnemente y sin mayor discusión. Ambas consi

deraciones darán origen a una ecuaci6n de movimiento no lineal, 

más acorde con el comportamiento que esperamos, y que como ca

so particular incluya todo_?. los resultados anteriores. 

Queremos insistir en que la dependencia temporal de 

R. s61o puede omitirse bajo la suposici6n de que el movimien 

to de la partícula se lleva a cabo con velocidades muy peque-

ñas ( ~~O ) , de tal suerte que R.~ J ; es decir, que · 

en ese límite la distancia retardada R. entre el punto fuente 

~· t al tiempo ~ y el punto receptor al tiempo , resulta casi 

igual a la distancia fija d entre esos puntos, para cualquier 

tiempo (ver dibujo de la sección 2, capítulo 11). 

~o está de más hacer hincapié en que debemos tener · 

mucho rnidado con la ident i ficac i6n de R con una di standa 

del orden del diámetro típico ( 'lO..} de la <listribuci6n, pues 

esto nos lleva a cometer crueles barbaridades; una de ellas se 

relaciona con la definición misma de tiempo retardado c~~t-!Uf)), 

en la cual la supos ic i6n R.~ ':lO.. conduce a la desaparición de 

los efectos retardados ( t' = t para el caso de partícula 

puntual ( o.~O ) • Esto significaría que la velocidad de pro· 

pagaci6n de las sef\ales, para el caso de partícula puntual, es 

infinita. Horrible, ¿no? ¿Entonces?. 

Por esa raz6n, nosotros preferimos apegarnos al slg-

nificado correcto de ~ como una cantidad retardada ( ~ 
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..., N "' 

de la forma R. :. R lt.- R/c.) , aunque se vea fea. ¡Este no es · 

un concurso de belleza! . 

§3.-·DESARROLLOS PREVIOS. 

Las consideraciones expuestas en los párrafos ante

riores nos van a obligar a ser muy cuidadosos en cada uno de -

los desarrollos que realicemos de aquí en adelante. A este re! 

pecto, los potenciales cp y A que antes se expresaban se~ún 

(I-10), ahora están dados por: 
,... ( r,t.) ::. 1 ~ P.< r\ t')\ o,.?.'('• 
.,. J l s ~ J ..... \: 

,.. " donde, como ya es usua 1, S = \ - fl • ~ 

( 1) 

~6tese que no omiti· 

mos ese factor en base a un argumento del tipo ~~O. 

Las ecuaciones (1) muestran la dependencia de los p~ 

tenciales ~ y ~ con funciones retardaJas de la forma r ~ '"'\ \. 5 J ,.tt 
las cuales, siguiendo con el espíritu del método de Lorentz, -

debemos expresar en funci6n del tiempo actual. 

Para ese fin, debemos hacer uso de un desarrollo más 

general que el usado en los capítulos anteriores, ~ntcndicndo 

por ~llo uno en el cual se considere la dependenria temporal -

retardada de ~ . Este desarrollo es: 
a:> ( \)"' ~-· J ~ 

'f l'~)= n.t-~1c.\= ~º~c." o't~·' l.R lt.'\ ( 21 

donde ahora todas las cantidades Jentro de l \ son actuales. 
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Adicionalmente, dado que S-: (1-i.~):. \ -\- R/c 

y que R '- 1 , podemos reescribir cualquier función de la c. 

forma ~ \ 1 ~ mediante un desarrollo en serie de potencias -

Je R../c , a saber, 

ff\ - \.!.-.-1 = \ t l 0 R "\ • t.S l,,; \ ~ ~ rllt l ~<&O e.Y\ J t-tt. ( 3 1 

Si aplicamos ahora el desarrollo (2) a la cxpresi6n 

(3), obtenemos una ecuaci6n que contiene en su miembro derecho 

Gnicamente cantidades no retardadas, es decir, en funci6n del 

tiempo t actual: 

~±J -:: ~ (-:__1')_K__ ¡:_ { R"' J 1 t f. l-1)" Rt\)1 ( 4 J 
S ¿ ~1(.1< '\4-IC-1 J"t\ ""'º <:."' • 

,t\ k"o · Q\. 

Se puede demostrar, haciendo un poco de algebrita, que (4) pu~ 

Je expresarse de manera m~s compacta como: 

. 
' (5) 

esta expresi6n, como es de esperarse, se reduce al desarrollo 

en serie usual cuando R* ~l\\ (recuérdese que en ese caso 

5:.\ ). 

Dado el desarrollo (5), la manera de proseguir es -

ahora bastante similar a la de Lorentz. As{. s.ustituyendo (5) 

en (1) obtenemos las expresiones para los potenciales: 
00 

~lr¡t"\-:: el d..,r' L, l- 1)~ L ) j>(c-',t) f\tt-i lt)\ 
j lho 1(.1, e.O( ot"' l j 
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que son ahora las más generales que podemos construir (no hc-

mos hecho aproximaciones adn). 

Para continuar, podemos hacer una consideraci6n para 

ganar simplicidad en los desarrollos subsecuentes. La iJca con 

siste en no tomar en cuenta, por el momento, cualquier contri

buci6n a la fuerza proveniente Jel campo magnético. sr, es --

trampos6n, en base a lo expuesto en el capítulo J[, Sin embar

go, daJo que nuestros cálculos aquí están hechos "a mano" , las 

limitaciones Je tiempo que tenemos nos impiden consiJerar a 6: 

¡el álgebra se complica mucho en ese caso! . Sin embargo, de -

acuerdo con nuestros resultados anteriores, las contribuciones 

magn6ticas s6lo aportar5n correcciones en los coeficientes y -

no términos nuevos. Esto nos justifica bastante bien por ahora, 

aunque nos Jeja obliAados a considerar las contribu~ioncs ma~

néth.·35 a la ecuaci6n en un trabajo posterior. Sigamns adel¡¡n

te, con este ''pecadillo" a cuestas, en la intelig~·ncia que 6s

te no aporta ideas físicas nuevas al problema; ya en el traba· 

jo en proceso seguiremos contándoles. 

§.4. - 1.A ECUAC ION DE MOVIMIENTO. 

En base a todo lo anterior y dada la definición de 

·~~t> en funci6n Je los potenciales <\l y i=\ , al sustituir -

las <>xpresiones (6) en la ecuaci6n (I-9) para ~ , ohtene-

mos que: 

~ 1 \t~ \:)'r• f(r,t)Í_ '-..:'°'"' ~ ?Jw..,.} f(r\t 1 VR~-i ( 7 ) 
ót:e ) } ""º "'~c. C>\: \ 1 

-+ t't. ~lflt;t\i!Lt\R\·~,) , 
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que ~s La generalizaci6n de (I-11) al considerar la dependencia 

retardada de R. 
<;i tornamos en cu en ta que ~ ( r,t) =. f{ r t.) 'Ü" \,:t.) , la -

ecuaci6n (71 se puede escribir también como: 

~t - e.1. 2. \:.:l. \ o"r ~}'r' ... "' ' \ 
dl ., V•" \C.I. C." ) 

( 8) 

Los dos primeros términos de \ J dan origen a 

una ~xpresi6n para la autofuerza similar a la de Lorentz 

(JACKSO~, 19751, salvo que en (8) R-: ~\."\.'l , y el último tér 

mino representa una correcci6n que proviene precisamente <le -

¡;onsiderar esa JepenJcncia retardada. Esta correcd6n presenta 
~-d aramen te términos no lineales y la denotaremos por 1 .. f) ; 

\ d\. 't~\. 
análogamente,la contribuci6n similar a la Je Lorcntz la escri 

hirC'mns co1110 \ ~t)\.O~ . ,\sí la ecuadón {H) podemos expresarla 

como 

(9) 

es el análo~o J~ la ecuacl6n (1·111, que es equivalente a la 
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es la corrección no lineal. 

Ahora bien, dado que (10) es ya conocida por naso -

tros (y esperamos que también por ustedes), limitaremos nuestro 

análisis a las correcciones que a ella hace la expresi6n (11). 

Asi, pues, vayamos al ataque. 

Cabe seftalar que si bien la ccuaci6n <le movimiento -

(9} está expresada aquí en términos de sumatorias, ésta puede 

escribirse en forma integrodiferencial, como una generaliza ·

ci6n a la EIOAL. Sin embargo, no la hemos incluido aquí debido 

a que aún quedan en ella algunos puntos por esclarecer y pulir; 

por el momento podemos afirmar, sin lugar a <ludas, que garanti 

za condiciones de causalidad y cualidades semejantes. Por aho· 

ra, baste tener presente que este es un trabajo en proceso ·-

(JIMENf.Z, 1984). 

§.S. - ANALISJS DE LA ECUACION. 

Tomando en cuenta que la ecuación (11) no la hemos · 

expresado aquí en su forma integral, el camino más directo pa

ra su análisis es el de considerar las correcciones que cada -

uno de Jos t~rminos de la sumatoria aporta. ~o obstante, para 

seguir con la línea iniciada en el capitulo II, vamos a limi·-

tar nuestro estudio hasta orden 
~5 e ) o lo que es equivalente, 

analizaremos los términos con \<.~'3; ¡cuidado! , no estamos · 

cortando la s~rie en ese orden, s6lo nos restringimos a 11 con 

Fines comparativos, o b.ien, para estudiar las consecuencias de 



------
68 

nuestra ecuación. A reserva de contar con una versión más ele 

gante de (11), lo cual dejamos para más adelante, nos hasta -

con considerar los primeros términos de la serie para nuestros 

prop6sitos actuales. 

De este modo, el t~nnino con l<-:::.o en la c.xpresión 

que se. anula para dlstribIJcioncs con si'metrta esférica 

(JACKSON, J97S), como es nuestro caso. 

El siguiente t~rmino, con ~•\ , se anula directamen 

te de6.ido al !actor ~~-' ; o sea: 
~t. 

l~) - o (13) 
~t. r111..1 - • 

-2 _, 
Ad, no eii.s:ten correcciones a ordPn C. y C , lo 

cual concuerda con nuestra experiencia previa para parttcula • 

puntual. Esto implica que la ecuación de AL es exacta a orden 
.3 

C. • ¿t>ero qu~ pasa con lo!'l· siguientes órdenes en C. ? • 

La contribuci6n proveniente de \«:2. ya no es nula.F.n 

efecto, de la ecuaci6n (11) se obtiene que ese t6rmino es: 

( ~ \~n.~ ~'t \d'_. ~d3r' ¡lr\ t) ~~' \ \cf".t) ~) ¡ ( 14 ) 

si se considera que ~ ~ -~·~ , entonces la expresi6n ante 

rior puede escribirse como: 
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1 ~ \ = -i:.. \ o,\. ( ~1r' f (f',t'\ j ~t) (~.:¡;.)v ~ 2 e>fCr'.t'l( ln.v)tr 
\o.t lnu.4 :u:'4) ) l. o\.'I. at 

+\~.t-)\r )<t ~flt'."c:'ll(~.v'\~ ~ (~·{;.'>~ )1. (15) 

Haciendo uso de la ecuaci6n .de continuidad y tenien

do en mente nuestro modelo para la distribuci6n, el primero de 

los t6rminos en (15) se reduce a: 

t me. ( r . ,¡. ) ~ , 
y el segundo y tercer t6rminos contribuyen en: 

~M& ~ f ~ ""< r·~)r) ; 
los dos 6ltimos se expresan como: 

l.,:-~ ij} ~"r ~d)r' f(<",t.) ¡cr•,t\ (~•V) 

_ rf .f¡ ~ ~'lr- )~"r' _s>\r,'\. ') f~c",t) (. ~ • ;¡.) 
c'4 

y promedian directamente a cero (tan, tan). 

En resumen, para K-=:2. se tiene: 

(16) 

( 17) 

(18) 

( 19) 

Estas contribuciones dependen de la distribución <le carga a -

trav6s de la masa electromagn6tica '(f)e , y están relaciona-

das con las componentes transversal y longitudinal de ella, de 

acuerdo con lo expuesto en (11·§4). 
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Los primeros dos t~rminos de (19) dan correcciones -
:1. 

aaden r y su forma concuerda muy bien con la de los térmi--

nos obtenidos en el capítulo II. Más adelante volveremos a es

te punto, haciendo una comparaci6n más detallada entre ambos -

resultados. 

Finalmente, para \'..-='3 se obtienen las siguientes -
-'5 

correcciones a orden e : 

l~P) = -rl.. (c}.,,r \~'r' plc,t.) t ~ \l<','t) q_~l.\, 
\<rt ""\.~ 6c.s) ) at 1 ~'" ) c2~> 

o bien 

!Oj\ : e\\ o'' }o'r' j>l<\"C.) ~') R \<r':'\.) L~ .iü-)1. 
\ot ""\.1 ~e: ) e 21 J 

Desarrollando la tercera derivada parcial en el inte 

grando de (Zl), se tiene que: 

( of \ :: e.1. lo~r \a1r' p1r;\.)~ ~' \(r\t) -Ir~ ... o~t\t) 
Ci"t hwl., '3c• } ) l t. 

donde 

~\, ~~(t'.t.) ...\-\"\ ~ ~lt\ü'\.' 
atl. o'\., J 

~, .. ~( iA • ;¡¡") - ~ ( ~. v '\L ~ • ,\;.) - 3 ( ~ • ii\' 

{2. = '3~(~. ~)-9 (Ooi.i-1 (v\.~) 
• ,.. - )'l. 

~'!-:: ~R ~~.ii;)-~\1'1·"1' 

A. -) ~"t -::.. R ( V'I • '\r • 

As{, del primer t6rmino en (22) se obtiene la cnrrecci6n: 

(22) 

(23) 
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(24) 

con 

(ZS} 

A su vez, el segundo t6rmino de (22) se reduce a: 

con 

1
1

: ~ v} d'l'"J d1r' flt,t) t v•. \<r';t))( ~ .ü-) ( ~ · :fr), 

de modo que ::r., -::. ~ { r'I) . 

(26) 

(27) 

De igual manera, el tercer término contribuye con: 

.l. 
"1 •• 1. - .:. ..:. "l. .... -

_ !_ 'lJ' 'l. 'U" - ~ l V• '\f )'\r - ~ '\1 'lf ~ 'I.1.4 ~ °J:5' 
J c,S c,S e,.& {28) 

donde 

(29) 

e 

es decir, 1:.s - ~~~-a) . 
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Finalmente, el último término en (22) da origen a: 

con 

e -= -~'-'t. (i·;j:);r \Ó~,. )~'\r' flr,t) '\1
1

• ~(r\t) 
:3C.s ) 

- e.i. 'U,_ÍÜ \0i"r\~'\<' flr,t.) 'V'.C!tj,tf',t.) j 
3~ J J at 

(3 3} 

En resumen. para \<;::. '!. se tiene: 

_fi} 'i'li7.-ü--+ :z.~v . .¡¡):G- ~\'U-i~ *'~tv.i-)V-) 
l~)TN~: (.S l ~ 

.\- I., + 'I:'!> +I:.~ """"!.; ~ -:I.c;. .+:I.'l. (34) 

las correcciones De todo lo anterior se desprende que 
-S 

a a'de.n t son: 

l~\ - \ m,\ ~1. 1r + !,1.(iJ.-{;-)v) 
\J.t ),.HL 3 

Ahora bien, si se hace tender la distribuci6n a una 
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de partícula puntual, y se toma el límite f ""º, entonces 

, y por tanto (35) se reduce a: 

(36) 

Ahora bien, tomando en cuenta que en ese mismo ltmi-

te: 

(37) 

entonces, por (.9), 

~ -:: ~~~: ~Me.\ l 1 '\'~7.){r ~ ~1. \'ii'.;fr)if) 
dt 

(38) 

La estructura de la ecuaci6n (38) es exactamente la 

misma que la de (II-6). La diferencia en los signos se debe a 

las definiciones distintas ( una de Lorentz, otra de Panofski) 

y la de los coeficientes se Jebe a las aproximaciones "cometi

das" en ambos m~todos; en particular, aquí no se consider6 al 

campo magnético, y además los cálculos se hicieron "a mano", -

lo cual es una posible fuente de error. Adicionalmente, en el 

método desarrollado en el capítulo II habían algunas inconsis

tencias relacionadas con el considerar unas veces la dependen~ 

1 
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cia temporal (retardada) de R y otras veces no (¿se acuerdan?). 

~esotros pensamos a este respecto que, dado los fines de este 

trabajo, no deben preocuparnos esas discrepancias numéricas. -

Queríamos mostrar la existencia de términos no lineales, asi -

(Omo su forma, y lo logramos. 

Es importante señalar que al tener la misma estruct~ 

ralas ecuaciones (11-6) y (JS), esto hace que esta dltima sea 

tambi~n comparable con la parte espacial de la ecuación de 

Lorentz-Dirac (II-17). Es decir, que nuevamente hemos obteriido 

"correcciones relativistas" en nuestro modelo actual. Los coe-

ficientes en ambas descripciones no concuerdan evidentemente, 

y las causas Je ello son, en esencia, las mismas expuestas en 

el ca~itulo II. Sin embargo, sorprende que todos los modelos • 

dqJt presentados conducen al mismo tipo Je ecuación no lineal, 

y esto con s6lo evitar algunas de las aproximaciones que tan a 

la ligera se utilizan en los desarrollos usuales. Esperamos 

que esto nos obligue a ser m~s cuidadosos en lo sucesivo. 

Pasando ahora a otro punto, deseamos hacer notar que 

la ecuación {351 representa la corrección, para el caso ~ene-

ral ~..-o , que se puedE' hacer a la expresión de Lorentz pa

ra la autofuerza, a orden c· 5 
La forma de esa corrección e~ 

ti dada por la suma de do~ contribuciones, una independiente -

del tamaño de la distribuci6n (que sobrevive en el Hmite O.~o) 

y otra relacionada con la~ dimensiones de la particula. Sin e! 

bargo, la ecuaci6n (35) no es la ecuaci6n de movimiento para -
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la partícula, porque en ella hemos omitido un infinito de t~r

minos en los cuales hay aQn mucha información física. ~o olvi

demos que la idea de "pecar" fue s61o con el fin de extraer -

una información acorde con las lineas generales de nuestro tr! 

bajo. Que nos quede claro que la corrección "buena" es la (11), 

aunque aquí no la hayamos expresado de una manera más elegante. 

Asimismo, cabe señalar que el uso de la ecuaci6n 

(11) para el establecimiento de un balance de energía, se tor

na sumamente complejo y poco claro¡ es por eso que aqut no tr! 

bajaremos en ello. Pensamos que en su forma inteqrodiferencial 

se dejará manejar más fácilmente. 

i6.- CONCLUSIONES. 

Hemos demostrado ya que el considerar la dependencia 

temporal de R en la deducción de Lorentz da origen a una 

e.cuaci6n de movimiento que contiene a la expresión usual para 

la autofuerza (I-11),más una corrección no lineal compatible 

con los resultados previos para partícula puntual. El desarro

llo, si bien laborioso, fue bastante directo a partir del cono 

cimiento que de él tentamos desde los primeros capítulos. 

El hecho de obtener finnlmente nuestra ecuación ~5s 

general de movimiento, en base al modelo dado, fue una conse-

cut>ncia del análisis real izaJo en cada uno de los capítulos ª!l 

tcriores. De ese an5lisis surgieron las críticas a las aproxi

maciones usuales que conducen a la ecuación de Abraham-Lorentz 
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que, como también demostramos, no es una ecuaci6n apropiada P! 

ra describir la dinfimica de las particulas cargadas. El puntu! 

lizar insistentemente cada una de esas criticas, nos permiti6 

establecer un modelo más adecuado, que no presentara varias de 

las dificultades que caracterizan a la ya tan familiar ecua 

ción Je Abraham·Lorentz (iQu6 bien!). 



CAPITULO V 

nCONCLUSlONES GENERALESw 

~sato 

A 6ue~za 
Ve poe~Ca 
Veja uno 

Ve &e~ 

Uu poeta 

A &ue~za" 

f..Hue~ta 

En este trabajo revisamos tan a fonJo como nos fue • 

posible algunas de las ideas básicas que pueden establecerse · 

para la descripci6n de la dinámica de una partícula car~ada. 

Estudiamos el efecto de la radiaci6n sobre la car~a sujeta a · 

un movimiento traslacional, bajo el marco de una teoría clAsi· 

ca como lo es la Electrodin5mica. 

Guiados por la idea de entender dicha Jin~mica, co·

menzamos con una discusi6n acerca de la ecuación de Abraham·L~ 

!entz; esto debido a que esa ocuaci6n ocupa un papel preponde· 

rante en la literatura, hasta el grado de convertirse ya en un 

lugar comGn, y ha servido como base a diversas inve~tigaciones 

relacionadas con el fen6meno de rnJiaci6n. Sin cmbarRº· dado · 

que esa ecuación do origen u vurius dificultades ya conocidos, 
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nos lan:amos a analizar el problema de una manera cuidadosa. 

Con este fin, fue necesario el entender y precisar · 

el origen Je dichas Jificultades, para así evitarlas en los d! 

sarrollos posteriores. Esto se hizo a trav6s del estudio cuida 

<loso Je algunas Je las deducciones mfts conocidas <le esa ecua -

ci6n. Xuestro trabajo posterior consisti6 simplemente en ir e

liminando cada una de las aproximaciones que dan origen a esas 

dificultades, con la única intenci6n de conocer los resultados 

a los que realmente ~on<luce la teoría electromagnética si se -

hace un buen uso de ella. En otras palabras, dese1bamos saber 

qu~ es lo que la ~lectrodin5mica dice al respecto. 

Cll' l'Sa labor de "sonJt'o" pudimos situar a tres aprox!, 

maciones como las m§s importantes por eliminar, a saber: la de 

partkula p.mtual, 1¡ue conduce a la divc.'rgenda Je la masa·-· 

electromagnética y a la existencia misma Je soluciones diver·· 

gentes; la Je considerar la descripci6n Jesde un marco instan

t~ueamente en reposo respecto a la part[cula, así como la de · 

no tomar en cuenta la dependencia retardada de la distancia en 

trc el elemento emisor y el elemento receptor de las sefiales -

C'lectromagnétkas. Estas dos últimas consideraciones son las -

l'l'::>r<'llsab]e¡:; de que la ecuar ión de Abraham·Lorf'ntz sea 1inea1, 

lo rual impide ~nruprendc.'r rl balance de energla. 

Hn base a lo anterior, nuestro primer paso fue el de 

eliminar la Jesrrip~i6n desde un marco de referencia en reposo, 

lo ~ual nos llev6 a obtener una ecuaci6n no lineal para partí-
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cula puntual en la cual aparecian t6rminos dependientes de la 

velocidad; esta dependencia era de esperarse al identificar la 

fuerza de autointeracci6n como una disipativa. 

M5s aGn, estos t6rminos presentaron una estructura • 

idéntica a la parte espacial Je la ec11ad6n covariante 1le · ··· 

Lorentz-Dirac, deducida a partir de la Din5mica Relativista. 

Esto se vio reforzado por el hecho de que nuestra ecuaci6n da

ba origen a algunos efectos característicos de la Relatividad, 

a t ravt\s de la masa electromagnética; tales efectos se manifes 

taron en la aparici6n de una "masa longitudinal" y otra "tran! 

versal" al movimiento. Esto resaltó en una teoría no relativis 

ta como la nuestra. 

Posteriormente, dejamos a un lado el problema de los 

términos no lineales y nos cl<'<licamos al estudio de 111 f.cuaci6n 

Integrodifcrencial Je Abraham-Lorentz (EIDAL), que surge de un 

modelo para part{cula extendida. Mostramos c6mo al evitar la -

aproximaci6n para partícula puntual se solucionan varias de -

las dificultades inherentes a la ccuaci6n de Ahraham-Lorentz, 

de tal suerte que ya no se presentan las soluciones acausalcs, 

ni divergentes, asi como se termina con el problema de la masa 

electrnmagn~tica infinita. No obstante, en esta ecuación no -

~parecían los rerminos no lineales ya obtenidos por nosotros 

en la ecuación para p:irtkula puntual. Había que buscarlos. 

Fue> así 01mo la parte final de nuestro trabajo fue 

d~stinada a la elaboraci~n de un modelo m5s completo, que in·· 
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cluyera cada uno de los resultados previos. Se trabajó así en 

el desarrollo de una ecuación no lineal para partícula extendí 

da, pero dadas las limitaciones de tiempo,su anfilisis se llevó 

a cabo de una manera poco exhaustiva, aunque con esto bastó P! 

ra demostrar su compatihilidad con cada una de las ecuaciones 

anteriores. 

En la actualidad estamos elaborando un trabajo en el 

cual quede cubierto, en su totalidad, dicho an&lisis. Es una • 

15stima que esto ya no hayamos podido incluirlo aqu[, 

De esta manera, llegamos al punto deseado, esperando 

que 6ste sirva como un primer paso para la construcción de una 

ecuaci6n m5s general y permita, en lo posible, una mayor com -

prensi6n Je las posibilidades y limitaciones de la Electrodiná 

mica ClAsica. As[ sea. Por el momento, esperamos que este tra· 

bajo les haya parecido interesante, divertido y dtil (no nece· 

sariamente en ese orJen). ¡Hasta la próxima! 
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