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El problena de dos cuerpos ha sido objeto de estu::lio prás_ 

ticamente desde los inicios de la relatividad general. Los pr.!, 

meJ:OS esfuerzos por resolverlo incluyen los de weyl y IeVi-<:iv_! 

ta, quienes buscaron, oon resultados negalivos, la soluci6n P! 

ra el caso estático de dos cuerpos con s.imetr!a axlal. lh vi! 

ta del carácter atractivo de la gravitaci6n el problsna de dos 

cuerpos es neoesarianente dependiente del tianpo, a menos que 

se encuentren presentes otras .fuerzas enca.rqtd1:8 de balancear 

los efectos de la gravedal, pero la p::>sibi.lidad c:le encontrar 

una soluci6n exacta dependiente del tiEll¡X> parece aun muy mre 
ta. Por ello todos los intentos subsecuentes se han basado en 

diferentes situaciones de valores iniciales. Fn la dácada de 

los 30, adsn4s de variaS estimaciones de valores iniciales y 

~todos de apx:ox.imaci6n, surgi6 el roodelo, fomul.ado p::>r E1n! 

t.e1n y Rosen, de dos masas representadas ¡;or puntes no eucl.! 

dianas que conectan espacios asint6tiamante planos. Este ~ 

delo ha sido hasta el llOllP..nto el más utilizado, a partir de la 

detex:minaci6n - realizada por Misner en 1960 - de los va

lores iniciales para el problema de los dos cuerpos en vac!o. 

Posterionnente Brill y L:l.n&,iuist generalizaron estos datos P!!. 

ra el caso de N J,Xlentes en vacfo, y Hahn y Lindpist reali• 

za.roo el pr:lnm" intento para lograr una solución nárica de 
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la evolur.ion de los datos miciales enfrentándose, entre otros 

prcblenas, a la imposibilidad de integrar esos datos para ti~ 

¡;x>s muy grandes en el futuro. l);?sde entonces se han produci

do muchos trabajos en tomo a las posibilidades de resolver -

la colisi6n de hoyos negros en c:x:nµJtadora. Algunos de estos 

estudios indican que las soluciones obtenidas aplica.rdo la ~ 

ría no lineal son indistID;Juibles de las que se obtienen ~ 

do ~todos perturbativos [ para una revisión de los trabajos y 

sus resultados véase, ¡;x>r ejsnplo, Snarr ( 1976 ) y Snarr -

( 1979 ) J. 

Este trabajo tiene cano prop&ito estudiar la posible e

misi6n de ra:Uaci6n gravitacional debida a la ca!da - origi

nada por la atraccioo mutua - de un par de placas paralelas 

de materia. La posible Íll'q?Ortancia del prcblsna radica en ck>s 

puntos: en primer llX,Jar, es interesante investigar si p.iede !!. 

soci!rsele radiaci6n gravitacional a un sistaM. con simetría 

plana ( recu&dese que el Teorena de Birkhoff asegura que CW!E, 

pos que ¡;x>sean s:imetr!a esférica no emiten radiaci6i y que, 

pcr ejanplo, Thorne ha derostrado que una nube de polvo con s!_ 

metrta axial que se c:x>lapsa produce radiaci6n gravitacional ) • 

El conjunto foxmado por las dos placas con igual densidad de 

masa constituye un mctlelo simple de tal tipo de sistemas. En 

segundo lugar, el caso de las dos placas ~ede utilizarse pa

ra efectuar un modelo de la colisión de h~os negros reales. 
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~mencionGIT\Os anterionnente, la o:mplejidad de este probl~ 

rna ha obligado a saneterse a soluciones numl\ricas, por lo que 

un modelo que admita una soluci6n analítica y que pennita ca.!, 

cular la radiación emitida durante la colisión puede aclarar 

el prablana de alguna fonna. En este sentido varros a danos -

trar a oontinuaci6n que una placa infinita con densidad super 

ficial de masa o posee cierta caracter1stica que pennite cla

sificarla cx:roc> un 11 hoyo negro plano " ; para ello basta anal.!, 

zar la placa desde el punto de vista nattoniano ( que además 

nos será de gran utilidad en el desarrollo del problena rela

tivista ) • 

SUp&qase que la placa ( de densidad cr (gm!an2] ) esté s!, 

tuada en z = zo. Gráficanente tenenos: 

(z-zo) 2 

z =o (z-zol 

Por la simetr!a del problema el Gnico cxrnponente distinto de 

cero de la fuerza gravitacional está dirigido a lo largo del 

eje z, y viene dado por: 

z 



De esta manera: 

F = - 2-;iQnoa(z-zo) J.., r dr = 2-Gn ( ) z " "[ ( z-zo )2+ r2J 312 - " oosgn z-zo • 

aq, 
Si detin.ilros el potencial tal que F 

2 
= - mo az teneros: 

4> = 20.Go' 1 z-z o 1 

( de aqu1 en adelante haraoos G = e = 1 por carodidad ) • 

Hagamos ahora un cálculo cl~ico ( parecido al que realiz6 

Ulplaoe para CUeqx>S esf6ricx>s ) de la velocidad de escape ~ 

cesaria para que un cuerp::> ¡:ueda librarse del canq:io gravitaci~ 

nal de la placa ( en otras palabras, buscam::is la velocidad que 

requiere una part1'.cula situada originalmente en z = z1 para 11~ 

gar a infinito con velocidad v(oo) = O ) • Supongaroos que 

z 1 > z 0 • La conservaci6n de la energía nos asegura que: 

E = ~ mv2 + U(z) == oonstante. 

Podem:>s encontrar la velocidérl de escape en z = z 1 igualando 

los valores de la energía en z 1 y en oo • caro la energ!a po-

tencial est& dada por: 
(z• 

U(Zz) - U(Z¡) = - J F. a! 
z, 

la energía potencial en.,, ser~: 

U(00 ) = - 1· -(2-omo)dz + U(z¡) 

"· 
= 00 - 2.-omoz1 + U(z1) 

Caoo querernos que en z = oo, v(oo) = O teneros la siguiente rel! 

ci6n: 



( ' 1 ' ' 00 -l:TUtnaZI t 1.J Z1• '""7imV. \Zi) +U(7.¡). 
' f".Scape 

La velocidad de escape es as! infinita ( y por tanto mayor 

que e ) para cualquier valor finito del eje z. Esto sugiere 

el hec::ro ( ~ el cap.1'.tulo III ) de qw z = °' ( y equivalen 

tenante z = - 00 } equivale al 11 radio de Schwarzsdúld " de la 

placa. Eh otras palabras, poderos pensar que la placa const!_ 

tuye un hoyo negro plano cuyo 11 interior " oontiene a todo el 

universo¡ ello es lo que su;¡iere que la solución para el caso 

do las dos placas p.iede servir caoo irodelo para la colisi6n 

de 008 hoyos negros ( olvid&xlose del problema de que la ra -

diaciGn gravitaciooal quede siatpre dentro del horizonte ) • 

Nuestro prop6sito en este trabajo inclu!a el P.noontrar y 

I"9SOlver anal!ticamente las ecuaciones de Einstein para las 

dos placas y posteriormente discutir ciertos criterios para 

detenninar la presencia de radiación gravitaciooal. Hsros -

re&\'lelto satisfactorillllente la geanetr!a estática para las -

placas, pero desafortuna:lanente no es f4oil enoontrar soluci!?. 

nes analtticas para el problema d.1.n&nico. Sin anbargo, existe 

una condici6n de nonna que permite hallar, sin mayores probl!!_ 

mas, tal soluci6n anal!tica, oordici6n que hsros est\Xliado llfil 

plianente, llegando a la conclusi6n de que, si bien es singu

lar para el problema de las placas de materia, pemiite generar 



or~.idf, 'Jr.avJr;ur:.i.or1a.J.;-::;i dµ, dlCCJ'lt:. !Jara cicü.aH otra;~ no.unas 

.hC11Y.•li dejart• tr> :;o l.uci6n t:n tomli:t d<!.: ecuaciones integrales. 

il 

L't tes.is (X)nSta do c..·uat.ro E;ecr.:iones: a manera de pret.nb_!:! 

lo clisc:11tj100.;: en el cap.ítulo r el problema equivalente de las 

dos placas en electrodinámica. F.h el cap!tulo II se encuentran 

las ecuaciones de Einstein para el prcblema de una placa en r! 

latividad 9e:neral y se especifica la nolll\a. A partir de ello 

y a pesé1t· de que se presentan c.iertos problemas con las Sin9:\! 

luidades, no es dificil obtener la expresi6n de la nétrica -

pat:a una placa, que en principio generalizanos a dos placas. 

1.a rn§tri.ca resultante servirá caro condici6n inicial en el ~ 

so diMmf.co, Este llltúoc> se examina en el capitulo III. .Al1!! 

que la ecuaci6n diferencial dinSmica para la variable lj.I es d.!. 

f!cil de resol ver, la nonna especial usada en la secci6n II -

per.mite hallar tJi sin resolver dicha ecuaci6n expl!citamente. 

()asafort.unadatente esta no!Jlla obliga a que las hipersuperfi -

cies que represent.an las placas sean hipersuperficies nulas, 

por l.o cual la soluci6n que presentaros pasa a representar O!! 

das qravitacionales de chcx¡ue [ véase el final del eapttulo r.v ] 

E'rl el capítulo IV se discute el origen de las dificultades para 

definir la radiaci6n gravitacional y se desarrolla el criterio 

de Pirani, que es usado para confirmar la presencia de los frE!!l 

tes de radiación. Por íllt.itro, para evitar la singularidad de 

la llonna y recuperar las dos placi\S en oolisi6n SU<Jer.UOOS en 
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el apéndice el camino a seguir, que de5<jraciadarrc.r¡te no ~r

miti6 la detenninací6n directa de la radiación gravitacional. 

Sin S!bu:qo, ah! se proponen las soluciones finales al pr:> -

bl.anil de la caída de las placas por roo.dio de ecuaciones inf:!. 

qrales. 



El prop6sito de esta secci6n consiste en determinar la radiaci6n 

ele~ética anitida en la direcci6n z ( direcci6n perpendicular 

a la superficie de las placas; por razones de simetda la única~ 

ci6n relevante ) por los sistanas: 

-- Ck>s partículas cargadas que se atraen mutuanente. 

-· •I! - - - -----+- - .....-- - - - - - ~lt 

- Dos planos cargados que se atraen entre s:C. 

El primer caso es el equivalente a una " colisión de hoyos negros 

reales ", mientras que el segundo constituye el problana roodelo en ele,s 

tranagnetisno al problena de dos placas en rel.éltividad general. 

Rl\DIACION PIDOOCIDA f{)R UNA CAA:iA ACELERADA 

Bajo la norma de I.t:irentz, la soluci6n general de las ecuaciones 
de Maxwell tiene la forma: 

( 
~ 11.;·1 ) 

con 

~ ('7, \) t ~'~· " i' i;- -1 1 ~ 

1- -· \ ... -... 

A(<,t). L ~' .. · - ( .L ,, .... ,} 

j ··.~-.-
\ .,_ :¡.• \ 

f, .. V)< A ¡ 
- ,/. • 'ln 
E •-v.,.. - e ""it 

donde ( E. , S l representan los canpos y ( rjJ Á 

electranagnéticos ( Jackson (1975 ) ~ 6.6 ) . 

( l.la ) 

1.1.b ) 

( l. 2a l 
( l.2b ) 

los potenciales 

Para una carga puntual, las densidades de carga y corriente estan 

- 8 -



( l.3a ) 

( 1.3b ) 

( ~. M representa la trayectoi:ía de la ¡Jartfoula ) • 

Si se sustituyen las ecuaciones (1.3) en (1.1), se obtienen los P2 
tenciales retardados de Lienard - Wiechert ( Jackson i 14.l ): 

1 (i,~) : e. 

(R.-r·R.J 
( 1.4a ) 

A (~.~) .. e Ol ( l.4b ) 
(it-p·il] 

dome R. • ~ -1-• y p • ~ · 1 el corchete indica que la cantidad 

encerrada debe val~ a tianpo retaJ:dado. 

A trav&l de las ecuaciones ( 1. 2 ) poderos encontrar los canpos a

sociados a una carga puntual. Estos canpos tienen dos oontribuciones: 

una dependiente de YA.ª y otra de 1/ri ; $610 esta Gltima rontr.ib.lye a -

la rad1aci6n. fll el problellla que nos ocupa ( colisi6n de dos cargas o

p.iestas ), la direoci6n de la l!nea que une las particulas coincide con 
la de la velocidad y la aceleraci6n. Dl este caso, p 11 O. , los cam-
p:JS de radiacif.in tonan la fonna. ( Marion ( 1980 l § 7. 7 ) : 

E .. • [ c.'(t.~p·l} ~ (i.G.)i - tt'ó.} J ( l.Sa) 

- r eR. (- R.) ] B. ~ ~' (R·f·;i.) Q.)( 

Si llantm::>s e al ~lo fonnado entre O.. y R. 
cb. ¡x>r unidad de dngulC' s6lido ( Jaclcson ) 14. 3 ) 

l7.7)t 

c:IP eª o.' u'l\.'e -· J.n. ~ttc\ (•- rc.6)· )5 

( l.Sb ) 

, la potencia radia

resulta ser ( Marion 

1.6 ) 
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Rerordaoos que estarros interesados únicamente en la radiaci6n an! 

tida en la dirección de la l.'.inea que une ambas part1culas; 

'.lenemos entonces, JPr ( 1. 6 ) : 

if" o 
.tn 

Asto es, e. o. 

( l. 7 ) 

C'alclu1iros entonces que dos part1culas cargadas que se atraen nn.i -

tuanente no eniten radiaci6n e:lectrClnilgnética en la direcci6n de la 11-

nea que las une. 

IW>IllCICN POOOl..CIDA FOR UNA PIACA A(.~ :EN IA DIROCCION Z 

Para la placa cargdda, las densidcdes ele carga y corriente están -

dadas par: r (~.t) .. ( 1.8a ) 

( 1.Bb ) 

dcllda ?. {~) indica la trayectoria de la placa. 

a:iro la acele.raci6n es d0l;i<\.'.\ a la. presenda de otra pl<mo c.:.>n d~ 

sidad superficial de carga ·· fJ" ,. r. {t) es solución de la l\C11iición dJfe-

rencial: 

( l.. 9 ) 
t·· 

( /"' "& densidad superficial de mlSa l . 

CbtD se puede ver p)r ( 1.Bb ) , la corriente de ln placa os -.mica·· 

ment.e 1cn:Jitud1nal ( üs decir,V'ltf=-o; Jackson § 6.5 }. Esto sugien~ glllJ 

se silq:llificada notableiente el c~lculo de los CarfFOS elect.ranagnét.i.o.:5 

si usaram::>s lél noill\él de Coulcnib ( A1.. < o ; /.. • Al ) . Bajo esta norma, LU\ 

sistana de ecuacimes equivalente al de Maxwell es ( Jackson § 6. 5 ) : 

vi~ • - l.flf f 1.10a > 

t •. 'flf .J\ O A 1 ~ 

( 1..lOb ) 
G 
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Si sustituimos ( 1.8 ) tenE!TIOs: 

'Vt~: -'mrr~(t-~.l*')) ( 1.lla ) 

oi Á. ~ o ( 1.llb ) 

La ecuaci6n ( 1. llb ) señala que poderos tener radiaci6n electro -

magnética, pero qua ésta no está asociada a la placa. Podeoos entonces, 

sin pérdida de generalidad, hacer A-so Así, de ( l. 2a ) obteneoc>S: 

B .,,_o ( 1.12 ) 

Es de esperarse, por la s:Uretría del problema, que ~ s6lo sea -

funci6n de z. ( 1. lla) pasa a ser entonces: 

Asi, de ( 1.2b ) : 

caro buscaros una soluci6n siIOOtrica cx:>n respecto a la placa, e• -z:tr«r ¡ 

es decir, 

( 1.13 ) 

U:>s c:arrpos electranagnéticos son idénticos a los asociados a una 

configuraci6n estática, a saber, 6 • o y \i. \" L\tllf' entre las pla

cas y E.= o fuera de ellas¡ conclu.ím:>s entonces que las dos placas 

aceleradas en direcci6n perpendiculas a su superficie !!9_ emitirID'l ra -
diaci6n electranagnética. 



PIDBLEMA GRAVITA'IDRIO ESTATICX) 

En esta secci6n obtendranos la métrica producida ¡::x:>r una 

placa en reposo. caoo veraros, podaros generalizar esta m~ -

trica para encontrar la geanetría asociada a dos placas está

ticas, geanetría que usararos en la siguiente secci6n cano -

ex>ndici6n inicial para el problana dintmico. 

MEl'RICA ASOCIADA A UNA PLACA 

la métrica utilizada por Einstein y Rosen [ Einstein y 

Rosen ( 1937 ) ] para estudiar ondas ~avitacionales cilindr! 

cas ha sido roodificada por Ga-.dy - por medio de un cambio -

de topolCXJía - oon el prop6sito de lograr una geanetda con 

simetría toroidal [ G<:M:ly ( 1974 ) ] • A partir de ésta puede 

hallar&~ una gecrootr!a con simetría plana si se rede.finen ad~ 

cuadane11te las coo.rdenadas [ véase p.ej. e.entrena & M.atznr:'r ( 19711 ·; 

Esta nueva Tli?trica, que usareoos caoo la métrica asociada d ~ 

na placa, tiene la foxma general: 

ds2 = - N2 dt2 +e< Y - ~ > dz2 + A2 e-w dy 2 + e~ dx2 

( 2.1 ) 

doode z oonstituye el eje de silootda y N, X, y y \ji son fun

ciones escalares de z y t ( en el caso est!tico son ünicamente 

t'unciones de z ), 

- 12 -
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IDJACIOOES DE EINSTE1N Y CONSl.'P lCCIONES 

Conocida ya la forma de la métrica, el siguiente paso 00!! 

siste en encontrar las ecuaciones que deben satisfacer los ~ 

ficientes A , y, l/J y N. Para ello podanos en principio apli -

car directamente las ecuaciones de Einstein en vac!o. Sin en-

bal:'go, existe en relatividad general un fonnalisno can6n.too s! 

mi.lar al formalismo de Hamilton que pennite estableoor - al -

dividir el espacio-tiaupo en regiones espacialoides relaciona

das entre sí por funciones escalares - un principio variacio

nal de manera sinple y que utilizareros aqu! por oarodidad. 

En este fonnaliSIOC> ( denaninado A™; Amowitt - De.ser - Misner 

( 1962 ) ] se construyen una integral de accim y tm superlla -

miltoniano que dependen !lnicammte de la qeanetría espacial y 

que pueden escribirse en tétm:inos de los el.Ementos g 1 J de la 

mtrica y de sus narentos can6nicos c:x:mj!.iJados 111 J = ~: 1 J • 

Las ecuaciones de Einstein se obtienen varialxlo la ac:ci6n con 

respecto a g. . y 11. J y las ecuaciones de valores iniciales va-
• J 1 

riando la acción con respecto a las funciales de " lapso " N 

y de " corrimiento " ~ 1 , funciones responsables de relacionar 

nutuamente las regiones espacialoides ( didlas ecuaciones de

tenninan así las constricciones a las que est4n sujetos g 1 J y 

11 1 J entre s! en la hipersuperficie con t = ate. ) . Para tma 

explicaci6n detallada del formalisno AtM Wa!lse MlW (1973) cap. 

21 , .l\rn01r1itt, Deser y Misner ( 1962 ) y Kuchar ( 1971 ) • 
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E.l fonnalisno can6ni.co ha sido aplicado a una métric1 con 

simetría cilíndrica por K. Kuchar [ Ruchar ( 1971 ) ] con el 

fin de dete.nni.nar las ecuaciones de Einstein y las oonstric -

ciones entre g ¡ j y 11 ¡ J para el caso de oodas cilí.rrlricas. 

Henos repetido dicho procedimiento usando una métrica con si

metría plana equivalente a ( 2.1 ) [ véase Lapedes ( 1977 } 

para una explicaci6n detallada de la aplicación del fo.analis

roo ACM a geanetr!as a:>n s.imetr!a plana), teniendo cono resu!_ 

tado el siguiente sistana de ec'\laciones que deben satisfacer 

los coeficientes de la mfitrica - eo.iaciones que o:msti tuyen 

el pmto de partida para detenninar la ~trica asociada a una 

placa: 

- F.cuaci.wes de Einstein 

• Ecuaciooes d.in&túcas para t1J, X y y : 

TT 
~ - N e(ljl-y)/2 -1- = O 

~ + N e(ljl-y)/2 TI = 0 
'Y 

y+ N e(l)i-y)/2 'llk = O 

• Ecuaciones din&nicas para ntjl, 11X y 'IT'Y 

( 2.2a ) 

( 2.2b ) 

( 2.2c l 

( 2.3a ) 

2.3b ) 

( 2.Jo) 
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-- Constricciones 

112 ).1h' 2 
.::.t - 1T 1T + 2). 11 - y 1).' + .:.!L..2 = o 2.>. y J. ( 2. 4a ) 

- 2try' + y'r. + ljJ'tr, + ). 111, =o · Y IV 11 
( 2.4b ) 

[ el punto y la OClllCl indican derivaci6n parcial con respecto a 

t y con respecto a z ] • 

Las ecuaciones para el problema est4tioo son un caso par-

ticular de ( 2.2 ) , ( 2.3 ) y ( 2.4 ) cuardo: 

( 2.5 ) 

~ ( PRJ3Lflt1A ESI'ATIOO ) 

Dado que en relatividad general e1 sistana de ooordenadas 

usado es totalmente arbitrario, podaoos redefinir las CXX>Xden! 

das espaciales y tenporales de tal manera que los coeficientes 

de la mlltrica tcmm la fomla mAs· s.inple, BiEftPre· y cuando res

petem:>s .la sinetr!a plana. DebEloos usar esta J,X>Sibilidad de -

redefinir z y t para reducir a dos las cuatro funciones ori

ginales que tenenos que detetillinar - .>., N, ljJ y y • · La noil!la 

que utilizareoos para el problema estático fija directamente N 

y .>. y su validez radica en que el sistema de ecuaciones resul

tante es autooonsistente. Proponem::>s as! la noxma: 

N = e(y-ljJ)/2 ( 2.6 ) 
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VeretDs que establecer ( 2.6 ) , unido al hecho de fijar cierta 

oonstante A nos detennina directaroonte el valor de A • 

a:::uACI<M'.S DE EINSTEIN Y CXJNSTIUCCIONES PARA 

EL ~ ESTATIOO 

sustituyendo < 2.s ) y ( 2.6 ) en ( 2.2 >, ( 2.3 ) y ( 2.4 ) 

d:>tenalPs las expresiones para. el caso estltioo: 

- Ecuaciones de Einstein 

'lftii ... o 
1f =o y 

1tx •o 

AlP" + :>. '"1' = O 
. y,!_2 
y".¡. T .. O 

"'' .. o 

C 2. 7a ) 

( 2. 7b ) 

( 2• 7.c ) 

( 2.8a ) 

( 2.Bb ) 

( 2.ec ) 

>." - y' r + !f-2 = O Usando ( 2.éc ) tetldMnost 

y'>. t - ~
2 = o ( 2.9 ) 

[ La otra oonstricci6n ( es decir, ( 2.4b ) ) s6lo lleva a 

una identidad ] • 

No es dif!cil cerciorarse que las ecuaciones ( 2.7 ), 

( 2. 8 ) y ( 2. 9 ) son consistentes entre s!. 
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D~ION DE;\, !Ji y y 

Clarairente tenaros, dada ( 2. Se ) y el hecho de que ~ = O, 

que: 

>.= Az+B ; A,B constantes ( 2.10 ) 

caro vermos en la siguiente secci6n podaoos fijar A = 1 

cx:roo parte de nuestra selecci6n de nonna, simplificando CXll'lSi

derablerrente los cálC'Ulos. Sin embargo no es necesari.o que f.!. 

jews en esta r:;ecci6n el valor de A. 

Paleros obtener la ecuaci6n para tp sustituyendo ( 2.10 ) 

en ( 2.Ba ): 

{ Az + B )l/J" + Aljl' :::: O Es decir: 

'''" + A ,,,, - O 
't' Az+B'I'- ( 2.11 ) 

Es posible resolver esta ecuación directamente haciendo 

g = tJI' tal que g' + Az\ B g = O • Por tanto: 

ln g = - ln ( Az + B ) + C' • Así: 

g _ e = ,,,, 
-Az+H 't' 

; e ccnstante. 

Integrando llegélllns a la expresi6n para tp: 

tp = ~ ln ( Az + B ) + D' , es decir: 

donde E=~ 
A 

D constante 

( 2.12 ) 

( 2.13 ) 

( 2.14 ) 

Por CtltiITP, dehetos sustituir ( 2.10 ) y ( 2.12 ) en ( 2.9 ) : 



y'A- ( Az + B) ( C )2 =O, F.s decir: 
2 Az + B c2 

y 1 - -r.:-....-:---=--r-- íA( Az + B ) 

Integrando tenaros1 

c2 
y = 21\2 ln ( Az + B } + K' • Por tanto : 

18 

( 2.15 ) 

Tenaoos as!, :[X)r medio de ( 2.10 ) , ( 2.13 ) y ( 2.15 ) 

los ooeficientes de la rnl'!trica para una configuraci6n estática. 

AC!a'Ms, y - w está dado ror: 

y- ¡p = ln [ F( Az + B )-E + E2/2 ) 

éknle F = ~ 

( 2 .16 ) 

( 2.17 ) 

Sustituyendo finalrrente ( 2.6 ) , ( 2.10 ) , ( 2.13 ) y 

( 2.16 ) en ( 2.1 } obtenEJOOS la ~tríca: 

+ D ( Az + 8 ) E dx2 ( 2.18 ) 

F.sta tíltirna expresión constituye la solución general para 

el caso estático y en principio debe representar la gearetrl'.a 

asociada a un nlínero fiJlito de placas en reroso ( síempre y -

cuando separaros esta gearetrfo en regiones ) . 

Si nonnaHzanos z, x, y, t y deffa.i.Jros a = E(-!f-1) .. ;n 
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2.18 ) , poderos escribir la rrétrica de una placa caoo: 

ds2 = ( Az + B )ex (- dt2 + d22) + ( Az + B )1- /1+2udy2 + 

+ ( Az + B )1+ 11+2cx dx2 ( 2.19 ) 

Notaros que ( 2.19 ) presenta dos singularidades: cuando 

z = <» y cuando z = - !! . Vanos a calcular las <XJlllOOOOte8 del 
A 

tensor de Riemann oon respecto a un marco de referencia ortalof 

mal estático localizado en esos puntos para saber si las sin9E_ 

laridades son reales. Por rredio del ~todo variacional expuesto 

en la referencia 10§14.4encontrarros los síniiolos de Chri.Stoffel 

asociados a ( 2.19 )¡éstos resultan ser: 

X A ~ -1 r xz = "2(l+r1+2cx) (Az+B) 

rY yz = ~(l-/1+2a) (Az+B) -l 

t z z "All -1 r tz= r tt= r zz= °"2"(Az+B) 

( 2.20 ) 

De aqu! se obtienen directarente las seis cx:qonentes dis

tintas de cero del tensor de .Riemann: 

R :::: A2a(l+ll+2 ) (Az+B) f1+2a -1 
txtx 4 u 

R = Aza(l-/1+2a) (Az+B)-11+2a -1 
tyty 4 

Rtztz = - A~(Az+B)-2+a 
( 2.21 ) 

R "' - ~zªCi+/1+2cd (Az+B)-/1+2a -1 
yzyz 4 

= _ A2
u(l-II+2{i) (Az+B) 11+2a -1 

Rzxzx 4 

R = A
2
a.(Az+B) -a 

xyxy 2 
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En la base ortononnal propia: 

wt = (Azffi)ª/2 dt, Ji·= (Az+B)!(l+ll+2a) dx , 

w2 = (Az+B) a/2 dz ' 

( 2.20 ) y ( 2.21 ) pasan a ser: 

r~~2 = -r2~~ = ~(1+/i+:za> (Az+B) - ~ - 1 

9 2 A r.-;-;;- -~-1 r 92 = -r 99 = 2<1-r1+2n) (Az+B) 2 ( 2.20 1 ) 

rtt2 = r2rt = 'f <AzIBl- ~ - 1 ; r2u = o 

y 

( 2.21 1 
) 

. E 
Ahora bien, de la propia definici6n de a ( a =E(~ - 1) con 

. ~ 

E = ccmtante ] se deduce que a tiene que ser mayor o ig1.:n l a 

- 1/2. Por tanto, - ~ - 1 y -2 - a ( las potencias de -

( Az + B ) en las rªM y las %B?S respectivarrente ) son siem

pre nenores qoo cero. Esto nos lleva a lo siguiente: en t. -= "' 

ter'laOCIS m observador en caída libre ( poos por ( 2. 20 ' ) f'ªR9 ::: O 

cuando 2 :::: oo ) que adanás no encuentra fuerzas da m<nea ( ya 

que a pesar éle que R B Ó no e.s rero en Z ::: oo , par;i ur, observa. a Y -

do:: <.:1státic:o sítuado en z "" "° el tensor de Riemann Rai:.·~~ ci:: L':t: 
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ro en virtud de ( 2. 21 1 
) ) • Lo anterior nos conduce a esta 

blecer que en z = 00 el espacio-tiempo es efectivarrente plano 

( véase MIW § 11. 5 ) . Notanos t3!Ilbién gue para un observador 

situOO.o en z = - K las fuerzas de marea se tornan infinitas 

B 
( ya que %e-?~ = 00 en z = - A ) ; por lo tanto la singulari -

dad en z = - ~ es real. 

Rest.mi.eooo, debem:>s recooocer lo siguiente: 

1) La singularidad en z = oo representa t1nicanente una falla 

en nuestro sistema de ooordenadas pues Rtia-?5 'Í 
00 cuando z -+ ClO • 

F.s natural encontrar esta singularidad en el sistana de coor-

denadas pues en el cálculo de la velocidad de escape para ~ 

pos con s.inetría plana que hic:l.nos en la Introducción hallaros 

que para cualquier valor finito de z esa velocidad era infini

ta ( y por tanto mayor que e ) • En otras palabras, z = <» e-

quivale al " radio de Schwarzsdtlld " de una placa. 

B 
2) La singularidad en z = - A es real pues en este punto 

3) cuando a = O, RaSylS ::. 01 es decir, a= O representa espa ~ 

cio-tierrp:> plano sin i.nportar que la rrétrica no tate la foma 

( -1,1,1,1 ) . Por tanto a debe ser proporcional a la densi -

dad de masa o de la placa ( o al m!!l10S una función que sea ~ 

ro cuando o = o ) pues es de esperarse que el espacio-tierrpo 

sea plano si no existe la placa de materia. 
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DEl'Em1INACICl'l DE A, B y CI 

Necesitarns fijar ahora las constante-a en ( 2.19 ) en base 

a o:msideraciones f!sicas. En primir lUJar, ccm:J zrencionarros 

~ páginas anteriores, es J:X)Sible haa?r A = 1 escogiendo apr~ 

piadanente la nonna. En segundo lugar, saberros qw en z = - ~ = 

= - B teneros una singularidad real que por la naturaleza del 

prd:>lema s6lo puede originarse en la placa; es decir, si llaITI! 

nvs z0 a la posici6n de la placa, poderos fijar zo = - B. 

Con ~to ( 2.19 ) tal\'l la forma: 

g = - (z-zolª g = (z-zolº q = (z-zo) 1~ 
tt 1 ZZ ' XX 

1-~ 
CJ = (Z-Zo) yy 

( 2.22 ) 

n:isafortunadarrente fijar a no es tan sencillo. Para ello 

deberos enoontrar el l!mite newtonia:no de ( 2 .20 ) ; ~ste dem 

hallarse en donde el canpo gravitacional sea lo suficientarente 

débil para que g t t tare la foona [ V!Sase MI'W 17 • 4 ] : 

g = - 1 - 2i!> , con j ~ 1 « 1 { i. 23 
tt 

La dificultad radica en que el eapacio-tienp:> es prácti~ 

nente plano cerca de z = "" ( véase ( 2. 21' ) ) pero en ese pu];, 

to tcnaoos ma singularidad del sistema de coordenadas que iltt

pide que gµv tcrre la fo:cma adecuada gµv = nµv + hµv • 

DebEm:>s señalar aqu! lo siguiente: en virttd de ( 2.20 ) pcd~ 

nvs calcular las ecuaciones de m:>V'.imiento para una part:l'.cula 

de prueba ( ecuaci6n de geaJ~sicas x µ + rµaa y_e1.¡. e: o ) . 
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Si mantenernos x y y constantes, encontrarros que: 

•• •. a 
t = - tz (z-zo) 
.. 1 a • 2 

z = - 2 { z-zo) z 
1 a •2 

- - t 2 (z-zo) 

el p.llltO indica derivaci6n cx:m respecto a 1 

la ecuaci6n relativista de "fuerza" se obtiene si sustituí 

IOOS 
• dz • .. d 2z • 2 dz " z = ( at ) t , z = at2 t + dt t en las ecuaciones an 

tel'iores¡ el resultado es: 

d2z _ a dz 2 a + a (dz)2 
dt2 - - 2(z-zo) <at> - 2(z-zo) (z-zo) dt ( 2.24 ) 

caro nos interesa canparar oon el caso newtoniano, debestos 

usar partículas a bajas velocidades; por tanto ( 2.24 ) será: 

d 2z a 
dt2 = - 2(z-zo) 2.25 ) 

Cbservsoos que la fuerza puede ooipararse oon la fuerza 

newtoniana ~~~ = - 2no [ véase la Introduccioo ] - pellft.iti~ 
do fijar a - en un punto dado por z = ze + 11 en este punto 

la ~trica ( 2.22) pasa a ser ( -1,1,1,1 ). S.in emargo, e>Ci.! 

te el peligro de creer que z = zo + 1 representa un punto dO!!, 

de, por alguna raz6n f!sica, hallaims un "11'.rnite newtoniano" , 

algo que es falso pues el Umite newtoniano aut&lti<X> debe es

tar en las cercanías de 00 [ V~ase ( 2. 21 ' ) ] • 'ledos estos 1!! 

convenientes S\ll9erl de un sistema de coordenadas defectuoso. 

!h el siguiente p6rrafo int.-itar.-:is c:airi:lióilt" z -+- z 1 p&r« t,re 

se puedan hacer las ~aciones en la proximidad de z' = .. • 

Para resolver el prd:.llana necesitanr>s revisar nuestra de-

finici6n del potencial newtoniano. &i la Introducci6n vinPs 
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que ~ste viene dado ( a la derecha de la placa ) por: 

<Ji = 2rro (z-zo) ; resulta claro que dicho potencial es cero 

sabre la placa ( z = za ) e infinito en z = 00 • Gráficamente 

tiene la fo:ona: 

z = zo z = 00 

La singularidad de la fi'étrica en z = oo es debida a que ~ 

naros tm potencial infinito en ese punto. Obviamente no es f& 

cil encontrar un l.'iinite newtoniano donde 1 ~ 1 es nruch~: mayor 

que l. Sin ellbargo, ¡xxlanos cambiar a voluntad el cero de po

tencial sin alterar la expresi6n de la fuerza. Si hacenos que 

il> < z=z > = o tendraoos: 

,. 
El potencial adquiere la fozrna ~ == 2no(z-z) pero sigue 

siendo singular en infinito. Caro bJscanos un potencial que 

sea RllY pequeño a grandes distancias de la placa, lo ideal ~ 

r!a correr z hasta .. , para tener t = 2no( z - "" ) . Sin ~ 

bargo, no es fácil hacer ésto pues ~ seda _, para cualquier 

z rrenor r¡ue w • Pero volvairos al caso relativista. Estarros 

buacando que lejos de la placa, donde el campo gravitacional 

es débj 1, g t t taoo la fonn.a y t t "" - 1 - 2<!1 • H:.qlllY.:ii:J el 
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cambio de coordenadas z = 1 + z.i + z' - z , donde z' es 

nuestra nueva coordenada y z es cualquier valor finito del 

eje z al igual que en el caso newtoni ano ( posici6n que puede 

estar tan lejos de la placa caro queraroos ) • Con ésto la né

trica ( 2.22 tona la forma: 

g = - 1 + z0 + z' - z - z0 )ª = - ( l + ( z' - z ) )ª 
tt 

y ( 2.25 ) pasa a ser: 

d2 z' ex " -1 
dt2 = - 2 ( 1 + ( z 1 - z ) ) • 

cuando z' es nu.iy cercana a z , las ecuaciones anteriores re-

sultan: 

gtt=-1-a(z'-z) y 

cnro el potencial newtoniano es tP = 2na (z t - z) y la fuerza 

d2 z' • newtoniana es dt2 = - 2rro , concluinPS que 

a = 4na ( 2.26 ) 

Perlaros resumir lo anterior en lo siguiente: por rredio 

de un canbio del eje z es posible llevar la ~trica y la fuer

za relativista a la forma newtoniana en cualquier punto del 

espacio y tan lejos caio se quiera de la placa. con ~sto nos 

qui taioos los problemas de conciencia que tendr!anos al obte-

ner el lmu.te cuando z = z 0 + l. Sin embargo, para resolver 

rigurosarrente el problema, debed.aITPs todavía llevar z a ,. • 

Para lograr lo hay qw hacer un canbio de coordenadas estilo 

z == z (z',t'), t = t (z',t'). caro todo este problana es e~ 

cialnente matemátio::> y tiene su origen únicairente en cambios 

de cx:iordenadas, no pensarros que valga la pena detenerse más en 
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él. 

Finalmente llegéltlOs a la métrica de Wla placa. Cono A = 1, 

B = - zo y a= 4no, ( 2.19 ) es: 

ds2 = - ( z - zo ) 4na dt2 + ( z - Zo )
4710 dz2 + 

+ ( ) 1+{1+8110 dx2 + ( ) 1-/1+8110 d 2 z - zo z - zo y 

( 2.21 

( por s:ilretría, basta cambiar z por 1z1 para obtener la métrica 

a la izquierda de la placa ) • 

I.A METRICA PARA OOS PLACAS EN RE:roSO 

Consideraros por ahora dos placas situadas en z~l) y zPl 

y con densidades de masa respectivas o (l) y a (2) . Para que 

p:daros generalizar la nétrica t 2 .19 ) deberos separar al eje 

z en regiones de la siguiente manera: 

I II III 

Zo (l) Zo ( 2) 

Para simplificar el prcblana tananmos el. origen df~ o.n.r-
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denadas en un punt1J si.~uac·~ ;.:;r; ~¿: r;::;¡ié:: II a igual dist.i:ncia 

de éltlbas placas; es de;:;ir: 

zá 1 l = - z~ 2 ) = - za ( 2. 28 ) 

Cano vimos al inicio de este capítulo, solamente fue neoe 

sario enoontrar el valor de A para ronocer los valores de iµ y 

1 ; por tanto c:onsidereranos en lo que sigue que la ecuaci6n 

( 2.Bc >[A"= O] para A es la ccuaci6n fundanental. Aún~, 

dado que A." = O es lineal, vam::>s a suponer que la soluci6n de 

esta ecuación para dos placas es la suna de las soluciones para 

cada placa. Rlr lo tanto, rerlefiniendo la escala caro en la -

sección anterior, tendranos que en la regi6n III: 

>. = [ z - z~l) ] + [ z - zJ2> ] 

Eh virtud de ( 2.28 ) obteneros: 

>. = 2z 

La IOOtrica ( 2.19 ) tana entonces la forma: 

( 2.29 ) 

ds2= - (2z)ª dt 2 + (2z)ª dz 2 + (2z)l+ll+Zet dx2 + (2z)l-IHZci dy2 

( 2.30 ) 

catv tenanos 1.iliertad para esccger el sistema de ~ 

das, poderoos quitar el 2 que aparece en todos los coeficientes 

de la métrica definiendo: 

a a Hr'i.+'2(l 1-li+ii' 

z' = 22+0 z 1 t 1 = 22+a. t 1 
X 1 = 2 2+a X 1 y 1 = 2 Z+a y 

( 2.31 ) 

( 2.30 ) se reduce as1 a : 

ds 2= - (z')ª dt 2 + (z')ªdz' 2 + (z')l+l1+20 dx2 + (z')l-l1+2u dy 2 

( 2.32 ) 
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Por simplicidad nos olvidaranos de las primas ( en el vie 

jo sistana de coordenadas la posici,:Sn de la placa de la dered1a 

es z = zo • En términos del nuevo su posici6n estará dada por 

_ a/2+a 
zo' = z~laca = 2 zo ; en adelante la denotaremJs por zo 

pues anitiranos las primas ) • 

Si calcularros la foorza relativista asociad<i a la m~trica 

2.32 ) que se ejerce sobre una partícula de prueba a bajn v~ 

locidad ( obteniendo pl'.':ill'ero las ecuac:i.ones de irovimiento por 

medio del nétodo variacional ) encontrc:m::>s que ésta viene dada 

por: 
d2z o. 
dt2 "" - 2z 

Ce.rea de z = 1 el espacio-tiempo es plano [ véase ( 2.32 ) ] 

y supondrE!lDS que z = zo << z ""' 1 ( cabe señalar que aguS: 

sucede alqo similar a lo que pas6 en la página 23: no debe )Je!! 

sarse que el origen físico del límite newb':>niano radica en z ""'1 

ya que por medí.o de un cambio apropiado de coord~naeas puedlil -· 

llevarse dicho U.mite a cualquier ¡xmto J.el eje z } • En t!Ste 

caso la fuerza es : 

( 2. 33 ) 

caro para dos placas la fuerza newtoniana ( en la reg i611 

III ) es 

d 2 z 
éi"fT = - 211(0(1)+0(2)) 

cxnparando ( .2.33 ) con ( 2.34 ) obtenaoos: 

a= 4n(o(l)+ o(2)> 

( 2.34 ) 

( 2. 35 ) 
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Sustituyendo ( 2.35 ) en ( 2.32 ) halla!ll)s la n:étrica 

en la regi6n III ( z > zo ) : 

ds2 = - (z)4rr[o1+02] dt2 + (z)4n[o1+ai) az2 + 

+ (z)l+/i+an[o1 +02) dx2 + (z)1-/i+an[o1+02] dy2 

( 2.36 ) 

( por razones de sirretr!a, basta cambiar z por 1z1 para tener 

la mt'5trica en la regi6n I ( z < - zo ) ) .. 

Por últ.ino, varoos a supones que las dos placas poseen i

gual densidad de masa; es decir, a (1) ::: o (2) = o • Sustit~ 

do ~sto en { 2. 36 ) se llega a la fo.t:na final de la mt'5trica en 

la regi6n III: 

ds2 = _ (z)Bno dt2 + (z)Sno dz2 + (z)l+l1+16no dx2 + 

+ (z)l-11+16na dy2 { 2.37 ) 

Vam:>s a calcular ahora la IOOtrica en la región II, ~ 

donos directanente del caso a (l} :::: o (2) = o • Nuevaroonte hag!_ 

oos ). = TU + B. La fuerza newtoniana entre las dos placas es 

cero y saberos que la fuerza relativista que se ejerce sobre 

partículas a bajas velocidades es: 

d2z 1 a A 
dP"=-2 (Az+B) 

Si consideraoos que las dos placas se encuentran nuy separadas, 

la fuerza relativista debe ser igual a la fuerza newtoniana1 es 
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neresario entonces que a = O 6 A = O. Por la nota 3) página 

21 r a= O implica espacio plano, lo que sucede igualrrente ~ 

do A= O, pues la métrica tana en este caso la forma 

a a 
9tt = - ( z1) = constante ; gzz = (z1) = constante 

1+11+2o 1-11+2a 
9xx = + (z1) = con::;t3.11te ; 9yy= (z1) = constante 

( OOnde z1 y a son ronstantes ) • 

[ wase asimisrco caro las carponentes del tensor de curvatura 

(2.21 ') son cero cuaroo a.= o 6 A= o ] • 

Cooo ambas igualdades dan el misno resultado, escogeraros 

A =O pues nos pennite, cambiando la escala para tener z 1 + zo, 

loc.;Jrar continuidad en la nétrica. As!, la fonna final de la 

~ica en la regi6n II es: 

ds2 = _ (zol Bno at2 + (zo) Bm.i az2 + (zo)l+l1+16ii0 dx 2 + 

+- (zo) 1-11+16no dy2 ( 2.38 ) 

Ies\.111ierdo, ( 2. 37 ) y ( 2. 38 ) representan la gearetr:ía 

en las regiones I y III y en la regi6n II asociada a dos pl~ 

cas en reposo con igual densidcrl de masa y ser~ usadas en 

el ~iguiente capítulo can:> condiciones iniciales para el. pro-

blema din&nico. Pero no deberos olvidar que es fisicanente 

:imposible mantener en reposo a dos placas de materia coloca -

das una frente a la otra, a rrenos que se introduzcan fuurzas 

que, <ll tener asociado un tensor de er¡erg{a - .;:;, : UdrZOS r deJx 
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rían incorporarse a las ecuaciones de Einstein, dando caro 

resultado una métrica diferente a ( 2. 37 ) y ( 2. 38 ) • En 

otras palabras, ( 2. 37 ) y ( 2. 38 ) no constituyen una ~ 

luci6n física. Sin anba.rgo, ésto no debe preocuparnos pues 

s6lo utiliza.ratos a ( 2.37 ) y ( 2. 38 ) <Xlln ex>ndiciones 

iniciales para el problema dinámico. 

No obstante, para tenninar, debaros señalar un hecho -

curioso1 ( 2.37 ) no es singular en z = zo y z = - zo 

decir, sobre las placas ) . Si calculanos el tensor de Rie

mann por regiones, obtendraros espacio plano en la región 

-2-81T<J 
y expresiones del estilo RaByÓ o(, (z) en la reqi6n 

En otras palabras, s6lo se presenta una discontinuidad y no 

una singularidad de la curvatura sobre las plaC"..u. V~ 

en el !lltino capitulo si ~to ocasiona alguna dificultad. 



POOBLEMA GRAvrrA'IORIO DINl\MIOJ 

Cont:anDs ya ron la geaootda para t = O asociada a dos 

placas. El siguiente paso o:msiste en resolver las ecuaciones 

(2.2), (2.3) y (2.4) para el caso diri&ti.co, seleccionardo ade-

cuadartente la nonna. 

Al igual que en el caso est!tico, ¡:odsros escoger lib~ 

te al sistema de coordenadas sianpre y cuando respetaros la si

netria plana. Deberos aprovechar esta libertad para simplifi -

car las ecuaciooes de novimiento y los coeficientes de la J°OOtr.!_ 

ca - >., N, ljJ y y. La norma que ahora eligiraros fija N y A., y 

su validez radica en que nuevaroonte son autoconsistentes las e-

cuaciales resultantes para el sistema. 

1T = -1 y 

( 3.la ) 

( 3.lb ) 

Vereoos que ny = -1, unido al hecho de fijar cierta constante A 

( es decir, A = 1 ) nos determina el valor de >.. 

EL'UACIOOJ!S JE EINSTEIN Y CONSTIUCCJOt';~ 

Sustituyendo ( 3.1) en ( 2.2 ), ( 2.3) y ( 2.4 ), obterw~ 

- 32 -
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nos las ecuaciones de rrovimtento y las constricciones para el 

problema dinámico: 

-- EOIACIONES DE EINSTEIN 

( 3.2a ) 

~ = 1 ( 3.2b ) 

( 3.2c ) 

- Tilji + "A' ljJ' + }iljl" = o ( 3.3a ) 

1T2 t11 • 2 
- -IT + ....J!. - y" - z.__ = o 

"A 2>i2 2 
( 3.3b ) 

Ji" = o ( 3.Jc ) 

- ~STRIOCIOOES 

( 3.4a ) 

( 3.4b ) 

Can:> en el caso estático, el sistema fotlllldo por ( 3.2 ) , 

( 3.3 ) y ( 3.4 ) es autooonsistente. 

DE:I'EIMINACIOO DE lA'> OOEFICIEN1'ES "A 1 1j> , y y 

Claranente, de ( 3.2b ), Ji= t + F (z). De { 3.Jc) A"=O, 

es decir F(z) = Az ( escogeros la constante de integraci& i-
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gual a cero pues nuestro origen de coordenadas se encuentra en 

z = t =O ) • Por lo tanto, la soluci6n más general para .A es: 

A= Az+t ( 3,5 } 

Podeloos hacer A = 1 caoo parte de nuestra selecci6n de noona. 

Ck1ID ver:aros, hacer A = 1 no ocasiona contradicciones en las 

ecuaciones dinmtcas, probando as! la validez de la nonna. 

( Fijar A = 1 sinpl.ifica enomerente los cálculos. En el a

p&xlioe se presEnta la solución de 1jJ en forma de ecuaciones 1!!. 

tegrales para valores de A 'f 1. Dado que la ecuaci6n por resol 

ver para ll! no es separable en z y t si A 11, las condiciones 

iniciales para i¡i :Lntilican integrales de funciones trigonatétr!_ 

cas nul.tiplicadas por funciones Beasel que no se pueden evaluar 

fkilmente. Aderiás, el concepto de radiaci6n gravit..aciora.J. de

be ser .indepenliente de la selecci6n del sistema de coordenadas 

o del ncvilniento del cl:>servador si quereros que ¡l)Sea realidad 

física. Es decir, los resultados que obtengc.oos en cuanto a -

rali.aci& en:itida cuando A= 1 deben en principio ser equiva

lentes a los que se obtendrían oon cualquier otro valor de A ) • 

Tersms entonces: 
( 3.6 ) 

Cl>tenaroe la ecuaci& diferencial para 1jJ de la siguiente 

fnna: de ( J.2a ) 11ip = A~ , es decir. ñljJ = ~~ + >.; . Susti

tu.,yendo lo anterior en ( 3. Ja ) se t.iene: 

- ~~ - AÍIÍ + >. '~' + >.~ = O 

- ~ - } ~ + "1" + f ljJ' = o 
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La ecna.c:i6n general se:rl ( usando ~ = 1, >.. ' "" A, >. :a Az + t J : 

ljl" - ~ + A2: A+- t '!/!' - Ai ~ t ~ • O ( 3.7 ) 

A primara vista pX!r!<m:>s obtener y' directamente de sus

tituir ( 3. 4a ) en ( 3. 4b ) • Sin etlbargo, ccm:> vereams rn1s a 

delante, cuando A = 1 esta sustitución nos proporciona una 00!! 

dici61 que deben satisfacer las derivadas de $ pero no si.tve 
1 

para enoaitrar y • A pesar de ello poderos hacer lo siguiente: 

de ( 3.4b ): y'= frrljl + >.'n¡. • Sustituyendo ( 3.2c) ten~ 

llDS: y' = ljl 1 rr~ - >.'y can:> por ( 3.2a ) nljl ~ >.~ 

1 1 • '. y + ). 'Y= ;\!ji lj¡ ( 3.8 ) 

&l vista de todo lo anterior, parece que basta resolver la 

ecuaci(n ( 3. 7 ) pa.ra !ji y a partir de ello encontrar 'Y • par !!!, 

dio de cu...draturas '\lsando ( 3. 8 ) • 

Escribaoos ahora nuestras condiciones iniciales sobre A., 1J¡ y 

y, que obtendr8Dos de los resultados de la sección anterior. A 

partir de ( 2 .1 ) VE!llOS que: 

y 
1 e .. gxx 9'zz ( 3.9 ) 

As!, EN IA 11E'XlI<N II, ( 2.38 ) .útplica que en t = to •O : 

¡, = zo 

1/1 = ( 1 + / 1 + l6TíC1 ) ln z o ( 3.10 ) 

"( ""' ( 1 + 8110 + / 1 + 16TTO 
1 

) ln Z O 
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EN IA RHJIOO III, ( 2.37 ) nos dice que en t = to = O: 

>. = z 

~ = ( 1 + I 1 + 16na ) ln z ( 3.11 ) 

y = ( l + 8no + I 1 + 161Tcr ) 1n z 

Debenos señalar aquí algo :i.nportante: las constricciones 

nos restringen las condiciones iniciales. Por ejemplo, la -

constricci6n ( 2.9 ) para el caso estátioo ( t= to =O )nos d_! 
' ' 2 

ce que: y'>.' - + =O • Si sustitutm:>s ~sto 

en la constricci6n cxnpleta ( 3.4a ) obteneros, en t = to = O: 

n2 
J - -1T 2 A. - A 

y por ( 3.2c ) • - n >. = Y ; t:enEnPs as! la siguiente restricoi6n: 

( 3 .12 ) 

Si sustituíroos ( 2.9 ) en la otra CCllStricx:i6n ( es decir, 

en ( 3.4b ) ) , y USél10S ( 3.2a ) y ( 3.2c ) nos resulta ( en t= 

to = O ) : 

Con ( 3 .12 ) obte 

raros: 
• 2 ' • 

- ~ + ,,, •. ;. - n = o 
2 ~ 'I' 'I' 2 

1jJ' z - 2'A' iki' + ~>.' 2 "' O Es decir1 

( IP' - ~>.' ) 2 =O 

Ia otra restriccioo es entonces: 
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( 3.13 ) 

En la regi6n II esta última restrícci6n se satisface aut~ 

máticam:mte, pues ,\' = 1/> 
1 

= O en t = to = O ( véase 3.10 ) • No 

es de extrañar el hecho de que ~ pue:la temar cualquier valor -

pues ( ya que ti' detennina esencialroonte la métrica del espacio 

trid.inensional ) ..se puede Eft'{:leZar con espacio plano e introd~ 

cir narentos ( en virtud de 3. 2a l que lo hagan evolucionar en 

espacio curvo. Sin arbargo, henos supuesto que la región entre 

las placas est.!i vacía y por lo misno no existe nada que pueda 2 

riginar esos m:mmtos. Poderos hacer entonces ~ I t=t º""'º = O en 

la región II, lo que adanás inplica, por ( 3.12 ) , que: 

Y• I 0 
= O. Si observaros las ecuaciones ( 3. 2 l , ( 3. 3 ) t=to= 

y ( 3. 4 ) , teneros nuevamente la configuración est!tica y por 

tanto >., l/i, y y deben mantener la núsma fonna que ten.tan en el 

caso est.!itico, es decir, el espacio tiE!JlX> permanece plano. 

La rretrica en la regi6n II para el problema dinámico es exac

tarrente igual a ( 2.38 ): 

2 ano 2 ) 91fO az2 + ( zo ) 1 + ¡· 1 + 81f0 ds = - ( zo ) dt + ( zo 

• dx2 + { z 
0 

) l - / 1 + ena dy2 , 

Vayanos ahora a esttdiar la regi6n III. caro ya menci~ 

iros, hararos A = 1 y >. tendr~ la founa ( 3. 6 ) , es decir, 

>. "" z + t • Hagaroos en este nunento lo que :insinUCl'OOS al inicio 

de la ptlgina 35 despejaros primero 1\ de ( 3. 4a ) : 
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>._,,,12 rr
2 

).·"'2 >..~2 
11 - _:.:.r.._+-y'A.' _ __!=--"'-+y').' -A.- 2 2A 2 2 

Si sustitu1Iros lo anterior en ( 3.4b ) resulta: 

• AA.'•'·'2 A.>..'•h2 _ y, + tjJ, >..ip _ '!' + y,>., 2 _ __.,,_ = o 
2 2 

SOLAMENI'E CUANIX> >..'=A= 1 la ecuaci6n anterior puede raduci.E_ 

se a: 
tjJ' 2 • ,;,2 
-r - ljl'ljl + -t- = o , 

es decir, (tP'-~) 2 :::0 

Por lo tanto, cuando A = 1, la condici6n ( 3.13 ) es váli 

da para todo tianpo: 

( 3.14 ) 

Por otro lado, siarpre podanos escribir la soluci6n 

1jl = tjl (z, t) de la ecuaci6n ( 3. 7 } caro flm.ci6n de dos varia-

bles u, v dadas por: 

ljl = l/J(u,v) con u = z + t 

V= Z - t 

,;, = 2f - ~ 
'I' ~u av 

lle esta fonna: 

y la ecuaci& ( 3.14 ) se reduoe a 

( 3.15 ) 

11>' = 2l + ~ au av 

( 3.16 ) 

es decir, ,P es llnicanente función de z + t. Aún más, si intt'9_ 

duc.1noa ip = tjJ(z + t) en ( 3.7 ), -- haciendo A= 1 - encontr~ 

teOOS que walquier fUnci6n de z + t es soluci6n. Resun.iendo, 

ya enoontrél1Ds la soluci6n más general para ljJ en e 1 caso A == J 

sin necesidad de resolver expl!citnmente la ecuación diforen -



cial ( 3. 7 } ; esta solucJ6n tiorn'; la fomu' 

lji=1~(z+t) ( 3.17 ) 

POOenos ahora calcular y a partir de ( 3. 8 ) • Tenaoos as1'.: 

y' +y= ( z + t) l/i' 2 
• Si hacetPS y= y{u,v), ~ 

ta ecuaci6n se reduce a: 

2 h =u ( dl/i ) 2 
au au • Fs decir: 

r = J ~ e ! i' du + G(vl { 3.18 ) 

La so1uci6n final en la regi6n III se obtiene igual.ando -

en t = to == O -- ( 3.17 ) y ( 3.18 ) con ( 3.11 ) • De esta~ 

nera: 

Col &to: 

~ = z + t 

l/J = 1 + I 1 + 16rro ) 1n ( z + t ) 

y = J ~ ( 1 + I 1 + 161TO )
2 .!. du + G(v) = 

u 

y = t < 1 + / 1 + l6íTa )2 

Igualando en t = O: 

ln U + G{V) 

( l + 811a + I l + 16na ) 1n z = t ( 1 +v' l + 16na 'f .ln z + G(z) 

Por tanto: 

Fs decir 

1 + Srrcr + ./ 1 + 16110 - j - I 1 + 16110 - ~ - 81Ta ) • 

•ln z = G(z) 

G(z) = O • 

La soluci6n es entonces: 
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A= z + t 

~ = ( 1 + I 1 + 16no ) ln ( z + t ) ( 3.19 ) 

y = ( 1 + 8no + / 1 + 16no ) ln ( z + t ) 

Con ~sto, la ~trica en la regi6n III para el problema d.!, 

n&nico es ( ~anse 2.1 y 3.la ) : 

ds2 = _ ( z + t )ano dt2 + ( z + t )ano dz2 + 

+ ( z + t ) 1 + / 1 + 16no dK2 + 

+ ( z + t )1 - I 1 + 16ncr dyz • ( 3.20 ) 

i:t>r últ.im:> vanos a " juntar " la soluci6n en la regi6n II 

con la soluci6n en la regi6n III. Para ello pediretps la con

tinuidad de la ~trica sobre la placa ( es decir, en z :: zp ) , 

Si se canpara ( 2.38) con ( 3.20 ), se deduce que debem:>s 

exigir zp + t = zo • En otras palabras, la i.x>siciOn de 

la placa está dada por zp = zo - t. F.sto irrplica que la 

placa cae ccn una velocidal igual a la unidad y que, si mpe

Zél!X>S en reposo a t = O, la colisi6n de las placas sucederá a 

t = zo ( es decir, cuando zp = O ) • Para t > zo , se alcanza 

de nuevo el caso estático y la ~trica resulta ser ( en z > O ) : 

ds2 = - ( Z + Zo )Sno dt2 + ( Z + Zo ) 8no dz2 + 

+ ( Z + Zo 
,1 + ¡ 1 + 16no dxz + 

+ ( Z + Zo 
)1 - I 1 + 16no dyz 

( pa:ra z < O basta hacer z-+- lzl ) . 
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.Definiendo z' = z + zo poderos obtener la rn!trica P!. 

ra una placa que v:üros en el capitulo anterior ( f6xmula 

( 2. 27 ) , en doode l.6gicarente zo = O ) • 

!egresando al párrafo anterior, puede parecer extra&-1 que 

la placa caiga aon la velocidad l. Sin anbargo c:1ebem:>s rea:;;: 

dar que en vista de la arbitrariedad del sistema de coo.rdena

das usado ello no .ürplica que la placa estiS cayeOO.o a la ve1.2, 

cidad de la luz. No d:>stante lo anterior, no estar1a mal que 

investigarél'IDS si la placa define una hipersuperficie espaci! 

loide ( lo que serla de esperarse ) , tent:oraloide o nula ( u

na hipersuperficie de tres dinensiones en el espacio-tielrpo es 

espacialoide, t:arporaloide o nula si su vector nonnal es tem

poraloide, espacialoide o nulo respectivamente ] • Tenem:>s 8!!. 

tmoes que calcular el vector nomal a la hipersuperf icie que 

npresenta la placa. caro vin'os anterionmnte, esta hipersu-

perficie viene dada por: 

f • Z + t - Zo = 0 

( en nuestra noxma 6sta es la coodici& que debe sattsfacer la 

posici6n de la placa ) • su vector no%1!1al sed entonces: 

~ a ~f. 

Es decir: 

( h 11 cte. ) . En particular: 

n•hrn•n•O. z )( y 



Llegaoos con ésto a una conclusi6n muy interesante. El vec 

tor normal a la hipersuperficie definida por la placa es nu-
-+ -~ 

lo ( dado que n • n = O } . Sorprerrlentemente dicha hipersu-

perficie es nula . Esto levanta ciertas sospechas que ex.aro! 

nareoos despoos de analizar la radiaci6n gravitacional pre -

sente. 



EXISTENCIA DE AADIACION GRAVrrACIOOAL 

F.n este manento ya conocemos la soluci6n exacta de las e

cuaciones de Einstein en vacío para el problena de las dos pl~ 

casen ca!da libre ( f6nrulas ( 2.38) y ( 3.20) ). El paso 

final oonsiste en detenninar si dicha ~trica caistituye tma -

soluci6n radiativa o si representa sirnple:nente Wl eaip:> gravi

taciooal estático. Desgraciadanente nos enfrentaoos aquí cxn 

llll proolana que hasta la fecha no ha sido resulto satisfacto -

rianente: ¿ ámo establecer de manera oovariante la presencia 

de radiaci6n gravi tacional ? El concepto de radiacil5n qravi.

tacicnal está bien establecido y es sencillélne11te Wl teflejo -

de la idea que te.neoos de radiaci6n en el~: de

ciroos que el CéStpO electranagrético de una fuente finita es~ 

diativo si decae asint6tic.:rnente ooro el inverso de la di.stm

cia; de esta manera se obtiene un flujo finito de eneD¡!a a -

través de W'1a superficie cerrada. lejana que rodea a la fuente. 

Por lo tanto, di.nl:oos en relatividad general que una mftrtca -

es o no radiativa dependiendo de si tiene asociado W\ trélllSl?OE. 

te no inductivo de energ!a. Desafort~te es my dif!cil 

saber en casos específicos si se tiene o no radiaci6n ( la ~ 

ca si tuaci6n donde es indudable la presencia de radiaci& la -

constituyen los canpos gravitacionalea ~iles ( MIW capa. 18 

y 35 ) • a. estos casos es posible escribir ecuaciones de mda 

- 43 -



para la ootrica y d:>tener soluciones en forma de integrales -

retaroadas, donde la semejanza con las soluciones electranag

néticas pemúte detetminar la existencia de radiaci6n [ Zakha 

:rmr ( 1973 ) Cap. 1 ] • Para canpos no dábiles se han inten

tado aprax.imaciooes no lineales a las ecuaciones de Einstein 

inspiradas en los lo;¡ros de la teoría lineal. Sin anbaxgo ~ 

dos lo~todos tienen deficiencias fundzrnentales entre las que 

se encuentra el hecho de que presupooen la selecci6n de un si_! 

tena de coaidenadas ( véase Zakharov C3p. 1 ) ) • 

La dificultad que existe para deteirninar la presencia de 

radiacim gravitacional radica, se;J1ln palabras de Zakharov, en 

lo siguiente: 

" Desde el p.into de vista de la teoda de ecu~ 

cienes diferenciales, la dificultad del problena se origina en 

la ocnplejidad de la estructura no lineal de las ecuaciones de 

Eir.stein y en la ausencia de caxliciones de frontera universa

les para las misnas. Desde el punto de vista geaÉtrioo - di

feteneial la dificultad radica en la ausencia de un operador -

d'Al.ati>ertiaoo covariante que surja expU:cit:anente de las ~ 

ciooes de Einstein. Finalmente, desde el punto de vista físi

co, el problena viene de que la ausencia de llllél expresi6n cov~ 

riante para la energía del cattx> gravitacional en relatividad 

9eneral hace difícil abordar el tena de la posible transferen

cia de energía por ondas 9I'avitacionales, as! caro la descrip

ci& de las prq:>ias ondas en ~ de la transforericia libre 

de la enerq!a del canpo "· ( zakharov § 3.1 ) 
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Sin Embargo, se han const.rutdo hasta el m::rnento muchos 

criterios que pretenden resolver el problana. .r.a mayor parte 

de ellos se basan en la analCXJia algebraica que existe entre 

la relatividad general y el elect.ranagnetisro ( v~ase Zakha

rov y las referencias ahí citadas j. F.sta analog1a oonsiste 

esquanáticarente en lo siguiente ( Zakharov caps. 3 y 4 ) : 

los canpos electranagOOticos se pueden separar algebraicamen

te en rtdiativos o no radiativos dependiendo de si los invariCl!!, 

tes del Céll1pO son o no cero. Por medio de la clasificaci6n -

de Petrov tanbi~ se pleClen clasificar algebraiccmente los Cal_!! 

pos gravitacionales. Desgraciadanente la analogía no es per -

fecta p.ies los C<ll1?0S gravitacionales no se sulxlividen en dos 

tipos sino en cinoo, por lo que existen mudlos criterios para 

establecer la con:espaXlencia oon los Canp::>S el.ectrana;Jnéticos. 

Caoo nuestro cbjetivo no es analizar a foodo el pr<i>lEma de la 

radiaci6n ( para ello~ Zakharov y las referencias citadas ) 

tinicanente venD:>S uno de estos criterios ( e1 criterio de Pir.e_ 

ni ) • Iqualroonte repasararos brevenente la manera de clasifi

car lo& Cél'lpJS por medio de la clasificaci6l de Petrov. 

DebElooe x:eoordar, aJ.n E!ti>aJ:9o, que niD:juno de los criterios 

actuales constituye Wl criterio definitivo ya que ninglmo es -

exhaustivo ni se ha podido cmtlrobar dada la. falta de solucio

nes radiativas exactas y de experim.mtos. Ac1Ern!s, no podem:>s 

c:oofiar ciegcrnente en las <XJtPlll"aciones entre el electranagne

tisrco y la relatividad general. 
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CIASIFICJICION DE PEI'IDV 

caro veranos más adelante, es necesario clasificar alge -

braicarente nuest:ro canpo gravitacional ( 3.20 ) para detenni-

nar la existencia de radiaci6n. Por ello misiro repasaraoos a

qu! los pasos necesarios para clasificar un Ca!!pJ gravitacio -

nal en vacío ( es decir, cuando R = O ) sin detenernos en los µv 

fundmnentos de l.a clasificaci6n de Pet:rov ( para ~to ~ 

Pet.rov ( 1969 ) y Zakharov Cap. 3 ) • 

El primer paso consiste en escribir nuestro tensor Ra.ayó 

en un marco de referencia ortononnal propio. Eh virtu:l de la 

simetría Raa1~ = R(aeJ [y6) , cada par de lldices sólo puede ~ 

mar los valores 23, 31, 12, 10, 20, 30. PodEJros entooces de-

finir los Wi.ces L,M = 1, 2, 3 y L' ,M' = l ' , 2 ' / 3 ' bajo 

la cxxxUci&: 

1'.ndices af3, ycS: 23 31 12 10 20 30 

i t t t t t 
i 2 3 l' 2' 31 

índices 

Esto pet:mite dividir al t.ensor de Risnann en 3 matrices siné -

tricas ( debido a que Raer6 = 1)6~8 ) de 3 ')( 3: 

- tensor A cuyas ~tes son ~'M' • Por ejatplo: 

Ai1= Ri•1• = itt01a, Ai2= ~'2' = ~020 1 "23= Ri•3·= R2a1a 

-- tensor B cuyas carqxmentes son Ru.t 1 • Por ejemplo: 

ª11 = Ru • == R:¿~rn 1 ª22= Ri2, = RJ1201 ª31 = ~1 • = Ri2io 
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-- tensor e cuyas CC11pJnentcs son I\i.r Así: 

Cu= Ru= R2323 ¡ C22== H22= n3131 C32= R32= 11231 etc. 

Dado que R~""" + R->""~- + RAAAA = o 1 MIW cap 8 1 tene-Ul23 -u312 0231 ' 

iros tr B = O. caro gooraros adenás una solución en vacío y 

estaros trabajando en un marco ortononnal propio, teneros que: 

( 4.1 ) 

Hacierxio aa = 23, 31, 12 en ( 4.1 ) obteneros A = - e , y 

haciendo ila = 11, 22, 33 varos que: tr A = tr e = O. 

'l'enaoos así dos ma.trioos e y 8 con traza cero, oon las cuales 

poderos construir el tensor s~trioo carplejo D = e + iB , 

doOOe tr o = o. 

La clasificacioo de Petrov oonsiste en lo siguiente: hay 

que buscar los ei9envectores y los eigenvalores de O , es de-· 

ci.L, resolver la ecuaci6n o1 .nj = >.n. ( n representa a los 
J 1 

eigenvectores y X = a + i b los eigenvalores. Cl:m::> tr o = O 

t.eneoos adan.1s que A.1 + ).2 + x3 = O ) . De acuerdo ca1 el 

n6nero de eigenvectores y eigenvalores distintos se obtienen 

los ti¡x:>S de Petra¡: 

TIPO Nl:mero de eigenvectores NGmero de eigenvalores 
distintos distintos * 

I 3 3 

D 3 2 

II 2 2 

N 2 1 

III l 1 
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* : dado que t..1 + >-2 + >-
3 

::::: O, cuando el n1lmero de eigenvalo

res distintos es igual a uno debe entenderse que todos los ei 

genvalores son iguales a cero. 

Es posible definir los tipos de PetrO\T por nmio de los 

vectores de Debever. Esto permite establecer más clararoonte 

el criterio de Pirani. Caro por el m::mento s6lo nos interesa 

clasificar nuestro campo gravitacional no nos detendraros en 

ese fonnalisno [ para una explicaci6n detallada Wa5e zakharov 

Cap. 3 y referencias ah1'. citadas ] • 

CRITERIO DE PIRAN! 

Basado en la clasificaci6n de Petrov, P irani cxmstruy6 en 

1957 un crit.erio que pretende definir la radiación gravitacio

nal de manera oovariante. Tanto Pirani ( 1957 ) cx::rro Zakha.rov 

( 1973 ) contienen un desarrollo CX1tpleto del criterio y expl.!_ 

can su origen en base a semejanzas con el electranagnetillllO. 

Por lo misto, nos confonnarem:>s aquí con enunciar lo y con n:..->V i. 

sar brevm¡ente sus aspectos m!s inp:>rtantes. 

El criterio de Püani est6 basado en dos postulados, que 

pieden reslnlirse así: 

l.) El tensor de Rianann detennina la presencia de radia-

ci6n. Se supooe así que la ~trica g no juega un papel fun 
µv -

danent.al en el análisis del prcblana de la radiaci6n. 

2) La radiaci6n gr.avitac;ional se propaga con Ji; veloc:l ... 
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dad de la luz en el espacio vac.1'.o. Por lo tanto, no es útil el 

criterio si quieren entenderse cano radiativos a los fen6nelx:>s 

que viajen con velocidades menores que c. 

Sin anbargo, también necesitamos suponer que en gravita -

ci6n sucede algo sinú.lar a lo que pasa en electrana;:pletisln: 

los campos radiativos solamente pueden ser c;ripos isotr6pioos. 

Es en este punto donde radica la esencia del criterio. Se di

ce que un campo electranagnético es isotr6pico Cl.BJldo los ~ 

riantes de F son cero ( es decir, F Fµv = F *Fµv = O ) • pv µv µv 
Físicamente ésto significa que la energ!a de un C<llp:> i~i 

co se propaga a la velocidad de la luz y por tanto podsooe in

trcxlucir la idea de que es ínposible que un OOservador pueda -

11 seguir " el canpo. Es posi.ble llevar esta definicioo a una 

fo:cma matanática que luego pennita generalizarla a la qravita

ci6n. Fijeoonos en lo siguiente: se dice que llll observador -

11 sigue " el ca11p0 cuando el vector de Poynting es cero en su 

marco de referencia; esto implicada ( escribiencb al vector -

de Poynting en términos del tensor de energ1a - esfuerzos t µv 

del campo ) que el 4-vector temporaloide de velocidéd del cb -

servador sea eigenvector de la matriz 11 T 11 (Zakharov cap. 4 ) • µv 

Sin embargo es imposible que un obsetvador " siga " Wl canp> 

isotr6pico pues Lichnerowicz ( 1960 ) ha darostrédo que la ma

triz 11Tµv11 de un C.-"lllpO isotr6pico no puede tener eigenvecto

res tanporaloides. As!, la definici6n matan4tica ap1-ct>iada es 

la siguiente: un cmipo electranagnético es isotr6pico si la -
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matriz 11tµ)1 no tiene eigenvectores tenporaloides. 

La idea de Pirani consiste en definir un campo gravitaci~ 

nal isotr6pioo en una manera similar a la última definici6n que 

v:úoos para los cnpos electrCIMgnéticos. Sin embargo ésto no 

es fácil de hacer pues no se tiene en relatividad general un -

tensor de eneryí.a - esfuer2os del canpo gravitacional definido 

de manera oovariante. Por lo tanto, Pirani trata de definir al 

cm¡x> iootr6pioo ¡;or ne:::tio de la idea de ~ el canp:>, in -

troduciendo para ello los ve..tores principales de Rienann [ p~ 

ra &to véase ~1:~· ( 1957 ) J . Baste decir que para canpos 

gravitacionales df.!l tipo I existe un vector principal ( que a

~ es tenporaloide ) , para caitp:>S tipo D existen tres vecte 

res, uno de los cuales es teiporaloide y para cada uno de los 

campos tipo II,III y N exist.e Wl tinico vector princi.pal no t~ 

poraloide. Pirani introduce entonces la siguiente definici6u: 

\Dl ci:>servador estará " siguiendo " al canp:> gravitacional si 

su 4-vector de velocidad coincide con un vector principal de 

Rianann te'nporaloide. Por tanto, m observador s6lo podrá -

" seguir " un cmp:> gravitacional que tenga un vecto.r. tanpora-

loide, es decir, s6lo poclra seguir catp)S de los tipos I 6 o. 

Pirani define entoores a los CiJlllOS gravitacionales :i.sotrópi-

cos: un canpo gravitacional es isotr6pico si el tensor de CU!. 

vatura RaSyó 00 TIENE asociados vectores principales de ru.e -

mann tE111EX"Jraloj.des ( es deci.r 1 los campos isotr6picos HOH iln! 

cmrente Ü'>!i que pertenecen a los tipos Il, Ill i N ) .. (';cr!X) P~; 
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rani supone que tcdos los campos gravitacionales rédiat..i.vos 

son isotr6picos, llega.'TDS por fin al CRITERIO DE PIRANI: 

En una regi6n dada del espacio - tiempo vacio 

eKiste radiaci6n gravitacional si dentro de esa re -

gi6n el tensor de Riemann pertenece a los tipos II, 

N 6 III de la clasificaci6n de Petrov; si no sucede 

lo anterior, no existen ondas gravitacionales. 

En este trabajo la detecci6n de radiaci.6n gravitaci.onal 

se va a basar en el criterio de Pirani. Por tanto, bastará -

clasificar al tensor de Riemann asociado a ( 3.20 ) dentro de 

la clasificaci6n de Petrov para samr si ~ present.e ra

diación gravitacional. 

CLASIFICACION ALGF.BRAICA DEL CAMPO ASCCIAIX> A ]'.Aq ~ 

PLACA5 EN C'AIDA LIBRE 

Para qt\e podélllOs utilizar la clasificaci6n de Petrov y el 

criterio de Pirani, debanos calcular en pr.ilmr t:éxmino el ten

sor de Rianann. Bastará calcularlo en las regiones exteriores 

pues obviamente no esperanos radiaci6n en la región II dido que 

el espaci.o-tianpo es plano entre las placas ( por simetría, las 

regiones I y III oon f!siccmv.mte iguales; por lo tanto s6lo nos 

preocuparaoos por ésta última ) • 

La f6rnulla ( 3. 20 ) nos da la n"étrica en la regi6n III pa-
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ra el problema dinánico. En esta secci6r1, y Wú.camente para 

coincidir con la notaci6n usada por Zakharov ( 1973 ) y Pira

ni ( 1957 ) , utilizaranos la convenci6n del signo (-) para el 

tensor métrico; es decir g = (w 0
)

2 
- (w 1

)
2 

- (w2
)

2 
- (w 3

)
2

• 

Bajo lo anterior, ( 3.20 pasa a ser: 

gt t = ( z + t ) 8rrcr ; gzz = - ( z + t ) erra 

9 = _ ( z + t ) 1+11+16na ; g = _ ( z + t )1-11+16110 
XX yy 

( 4.2 ) 

Podemos obtener los sínOOlos de Chr.istoffel a trav~ del 

IOOtcrlo variacional desarrollado en la Bax 14. 4 MlW. Estos re 

sultan ser: 

Fxz= Fxt= i(l+ll+16no) (z+t)-l 

rYyz= rYyt= !(l-/l+l6na) (z+t)-l 

rtx.x= _ rz.xx= Í(l+/I+I'l)ñcj) (z+t) ./"'"1+'""'1,..,6,....ircr- -Bncr 

rtyy= - rzyy= ~(1-/I+I'l)ñcj) (z+t)-lf+16ncr -Slla 

fttt= ftzz= fzzz= I'Ztt :::: I'ttz = I'Zzt= 4ncr(z+t)-l 

Existen entonces 6 <Xllp)nentes del tensor de Ri.enann di.f~ 

rentes de ce.ro: 

R = R "" R = - 4noi'/r'i+.,.,1,...,,6.-na- (z+t) .'1+16'nó -l 
txtx zxzx tx.zx. 

R "" R = - R = 41mll+l6na (z+t)-lr+I6na -l 
tyty yzyz tyyz 

En la has..~ ortononnal propia 

" 
(z+t) 4na dt ; 1i} = 

l 111·---
-~("f" l+ 16na 

(z+t) '· dy 

de cut-vatura son: 

(z+t) 4no dz " ~ wx = (z+t) 2 ébc 

las 6 a:ll'pQnkmtes del tennor 
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-·>-ff:OL" 
R"""" = - 4110 /t+16W (z+t) -txtx 

/1+161TO -2-8110 
R"""" = - 4TiO (z+t) zxzx 

R"""" = - 4110 11+16110 (z+t)-2-arro 
txzx 

( 4. 3 ) 

R--""" = + tyty 
4110 11+16110 (z+t)-2-81TO 

Ry""" = + 4110 zyz 11+16no (z+t)-2-81TO 

R"""" = - 4no tyyz 11+16no (z+t)-2-81TO 

Debeloos ahora construir, a partir de ( 4. 3 ) los tres ~ 

sores tridimensionales A, B y e • Siguien<D las instrucclooes 

de la página 46 y usando la notaci6n xº = t, x1 = x, x2 = y, 

x3 = z tene.m:>s lo siguiente ( por caoodidad harEnos (: = 4110 • 

/1+16110 (z+t)-2- 8110 
): 

[-' o 

~] [: 
E 

:J A¡j = o E ªu = o 
o o o 

[' o 

~] ciJ = ~ -E 

o 

Clararrente A= - e, tr A= tr a = tr e= o. Todo ello 

era de esperarse dado que nuestras ecuaciones est;M oonstxut-

das para espacio vacio. Cono ya conOCEllDS e y B poderos for-

mar o = e + i B, cuyas CClltJOnentes serán: 

( 4.4 ) 



Necesitaioos resolver ahora la ecuaci6n 

Dij nj = An¡ ( 4.5 ) 

Ya que buscam:>s soluciones no triviales debe cunplirse que: 

1 ºrJ ·• >. n1J I= o 

(dame n 1 J representa la ~trica espacial de IJ.>rentz) • al de 

cir: 

E+~ \e; o 
iE -E + }. o = o. i:n otras palabras: 

o o >. 

}.( ;¡_2 - E2 + E2 .) ::}.3:::0 

Resulta as!: ;i. 1 = >. 2 = >.3 = O. cano todos los eigenvalo-

res sen iguales a cero deberos oonclu!r [ véase página 48 ] 

que el 1ÚOOro de eigenvalores distfotos es igual a tmo. 

Por últim:>, necP..sit.aroos encontrar el número de eigen~ 

res distintos asociérlos a ( 4. 4 ) • La ecuaci6n ( 4. 5 ) es aho 

te 

-E 

o :J [:] = o. 

Las ecuaciones que detenninan las cx:rrp:mentes ele los eige!l 

vect:oms ser&l: 

ea +h: b r.: O 

iEB ··e b = O 

O•c ==O 

caoo las dos prilreras ecuaciones son <~IY.lientcs, tem1mrm 



que en general: 

a= - Í.b 

b y e arbitrarios. 
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Con estas condiciones s6lo poderos Construir dos eig~ 

tores independientes, a saber: 

ron b a:rbitrario • 

Hesmú.endo, nuestro cnpo gravitacional tiene asociados 

dos eigenvectores independientes con los tres eigenvalores i

guales a cero. Por lo tanto, de acuerdo CX>ll la tabla de la -

página 47 , estaiPs frente a un CattpO gravitacional TIPO N ( C:! 

so especial del Tii;x:> II ) • 

Para mayor seguridad podaoos CXlt{>robar lo anterior si u

tilizc:m:>s el fo:crnalisrro de 6 dúoonsiones que intrOOuce Pirani 

para est1.xliar al tensor de Rianann ( v&lse Pirani (1957) ] • 

Las ccmp:mentes ~a~Ó pasan a ser las CXJrpOnentes del tensor 

s:imétrioo ne 6 dimensiones ~ si transfo.:r.maroos los pares de 

!rrlices aB , yo de acuerdo a: 

ªª 
A 

Por ejenplo: 

23 

1 

31 12 

2 3 

1\1 = R2323 ~ R;;;; ~ E 

Rs2 = ~OJl = R;t;; "" O 

10 

4 

20 

5 

30 

6 

Haciendo ~to podemos escribir ( 4. 3 ) 0000: 

eto. 
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e o o o e o 
o -e: o e: o o 
o o o o o o 

~= o E o -e: o o ( 4.6 ) 

e: o o o E o 
o o o o \) o 

5eg(ln Pirani ( Pirani ( 1957) ], la foIJM que deben ~ 

ner los Catp:>S de tipo II es: 

-2a o o -2B o o 
o a-E; o o B E; 

o o a+E; o F; a 
~= -28 o o 2<l o o ( 4. 7 ) 

o a E; o -(a-E;) o 
o E; a o o -(a+E;) 

001 a, B , y f;. ftmciones de las cordenadas. 

No es diffoil denostrar que si narbrélilOs nuestras coord!! 

nadas en ( 4.6 ) de acuerdo a: 

t - -xº 
X - x2 

y - x3 

z - xl 

~ mnañ la fonna: 

o o o o o o 
o E o o o -1:: 

o o -e o -e o 
l)a:: 

o o o o o o 
o o ··e o -E o 
o -r. o o o 1:: 
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que coincide con la fonna ( 4.7) dada por Pírani si hacerros 

a = B = O y ~ = -E , con lo que canprobamos que el campo -

gravitacional es de TIPO II. En vista de ello y del crite -

rio de Pirani que vim:Js en páginas anteriores, parece justi

ficado suponer que existe radiaci6n gravitacional asociada al 

oolapso de las dos placas de materia. .lldarlás, en este fozma

lism:> de seis dimensiones la direcci6n de propagaci6n del ~ 

te de oooa resulta ser x1 
[ v~ase Piraní ( 1957 ) ] • caoo 

pcxleins observar en la p&gina anterior, la direcci6n x 1 a:JUÍ-

vale al eje z; es decir, la radiación se propaga a lo largo 

del eje z, lo cual esper~s en virtud de la simetría del 

prdllana. 

Sin embargo, deberros analizar ron más cuidado estos resu,! 

tados antes de llegar a una oonclusi6n. No cbstante el cmpo 

gravitacional es de tipo N existen dos argumentos que apoyan 

la idea de que la radiaci6n no está asociada a las placas. 

El prirooro oonsiste en lo siguiente: hagarros una gráfica de 

ljl vs. t en la regi6n III ( en esta regi6n ljJ viene dada por -

( 3.11 ) y ( 3.19 ) ) . El resultado es: 

~-.J.------- Z = Z3 

--+------- Z = Z2 

---+------,-Z = Z1 

o t 

1 
t = Zo 
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La caída de las placas se inicia en t = O y t.ennina en t == z 0 • 

Podaoos ver que los efectos de la caída se manifiestan en to-

das las posiciones al miSIOO tienpo; al no encontrar retardo -

:resulta difícil pensar en un pulso qoo se propague hacia z =00 • 

Por otro lado, si graficarros 1j¡ vs. z obtenenos: 

o z 

Se tiene la inpresi6n de qoo las placas, en su caída, a

rrastran al canpo gravitacional. Parecería entonces m§s fac-

tible que la radiación se propagara " hacia adentro " ( es d~-

cir, en el sentido negativo del eje z ) • El segundo argi.llre!l 

to demuestra esta idea: en el Zakharov Cap. 9 se pruer;a que 

la trayectoria de propagaci6n de tma orrla gravitacional. plana 

para canvos tipo N está definida por el vector de Debever iª, 

vector que se puede obtener resolviendo la ecuaci6n de De.be -

ver para canpos tipo N: 

('L 
Ratl =O 

O.¡iyu 

ai nuestro caso R 0 6 ( en un marco no ortonoxmal ) of.lt.~ dado 
Uµ'\' 



por: 

R =R =R = µ 
t~tx zxzx txzx 

R tyty 

donde 

=R =-R =-v 
yzyz tyyz 

µ = - 4110/1+16110 (z+t/TIT67iCi - 1 

v = + 4nav'I+fficr (z+t) -/l+l61ío - 1 • 
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y 

Usando ésto pcderros resolver fácilmmte la ecuaci6n de D:!bever, 

obteniendo: 

lz = -1 

i = e - e 
t z 

Es decir: 

F.sto indica qoo la onda se propaga en el sentido negati.w del 

eje z. 

En virtu:l de estos argtmentos parece que t:enellOs dos p~ 

cas en caída libre qoo no aniten radiaci6n gravitacional, ª<X!!! 

pañadas por ondas gravitacionales originadas desde t = - oo que 

v:i.ajan hacia el origen. Esta situaci6n es por éB'lW; e>etraña, 

dado que aderMs las placas " arrastran " al caqx> de radiaci6n. 

Para aclarar este problema deberros recordar mi recro :itqx:>~ 

te que no herros tanado en cuenta: al final del cap1tu1o III 

encontrairos qoo la hip;rsuperficie que representa la p1aca es 

lD'la hip;rsuperficie nula. caro una hip;rsuperficie nu1a no~ 

de representar materia " ponderosa " y tenaoos adenás una di!!_ 

continuidad de la curvatura sobre dicha hipersl.J()erficle ( di_! 

continuidad qua no ha sido producida por Ul tensor de energta-

estuerzos ) debelros concluir que en z = zp y z == - zp se en -
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cuentran los frentes de dos ondas gravi tacionales de choque 

y no dos placas de materia [ véase MIW § 21.13 y Pirani -

( 1957 ) ] • Esto explica porque el canpo parece ser arras

trado hacia el origen. 

Iesuniendo, henos encontrado que, desafortunadarrente, 

las mtricas ( 2.38 ) y ( 3.20 ) no representan el espacio

tiEll¡io asociado a 008 placas de materia en ca!da libre sino 

la geaootrla producida por dos ondas gravitacionales de cho

qm que viajan hacia el origen ( o00as que, en virtud de la 

nétrica de la ~ina 40 chocarán formando una singularidad -

plana estática a la que se le puede asignar cierta densidad 

de masa ) • El origen de esta situaci6n tan particular debe 

ser el siguiente: a pr.iuera vista podría parecer que el he

cho de qm careciérarros de placas de materia fuera debido a 

lo que caoontanos a finales del capítulo II, es decir, a rJU:i 

no tenerros singularidades en la supuesta posicicn de las pl~ 

cas. Sin arbar90 ~sto puede rorregirse sunando sinplencnte 

las cxnst.antes adecuadas a los coeficientes de, la nétrica -

[ rx>r ejeiplo, haciendo ql~ para dos p.1.acas en el caso estátf. 

ro, en la regi.00 III ,¿, ->- z-zo y en la regi6n I z -•· z+zo ] y 

clat:'ammt.e ésto no rocdifica el que las placas representen hi

persupai:ficies nulas poos los vectores normales continúan sie:.~ 

oo nulos [ véase el final del capítulo III ] • Pero si obser

vmms la funci& qw indica la posición de la placa, es decir, 
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f = z + t + cte = O notqrrps que S'1 dependencia en z + t 

( que origina el que la hipersup2rficie sea nula ) es sola

rrente una consecuencia de que las funciones 'A, t¡i y y sean -

funciones de z + t, lo que a su vez tiene su origen en la 

nonna que utilizarros (A= 1 ; véase ecuaci6n ( 3.17) ). 

Es decir, la raíz del problema se encuentra en la selecci6n 

de nonna y deberros admit:ir entonces que A= 1 oonstituye una 

nonna singular para el problema y que fue prematuro asegurar 

su validez al inicio de los capítulos II y III. 



cnlCLUSIONES Y SOOERENCIAS 

caoo vanos, el problana ha resultado más cmplejo e in

teresante de lo que se pensaba en un principio. Haoos resue.!_ 

to canpletanente el caso de una y dos placas estáticas y po

seaoos las expresiones generales que deben satisfacer los ~ 

ficientes ). , 1/1 y y de la mlátrica en el caso din&nico de las 

dos placas [ ecuaciones ( 3.5 ) , ( 3. 7 ) y ( 3. 8 ) J. No ob2_ 

tante oontairos con ello, debaoos admitir que a esta altura no 

es posible afitrna.r si el Cénp) gravitacional en las regiones

I y III asociado a la ca!da de las placas es o no rarliatí.vo 

( podanoo ~ar, sin anbargo, que el espacio-ti001p0 en la 

región II es plano ) • A pesar de que la autoconsístencia de 

las ecuaciones dinánicas parecía indicar desde el inicie: la -

validez de la nonna A = 1 que utilizalYOS para simplificar las 

expresiones, haros danostrado que dicha nonna no permite lü -

existencia de placas de materia ( en vista de que las hipersl! 

perficies establecidas por las placas constituyen hipersuper·· 

ficies nulas ) por lo que debe:!Os concluir que la métrica -- . 

( 3. 20 ) representa la geanetrfo asociada a un par de ondas -

gravitacionalefl de c:h01t1e que viajan de z = 00 y z = - 00 a -

z = O, resultado que se ve apoyado por el hecho d13 que dicha 

~trica oonstituyo un campo del tipo N de Petrov. .Manás pat:! 

oe claro que fo que en un principio a:msiderábmrn;i •:x:rno placas 

•. 62 -
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representan bajo tal notnla los frentes de onda de la radiación. 

'!'enanos que aceptar entonces que A == 1 es una nonna singular 

para el problana original pero que ~rnúte generar el tipo de 

radiaci6n libre que acabam::>s de mencionar. 

En el Apéndice hatos desarrollado, para cuando A :¡ 1 , la 

soluci6n general para iJi en foillla de ecuaciones intsjrales [ e

cuaciones ( A.3 ) , ( A.4 ) y ( A.6 ) ] • .Aparentemmte no se -

encuentra muy lejos la soluci6n final al prcblana de la catda -

libre de las dos placas, por lo que a continuaci6n suger.i.rros aj_ 

gunos procedimientos que en nuestra opini6n podrían ay00ar a ~ 

solver satisfactoriCll'ellte el prcblema: 

- Incorp::>rar, en priner lugar, las singularidades en -

z = zo y z = - Zo a la métrica producida por dos placas en 

el caso estático. Esto no debe presentru;' dificultades pues bél! 

ta con sustituir .A = Az + t por .A = Az + t + oonstantes, con 

las constantes especificadas adecuadarente. 

- En segundo ltgar, resolver las ecuaciones ( A. 3 ) , -

( A. 4 ) y ( A. 6 ) para iJi • Sustituir entonces iJi en las eicp~ 

sienes ( 3.2 ) , ( 3.3 ) y ( 3.4 ) para hallar y y la mt!trica 

final. 

- Por últinn, utilizar el criterio que revisa!IOS en el 

cap! tulo 1.V para detenn.inar si la ~trica asociada al prcblema 

dintimia> representa una solución radiativa. 



APENO ICE 

No es f4cil detezm.inar !JI cuando A :-j 1. Para enpezar, de

benos resolver expl!citanente la ecuación ( J.7 ). Segtin esta 

ecuaci6n: 
.. A 1 • 

tp" - ip + Az + t l/J' - Az + t "' ... o 

Efect:uanos el carbio de variables: x=Az+t 

y=l+t 

con ello: 

,;. = !! + ~ , ;,: = a2ip + 2 n_ + a2w 
'I' ax ay 'I' axr axay ~ ( A. l ) 

• w" = A2 i..!J!. + 2 ft. + 1 a
2
w 1/J' =A ~+!2.!/!. ax A ay ' ax2 axay ~ayr 

En t:énninos de x y y la ecuaci6n diferencial es: 

A2~x2~ +f., a2i11 - ~ - a21JJ + ~ (;Jí + .! .ª1 ) - ! (2.P.. + -ªt) = o 
~ 'ayT ax ayt' x ax A ay x ax ay 

es decir: 

(A2 - 1)ª + (1 - 1)~ + A2 - 1 .i)í = O ax N- ay x ax 

Sea !ji = X(x)Y(y). Entonces: 

1 a2Y 1 ( ¡z- - 1) dy2 y == a 

(A2_ l) ~ ! A
2

- 1 1 dX 
dx" X + -x- X dx = - ª F.s decir: 

- 64 -
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2 1 
Supong<ll\Os que A < 1 y u ::.: •• k ( "iit - l ) • Las dos ~ 

cienes anteriores se reducen a: 

k2 
+-¡;;z-x2X=O 

( A.2 ) 

F.s bien o:>oocida la soluc:i6n de la prbrera ecuación: 

Y(y) • C'(k} sen <ikly) + D'(k} oos {jk!y) , 

nuentras que la segunda constituye una forma espeoial de la e

cuaci6n de Bessel, y su soluci6n tiene la foxma: 

X(x) = A(k} J 0 ( ~ } + B (k) N0 ( ~ ) 

Qm:> quereros que la soluci6n sea finita en x • O ( es deo.ir, 

en el origen z .. t • O ) , pediresros que B (k) .. o. 

Coo dsto, la soluci6n ccmpleta para 1j> es: 

l/J • J .. [ C(k)sen( lkly> + D(k)oos<!kly> ] Jo ( ~ ) dk 

-· 
( daX1e C(k) • C' (k) A(k) y D(k) = O' (k) A(k) ) • As1: 

ljl .. r- dlkl ( C(-jk llsen(jkjy) + D(-lkjlcos<lkly) ) Jo(lkJ:) + .. 
+ 1• dlkl [ C<!kl>senllkly> + DClkj)cos<!kly> ] J 0 ( lkfl = 

o • r dlkl[{ C(jkl>-.CC- lkl>} sen<lkly> + { D( jkj}+D(-lkl) }o 

º • cos( jkjyl J Jo ( lklx ) 

1jl.. fº dk [ a(k)sen ky + a(k) cos ky ] 
o 

kx Jol-¡¡: > ( A.3 ) 

o:rro dsta es la soluci6n para una placa en el caso dinit\! 



co, detatos pedir que: 

l/>(z)lt=to=O = W(-z)lt=to=O ; es decir, r dk [ • lk) sen 1 ~ 1 +6 (k) coa 1 ~ ) ] Jo (kz) • 

= f '°dk [ -a(k) sen ( k: ) + 6(k) ms ( ~) ) Jo (kz) 

4 

F.sto iq>lica que debe Clllplirse: 

1• dk a (k) sen 1 ~ ) Jo (kz) ~ O 

o 

66 

( A.f ) 

DeLeoos aplicar ahora las oordiciones iniciales a la sol~ 

ci&l ( A. 3 ) • O:m:> vinm en el capitulo III, 6stas pueden re

sunirse en la expresiá:l ( 3 .13 ) : 

111 ' 1 t=O = ~>. 1 
l t=O = l\IJi 1 t=O. 

En t:é.nni.nos de las nuevas variables x y y, esta condición resU!_ 

ta ser ( usando A. l ) : 

• ES decir: 

fil!.¡ =O ay t=O 
( oorrlici6n inicial ) ( A.5 ) 

.Aplicando ( A. 5 ) a ( A. 3 ) cbtenE!IDS: 

~ lt=0 = Iº dk k [ -a(k) cos ( k~ ) + 6(k) sen ( k~ ) ] J 0 (kz) == 

= O , ( A.6 ) 

TenetY:>S la solución ( A. 3 ) para l/> pero deberos determinar 

a(k) y B(k) a partir de ( A.4 ) y ( A.6 ) • 1qu1 radica la di-



67 

fi~'Ultad pues CXllD ver.os, estas condiciones est&~ dQdas en tér 

minos de funciones trigmaretricas y de Bessel que dependen de 

la misna. variable, ¡x;ir lo que no pueden utilizarse directarren

te transfonnadas de Bessel o de Fourier para obtener la solu

ción general de a (k) y a (k) • Desafortunadaroonte tanbién re

sulta una ecuación integral difícil de resolver si escribi -

llOS la funci6n Jo en ténn.inos de funciones trigaaretricas. 

Desuniendo, si es posible enoontrar las soluciones generales 

a las expresiones ( A.4 } y ( A.6 ) , basta sustituirlas en 

( A.3 ) para obtener la soluci6n general para 1Ji en el caso dJ:. 

~CXJ. 
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