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RESUMEN 

Primeramente se hace ver la importancia,en general, 

que representa el Problema Inverso de la Mecánica para la 

F!sica. Se dá (capítulo II) una breve rcvisi6n bibliográ.fica-

hist6rica de lo que ha sido este problema en general. So 

presentan (capítulo III) los métodos dP Kobussen y Yan para 

la construcci6n de Lagrangianos, para sistema aut6nornos uni-

dimensionales (siendo éstos las referencia principal del presente 

trabajo). 

La parte medular del trabajo está en el capítulo IV. 

E-u éste capítulo, prim~ramente se dan las ecuacioneo ca -

racteríaticas que a veces permitan hallar una Constante de 

r.!ovimionto ( para sistemas disipativos, ésta constante se 

busca que sea rod~cible a la Energía usual). Dada esta 

Constante do Movimiento, se encuentra la expresión in te •• 

gral para el Lagrangiano, dada por Kobussen, y la ex 

presi6n integral para el. Momento G9neralizado, nada por 

Yan • La equivalencia entre las formulaciones de Kobus-

sen y Yen ea dada en forma inmediata • 

Finalmente (capítul.o V), sedán algúnos ejemplos 

ilustrativos. 
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CAPITULO I 

INTRODUCCION 

Se ha encontrado en muchas ramas de 1a Física 

qu~ la soluci~n de una variedad de problemas puede ser 

grnndemento simplificada si las ecuaciones básicas pueden 

ser expresadas en la forma de un principio variacional; 

el principio de Permat en Óptica y el principio de J{amil-

ton e~ mecimica son dos bien conocidos ejemplos. 

Un.a formulación variacione.l ~e la Meci{nica, fu& 

dada por Lagrange. Sus ecuaciones 

J ()L 'd L ::: 
0 lt ~<:Í,: d '!i 

(I.l) 

oon u.na consecuencia del principio variacional de Hamilton 

b f L ( fj.¡ I ti., '-t) Jt := o 
• - dq· . 1i :: ;./ Y L se deriomina "Logrengisno" 

{I.2) 

donde 

Normalmente, el Lagrangiano está dado pors 

L = T-V c1.3> 
donde T eá la ".Energía Cinética" y V es 1a 11 EnergÍa -

Potencial" y están dadas pors 
3 

1 • 2 T= i ~1'n '1· 
t..=/ (,. 

3 V= I v. (t¡·) 
{,~/ L -.J 

(I.4) 

(I. 5) 

Entonces, sustituyendo (I.4) y (I.5) en (I.J), 

el Lagra.ngiano es : 
3 • '2. 

L = L: ~ m 9-· 
i=I ' 

3 
¿ v. ft¡.) 
,,,, ¿ 'J (I.6) 
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Sustituyendo cate 1~ia.no {I.6) en (l.l) oe 

generan lns ecuaciones de movimiento de una partícula en la 

Mecánica de Newton 

111 ó: = F. 
1, ' 

(I. 7) 

donde f.. = '! V. { 9. J • 
L º~¡ l. J 

La for:rrulnci6n de Le.era.ne-e ea también posi~le en 

el ca.so de las ecuaciones de movimiento de un.a po.rt!culo. en 

la Relatividad Especial de Einstein. Sin embargor las ecua-

ciones de Newton o las ecuaciones de E:i.nstein pueden ordi 

nariamente ser puestas en la forma (I.l) s61o si las fuer 

zas son derivables de un potencial V que es una funci6n 
• 

de las coordenadas ~¿ y del tiempo t , pero no de las ~/,¿ • 

Ei método de I,egrangc puede ser extendido para 

incluir fuerzas Fdcpendientes de lEi velocidP.d y la acelc
t 

ración para las cuales uno puede encontrar unn función U 

tal que ¡::~ 

' 
d 
dt 

El ejemplo mejor conocido de tal fuerza es la 

fuerza de Lorentz de la electrodinámica. 

Una extensi6n similar del formalismo es posible 

para ciertas fuerzas dependie~tos de derivad~3 superiores 

de las 'f¿ Y por métodos especiales ( por ejemplo, uso 

de cuasicoordenadas ) a otros casos , el formalismo 

puede tambi6n ser extendido a sistemas continuos ( campos ) 

2 



en cuyo caso, las ocuacioncs de Euler-Lagrange del princi

pio variaoional ae tra.nefo:nnnn en ecuncionaa diferenciales 

parciales. 

Además do la bi.en'conocida utilidad del método 

de Lagrango para el planteamiento de las ecuaciones de mo

vimiento, hay doa ventajas más : Un conocimiento del La

grangiano permite obtener el Hamil toniano, al cual eat' 

en las bases para la aplicación de la mecánica e~tnüisti

ca de Gibba ya que las funciones de partición están defi

nidas a travtSs de loa Hanrl.ltonianos y entonces, los Ha 

miltonianos minmos y no las ecuaciones de movimiento , 

vienen a ser :tmportantes en mecánica estadística; igual 

mente está en las bases para la cuantizanión de sistemas 

discretos o continuos .A un nivel de mecánica cuántica, la 

fuerza responsable para la estructura at6mica, ~-ª fuerza 

de Coulomb, es sabido que es derivable de un potencial;' en

tonces el Hamiltoniano produce una representaci6n completa

mente satisfactoria de la fenomenología at6micn. _La situa -

ci6n es algo diferente al nivel nuclear. Las representacio-

ciones corrientes de las fuerzas nucleares como derivables 

de un potencial, se sabe que producen un excelente acuer

do con los datos experimentales. Sin embargo, la naturaleza 

de l.as fuerzas nucleares es un problema abierto todavía, 

mientras que el estudio de proceso~ nucleares no conserva 
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tivos ee ha incrementado última.mente. Ln eituaci6n es aún 

más diferente al nivel de la estructura de los hadrones, 

~sto es, las part!culao de intoracci6n fuerte tales como 

mesones, nucleones, etc., donde es concebible la necesidad 

de fuerza& m~á g~nerales que las atómicao y nucleares, y 

su estudio en cualquier ca~o, recomendable. A un nivel de 

teoría cuirnticu del campo, ostructu:as de densidades La 

se sab~ que producen una rc.presentaci6n física efectiva de 

las inte~acciones electromagnéticas. La misma estructura 

una vez irnplemeritada en el.contexto de las llamadas teorías 

de norma, ha producido tambHn una unificaci611 física efec-

tiva de las interacciones d~bilos y electromagnéticas. Sin 

embargo, él problema de si 1a misma estructura puede tam -

bi~n producir U.'1.a. representaci6n física afectiva de las in-

teraccionea fuertes está todavía abierto. 

Es por lo tanto de gran importancia saber qué sis 

temas de fue~zas o campos pueden ser tratados por el método 

de Lagrange, 



CAPl'.rULO II 

J.NTECEDENTE::J DEL PROBLEMA INVERSO 

Bl Problema Inve~ao del c'1.culo da variaciones 

puode ser formulado como sigue 1 

Dada la totalidad de soluciones 

;?/ (x) = { ;¡'(x) / .... , y 11
{x} } 

de un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias 

da orden '2. I , 

o ( (o} (1) ('J.,r) } 
/ IK X_, 1.1 I :J 1 • • • • / J = 0 (II.1) 

/lJ{t'J_ d'y ¡:: 1,21 • • , .zr. J<-= 11 'l, . .. , n. 
"' - Jxi 

determinar si existe una funcional 
1: 

A( J) = Í dJCL ( }(, '/~ .... , •.lflJ 
)(' 

tal quo admitn tales so1uciones como extrema1es. 

(II.2) 

Este problema cst~ basado en el estudio de las 

condiciones bajo las cuales existe una funci6n 

L (x, :J{o), 1)(1), .. •J 'J('t')) 
tal que las ecuaciones de Euler de la funcional(II.2), ten -

gan la misma solución que el sistema {II.l), esto ea : 

..,.. í el¿ 'dl 
.L (-!) -·-: -K(i) 
1.=o dx' d:J 

Desde el punto de vista físico, la significa -

ci6n primaria del Problema Inverno descansa en el hecho de 

quo las fuerzas nctuant es del sistema. N ewtoniano: 
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Rx ( t, fl , tj. , r¡_·) 
·-~ .. D 
~ - Jf r¡.:: Jt"J. 

/( '::: 1, 2 I ••• .1 "J'1 • 

=o 

no necesariamente necesitan ser derivables de un potencial. 

Por lo tanto, el Problema Inverso permite estudiar las re -

presentaciones Lagrangianas de sistemas con fuerzas Newtonia. 

naa arbitrariao ( generalmente no conservativas peró locales). 

A continuación ae darán loa trabajos do varios au
(41) 

tores tomados de Se.ntilli (1979): 

Las condiciones necesariaB y sufici~ntes para la 

existencia. de una solución L del sistema : 

d CJL éJL _ ?1 ¡;/-L •. ¡ 'J
2Z ·1· ()~ :Jl J(- q+ '/- + (II.3) 

(,íj- ~rl< - u~k - ¡-;-¡ ~i'<"Jj_i . ~I< ;J~i <J~")t- ;)j.X 

=R K ( t, '}, i, i') k = 1' 21 'i31',, . 
fueron por primera vez formuladas por Helmhol~z ~ 1887 ). 

Helmholtz no consider6 una dtipeudencia explícita de las ecua-

ciones de movimiento respecto del tiempo. Subsecuentes estu -

dios indicaron que sus resultados eran insensibles a tal de-

pendencia. En esencia el punto de partida de Helmholtz fué 

(•) 
la propiedad do auto-adjuntcz de las ecuaciones de Lagrange 

6 de Euler-Lagrange ( esto es 1 su. sis tema de formas variaci. o-

nales coincide con al sistema auto-adjunto ). Esta es unn 
(14) 

propiedad estudiada por Jacobi { 1837 ) • Sin dar \mn pruebo. 

(!+l) 
• La dofinici6n de la auto-adjuntez está en Sa.ntilli • 



rigurosa, Holmholtz ind:l.c6 qua le. condíci6n nectt:iaria y sufi

ciente para la existencia de una soluci~n l. del eieterna. 

(II.3)es que Rl<.=O sea auto-adjunto. 

(15) 
Mayar ( 1696 ) intentó la primera prueba. de sufi-

ciencia • (16) (17) (18) 
Hirsch ( 1897 y 1898 ) y Bohem ( 1900 n;r;ia.rente-

mente llevaron a cabo los primero a estudios para ~ > I y 

r>2 . 
El primer relato detallado y exbauat1vo sobre el 

(19) 
problema fu~ dado 

(20) 
Hamel 

por Konisberger ( 1901 ). 
(21) 

1903 ) y Kurshak ( 1906 ) hicieron trunbién 

contri bue ion e e. 
(22) (23) ( 24) 

Davis ( 1928, 1929 y 1931 ) di6 probablemente el 

mejor tratamiento do suficiencia, y uno de los primeros cstu 

dios de las representaciones indirectas, esto es 1 lag repre -

sentaciones de sistemas equivalentes mas bien que de los sis-

temas originales dados. 
(25) 

de Donder ( 1935 ) escribi6 uno de los pocos trata-

dos en el cálculo de variaciones con un tratamiento del Pro -

blema inverso • 
(26) 

Rapoport ( 1938 ) aparentemante por primera vez 

confronta en una manera directa, el problema. de construir un 

Lagrangiano una vez que su existencia es asegurada por las 
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condiciones de auto-adjuntez. 

Todos eatoa estudios po~teriores e Helmholtz pro-

•,reen mayores contribuciones hacia la prueba de que lt:i. éondi-

ción de Helmholtz, o sea., la condición do auto-adjuntea va -

ri.acional pura el sistema RI< :=O 1 era en verdad a la vez 

necesaria y cuficiente no oolo para el caso 117/ y Y"::: 2 

sino taz::ibién parn el. caso general de dimensionalidv,d n.ni ta 

y orden arbitrarios del sistecn. 

Un enfoque algo 

borioso rué subsecuentcmento 
, 

, 
dif erento pero mas bien la -

(27) 
dado por Douglaa ( 1941 ), Es-

to autor mn.s bien que usar las condiciones de nuto-ndjuntez, 

us6 ln teoría de Riquier de lns ecuacioneo diferenciales Pll! 

cinlos para el caso de un sistema con n :: r = Q. , redu 

ciéndol.o a un sistema. completamente integrable. 

Estuclioo más rec:LenteG sobre el Problema Inverso 
(28) (29) 

son los de Dedecker ( 1949 y 1.950 ). Este autor llevó a cabo 

un an~lisis detall.oda del m~todo de prolongación previamente 
(30) 

introducido por Dateman ( 1931 ). 
(1) 

Ha.va.a l 1957 ) realizó un estudio del caso de re -

prosentnciones indirectas considerablemente extenso. Debe 

indlcarfle que este astudio tiene tma significación -Jentral 

desde el punto do vista práctico 1 ya que las ecuaciones de 

movimiento do Newton son generalmente no auto-adjuntas. El. 

problema. de la exlstencia do su reprosentaci6n Lagrangiana 
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ea untonccs reducida al problema de encontrar formas auto -

adjuntas equivalentes. Tambi~n proporciona uno de los muy 

pocos relatos del Problema Inverso en la literatura de la 

.F!sioa. 
(31) 

K1.ein { 1962 ) lleva a cabo aparentenente ol pri 

mer intento exhaustivo a una intez·pretaci6n geom6trir.a de 

las condiciones de intcgrabilidad para la existencia. de un 

Lagranginno, como fueron idcntific::idao por Helmholtz. El con-

texto ea el do la geomotría difcréncial métrica, con referen-

cia particular a ciertas aplicaci.oucs de la teoría genorali -

za.da de variedndes de Finslcr a la :necánica analítica vf.a el 

uso del cfilculo de formas diferencialeo. La significaci6n do 

esta memoria para el Problema Inverso os que reduce las co11 -

dicionos de integrabilidad para la existencia de un Le.gran -

giano a conceptos ge.om6tricos primitivos. 
(32) 

Vainberg ( 1964 ) escribi6 aparentemente el prirrier 

intento operacional de las condiciones de integrabilidad pnra 

la existencia da unn funcional da ncci6n dentro del contexto 

del análisls funcional moderno. La nat:.traleza generalmente 

no lineal do los operadores considerados es tr~tablo 

con la teoría convencional de opcrndoros lineales sobro es 

pacioa de funciones vía el uso de la dcriva3n do Frech6t • 

Una significación do esto trabajo para ol Problema Inverso 

os que proporciona w1u base para el ea tudio de la relación 

9 



entr~ las aproximaciones variacionnl y operacional, a la auto

aájuntez. 

(32) 
El. estudio· de Vainberg sobre iae condiciones 

de integrabilidad del Problema Inverso, iu6 considera -

blemento. abstrac¡;o, al punto de permanecer o bien, 

inaccesible a. la amplia audiencia de matemáticos apli-
(35) 

cados • El m6rito de Tonti (1968), es haber reconocido 

la. significaci6n de los estudios dé Vainberg. desarrollan-

do una reforrnulaci6n de le.· aprox:imaci6n operacional al 

Problem.i Inverso de considerable aplicabilidad prÁ.ctica • 

Una significaci6n de la memoria de este autor, as que 

las condiciones de integrebilidad para la exi~toncia de 

una funcional de accicSn, derivadas dentro del contexto de 

la. a.proximac:l.cSn operacional, coinciden con laa de Helmholtz. 

Esto hace que las dos aproY.imacioneo, sean Gquivalentes. 

{33) 
Edelen ( 1969 ) trabajó en el caso de sistemas con-

tinuos. 
(36) 

Horndeaki ( 1974 ) inici6 el uso en el Problema 

Inverso de la teoría de cohomolog!a y de 1as co-cndenus 

complejas. Un punto que os significativo es que las condi-

cione·s de integrabilidad para la existencia de un Lagrangia-

10 
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no quo ew.ergeu, otra vez coinciden con osan obtenic3.as con 

la aproximación variacionul a. la uutoadjuntei::. Esto indica 

que ~.as mismas condiciones de in tegrabilidad pueden ser ex-

presadaa ~n una variedad de lenguajes matemáticos diferen -

tea pero equivalentes. 

(38) 
Athorton y Homsey ( 1975 ), hicieron sig'nificati-

vas contribuciones en el contexto de la aproximaci6n opera-

cional al Problema Inverso. Tambi6n hicieron un resumen de 

contribuciones previas sobre las mismaa líneas de estudio, 1 

(39) 
Allcock ( 1975 ) consider6 el problema do la exis 

tencia de una funcional de acción dosde un marro goom6tri co 

-algebráico consistente on la reducción de una forma dife -

rencial lineal Pfaffiana sobre una variedad a una. forma 

Hamiltoniana local vía el uso de ciertas propiedades de los 1 
1 

pnr~ntesis de Lagra.nge. Esta aproximaci6n, que es equiva -

lente a la aproximaci6n variacional a la nutoadjuntez para 

campos vectoriales sobre una variedad, es particularmente 

significativa, por ejemplo, pnrn l~ extansi6n del Problc~a 

Inver~o al caso de constricciones subsidiarias no integra-

bles. 
(34) 

Edelen ( 1977 ) da un estudio detallado do siete-

mas no ho1on6micos no conservativos en t~rminoa dal ci:llculo 

do formas diferenciales. 
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(liO) 
Santilli ( 197'( ) cntv.d:\.o el l?rol>lcmn Invors::i en 

1.aB teor:í.us cliioicao ;r r.eJ.ativ-1.ata.D dol compo li inici6 el 

c.atudio do 111 aplicaci6n do soto p1-ublcma a. la too:r!a de -

trnnsfo:rma.cicSn. Sus artículos e ::;tó.n bo.sadoo en una npro:iei -

mación variacioual. a la auto-adjuntez cocple~entada por el 

uao del cfilculo do formaa difercnc:'. aleo en general y el in-

verso del Lema. do I'oinoaré on parti.cu.lar, tomando on cuenta 

la conocida efectividad do estao Últimas herrumientaa mate-

má.tica.a en el eotudio de luo condiciones do integrabilidad. 

Una. vez asegurada la auto-adjunte:<. de le.o ecunciones de movi-

miento, muestra la construcción del I.agrangiano correspon -

diente. 

(44) 
D.G. Currie y E. J8 Saletan ( 1966 ) encuentra La-

grnngianos no equivalentes y Ha::iilioninnos, los cuales dan 

las mismas &rbitaa en el espacio de configuraci6n pero en ge-

neral, distintas 6rbitas en el espacio de fases • 
(45') 

W • Sarlet ( 1976 ) muestra que para. toda invarianoia 

en las ecuacione~ de movimiento, se puede enco.ntrar un La.gran-

giano y una constant~ de movimiento que poseen tambi6n dicha 

inva.ria.ncia. Considera w1a ciase general de transformncionea 

lineales. 



(6) 
Leubner ( 1981 ) dá una exproRi6n integral para 

el. L~giano en t~rminos de doo cona tanteo de moviruj.ento. 

Por &star directamente relacionado con ol presente trabajo, 

ae hará una breve exposición do su desarrollo 1 

.... 
Para l.a ecuaci6n de movimiento rnx =F (x,,x,,t) (II.4) 

es au.~iciente el conocimiento de dos constantes de movimiento 

ind.ependientea pare. construir un conjunto no numero.ble de La-

grangia.nos no equivalentes. 

So tiene la 1dentided de Euler-Lagrange: 

ft Ly_ ::. Lx (II. 5) 

e¡¡ donde L oL L aL J F a . ?t a 
X:: ox p x-=ax y dt = m óx +X '<JX + at: (II. 5a} 

Diferenciando (II.5) con respec:to a X y hnciendo 

7l1= I , se tiene : 

F Lx; ~..,.X L.;x X+ L;tX.:: -Fx Lxx (II. 6) 

donde loe sub!ndicee, como ea usuai, denotan derivadas parcia

l.es. Dof'iniend.o LXX=: A, esta ec:uaci6n (II.6) se escribe 

como: 

_:!_A=-F:A Jt; X (II.7) 

&J. este punto, Leubncr nota qae 1a ecuaci6n (Il.7) 

).Jllede eer integrada ei se conoce una variable dinámica pnrti-

cu.lar E (x,:X,t) del. sistema (II~I¡) qua so.tisfo.co, supo-

niendo que 1T1::1 1 la siguiente relaci6n : 

13 



(II.,8) 

l'or to..nto, aa resuelvo prirearo la ecuf.1.ció.n auxiliar 

(II 0 8) y se observa que existen dos fruniliua do curvas carac-

terístict1a do la ecuación homog6nou asocindn n. (II .8) y nos 

dan, dos conntun.toa de mov-iir1inntc' funcionelmenl;~ i.ndependien-

tes r -;,: f ( ){ I KI t) ' ~ ::; ~ ( X1 X1 
t} f que por def1-

nici6n satisfacen: 

o (II.9a) 

(II.9b) 

Dadas dos do te.lea conatuntea de movimiento ao pue-

de verificar que la solución general do la. ecuacic:Sn (II.8) eatá 

dada por : 

(Ir.10) 

donde f es una función arbitraria. dn sus argumento a § y 

i7 f y <( puedo ser alternativa.iuente representada por: 

r=-;x 
{II.11) 

14 
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ld(f,11)/ 
";J(:X,t) 

denota el ja.cobia:o.o donde 

- ~t "lx y la segunda forma. resulta de la dependen-

cia. lineal de 

qUO surge de las ecuaciones (II.9e,b)• Integrando la. ecua-

ción (II. 7) con ayuda de las ecuaciones (II.8, 9,10 1 11) 

encontramoas 

L.~= P(j,Y/)-f-/d(§,tJ)I (II.12) 
X X X d(x,t) 

donde la constante de intograci6n ae incluyo en ~ • Con 

la. ayuda. do un conve.nienta par do funciones independientes 

o( { S, Y/} 1 (3 ( 3 1 >?) se puede representar P(j ,>¡) 
t..,bUn como un jaco biano, P (§,>/) e::/ ~~ 1,~) 1 • 

Así, CiI .12) ae convierte ens 

L • . =- -Í- (-;;(«,!){ 
XX X 'd(x

1
t) 

(II.13) 

Finalmente, integrando esta ecu.a.ci6n dos veces 
. 

respecto de >< y, sujetando el resultado a la identidad de 

Euler-La.grange (II. 5) se encuentra. despú.t$s de una integrac16n 

por parte y con a~da de la ecunci6n (II.8) 

L ( x, >< -t) = jx x - '1F / "d(«,tJJ/ d f cn.14> 
/ 'V d 1'11'. t) v-x 1'° ,, 

+ JF( - ) I / (}(of,¡?.)I dx d n( ) 
'K ,'llo1i - fl-V f J'-rL -'L )<,'t 

110 '"J('ll,t) - !. 1,. 

~ x=x 



que exccp·to cundraturas, noa da los Lagrangümos explícito a 

cleseadoe, explíc:i tamente en términos de cu.al.esqui era dos -

consta.nteo de movimiento linealmente independientes o{(x,x/i) 

y ¡9(x,x,t) del sistema. 

Como ejemplo, Lcubner tomo. la sigu,ieute ecuac1.6n 

de movimientos 

•• • 
X ::- J- 'óx 

. 
x~o (II .15') 

Integra¡1do (II,15) una vez, obtenemos una primera 

constante de movimiento: 

(II.16) 

Integrando esta ecuaci6n diferencial de primer 

orden y eliminando f con ayuda de (II.16), tenemos unn ea

gunda constante de movimiento funcionalmente independiente: 

(II.17) 

Como una. primera elección, sustituímos rJ.::; f y 

en (II .14) y enoontramo s el Lagrangiano : 

L= exp('ot)(~x 2 -JX) 
To~ando una elocci6n alternativa, ~:: j 

¡S=-1? exp(- )- j/9) en {II.14) se llega nl sieuiente 

Lagrangiano : 

L= (f)'le1<p[-~(X+ox)j,J 
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Jinalmente, sustituyendo en (II.14) la elección o<= J, 
¡d =(f) /y¡ (r? )- ~ so l.lega al La&rangiano r 

l (XI X ' t) = (X .¡. : ) / }1 (X + f )- )'X 

Para que el lector tenga un 11'.arco de comparaci6n 
(12) 

de lo que hizo, Darboux (l.89.l), en una dimensión, respec.:to 

al trabajo que se desarrollará más adelante, so expondrá 

brevemente su trabajo. : 

Ooneid,rese un sistema uni-dimensional general 

caracterizado por la siguiente ecuaci6n de movimiento : 

x == F<t)x
1
x) c11.1a> 

en donde X = d.! . 
Jt 

La ecuacióllJ de Euler-Laarange aetá dad.a por : 

ol d ("L) 
'dX - dt dX -::. O 

d 
"• deearroillando la derivada total clt , 

.. aL • a1. a2 L aL x-+x--+---ax2 ax<1x -axéJt 'Jx 

(II.19) 

se tiene s 

~ o (II.20) 

sustituyendo. (II .. 18) en (II.20) y derivendo el resultado ros-

• 
pellto de la variable X , se tiene : 

F(tx X) aM +X aN+ o/vi + (JFM= o 
'I I dX ch< dt ox a 

en donde se ha definido M como /1 = d f= .. 
ax" 

(II.21) 

(II.22) 

17 



Dado que la aolucicfo de la ecuo.ci6n diferenci.nl. 1 siempre 

existe, entoncee para ol sistema {II.18) aiempre existe su 

Lagrangiano,. La soluci6n do ln. ecuo.ci6n ( II. 21) se obtiene 

integrando el siguiente aiatem.n de ecuaciones dif ertinciales 

ordinarias: 

clt 
I 

dx 
" X 

-d/1 
M aF 
n ~x 

(II.23) 

Si se conoce la aoluci6n de (II.18), podemos 

tener dos primeras integrales del sistema dadas por 

'f 1 ( t:, K I X ) 

aF 
con lo cual se tiene que ---;- es funci6n de 1as dos 

ax 
constantes y del tiempo t i. e. 

(II.24a) 

( II. 24b) 

(II.25) 

de esta manera, del primGr y del Último t~rminoa de (II.23) 1 

se encuentra. M por una cuadra"t\.tra: 

dM M + t? ( T I o<, f3 ) d t ::: o (II.26) 

Una vez obtenida. M , de la relación {II.22) 
• 

haciendo una doble cuadrar..ira respecto de la variable X 

se obtiene el Lagrn.ngiano g'Enera1 dado por 

18 
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L -:.: L () + ) { t, X } X 1- 1-' (-t, X ) (Il.27) 

en donde l 0 = j'Jr J~cr lvf (-t,x,<r) (II.?.8) 

y las funciones A (t,x), ,;'f(X,-f:} son obtenida.e 

sustituyendo ( II. 27) en la ecuaci6n do Eul.cr-Le.grange 

( II. l.9) • 



CAPITULO III 

i'RABAJOS DE KOBUSSEH Y YA?i 
(3) 

Xobusson ( 1979 ) muestra para aiatelllll.s aut6nomos 

con k =/ y ,· = 2 un m6todo alternnt:!.vo da conotrucción 

de Lagrangia.nos. ( Darbou:x llcg6 a la conclusi6n de que gene

ralmente cualquier sistema de la. forma J<-= / y l::::. 2. con 

u.na adecuada elecci.6n del fnctor do integración puede ser 

a::icri to en la forma de unr:i ecuaci6n de Lugrangei Kobussen 

parte de la ecuaci6n : 

{III.l) 

y de s 

~L d 'JL _ ;;)L 'd'2L x· _ ~1- xº:: O 
~-Jt'dx-~-?x~ 'dx2 

(III.2) 

Sustituci6n de (III 0 l) en(Ill,2)da la ccunci6n diferencial 

parcial : 

F (x, x J 
-O (III.3) 

;-n 

Kobusscn toma ccmo "a.nza tz" para (III. 3) & 

L= x Y('J<, x) cru.4> 

.... determina una ecuación para 'd !:: :: G s cn1. 5> 

., dx 

X., G + Frx,xJ G __ '2 a{; º) G cnr.6> 
X m x - x J x,x 

La. ooluci6n de (III,6) es : 

• 8(e) 
G((j, x) == --=-~ (!!1.1> 

X: 
donde B( G) es cualquier funci6n arbitrnria de e y e (X,K) 
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aatioface 1 

d e(x,x) = Ee\; -t x ex -=o dt m *"' 

en otras palabras, e(x,x)os una constante de movimiento 

no explÍci tamente dependiente del 1;iempo. 

entonces, do (III.4,5 1 7) se obtiene i 

" Lr",X J =X [ i2 B( e (x,yJ} dy (nt.9) 

Kobusaen exhibe la existencia de un nÚm<Jro infinito de La-

grangianos no equivalentes. 

('l) 
Yan ( 1981 ) para sistemas aut6nomoa con K= / , 

i ~ ~ considera la ecuación de movimiento 

(III .10) 

y la funci6n /< (X1 V) constante de movimiento explíci tamentc 

independiente del tiempo tul que : 

:f_K_ != ~k + ~=O 
J-é - -m ~ 'V 1J d X 

(III.,ll) 

Supone posteriormente la exiotencia del momento can6nico 

p.:: p {x, V') , relaci6n de la cual supone que se :puede des

pejar la velocidad 1/;:. 'll{X1f). Entonces : 

K(x,v) = K(x, 'lr(X 1 f)) ::=. H(><,p) (III.12) 

donde H (x1p) debo ser el Hamil toniano y escriba las ecua -

cionos de llnmilton en t6nn.'\.noa do /( • 
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.Posteriormente define el momento can6nico ? como a 

. p-jrir -l{'dK(x/y)) ' A(·' - 'Y 'd y lx ay...¡. X/ <m.13) 

donde A (x) ea una funci6n arbitraria de X eiolamente. 

Yan verifica que el roomento(III.13)as! definido satietace 

las ecuaciones de Hamil ton en términos de K • 

De donde Y!lll obtiene una fÓr:nula in·tegral para calcular el 

momento can6nico directrunonte a partir de las ecuaciones 

do movimiento. Despejando la velocidad en t~rminos de f' 
y susti tu,yendo en la primera ln tegral de movimiento J<. , 

obtiene un Hamiltoniano. 

Es importante observar qus Leubner, Darboux 

( CAP. II ), no hacen uso de la auto-adjuntez, así como 

tampoco Kobussen y Yan. Se hac~ 6nfasis en que en el tra

bajo que se desarrollará en el cap!tulo siguiente, ta~po

co se hará uso de la auto-adjuntez, 
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C .A P l 1' U L O I V 

DERIVACIO?l ALTERNATIVA DE LAS FORMULAS DE KOBUSSEN 

Y YAN Y SU EQUIVALENCIA 

l. IntroduociÓkl 

Es conocido que en un sistema conservativo, el 

Ham1lton1ano es una constante de movimiento y representa 

la energía total. 

Para sistemaa d1sipat1vos, la importancia de 

encontrar un Ham1lton1ano y un 1agrangiano reduc11i1os a 

los conservativos usuales cuando el parámetro que cn·Gc

tsriza la fuerza disipntiva tiende a cero, rud mostrada 
(1,2) 

por Havas • También mostT& r¡ue un Lag:i:·angia!lo y un 

Hamiltoniano para estos s1ste:nas 1 no necesariamente de

penden explícitamente del tiempo. 

El concepto de reducib111dad ea el siguiente : 

Para el caso de un sistema d1sipnt1vo en una 

dimensión, caracterizado poi• la ecuación de movimiento 

•• 
X -:: (x,,x,o<.) (IV.l) 

donde o( es el par~metro que caracteriza a la fuerza di

sipat1ve F(x,x, o<). Si la func16n F (x,x,.f) set1sf'aoe 131 

siguiente límite: 

(IV.2) 

siendo ¡:: cierta funcién que sólo depende de la pos1ci6n 

entonces se dirl que el sistema d1sipat1vo (IV.l) es re -

ducible al conservativo caracterizado por la eouaci&n dé 
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movimiento 

x = r(x) (IY.3) 

S1 se encuentra una Constante de Movimiento k (>e.,~otJ, un 

Lagrangiano l (K.,'X/1'), un Homento Generalizado pf'J<;1 ~«} 
Y un Hamiltoniano f/ (X/K1 J) pa::-a el sistema disipativo 

(IV .1), se dirá que éstol:I son reducibles a loo conservati

vos si sa Gatisfacen los siguientes límites : 

K (x, -l:,ot) -:-~º~ E (x, x) (IV.1+a) 

L (x,x,d.) 7 L (x, x) 
.(.-)¡o 

(IV.4b) 

p(x, x, o1.) ~ p<x, x) ol.-> () (IV,l.ic) 

f/ (X,x,íX) ,. H {><,x) 
o(-"'º 

(IV.4d) 

en donde las funciones E(x,x) , l(x,x) , f(x,i<) 
1 H (x, X) representan la Energía Total, el Lagrangia

no, el Momento Generalizado y el Hamiltoniano respectiva

mente dal sistema conservativo(IV,3). 

El problema de encontrar un Hamiltoniano que 

sea constante de movimiento y un Lagrangiano, reducibles 

a los conservativos para el sistema de una partícula con 

tuerza de fricción cuadrática en la velocidad 

x + o x 2 
..... f (x> == o 

(1) 
tué resuelto completamente por Havos • 
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Para sistemas eut6nomos en una dimens16n, Kobu-
(3) 

ssen encontr6 una expresión integral para calcular el 

Lagrangiano expl!citamente inaependienta del tiempo, a 

partir de una constante de movimiento. Esta expresi6n in-
(4, $) . 

tegral rué también usada por Okubo y reencontrada por 
(6) 

Leubner 
(7) 

Posteriormente, Yan diÓ una expresiÓn·inte -

gral para calcular el Momento Generalizado {:J a partir 

de una constante de movimiento. Encontró para el caso : 

un Hamiltoniano que no es reducible al conservativo usual. 

Aqu! se dará una derivación alternativa de las 

formulaciones de Kobussen y de Yan y se mostrará su equi

valencia. Se darán también algunos ejemplos. 

2. La Constante de Movimiento 

Consi~érese un sistema autónomo general en una 

dimensión y sea ¡::(K,x) la fuerza que actúa sobre el sis 

tema. La ecuación de movimiento está dada pora 

.. F .) 
~X= (~X (IV,5) 

• 
So definirl V:X de aquí en adelante. La constante do 

movimiento del sistema (IV.,) es une función que satisfa-

ce: 

d 
~K o (IV.6) 

25 



entonces (IV.6)se expresa como la siguiente eouncic:Sn di· 

terenn1el parcial homog&nea1 

F(xl'"J ~ + 11 ~ :: o 
"n1 ~ 11 '>< (IV.?) 

Las supertic1os integrales !< de le ecuación 

(IV.7)se deducen de las ecuaciones para las curvas c~rac 
(8,9) 

ter!sticas dadas por 

J<ff -F!m 
clx 
1) 

dk 
o (IV.8) 

De los dos primeros términos se encuentra la 

curva caracter:!stica e (x IV) • De tal wanora' la solu -

ción general de CIV.7) está dada por: 

K(x, v)::: !<(e(><, vl) (IV, 9) 

donde k es OWllquier fru1cion.alidad de C. • 
Para sistemas dislpativos esta funcionalidad 

puede ser escogida de tal manera que la constante de mo

vimiento se reduzca a la Energía del sistema conservati

vo correspondiente, Esta conatante de movimiento será 

fUndamental en el desarrollo subsiguiente, 

3, Soluc16n de la Ecuación para el L&grangiano, dada la 

constante de Movimiento, B trav'a de la Transformación 

de Legendra. 

Doda la constante de movimiento /<. por (IV.9) 
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se deduce ( por def1n1c16n ), la .tuno16n Lagrang1ana 

como las superficies integrales de la eouac16n diteren -

cial parcial no homog&nea dada por g 

.f1) ?.!:: - L = k(X¡'U} 
()11 

(IV.10) 

La ecuaci6n para les curvas características es-

tá dada en este caso por i 

dx 
o 

dv 
'11 

dl 
L+K 

(IV.11) 

Debido el primer término en(IV,ll)p X= e ie. 
para este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas 

y se pueda tratar a la variable X como un parámetro 

en lB integración, 

La ecuación a resolver es i 

dl L+I< 
dv 

(IV,12) 

Esta ecuación es lineal de coe1'1c1entes varia -

bles del tipo i 

~ + r/;(x) y = tfrxJ 
La solución general de esta clase de ecuaciones 

Viena dada en la referencia (10), po~ lo que la solución 

para (IV,12) es i 

f K(x v1
) 1 A L (x¡v) = v 111~ Jv + (x) 11 (IV.13) 

en donde A (x) es la constante que resulta de la integra

ción, 

Ya que l<(x,v) no depende explícitamente del 
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tiempo, tampoco L (X., 1J) va a depender e.xpl!ci tamente del 

tie.lllpo. 

Be puede ellm1nar el t&rlll1no r1(X}1J de aho -

ra en adelante ya que por representar la norma en las 

eoWlciones de Euler·- Lagrange 1 genera Lagreng!Elnos equi -

valentes. 

La fórmula (IV.13) es justamente la fórmula en -
(3) (7) 

centrada por Kobussen y Leubner (fórmula (III.9) Cap. 

III). El método para derivar la fórmula (IV .13) aquí p:re -

sentado es más simple que el de Kobussen • 

Se puede demostl'ar~ con ayuda de (IV.5), (II.5"a) y 

{IV.?) que L (X, v), dado por (IV.13), es realmente un La

grangianoa 

o' 'd l ? L _ I (F 'dK 'dk')- 1 dK 
dt ~11 - ~ - :v- ~ d11 +11 ~ -;:; n= 0 

para 11#0. 
Ln función Momento Generalizado: 

f = p(x,v) 

es obtenida de la conocida ~elación: 

7JL 
p=~ 

(IV.14) 

y el Hamiltoniano H(x1p) e 
* teMr de (IV,lli·), V= ?l(x,p)> 

siempre que se~ posible ob

est~ dado por: 

(IV.16) 

* Esto es posible siempre que se satisfaga el Teorema de 

la función implícita. 
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lt. Rcduci bilidad del La grangiano 

De (IV .13) se ¡mede ver que si z 

K (X/ZJ1 «) ----7 T+ V 
o(-';> o 

siendo T la Energía Cinética y V la Energ!a Poten -

c1al, entonces para el Lagrang1ano se tiene i 

L o(.~o) T-V 

y por lo tanto, la· condición para que L_ sea reducible 

al conservativo usual as que la Constante de Movimiento 

K(K1 V 1 o(.) sea reducible a la En~rg!a usual cuando el pa

rámetro o< tiende a cero. 

De (IVQ9 y 13) se observa también que exis-

to un con,)tmto jnf1n1 to de Lagrangianos expl!ci tamente 

independientes del tiempo no equivalentes, para la ecua -

ci&n (IV. 5'), dal cual se puede extraer al menos uno que 

sea reducible al Lagrangiano conservativo usual L:: T-V, 
como hace ver Kobussen. 

;. La Relación entre la Constante de Movimiento /((x1 1J) y 

el }!omento Generalizado p(X1 V} • 

De las ecuaciones de Hamilton : 

(IV.lí'e) 

(IV.17b) 

y de las .relaciones (IV.5,16) y (II.5a) , se obtiene pa

ra las ecuaciones (IV.17a, b) las siguientes expresiones& 



K11 (~),0 fKv:: - [F· {;JpJ ·l·v(!e\] (IV.18a) 
uX ,~ 1

• /Jn ~11 y. "Jidv 

donde 

k1,1 (~~)X ~.:. 1F (IV.18b) 

. (1k 'dK 
se ha definido kx= i}Jl , /('11 = ~ y el subíndi-

ce de las derivadas parciales explícitas entre paréntesis 

s1gn1rioa que esta variable es tomada como constante. 

sustituyendo k 11 de (IV.l8b) 1 F de (IV.7) 
m 

en (Ii.l8o), se obtiene 

"1/(!e\ {~) +Kx={-v 15!- (?e) +111!!!.) 7c1v.19) 
tJ'V lx "'x 'f k. 11 'd'il X ( ;ix vl 

Ahora, haciendo uso en (IV.19) de la conocida re 

laci&n ~ara la derivación de la función implícita: 

(~) = - (~)11 . 
7X f' (~) 

"a1' X 
T cancelando términos iguoles de la igualdad resultante, 

se obtiene i 

- 'V (U) I - K-v ?'il X (IV.20) 

la ouel se puede integrar para ¡> dando 1 

f::: f ~11 J11 + A (x) ov.21) 

(?) 
que es la relaoicSn postulada por Yan ( fórmula (III.13) 

cap. Ill ). 
Este misma expresión {IV.21), puede ser obtenida 

de (IV.13 y 15') integrando po¡• partes, por lo que la 

rormulaci&n dada por Yen es consecuencia de la de Kobu -

asen. Reol1z.sndo el proceso inverso, de la relaci6n(IV.21) 
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se llega a la{IV.13), por lo qua la formulación dada por 

K.obussen es eonseeuenoia de la de Yen. Por lo que ambas 

formulaciones son equivalentes. 

5. Reducibilidad para el Memento Generalizado 

Se puede ver que la condición de reduc1b1lidad 

para el Momento Generalizado ¡:;; dada n través de 

(IV.21) es la misma condición para la reducibilidad del 

Lagrangiano dado por (IV.13), es decir, s1 Kfx/V,of)se redu

ce a la Energía T +V , entonces Kv ,1...,J >ntl y por lo 

tanto p 
f : f?7 '11 

tiende al Momento Generalizado conocido 

• 
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C A P I T U L O V 

A. Consideremos el sistelllS de una part!cula de ma

sa m sometida a lli acción de una fuer.za constante - (!> 
y fuerza de friao1Ón linaal - ~ '1J : 

.. 
...-YY1 X -::.. -- /5 - o( '11 (V.l) 

(IV.8) 9 se tiene ' 

-'l'YJdV Jx 
(J + otv '11 

Integrando esta ecuación, se obtiene la siguien 

te curva caracter!stica: 
'2 

[(x1v)= -rn(.g..) /VJ (1-r fv)+f -,.,v+jJX cv.2) 

Haciendo el desarrollo en series de Taylor de 

el logaritmo y tomando el límite cuando el parámetro 

tiende a cero, se obtiene la Energ!a del caso conservati

vo asooiado a (V.l). Con esta constante de movimiento, 

sustituyendo en (IV.13, 15' y 16) , se obtiene s 

L(x,v) ::: 'i'r1{!}-Jff v+?) /n ( ¡+ ~J-v}-px cv.3a> 

f = 'Yrl(f) /n (1-1- ~ '11) (V.3b) 

H(x,f )= -f f-1-'m /~Jte><f rtpr )-jj+fX {V. 3c) 

Todas estas funciones se reducen a las conserva 

t1vas cuando o( tiende a cero • 
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,. 

(7) (6) 
Para esto m:l.smo ejemplo, Yan y LoubrH:.r 

dan una Constante de Movimiento que no se reduce a la 

Energía. El primero obtiene un Momento y un Ham1lton1ano 

que no se reducen a los usuales. El segundo obtiene un La 

grangiano que no se reduce sl usual. Las expresiones que 

ellos dan son las siguientes a 

(V.41) 

(V.4b) 

(V.4c) 

l = (v +f )In (vf-f}-""X (V.4d) 

B. Consideremos el caso relativista de fuerza cons 

tanta ~ y tuerza de fricción arbitraria dependiente 

de la velocidad ' ( "11) • 
La ecunc16n de movimiento es 1 

'WJ..!Í... 1/ ) 
Jt 11-1!5' = ¡J - o( J(1) 

c:-Z... 

(V.!i) 

donde ol y (3 son constantes. 

La ecuación para las curvas características 

(IV .6) Cap. IV es : 

Jv d')( -
_ 'i. '<11!] (1-iJ'1/a. tV 

">'VI ,., c'l. 

y la curva característica es : 
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Y la curva caracteriatica es & 

e -.. ..., ( "'/l[, ~ - is )1 
) {1-~) t. 1-~Jfv) 

(V.6) 

que es la 

Una super.ticie integral está dada por K= e • 
Se puede ver que: 

'2. 

K ~ 'l'>?C 

o<.-!;Jo i_r¡_y:' 
1 I c'Z. 

Energ!a Relativista usual. 

(V .. 7) 

Sustituyendo (IV.6) en (IV.13) se tiene : 

L=>wll(clv{( 'll'Jv' -px} cv 8) 

J~2LJ <1-~~"y1-¿v-~-9c11•ll . 
El Lagrangiano ·(V .8) se i·educe, cuando c/..-")'O a 

L a<~l ,,,.~ f t¡.fj t'íi)%. -¡3>< 1 (V.
9

) 
c2 

Integrando (V.9} se obtiene : 

'7..' '1J . 

~ 

que es el Lagrangiano Relativista usual. 

(V,10) 

c. Consideremos ahora una partícula de masa )'11 ba 

jo la acción de une fuerza arbitTnr1a de la pos1c16n y 

fuerza de fricci&n cuadrática en l~ velocidad. 

La ecuacion de movimiento viene dada por : 

• • '2.. 
'1N1 X : f (x) - t>! 1J (V.11) 

De la ecuación (IV.8) para las curvas ca 

racter!sticas y de la relación (V.ll) tenemos : 
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dv d>< 
f ( )< ) - ~ ./?. t1/ 
~ 1+'l 

La 1ntegraci6n de ésta ecuación nos d4 la si -

gu1ente curva característica: 
2..:y. 2o<x 

C = 1'
2 e-;;¡_ !.f flx>e -:;;:, J X (V,12) 

Claramente, la Constante de Movimiento reduclble 

a la Energía usual es I<:: :;: e ' os decir: 
2~~ 2~x 

k =-4:-"t'111'2.e ~ - ff(x) e~ cÍX (V,13) 

• 
De (IV.13) y de (V.13) se obtiene : 

I 'l ~ ( ~ L ; '2. '}Yl V e .,.,, ..¡.. J f<x) e ,,., Jx {V.llt) 

Ahora, de (V.14) y utilizando (!V.15) y (IV.21) 

se tiene la expresl6n para el Momento Generalizado dada -

por : 

(V.15) 

De las relnciones (V.13) y (V.15) obtenemos el 

siguiente Hamiltoniano : 

'2. - '2..(X ( ~ 
H("t,f):::: ~e í);i"" - ) .f<"' e ~ Jx (V.16) 

Ls Constante de Movimiento (V.13), el Lagrangia 

no (V.14), el Momento Generalizado (V.15) y el Hamiltonia 
(1) -

no (V.16), coinciden con los dados por Havas • 
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D. En este ejemplo se estudia el oscilador armóni-

co con tuerza de frioc16n lineal : 

(V .l'i) 

De (IV.8) , se obtiene la ecuac1Ónr 

Jv d)C 
':: -

W "t)( f ::; V 'V 
,,.: 

Definiendo W0 como W0 = i»J e integrando esta 

ecnac1cSn ( ver referencia (11) ) se obtienen l.as siguien

tes curvas características: 
2 'Z. 

Para '4J ~(.({, r 

tu,,+ ¡_ Tw'l. • (V.18) 
w -w.'-D 

(V.19) 

(V.18), (V.19) y (V.20), se puede ver que una Constante 

de Movimiento reducible a la Energía para los tres casos 

anteriores es 1 

}
V - l')fn 2C ,_-e 

'2. 
(V.21) 

Escribiendo explícitamente las Constantes de 

Movimiento (V.21) se tiene : 
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Utilizando crv.21, 22, 23 y 13) 

se obtienen respectivamente los siguientes Lagrangis -

nos : 



CONCLUSIONBS 

Se ha visto que las formulaciones de Yan y Ko 

buesen son equival.entee. As!, de la t'órmulaci6n de Yan po

demos sacar las misma.e conclusiones que 1as de Kobussen, 

es deciri ExietE:o un ::onjunto infinito no IJ.umerabl.e de Mo

mento a Gene:t"a.lizadt>s no equivalentes que son explícitamen

te independientes del tiempo. 

Adero,s, se ha mostrado que para una dimensi&n , 

existe al menos una Constante de Movimiento K , un La

grcmgiano l y un lilome11to f reducibles a los conoci

dos cuando el. paráui9tro de friccicfo tiende a. cero. 

Se ha sefiaJ.ndo también q11e en sistemas a.ut&nomos 

unidimenaionales, es siempre posible seguir cualqllier di -

reccicSn da las noche.e del aiguien·te diagrama : 

E.M. 

/~ 
I< ~ ) l 

donde ·E. M.aignifica: Ecuación de Movimiento • 

So debe sefial.ar que el proceso usual en loa cur -

sos da. Mecánica consiste en que, dada.a las Ecuaciones de 

Movimiento para sistemas consBrvativoa autónomos, se cona -

tr~ye el Lagrangiano 1 con esto, la Constante de Movimiento 

( Energía ), el Hamiltoniano y el Momento Generalizado, son 

de inmediato obtenibloe. Para sistemas autónomos en general, 

este proceso no eo trivial realizarl.o • 
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n camino que siguen Xobussen 7 Yan. 1 que 

se sigu.icS aquí para sistemao a.utdnomos uni-dimensionales 

en general es el siguiente : De las Ecuaciones de Movi -

1111.ento, se encuan tra 11.na. Cona tan te de Movimiento, con ás

ta se construye el Ll'l.gre.ngiano, ol cual. so puede esoe> -

gsr de un conjunto infinito de Lagrangianos para sistemas 

autónomos en. une. dimensión • 
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