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l. INTRODUCCION .

El propdsito de este trabajo consiste en resolver una e~-
cuacidn del tipo Monge-Ampere para el caso eliptico, como un -
problema de valores a la frontera.

Esta ecuacidn es conocida en meteorologfa como ecuacién -
de balance, v es deducida de la ecuacién de la divergencia al-
omitir el cambio local de la divergencia con reapecto al tiem

po en dicha ecuacidn

La ecuacidn de balance se ha utilizado para inicializar -
modelos de ecuaciones primitivas, La inicializacidn consiste -
en poner en balance el campo de masa (geopotencial), con el --
campo de movimiento, ya que dado el campo de masa a través de-
la ecuacidén de balance, se puede encontrar la funcidn corrien-

te.

por lo gemneral, en las condiciones iniciales existen imba
lances entxe el campo de masa y el de viento, debido a errores

tanto en las observaciones como en el andlisis.

Esto repercute en un modelo de ecuaciones primitivas en -
una redistribucidn del campo de masa y de viento a través de -
la dispersidn vy disipacidn de ondas de gravedad-inerciales, ge

neradas por dichos imbalances.

La solucidn conserva la parte rotacional del viento, la cual ~
e3s de un orden de magnitud mayor que la parte divergente.



2. LA ECUACION DE BALANCE,

La ecuacidn de la divergencia es una forma diferenciada -
de la ecuacidn de momento horizontal (ver G. J. Haltiner,1980)

y se representa de la siguiente manera

BP0+ 5 D-20(00)-L (o) (Fle

donde:)=W.y/ es la divergencia horizontal, \H(‘J,‘v‘"j el Jaco-
biano, f el pardmetro de Coriolis, u y v las velocidades zonal
y meridional respectivamente, (b el geopotencial: x , y las ~
variables independientes, la primera en la direccidn zonal y -
la segunda en la direccidn meridional. 3i en la ecuacidn (2.1)
se omiten los té&rminos gque contengan a la divergencia, se ob--
tiene la ecuacidn de balance. @sto, f{sicamente significa que-
son eliminadas las ondas répidas o de gravedad, pues el cambio
en el tiempo de la divergencia es esencial para la propagacidn
de estas ondas. La atmdsfera se aproxima a este comportamiento
en un nivel de 500mb., para latitudes medias y para latitudes-
bajas en un nivel de 700mb. La ecuacidn asf{ considerada fué ~--

propuesta por Charney (1955) y Bolin (1955}, tiene la forma

O SF)R (v e

donde

—H(U'v)“ax 29 2y 2X



Por lo tanto, se cuenta con un campo de velocidades en --
dos dimensiones y no-divergente, el cudl puede ser expresado -
en términos de una funcién corriente ‘y , definida por

V=%kx¥VY (2.3)

siendo k un vector unitario en la direccién perpendicular al -
plano x , y. Tambien se puede expresar en componentes cartesia
nas como

z - EZﬂf - ilﬁi (2.4)

Py V=3

siendo facilmente verificable que W-\/ =0

Sustituyendo (2.4) en (2.2), se obtiene la ecuacidén de ba

WG4 - 22 (FE) =V an

La ecuacién (2.5), es una ecuacidn diferencial parcial no
lineal del tipo Monge-Ampére, que representa una relacién de -
diagndstico entre el geopotencial y el campo de vientos balan-
ceado definido por la funcién corriente ﬂ?.

‘ Si no son impuestas restricciones sobre el campo de geopg
tencial (i)). la ecuacidén (2.5) puede ser elfptica, parabdlica
o hiperbdlica (ver por ejemplo, Arnason,l1957).



Para los casos parabdlico e hiperbdlico la ecuacidén (2.5)
no es analizada aquf, sino unicamente para el caso elfptico. -
La razdn resulta del hecho de que generalmente la regidn de es
tudio es elfptica; esto es, como se vera mas adelante, la ecua
cidén mencionada en su forma de diferencias finitas sobre una -
regidn discretizada, cumple en casi todos los puntos con la =-
condicidn de elipticidad, excepto en penuefias regiones de hi--
perbolicidad como pueden ser el frente de un huracén, las fron
teras del Jet-Stream u otros fendmenos que provocan esta situa
cidn, por lo cual es necesario hacer una modificacidn al pa---
trén de geopotencial, cuestidn que sera tratada en la solucién

practica del problema (ver seccién 5).

La ecuacidn (2.5) puede ser escrita en una forma general-

como

A¥ex + 2B ¥yt C ¥yt BBy - Wy =F (2.6)
donde

A=C = T/5 , B=0
E= (V™) +2yf-y¥) /A

(2.7)

as?, se esta en condiciones de plantear la solucién de la
ecuacidén-problema (2.6), para ello, se recurre al teorema de -
Rellich sobre la ecuacidn diferencial de ronge-impere (ver Cou
rant and Hilbert, 1962). Allf existen al menos dos soluciones-
de (2.6) como un problema de valores a la frontera, si A, B, C

y i son funciones continuas de x , y en un dominic cerrado y -



se satisface la desigualdad
AC -B+E >0 (2.8)
Si se elimina E de (2.8) usando (2.6), se obtiene

(W + OBy + A) = (Yy-B)* >0

y en términos de las definiciones (2.7), queda en la forma

(F/er %xj(ﬁ/ft \Pyy) —q):; >0 (2.10)

Esto implica que &&4—“&, ¥ F%(+(LLY son siempre ambos ma-
yores o menores que cero en el dominio de interes. Esto nos di
ce que hay dos tipos de solucidn de (2.2), una cuando la vortj
cidad absoluta es negativa en todas partes (;+V1‘P<O) y la otra
cuando la vorticidad absoluta es positiva en todas partes
+\71(P>O } en el dominio. Para movimientos a escala sindptica -

es apropiado tener en el Hemisferio Norte la condicidn
F+2%, >0 F+2¥y >0 an
y en el Hemisferio Sur

f+2 % <O Y ¥+2“PW(Q (2.12)

3i sabemos que f=0 en el ecuador, se debe esperar que q&y

Yy 437 se anulen también.



Se va ahora a expresar la desigualdad (2.10) de tal forma
que aparezca explfcitamente el geopotencial (Q )¢ pues és a ~--
través de &1 que se analiza el criterio de elipticidad. Suman-

do (2.5) a (2.10), &sta queda expresada como

Vzé*':/zﬁl -2V EwY >0 (2.13)

Considerando que 27 -‘V'\{) es una cantidad pegueila compa-
rada con el valor &ai?@?. por andlisis de escala, la desigual
dad (2.13) puede ser simplificada sin afectar su funcidn de --
condicidn matemdtica gque debe ser cumplida en la solucidén de -

(2.6) y es por ello que puede ser reducida a

Vld) + l/1 Fl >0 (2.14)

que es como se conoce la condicidn de elipticidad.

Siquiendose el ané&lisis es practico reescribir la ecua---
cidn (2.5) en la forma dada por Petterssen (1953).

(\VN“rF)l: ZV?‘C& +¥1+M1+N2—&‘{,{-Fy‘!’y (2.15)

donde

M = "Z\Hcy
N = Yo~ Yy



siendo M y N los términos de deformacidédn. shora, si se toma la

rafz cuadrada de (2.15), se obtiene

Wi ==t ic(2,\‘72<f>+¥21LM“rr\ﬂ§3x‘l¢—§y"’y)i/:l (216

“n donde como ya se seilald, el signo positivo (+) corres-
nonde al Hemisferio Norte y el signo negativo (=) al Hemisfe--

rio sur.

La transformacidn de la ecuacidn (2.16) sobre una proyec-
cidn cédnica de lambert tangente a 30° , queda de la siguiente -

manera

A =P H 2V + et (MU ) - m 2y f 'W\P)‘/l_n__ (2.17)
m

siendo m({ ) el factor de mapa dado por
. son 3¢
vn(?):-g£££; am(45=p)
03P | cos(45 - ¥/2) /Jrc,,,g)(f

(2.18)

donde q) es la latitud.

La condicidn de elipticidad (2.14) asegura que el radical
de (2.17) sea real y, asf, que una solucidn fisicamente dtil -
exista, Por lo tanto, la ecuacidn (2.17) puede ser usada para-
calcular \P dado un geopotencial (b ., como tambien calcular -

dada una funcidn corriente q} comc un problema de valores-
a la frontera. La solucidn numérica de la ecuacién de honge---
Ampére (2.5) fue obtenida por ... i-iyakoda (1956), basado en la-
forma (2.17).



3. DISCRETIZACION D& LA ECUACION L BALANCE.

La solucidn numérica de la ecuacién de balance por el me-
todo de diferencias finitas requiere de dos condiciones: que -
la ecuacidn sea consistente matemiticamente cufndo se reempla~-
ce por su forma en diferencias, que el error de truncacién de-~
cualquier término tenga el mismo orden de magnitud culdndo se -

reemplace igualmente por su forma en diferencias.

il esquema adoptado en el presente trabajo tiene como ca-
racterfstica y ventaja sobre otros, que satisface la condicién
siguiente: si las cantidades originales tienen la propiedad de
que su integral de superficie se convierta en la integral de -
contorno, entonces se debe exigir que las cantidades aproxima-
das por diferencias finitas cumplan con relaciones similares;=-
esto es, que el 4rea de suma pueda ser reducida a la suma peri

férica del dominio en cuestién.

Supongase que el espacio x , y horizontal, que comprende-
la regidn de estudio, que para el presente caso es la regidén -
IV (ver figura 3), esta dividido en una malla de p x g puntos-
separados por una distancia d, que es del orden de 219,550 mts.
“ntonces, se pueden escribir las coordenadas como sigue: X=ixd
Y=9xd, donde i=1,2,¢..,P : 351,2,4..,9 ;: los valores de p y g~
son 27 y 35 respectivamente, Asf, cualguier punto de la malla-
es identificado de manera ¥nica por los Indices (i,j). La figu
ra 1, muestra una parte representativa del espacio discreto de
que se trata. zn la misma figura las 1lfneas punteadas indican-
la periferia de un domfnioc unitario de integracidn, que ser§ -
mas adelante la base en la construccién del esquema en diferen
cias, que transforma a la ecuacidén (2.17), en un sistema de --

ecuaciones algebraicas.
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Figura l. Ildentificacidn de los puntos
de la malla por los indices~
i,j sobre una rejilla de di-
ferencia finita de p x q pun

tos,

2n la construccién del escuema en diferencias finitas el-

método adoptado considera un sisteina de 9 puntos (figura 1).

. ‘\ 3 . - .
Kl Jacobiano jhdﬁ') como cantidad original, tiene la pro
piedad de que su integral de superficie se convierte en la in-

tegral de contorno; esto es

ZS(J(M/LFJCJX(.iY :J (u% - g—g)d“

- (Qi) Y oY L)“y)JL (3.1)

ac gcom ot o€



donde ¢ es la coordenada a lo largo de la frontera y n la coor

denada sobre el plano normal a ésta.

Si ahora, las cantidades a la derecha de (3.1),

las deg--

componemos en diferencias a lo largo de la periferia del domi-

nio unitario(ver figura 1), y se continua el andlisis a todos~

los dominios unitarios restantes de la regidn, se ve que ge -~

cumple la condicidén impuesta al esqguema; esto es, el 4rea de
suma de la regidn puede ser reducida a la suma periferica del
dominio de ésta. La figura 2, muestra gridficamente gque si la
condicién se satisface en los dominios unitarios, también‘es

vilida para el dominioc entero.

l
s

(

Figura 2. representa gra&ficamente que la suma
de los dominios unitarios se reduce
a la suma periferica de la regidn.

t
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Por lo tanto, con el objeto de establecer el esquema en -
diferencias para .B(Uy;), es necesario recurrir a la expresidn
diferencial a la derecha de (3.1), respecto al dominio unita--
rio(figura 1).

oy S
DC VeI

2¢O i 0 |
5 «az:an)w R (-t )

as{ para a lo largo de AD,

)

= a8 - (% - % (2.2

donde el subindice de &P denota el valor de la funcidn corrien
te en los puntos sefialados numéricamente en la figura l. Y pa-
J
ra fﬂV ) & a lo largo de AD, se tiene
N /l -

(& 5] - et ] e

En las expresiones anteriores como en las subsiguientes -
donde aparezca la flecha se indica elreemplazo que se hace en-
diferencias finitas. Tambien, se puede observar que para calcu
lar las diferencias finitas a lo largo de la frontera del domi
nio unitario, es necesario hacer un promedio entre las diferen
cias finitas calculadas de antemano a la derecha e izquierda =~
de dicha lfnea, esto para la linea AD es dado por



Totalizando las cantidades anteriores a toda la frontera-
del dominio unitario y notando que el sentido en que se tome -

2B ur) — o 24 ) 2(%;-{%)"*(%"41)‘
(-0 (- (%) ]
(K- (Y %)(w—z%)
-0 -20)+ (L- )% 1 -2y

P2(Ye -0 (e 1 - 29

En la expresidn anterior se ha hecho la siguiente simpli-

ficacidn
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(W-%) P R-2%) s By - 2
r(B-0) (B8 25+ () (W -2w)

(Y+@-20) (B h-2w)

A continuacidn se construye en forma de diferencias fini-
tas la totalidad de la ecuacidn de balance, para lo cual se in

tegra la ecuacidn diferencial (2.5), obteniéndose la relacidn-

siguiente
Qv Y o oY F oV @—i)dt - (3.5)
( Pl OCZBYI on f)fl Al é)n -

Por lo tanto, el término(ﬁkgx'*(§Q¢%,se convierte a

(1) S (F8) = (R o F)(0-%) (6 )(4-¥)
(B E)(0-0) - (R b )(%-%)

:jzﬁv ‘-fJ+-L (3.6)
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donde

e A R A I

C (?«‘Fo)('\"’f“WJ‘*(E‘&)(%*%)*”3"&)(%"%)

H

+ (fq“f‘c)((f’qw(ﬂ) (3.6b)

para los subindices de f se utiliza la misma convencidn que pa
ra los de W.

Se observa en el desarrollo anterior, que el parédmetro de
Coriolis f para las fronteras del dominio unitario, es el pro-
medio de los valores de f, y f, correspondientes a los meridia
nos o paralelos que se encuentran a la derecha e izquierda de-

la misma: esto es, para £ a lo largo de la frontera AD,

F=z(k+h)

repitiéndose lo mismo en las fronteras restantes,

para la transformacidén de! Laplaciano de ¢ a su forma en
diferencias, de acuerdo al esgquema adoptado, se siguen los mis-
mos pasns que en los casos anteriores; es por ello que se hace
necesario recurrir al término correspondiente de la expresidn-
(3.5) y calcular para cada una de las fronteras del dominio -~
unitario. Obteniéndose la expresidn siguiente
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qu) =‘j'2(4)1+¢1+¢5+¢4’4<bo) (3.7)

donde de la figura 1
2 0053 bt 28 (ri)3 b, = D505 B2 b i)

Finalmente, en la ecuacidn (2.17), cueda por expresar el-

. z o ) L
término b4 *‘PJZ , para ello se utiliza la relacidn siquiente

2R, ] = A[(VIYM-N] e

1la expresién a la izauierda de la igualdad en la relacidn
anterior, corresponde al Jacobiano gue ya fue expresado en su-
forma de diferencias finitas{ver 3.4), el Laplaciano de ‘P a

la derecha tiene similar expresidn gue en {(3.6a). Por lo tanto

despejando h41‘+ N2 de (3.8) se obtiene
MY N = (Y20 )0 (B Y-2¢ )
= (4-%)(%s Y- 29) ~ (R8s -2

“ (BBt - 28)- (-8 ) (W Yo -24)
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AR (- e (B ]
B AL

Ahora, se esta ya en condiciones de escribir la ecuacidn-
(2.17), en su forma de diferencias finitas, para ello se utilj

za una notacidn que las exprese

WZLV :-‘:i (ZW’ZWZ& Hm® (MU IN Y-mC )VZ (3.10)
rnl

Esta es una ecuacidn algebraica a la que se dara solucién

numérica por un método iterativo en la seccidn 5,
4, CONDICIONES DE FRONTERA.

Los valores de la funcidn en la frontera se fijan hciendo
coincidir el flujo con el viento geostrdéfico en esos puntos, -
esto gqueda expresado de la siguiente manera:

i

0¢ _ 2%
o ~ oc

"hll...

(b/f? - \{) (4.1)
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donde f es un promedio del pardmetro de Coriolis en la regidén-
que se esta trabajando.

5. MBTODO D SOLUCION D= LA ECUACION EN DIFERENCIAS.

Bl procedimiento seguido para darle solucidn numérica a -
la ecuacién en diferencias; es como sigue (ver K. riiyakoda, --
1960); baséndose en la ecuacidn (2.17)

\W“{J:O" (5.1)

G =-F Qe+ P (M N2 (02

(7" es calculada usando q)vJ, donde %)V’ es el V/-esimo—
valor iterado y entonces por un método de relajacién (ver apen
dice A) la ecuacidn tipo roisson (5.1} es resuelta. La so0lu~=-
¢ién corresponde a q)?+' . zntonces W)V*‘ es insertada en (5.2)
sste procedimiento es repetido hasta que q)VfL *}V tenga un va-
lor dentro de un pequefio rango +E, -£ . shuman (1957), llamé-
al proceso iterativo con respecto a v' un ciclo y al proceso-
de relajacidn para resolver la ecuvacién de P¥isson un barrido-
de la malla, esto significa que el anterior método puede ser -

llamado barrido en ciclos ("cycle-scan"),
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En este proceso se considero lo siguliente:

~-En los puntos de la malla donde el geopctencial no cum—-
ple con la condicién de elipticidad impuesta (2.13), di-

cho geopotencial es modificado: de manera gue
2 e
Vg = 2VF-VY - 4f

ver por ejemplo,S. J. Bijlsma,l983,

-Como adivinanza inicial de (y ., Se tomo 4;/? , donde -~
@ es el geopotencial y f es el pardmetro de Coriolis a
una latitud media de 3P N.

-£1 valor de £ se hace gradualmente decreciente con el -
ciclo, iniciando con 20 mts. en unidades de altura geopo
tencial y reduciéndolo por la mitad hasta 0.3125 mts.

6. RESULTADOS.

En la figura 3, se muestra la regién de trabajo que es --
la regidn IV meteorolSgica, y la malla utilizada en la integra
cién numérica la cual es de 27 x 35 puntos.

Bn la figura 4, se presenta el andlisis objetivo para el-
campo de la altura geopotencial en 500mb., correspondiente al-
21 de febrero de 1982, a las 12:00 4. Se utilizé el esquema de
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an&lisis objetivo desarrollado originalmente por R. Revilla D.
y T. dorales A, En la figura 5, se muestra el patron de la fun
cidn corriente (P , solucidn de la ecuacidédn de balance y en la
figura 6, el patron del geopotencial llamado de regreso, obte-

nido al resolver (2.17) para el geopotencial,

En las figuras 7 y 8, se presentan las gréficas que compa
ran respectivamente: el geopotencial inicial y la solucidn QR
de la ecuacidn de balance, el geopotencial inicial cop el de -
regreso. A lo largo de la linea AB que se indica en la figura-

4,



o weilizada para 1o interricion i,

.
i)

Fig- 3

Shx27 ntntos,

con diesnsiones

-}
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7. CONCLUSIONES.,

En el presente trabajo no se abordaron todos los caminos-
que en la actualidad han sido desarrollados para la solucién -
numérica de la ecuacidn de balance. No obstante, en el presen-
te se eligi$ uno de los métodos de solucidn que de acuerdo a -
los datos reportados resulta ser uno de los mejores (ver méto-

do B, en K. Miyakoda, 1360).

2l criterio que se adopto para comprobar la verecidad de-
los resultados que se obtuvieron al resolver numéricamente la-
ecuacién de balance, fué el siguiente: primero dicha ecuacién-
se resolvio como una ecuacién del tipo Honge-Ampdre, en donde-
es buscada ky para una distribucién dada de (b , COmo un pro-
blema de valores a la frontera y para el caso eliptico. Luego,
se invirtid el proceso y la ecuacién de balance se resolvié co
mo una ecuacidn del tipo Poisson en donde la solucién <§ es ob
tenida dada la distribucién de la funcidn corriente calculada-
previamente, con valores de 4’ en las fronteras rodeando un do
minio cerrado. El esquema aplicado es el mismo en los dos ca--
sos; esto es, solo se invierte el proceso utilizando la misma-

ecuacidn y el respectivo esquema.

A continuacién se analizan los resultados a que se lLlego~-
y se seflalan conclusiones de importancia en la solucién de la-
ecuacién de balance para una regidn limitada.

Analizando las gr&ficas de la figura (7) y las figuras --
(4) y (5), se concluye que: la solucidén q} de la ecuacidén de-
balance es diferente a la respectiva funcidn corriente que se-

obtiene por aproximacidén geostréfica. Esto ya se esperaba, ---
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al resolver la ecuacidén de balance se tiene una funcidn corrien
te con menos restriccidnes que en el caso de la aproximacidn
geostréfica, donde los términos no lineales de dicha ecuacidn-
son eliminados, provocando con ello que su aplicacidn se reduz
ca a regiones donde por andlisis de escala, estes términos no-
lineales sean de poco peso, comparados con los del resto de la
ecuacidn de aue se hace mencidn. kstas regiones corresponden a

latitudes medias lejos de los trdpicos.

por otro lado, del andlisis de las gr&ficas de la figura=-
{8) en donde se compara el geopotencial inicial con el llamado
de regreso, los trazos no coinciden idénticamente, no quiere -
decir por ello, que el balance esté equivocado, mas bien esta-
diferencia nos di una medida de que tan bueno es el balance; -~
perc si la diferencia fuera muy grande, habrfa que buscar posi
bles errores o definitivamente probar otro camino. “n este ca-
50 que se trata las gr&ficas no difieren mucho, la diferencia-
puede ser despreciada, es por ello que se puede decir que el -
balance es bueno. Sigquiendo adelante se analiza el por gue de-

estas diferencias.

La regidn de trabajo es no elfptica en ciertas partes, so
bre todo en latitudes bajas, que son regiones donde dominan --
las zonas hiperb&licas; ahora, como la solucidn de la ecuacidn
de balance es sélo para el caso elfptico, entonces, ahf en ~==
esas regidnes hiperb&licas que no cumplen con la condicidn im-
puesta, se hace necesario modificar a el geopotencial si se --

quiere obtener un balance.

Esta modificacién al geopotencial va a estar presente en-



31

la solucidn ¥ de la ecuaciédn de balance y trasmitida cuando -
se invierta el proceso, al nuevo geopotencial llamado de regre
so. Conclusién, por lo antes expuesto, el geopotencial 1lamado

de regreso no coincidird con el geopotencial inicial.

Otra causa que afecta y que hay que tomar en cuenta son -
las condiciones de frontera, &stas son mantenidas constantes ~
durante todo el proceso, lo gue provoca cambios irreversibles-
gue tambien van a manifestarse en la diferencia de las dos gr§

ficas analizadas.

Por lo anteriormente analizado se concluye gue si no se -
consideran los efectos de frontera y se trabaja en una regidn-
que sea elfptica en su totalidad, el proceso es totalmente re-
versible por lo que se acaba de exponer y las respectivas grid
ficas de geopotencial (inicial y de regreso), deben coincidir
idénticamente. :Intonces, el criterio adoptado en la comproba-
cidn de los resultados es bueno y sirve como una referencia -

de prueba.

Finalmente se considera de acuerdo a los resultados obte
nidos, que el balance es bueno, aunque no es tode lo que se -
quiere, sino que habrd que buscar los posibles errores o ha--
cer aportaciones que mejoren el métode de solucién du¢ la ecua

cidn de balance, sobre un dominio de 4rea limitada.
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APENDICE A

l. METODO DE ReELAJACION SIMULTaNsA. La ecuacidn tratada es una

ecuacidn del tipo Poisson

V“{J = G(X,‘j) (a.1)

donde 0 es un termino de forzamiento.

rara resolver numéricamente la ecuacién (A-l), bajo cier-
tas condiciones de frontera, se emplea un método de aproxima--
cidn sucesiva. :ste es llamado "metodo iterativo". Es decir, -
dande una®"adivinanza inicial", el valor de la solucidn es a---
proximado al valor final en un proceso iterativo. Por lo tanto
si la solucidn en una iteracidn arbitraria no satisface la e--
cuacidn original, esta diferird de la solucidn verdadera por -

una cantidad llamada residual R; esto es

Vz L})V—-— 0 = R"ﬂ (A.2)

Vv’ indica una iteracién arbitraria,

v v
Si F{ se hace cero en todos los puntos, entonces ‘p se
r& la solucidn verdadera de la ecuacidn (a-l). Se vera como se
puede lograr esto. Por definicidn de QVQW’Y de acuerdo con el-

arreglo de la figura (1-a)
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VY=Y

N

+ Y . . .. — (A.3)
W“‘:J ¥ (EJ)H.\. kpm'ﬂ 4 kﬁ_)
entonces la ecuacidn (a-2) queda como

kH( +%V +\PV+WY "4 -V=07-+RV (A.4)

+an 4,3 i 44 Ajr NS 24 A}

Ahora se supone que nuestra adivinanza en un punto parti-
cular i,j fué cambiada por una cantidad Sqij. aclarando que
no se altera la adivinanza en algunode los puntos vecinos. Por
lo tanto, como O:) es fijo, la ecuacidn anterior implica que-
el cambio resultante en el residual en el mismo punto 1i,j es

SRM_S :‘_—’45\&‘3 (a.5)

Si se tuviese unicamente un punto interior en la malla, -
. v .
se cambiarfa \PLJ'\ en ese punto de tal forma que el residual re

sultante se anule; esto es, tal que

(A.6)

de acuerdo a la anterior ecuacién (A-5) seria
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o ApY
5% = 4R (4.7
¢
o, si \P’*L denota el resultado del cambio S\P:.J
/ v v 4 v

v
As{, se tiene que al considerar q&j como una “nueva adi-

vinanza", &ésta se aplica nuevamente en (A-8) con el objeto de=-
reducir el error y as{ sucesivamente, se obtiene entonces para

un proceso de esta naturaleza que

%Y 'd v

qr!. = LHJ +%—R}j (A.9)

A3

donde
v 2
ij = v (Hj“' O,;J'

La ecuacidn anterior define un procedimiento iterativo de
bido a rRichardson, llamado relajacién simultanea.

2. METODO ORDINARIO DE LIEBMANN. £l mé&todo de Richardson es --
muy lento en convergencia. La revisidn de este esquema dio co-
mo resultado el método ordinario de Liebmann, en el cual }_43

Y ‘sz” son reemplazados por los nuevos valores obtenidos.
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3., METODO ACELERADO DE LIEBMANN, Por dltimo, el método ordina-
rio de Liebmann es extendido al llamado método acelerado de --
Liebmann, por la introduccién de la técnica de sobrerrelaja---

cién., El procedimiento de correccién es escrito como sigue

Vi v 1+ fwpY v v v
\V" =q{3 +-%’[L‘;{u,3+q,}(-4,j+%fﬁ q");q—qq) +G]

A
{a.10)

donde el coeficiente de sobrerrelajacién \/ esta dado por la-

férmul a

-
\/—— \/ 15“-:-—) (A.1l)

donde p = 35 y g = 27, son el nimero de puntos de la malla en-
x , Y. {(ver K. Miyakoda, 1962, pp. 96-101.)
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APENDICE B

1. PROGRAMA DE COMPUTO.

PROG, HECHO POR EUGENIO DEL VALLE Y LUIS DIAZ *
TRISET LIST
FILE S=LATI,JdNIT=DIRK,RICLRD=16,7LICKING=2D
FILE  7=GRANT, MNIT=DISK, RECAIL=14, ALOCKING=3D
FILE 6=NON2PC UNTT=PRINTER, IELIFD=22
DISNSION QAAIN (g7 ,35) , KANG(27,%5),0T1F(27,35),0GF051¢(27,35),
*DOSLAP(ZT,25),PA00(27,35),PAC02(27,25),PT0(27,35)
*,S027,35),3120¢87,385),51GYA(27,35) ,Vve®ME(27,35),ve22(27,35)
*,YLATCRAS),PPTC(943) x93 (/7 ,35),6503%,27),22(27,39)
*, XLAPST(27,35),GF5331(27,35), XJAC(27,35)
#,516%A2(27,35),DIF2(07,55),PTC2(27,35),PTC2(27,35)
DATA PEAA/7,292115432 <#=-CS5/,PODI/217550. L/, PARE/T . 7848828/,
®RFL/L ORI, AR5/ 55 a0 S/, ke /21250 ,0627,51
READ(7,123V(Po1CLS),0=0,64%)
13¢ FORMAT (1°013,1¥%))
FEALCS 120X aT()),d=1,845)
16¢ FOEMAT(1T(F4,7))
197 FORYATCACTIPETN L4, 1X))
nn 555 121,27
e 559 1=1, 35
Y4eR(T, )= LAT (36 (1~1)4])
¥ASAROT ) =KA%5(T,0 )00 1745
FIC(I,d)=5 0, 54Pe T (35¢CI-1)4d)
£5¢ CHeTINgE
WRTTECE,730)
T3 FOSYAT{3X,"FSTE ERJGFAMA ES DERZSTY)
WRITECE,231)
WRITECA,27)C(PTC(1,d),0=1,35),1=1,27)
pe 3 y=1,27
o 3 J=1,78



126C
127¢
1277
1297
1290
1%er
1244
132¢
134¢
13
1354
13¢5%
1254
1240
1370
138¢
129C
1640
1450
1Ler
1470

1475

1460
1491
1497
1493
149L
16058
1496
1497
1503
1505
1510
1520

[3
>

3
931

56

9963

13
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PACOCI,$) =2, #PEGARSIA(XANG(I, J))
CONTINUE
FORMAT(S5X,"USA MY CON FRCMNTERA VAR,SR,Y A 42G")
XX=(3, %66
50 556 I1=1,27
D0 556 4=1,35
XMAP (T, J)=03.575 TN CXANG(T,d)))#C(STNCD,5S#XANGCI,J))/
. COS(r. SAXANGET,J)))/0.2679) *exX
(ONTINUF
CALL SUAVIZ(PTC,27,35,1)
FALL OFDENAC27,35,66,PTC)
CALL AUTASI(27,35,D11F,XNF("%, PTC,KK¥AX)
CALL "APA(GG,XK¥Ik,DIIF,145,127)
b0 9 1=2,26
L0 9 J=2,34
DOSLAP (1,0)=(PTCLT, J+1)4PTCLL, d=1)+PTCCI+1,0)+PTC(I=1,1)
bl PTCCL, 1)) #(DUDT*PODE)*2. L/ (XMAP(I, ) *XMAP(T,J))
CONTINUE
B0 9995 122,24
DO 2279 1=2,34
PACO2(1,4)=(PACOCT,J)*PACC(T, ) *PODI+PODI#PODI*PODI)
KLOXMAP (T, 0) #RMEP (T, 0)%XMAP (L, ) 4XMAP (1, 4))
CONTINUE
00 3333 1=1,27
D0 3333 J=1,3S
STCL,3)=FTCCL, ) /PEGH
CONTINUE
CALL ORDENA(27,3%,G6,51)
CALL AUTAST(27,35,011F, XMk, ST, XXMAX)
CALL MAPA(GG,XMIN,DIIF,145,127)
WRITEC6,197) CCSI(L,4),0=1,35),1=1,27)
L=L+
FFL=C. SAREL
CALL SIG(SI,PACD,PACO2,DCSLAP,XMAP, SIGMA,L)



1540
1550
154C
1570
1580
1591
1608
11
1627
1671
1647
165)
1640
1674
16F0
1690
1700
1703
1704
1765
1704
17
174
1750
170
1770
1721
1700
1R
1510
1800
jen
1R4r
1850

777

15

93
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CALL RELAX(ST,SIS,SIGMA, REL, M, (ERQ)
WRITE(G,777) ¥,REL
FORMAT(19X,"NUYFR(G DE ITER="_I3, 10X, "REL=",F10.2)

po 15 I=1,27

ne 15 1=1,35

Si€1,4y=512(1,)

IF (REL .LE, FE) GG TD 99

IF (L LLE. 7) G7 TO 13

IF (L 4F3a ?) GO TO 13

CHELL ORDENA(27,35,56,S51)

CALL AUTAST(27,35,DITF, XMIY,ST,KXMAX)

CALL MAPACSG, X4IN,DIIF,145,127)
WRITECH,197YC(STCTL,J),0=1,3%),1=1,27)

pe M1 122,24

e 10 =2, %

XLAPSTIT , J)=PaCs (I, J)e(STOI+1 00451 (1-1,0)4SI(1,0¢41)¢S1CL,0=-1)~
£4,#31(1,)))
GFGSICI,J)=((PALOCI,d+1)~PACOCI UM *(ST(1,Jd+1)=-SI(I,J))+
#(PACN(TI=1,0)-PACOCT, dJN)a(SI{1=1,0)~SI(I,d))+(PACOCTI, J-1)~
PPACUCT, I & C(EICL ,d=1)~STCT, JI)+(PACOCI+T,J)~PACO(I,J))¢
SOOI, d)=53T1{L,3)))

YJACCI, )= (2, #CSTCI=1,J0)=ST{I+ 1, ))& (STCi=1,0)-SI(I+¢1,0)242,¢
COSTCL, 3¢ =511, d=1))%(STCI,J41)=SI(L,d=1))2=(SI(I=1,)41)~

*CI (=1, =102 e (ST C(T=1,041)=ST{1~1,4=1))=(SI(I=1,0=-1)=31C141,1=1))¢+
*(STCI=Y, =) =STCT#1,J=1))=(ST{I%1,J=1)=-SICI+1, 041 ) (SI(1+2,)~1)~
*S1(

$1H1, 001~ (STICIRT1, 04 1)=SI(I=1,041))+(ST(L+1,J+1)=-S1CI=1,442)))/
(4 ¢PODT#PODIIIHTL(STI(T W+ 1) =50 €T, 4))x(SILI=-1,041)¢
ESTOT41,041)=2,6STCT, 441004051 (1=1,0)=STC1,d))*(SI(LI=1,041)+
AST(I=1,0=1)=2.3STC1=-1, 0034 (3 (1, 0-1)=ST (L, ) e(SI(I=-1,4-1)+
RCT(T41,0=1)=2,+ST(1,J~1))4(ST(L41,)=STCL, )% (SI(I+],J~-1)¢
RSTCI4T, 04 1) =2 4STCI41,4))4(ST(] , J4T)4S1 (1, J~1)-2.%51(1,4))%
$(SI(I~1,00+STCI+1,4)=2,#ST(1,4)))/(2,+PODI=PODIL))

YEACCT ,d)=X4a2(T ,J)#XYAPCT, ) +XJAC(I, )
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1260 SIG“A?(I,J)=XLA°§1(],J)*GFGSI(X,J)+XJAC(I,J)
1670 101 CONTINUE

1961 00 143 1=1,27

1ere pn 103 J=1,7%5

1517 103 PTE2(1,4)=PERASST(L,4)

161° WRITE(G,257) ((PTC2(T,4),3=1,89),1=1,27)

1520 111 y=ved

1en CERN=T

16540 po 1y 1=1,:7,%4

tosr ne 102 4=1,1%%

16 & 102 PTCILI,0)=PFnaasit], )

167¢ pe 1A 121,26

1997 pn 16 p=1,35, %4

19ar 174 FTC3(1,4)=PFiaesi(l,d)

LIRS pe o105 1=2,26 .
20 %8 NG 105 42,0t

20 °TC3([,J)=“YC?(1,J)0(1.nl6.)*(PTC2(I,J+1)GPTCZ(I*1,J)¥
21 3¢ PPTC2(I,d=1)40TC2CT1=1,J)=C4 xPTC2(1,1))=STIGrAZCT, D)
PN 0!F2(1,J)=A?C(#’TCK(I,J)—"TCZ(I,J))

208 ERROR2= AYAX1(CFRO,DIF2(1,3))

2L el (ERO=EO]AR]

202 155 CONTINUF

26e( pe 121 1=1,27

2090 po 1é1 4=1,3%

210( FIC2¢1,d)=PTCSCT,8)

2111 121  CONTINUE

212n 1f (CERO JLF. RE2) GO TO 109

2112 1F (% JLE. 1907 50 T 111

2140 109 1F (% LEa. 1d21) 69 TO 1%

215¢ WRITE (A, 117) 4

21¢r 112 FORWAT(19x, "NUMERO DE ITLR" ,2X,14)

2170 267  FORNAT(S(1PETIS.4,1X))

190 PO 115 1=1,3%

el o 115 4=1,2



PELi
2¢5(
2E¢5
cers
¢
ZE69(
e
271
272"
c7 i
2740
27° ¢
T
ST
R A
P A
PN
Er L
FERN
23
R
Jaer
Feg
s

2Ly
¢ 13

»)

(a4}

3

¢eCl,
I
W
CAaLL
“SITE
s10e
£

K=
bo 2
b *©

RETU
FND

b

03
ne
&)

Do

ny

2
con
FETU
END

41

Jy=0.0

NRDENA(27,2%,36,°TC2)
VHTASI(27,35,D1TF XL, PTC2,XKMAX)
CAPALSS, ¢ 1, 01TF, 145,127)

(6,273 (C2T10201,4),4=1,75),1=1,21)

JUISSUTIAE  ARCENG (N,%,T2,01)
NIYZUSIN TIU3S,27), 1¢27,35)
e
J 1=1,¢
KNS PR
T7C1,8) = t(x=y, 1)
L]

INIRANTT s SUAVEL (Z,N],Nv), M)
DIMENTINN T(27,45), 12¢27,3%)
30 L=1,v

1 1 = 2,450~
1 4 = 2,80 .

(T,4) = 20,040 5%S (1=S)# (2 (141, 0)+2(I-1,4)¢2(1,3+1)¢
TOT, 010w 02T ) ) 4D 258821+ ,0+41)42(1~1,141)
FOI=1,0=-10420141 ,J0=1)=4L,0*x2(1,J))

2 1 = 2,11
2 4 o= 2,

1,8y = 12(1,3)

1.5

TINIE

AN

CURaIUTINE  *APA (2,78SZ,CINT,NL,NC)
DIMERSIAYL  1(35,27),51%5 (27),v(130)
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2890 paTE SI“P/"A","R","t","D","E“,"F","G",“H","I“,"J","K",“L",“M",
290( * -w","o","p","o",":c","s--,--x-'/
2610 DATA CRUZ, ASTER/ Mew, Mt/

2920 pATA 3LK, Giionl " ALY

2930 KUM= NL-1

2940 bext = NC-1

29¢0 CENT2= 7.2sCINT

2960 R17 = 5.0 010l

2970 P34 = 3 GIuLM

298 walTe (6,170

290f. 106 FIRYATL11¢,"C0TAS DE LOS Q1M 30L0S", /7%, "STHI0L0", 7K, " INFERIORY,
0f a4y, rsupLELoft )

11 ' pa 1 x=1,2°8

3020 CONTI = niSE # 2.0eCInTe(x=1)

(30 cosTS = rnn Tl + CINT

0L JRTTE (5,1721) SIME(X),CONTT,CONTS

3050 161 foswaT (1.Y,81,6%,2t17.4)

TG 1 CONTINYE

4 WRITE (5,102)

3000 102 FORMAT (" W LI K M2 AR, 18)
3001 ng ¢ d=2,n0M

310( V) = GUION

110 3 CANTINUE

7qgn WO ITF (4,18 (V(4),1=2,nexD)

1130 ng 12 LInEA = 2,8LM1

194¢ g1 = lou + (LIVEA = 1) o« 14

s I = IFIx (RD)

160 x = R[ = FLIAT (l)'

3170 J130a = 1FIX (5.395%27 » (LINEA = 7) % (4.225/2.5384) % 0.5)
3qarn po 11 1rav = 2,NCM

1130 R4 = 1.0+ (dUAR=DIx FAT

L Y4Rs J = IFIX (RJ)

010 Y = Py - FLIAT (D)

T (1,43)

3220 a1




3230
2240
1280
Lraan
P70
1280

2261
33(C
310
T2

1130
T4
235C
Tlel
3170
3l
119f
TLlL
310
120
3430
3440
LsT
T4 £0
TR
14,91
3490
s
2210
1270
3
540
1850

15¢0

11

1¢
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a2 = 1 (141,00 = &1
AT = 7 (1,9+¢1) = Al
AL = 7 (1+41,341) = £l - A2 - A3
JINT = a1 + &2 ¥ 4 (RAIFALRXY x Y
veJcary = ALK
pg 1¢ x=1,20
CONTI = #aGb # (K=1) * CIKT2

coNTS = CONTL & CINT
TF ZluT.L[.COVTI.Ck.ZlNT.GT.CONTS) G0 TO 12
VOSCARY = G147 (K)
CONTIMUIE
TE (Jiar. 2. 313000 VIJCAR) = (RUZ
CONTINUE
WRITE (£,1°3) (V) , 42,800 1)
FORVAT (11X, wpe, q20A1, 1Y)
CONTTINUE
Dy 17 J= 2,80
v(gy = GUION
CONTINUE
WRITE (5,103 v, 3=2 8091
RETURN
END
SURROUTIKE AUTAS](N,M,DIF,HH,XVAR,XMAx)
DIMEMSTON XVAR(N,™)
yy=xver(t, 1)
wa=xvARCl, 1)
po 1 =1,
oo 1 J=1,¥
xmnx:AMAx1(vv,xvna(x,J))
XMIN=A%INT (Wi, KWRRCT 1))
VVSX4AX
WASXMIN
CONTINUE
DIF=(VV-wd)139.0



357¢
3Sel
3590
ZErp
X1
2¢ 20
2ERG
640
TASE
3Ll
3670
reef
3LET
3696
7L
LIA RS
3728
3730
3740
7sh
37en
77
37RO
3rorn
L1A3H
IR0
3e20
2R3
2F4C
XP S
TEAC
3R65
IR7(
R0

13

RETURN
END

SUBROUTINE SIG(SI,PACO,PACO2,D0SLAP,XMAP, SIGMA,L)

DIMENSION 31(27,35),PAC0O(27,35),PAC02(27,35) ,00SLAP(27,35)
*,AAMA3(27,35),DGFGSI1(27,35),X"AP(27,35),SIGrFA(27,35),PACOT(27,35)

DATA PEGA/T7.292115432 E~5/,P0DI/219550.0/

00 222 1=2,24

DO 222 J=2,%%

DGFGST (I, d)=((PACH(],J+1)~FALOCT, J))*(SL(I , J+1)=SI(1,d))+
A{PACOCTI=1,0)=PACO(I , U))*(STI(I=1,4)~-SICI,J))+(PACC(I, dJ=1)~
SPACOCT, )2 (SLCT,J=1)=S1 (1, J))+(PACC(TI+1,J)~PACO(I,J))*
#(SICI41,0)=5141,0))) «PODI+PGDI

DGFGST (T, ) =nGFGST(T, )/ (x*AP(], J)ex™AP(] J))

CONMTINYF

t0 10 f=2,2¢4

to 10 J=7,34

ABMOACE,J)=(ST(T, 04 1)4ST(T,J0=-1)=2,451C1, ) ¥+ (SI(I,d+1)+SI(1,
FJ=1)=2 *STCT, V4 (STCT=1, 30 +ST(I+1,0)=2.4ST(1,4))+(SI(1=1,4)4
*CT(I41,0) =2 aSICY, 0 1)=(SICT, J¢1)=ST(T,3))+(SI(I-1,J+1)4S1(1¢1,
£J 4102 #STCL,Je1))=(SIC(I~1,d)=SI(1,J))*(SI(TI~1,0~1)451(I-1,041)
=2 4STCE=1,03)=(ST 0L, 0-1)=51(T, 020« (STCI=1,4=-1)4SIC1+1,d~1)=2,*
$SICE,0=11)=(STCI#1, )=S0 0T, 00)%(SICI+1,0-1)430(1+1,0+41)=2,%
*SI(I+1,J))+(1.14.)*((81(1-1,J01)-SI(141,J01))i(5i(l-1,J01)-
AST(I¢1,

A1V H (ST (I=1,0=-D)=STC(I~1,041))a(Si(1~1,4=1)=51(1~1,5+1))

A 0310T41, 0= =STCl=1,0=-1))+(STCI+1,d=1)=SI{I=1,d=1))4(SICI+1,J+1)~
SRICI41,0=-1)) 2 (STCI+T,J#1)=SLLI41, J=1)2)~(1 /204 0(SI(I=1,))=SI(I+1
L))

$#(STCI=1,0)=5T 041,000 4(ST UL, J=-1)=S1CL,d+1))+(SICL,J=1)=SI(I,d+1))
*)

TF(LLFRLT) 2AYMINRCT,$)=,54RAAI(,J)

FACCICUI,I)=(PACOCT, J)4PJDIAPODI)/ (XMAP(TI J)*XMAPC(]I,Y))

CONTINUE

Lo 37 1=2,24
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po 31 J=2,1k

lF(L.GE.?.AND.(DOSLA?(K,J)#PkCOZ(l,J)-DGFGSI(I,J)).LT.O,DOSLAP(I,J

*)=DGFGSX(1,J)-PAC02(I,J)
SIGMA(I,J)=(-°ACO1(I,J)0SQRT(PACOZ(I,J)+AAFGB(I,J)—DGFGSI(I,J)*
ADOSLAPCI, 1))
tx  (ONTINUE
PETURN
£AD
CUINQUTINE anAx(w,sx?,Slgma,ReL,m,CERo)
NIFENSTION 1(27,35),512(27,55),SIG*A(27,35),HH(ZT,SS)
*,DIf(Z?,ZZ),RFS!(ZY,ESl
pATA PEG/T.5% E-JSI,KL/5125/,PARF/1.785/
pn 6 121,27
po 5 431,38
WW(T, 41 =ntl, )

2] CANTINUE
r=0

9 LT |
(eR0=0.0

po 14 1=2,26
po 14 $=2,36
R[SI(I,J)=.25*(UH(1,J&1)ku(101,1)0HH(I,J-1)+HH(X—1,J)-(A.*HN
v (1,4))=ST1GMALT, I
RESI(I,d)=PARE#RESTLI,I)
Wi (1, d) =Wk (1, ]I +#RESTLT, )
DIF(1,3)=AAS(RISTCL, D)
ERROR=AAXT(CERD,DIF L, 4D)
CERQ=ERROR
14 CONTINUE
[F(CERG .6T. RELY GO TO 9
po 10 1=1,27
bo 10 4=1,35
10 s1201,3)=WWll )
PETURN
END
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* Las subroutinas: ORDENA, AUTASI, MAPA, SUAVIZ, que en el pro
grama son utilizadas para suavizar el campo inicial y para -
ejecutar los mapas, fueron desarrolladas originalmente por -
R. Revilla D. y T. Morales Acoltzi,
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