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introducción I .1. 

Introducción 

Las leyes de la Electrodinámica Clásica establecen que una 

carga eléctrica acelerada emite radiación electromagnética, es decir 

luz. Esto explica que cuando un electrón incide en el carrpo eléctri

co de un núcleo y siente una fuerza que se trad~ce en una acelera

ción, el electrón erni te radiación electromagnética, este efecto de 

'frenado"s'3 conoce con e 1 nombre de Bremsstrahlung. 

El efecto descrito en el párrafo anterior puede ser' estu

diado en forma, cuántica, en ese caso se habla de fotones emitidos por 

un electrón que interactúa con el campo del núcleo. Entonces la~ le

yes que describen el f P.nómeno son las de la Electrodinámica Cuántica. 

Esta sección se obtiene a partir de un cálculo no trivial, 

con polarización del fotón emitido y sumando a todos los estados de 

espín finales y promediando a los estados de espín iniciales del elec 

trón. 



introducción I.2. 

A pesar de ;;,xistir numerosos cálculos de ia sección dife

rencial de Bremsstrahlung anteriores a este trabajo Bethe {3), Kocr• 

(16), además de apar·ecer en numerosos libros de texto Bjorken (5), 

Feynman ( 11), Heitler ( 14), hasta ahora no se ha en::ontrado un tra

bajo que calcule la sección diferencial con polarización en el fo

tón. Los trabajos mencionados se concretan a calcular las secciones 

diferenciales completas, es decir, promediadas al espín de la partí

cula cerno a polarizacisn en el fotón. 

Uno de los motivos por el que se hizo est'? cálculo es q:Je 

en la actuali<iad se sabe que en la colisión de un electrón con un pc-

sitrón, se observan ",~horr·os" de partículas (Figura I. I(a)), esto se 

explica diciendo que la r·eacción e e produce un quan:. y antiquark los 

cuales a su vez produc<Cn dos "chorros" de partícula", pero experim€'i-

talmente la presencia de tres "chorr·os" ha f1echo pensar a los exper

tos en el campo, que esto se debe a una especie de efecto de Brems

strahl ung, sólo que en este caso con quarl\s y gluones. 

-.) 

l.) 
FIGURA I.l.Colisi6n e e a)con producción 
de dos "chorros" de partículas.b)eon pro
ducci6n de tres "chorros". 



intrnducción l. 3. 

Este trabajo es un primer paso de una sede de ideas que 

ayuden a la comprensión de r"eacciónes leptónicas complejas como la 

colisión e• é .Esto es, con base en teorías q1;e se conocen bien, 

cC<TO es la E lectro:Jinámica Cuántica (QEDl, hacer r:llstintos cálculos 

-como el del presente trabajo- qu~ después contribuyan en la cCfllpren

sión de fenómenos que son descritos por teorías más complejas corro la 

Cromodinámica Cuántica (q-;D). 

E11 ust.a tesis se calcuian dos diagr-am-1<: de Feynman de Gn:oms 

str·ahlung (Figura T. U). Si el diagrama pr·esentadc: en la Figura I. II 

(a) se expresa C<::<r•'.J se muestra en la Figura L. Il(al substituyendo des 

pués del potencial A1, de carácter general por el potencial de una de

sintegración e• e como se muestra en la Figura 1. I l I. ( b). 

\\ ... ,. 

FIGURA I.Il.Diagramas de Feynman para 
BREMSSTRAHLUNG, a orden más bajo y no 
nulo( aproximari6n de Born). 

Y si finalmente se identifican las líneas 1,2 y 3 de la Figura I.III. 

(b) con quark, antiquark y gluón se obs8rvará que es el diagrama de 

la colisión e• e- con produce ión de tres "chorTos". St' ha querido en

focar lo anterior de esta manel'a, porque en un cálculo más general 

hecho por' Moreno ( 17l, se pueden sustituír los rotenciales antes men

cionados en la fórmula ele la sección <Jifnrenc tJ.l. 

Así, un conocimiento del cornportar11is-nto (i(;J B1·ernsstr-ahlung 

puede ser de gran ayuda conforme se avance en el estudio de reaccio

nes leplÓnicas a altas energías. 



intr()ducc ión 1 ,4, 

b) 
FIGURA I.III.Dlagrama alternatlvo para 
representar f' J di agrama de Feynman de la 
FIGURA I.Il.a. b) Diagrama de Feynman 
para A_,. substituido por una c-ol isión le
en la figur<:i a. 

Otra aplicación ~;.::is1ble de una f órmu I a general de Bremsstrah

lung se encuentra en el decaimiento del Zº, Armson ( 1 l, Banner (2), 

con el fin de dar una explicación al número de efectos anómalos -con 

emisión de un fotón-, ya ,iue de apr·ox imadamente 1fi eventos observa

dos hasta la actualidad, 4 tienen emisión de un fotón siendo que se 

esper·aba nK~nos de un 5% de estos efectos anómalos no1 IJremsstrahlung. 

al b) 

F'IGURA 1.JV. alDec-almiento del Zº en par e•e· 
b)deca1miento anómalo del Zº en ~ é con emisión 
de un fotón. 



introducción 1.5. 

La par·te numérica de la sección diferencial hecha en 

este trabajo se basa en una subrutina que genera eventos en el espacio 

fase por método de MontP (;arlo, escrito por B. Knapp, que se llama 

PHSP. Para tiacer uso de PH::>f-' fue necesario modtftcarla, <Je tal forma 

que se pudiese util11.ar· para calcular ,:on el elemento de la matriz de 

dispersi.Ón que twnbi.én se calculó en este tr¡ibaJO. Estas modificac10-

nes cons isticron en ort imuar la supr im1endo parles que no se usaron 

y sobre todo en cambiar li'i forma en la que se le dan las semillas para 

el generador de númer·os casuales. Además rJe que fue nccr~sar10 escribir' 

dos subr·ut inas que hacé:n histogramas f;n escala decimal y logarítrnica, 

llaJ11adas HlSESCA y LCGHlS, rcspectivarr.2nte. Esto Últuno fue necesario 

ya que no se pudo hacer ur;o de las subrutinas de gr·afic¿.¡ciÓn del paqu~ 

te de B. Knapri fHWS él! pitrr.~cer no se cuenta con la documentar ión tiás1 

ca necesaria. 

l.a notaetón de esta te'.'>is así como el desar-rollo teó 

r l co, están t1as.1dns fundarne11t;; lmente pn e 1 l 1t1r·o rJe B ¡or i<.l~n y llr'e l 1 

I~). 

tl '.J.pÍtulo rI está dividido en dos riartes. La pr'i~ 

•'des un desarr·ollr• del '"spact0 tase \le la r'eacdón de cJos par'1.Ículas 

en el e5tado 1mc iai y tre'.3 partículas en el estado final, oteniéndo

se expresiones teóricas para la integral del espacio fase de cada una 

de las partículas. En la segunda, a partir de fundamentes de cinemá

tica relativista, usando la variable " s " de Mandelstam, se expre

sa la reacción de dos partículas como el decaimiento de una partícu

la virtual. 

El elemento de matriz de dispersión para Bremsstrah

lung, a orden más bajo, o sea en la aproximación de Born, se calcula 

en el Capítulo IIl, •isando pr·incipalmente los teoremas de traza. 

l: l Capítulo IV consta ce la discusión de los resulta 

dos obtenidos en forma de histogramas que genera el prugrarna BREMSS 

(cuya elauorac ión formó parte de esta tes is) y de las cunt:luc; iones 

generales obtenidas 'l partir de estos resultados. 
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Capítulo 11 

El objetivo de este trabajo es el cálculo de la sección di

ferencial de la radiación de frenado de un electrón en un campo cou

lombiano. En esta sección diferencial ocurre un factor cinemát [co l la-· 

mado e 1 térrnin.o debido al espacio fase. En este capítulo se deriva tma 

expresión para el espacio fase que ocurre en Ja secc-ión diferenC'ial y 

se deriva una expresión para una integral del espacio fase en el caso 

de que la masa del nCicleo sea infinita. 

II .1 ESPACIO rv'OMENTAL Y ESPACIO FASE 

La discusión se iniciará considerando una reacción de dos pa~ 

tículas en el estado inicial y n partículas en el estado final, de la 

siguiente forma : 

11. 1 



espacio momental y espacio fase II.2 

que se pucdl;! representar en fomia gráfica corro se nuestra en la figura 

lI.l. 

FIGURA I I. l Reacci6n de cos prtículas 
en el estado inicial y n en el estado 
final. 

En esta reacción se debe cumplir la conservación de cuadrimomentos en 

los estados finales respecto de los estados iniciales, que se expresa 

en las s1gci ientes ecuacione~ 

n 
Í: E. 
i=1 1 

II.2.a 



espacio rrornental y espacio fase II.3 

2 
• m. 

l 

If.2.b 

JI.2.c 

En las expresiones anteriores, el símbolo E. e5 la energía de la partí-
1 

cula i, y m. es la masa de la partícula i en reposo. 
1 

Para cada estado inicial dado los momentos de las partículas 

en el estado final pi no pueden torrar valores ar·bi trarios, sino que de

ben curnpli1 la,; condicion<.;;; expresa::las en ( IJ .2 ¡. 

F:l espacio de 3n rJimensiones de los vector'es í\ sin ninguna 

constr1cción se llwna espacio rrornental y el r;spacin fa:se es el hipersu

perfic ÍP. ele 3n - "; lii111ensiof1C'S UU•2 Sf Ob\ iCfll' rJe ;1p] \Car· las constric

ciones dad;:¡s por l II .2) al espacio nornental. 

II .2 REACCION DE ['(JS PARllCULAS EN EL ESIAlX) lNlCiAL Y TRES EN EL ESTA 

IX) 1 tr..JAI. • 

En el caso especial de una reacciór1 de dos partículas en el 

estado inicial y tr'es en el estado final : 

a+ b -ti + 2 1 3 

que se puede expresar gráficamente como se muestra en la figura II.Il. 

La conservación de cuadr imornentos se expresa mcd iante c.uatro ecuac io

nes : 

II.3 

y la relación entre masa y el ~nto de cada partícula se escribe co

ITTJ : 

2 m. 
l 

a,b, 1,2,3 II.4 

Las ecuaciones (II.3) y (11.4) son las condiciones que definen el espa

cio fase. Oe aquí se sigue que el espacio fase tiene 3n - 4 dimensiones 

pues los rnorneritos pi son cuactf'ivectores. En el caso que se discute en 



reacción de dos partículas II.4 

esta tesis n = 3 y el espacio fase ti~~ne cinco dimensiones, por consi

guiente para su descripción se requiere de cinco variables cinemáticas 

independientes. 

Las cinco variables ci.nernáticas necesarias para describir el 

brernsstrahlung de un electrón en un carrpo coulombiano externo se mues

tran en el diagrama de la figura II.III. 

FIGlJRA II. II Representación gráfica de una reacción 
con dos partículas en el estado inicial y tres par 
tículas en el estado inicial y tres partículas en
el estado final, 

FIGUM II. III Las variables cinemáticas parn describi:r el Bremss
trahlung son, el momento del electrón en su estado inicial p. ,el 
momento del electrón en su estado final, el momento del fotófi emi 
tido k,el ángulo de dispersión eütre la diTección inicial del eleE:_ 
trón y la dirección final de éste ,el ángulo que forman la direc
ción final del electrón y la dirección de emisión del fotón ,y el 
angulo que forman la dirección de emisión del fotón y la di-rección 
inicial idel electrón • (,y "-,...denotan los dos estados de polariza
ción del fóton, 



integral del espacio fase en brernsstrahlung II.5. 

II.3 INTEGRAL DEL ESPACIO FASE EN 8REfv'SSTRAHLUN3. 

Una expresión para la sección diferencial en términos de la 

amplitud 1 Mf. j, que es una invariante de Lorentz, se obtiene al ele 
1 -

var al cuadrado el elemento de matriz de dispersión, sumando sobre t~ 

dos los estados finales posibles tanto del electrón como del fotón y 

dividiendo entre el f'lujo !Jinc j = j vi j /V, con V elemento de vo

luíl1€n a que están norrnalizac?.s las funciones de onda que (jescriben a 

las partículas, finalernente se obtiene : 

~ ~ -
1 r if ~ el-\'~ d l -P - -Z: f<) \ 1t1 li 

J.x \'iT\ J .'.,.1 E~ • ~< II.5 

Cuando se desea calcular la distribución de estados en el es

pacio fase se iguala el elerrento de matriz 1 Mf. 1
2 a uno, en la ecua 

1 -

ción ( II. 5) y se calcula la integral, que se conrice como la integral 

del espacio fase. 

En el caso de brernsstrahlung esta integral se reduce a 

II.6 

Usando la normalización con ven ida en el 1 ibro de Bjorken & Drell, 

la integral se simplifica a : 

-t J r J..!>"'- c:L"-Ri.. °?h S .p ~ (iir) ~ d (E.t + w - E,) ~ E; II. 7 

si los elementos de voluroon & y dif se escriben en forma explícita, 

dt = kdkd.O,,. y uif ~ p}dpfd.n~se obtiene : 

'°'S.t) ( )·tjJ( ~) \'.zJ.\l..J.JI.\( R~\~\·~\..\..a~ r I'\ r-::: ?.lT 'E:..¡. -{w - c.: <.w -~ 

ahora puede hacerse la integral sobre k y se obtiene 
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para hacer la integral se aprovechó la relación w
2 ~ k

2
, tal que kdk = 

w;t..v y la relac;ión pfdpf ~ IPflEfdEf' y la de magnitud de momento del 

electron en el estado final cerro 

con lo que la integral del espacio fa3e se escribe de la siguiente for

ma : 

Ph s I' = ( ":;")' J ( Ed' ') ( E; .... ; )\i.E, Jdl, d.LL, ' 

ahora se integra s.Jb1'e las var:ar;les angulares : 

?h51l = Z(~:rz J (~¿-Ei.)(E~-".1~)'\,t_ Ft 
( '2..1T) 2. 

lo que permite e'presar' la integral del espacio fase como función de 

la energía del eLectrón en los estados inicial y final : 

?~sf = J (E., - E,1j t:;- ,.,¡+' Jt= 1 II.9 

la expresión que ocurre en (II.9) corno integrando es la distribución 

de los estados finales del electrón en la energía para un estado ini

cial dado de enrgía E .. 
l 

La integral del espacio fase se puede expresar· en función de 

la energía del electrón en el estado inicial y de la energía del fotón 

emitido siguiendo un razonamiento similar al anterior partiendo de 

(2.1f) z.w· 
Il .10 fhSf = _!_3 J t" 

si se usa el hecho de que Ef = Ei - w y pf ; J E~ - m~ 
1 

y las mismas 

presiones para las diferencias de volumen di<. y Jpf se obtiene : 

- J ~ (E.~ -u.r), - ""'~ w- J.w-

ex-

II.11 
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El integrando de la expresión anterior (II.11) es la dísti'ibución de los 

estados del fotón emitido en la energía par·a un estado inicial dado de 

la energía del fotón w. 

El ángulo ekf entre el rnomenl0 del electrón en el estado final 

y el fotón rnitido es otra de las variables cinemáticas de interés para 

la descripción de la radiación de frenado. Por lo cual es conveniente 

calcular la distribución de los estados finales en el coseno de este án 

gulo. Esta distribución se obtiene a par'tir ele la misma integral 

J 
~ J_l .\'4 s J\z (E~ t w - E.:) --(.W l'C~ 

FIGURA II. IV El angulo é"' puede ser representado 
en funci5n de las diferenciales de angulo s5lido, 
haciendo un cambio de variable. 

Haciendo un cambio de variable las diferenciales de ángulo só 

lido d..ll.,.,Y dn~ se pueden expresar en función del coseno del ángulo 8kf 

entre el momento del electrón en el estado final y el roomento del fotón. 

Se introducen los vecto1•es 11
1 

los a pf y k respectivamente, 

la figura (Il.lV) es igual al 

y "fi
2 

de magnitud unidad y que sean paral~ 

entonces el ángulo 9kf' que 5e muestra en 
, .A .A 
angu l; entre n

1 
y n

2 
como se indica en la 
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misma figura. Las componenetes cartesianas de estos vectores se pueden 

escribir en función de las coordenadas polares esféricas de cada uno de 

ellos cooo : 

11..-.:: ( ~erw-:.~,, 

112 -= ( s~ el c:o ~ t , 

e.o~ e.) 

'SE:l.J ~ ~ SE..> Bz. 
1 
(o~ 9'?.) 

II. 12 

a partir de estas relaciones y usando la notación x
1
= cos9

1 
y x

2
= cos9

2 
se obtiene la expresión : 

cos ~2 = cos ~2· 
Por otro lado dfl, d,!\= dcosÉ}¡ d~1 dcos~2d~2 

=( cte ldx
1
dx

2
d<t·- ~2 ld(~1 + ~2 ¡ 

se hace el siguiente cambio de variables 

coni='t\-f
2

.conviene notar que el jacobiano de la transformación es 

1 o o 
J :.: o 1 o 

a~ o~ a"l 
~ ~(~ ;¡ 

J=~= '1=-:z ~ sen;¡:; 
a! ._¡ · ~-1 ~ 2 ~ 

lo que finalmente da : 

II.14 
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El término sen que il[lari:ce oen ( l i. 14) se expresa Lambién en función ele 

x
1 

><
2 

y u. Haciendo uso de la relación (II.13) se obtiene: 

'lL - )(. x.. 
,] 1- ~i' j \ - X~' 

de la expresión anterior se tiene : 

Y la expresión para e 1 j élcobiano queda corno : 

II.15 

lo que permite ! legar a la expresión buscada para las diferenciales de 

ángulo sól itlo en función rjeJ coseno entre k y pf. 

el 'X, d '!--, d(.ú'i:, 8\.{~ 
Il.16 

Todas lus definidas 

entre 1renos uno y uno. 

Las integr-aies ( ll.9), (Il.11) y (Il.16) fuernn calculadas 

por métodos numéricos, dando corno resultado las distribuciones de esta

dos finales en la energía para un estado inicial dado de la energía del 

electrón en su estado inicial, corno las que se muestran en las figuras 

(lf.V), (Il.Vl) y (JI.VIII. 

Las integrales (II.9), (II.11) y (II.16) fueron calculadas 

teóricarn€nte para ser c0mparadas con las obtenidas usando la subrutina 

PHSP de B. Knapp. 

II.4 JUSTIFICACICX'.J TEORICA DEL USO DE LA SUBRUTINA PHSP 

La subrutina P'ri-'3P de B. Knapp, genera un evento en el espacio 

fase usando métodos de s imu lac íÓn de 1 tipo Monte Car[(.,. Posteriormente 

este evento, que es generado en el sistema de coordenadas fijo en el c. 
M. por medio de la sullru tina B())ST se t1-ansforma al sistema de labo

.~atorio, que es el .-.istema en qui: el blanc(l w;tá en reposo inicialmente 

'/ f~n ,,¡ caso ideal fina.lmentP tambiPn. 1 n•; parámetros de entrada, para 
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la subrutina PHSP, son la masa de la partícula "padre", que decae, y 

el modo en que va a decaer, o sea las masas de las partículas en el es

tado final. 

El caso que se anal izará en este trabajo no es un decaimiento 

sino la producción de un fo ton, sin embargo la subrn tina PHSI, se puede 

usar si se procede de la siguiente rnan._,r-a; 

a) Se supone una partícula virtual de masa Mv que decae en 

el estado final dP.l proceso que se está estudiando. 

b) La masa M de la par·t ícula virtual se obt icne como una va-
v 

riable de MandclstiJJTl ( s) a partir de los mementos del electrón y el nú-

cleo en el estado inicial, este procedimiento se representa gráficamente 

en la figura 11.lV 

FIGURA 11.V Representación gráfica de la reacción 
entre un fermión en el estado inicial f. y un nu
cleón en el estado inicial N. que dan ofigen a una 
parttcula virtual M que decAe en tres partfculas 
un fotón k, un fcrmYéin ft y un nucleón Nf. 

La figura II. IV repr-esenta la reacción de un fernión y un nucleón en 

el estado inicial que dean lugar a um fermión un fotón y un nucleón 

en el estado finial; 

f i N. - N + f + \) 
l l f f d 1 
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y se deben cumplir las sisguientes condiciones; 

f~ = f 2 = m2 
l f 

masa del fermión en reposo al cuadrado 

masa del nucleón al cuadrado, que 

idealmente tiende a infinito. 

Los cuadrirTCrnentos,en el sistema del laboratorio dle ferrnión y del nu-

cleón en el estado inicial son; 

N. = ( M , O 
l 

o sea que le nucleón está en reposo inicialmente.se obtiene: 

M~ = s = ( Ni+ fil
2 

s (M + E )2 - ~p2 
i i 

s = M2 
+ m2 + 2MnE. 

1 

se elelige el eje OZ en el sistema de laboratorio, paralelo a Pi; 

con pi = j E~ - m
2 

\ 

II.17 

II.18 

se puede pensar que esta reacción es el decaimiento de una partícula 

virtual de masa M = s (ecuación II. H) en tres partículas. La partícula 
V 

Mv esta en reposo en el sistema de referencia filo en el centro de mo-

mento, 
* * f. t N. 
l 1 

o 

qS'' o). 

El momento de velocidad " BXJST", a, es la transformación del 

sistema localizado en el C.M. al sistema de laboratorio, y esta definido 

por; 

Cuando se escr'iben las transformaciones de Lorentz de la si

guiente manera; 



justificación teórica del uso de PHSP II.12 

t=I< t' -¡;z'l 

z =~(-~t'+ z') 

X = X
1 

y = y' 

* 
se obtiene p(a;;~" ;;) y ( l 

-\\ -~ 

que resultan en; 

II.20 

II.21 

dividiendo la ecuación (11.21) entre la ecuación (II.20) se obtiene; 

pi - (3 = 
M + E. 

1 

- -r - ~E~-~ 

haciendo uso de p. = ~ l 4 "i - 111 

1\1\ + E.t 

\ 

11.22 

Las exrresiones (II.17J, ([l.18), (Il.19) y (TI.20) sim

plifican el uso de la subrutina PHSP y BCX)ST en el programa principal 



justificación teórica del uso de PHSP 11.13 

llamado BREf·,ffi, que se uso para hacer el cálculo de la integral del 

espacio fase. Este rn1smo progr·ama BREMSS, eé;cribe los histogramas de 

la distribución en la energía y el ángulo de dispersión en los esta

dos finales, estos h10Lograrnas se muestran en el capítulo IV. 
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introducción III.1 

Capítulo 111 

En este capítulo se calcula el elemento de matriz de disper

sión S .. , par a el proceso en que ur. electrón interactúa con el cai11po CO!:!_ 
Jl 

lont:>iano de un núcleo y en el proceso emerge un cuanto de radiación libre 

o bremsstrahlung. Finalmente se llegó' a una expresión para la sección di

ferencial, la cual es una integral de cierto grado de complejidad, por lo 

que es calculada por métodos numér1cos del tipo Monte Garlo cuy0s resulta 

dos se discuten en el capítulo IV. 

J 1 I. ·1 CAMPO DE RADIAC!a.J 

En este estudio se hace una aproximación semiclásica de la in 

teracción de una partícula con un campo de radiación en un proceso de di~ 

persión, es decir, el campo de radiación de unfotón es descrito por las 



carnpo de rad1ac:1ón III.2 

ecuaciones de Maxwell, mientras que las part ícuias, en este ca5o e lectr·o

nes, se ven regidas por la ecuación de Oirac. 

~· sea una 

El fotón se puede describir por un potencial cuyo cuddriventor 

onda plana con cuadrimomento KI' y polarización ~ , tai que : 

A ( -<1)-:x:'' i ~ " .... ) 
'!" t ~; \() = K Ep e + e III.1 

K: es una constante de normalización y el cuadrivector ~::. l w, \t..,, lt1 ,11.¡.) 
cumple con la condición l<.,r \{1'"... O que se obtiene al resol ver las ecuac 10-

nes de Maxwell en ei vacío. 

En el vacío la densidad de corriente y de carga es cero, por lo tanto 

Ylf) -:: O , así : 
')' '2 o ~JA:::: o 

k -\\1' = o 
/ 

111.2 

El cuadrivector unitario de la polarización es )-a y satisface la condición 

de transversalidad : 

llI.4 

que resulta de tr·abaJar en la norma de Lorentz '. 



CaJll>O de radiación III.3 

III.5 

En un marco de referencia de Lorentz. EÍ' pude l:ler espacialoide, esto es 

e_I": (O, t) con ~ · 't-:. ~ . En un marco de referencia arbitrario 

es espacialoide y normalizado a : 

~e"=-1 III.6 

La constante de nonral imción Ker '· IIJ .1 l es escrigirfa de tal forma que la 

energía de la onda descr 1 t.a per ti" sea w=k = !i~ 1. Lo anterior se puede 
o 

r'alcular a par t 1r <ie : 

III77 

que en las unidades que estamos usando (c=~=1) es 

ya que IEl=l~I. 
U~ \ J:x € 

De las ecuaciones de Maxwell, se tiene que 

€>~~xi 
~ ~ ( K ~"€ (ét'Y-')("' - ei.'«rx,.) 

B =- K L ~ >< €) SE..~ ""'/' x/' 
a.1 Kt , ( 2. "" l.J -:: ( \t)( E" J' \(.,c.~) c;.E.~ ty K 

1 lt.8 



campo de radiacion III.4 

Usando una identidad vectorial conocida, la condición de transversalidad 

( III.4) y la normalización de E:J' (lII.6) : 

'R"' t. ~)(. $: :. €· f:_ - (t<_.t)"L 

~. t - (é 0
)

2 

= - (tyE/') 
= + l 

como U debe 
suer ig::.ual Ka w l. I Jl .., 

" $E.~2 ~-¡/' 

ur ~ K' ¡J.' x ~u' ( ....,t- 11..Y' l 

K:: 

111.2 BREMSSTRAHLUNG 

En este trabajo se aproxima el campo del núcleo por un poten

cial coulombiano estático, debido a su sil'llplicidad y se calcula la matriz 

de dispersión Sfi al término más bajo del desarrollo en e ( la carga del 

electrón}, que no sea cero. Los diagramas de Feynman que representan este 

proceso se muestran en la figura III.]. 

La matriz de disp

5
ecoi: ::~ r J\ 'f (X\ ti (X~ (<j 

lt ) ~ ~ 
con e <.O, igual a la carga del electrón. A orden más bajo "'J!l 
a la onda plana ~~ti' que describe al electrón incidente : 

III.9 

se reduce 

III.10 



bremsstrahlung 

K," 

~.· 

FIGURA lI, I Diagramas de Feynman qul' representan 
los dos términos de la matriz de dispersión a or
den mas bajo, del Bremsstrahlung de un electrón 
en un campo coulombiano, 

Ill. !1 

La función de onda escrita en ( II I.10 l está nomializada a la unidad en una 

caja de Vo1MT1en V y el clP.ctrón está descrito por un espinor·'U.(P.,S.) de mo 
l 1 -

mento P. y espín S .. Para el elctrón en su estado final de momento Pf y e~ 
1 l 

pín Sf similarmente se tiene 

~(Y.\ = j ~,,/ 1i (-1\ , S1) ci'' X III.11 

El elemento de matriz de dispersión Sfi, a segundo orden se obtiene a par

tir de los diagramas de Feynman en la figura 111.I que clan origen a dos 

términos 

~2 JJ\ A\ t1 ~l [-,,~ lx; "l t '.i l•-)lt itiA.Clil 

111.12 

+c:·•r·l A.t1-1 < SFt x-~ \ (-< i( t •; •l) J t (1'\ 



A ( x) es el pote ne ial de Coulomb debido al núcleo 
o 

A (X) -
o 

- ce 
L/TT 1 XI 

tiremsstrahlung III.6 

III .13 

Sf(x-yl es el propagador r'cL1tivista para una partícula libre entre los 

dos vért i c11s corno lns de la figura (1[1.1) y es de la forma ; 

-d'(¡e--.) 

5 (x- ~) = 1 J'~ e ('R t tw..) 

cw )" '?1.- c-d -1-t E II l. 14 F 

Si en la ecuación I l l. lt', ce ·;ri, ~;e sust 1 tu yen las ecuaciones ( 11L10 l, 

(!II.11), (IIl,13) y (llI.14\ y se agrupan términos, de tal manera que 

éstos obtengan forno ele- 1 r·ansf<wmacJa el· Foc;rier· y se hacen todas las in te 

grales sobre la~:; cno<'<i<,nad;1~' <'spaciales, \il ecuación ( II I.12) SE: transfor 

En la ecuaciól) anterior (111.15) el sÍrrbolo q representa el momento tran2_ 

ferido al núc~eo y es igual a q = Pf + K - P1 y sólo se hizo uso del pri

mer término del potencial Je l fotón ( I I I. 1 ) ya que es un Proceso de erni

sión de radiación y el segundo término de dicho potencial está relaciona

do con el proceso rle alJt:>or'ciÓn de r'adiación t.1ue no contribuye en este caso 

en particular. 

La sección diferencial transversal de Brernsstrahlung se cale!:'_ 

la de la ecuación ( 111.15) deonde el interés se centra en el elemento de 

matri1 "\\-\H . Que es un <~·-,;calr' de !_ur·entl, llamado ~lttud invariante, 



elemento cJP matr·it de dispers1Ón l ll. 7 

lll .16 

lll.17 

1 n ,,...erán ica Cuántica la probab11 1 clacl es proporc innaJ ._;J cuadrado de la 

¡ur4Jlitud, es decir· ltt\li.1
1

, Us;inrb (!li.17l, la ecuación (111.161 al 

cuadrado puede expresarse corro : 

IIJ.18 

Si se usa la siguienle prnpieda.cl de los espinores lll 

III.19 

A.(P) es el pr·oyector de momento de energía positiva 

y 1: (~)es el proyector de espín : 

\. + Ys i> 
2. 

Asi las componentes de ( IIT. 18 l quedan expr osadas de la siguiente forma 
l 1 - -

/111\< J = l'll'I 'Ul\)_. r:r Utn~ 1l~1y rYl tllü¡ 

Fn términos de los e lernentos de las matrices que forman. Si se usa la ex

'' ''s ión (111.19) se obtiene: 
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\tl'IJ= I~' fü11, f:r ( l\.lli'Lld )rr !";, Ull\ 

-:: -:i-'\ 'U.0~J 'Ü~\C( rol/l ( /\LU L~Ll \y lrs 
14\ 1 1 

que> es una expresión de una traza, así 

I!I.20 

En l'Str· caso pr·t icular no se toma en cuenta el efecto cleJ espín df• Ja pa.!:' 

lÍcida, por lo que se"surna a espín" , lo que tiene 1-'i efecto de hacer 1 

lon proyectores de espín L( S), por lo que la expresión ( l Il .18) toma la 

fonna : 

III. 21 

Y si en (III.17) se hacen las siguientes sustituciones: a= Pf+ k y b = 

Pi- k, y se sustituyen en (III.21) se obtiene : 

1 

111.4 CALCULO DEL ELEMENTO Df: Ml\TRIZ \ffih 1 

La expresión de la traza ( I II .22) se puede dividir en la sLrna 

de 4 tr·a.1as más pequeña:3 nar·a que su cá1cuio resulte mas sencillo : 
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III. 23. 1 

Ill. 23.2 

III. 23. 3 

+ T'(' f1-t-~ t l¡i+A.V\ ~ ~C:-\-AM 4 !l+MA t III.23.4 

'2.1\M- ~ l - N.A l 'Z. ""--' \; - n..l 

Aplicando teoremas de traza y otros trucos algebraicos (I!I.23.1) se obtie 

ne como r'esul tado : 

_J_ ~ Í-B~~·Q{l¿·c\. -\G.ff·E:.E.·c:...f.:·~-+ 32.~{ifr<:ko. +\(.1{d.\'rt1. 
l\ t. d.-,.J L t. t º .. 't º • "'""' +lle!. f.,·f¡, + 80.. ·\\:~ '\';,·6 - aa.. f, f+ - 1!o a. f\ €. 

+ ~ l -Lj.el .. f~ - a\\·{. ~1 ·E,. + 8 f.° t't + ofro. + 1e:, t.·o. 6· f~ 

+ Se.:·o.. -ll.ft~ - Y~) -- l.\,....:] 

Haciendo lo mismo con (III.23.4) ésta se reduce a : 
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y (IlI.22.2), (CII.23.3) resultan en: 

_!_ \ f '-'l f~·'u ~¡·c.. +\\·c.. f¡ · "1 --\'~·~•o.·\..) - S\,°(J?: \'co.. + '9tfro...-á:fr~•) 
L\~ c~-rM'K\? -~ L +8·(( ~ra..\. .... 1.0-?vo... - <:X'f1--·li) + 8i'cE:.(Vfh€..·o..+-\\·o..b·E:f "*·l ~-a..) 

- \ "'5 P.: ·~(f~E ·o. +tº \>r().. -~ ~,,...,,) - 8 a.·E. Ch· '4 fi ·€. + \'I · -\'d:r ~ -t>~·t ~·b) -

-d~ f4° o..·é {_ i; é:.·t't + ti°é. \, - t." b· ~.) +-4 li f~· Pi. +e f+· é fc6 - s f(' f~·) 
"'"s-v:b - 81\·E..o.·~ -l\f1-·(J. -e\,·e:.-l>i·e:.- 'He'° +Bctf't-..,'\l·ll 

~ 8 b. ~ ~. ~ + lj 6. o.. - ~ \¡° ~ - 'i .('~. b 1 +- l.\,."" 'I J 

sutituyendo los valores de a y n \a= p + k y b = p - '·) R d · • · . f i ~ · e uc1endo term1 

nos ser~Jantes y sumando 1.todas las expresiones de ( III .23) se obtiene la-

expres10n final de \1t\~ : 
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+ 

1 - - w (-1 __ ~:.~) (E¿ -E~) 
i. (IM..'t ~¡. \( 

( E.. f>; 
'Z 

( K·{ - "·f¡.) 
lII.24 

+ 1 ~) 
2. l'Vl/\.l. \.t..· -\>¿ \<.· '\'~ 

+ w (~ E, + d E,) ('.:_f'. - ~i~) rvv..'1 \<.· -t>.,. K·f¡ K·fi ~· R~ 

+- ( - (f\·f¡ - l<·i\)'Z. ) 2 /V\At 2. K · Pi - K · f1 

Para calcular la sección cli fe1'cncial se eleva la matriz de dispersión Sfi 

al cuadrado, se divide entre el flujo de partículas lvl/V y el tiempo 

2TTdtOl=T, para que sea una propo1·uón y se suma ésta sobre todos los po

sibles estados finales v2
d

3
kd

3
Pf/(2 rr l

6
, en el intervalo observado el es

pacio fase (ecuación 11. 5) obteniéndose : 

l l I . ,,. 

' con l r11 representada en ( lI 1. 24). 

Como se pude ver, la soluciónanalít 1ca de la integral 1111.251 es d1fícll 

de 1·ealizar, razón por la cual 5(' 1 esov1i'1 p1J1 niét<1C1os numérico~ rlE•I tipo 

Monte Carla. este ci.Í.lculo se 1·eal izó con el programa BREMSS cuyos resul

tados se discuten en el capítulo IV. 
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Capítulo IV 

R. Feynman en su libro "Lecciones de Física", describe al 

Bremsstrahlung como una radiación electromagnética debida a un elec

trón en movimiento, en el campo electrostático de un núcleo atómico. 

Esta radiación sale dirigida hacia "adelante", es decir, en la direc

ción inicial del electrón. Usando la expresión (III.23) y las subru

tinas PHSP, llATRIZ, HISESCA y L03HIS, se escribió un programa, el 

cual después de calacular el espacio fase de cada evento, evalúa el 

elemento de rn..:itr iz acurrulando los resultados en los histogramas que 

se muestran al final del Capítulo, Figuras IV.V,IV.VI,IV.VII,IV.VIII. 

A partir de los histogramas mencionados, se puede llegar a distintas 

conclusiones que se discuten en el presente capítulo. 

IV.I uro DE LA SUBRUTINA PHSP. 
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En el CApítulo II se dedujeron tres expresiones para la inte

gr·al del esµacio fase en Bremsstrahlung. Una para la distribución de 

los estados finales del electrón en la energía, para un estado inicial 

dado de en$rgía Ei. Otra para la distribución de los estados finales 

del fotón emitido en l<l energía, para un estado inicial dado de ener

ga wi. Y la terce1'a para ladistribución angular entre el fotón erniti·

do y el electr6n an su estado final. Estas tres expresiones fueron 

evaluwlas por !"'.é todos nurnér· icos de tipo Monte Car lo. Pesultando en 

los histograrras que se muestran en las Figuras (11.V),(II.VIJ, (II. 

VII). 

En el Capítulo II, también se dedujo una.expresión par-a repr~ 

sentar una f'(;c,cción ele dos partíc-.1las, corno el decaimiento tJe una pa.::_ 

tícula vii'tual, la que ~¡e usó para hacer los histogr·arnas de las dis

tribuciones en la energía del fotón y el electrón, y la distribución 

angular de tos e:>LacJ0:3 finales del fotón y electr·ón tal conD son ge

nerados por· la ~'ulw11ti. na fºHSP. Los hbtog1-,11nas obteni<Jos (Figuras IV. 

V y IV.VI, nú~ros 9, 10, 11) al ser con-par·ados con los mostr-ados en 

las Figuras II.V, II.VI, II.VII, en general se ve que coinciden. To

do esto se hi:o para vel'i fica1' que PHSP se usó en la forma cor1-ecta. 

La disc11sión anterior permite concluir que la representación 

de la reacción de dos partículas como el decaimiento de una partícu

la virtual de masa determinada por la variable s de Mandelstam, per

mite tiacer uso de la subrutina PHSP. 

IV. II FDLARIZACIOO "n" Y "s" DEL FOTCN. 

La polarización del fotón se puede definir de dos formas, co

mo "n" o sea normal al plano que forman el vector k de lllOOlento del 

fotón y el vector pi de momento del electrón en su estado inicial. 

La polarización "s" se define en el plano que forman k y r\, y "n" y 

"s" son perpendiculares entre sí (Figura III. I), .. 

FIGU!Vi IY. I' Defini'Cion de dos diTecciones de pola-rizaci:6n 



pclarLzac1ór. "n" y "s" del fotón !V.3 

La polarización normal t,. se calculó usando el producto ..::ruz de los 

vectores p y k, 
l 

p X k 
_1 __ = f,. {IV. Il 

/1\ X k.I 

la polar11ación en el plano, t-_, se define 

( lV .11) 

1 [.x k \ 
Usando las expresiones (IV.I) y (IV. I!) se sustituyen en el elemento 

de matriz en lugar del cuadrivector de polar'ización S,. , por esta 

razón se tienen jos cálculos en cada distribución, uno con el fotón 

emitido con polarización normal L y el olro con polarización del 

fotón emitido en •' l plano i:-', 

lV.lll Dl~>íHlBlJUa-J ANGULAR UE: LOS E~fA[XlS f-INAU:-0 

Las Figuras 5 y 6 de cada grupo muestran la distribución en 

el coseno del ángulo entre la dirección de emisión del fotón y la di

rección del momento del electrón en su estado inicial. De estos his-

togramas se concluye que en general cos \l °'- E)-:c-O lo que con-

cuerda con la idea expuesta de que la radiación sale emitida hacia 

adelante. Una segunda observación a estos histogramas nos ha1'á notar 

que : los eventos con polarización "s" son mis abundantes que aqué

llos ccn polarización "n", adeniás que un buen número de eventos con 

pola1'1zación "s" salen erml!dos con ángulos m.iy distintos de cero. 

Los t11stogramas moslrados en las figuras 7 y e, de~ cada gru

po, muestran la distribución de estados finales on el cosc:1iu del án

g11lo entre la d11'ecr:ión de em1:,ión del fotón y la dirección del m:Jme~ 

to del electrón en su estarJri final. De estos histogramas, se puede 

concluir que el electrón y el f:.ltÓn salen prácticamente en la misma 

di rece ión 9 ;, '.) . Hay que hacer notar que otra vez son los foto-

nes con polarización "s" los que se desvían un ángulo mayor que cero 
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con una mayor frecuencia, lo cual nos permite hacer un par de esquemas 

como los que se muestran en las Figuras IV.11 y IV.III. 

FIGURA IV.ll Esquema de 
campo electrostático, en 
te cero y k se encuentra 

la dispersión de u~ electrón en un 
general el ángulo es aproximadamen 
en una dirección muy similar a p. -

l 

FIGURA IV.111 En este caso se muestran dos dispersiones, dqnde 
es mayor que cero, en el primer caso a) la di7ecciún del fotón 
emiticlo es pracl icamcnte igual a p. , pero el electrón sale muy 
desviado, en bJ tanto el fotón com~ el electrón salen desviados 
ron respe< '"a la dirección dr p .. SeglÍn Jn,, l'alrulos qut· s<· n•a 
!izaron este tipo dP eventos tieAe una probabilidad más alta de
que sean con polar l?.adéin "s" en el fotón. 
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IV. IV DISTRIBUCICX'-J DE LOS ESTAOOS FINALES DEL FOTO'J EN LA ENERGIA 

Los histogramas que se muestran en las figuras IV.VII, IV.VIII 

son de la sitribución de los estados finales del fotón en la energía. 

Para bajas energías del electrón en su estado inicial E.::: í MeV , se 
J 

puede observar que en la distribución de los estBdos finales del fotón 

en la energía, existe un pico bien c1efinido para cner·gías bajas v1:;; .i 

fvleV. Mi entras que para electrones de mayor energía inicial E i::: 100 MeV, 

este pico en la distribución de la energía del fotón se ve corr·ido a 

energías más altas, es decir, las contribuciones más importantes ya 

no se encuentran a energías bajas. Si vemos todos los histogr'arrléls de 

la distr'ibución en la ene!'gÍa cJcl fotón podemos concluir que para 

electrones que inciden en el campo del núcleo con baja energía, la 

contribución más importante a la rJistl'ibución del fotón es básicamen-

te de fotones "suaves". En este trabajo los fotones "suaves" son 

aquellos que curnrilen con estar· en el siguiente rango de enrgía : 

E /N x 50 < E < E /50,con r~ núrmro de eventos en la primer 
max suave max 

colLnina clel histogram::i. del espacio L1se corresponcliente.Mientras que 

para electrones más energéticos o ultra relativistas, la contribución 

11'13.S importante a la distribución en la energía del fotón, deja de 

ser la de los fotones suaves y pasa a ser de energías mayores. 

Otro punto es que básicamente los eventos con polarización "s", 

son más numerosos , es decir, que en la distribución de estados en la 

energía del fotón, aquéllos con polarización "s", son uno o dos Órde

nes de magnitud más abundantes, con respecto a aquellos con polariz:~ 

ción "n". Así se observa una diferencia en el comportamiento del fo

tón emitido y es que su componente de la polarización "s" es más 

probable. 

IV.V CATASTROFE INFRARr-OJA 

Si en la expresión II.25 para la sección diferencial se StIBti 

tuye la expresión III.24 del element de matriz, se observa que el pr.!_ 

mer término se comporta con respecto a la energía del fotón, como w-1
, 

mientras que el resto de los términos se comportan de forma que tienen 

ex¡_10nentes mayores. Si sólo tomamos en cu:onta este primer término, se 
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El cinornio alcuadrado en el integrando ya se dijo, se cornporta corno w·' 

y si expresarnos las diferencias de volurnen d3 k y d~ pf como se hizo en 

el capítulo Il (pág. U.5). 

Jo-=:?~~!:", J/ R ~ _ lL:_ \((l - ~_r,_ , ~13.. )21fki=, ..,.,_,\) .. _:clu..1J.12, '."·'Jr, JL1, 
'-1\'íl,ir:,. \;.1- ~- rt '<) - '"~ . (\"'. --\·-.\1~--- T;;7-;:::;··(2lrYE1- l\'. IV 

En la expresión IV.IV se ~iede observar que el factor w2 se cancela con el 

factor w· 2 del intcgrilndo y la clistr.il1ució11 pét1'-l la l?nerqia Gel fotón se 

comporta como clw/w, que dil lugar a una diver·gencia cuando w~o,es cjec:r·, 

que la probabilidad de observar un fot6n de energía crr~ se hace irf1nita, 

a este hecho se le conoce con el nombre de catLstr·ofc infrarToja. ¡:r rea

lidad se sabe que tocios lo~; cletcctor·e'., tienen un límite, a parti~ c:~l 

cual pucclcn mecli r la pr·escnci;:i ue fotones. 

Si se toman en cuenta cor·recciones radiativas en Jos diagramas 

de Feynman que describen el fen6rneno sin ernisión de fotór,, los tér~·.:.r.os 

que agregan éstas, tienen divergencias que cancelan la catástrofe :.nfrar

roja (Figura IV. IV). 

FIGURA IV. IV Dos posibles correcciones radia ti 
vas para la dispersión de un electrón en el 
campo electrostático de un núcleo, 

Siguiendo la discusi6n del libro de Bjorken & Drell ( J que expresa la l.!:! 
tegral IV. IV, en función de la dispersión coulombiana de un electrón lilás 
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el término de Bremsstrahlung, como : 

Jo-= (~rr-l.;.f ~. f clJL..('2. {>~-1'..-
c::líl~ \Jll\ ."{~ vs ~-?, \l.·~; 

tir.. , 
~ 

-!-;;:-:)' - [f::).) IV.V 

La cual está su:nada sobre polarización del fotón. Lo importante de 

esta expresión IV. V es LlUe permite hacer la integr-al sobre la energía 

del fotón que es el punto de interés por el roomento, que da corno re

sultado un hYJar· i lrno, es ele este punto en que se dice que cuando "rnrn 

O se tiene una divergencia logarítmica para fotones de energía igual 

a cero. 

De l~. discusión anterior· eéo de esperar que los riistogramas 

de Ja distrin:..icirín en la energía del fotón tuvieran un pico en la pa.c_ 

te cercana al cero, lo cual no se observa en todos ello:", y sólo se 

observa cuanrJ:) la ene1·gí<1 clel electrón en su estauo inicial es baja. 

Pern cuando la energía del electrón en su esu.do inicial empieza a 

aumenlar Ja contr-itiución principal c;c corT•.> i! t"nergía:; más altas y 

cerca de cerC" desaparece el pico que se uspera olx;er·var-. Para expli

ccir esto, .:0 e, •;;:;e<!~'ª'' io ohser·v¿w que la clis tr' i bue _ión en la cner-~1 ía del 

fotón en el co-;pacio faso, tiene: forni:t ele un<:_ clistribución l]i.wssiana 

y que cerca. <1c;l cor-o hay muy poco:> evento'.> y torna la fon1H de una fun 

ción creciente, mientras que el máximo de eventos se sitúa apr'oximad~ 

mente en el >:;:Y'. de la ene roía ::!e~ ~ 1°~tr6n en ~óu estado inicial. Esto 

tiene un ef'P.cto c!P apantallamiento, que no perrni te ver' que pasa con 

eventos cei·ca del cero. Es decir', que no impor·ta que el elernento de 

matriz para ":'nergías cercanas a cero dé una contribución muy grande, 

por que para energías mayores se tienen mucnos más eventos, por lo 

que a pesar de que n~rca del cero existe un rico, se ve "oculto" por 

picos de contribuciones de energías más altas. Este "ocultarniento" se 

debe a lil naturaleza del método Monte Carlo y no a aquélla usada rara 

el elemento je matriz. 

IV. VI ca\CLUS IO\JCS 

La polarización es un parámetro que distingue el comporta

miento del fotón, es decir que el fotón se emite polarizado, prefe

rentemente, en Ja dirección "s". Ya que se pueda distinguir entre las 
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distribuciones en la energía y angular del fotón par·a las dos direcci~ 

nes de polarización "n" y "s" Siendo la proyección en "s" más abunda.ci_ 

te. Y este cunportarniento se distingue me.Jor conforme la energía del 

electrón en su estado inicial, aumenta. 

Conforme la energía del electrón incícJente comienza a aumen 

tar, el fotón emitido y el C:lectrón en su estado final fonran un án

gulo entre ellos, cada vez rnc,nor·. Y pr·acticamcnte salen türigidos 

hacia "adelante", es der.. ir· en una cJir'L;u: i6n pl'áclrcamente igual a la 

del electrón en ~3u esliicJo incial. Cuando la cncr·gía de incidencia del 

electrón es muy aJ ta ( -1o(j:J MeV), el ángulo entf'e e 1 foté>n enii t ido y 

el elcr::trón en su c~ta.du final se Pt11pi.eL.:1 d aiJr'ir. 

la contribución nus irnpor'L1nt(· de J;t distr'il)l1ciéin en la ener 

gía del fotón, está localizada cerca ele w=O cuando el electrón incide 

con una r~ner·g ía menor de ·10 McV. f'cr·o conforrn(• la 1.•1n·1 q í :1 de i ne iden

cia del electrón aumcnlil, J¡¡ contribución rn.)s i.m¡1ortant•: a la distri

bución en la energía, se corre a erwr·ghs cada vez may<_-,re:-.. Del c1rck•n 

E1 tal que Er> Erna/50· De lo anterior' se puede concluir que la con

tribución del fotón "suave" (de fr·ecuenciils !)aja~;) no é>icm¡ir'e es la 

principal y conforme la energía de inciciencia del electrón aumenta, 

la mayor contribución a la distribución en la energía c's de fotones 

que no son "suaves". 

El pico que se espera observar en la distribución de la 

energía del fotón a frecuencias cerc&.nas al cero,no siempre se obser

va, esto se debe a que la catástrofe intrarroja se ve "apantallada" 

por la naturaleza del cálculo numérico Monte Carlo que se r'ealizó, 

ya que el espacio fase (PHSP) del fotón aporta muy pocos eventos a 

energías cercanas al cero, rnientras que hay una cantidad mucho mayor 

de eventos a energías similares a la mitad de la energia del electrón 

en su estado inicial (w"'-.5Ei ). 

Estas conclusiones están basadas en el cálculo de la ampli

tud invariante \ 1111, r 1 sumada a espín en el electrón en su estado 
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final y promediada a espín en el electrón inicial. Es de esperar que 

si lffi1j\e calcula con una dirección de espín bien definida en el 

electrón en su estado inicial, el comportamiento de la polarización 

del fotón se ve alterado. 
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