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INTRODUCCION 

Los procesos estocásticos son una rama de la Proba­

bilidad que se encarga de estudiar loa fen6menos aleato­

rios que se desarrollan en el tiempo y ~stos abundaft en­

la naturaleza. Ocurren en Medicina, Biología, Física, -

Oceanografía, Economía y Psicología, por mencionar algu­
nos solamente. Si un científico toma en cuenta la natu­

raleza probabilistica del fen~meno con el cual está trá­

bajando, debería, invariablemente, hacer uso de la teo-­

ría de procesos estocásticos .. 

El trabajo consta de cuatro capítulos: 

-El primero está compuesto por cinco secciones­

en las cuales se pretende dar un panorama muy­

general sobre los resultados que utilizaremos­

de los procesos estocásticos y la teor!a áe -­
Probabilidad, desde definiciones hasta propie­

dades que nos serán de utilidad para los capí­

tulos posteriores, tales como procesos estocá~ 
tices separables, estacionarios, gaussianos, -

teorema de Kolmogorov, lema de Borel-Cantelli, 

etc. Para las personas que han estudiado teo­

ría elemental de Probabilidad y alg~n curso s2 

bre procesos estocásticos, podrán pasar rápid~ 

mente sobre este capítulo. De cualquier forma 

al final de la tesis se incluye la bibliogra-­

f ía correspondiente a estos temas y podrá con­

sultarse, por ejemplo Feller [lJ, Gnedenko (lJ, 

Loeve [l]. 

-El segundo capítulo se compone de dos seccio-­
nes. La primera habla sobre la continuidad de 

las trayectorias de un proceso estocástico, p~ 

ra lo cual se enuncian dos resultados; uno so­
bre las condiciones para que un proceso esto--



c~stico acepte una versi6n que casi seguramen­

te tiene sus trayectorias continuas y el otro­

sobre la relación de la separabilidad y la co.!! 

tinuidad. Veremos además que aumentando la s~ 

parabilidad a algunas condiciones sobre la di!!_ 

tribuci6n de X, implican la continuidad del -­

proceso y no sólo de una versión. Se da tam-­
bién un corolario con su generalización. 

La segunda sección habla sobre la diferenciabi 
lidad de las trayectorias de un proceso esto-­

cástico. Se enuncia s6lo un teorema en el 

cual se dan condiciones para las cuales un pr2 

ceso estocástico tiene sus trayectorias casi -

seguramente con derivada continua y, como en -

la sección primera, se enuncia un corolario -­

con su generalizaci6n. 

-El tercer capítulo consta de cuatro secciones. 

Este es la parte medular de la tesis. Contie­

ne desde las definiciones de lo que se va a en 

tender por cruzamiento de las trayectorias de-. 

un proceso estocástico a un nivel fijo, los -­

cruzamientos hacia arriba, cruzamientos hacia­

abajo y "tangencias", hasta el estudio de nue­

vas variables aleatorias que se definen en el­

cap!tulo llamadas "tfompos de excedencia". 

La primera secci6n consta de resultados sobre­

las condiciones bajo las cuales se puede aseg.!:!_ 

rar que las "tangencias" no ocurran. Dichos -

resultados son para un tipo de procesos esto-­
c~sticos con trayectorias con derivada conti-­

nua. 

La segunda sección se encamina a obtener algu­

nas características de la variable aleatoria -
"nGmero de cruzamientos" en el caso muy parti­

cular en que el proceso es gaussiano. 



La tercera sección nos da algunas caracter!s­

ticas numéricas de las variables aleatorias -
"ntírnero de cruzamientos hacia arriba (abajo)", 

as! corno un resultado sobre la no ocurrencia­

de las tangencias por parte de las trayecto-­

rias de un proceso estocástico, también cuan­

do es gaussiano. 

La cuarta sección nos adentra en el estudio -

de unas nuevas variables aleatorias, que defi 

niremos en esta misma secci6n, llamadas "tie!!l 
pos de excedencia" y se obtienen algunas de -

sus caracter!sticas numéricas. 

-El cuarto cap!tulo está constituido por dos -

secciones cuyo objetivo es presentar resulta­

dos sobre la distribuci6n de la variable alea 

toria "ntímero de cruces", pero cuando el ni-­

vel que estábamos considerando fijo, ahora lo 

tornaremos corno una variable que tiende a infi 

nito, además de trabajar con una definici6n -

alternativa de cruzamientos hacia arriba lla­

mada ~-cruzamiento hacia arriba. 

La primera secci6n nos da una distribuci6n a­

sint6tica de la media de los E -cruzamientos 

hacia arriba, cuando el nivel se va haciendo­

cada vez más grande. Este resultado es debi­

do a James Pickands III [1), [2). 

La segunda sección nos da una distribuci6n a­

sintótica del ntímero de E -cruzamientos ha-­

cia arriba y se demuestra que bajo ciertas -­

condiciones esta distribuci6n es una Poisson. 

Esta demostración fue hecha primero por Vol-­

konski & Rozanov [ 1] . 

La demostración de estos resultados se hace -

por medio de varios lemas que se enuncian pe-



ro no se prueban. Se dan sus demostraciones, 

que son muy técnicas, en dos anexos que se en 

cuentran al final de la tesis. 

Cabe hacer una aclaraci6n en cuanto a la notaci6n­

que se utiliza en este trabajo. Consta, en su mayor!a­

de cuatro caracteres dados en la siguiente forma: ----­

(*. *. *. *.), donde los aster!scos representas algan nam~ 

ro o letra, segQn sea el caso. 

El primero indica el namero del capítulo. 

El· segundo se refiere a la secci6n correspondiente. 

El tercer caracter denota si es un teorema (T), l~ 

ma (L), corolario (C) 6 definición, la cual se represen 

tará con un namero consecutivo. 

El cuarto nos da el namero de teorema, lema o coro 

lario de la secci6n. 

En caso de haber un quinto caracter, éste se refe­

rirá a alguna igualdad del teorema, lema o corolario co 

rrespondiente. 

Siendo as!, por ejemplo: 

(4.2.T.2.J.) 

Se representaría la tercera igualdad del segundo -

teorema de la secci6n dos del capítulo IV. 
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C A P I T U L O I 

CONCEPTOS PRELIMINARES. 

1.1 ¿Q.!lli ESTUDIAN ~ PROCESOS ESTOCASTICOS? 

La teor!a de la Probabilidad se encarga, dentro de 

un marco matematico formal, de estudiar aquellos fen6m~ 

nos en los cuales, bajo un conju~to fijo de condiciones, 

el resultado de un experimento es incierto, es decir, -

los llamados fen6menos aleatorios. Por ejemplo: 

a) Lanzar un dado 

b) Ndmero de llamadas que llegan a un conmutador 

a las 10:00 hrs. 

c) NGmero de aviones que piden pista a las 11:00 

hrs. 

d) La cantidad de agua en una presa a las 12:00 

hrs. 

En los ejemplos b), c) y d) se tiene una cierta d~ 

pendencia del tiempo. Los procesos estocasticos se en­

cargan de estudiar aquellos fen6menos aleatorios que d~ 

penden de un parametro {en particular el tiempo) , den-­

tro de un marco matematico formal. 

1.2 ¿Q~ ~ Qti PROCESO ~STQCASTICQ? 

Consideremos una familia arbitraria de variables a 

leatorias ~X~\ donde t toma valores sobre algrtn conju~ 
to de índices T . 

Dado lo anterior, podemos dar una primera defini-­

ci6n de un proceso estocastico, como una familia arbi-­

traria de variables aleatorias. Si T' consta de un nrt­

mero a lo más numerable de valores, la familia -------

de variables aleatorias es llamada un -
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proceso estocástico con parámetro discreto. Cuando 1"­
consta de un nGmero no numerable de valores, la familia 

de variables aleatorias es llamada un proceso estocást! 

co con parámetro continuo. 

Tornemos el caso en que el conjunto de variables a­

leatorias consta de una sola. El valor numérico, diga­

mos X(.i:), de la variable aleatoria para un t fijo no -

~estard determinado de manera anica porque estaran ac-­

tuando influencias aleatorias en el instante t . Para­

un modelo matemático de los fen6menos aleatorios que d~ 

penden del tiempo, sería natural pensar Xtt)para cada t 
fijo como una variable aleatoria definida sobre algan -

espacio de probabilidad l.JL,a, P). cuando t varía sobre 

T , obtenemos una familia de variable~ aleatorias --­

Xtt) dependientes del parámetro t y definidas en el mi~ 

mo espacio de probabilidad. En base a esto, podemos 

dar la definici6n formal de un proceso estocástico. 

D~INLCION 1.2.1. 

~ lA,6,P) llll. ~filti.g ~ probabilidad, T l!D 

~ju.n.tQ arbitrario. lln P,¡ocesg estocásticg­

~ ™ funci6n Xlt,w).J& ~. P.5!.UI cadg f: 6 T 
¡j.j¡;¡ ~ lfil2 variabli¡ aleatoria imW (.ll,&.1 P). 

Esto es, un proceso estocástico está definido como 

una funci6n Xtt,w) de dos variables, siendo T y .n. los -

dominios respectivos. La notaci6n que utilizaremos se­

rá X1: 6 !(t.t)en lugar de Xlt, w) omitiendo la dependencia­

de u> , sin olvidar que sigue siendo una funci6n de dos 

variables. 
Por otro lado, para cada u..i elemento de .ll.. fijo, -

en un espacio de probabilidad Xlt,w)se convierte en ona 

funci6n no· aleatoria (es decir, no depende de w ) de t 
definida para todo t& T • Esto es, para cada W, resu! 

tado posible, existe una y s6lo una funci6n de t. Es-

2 



ta funci6n Xlt) :. .Xtt,w) con w fijo describe el desarro-­

llo de un cierto experimento 'E. en un caso particular,­

cuando el resultado w se ha dado. De acuerdo con esto, 

Xlb) denotará una realizaci6n particular del proceso -

estocástico y le llamaremos trayectoria del proceso. ~­

Con base en ·.esto, damos la definici6n de trayectoria de­

un proceso estocástico. 

DEFINICION 1.2.2. 

~ (.JI., a,p) 1W ~p~ el.e p,robabilidad, 

X:txtt) •, t: oi' \W Prn!!.9 estocástico rm!J. -
definido sobre t.11 1 8. 1 P) • 

~ w ".n. 9 .l,.s i}plicaci6n q~ ..J/h Tasocia­

.)(ltl.: Xlt,U)) iw ]J! lJ.fil!l.Sl ~yectoria d,ti p~­

™ estocásticq X • 
La trayectoria X tt) puede ser interpretada como un 

"punto" en el espacio i. de todas las funcionés fC-t)de -

la variable t fr T . El espacio l.. será llamado el espa-­

cio de trayectorias del proceso estocástico. 

En la teor!a de procesos estocásticos estaremos in­

teresados en las propiedades (que definiremos más ade-­

lante en el Capítulo II) de las distribuciones de proba­

bilidad en el conjunto de trayectorias asociado al proc~ 

so bajo consideraci6n. Podemos, por ejemplo, desear co­

nocer la probabilidad de que una trayectoria de un proc~ 

so dado tenga una propiedad específica, esto es que per­

tenezca a algtin subconjunto espec!fico A del espacio L.. 

Muchas veces conocemos la familia finito dimensional de­

distribuciones de un proceso estocástico 6 en el altimo­

de los casos, algo acerca de las propiedades de esta fami 

lia y queremos deducir de este conocimiento tanto como -

sea posible acerca de la distribuci6n de probabilidad c~ 

rrespondiente en el espacio de trayectorias. Esto nos -

induce a la siguiente pregunta: ¿hasta d6nde está la --

3 



distribuci6n de probabilidad, en el espacio de trayecto­

rias L. inducido por un proceso estocástico dado1 deter­

minada por la familia de distribuciones finito dimensio­

nales del proceso estocástico?, es más, si una familia -

de distribuciones finito dimensionales, con el conjunto­

de parámetros r está dada a priori' ¿bajo qué condicio­

nes existirá un proceso estocástico que tenga como dis-­

tr ibuciones finito dimensionales a esta familia de fun-­

ciones de distribuci6n? 

Las respuestas a estas preguntas están contenidas -

en un teorema, debido a Kolmogorov , el cual será da 

do sin su demostraci6n. 

TEOREMA 1.1.T.l. 

1) ~ X=~ XC. Ir) ¡ t (;: T ~ im proceso estocást;J. 

~ @!!. 1.l.!l.ª f~ ~ distribuci6n finito qj.-­

mensional <lfilli!.. Entonce9, ~ familii¡l ~ 
<!,e ~a anica (salvo equivalencia) 1-.s distr¿ 

buci6n ~ probabilidad e,ll eJ ~p~ c!,e t~y~~ 

lliW l.. 
La segunda parte del teorema da respuesta a la pre­

gunta: dada una familia de distribuciones finito dirnen-­

sionales con un conjunto arbitrario T , ~bqjo qué cond.!_ 

cienes existirá un proceso estocástico asociado a dichas 

distribuciones? 

· 2) ~ neces2rto j suficiente".q~ J.! farnilii¡l -

~ distribucione§; ~ ~ priQJ;i, satisfaga -­

W :¡iguiente~ ~ condiciones p~ q\!§ exista 
U!} p~ estocástico asociado ~ ~ichas <ti:.§.-­

tr ibuc iones. 

i) Condici6n ~ simetrf~ 
~ funci6n c!,e distribuci6n n-dimensional 

ftx., 1x., ··. · 1X.,) ,. ~ ~ simétrica e.n t.Q..Q.Q§ 

!..2§ ~x.j 1tj) . ~..9 ~, f debe permanecer inva-

4 



ti.s.!:ill Q..Y..9.D.9..o lfl x.; y t j !Jufren U9\lllil. P,ermut,a, 

~.~~ 

Jf () 
Pi Xtt.) .i x, J XUi.h.x

11 
••• 

1 
X(t 0 ) !X,, h· 

= P{xtt,)o:.,)Xtt,.) .sx.z, .... ,X(tn)5""S. 

ii) Condici6Q ~ consistencia 

b.t4 ~prn.&19 P.2B J.s tj,g~ relaci6n: 

I 

¿'"" f°(:r.,Jx,, ... ,x. ... ~t1 1~'-i··1t,,)-= 
... ., -4>co = ~[(':t.,,x ... , •. ,x".,1t.,t,1 •• ,t11 ... 1 

J.g ~ ~ ~ en q~ Pfil'.il ~a w Er .!l.. 

e.l C<QL1j\ID.t.Q detinido p.Qf lJu¡ ~ggaldade~ 

XCt1) ~"'• .... ,Xti,,.1) ~x,,., , XCtn) o:,. 

~ x.,-. c:o tiende tl c..Q_njl!!ll2, definido PE,r 

Si se desea, la demostraci6n del teorema puede verse 
en Cramer & Leadbetter (1, p. 32-37] 

l.J EJEMPLOS~ PROCESOS ESTOCASTICOS. 

Dentro de la teoría de los procesos estocásticos, -

existen algunos que por sus características muy especia~ 

les, reciben un nombre determinado. Uno de los más im-­

portantes para nuestro estudio son, sin duda, los llama­

dos gaussianos, cuya definici6n daremos a continuaci6n. 

DEFINlCION 1. J .1. ·. 
~ (-121 0. 1 P) lfil 

X :: ~ X <.-V)·, t (:T ~ 

~ (.Jl., a., p) 

El.§Pª91& ~ probabilidad, -­
\ID proceso estocástico r....!ti!,l 

D~gimos qlJS1 X e~ 9fill,!i 

!ÚWl.Q ti Pill toda, n y b,h, .. ,t- 11 k distdbi¡­

ill..u @.n:hlllli qg Xtt1), ... ,X.lt.,)eJ! l!!lª ~ lfil!.!­
tivariada. 

5 



Entre los procesos gaussianos sobresale el llamado 

proceso de Wiener 6 movimiento Browniano. Corno su nom­

bre lo indica, este proceso provee un modelo probabili~ 
ta para el fen6meno aleatorio del movimiento Browniano. 

Específicamente, la trayectoria del proceso puede repr~ 

sentar una coordenada de una partícula que describe el­

movimiento Browniano como una funci6n de t ~ O. 

Matemáticamente un proceso de Wiener está definido 

por las hip6tesis de que todas las distribuciones fini­

to dimensionales sean vectores aleatorios con distribu­
ci6n normal n-variada con media cero y matriz de cova-­

rianza dada por: 

cov\ x<.s') 1 X.l~)~ e E.\ Xl'*i),XCS') ~ 

= min ts1 t:'I 

A continuaci6n mencionaremos otros ejemplos sobre­

procesos estocásticos y lo que significan sus trayecto­

rias. 
l) Consideremos el siguiente fen6rneno aleatorio: 

la cantidad de agua en una presa en cualquier instante­

del d!a. Si J\ "'~días¡, la variable aleatoria Xtu))---­

~conwUL) 

denota la cantidad de agua el día (A) • Como estamos -

interesados en la cantidad de agua el día "" en el ins­

tante t , entonces x,,.,, con w e: JL , t & (o1E14l denota la 

cantidad de agua en la presa el día <u en el instante 

~ Dada la definici6n 1.2.1. tenemos un proceso e~ 

tocástico: lCe~ Xt.'1.1)1 ji ta í.o,tl/J ~. 

Si fijamos w y hacemos variar t , tenemos el -

desarrollo en el día CJJ (fijo) de la cantidad de agua 

las 24 hrs. (ver figura 1.3.1.) 

6 



cantidad 

de agua 

FIGURA l. 3 • l. 

Zl/ '{: 

2) En el ejemplo b) de 1.1 podemos considerar el·~ 

número de llamadas que llegan al conmutador entre las --

10: 00 hrs. y 11:00 hrs. Si consideramos de nuevo 

.J2.. =\días L entonces X~lw) con o> f: .tZ. y i & t10 1 11J es 

un proceso estocástico. Fijando nuevamente "" , la fun­

ci6n ~\t~l nos describe como var!a la intensidad de lla­

madas que llegan al conmutador en el transcurso de las -

10:00 a las 11:00 hrs. (ver figura 1.3.2.) 

intensidad de 

t 
FIGURA 1.3.2. 
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3) Supongamos que tenernos un transmisor que emite­

diferentes tipos de señales. Sea ..n. = \ señales~ 1ento!! 

ces Xi tw) 

con t 6 to1il/ly <AHllZ. es un proceso estocástico que denota -

el comportamiento de la señal w en el transcurso de -

un d!a. Fijando cü tenemos el desarrollo de la señal en 

el transcurso del d!a, desde que es emitida al principio 

y durante todo el trayecto hasta que es recibida (ver fi 

gura l. 3. 3.) 

intensidad de 

a señal 

FIGURA 1.3.J. 

Como funciones de t t: T cuando fijamos u.> , nos i!! 

teresan las propiedades clásicas de regularidad de las -

funciones como son intensidad y diferenciabilidad. En -

el ejemplo (1), si todas las trayectorias son continuas­

y diferenciables, querrá decir que el comportamiento del 

agua en la presa es regular. En (3) si alguna trayecto­

ria no es continua nos estaría diciendo que la señal emi 

tida se pierde y si no son diferenciables entonces su -­

comportamiento es muy irregular. 
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1.4 ALGUNOS CONCEPTOS, 

En ocasiones no es posible trabajar con el proceso 

original y entonces requerimos de uno que sea "equiva-­

lente" al primero, en base a esto damos la siguiente 

PEFINICION 1.4.1. 

~ (.Jl. 1 6. 1 P) llll ILJiPa.ti..9 d~ p,robabilidad -­
X-= HHl 01 tt-T' 1 Y:IY<.t>:~•T\ ~procesos estocás 

ti.CQ.a definidos ~ (.A 1 a 1 P ). Decimos q\W_ 

el p~ 'I ~ lUlA. versi6n c'!g1 proceso X -
2J. p..i!I.fi ~ t ~ T , X+.lw) y 'itlu.S) llQll ~-­

t:i_ables aleatorias 'ª-quivalentes; esto e_§, !!!,­

Pfil:il t.Q9..a. ~ 6 T 

Una observaci6n importante es la siguiente: pode­

mos tener que una propiedad P se cumpla para todat~T 

y sin embargo no cumplirse para el proceso. Veamos el­
ejemplo siguiente: sean Jl,o::to 1 J.J, ,.ll., 6. 1 P) el espacio de 

probabilidad correspondiente, 
co sobre l.11. 1 6. 1 P ') , T-:lo,t¡ 

X 
.p 

un proceso estocásti 

, una probabilidad-

que no cargue los puntos (con parte at6mica nula). su­

pongamos que X._tw) satisface P excepto para u>t (esto­

es; Jet.tui) satisface casi seguramente 1> ) , entonces existe 

Nt c. Jl. tal que P ( Nl) = O y para toda w 6 t-lt 1 X~t.Yl'I no 
satisface P X satisfacePsi existe ...i 'X. tal 

que PCi.ia.):Oy para toda w G .11. en N \:
1 

X. no satisfaceP 

proquc 'Pl,~,Mt.~ no está definida. 
En particular una versi6n Y de un proceso esto­

cástico X puede poseer una propiedad 'P y X no po­

seerla (ver el ejemplo anterior, es decir, no es lo mis 

mo 
que 
.Yt 

'P 1 l<t e 'P • "1 t ~ ~ .L 

P\ ~t t: 'P~~ .&. 

Un concepto que intenta resolver los problemas que 
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plantea la observaci6n que acabamos de hacer es el de s~ 

parabilidad de un proceso estocástico. Intuitivamente -

es un proceso estocástico separable si existe un subcon­

junto denso numerable de ,. tal que, en cuanto a las -

trayectorias de X estas se comprotan igual en el sub-

conjunto denso numerable que en ,.. En base a esto, 

damos a continuaci6n la definici6n de separabilidad como 

sigue: 

DEFINICION 1.4.2. 

~ x~lic.;t.T~im pm~ estocástico. ~ s~pm 

lli ~ ~ S (llamado !!.l'!Pru:.51lli;.e) conteni 

<to w r w. q~ p.ru.:a, ~ .intervalo ~­
tg l C.UY-'1 intersecci6o c;QD T ~ rw 'lA-­

áa, cJ!!L s~guramente / ~ C.1J.mp;ui aJ.g~ d~ l~­
ª-iguientes condiciones: 
i) inf X,, = inf X t 

SJell'IS *• t11T 

ii) 

sup x_,. = sup X t: 
s¡f:.Jo~ ' ti, tnT 

inf Xs· 
•¡tfnS .1 

sup X1:: 
i"111T 

iiil inf XsJ ~X t: 
.. SJUllS 

~ su~ Xs j t E: I o r 
Sj 11 n5 

y para toda t. en la cerradura de T 

i') lim inf Xs; = lim inf Xt• 
.Sl-o t. t,l-4> t 
lim sup Xe ::: lim sup X.s. 

t 1 -41 t 'J~ t 
,¡ 

ii') lim inf Xs.¡ ~ lim inf xe 
'S~t ...... t: x,J llm sup X11• ~ lim sup 
ti_. t sr~ t 

iii') lim inf x..j~)(~ !: lim sup Xs· 
$¡-"'J t ~¡ ~ t J 

t~T 

El siguiente teorema nos provee de una herramienta­

matemática en cuanto a procesos estocástico separables. 
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TEOREMA l. 4. l. 

~ p~ estocástico ~ ung. versi6g -
§_eP,arable. 

Este teorema es debido a Dobb y si se desea, puede 

verse la demostraci6n en el Loeve [ 1 ] . 

1.5 ESTACIONARIDAO Y J&MA Q,t: BOREL-CbNTELLI 

La estacionaridad es otro concepto que facilita el­

estudio del comportamiento de las trayectorias dentro de 

la teorfa de los procesos estocásticos. 

PEFINICION 1.5.l. 

~ (.Jl., a 1 P) 1,ill ~p~ ~ probabilidad, 
)(,'::. \ x<J:\ l t 6T ~ \Ln proceso estocástico rw ~ 

finido sobre l.J\. 10. 1 P). )( ~ eej:acionario ij,j. 

lJf\ ,C.t11 ti 1 .. ,t.1) ,Tn 'i h'>O 

P~ Xt, ~ x, 1 X.*tul.,·· - ,Xt11 4.x.. \ ::-

:s 'P ~ Xt.1+11 !i.x., i Xt,tii t. lC.i. 1 • • • 1 ><t,th ' :x. 11 ~ 

~ q~e ~' ~ particular, q~ 

Xt-Xt+h 
~ ~pendiente d~ t y s6lo d_$!pende ~ --
1\. 

Por Gltimo, un resultado que nos ser1a de mucha ut! 

lidad en los capítulos posteriores es el llamado lema de 

Borel-Cantelli que daremos a continuaci6n. 

Consideremos (..fl. 1 0. 1 P ) un espacio de probabili-­
oo 

dad, 1 A ... ~ 11 , 1 una sucesi6n infinita de miembros de a. . 
En base a esto definimos 
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co m 
Av. 1) lim sup A" :: () \,,) 

n•co n•I ""'" 

2) lim inf An :; ü ñ A'K 
1\-'JCJO f\~I 11.• n 

l.p ~ quiere decir q!:!.e 

(2) d n 

Pl!.!11 t.Qfil> v.s.!Q.r d~ K 

~ 12.E BOREL-CANTELLI. 

~ la notaci6n q~ agabamos ~introducir, 

i) f P(~n)<co => 
"ª' 

A Y\ S....Q!l i~pendientes y 

ii) 

P \ \11
M Súp ~n ) :: .l • 
1'1-+00 

Su aplicaci6n en trayectorias la veremos en el 
Cap!tulo II. 
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C A P I T U L O II 

CONTINUIDAD Y DIFERENCIABILIDAD DE TRAYECTORIAS 

En ~ste capítulo, vamos a estudiar algunas propie­

dades analíticas de las trayectorias de un proceso est~ 

cástico X= f X(tJ j t .. r. 1 tales corno: continuidad l' defe­

renciabil idad de las trayectorias de un proceso. Es de 

cir, nos podemos preguntar, ¿Cuándo las trayectorias de 

un proceso serán continuas (diferenciables) ?, o más -

bien, en términos probabilistas, ¿Bajo qué condiciones­

un proceso .X tiene casi todas sus trayectorias conti­

nuas (diferenciables) ?. 

Hemos hablado de continuidad y diferenciabilidad,­

sin embargo, no hemos hablado de qu~ se entiende por -­

continuidad de las trayectorias de un proceso y difere~ 

ciabilidad de las mismas. 

Entonces, para precisar lo que entendernos por con­

tinuidad o diferenciabilidad, necesitamos dar las si--­

guientes definiciones: 

Definici6n 2 .1 

~ (.ll,~, P) l:ill ~~ ~ probabilidad, 
X:s{XCt.l¡ter\ '!!I proceso estocfatico !'.fil!1. l!Q-­

W ~ ~p.5l.Q.ip e A I a, P) , fill éstas condicio 

~ definimos: 

1) Decimo¡; q~ U.!} p,roces9 X llifill S.!:!!i -­

ta:,ayectoL ias continuas sj: 

P i CiJ e.n. j t ~ X61Cf:J es continua } :: .1 
2) Dedmp~ q~ \l.D proces9 X tiene S.1!.§ 

ta:siyectorias diferenciables ~~: 

Pf W(rJL;b -'I XcuCt) es diferenciablel-: 1 
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2.1 CONTINUIDAD 

Concentremonos primero en la continuiµad de traye~ 

torias. Para responder a la pregunta planteada al pri~ 

cipio del capitulo, con respecto a la continuidad de -­

las travectorias de un proceso, tenemos el siguiente -

resultado: 

Sean 9 y e¡ dos funciones pares crecientes en­

una vecindad del origen, en estas condiciones tenemos -

el siguiente 

TEOREMA 2. 1. T .1 ( Continuidad ~ T.f.SYrn---­

tiru¡ ) . 

~ tn., ~ P) l!!l ~pacio @.. p¡.obabilidad --­

T = to, U 1 )( = \ X(·U ¡ ·h,. \ l1!l P~ esto di§ 

tJJ¡g ~ sobre ej e,_§p~o cm probabilidad -­

c..n. 1 4 1 P) , §.UP.Q.Ugé!!.QQ,S q\!§ SJl verifican 1-ª.§­

§j.guientes condiciones: 

il '/. t 1 -l+h ET 
Pi IX(t.-hl - )((t:)I ~~('1) },~lh) 

TaleJl qyg: 

iil:.«J<t'")<oo y 

iiil f f qC i"> .eco 
flWI 

Entonces existe \!!). p~o wt , ~quivalent~­
g )( , c¡u.yru¡ t,¡mrectorias S..Q.!.1 ~ s~guramen 

~ continua§ \ID T . 
La demostraci6n se hará de la siguiente manera: 

Nos aproximaremos a una trayectoria del proceso o­

riginal X , por medio de una sucesi6n de trayectorias 

poligonales definidas para cada punto diádico del intef 

val o Co, j] ( i. e. en los puntos de la forma {n,,. -:: r"/'J.n p~ 

ra r = O,l,2,3, ••. ,2n y alguna n ~ N, igual que las -­

trayectorias del proceso original y para el resto de -­

los puntos (entre dos diádicos) como la recta que los 
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une (ver figura 2.1.1.). 

Se mostrará que para cada n e N, cada proceso def! 

nido asf, tiene sus trayectorias continuas. Asimismo,­

mostraremos que la sucesión que definen las trayecto--­

rias poligonales, convergen uniformemente a las trayec­

torias de un proceso que llamaremos ~ , que tendrá, -

con probabilidad uno, sus trayectorias continuas, ya -­

que la convergencia es uniforme. Finalmente, demostra­

remos que para toda -le[o, 1], 'l(U es equivalente a Xlt). 
Dentro de la demostraci6n, se utilizar~n varios re 

sultados, vistos en el Capftulo I, tales como: Lema de­

Borel-Cantelli, equivalencia de procesos y otros más. 

DEMOS TRACIO~ 

Supongamos que una parte de una trayectoria -

de )( está dada como sigue: 

_ _.... __ ·------·--· ----

FIGURA 2 .1.1. 

donde 

tf\,r:: r/z" A , r = 0,1,2, ••. ,2 

x(~) - la trayectoria del proceso original 
Y,.tb) .- la n-~sima aproximaci6n a ~{\) 

Y11t1ll>.- la (n+l)-~sima aproximaci6n a Xtt.> 

15 



De la figura 2.1.1. podemos ver que para---­

t G ( t'\r' 1 i."•"°') como 'Ynttl es la recta que -
une los puntos (t.i,r 1 X(tl\r) ) y (t11,r+1 1Xlt11¡r+1l) 

X(tn,r•1l • X(i.n1r) 
con pendiente m -=--·----·-------

t n1fll .. tn,r 

podemos expresar )'11(i\ para tn,,.4 t 't111n1 como: 

Ahora bien, de la misma figura 2.1.1. podemos 

ver que la diferencia Ynt1<f.l .. Y11m la podemos 

acotar por: 

1 Y11+1 l!)- '1n<t1I' }X( tiw1,&l'f1) .. i' (Xlt11t11ir} +X l tn1• 1ir••~J 

y si hacemos 

A= IXH11+\tr+1) .. ){(t11t11 irl\ 

B : 1 X(tn"1ll"+•l - X(tntt,it"+s)I 

aplicando la desigualdad del triángulo, tene-

r.ios: 

Como podemos observar, A y B no dependen de t 

en el intervalo (tq1t' 1!n,AI1 ; por lo que 

ty.~~:tflt"•' lYnuCU·Y,,(t)' 'Í:'"-'6} 
aplicando la hip6tesis i) del teorema 

Ph"'~Ui.r. h~ .. ( i> -Y11(tJ l ~ 9 ( i fl•I) ~ ' 

~ P~A ~ 'Hi""')' t PI si 9( t·•n '2 ~Ci
11

") 
Ahora bien, como esto es para un intervalo en 

particular y tenemos 2~ intervalos que co--­

rresponden a los 2~ valores de r (r = 0,1,-
n .. 2, ... ,2 ) , encontraremos que para todo el in 

tervalo (0 1 11 
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P\ or:~i IY •• m-Ynt~)l ~9li~11,rc.\(r'l 
y como ~ 2" ~(i.") ( a> 

podemos aplicar el lema de Borel-Cantelli, e~ 
tonces Yntt) converge uniformemente en el in­
tervalo (01 1] con probabilidad uno y converge 
a una trayectoria de un proceso 't , que es­
continuo (sus trayectorias son continuas), -­
ya que la convergencia de las trayectorias de 
Y11 es uniforme a las del proceso wt . so­
lo falta mostrar que ~ es una versi6n de -
X . Es decir, que para toda t que perte-­

nezca al intervalo (o,\ 1 
P{ XO.) : ~tt:l \-::'l. 

Para esto, vemos que si -l: tn1Y' entonces­
para p = 0,1,2,3, ••• X..,t~)-: X(l) y por lo -
tanto P\ 'JCU,) : t\ (U ~ :i 1. 
Si -4: Í ln1Y' entonces t-:.\1"' tn,ve, para -­.. .._ 
cualquier n y r con O 6 ~ .. tnt ' in . E!! 
tonces por hipótesis 

P\ IXtt"'w¡.) .. XlUl ~ '3H-tn1~,.n'1«t.-~,.) 
•n 

y como O.E l·tn,fll ' 2. y q es creciente 

c:¡H .. t"'"') 4 ~ <i"> 
por lo que 

P\ KUn.r.l ·Xltl ~ ~li")' 4- <t C-r'J 

Una aplicación del lema de Borel-Cantelli, 
nos permite concluir que Pi XC-ln,r..) -tXtt.l \: 1 
por lo tanto como '\\U es a trayectorias con­
tinuas 'tltn.'f') ~ f'\l.\:) con probabilidad -
uno, pero X(tn1r) :: ~ (t",.,) entonces: 

'P \ )(Ol ::: '\ t t.) \ :: 'l • 
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El siguiente corolario nos da condiciones suf icien 

tes para que el teorema 2.1.T.1. se cumpla. 

COROLARIO 2.1.C.1. 

Sj. ~ lfil; notaciones d~l teorema 2.1.T.l., -

tenemos que: 

E \ lxc tt\\) - Xlt) r\ < k !1i0os lhl¡'•" 
clQn!ie p ( r y K ~ constantes positivas, 

entonces Lil conclusi6n ~ teorema 2.1.T.1. -

~~p]J¡,. 

La demostraci6n está basada en la aplicación de la 

desigualdad de Markov, que dice: 

Para cualquier variable aleatoria Z y a ) O 

Pt l t. l >,, a \ .$ E flt 1" V." 
Incluso una generalizaci6n de este corolario-

ser!a: 

fil S { XU+h) .. XC*-1 1 °" ~(h) 

~ : f(~) ~'in) 2" < CtJ 

y ,.f s<.i"l <~ 
~ ich) y 9(h) ~decrecientes c~ ---­
h ~o entonces X ~ 4.11g versi6n a ~.as;­
~ qontinuas. 

Una pregunta interesante sería, ¿Bajo qu~ condi-­
ciones el proceso es a trayectorias continuas y no s6lo 

posee una versi6n con esta propiedad?. Si analizamos -

la demostraci6n, nos daremos cuenta de que lo que está­

en el fondo de la misma es el concepto de separabilidad 

visto en el Capítulo I, es decir, analizamos las traye~ 

torias del proceso en un conjunto separante (los diád! 

cos) , si el comportamiento del proceso está determinado 

por su comportamiento en un conjunto denso y numerable, 

entonces podemos formular el siguiente 
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TEORE1".A 2 l. T, 2 • 

~a X \ID procesp estoc.1stico C..Q!l O!a h l rea¡ 

y w:iP.arabl~, ql,W c¡y_mp~ C..Q!l l.s.¡¡ condiciones -

c;!gJ. teorema 2.1.T.1., entonce~~ p~ X 
~ a J;wlectoria;; continuas. 
DEMOSTRACION 

Sean $ el conjunto separante e 1 C. [ 0 1 f. J , 
abierto, entonces para todo t en S tene--

mos: 

I .'"" NP XU) : la'm C"P Xtt) 
tel"S t'tn'T' 

y 

Pt rtU):: XCf:)}-: 'l 
Ahora bien, para t 0 fijo, por la continuidad 

de las trayectorias de \1, 

\ ytUl ... r¡tt.ll< E si \t-t 0 l < S. 
Sea I :(t.-' ,totS), entonces 

X(t.,) ~ t"f X<t1 :d nf 'X(t 1 = Lnf rt U:) ~ ~<tl·E 
t 6I ttinS -lt tnS 

análogamente para S"f' X't.l 
Como E) O es arbitrario, entonces 

por lo que 
XC to) :: tl, ( to1 

entonces para toda t en (o 1 l ) 
por lo tanto 

, ~<U: XU.) 

P\ )((t): t¡,U) ¡ º't tí .d : 1 
es decir, 

P ~ <Al e J1. ; -t. _, X1.11Ct> es continua \ :: 1 

Es decir, si tenemos un proceso estocástico -

separable, tenemos continuidad para X y no­

s6lo para una versi6n del mismo. 
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Con esto terminamos la parte de continuidad. En -

la siguiente secci6n veremos algunos resultados sobre -

la diferenciabilidad de las trayectorias de un proceso­

estocástico. 

2.2 DIF~RENCIABILIDAP 

Concentremonos ahora, en el problema de obtener 

condiciones suficientes para que las trayectorias de un 

proceso estocástico X sean, con probabilidad uno, con 

derivada continua en O* t. f l • 

Sean g1 y ~ 1 dos funciones pares crecientes en -

una vecindad del origen, en estas condiciones tenemos -

el siguiente 

TEOREMA 2.2.T.l. (Diferenciabilidad ~ T..!:S,.-­

yectoria§) 

SiiH.Wlg~ q~ 1=l!.!! QJ.p6tesis ~ teorema 

2. l. T. l. ~ Q.Ylllp!@D, !!!!§ aJW, !UIPQ.!lg'l!!!Q.!! --­

q~: 

i)para toda ~-h, t , tah en O'-t'1. 

P{ (XC tth) + )(( t-~1-i X<i) l). 91<"1 \ ''t<h) 
~ 

ii) Z 2." 9, Ci"l ( Q> 

y 

iii) : f <f, <i") ( Q) 

entonce§, ~ ll!'J procesq ~ , versi6n d&­
)( , w q!J§.: 

P\ ~ tenga sus trayectorias con derivada­
continua z' , para toda t en [o,, s] ,, o:: 1. . 
DEMOSTMCION 

La demostraci6n se hará en dos partes. En la pri­

mera se demostrará que la versi6n ~ encontrada en la­

demostraci6n del teorema 2.1.T.1., bajo una cierta def! 
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nici6n de su derivada, ésta ser.1 continua. 

En la Sf~gunda, se definirá un proceso ln tal que­

para toda -\: que esté en (o, 1 1 , i!"<t1 = Yn(i:) excepto en 

una vecindad alrededor de t :: t n 1Y' , y se mostrará­

que i!! converge uniformemente en (o_11 a las trayecto­

rias de un proceso r~ que es continuo en todo (o, 11 ' 
en donde ~ es versi6n de X • 

Finalmente, se mostrar.1 que 't: n converge a ~ 
donde para toda t G (0 1 .L 1, P\ )((t\ = i (ilb .1 y 'l-1 es­

la derivada de las trayectorias de ~ ,que es versi6n -

de X. 
Sea 'Y~(~) definido como en la demostraci6n -

del teorema 2.1.T.1. Entonce~ 'Xi es a tra­

yectorias continuas, asr como también su deri 

vada Y~ excepto en los puntos t.-::. tn.w- don: 

de Y~ se definirá como la derivada izquier­
da parar= 1, ••• ,2~ y la derivada derecha p~ 

ra r = O (ver figura 2.2.1.). 

DISCONTINUIDAD DE Y~~I t~) 

i 

... ~ .--.-.. ~ 

_ _,_ __________ ... ,_l ....... _-----·--··-· ... -- .. ---
t.~ ... 

FIGURA 2 .2. l. 
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Entonces Y~l~) está definido para toda --­

~f. [O , 1J y tiene discontinuidad en los pu!!_ 
tos 1: = ~n,C' para r = 1, ••• ,2" -1. 

Ahora bien, del teorema 2.1.T.l. teníamos que 

para toda t ~ ( t n,C' , t n
1 
r+' l 

Y11lt):: X( in,r) t i'O.-tft,,.)( X(tn1,..,)-X(~n 1r)] 
para toda ~ (: t-t.'"'•"r+1 1 tAt1,zruJ 

x •. lt' = x (~""•'"º > tr'u.-~ ... 1.l'tt} [x(~ ... "*.)-X{~¡Utl>J 
para toda t. f. ( !M11'l.r > tn+l,'L""' J 

X.,lt\ :: XHM1,u) + i''\t.-t11t11ir)(>W:.j\t1
1
""1l- X(~t1,n1] 

Entonces tenemos que: 

pat'a toda i t ( ~f\+t 1 u· 1 -l:.f\H1'1.r+'l.1 

para toda t ~ ( tn+1
1
1.r 

1 
-f:n .. 1,u .. 1] 

Yn~1 Us\ = t'(Xlt11t1,2rw)- Xltnt1,ir)] 

para toda -l f. ( 1 n11,'lr+I J i l\tl 1 'l.rt'&) 

V,:., tt\ -:: :¿" .. [ XH11,,,,,,.,) - X ltn"' 1i.r .. 1)) 
y podemos verificar fácilmente que: 

para toda t c. ( t f\tn,u 
1 
t n+•, -z r+i) 

1 Y.!..ll:l .. y~lt) l :: i' X(lui,,.)+XH11t1.ir••) -2 X(i~t1,\rt1) J 

luego entonces, aplicando la hip6tesis i) -­

del teorema 

y para todo el intervalo [ O 1 l] 
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y una aplicaci6n del lema de.Borel-Cantelli y 

la desigualdad (2.2.T.l.l.), implica que Y~~t) 
converge con probabilidad uno, uniformemente-

• 1 

en (O, l] • 
Ahora bien, en los puntos de diacontinuidad -
-\::: tn,r con r = l,2, .•• ,2n -1, tenemos que 

Y~~t11 1,.)to) .. Y~ l tn,r) : 2.nlX(t"I"' )+Xltn1r+1)·2X(~,)\ 
y por hip6tesis para el salto de Y~ l +.) en­

t ':: tf\,f' 

P\ ls1u .. ro i>e Y~tt\ &M t~t~,r\~7.n~ 1 (Ín)~~~,(in) 
Y para el máximo de los saltos de Y~~t) en­

tados los ~n,r 

pi ~~J( \salto de Y~til\ ~2."~ 1 lÍn)~'*(f-1.) ~,lÍn) 10~~41 
las hip6tesis de convergencia de 91 y q, 
permiten aplicar el lema de Borel-Cantelii pa 

ra concluir que: 

PI MA,C l salto de Y~l~) \ ~ O ~ : 1 
Otih1 

••. (2.2.T.l.2.) 

Con ~ato queda demostrado que Y~lt) es continuo,-­

i.e ~ ~! tiene sus trayectorias con derivada continua. 

Pasaremos a la segunda parte.de la demostraci6n. 

Sea :i!nll) : ~lt) excepto en una vecindad alre -11\ -
dedor de tn,.. de radio 2 para r = 1,2, .• 

. . . ,2n -1. Entonces ~n lt) tiene derivada -

continua . En los intervalos excluidos se a-­

justa un arco (ver figura 2.2.2.). 
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-L .. ,,..in 
FIGURA 2.2.2. 

Entonces 

( t~<tl-Y;(t)J ~ 0~::1 ¡saltos de Y~ulJ 
••• (2.2.T.l.3.) 

y como 

p Í N~X !saltos de Y~ttl f ~O 1 : 1 
OHH

1 1 
entonceo Z11 t-t.)-Y,.lt)-00con probabilidad uno, 

es decir, l!'n converge uniformemente en [o,11 
y llamemos 2' al l!mite, que es continuo tam 

bi6n en [O, J J 
Ahora bien, para los puntos i. 6 ( t11,n.i11: tn,rtt"') 
tenernos la desigualdad (2.2.T.l.2.) por la -

que: Jt 
1 i"(t.l .. Y110.)J '~ t"' l l~<.s 'l - 'I~ u'l l el s ~ 

"""•,.. 
~ 2.z•'I salto de Y~(&) en tn,,. 1 
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y como consecuencia, para todo -t. 6 [o, J J 
•n' 1 

0~\~ 1 1 '?..,,~) .. YnCl>I <.Z•2 t!t:iJsalto de }'n(t.)1 

Luego entonces, en virtud de la expresi6n --­

(2. 2.'l'. l. 2.) 

Z,.tU-°Xi(i)-tO y 2.n t-1:) -> l.{+.) 

en donde :i! (t:) es igual '\U), .definida en la­

demostraci6n del teorema (2.1.T.1.), enton--

ces, tenemos quei 

P { 2 ( t) : X ( t) ~ :: L 
y que l' es la derivada de Z , con lo cual­

queda demostrado el teorema. . 

Como en· la secci6n anterior, daremos un corolario­

que proporciona condiciones suficientes para que el te~ 

rema 2.2.T.1. se cumpla. 
COROLARIO ( 2 . 2 . C, l. ) 

~ ~ condiciones <!g]. corolario (2.1.C.1.) -

IU! ro.wnp len. y ~ 

p • ~ 1 hl 
E\ /X(hh)+)(H-h) .. Z)((ti)J '<pofjlhl ¡••r 

c;lQwLe p<r y k lil2D constantes 80sitiya~, ~­

tonces el teorem~ ( 2. 2. T .1. ) ~ C.!J!aP]J¡. 

La prueba está basada en la desigualdad de Markov­

y el corolario (2.1.C.1.) de continuidad. 

Incluso una generalizaci6n del mismo ser!a: 

§}. 1J!.!! condiciones del corolario (2.1.C.1.) -

~ continui c1ad s~ c~p~, y §.,!. 

E~ IX(hh1+Xlt .. h)~2 X(i)IP1 ~ f{n).ltl-i> 

entonces ~ teorem¡i ( 2. 2. T. l.) ~ QJ.Yllpl.g. 
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\ 

Como una ilustraci6n de los teoremas vistos en es­
tas dos secciones, podemos mencionar el proceso de Wie­
ner o Movimiento Browniano que. vimos en el Capítulo I. 

Se puede demostrar a partir del teorema (2.1.T.1.) 
de continuidad, que el proceso de Wiener tiene sus tra­
yectorias continuas, basta encontrar las funciones ¡ y 
~ correspondientes para que dicho teorema se cumpla. 

El teorema (2.2.T.l.) de diferenciabilidad es un -
poco más difícil de aplicar, más no imposible, pero nos 
podemos preguntar si el proceso Gaussiano tiene sus tr_! 
yectorias continuas y con derivada continua. Esto es -
afirmativo para la continuidad, pero no as! para la di­
ferenciabilidad, es decir, no cualquier Gaussiano tiene 
trayectorias diferenciables, incluso ni el Browniano. 

Ahora bien, las condiciones del teorema (2.2.T.1.) 
de diferenciabilidad implican directamente las de cont! 
nuidad; haciendo una analogía con los teoremas de fun-­
ciones reales de variable real, baste recordar que si -
una funci6n ten!a derivada continua en un intervalo, -­
era continua en ese mismo intervalo. Entonces, si un -
proceso tiene sus trayectorias con derivada continua, -
tambi6n tiene sus trayectorias continuas, y esto se pu~ 
de ver de las condiciones del teorema (2.2.T.1.) de di­
ferenciabilidad. 

Si analizamos más detenidamente sobre las hip6te-­
sis de los teoremas 2.1.T.l. y 2.2.T.l., nos damos -­

cuenta que las mismas son hip6tesis sobre la distribu-­
ci6n del ~receso y condiciones para aplicar el lema de­
Borel-Cantelli, es decir, que este problema lo podr!a-­
mos analizar tambj6n como un problema de teoría de la -
distribuci6n de un proceso estocástico y quizá ah!, ob­
tuviesemos resultados similares a los que vimos en este 
Capítulo. 
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C A P I T U L O III 

CRUZAMIENTOS 

En este capítulo nos concentraremos en el siguien­

te problema. Dado un proceso estocástico y una consta~ 

te u, , que llamaremos nivel, ¿Cuál es el comporta---­

miento del nGmero de veces que las trayectorias del pr~ 

ceso cruzan la recta lA. ?, o mejor dicho, ¿Bajo qué -

condiciones podemos asegurar (o decir que con probabi-­

lidad uno) , que las trayectorias del proceso cruzan al­

nivel u. ? , y si lo cruzan, ¿Cuántas veces sucede es­

to?. 
Como un ejemplo de las aplicaciones que pueden te­

ner estas cuestiones, podemos considerar a 1.t. por eje~ 
plo, como la capacidad de una presa y si el proceso de­

nota la cantidad de agua en el instante t , si una -­

trayectoria cruza al nivel u. querrá decir oue la pre­

sa se ha desbordado o si lA. es la recta u. = O y una -­
~rayector ia toca a u. , querr~ decir que la presa se -

ha quedado sin agua. 

La transmisi6n de señales, sería otra aplicacidn,­

ya que si Xtt) denota la intensidad de la señal en el 

instante t. y u. representa la capacidad del canal de 

transmisi6n, entonces si una trayectoria cruza a CA. 

querrá decir que la señal se distorsiona al rebasar la­

capacidad del canal. 

Existen numerosos ejemplos que se podrían mencio-­

nar, como teoría de inventarios, crecimiento de pobla-­

ci6n, teoría de colas, etc. 

Otro cuestionamiento interesante ~erra, preguntar­

nos por el tiempo que permanece la trayectoria del pro­

ceso, por arriba del nivel u... (o por abajo), es decir 
por la periodicidad de los cruces. 
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En los dos ejemplos anteriores, si una trayectoria 

cruza a U.. , el tiempo que permanece por arriba de U. 

será el tiempo que está desbordada la presa o que está­

d istorsionada la señal. 

Pasemos a formalizar algunos conceptos que no he-­

moa definido y estamos manejando, como el de cruce de· 

una trayectoria a un nivel U. . Con el primer proble-

ma que nos enfrentamos es si vamos a contar s6lo los -­

cruzamientos "genuinos", o también las veces que una --

trayectoria del proceso s6lo toca a u. . 

Entonces debemos dar las definiciones precisas de­

estos conceptos y trabajar sobre ellas. 

Sean (.n, 
1
9. 

1 
p) un espacio de probabilidad, U. una 

constante real, que llamaremos nivel, )( 2 \X, ¡ o$! 41 l un 

proceso estocáatico real sobre U\ ,a.1 P) tal que: 

G.u. el conjunto de todas las trayectorias de X , ta­

les que: 

nes: 

En estos t~rminos damos las siguientes def inicio--

DEFINICION 3. 1. ~ X ~ e;. u. . 

to ev (011) EJ. q~ existe E>o y P..il!Jl t.g­

t 0!1 
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,,,,~ •• E)' xrn~L\., entonces decimg~ q~ X w-­
W! Wl cruzamientQ ~ mW ~ to . Den2 

taremos por U"" el ntlmero de cruces hacia a-­

rriba por las trayectorias de X en (O 1 1 J, 
(ver figura 3.1.). 

XCt) 

Xl~) 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 ' s 
~ 

~ t.-é to to H. 

FIGURA 3.1. 

DEFINICION 3.2. ~ X fil} "u.. a.i ~ 

~o li2D (011) w q~ ~ E>o y ga¡a tg-

dD t e¡¡ <+ ... ~, t:o) ,X<A)~llY ~ tg,dg -1:: ~ --

( 60, t1+'11X,·l\ 't<, entone~~ decimof} q~ X 

~ \.ID cruzamient9 ~ '!!lllj9 ~ *º . D~ 
notaremos por D14 el nGmero de cruces hacia -

abajo por X en (a,JJ. (ver figura 3.2.). 

X(4s) 

FIGURA 3.2 

29 



DEFINIC!ON 3. 3. ~ X Wl ~"" • ai exia.te 
to ~ (o, J) W q~ p,m tQ5lg E'I' O tenerno5 

q~ ~xisten i 1 , t, fil! t~ 1 b,+~l t.il1&..li q~ 
[Xu,) .. ~] [ 'IC~~ .. l-u.1 < o entonce§ 9Et<;d.mos que -

X ~ im cruzamiento en -\-. 0 • Denotare-

mos por (? IA. el número de cruces de X en 

[l!),J.j. 
De estas definiciones tenemos que (14~'lfu. t> 'DIA. Es 

decir, que hay cruces que no son ni hacia crriba, ni h! 
cia abe.~o, (ver figura 3. 3 ) • 

/ 

I 

'· 

Tiene un cruce del nivel u.:ci en t_:o que no es ha-­

cia arriba ni hacia abajo. 

FIGURA 3.3. 

Si X cruza al nivel u. en to es· claro que 

X.tt..): u.. Sin embargo, es posible que Xl+,)::i 1.1. y que X 
no cruce a U. Si esto <11 timo sucede, diremos q!;lll -

X ~ ™ tfillgencia <U-~ u. ~ t., . Equiva-

lentemente, X tiene \!llil ~g~ QD to ~ Xtto) :: U. 

y ~ ™ llecindaij ele t, ~ ~ }«,\) .. u. UQ. Cll!Jl.-­

W ~ tlgw. si tenemos que X(.4:.) - u. es no negativa 
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en esa vecindad, lil tangencia ~ llamad PN ~Q. y si 

Xm-u. es negativa, se llamará W9~ P.2f é\U.i.12.a. 
Por supuesto, las tangencias son o por arriba o por ab~ 

jo. Sean T '-' y 014 las notaciones respectivas para el­

número de tangencias por arriba y por abajo, (ver fig~ 
i·a 3.4.). 

'i por último, sea N1.1. el nllmero de veces que la 

wyectori~ <llLl. J;1roceso cruza ¡¡ u. , es decir, X{\.) : u. 
en (o, 1) , Entonces N1.1. : C11. t Tu+ Gu. . 

tangencia por 

abajo 

FIGURA 3.4. 

3.1 l'ANGENCIA9 

X.U:l 

tangencia por 

arriba 

1 

-+-~~-+---':-!-+~~~~ 
to t. 

~onsideremos ahora el problema de obtener condici2 

nes bajo las cuales, las trayectorias de un proceso es­

tocástico casi seguramente no tendrá tangencias en un -

nivel u. en un período de inter6s. Posteriormente da­

remos algunos resultados para procesos normales estaci~ 

narios. Esos resultados ser§n sobre el valor de N'-' el 
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nt!mero total de veces que )( tt) :su en (o 1 ' 1 . Sin embaE_ 
go, comenzaremos a trabajar con el valor C~ esto es, e! 
cluyendo las tangencias. Si podemos decir que.casi se­
guramente las tangencias no ocurren, las variables ale! 
torias Mt.1. y Cu. serán equivalentes y podremos restrin­
gir nuestra atenci6n a la variable aleatoria e,.. y obt~. 

ner resultados para la variable aleatoria N"' • 
En esta primera parte, se verá un resultado debido 

a BuU nskaya L J. J , el cual se refiere a las condiciones 
bajo las cuales, las trayectorias de un proceso casi s~ 
guramente no seriin tangentes a U. en toda el interva­
lo to,l). Sin embargo, las condiciones bajo las cua-­
les será dado este resultado son más restrictivas que -
cuando veamos el caso en que la distribuci6n del proce­
so es normal. 

Primero necesitamos un resultado sobre el'mddulo -
de continuidad. 

QEFINICION 3.1.1. ~ C.A,4,P) un e,sp.ilci.g <le.­
p~, ri~ \ \t ~ ht-,11\ UD propesQ estgc¡li¡­

ilig tW ~ t.n. 18.,\'). Qefinimos PJW& t~­

w • J4 ¡U m®ulQ ~ qontinuidaq ~ f1, q,gmg 

-VtE[o,tl ~ W'tC.t.l = sup \ rr,<.n- 'l.ts'>I 
s,s•,1~-~l•t 

En base a lo anterior, tenemos el siguiente 

~3.1.L.1. 

~ '4,tV >un QDP.ruáP c-w probabilidaq '\ :----
:::\'\f.~ ·h to 1 L ~ 1 Wl proceso estoc6stis,:o 
[fil\). sobre t.n.,~1P) ~l q~: 

P 1 w 6.íl. •, 'l,.C.'-") sea continua \ = i , 

'f'ltt:) IÜ ~ ~ continuidaf! d~ Vl, , ~ 

e.e.o ™ tQ!l.!¡ E> o ~ p.Ql!.i.RJ&. encontrar w 
~ungj6n CU( Lt) tal <1W: al WE ll:l ~O ~ 

t \J O entonces 

P~w'lu~)<wl(t:) ?~RI\ ~(t<.1~ )\-' 
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pEMOSTRACION 

La demostraci6n es simple. Tomemos un t en 

[o, l l , Wl\l-t) es una variable aleatoria y­

por la continuidad de las trayectorias de 'l. 

tenernos: 

para e >o fijo, '""" P\ W'l.{t) {a~ = 1 
~~o 

tomemos <!. 1) <!i>- __ - que tienda a cero. Si­

E '>O es dado, podemos encontrar para toda -

n en los naturales un ~ n tal que 

P ~ 0J '\ (t n) ( (! !"I ~ ) l - •E./ :ZMI 

entonces, como ~ltl nunca crece cuando t -

decrece, tenemos 

P\W'\l\-\ <. cl'I PAIH! º" t ~ -1:.n ~ > 1- f./ i'"1 

Esta rtltima relaci6n se cumple si tn es reem 

plazado por cualquier nrtmero pequeño (positi 

vo), luego podemos suponer \: 1>h'>- --· que ---

tienda a cero, 

p ~ W'l l t) < C n 

Ahora, si para 

nemos que: 

entonces: 
m 

Pt.11.P. o l. t ~ ~n 1 n:l1l 1-· \: 1-~~ .}ot1 

:.1 -Eh 
tn11 .c.h tn escribimos ~ lt):.l!J:! 

Plw'llH<u>eU) PActt. odd.j '> (3.l.L.1.1.) 
> 1- €.lz. 

Si f:1<. l para 1:., <. t ! l podemos tomar Wétl: <!0 

y escoger <!. 0 tan grande que 

P\u.>~Ul <C.o para t 1 < l { l ~ > 

> l - f:/z (3.l.L.1.2.) 

de (3.l.L.1.1.) y (3.l.L.1.2.) se concluye 
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el lema. 
En base a lo anterior, estamos en condiciones de e 

nunciar el teorema debido a Bulinskaya, que fue mencio­
nado anteriormente. La primera parte, se refiere a las 
tangencias de las trayectorias de un proceso estocásti­
co, la segunda parte se refiere a la finitud del námero 
de cruces de las trayectorias del proceso a un nivel fi 
jo u. , en un intervalo de tiempo. 

TEOREMA 3.1.T.l. (Bulinskaya), 

Sea. u en IR f.ij.o, X-:.' X1: ~ h(o,1J~ Ull. proceso 
estocasticq ti1l <.J.Wil.: 

i) P~w,Jl.; Xt tui) ~ ca c;,gn dedyada, 
~Qntinua, ~ :: l 

ii) ~ ~ t JW (01 11 y, X , la den­
Qidali t¡nidimensional 3t;<x.l .del g;cgcesa, ~ -
,acotada en X. ¡¡,cJ; (!. > o 
f¡Jntonces: 

1) .ti.a prgbabilida,d de ™ p.a,u t en (011J 

a.e t.ang..a el ~ ilemi;w gue XlH =u y Xt1:\::.o 

e.s..ce.J:.O, JlD garticular, .la Qrobabilidag <l.e -­
~ X( t 1 ~ t.anu.ent.e a. u en ~ .e.l i.n.t.ef. 
JUlJ.Q (o,tJ ~ ~· 

2) lla.j~ l.a.e mismas .condicione~ de (1) , ~ 

~de~ que~ tgda t ~ to,tJ -
XW: u.. ,e.s finit.g .e.cm proba bi l i dar;l \W.C.• 

PEMOSTRAC I.m:1 
La demostraci6n de la afirmaci6n (1) es la más -

larga y la de la afirmación (2) se basa en la de la -
(1). 

La primera se dará en seguida: 
Sea Clll el conjunto de tódaa las funciones -
f:c:o.11 _, IR tales que tienen derivada conti-­

nua en todo su dominio y sea P1 la medida de 
probabilidad en el espacio de trayectorias --
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que corresponden al proceso X , esto es el­

espacio tr,F,P1l de probabilidad donde r es­

el conjunto de todas las posibles trayecto--­

rias del ?receso X , definida como sigue: 

para cada A' en F , P(A1 \ :: P( 1\) 

donde A-:. I w E ..n. ; Xéw)fA \está en <l 
Sea Ah,n,K 1 el conjunto de todas las funcio-­

nes ,:t:o,11->I~ tales que Pl~I está en <!'' y que­

para l ' 11.i. O existe al nfenos un punto 7: X 1 -

en el intervalo l '5;/ , ~) tal que 1 fll:x. )- u 1 ~h 
y f'c t"x.):. o (ver figura 3.5.). 

Sea fM en A1i,n,1<. , por el teorema del Valor-

Medio, tenemos: 

para O < 9 < .l 

f( ~) = ~(Z' .. H (~ -Zx) ~
1

[cx +e(~ -t':r.)] 

y entonces 

(3,1.T.l.1.) 

donde t.U~• es el m6dulo de continuidad de la-· 

derivada f'<tl que se defini6 anteriormente.­

Para cualquier funci6n wW JO cuando t ¡, () , 
definimos Bw corno el conjunto de funciones -

I (lw . 
(tJ en 'tales que para toda t en [o,J] 

w¡1tl::Uw(é). Por el lema 3.1.L.1. dada ~>D 

podemos encontrar una funci6n uJE U:/ ~O cuan­

do ~ I O , as! que P( 8w) > 1 - é; 2. • 

Sea A,, el conjunto de todas las funciones -

/(t> para las cuales existe al menos un pun 

to t.x tal que / 1tél)=O y l#(t).J-u /! h ento~ 
ces 

y 

P( Ah\ ~ f P ~ An,n1K 

""'' 
n Bwf. ~ + P \ B~ ~ 

(3.l.T.1.2.) 
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o 

FIGURA J. 5 
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1 
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. 
por (3.1.T.l l.), el primer término de la de-
recha de (3.l.T.1.2.) esta dominado por: 

n f> ~ 1 f (~)-u. I ~ \i + r) 1 
c...ué l ñ1

) i = 
-1 

l-1 ~ ñ' ""E ui' > h+l'\UJltñ'i 

= n J ~(t)dt:. ' n S o. dt :: 

-< n 1- ñ1
w( l ñ' >) - e \i t ñ' wt \ o')) 

(3.l.T.1.3.) 

ya que 1 9t t :x.) 1 < !! 
{ y es la única parte donde se utiliza el he­

cho). 
Por otro lado, como u.JE lt) JO cuando i JO , po­

demos seleccionar primero "º y luego ho ta­
les que la expresi6n (3.1.T 1.3.) sea menor 

que e/ 2 • Es más, como i>( 0~~) ~ ~ tenemos 

P( ~~º) ~ t . lll 
Sea A el subconjunto de <?: que consiste --
de todas las funciones tales que para algún -

punto t en [o,L l, ~(I:) ::. u. Y f1ttl = O 
Entonces es claro que 'P ( ~)::a. por lo que -­
( l) está demostrado. 

Para demostrar (2), primero probaremos que cual-­
t 

quier funci6n fU:) en A1ri 0 , toma el valor u. a lo --

más, un número finito de veces. 
Supongamos que existen una infinidad de pun-­

tos t, 1-!11 -· , en (o 1 l J , tales que para toda --
t , ftt ti::: u.. Por el teorema de Weiers---­

trasa t 11 existe al menos un punto límite -/; 0 

de la sucesión \ tt \ y de la continuidad de f10 

tenemos que fttol -::: u. 
Ahora bien, entre cualesquiera dos cruces, de 
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be haber un extremo, esto es, un punto con -~ 

f 1(-1:\:: .:, • Por definici6n de A'n~ , tendremos 
que 1 lül-u.I> h0 en cualquier extremo, as! que. -
t 0 será el l!mite de una sucesi6n de puntos 

t: con 1 ~ll:.\· u.\ >he. Lo que contradice el he­
cho de que ~ti:\ sea continua en todo (o, 1 J -

en particular en t .... to ya que f ( 1:~) : u • 

Entonces tenemos que cualquier funci6n ? l t \ -

con un número infinito de cruces pertenece a-
A i,.. 0 • Dado que P(~o l ~ €. para valores arbi-­

trariamente pe~ueños de E , tenemos que la­
probabilidad de que para t en (o,ll ,Xtt.l:: u. 

un nt1mero infinito de veces, es cero, de aqu1 
(2) está demostrado. 

Como hici~os notar el teorema 3.1.T.l. da condici2 
nes suficientes para que las tangencias al nivel u. C! 
Si seguramente no ocurran. Sin embargo, bajo las mis-­
mas condiciones, cualquier evento que implique que para 
alguna t en (t!l,l 1 se tenga que }((i-l:.U. y X'UI: o , C!, 

si seguramente no ocurre. Esto incluye cualquier punto 
de inflexi6n -\: de X en el cual X l t \ :. u. • 

3.2 <;ABACTERISTICAS ~MERIGAS W:l.t.A VARIAB~E 
ALEMon1,e. e u.. 1 nn 0A11ss1Nm > • 

En esta secci6n nos interesaremos por el n~mero 
medio de cruces (la media de <!u. 1 de una trayectoria­
de un proceso a un nivel v.. • En esta y en las se 1ci2_ 
nes subsecuentes, trabajaremos con un proceso normal e~ 
tacionario y donde no sea as!, se hará la aclaración. 

Como ~i...U,T\ es una variable aleatoria, podemos h! 
blar de la media de Ou. lo,T) • También debemos partir -
de que el proceso sea a trayectorias continuas, de no -
ser as!, po el teorema de Belyaev ( l 1 podemos decir que 
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para cualquier N en fR y Je r.o,TJ 

P \ S u P X l..t) :> 1-1 ~ = P 1 r r-i f" X(. t) <- 1--1 ~ : 1 • 
t&J 

Entonces consideraremos el.caso en que, con proba-

bilidad uno el proceso sea a trayectorias continuas. 

Antes de pasar al resultado importante daremos al­

gunas definiciones relacionadas con los procesos esto-­

cásticos y algunas otras que necesitaremos. 

Sean (-ll,i'l, P) un espacio de. probabiliddad, X= l l<~:. Uó,11} 

un proceso estocástico normal estacionario real con me­

dia cero. 

nes: 

En estos t~rminos damos las siguientes definicio--

DEFINICIOli 3.2.1. 

~ f (A) \g f~ ,!illpectral gg,J. proceso, ~­

~ gefinimo~ l.il Minci6n W: qQyarianza wi.­

~ mma Wll~ 
i) rtt)::} <1.0st:>.z:)df=o,) 

o 

y el ZJ,-ésimo l,llOrnento (si existe) Qsl. lg ~ 

~ eapea.tl:.al. COillQ: 

H> A,.:. = fº )..z:: d f'.' (.>..) 
ó 

u. E: t'R 

El resultado al que llegaremos, ha sido obtenido -

por varios autores, entre ellos el,primer trabajo es d~ 

bido a Rice t !. l . Las condiciones bajo las cuales es -

válido, han sido debilitadas por Ivanov t L l, Dulinska­

ya tll, Ito t 11 e Ylvisaker (l:?. 

La condición de que el proceso tenga media cero no 

es muy importante, ya que si X( t) tiene media m ---­

m f a , s61o es necesario reemplazar v. por v..- 01 

ya que XU:) cruza al nivel u.. cuando Xt tl • IA m cruza al 

nivel v.-m . Tambi~n se supondrá que >. 0 = l. 
Primero se dará un lema y después el resultado ---
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principal de esta secci6n. 

~ 3.2.L.1. 

~ c¡ada t\ , ™ Y11U:) .el J;lrocesa gefinjdp ~ 

~Qll!Sl ~ .lA gemostraci6n .dal teorema 2.1.T.l. -

~coincide \¡.Q!! Xt-t) ~ 1.2.§ ~ t.n 1r:rh.", 
r = O, 1, .•• , 2 n .:¡ lineal ~ Ul.e..5, puntee. 

&til e~ ~ n11mero .11.e cruzamientos .Jle.l ~ -~ 
u. im Co 11J w Yntt> • ¡;;ntonces C~ '~"" -

rm probabilidad rn ~ ... -i> a:>. 

D.EMOSTRAC ION 

Se usará el teorema de la convergencia mon6to­

na. 

Como Ynt1 t t) tiene al menos tantos cruces como­
'Yl\ t.U entonces: 

p \e~ sea no decreciente cuando ... crece~ = 1 

por lo que e.: converge a un Hmi te C." ~ 00 

Si ~u. es finito, los puntos de cruce de Xlt) 

pueden ser cubiertos por intervalos abiertos -

ajenos I1, lt. 1 •• .. ,I~ ... y podemos encontrar en cada 

!j dos subintervalos tales que Xt-n- u. sea --­

estrictamente positivo en uno y negativo en o­
tro. 

Entonces para n suficientemente grande se ti~ 

ne que Yoltl-u. toma en cada I l tanto valores -
positivos como negativos, por lo tanto Yolt) 

debe cruzar al menos una vez u.. en el inter-
11 

valo t ¡ Luego Cti ~(!"para n suficiente 

mente grande. Por lo que e" ~ C 11 , pero C~ ~ ~""~ 
entonces e~ : (!. u. • 

Si ~u.. es infinito, sea m•t-1 y sean b,+.,1 .. 1 tm 
puntos de cruce contenidos en intervalos abieE 
ros ajenos I1 1h 1 •••• ,trn. 'lmlt) tiene un -

cruce en cada r1 (al menos; por el mismo argu­
mento anterior) cuando n es suficiente--
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" mente grande. En consecuencia C ~ m para to-

da 11'1 1: 1N Entonces ~ 1t :: ai = Q u.. 

Bstamos ya en condiciones de enunciar el siguiente 

IEOREMA 3.2.T.l. 

~ ( ..fl1 <l1 P ) !!D fil>Pi!QiQ ~ probabilidad, 

)(-:.\ XW¡ o~ tu~ !!U r.roceso ~~ ~­

normal estacionario ~ ( .Jl. 1 c1, P) • -
i ) .fil. >. "t = 00 

E ~ <!u... ( 0 1 l) \ = o:i • 

iil .li -Xi. < oo 

D"MOSTRACION 
La demostraci6n completa no se hará aquf, s6-

lo daremos un pequeño esboso de cómo sería. 

Como (! : 1' ~ u con probabilidad uno, entonces­
por el teorema de convergencia mon6tona 

E' j ~ ~ ~ -> E \ (! u.. ~ '.'> 1 n -';> e.o 

y el problema se reduce a la evaluaci6n de -­

E'\ I! ~ ~ y su límite cuando n -':>oo . 

(Ver Cramer & Leadbetter) 

Es decir, el namero esperado de cruces en el inte! 

vale (0 1 11 , por las trayectorias del proceso es finito 

si la funci6n de covarianza r(r) tiene segunda derivada 

finita en el origen. 

3, 3 CARACTERISTICAS NUMERICAS ~ W \.jARIABLES 

ALEl\.'CORIAS Nu.. , ~u. , D1.1. .i: '¡'l}NGENCIAS. 

En la secci6n anterior, calcularnos la media del 

namoro de cruces de una trayectoria a un nivel u. en -
el intervalo [o 1 11 • Concentremos nuestra atención en-
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la variable aleatoria NL\. , el nt1mero total de veces -

que la trayectoria del proceso toma el valor v.. en el­

intervalo [o 1 1 J • En virtud de nuestra definici6n --­

N14 -:.~u1-fu.+B.i.y si P< r"'::.o):P<G .... l::. 1 , entonces podernos· 

asegurar que E:' ( f-14): E((!., .. ). Con el objeto de demostrar -

esto, primero se darán las medias de 'Du y U u. • 

Como vimos anteriormente, puede haber cruces que -

no son ni hacia arriba, ni hacia abajo. Sin embargo, -

si el ntírnero de curces <!u es finito, entonces se puede 

probar que todos los cruces son hacia arriba o hacia a­

bajo, es decir ~u. = bu. t Uu.. 

te: 

Esto será utilizado en la demostración del siguie~ 

TEOREMA 3.3.T.l. 

~ Wl,~.e)lU). espacig '1.e u¡obabilidad, -----
)(::. ~ Xt t); o~ t' q un ¡u:oceso ~stoc§stico normal -

~ estacionarig ~ ~ es~acio (Jl,B 1 P) ,­

entonce§: 

il. ~t < a:> tenemos q~ 

E { V u. ~ :: E \ Du. ~ = E I <'.!v. \ 
2. 

(3.3.T.1.l.) 

Q,EMOSTRAC IOij 

Como >.,<ro , entonces por el teorema 3. 2. T. l. 

t'(<!u..)<.ro , de aquí que P!<!u.(a>)::l. Usando -

este hecho, puede ser mostrado que para todas 

aquellas trayectorias para las cuales f'((l4<a:>).:l 

que 

y 

y 

y 

i) Si X<o) <u.< Xct \ 

:o <!u..-1 
u.. = 

2. 
ii) Si X(o\>u>XU) 

'Du. :: a u.; i 
iii) Otro caso, 

Jlv. = ~ 
2 

, Uu.. =<!v.+ 1 
2 

,U1.1=Cl'"'-1 
2 
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entonces: 

E 1 l = E ~ <!~ H l I 1 'CJ u. 1 ~ I i Xto l < u..~ X ti l \ 
t 

+i::¡k'¡ 1 - z. ~ Xto » u.> Xlll ) 

¡: l "' 1 r- l ~ L t ¡:-1 Q l.1.-l 1 J t 
- 1 v"" l ;:. e: 1 2 f - 1 -1.- 1 1 Jttol>u • X<ll ~ 

t E 1 ~~ti 1 Ij)((Ol~V..(/((ll'r 

: p~ X(o\ ~v.«X(L)\-

- P~ X(o) > lü)((J)\-: 

= o' 

con lo que el teorema queda demostrado. 

Encontraremos ahora resultados concernientes a las 

tangencias, para lo que requerimos el siguiente 

!!fila 3.3.L.l. 

fJ.!JrumglllllWL qJ,Ul. X satisface ~ condiciones~ 

W teorema 3.3.T.1. ~ i¡np.J.ku q,\W 

PI ul\ tB .. ~ l1
1
1V1 ln~ U'u. -11 - 1 

- Y'l_,,o:l n -

l)EMOSTRACION 

Supongamos que para alguna m 1 01.1 t Bu ~ m • En 

tonces podemos ·~acoger m puntos t,,h,.-.1:. VVI en 

los cuales X tiene un cruce hacia arriba o 

una tangencia por abajo de U. Cubrimos 

esca puntos con intervalos abiertos ajenos -­

(-t~ -a. 1 t¡,~a.) • Por tanto, existe 5¡_ en (t,Q,t1t4) 

en el cual tenemos que X(S;l (u. Elegimos n0 

tal que para toda C~1, .. 1 M,J\(S¿l<u-L. Pero, -
Oc 

por continuidad de las trayectorias de X se 
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tiene X<l¡): u.'> u. - -k , se sigue que cuando -

n >, "~ hay un cruce de u.-k en cada intervalo­
<.s,1 t~) • Si el primer cruce es to en lS"ti) 

este debe ser hacia arriba ya que si no lo es 
implica la existencia de un punto t en Lt.1t1) 

en el cual xm ) v. y de aquf, otro cruce en --­
(t. 1 t 1), por lo que cada intervalo lS~ 1 h )con--
tiene un cruce hacia arriba del nivel u-~ ·.­

cuando n ~ "º . Entonces para toda n ~ n0 , -

Uu-1. '>.. M y li'm ~ ... i v"".1. 'l. tfut-Bu.. 
n n->tJO n 

Y por consiguiente, el lema queda demostrado. 
En estas condiciones podemos dar el siguiente lema 

que corresponde a la no ocurrencia de tangencias. 
WtlA, 3.3.L.2. 
l.l.a.j.o. la.a mismas condiciones qgi ~ 3.3.L.1 • 

.u >-1 '- 00 

~ntonces: 

P(T1.1,:o)=l. 

DEMOSTRACION 
Por el lema 3.3.L.l. tenemos que: 

P\ Bv.. ~ 1{,.,, ~"~ Uu.-~ - u"'\= 1. 
n->oo 

ahora bien, por (3.3.T.l.l.) y (3.2.T.1.1.)-­
y el lema de Fatou, E ~Uu\ es continua en IA , 
se sigue que la variable aleatoria no negati­
va Ul.\-k - Uu. tiene esperanza cero y entonces -
debe ser cero con probabilidad uno. Esto --­
quiere decir que 'Bu. -:: O • Consideraciones s!_ 

rnilares pueden ser aplicadas al nt1mero de ta~ 
gencias por arriba y llegar a que PI 1 u "o 7 ~ 1 

Con lo que el lema est6 probado. 
Ylvisaker tll, ha demostrado que este resultado -

es v~lido sin la suposición >. 1 <. ai • Sin embargo, el rn~ 
todo anterior se puede generalizar para incluir proce--
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sos normales no estacionarios, mientras que el rn~todo ~ 
sado por Ylvisaker depende fuertemente de la estaciona­

ridad. 

Recordemos que al principio de este capítulo se -­
di6 un resultado general para las tangencias debido a -

Bulinskaya, el cual no es aplicable a los procesos Gau~ 

sianos debido a que, en general, no cumplen con la hip~ 

tesis 

P~w (:Jl. •
1 

XllW) sea con derivada continua ~ =.. L 

Haciendo una comparación, vemos que en el teorema-
3.1.T.l. una hipótesis era que el proceso fuese con de­

rivada continua. En esta secci6n esa hip6tesis se su-­
prirni6 y el lema 3.3.L.2. es más sutil a lo que estarnos 

estudiando. Usando este resultado, escribiremos el te~ 
rema 3.2.T.l. en t~rrninos de la variable aleatoria Nu.. 

~OREM~ 3.3.T.2. 

Sean (.JJ.1 0. 1 P) ].!} !a,S!?ill.Q. 2!i P.robabilidad 1 

X-.: 1 Xrn; o!: h t l llll procea12 estocástj co ¡ea¡ nw:. 
maJ. estacionar:i,o ~ t Jl 1 Cl. 1 P ) 

i) 2i )q -.: 00 

E~ Nu. to 11H =a:i 

ii) .§..! >-i <ro 

E'..._¡"' lll1L' 1 =E~ <!u.lO)l) ~ 

Q,r¡jt!OSTMCION 

Corno Nu:: TutBu +~u. , si At<«l el resultado­

ya está probado por el teorema 3.2.T.1. Aho­
ra bien, si >.i_ -:. lXl , entonces 

f:: l "1u. \ ~ E \ ~v..~ : oo 

con lo cual, termina la dernostracidn. 

3. 4. 'WMfQ l2J¡; ESTANCIA SOBRE lW JWlEL; 

tJEPIQAS QJ:j ,r¡jXCEDENCIA °i! n • 
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En esta secci6n, trabajaremos con una nueva varia­
ble aleatoria que definiremos para el proceso estoc~st! 
co X • Los resultados que se obtendrán seran: la me­
dia y la varianza de las variables aleatorias que defi­
niremos. 

Otra vez, supongamos que X=~ lW. "• h T \ es un proceso 
estocástico normal Gaussiano, tal que es a trayecto-­
rias continuas y sea u un n1imero real fijo (nivel) ;­
en estas condiciones definimos: 

Para cada w i: _Q 

¡ 1 si X. ( l:-) > u. 

~( t) :. 
O O.L. 

T 

y 2o ( n = . ~ t rttt) J t 

Entonces Za (T) es la proporci6n de tiempo o i t.! T , 

en la cual una trayectoria del proceso X. permanece -­
por arriba del nivel ~ • 

Deseamos calcular E ( t 0 (Tl \, la cual está dada por: 

y como 

T 

E\ 2 0 (T) \ =- ..L JE\ '\lt)~ Jt = 
T o 

=El rttt)~ = íJ \ X(t:)>u.\ 

<;i"
1

:: f{o)::. Áo 

= l - ~ ( ~) 

Para obtener la varianza, vemos que: 

E{ ~(ti) f1ls)', -::.. P ~ XU:) >lA 1 X(s) >v..~ = 
:: ¡¡f. r rcti(~, 'f \ n Jv duJ 

u 1.1 

donde Ql~ 1 ~ 1 e) es la funci6n de densidad normal biv! 
riada con correlaci6n e , i.e. 
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Y e :: e ( ~-s l = r ( t -.s) I rto l 

entonces 

(3.4.2.) 

Ahora bien, si usamos la identidad 

co ro • 

f r· ~ ( '/ J uJ j e) d V d w = 
l.\. u. 

co 2 re l. -! 

: ( j 4> ( v) J ") + 7~ J ~J(p ( ~:v ) • ( 1- v1) 
2 
d V 

Lt. o 
(3.4.4.) 

en donde ~en) es la n-~sima derivada de la funci6n de -

densidad normal estándar ~ . 

La identidad ( 3. 4. 3.) está dada en Cramér [l 'J , y­

la identidad (3.4.4.) en CramSr & LeadbettertlJ 

Estas dos igualdades nos dan dos alternativas para 
VAR(i0 (Tl), Usando la identidad (3.4.3.) tenemos: 

oo qi1n' lb. l fT ( 
VAi?.( 2 <Tl) = '[ ( < .,) • J_ ¡ .-ºu.-s) citos : 

o ""'' ''l q10 11 o o 
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y usando la igualdad (3.4.4.) 

V = 

T rltl 

=lTTI J (1-T~)dtJ ;;Pl~~IA('l.-1 \(1-'lii~Jy 6 o f ltv (3.4.6.) 

Para trabajo te6rico, la igualdad (3.4.6.) parece­

ser la más viable de usar. Por otro lado, para prop6s! 

tos computacionales la igualdad (3.4.5.) nos provee un­
resultado conveniente cuando una forma especffica de la 

funci6n de covarianza es dada. Los coeficientes pueden 
ser obtenidos por tablas de funciones teóricas (por -

· ejemplo, las dadas por Pe ar son ( L l tabla 'lli ) . A menu 

do sólo unos cuantos tl'lrminos son significativos en la­
suma. Si la función de covarianza f(~)es integrable 

desde cero hasta infinito, entonces para T muy grande 
se sigue de (3.4.5.) y por teorema de convergencia domi 
nada que si T _, co 

1 
~ 

ctl ( 4 ¡ni \i J e 
T \JAR <. iotT)) -'> ?.. L \rn) J rº(.t)dt 

n=-• n! 'l o 

En el caso que r(c) no sea integrable, el resulta­

do puede también ser simple, por ejemplo: 

si t -'> oo 
y 

N -A. 
1t1 

entonces _ u1 

St T -'> ro 1 Vf.tfl ( tolT)) t'\J ~ e qr 'º.f. T • 

Estos últimos resultados se han dado para cuando -
queremos estudiar el tiempo que alguna trayectoria del­

proceso X permanece arriba de un sólo nivel fijo \J.. • 

Desde el punto de vista de las aplicaciones, deberfa -­
ser importante estudiar el tiempo que alguna trayecto--
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ria del proceso X permanece arriba o abajo de un ni-­

vel fijo ±U. respectivamente. Resultados similares po­
dr!an obtenerse, si z: (T) denota la proporci6n de tie!!!_ 

po que el proceso permanece fuera de los niveles fijos­

.! U. en o ~ t ~ T , tenemos : 
1 

E\ c:(T) ~ = J_ f E (l(ltl) Jt 
T " 

con 
si Xlt\ ~ tlA 

6 XU:)(-u 

O.L. 

por lo que 

E\ t: (T) ~ 

y 

donde ~ = elt) ::: f(t) / r(o) 

2 o como vimos, es una variable aleatoria que de~ 

cribe las excursiones que las trayectorias del proceso-

X hacen por arriba del nivel V.. (entendiendose por­

excursiones las veces que una trayectoria cruza hacia -

arriba a u. ). Ahora se definirán otras variables a-­

leatorias, relacionadas con °l0 L T) , pero las cuales -

tomarán en cuenta las excursiones de las trayectorias -

del proceso X sobre u. de varias maneras. Todas --­

esas variables aleatorias tendrán en comdn can 20 ( T) la 

propiedad de que un valor cero de las variables aleato­

rias ocurre qi v s6lo si las trayectorias del proceso -

permanecen por abajo C:e u en todo T . Este hecho -

nos ayudará para obtener desigualdades muy usadas, del­

tipo de Tchebychev, para la probabilidad de que las tr~ 
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yectorias del proceso X no crucen a \J,. en todo 
o~ t~ T . 

Entonces definirnos: 
para cada w~ .Q 

= j (<t:h ... ~ si )((.t)) u 
~n lt) 

O.L. 

y T 

2.n( T) = ~ r ílnlt.) dt 'f')":.0¡1,i, .•• 

La integral está bien definida, ya que el proceso-

X es a trayectorias continuas. LLamarernos a estas v~ 
dables aleatorias las "medidas de excedencia 2- n ". 
~o es la variable aleatoria considerada anteriormente 

llamada la proporci6n de tiempo del intervalo (~ 1 T} que 

Hene tambi~n una interpretaci6n física: es el área de 
la trayectoria de X con respecto a u. , en o~ t ! T 

(ver figura 3.4.1.) 

~1------------------------------------___;) 

t 
rIGURA 3 .4. l. 

Es ~laro que podemos definir una multitud de vari~ 

bles aleatorias, pero s6lo nos concentraremos en las -­

mencionadas anteriorm~nte. 
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También podrfamoe considerar otra vez dos niveles­
t u, y - U.1 y obtener resultados para los do:;, Ac;u! da-

' remos solamente para un nivel u. l • · 

Obtendremos t6rmulas correspondientes a (3.4.2.),­
(3.4.5.) para la media y la varianza de ln tT). Primero 
para reducir la notaci6n, supondremos la varianza de -­

X , ~u= 1, Con esto no se pierde generalidad ya que 
en el caso general 2 n ( 'T) = X~' 2 ~ ~ T ), donde 2~ (r) es la --
~" -medida de excedencia para un proceso con varianza 

unitaria correspondiente al nivel ~1~rl . En efecto, -
si }.., :. l , simplemente reemplazamos v. por v./~~ y se -­
multiplica ( 3. 4. 7.) y ( 3. 4. 8. ) por ~~' , )\: , r~spec­
tivamente. De aqu!, podemos obtener la media y la va~-· 
rianza en el caso general bajo la suposicic5n Ao = l 

00 

E~ lo(n\ = f <x-lA.r~<x.) J x 
~ 

(J.4.7.) 

para el caso de la varianza tenemoa1 

Para la demostracic5n completa, ver Cramar ' Lead-­
better(. L] , 
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C A P I T U L O IV 

CRUZAMIENTOS HACIA ARRIBA DE LAS TRAYECTORIAS 

DE UN PROCESO ESTOCASTICO GAUSSIANO. 

(OTRO ENFOQUE) • 

En el Capítulo III, dimos la definición de lo que­

se entendía por un cruzamiento hacia arriba de las tra­

yectorias de un proceso estocástico y obtuvimos result! 

dos para algunos de sus parámetros como su media y va-­

rianza. Sin embargo, dicha definición en el fondo inv2 

lucra derivación de las trayectorias del proceso, cosa­

que en general con los procesos Gaussianos no se tiene. 

Esto es,la definición de un cruzamiento hacia arriba, -
de las trayectorias de un proceso estocástico, a un ni­

vel fijo, se podría enunciar como sigue: un cruzamiento 

del nivel fijo u. por las trayectorias del proceso es­

tocástico .X ocurre en t 0 si 

Xc.¿111:: u Y X1
,to) > o 

En el caso que X sea gaussiano, no podemos aseg~ 

rar que Xlt) exista para cualquier ~ • 

Lo que debemos hacer es dar una definición alterna 

tiva de un cruzamiento hacia arriba, que corresponda a­

la que entendemos intuitivamente por cruzamiento hacia­

arriba y que analíticamente nos permita llegar a concl~ 

sienes sobre este concepto sobre este concepto para el­

caso de los procesos gaussianos. 
QEFINICIQN 4, 1. 

~ (.n., ll.. P) J.!D lil§Pl\ti.Q. ~ Rrobabilidaq, U.El íR 
(~), X=\ X(tl ¡ h ~~ llll pm.g ~stocásti­

~ qaussiano ~' estacionaria, ~eparable Y: 
,a trayectorias continuas. ,:¡ E> O, 1W WWU¡ Q2J1 

diciones decimos q~ lUl l -cruzamiento ~­

m.ibA w tUJz,al u. nw; l.~ trayectorias ~ 
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l/t.E(to .. é,~11):i} X(to)::~ V )((b).(U.. 

Denotaremos por 'V~1 u.. 1 ~) el ndmero de f.-cruza--­

mientos hacia arriba del nivel l.\. en el intervalo [o,~ 

Con esta definici6n alternativa, se evita la nece­

sidad de que Xt~) sea derivable para cualquier t . 
Los resultados que se obtendrán sobre la teorfa de 

los !~cruzamientos hacia arriba en las dos secciones -

siguientes son debidos a James Pickands III t Z J. 
En la primera secci6n se dará una forma límite pa­

ra la media de los ( -cruzamientos hacia arriba cuando­

el nivel u. se va haciendo cada vez más grande, esto -
es, en el Capítulo III se dieron los resultados de cru­
zamientos pero cuando el nivel u.. era rijo, y en este­

cap!tulo lo vamos a considerar como una variable que -­
tienda a infinito. 

En la segunda se mostrará que los (-cruzamientos­

hacia arriba satisfacen el teorema de distribuci6n lfmi 

te Poisson, como se cumpl!~ l para los cruzamientos del­

tipo convencional (definido en la Capítulo III). Est.:>­

es, que bajo ciertas condiciones de "mezclado" (ias cua 

les definiremos más adelante), para cualquier A)O 
... ). K 

\(W\ P\t-Hu.,'>.1¡.)::1<~=Ü ~-01z 
\A..,.~ 11,1, ) - 1 I ¡ ••• 

con /)- el nt1mcro promedio de -cruzamientos hacia a-

rriba por unidad de tiempo, esto es f':: E\ Ulu.,\s\n \. 

4 .1 MEDIA Qf,; 1Q.S !-~RUZAHIENTOS ~ ARRIBA 

Para poder trabajar con las trayectorias de un pr~ 

ceso estocástico gaussiano real, separable y estaciona­

rio, supondremos que estas son continuas con probabili­

dad uno. Una condici6n suficiente para que esto ocurra 

y que involucra a la funci6n de covarianza del proceso-
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(definida en el Capítulo III), es que exista (O> 1 tal­

que 

~ 
l1'wi s~p l lcilt)I ( 1- rtts)) .( «> 

i:-t o (4.1.1.) 

con rttr) :: E\ Xl,,S)•'X(S.-tl ~ que por la estacionaridad no de­

pende de S , (ver Belyaev llJ , para este resultado y 

para otros resultados más generales sobre la continui-­

dad de procesos estocásticos gaussianos, ver tesis de -

Jesds Fr!lrnández Moran, " Continuidad de Procesos Esto-­

cásticos Gaussianos" ). 

En toda esta secci6n se supondrá que la funci6n de 

covarianza ri.-."> admite la expresi6n, cuando ~ ... >o y ---

(4.1.2.) 

en una vecindad del origen. 

Es claro que ~ no puede ser mayor que dos, ya 

que r(+) debe ser positiva definida, por el teorema de­

Cramér, cualquier funci6n positiva definida, define un­

proceso que tiene como !unci6n de covarianza a esa fun­
ci6n. 

Para los cruzamientos hacia arriba del tipo conven 
cional, se demost:r6 en 3. 2 y 3. 3 que 

Jl=E~ V(u,t)/t ~ =Jfii eip\-t\ 
donde m 

~'t = f )..t d F'().) <a> 
o 

pero esta expresi6n de jJ. es válida solamente cuando -

(4.1.2.) se cumple para o1, =.2. • Esto es, si (4.1.2.) -

se cumple para o(:: l. entonces X posee una versi6n a -­

trayectorias derivables. Y la negaci6n ~ambién se cum­

ple, es decir, si (4.1.2.) se cumple para cualquier ---
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o .(Q( ( i entonces X es a trayectorias no derivables, -

ver por ejemplo Cram~r & Leadbetter ( l J. 
Un t -cruzamiento hacia abajo puede ser definido-

como sigue: 

QEFINICION 4.1.1. 
~ X Wl p¡oceso ~stocástis;Q gaussiano t,W 

estacionario y separabl~. Decimos q~ l.\ll. ---

E -cruzamient2 ~ abajg_ fil ~l u. .se 
9urr~ fil} to , fil. _lli} E -cruzamiento haci9 -A 
~~ nWl U. ~ W1 wto P.W: ~ -­

wyectoriaf} Qg1 p,roceso X<.-t). 
Entonces, los resultados que se obtengan para los­

é -cruzamientos hacia arriba serán v~lidos para los -

E. -cruzamientos hacia abajo. 

- Antes de enunciar el teorema que nos da una forma­

asintdtica para El tflt,u;ti> ~ cuando u. -ta:i introducir~ 

mas cierta notaci6n que nos será de utilidad. 

Sea X un proceso estocástico gaussiano real 

centrado, estacionario y separable. 
rl\):: E\ X~J)•l<útt:l ~ la funci6n de covarianza de -

X En estas condiciones definimos para -
-< Et (~ 1 z J 

.. t( 

A,lú\::tn~ tsl t1-r1.ls>)/2. 
&~lH. 

Ble) : ¿ n P r<.-b) 
D4~Ea ~ 

Si ~(\) es un proceso gaussiano no estaciona­

rio con media -\t¡< y función de covarianza -
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entonces 
co 

·1 f ' 
&t, \.\e( ::: li'm i J ~ P\ Np 'HtlH ~ dS (IO 

T-+co o t6tti 

~ U1) = h>p Xts) 
o~ s • t 

""'o..) :: lím H" <.n,o.)tn >o 
1\ °" CIO 

Y para cualquier O.. , u. con 0{0. 114,(tO definimos 

la medida de probabilidad r\Ll.• l como sigue: 

Para cualquier entero K , la distribución -

conjunta de ~ Xlj o.. Ü..11
.J..) ~ , -K i l !i K es la -­

misma bajo P1.1.t•) que P<. 0 ) • Para cualquier --

t: sea I<. el entero tal que '(tt.V.""ütl.kt1lo.ül 
Entonces, bajo Pu.l•) con probabilidad uno, 

Xti;) = Xt ka. U:t,t""). 
En base a lo anterior, estamos en condiciones de~ 

nunciar el resultado fundamental de esta sección. 

TEOREMA 4 • l. T. l. 

5.e.a.ll tJL, a.,") IJll e,sp..ati.Q ~ 12r9babil idad, 
X~\Xl~\~t6~\ ll!l9. yersión Jli!Rarable .de. UD P..t.Q 

9eso ~stocástiqo gaussiano ~' ~~.ruu:ig 

rn ~ ~ y ¡lJnci~o ~ covariaoz<& f'll:) -

a r;u.¡¡J. rnple. rn ( 4. 1 • 2. ) ~ntoncea .il 

-ot 
ln~ ltl (.\-rl~)) '>'O 

CH~(,~ 

l1'm E\ t1tf.,l..\ 1 ~)/J'l\fL1.1.') f: ~=A~ \..I~ • 
l.\~eo 
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DEMOSTRACION 

Supongamos .>. i. = 1 . Entonces existe un E.'> o--
-" tal que l /: l ( 1-rtn ) estti acotada en una vecin 

dad del origen (en virtud de 4.1.1.). 

Definimos los eventos A y G de la siguieD_ 

te manera: 

B '::! 1 w '- ..n. ~ X1i tu.>) > LJ. para alguna h (o 1 E.1 ~ 

Entonces, por la estacionaridad del proceso -

X , si u...-) <t> 

P~Au0\:: P\ ~lE~f.'bu.\"' Ho1L(~f.'Ju.~"''l'tu.l 
tt~,.J 1 ~ 

N H,¡ f. U. Ttu.)t li.¡ f. Ll ~U.){ 4. l. T. l. l.) 

Suponiendo vtilida esta aproximación (que de-­

mostraremos posteriormente a trav~s de varios 
lemas en el anexo 2), se tiene que si u.~ oo 

(4.l.T.1.2.) 

pero 

P\ A uí.3\::: P\A\ t P\B\-P C Qn~) 
entonces cuando v.. -4< l!IO 

P~A11!3\::f{.A)+P(&)-P(Au6):: o{J"'y<.u.)) 

(4.l.T.1.3.) 

Ahora, por las definiciones de 1J C.E,1 u.
1 
é') y ~ 

así que 

P\ tr((1" 1&
1 ) :::d 4-PleH ?~11 lE ,o.,l1) .:1 \ .f Y\ A n G~ 
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En consecuencia 

P\e\-P~An6\ ~ 'P\l.fC.(,u.,t.')=I~ ~Ple) 

y por las desigualdades (4.l.T.1.2.) y ----

(4.!.T.l.3.), si l.A.~llO 

(4.l.~.1.4.) 

pero ~· puede ser escogido tal que sea más­

pequeño que E • De aquí que sólo puede ha­

ber un E. -cruzamiento hacia arriba en el in 

tervalo (o, E'] y por ( 4. l. T. l. 3.) 

P\Vlt 1u. 1E.1)::ll:: E\ V(t,t.A.,€ 1 )~ 

Entonces el teorema se cumple si >-1.: l 

Supongamos que >.1 i 1 . Definimos 
-1¡.¡ x.cn : Xtl ~l ) 

Entonces X,Ltl satisface el teorema con ~:.1 . 
• 1 

Un E A,~-cruzamiento hacia arriba del nivel-

1.\. por las trayectorias del proceso X1 es 

un e -cruzamiento del mismo nivel por las 

trayectorias del prot:eso X • Además el -­

proceso X1 satisface las condiciones del -

teorema si y s6lo si X lo hace. 

Nótese que el resultado del teorema es indepen-­

diente de la elecci6n de E. 
Con esto concluye la demostración del teorema. -

Pasaremos a enunciar el lema que hace válida la apro-­

ximaci6n (4.l.T.1.1.). 

LEMA 4. l. L, l. 
IC ~ 

~p¡;umunQ.P ~ "'m=1-).,t +b(t l .ae .aump.le.--

P.fil:il >.1.::. L • Entonces .tl A1L\r) ~o 

1:'"' \'~ 1:l1:1>1 .. d/ J'" 'fJlu.> ~ :: H CI( u. _.co ( 4 • l. L • l. l. ) 
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La dernostraci6n de este lema no cae dentro de los -
objetivos de este trabajo y puede verse en el anexo 2. 

4.2 DISTRIBUCION A~INTOTICA, 

En esta sección se mostrará que baja condiciones -­

muy generales, el teorema limite de distribuci6n Poisson­

se cumple para los € -cruzamientos hacia arriba, como -­

.tam~ién se cumple para los cruzamientos hacia arriba del­

tipo convencional. El resultado importante de esta sec-­

ci6n fué probado primeramente por Volko~ski y Rozanov [1] 

bajo condiciones relacionadas con las propiedades de "mez 

clado" del proceso. 

Para los resultados de esta secci6n se ha supuesto­

que los cruzamientos hacia arriba constituyen una suce--­

si6n de eventos regular estacionaria (ver anexo 1). Las 

condiciones de mezclado a las que nos referimos involu--­

cran el comportamiento de covarianza r (t) vuando 1.-'I = 
Es bien conocido que con el objeto de que las ocurrencias 

de un fen6meno tengan la distribuci6n Poisson, es necesa­

rio y suficiente que en cualquier conjunto de intervalos­

abiertos ajenos, el número de eventos sean mutuamente in­

dependientes. Esto es falso para los cruzamientos hacia 

arriba cuando X es gaussiano. Es intuitivamente claro -­

pensar que si los eventos fuesen removidos en el tiempo y 

tenderían así a ser menos depepdientes, la condici6n de -

independencia puede ser aprovechada en el límite. De aquí 

que el teorema límite de distribuci6n Poisson pueda ser a­

plicado. Las condiciones de mezclado que expresan esta -­

"independencia en el límite" antes referidas realmente in­

volucran la debilidad de la dependencia sobre el tiempo. -

Sin embargo es un condici6n un poco restrictiva y muy difi 
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cil de verificar. Observando que esto es as! Cramer ( 

prob6 que esta condici6n puede ser reemplazada por una -

m&s simple. El supuso que si t_,0& 1 rt.U: oc.i'l?ara alguna -

~ > o , entonces debe ser razonable suponer que un resu,! 

tado similar se cumple para los t -cruzamientos hacia ~ 

rriba. Eso es exactamente el contenido de esta sección. 

Nuevamente trabajaremos con un proceso estocástico 

gaussiano, real, estacionario y separable, con trayecto­

rias contínuas. Antes de enunciar el teorema definire-­

mos algunas cantidas que vamos a necesitar. 

Sean o., A. cualesquier nGmeros tales que o.,).'> o 
a >o,>.> o , t\ un entero positivo, €>o 
P~ la medida productr), p.-::.E\Ut'i.,u1t)/f: ~ la 

cual tiene el mismo valor para todo t positl 

vo. 

Sea B ¿ 11 '- L !:. n el evento: un E. -cruza--

miento del nivel 1.4. ocurre en el interva 
lo~t-n>. 1 i.>.] y A. es uni6n de algunos de-

np;- ""' , los conjuntos B i.. 
r"' <.u.' = n 1< a. U: v4 

) , J. = [ t Jl"l a. ] 
rn : ( ).. '1"' I o. f"J rv ( ')l./ o.""" l¡ILu.) J S t IA-t>OO 

Q14. (.u.) :: ( 1 +ttu.)) (. 1 -t\> lu. llK lU.))) 

CJi<lU.\ -::(~1·rKlU..\')/(1~1'1d.u.>) )\f\ 
especificamente, para cada l. l 1 !. ~ !< n) 

1 

Pu.t at) = Pu. t B~) 
pero bajo 'P.'..,~G.:) los eventos 13¿ 1~ son mutua-

mente independ~entes. 

Y por último sea 

Vn<.o. 1 >.1 u.): Nl\>C. I Pu.l~)-P~t~)\ 
"' 

En base a lo anterior tenemos el siguiente 

TEOREMA 4 . 2 . T. l. 

~ >e-:PW.l¡hlll \ JJD proceso. estoc/lstico, taa.1,-
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c~tacionario, gaussiang y separable. f¡!Jp.Qll.g~­

!!!Q§. q\gl X satisface fil condiciones 2ltl teor¡~­
lllil 4.1.T.l. .:! ~ 

() \tm Pnlo.1 ).1 Lt..) -:: O 
V..-H:o 

rn 

(4 .2 .T.1.1.) 

a) lI,_~!,up11~QKtu.) .!; ).¡O.""' (4.2.T.l.2.) 

Entonces pm c.ua.J.g,¡¡.W k :: 0 1 l, '1. 1 - •• 

~)... AK 
~(_';00 P\1.Jte,~,?J:)=.kh~~ (4.2.T.l.3.) 

Qfil10STRAC ION 
1 

Sean J)i<. el evento de que \ XUto.Ü..¡) ~ tA. y--­

\l t 6(Q.1'-Ú.i10..Una"a Ü~) ,XlU >X. \e· el evento de -­
que las dos medidas P(·} y P14l•l asignen valores -
diferentes a U'(€1 u., fo) y por tU timo sea 

w<.a.) :: ~ \.\,¡to.) 
11. "~ (4.2.T.l.4.). 

Supongamos ~ 1 =. l Entonces .,. 
C C. U 'DK 

"~º 

P(~) !: f P( U1<) 
IC~o 

y 

Por la estacionaridad del proceso X 
f. P(n.,,) -::: (.'IYIH) P( o.) 

k:o 

Aplicando el lema 4.1.L.2 

\:rl\ su p P( <!.) !: ).. tHo.) /o. \A~ 
u.~m 

con~'~' dado en el lema 4.1.L.1. 

Entonces 
ll m 'A 1-l Co.\ :: o 
C..-)0 ~ 

y por el lema 4.1.L.1. y argumentos que proba-
remos en el lema 4.2.L.l. 

t:m u>lo."\ =). (4.2.T.1.5.) 
Q,"'10 

Con lo que el resultado esta probado para ---
A\ -:: 1 Si hacemos la misma transformaci6n 
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que en la demostraci6n del teorema 4.1.T.l. P! 
ra cuando Al.'\: ! se sigue el resultado en g~ 
neral. 

Ahora, para mostrar la validez de la desigualdad --
(4.2.T.l .5.) se tiene el siguiente 

~4.2.L.l. 

~P.2Jl.9'Yl!Q.§ ~ ~ ~ondiciones del teorema --
4. 2. T .1. ~ satisfacen. Entonces~ ~ 

quier a, ). 'o 'a..~~ai, ~ }.l.~ l 
•c.>W k 

\{m i>u.\ U(t,u. ~): "\ :: ~ W<.o.l (4 2 L 1 1 ) 
\t."'>00 ''4 K~ " " ' ' " 

DEMOSTRACION 

Sea n un entero positivo arbitrario. Sean 

Bt los eventos definidos en el enunciado -­

del teorema 4. 2. T. l. , t4t. '•"'> el nilinero de eve.!! 
tos B~ que ocurren, es decir,Nt1.n)es el nú­
mero de subintervalos en cada uno de los cua­

les al menos un €. ··cruzamiento hacia arriba 
ocurre. Siendo estos n subintervalos 

~li-l)h '>. 1 - ) i--
f\ )A "t' 

1 
Bajo la medida Pu.(•) , la función ~neradom de 
~l1,nl ser!a . 

l 1 l t-ll\111) l 
Q:IA.ts\ .= Eu., 5 1 = 

:: -ft" (.1, -to P:.a, le¡.) lS-\) f 
, lu 

Donde E u. denota la esperanza con respecto a 
la medida t'~ l•). Dado que los eventos \Ot 

son un ntlmero finito, si mantenemos ~ fijo, -
por la condici6n (4.2.T.l.l.) para toda S 

\(,.., \ Qu,. lS) - Q
1
u, (.S) \ : 0 

v.""' (IO 

donde Qu.u>es la misma funci6n generadora pero-

bajo Pu.l•). Como mostraremos en el lema ---
4.2.L.2., y para cualquier l ,u Lifl ,'1R~CI) 
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l{rn Su? Ple~) ~ tolo.) 
U. 4CO n (4.2.L.l.2.) 

Como probaremos en el lema 4.2.L.4 
z. 

E~ ~Hz,n)~ ::. n () l w~o.'} 
(4.2.L.l.3.) 

Donde Nl~nl es el nGmero de intervalos en cada-

uno de los cuales al menos dos f. -cruzamien 
tos hacia arriba ocurren. De estas a1timas 

conclusiones se sigue el lema. 

Ahora, para mostrar la validez de 1a desigualdad -­

(4. 2.L. l .2.) se necesitan dos lemas. El primero semos-­

trará enseguida. 

LEMA 4.2.L.2 

§1tpqng ~ q~ 4. l. 2 fill ~P.le ~ A,, ::.1 y q~ 

~condiciones gg]. teorema 4.1.T.l. ~satis­

facen. ~ntonces 9ª.!,S ™2,guifil" 0.1 A 10~ Cl.1),,<.00 

(4.2.L.2.l.) 

DEMOSTRACION 
2 

Sean ¡\" los eventos que 1 X ( l O. ü.« ) >u.~ P4R.A 

[1< ~
21

] ~ t ~ L'K~~ J"' J 
Entonces por definici6n de V (t 1 t>. 1 ~) 

). t.>-114J 
\ tJ(E, u.,'Jl> \ c. U A.,,,, IC:o 

Aplicando el lema 4.1.L.6. y el teorema 4.1.T.l., 

para toda l< 

\{m p ( ~K) - ~ ~ w~o.) 
u. •UO -¡;:- ~ ~ "... 'Pe(lo C!.UAll ºº lHOO 

P\ 11(€,u,~)>.d ~n~JH) P(A,)iut..u(.o.'\ 

Por lo que el lema esta probado. 
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~~ Otro lema que se necesita es 

LEMA 4.2.L.J. 

,ayp.wigWl!Q.!! q~ 4. l. 2. ~ .2,!!.IDPJ& p~ >-t_ ~ .l Y 

~ L!,a condiciones del teorema 4.1.T.l. tam-­

bién ~ qgmplgn._. Entonces fil para cualg~ -
ll1A 1 O'. Cl.1A'-OO acondici6n (4.2.T.1.2.) §S 

<¡\!!!lP :j,g , ~:ua n do ). ~ tt1 

').t 

l1'm ,,..p Pu.~\J(E,u.1 ~H1 ~ ~ W'o.)-c:tH~ 1..1.-+oo r .. 
DEMOSTRACION 

P14\ UU.,u., ~h d ~ .. 1 [)114] ~fl 

),. L P(AK)-. .L,. '\~J..P(l\¡OA~~ ~ 
ll•D ~,Jio, l.·~ • 

Con AK definido como en el lema 4. 2 .L. 2. 

~(~l P(AJ.)7".f
0 

L' ·i•G. PIL·J'l(u.): 
•,J' ' 4-J '. 

::(~1 P(AA.)-m lV{u.) f,_ QKtLJ.) 
r- IC•I 

Donde .O,i11,Q11l11.) están dados como en la definici6n 

4.2.1. Por argumentos que mostraremos ensegui­

da y el lema 4.2.L.2. se puede concluir el re-­

sultado. 

Para terminar enunciaremos el lema que hace válida -

la expresi6n (4.2.L.l.3.) 

~ 4.2.L.4 

~UP.2.!19C!!!!Q.§. q~ 4 .1 • 2 • ~ 5'Y!DP.J..e P51Ll ).¡: l Y q~ 

~ condiciones d~ teorema 4.1.T.l. también -­

~ sp.tisfechas. J::¡ptonces RQ.J:.a cualg4ier 0. 1 '). 

f)I,. o.. 1).. ( ltl 

\(m s1.1p P"~Vc~ 1"' 1 ~) ~t.\ (( .!.. )i 
U.•UIO CLl411 (4.2.L.4.l.) 

DEMOSTRACION 

Por definici6n 
'" ~\ '(J( E,u.,~) ~ 1. \ s. L P. , .. ,l"'-) 

l,¡ui,H•jl\.l ¡ (4.2.L.4.2.) 
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con ~ • .n dados como en la definición 4. 2 .1 y -­

Pxlia.\:: P ~X >v. 1 'J >v.\ con X. 1'1 distribuidas 

normales cada una con media cero, varianza uni 

taria y correlaci6n C\< <.u.) • Aplicando el l~ 

ma 4.1.L.8. 

PM.<.u.'l .s ~lu.) Qk~u.\ 

sustituyendo en (4.2.L.4.2.) 

"" Pu. l "Ol~,1..1..~h ü ~ 2,.., IPtu.) L QK(.u.) 
I(~• 

y por 4.2.T.l.3. y la definici6n 4.2.1. obtene­

mos el ~esultado deseado. 

El siguiente teorema nos da las condiciones de mez-­

clado a las que nos hemos·estado refiriendo, para que los 

e -cruzamientos hacia arriba cumplan con el teorema limi 

te de distribuci6n Poisson. 

iEOREMA 4.2.T.2. 

~p!2.!lg~ ~ t \ lW:)\ : o 1 1q Xª<-1:.' \ ::. L y qJ.W.-

4. l. 2. ~ <;.!!!!'P.1~.: Entonces, ~ yonclusi6n ggi­
teorema 4.2.T.l. ~ yálida a.i., 

6 

l: WI f't -e) l CI~ t \:.) :=. 0 
t~m 

(4 .2.T.2.1.) 

(4.2.T.2.2.) 

La demostraci6n se hará por medio de la equiva­

lencia entre la condici6n (4.2.T.2.l.) 6 -----­

(4.2.T.2.2.) con las dos del teor€1llla4.2.T.l., y 

esa equivalencia nos la dan los seis lemas que­

enunciaremos al final de la demostración. 

Q¡;tMOSTMCION 

Supongamos que (4.2.T.2.l.) 6 (4.2.T.2.2.) se -
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cumple, entonces por los lemas (4.2.L.,,) y -­

(4.2.L.1.) la condici6n (4.2.T.l.2.) se satis­

face. 

Ahora bien, por los lemas (4.2.L.S.), (4.2.L.q.) 

y (4.2.L.&O.) la condici6n (4.2.'1'.l.l.) se cum­

ple. Con lo que el resultado está probado. 

Pasaremos a enunciar los lemas correspondientes. 

~ 4.2.L.b. 

~p.Q!!,g2!!!Q.S q~· (4.2.'r.2.l.) 6 (4.2.T.2.2.) ~ 

~ple, entonces 

l{m ~ f r,;,)H 
T-nx:i T o 

y 

~ 4.2.L. ?. 

fil 

:: o 

T 

~ f re. t) el h :: o 
,.. o 

\(M 
T "'lllO 

rlu) = o 

(4.2.L.6.1.) 

(4.2.L.6.2.) 

Entonces li\ condici6n (4.2.T.1.2.) ~ E.E!11P~· 

!illMA 4 • 2 • L • 9. 
~ q~ il ~gualdad (4.2.T.1.l.) ~ ~' 
~ ~ (4.2.T.2.l) ~ (4.2.T.2.2.) ~ satisf~ 

gfill. 

~ 4.2.L.q. 

fil 4 • l. 2. ~ ~Pk y 12.ilA 1;c.da m l L 

lll "'--" w T 
.!. f. ¡r"'14.)\: .!.. f1ru.\\H+o<.o.ü.Z/") 
M ksl 1" O 

con ·2/t1. 
"f.:rna.u. 
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y por 11ltimo 

~ 4.2.L.JO. 

~ C! cualquJ.2! ~ P.Ositivo ~y ~ -
P l•), P'<.•) ~ ~ medidas gaussianas multiva--

' riadas normalizadas. ~ ~ Pl•) 1 ~l•) rn--
medidas ~j.9 1~ c~s 1.§l§ componentes ~­

distribuidas normales Q2.!.1j'll!.tl!.§ ~~ ~ 

,Y ~ 1!lli!, varianza unitaria. ~ ~ c~--

¡ianzas Ul§pectivas rL¡ y fll . Entonces 

\ 
n ' n 'P\\.J ll< 11 l·nc.)\-\' !u X14l·P~~\~ 'Oo= 

K:I hl 

donde ~"t \r,1.-r:. \ ~(1!.1 \1\
11• \) •• ¡.. 1 . J 

-l. l. 
ti> t t, I r~'¡l) :: l 1- r,~ )i e.K.p {,,.:¡ ~r". 1) 1 
''\t 'a L~ 

y r•¡ ~ rnAK l rL¡ / r~¡ L 

Este lema fue probado originalmente por Berman 

[1] para el caso en que ambas medidas son esta­

cionarias. El presente lema esta dado y proba­

do en James Pickands II¡ [l). 
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ANEXO 1 

CRUZAMIENTOS COMO CORRIENTES (SUCESIONES) 

ESTACIONARIAS 

Sea (Jl. 14 1P) un espacio de probabilidad, X-=.~x .. ·1 teto,ll~ 

un proceso estocástico normal, real, estacionario .. sobre­

el espacio t.11., A 1 P l 
~ 

Ái .:: J >.. .,_ d f < :>. 1 -< oo 
o 

Como NC~ 1 4+tl es independiente de Q.por la estacio­

naridad, mostraremos que los instantes en los cuales XCt:> 

cruza al nivel u.. forman una corriente (sucesión) esta-­

cionaria de eventos. 

Similarmente, los cruces hacia arriba y hacia abajo 

del nivel u. forman tambi~n corrientes (sucesiones) est~ 

cionarias de eventos, asr como tambi~n los instantes en­

que un máximo local ocurre. 

Consideremos la corriente de eventos definida por -

los tiempos de cruce de un nivel ""' de las trayectorias­

del proceso k<.h l . Sea wtt:) la probabilidad de al ·menos 

uno de tales cruces ocurra en el instante t . Entonces 

se sigue que la estacionaridad de X , garantiza la exis­

tencia de ). ~o (posiblemente infinito) tal que 

li'W\ ca>t~) = .A 
t~O t 

es decir cuando t -\1 o . 

t.aJ(.t) '::I). t to tt') . 
Sea µ2F..{t1.0 11)\. Es intuitivamente 16gico suponer­

que A-=.14, desde que esto se cumple un poco trivialmente­

en muchas situaciones. Aquí se mostrará que esto es asr, 

aunque la prueba no es tan fácil ni inmediata,como lo es 

por ejemplo para procesos de Poisson. 

Si la corriente de eventos de cruce es "regular", "' 
demos utilizar el teorema de Kolmogorov para mostrar que 
>.:,,.. 
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La regularidad de una corriente estacionaria signi­

fica que si la probabilidad de dos 6 más eventos en el -

instante t son denotadas por h l.t:) , entonces "-1.t:): ol.I:) 

cuando t -t O 

Sea '1.=l'\t ;tf.rto,1J\un proceso estocástico estaciona­

rio con función de distribuci6n uní-dimensional continua 

y 'P~ w 1rJl ~ ~*: 'wl sea contrnua h .L • Supongamos que ---­
p.. :s e¡c ... c.o, n ~ entonces, la corriente de eventos formada 

por los instantes de cruce del nivel u. es estacionaria­

y regular. La"intensidad" de la corriente estacionaria 

es justo JA y cuando t _,.o 
w Lb\=¡>- t t oU:) 

Para X'I:} proceso estocástico normal estacionario,­

la condición Ar.~ IXl es suficiente. 
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ANEXO 2 

El lema 4.1.L.l. nos da condiciones suficientes -­

para que la desigualdad (4.l.T.1.1.) se cumpla. Lasco!! 

diciones referidas son sobre la distribuci6n del máximo­

del proceso en el limite. Este lema depende de tres más 

que son el 4.1.L.2, 4.1.L.6 y 4.1.L.5., que a su vez de­

penden, de la siguiente manera, de otros. 

El lema 4.1.L.5. s6lo depende del lema 4.1.L.4. -­
El lema 4.1.L.2. depende del 4.1.L.4. y del 4.1.L.3. y -

el lema 4.1.L.6 del 4.1.L.5. y del 4.1.L.7. y finalmente 

el lema 4.1.L.7. depende del lema 4.1.L.8. (ver Diagra­

ma 1). 

~ 4.1.L.1. 
oc. 

.§EP.2.!!g~ q~ l"LH= 1-~ i +ot+) ~ m!!J!P.le --
p~ ).'l. = ! Entonces :U l\ 1 ( tl > O 

H wvi P \ i!.l~h u~/ J'" Ytu.> t :: ~" 
U.~00 

QEMOSTRACION 

Definimos 

(4.l.L.1.1.) 

Ct .Y, gl K(1-'!.) •""' 
t-t {Q.,d4\ :\ i') 11.fo 2. ... ~[i)lt1-b)t ~) 

1 
• 

e(t''bf .. il'z(~)L ~ 1 
con 
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y 

Entonces 

\ i'm s.., p 'P ~ ( it i:) >u.) - Pu. l t tt) >u)~ I J'l'cu.1 r 
U..-ilCX> 

(4.l.L.1.2.) 

(Los argumentos de esta desigualdad se darán 

en el lema 4.1.L.2.). 

Sea T un ntímero real positiva, y sea I'\~ [ k] 
Entonces por el lema 4.1.L.5. que demostrar~ 

mas posteriormente 

:: lt~ (.T) -~ Hd.( {.T/o.1,o. )/ G\.(TJo.] ' 

~ µ.(.o.)/ a. (4.1.L.l.3.) 

con H.!.,<.T) =.li'mS'-'P P~~{no.;;_~)>u. ~/nc..\f,u.)-: 
u.~co 

:: \ .'..,, s ...,P P \ :en c;v--1) >u. \ /\\1c.u.) T 
u..,,.. U') 

y por el mismo lema 4.1.L.5. 

H' (T) "T~t{ ufiP' S\lPTY(t:)>S~ch 
,(, - D ,O~tl 

(4.l.L.1.4.) 

Vamos a demostrar que H~lT) es el limite de 
l-l e( 

Sea ( > o • Escogemos U. tal que ~) < i . 
Sea T 1 tal que si T > 11 entonces por el -

lema 4.1.L.,. 

t (H.i.t<.1.)/0.)- Ho\(tTlo.J 1 0.)/CA.(T/o.'J I ~ f./3 

(4.l.L.1.5.) 
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DIAGRAMA 1 

4.1.L.1. 

4.1.L.5. 4.1.L.6. 4.1.L.2. 

4.1.L.7. 4.1.L. 3. 

4.1.L.8. 4.1.L.4. 



Ahora 

\ W~tr)- H.,. 1~1 Hc1. -( H"'lo..)/o.) \ -

- 1 e H ... to.)/o.. )-( w...,tT/o.1,6. )/o..LT1~11 ... 

1" 1( ~ ('CT/o.l, a.)/ c1.(T/c1.1) .. \\~ tT) \ ~ 

~~+~+~~:E. 
por lo tanto 

\ ( wi \4~ (. T) = ~el Cl 
T~~ • 

Para la verificaci6n de la desigualdad (4.1.L.l.2~ 

tenemos el siguiente 

¡,EMA 4 .1.L. Z,. 

~p.Q!!g~. qy,g 4 .1. 2. ~ CllJllpl,e ~ >.l.-:. l 

~ O.> o gualguier .illÍ!Ilfil:Q W,Q.JlQ.SUl 

l[m S\lfl P~X(o) ~u., 1: ~o.ü.k) >u. }/'Vcu.'l ~ Mto.) 

~ 4Jt.u.) ~ ~ P..QI !.9 definici6n 4.1.2 

Y "Ha.} ..!fil tl ~ 4. l.L. l. 

DEMOSTRACION 

Para cualquier ~ ) O 

P \ Xto) ~u. )C(a.Ü..k) >u.~.~ 

~ 'Pi X~ o H U. - <A,' 154 
1 

-r <. a. Ü. v.i ) > u. \ r 
+ p~ u.-U.'t < X<.t>) !:U.~ (4.l.L.2.1.) 

si U.-'> oo 

(4.l.L.2.2.) 

(Lo probaremos posteriormente en el lema ----

4.1.L.4.) 

De (4.l.L.2.1.) y (4.l.L.2.2.) y el lema----

4.1.L.3. que veremos a continuaci6n, obtene-­

mos el resultado deseado. 

Se puede mostrar también que 
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l(wi MC.a.)::o 
0.....1> o ó. 

y esto es claro dada la definici6n de M C.O.) -

en el lema 4.1.L.1. 

Con el objeto de verificar la conclusi6n del lema-

4 .1.L .2. se enuncia el siguiente 

~ 4.1.L.3. 

tupwgamos ™ 4.1.2. li ~pJ&9uando A~-=-.& 

Sean a. , t , b nttmeros cualesquiera ta-- ... ~ ---
!.fil!. ™ a.,b') o y 1. • < b -4 J. , entonces 

li'm SiJP P! XtO) ~ u.-ltll, e(a.Ü:j¡ ))U. ~/l¡/(.u.) .{ 
u.-4c:c ~ a.t.Ca1b4l 

E.Q!l M,a..,~) ~ ~ !m~ ~4.l.L.l. 

La demostraci6n de este resultado no cae dentro de 

los objetivos de este trabajo. Si se desea, puede ver­

se en el artículo de Jamas Píckands III (j,p.sq 1 ~0J, 

Ahora, para mostrar la aproximaci6n dada en -----­
(4. l.L. 2. 2.) tenemos el siguiente 

~ 4.1.L.4. 
Eaq1 tod<A x. > o 

't1 (:1c.) C.1-:i.'I. ) ~ l. - e\> C. x. ') 4 'f.' l x.) 

(4 .1. L. 4 • l. ) 

l(m ( 1- c¡>c~:.))/'f'<.~) -=. 1. 
X.~ClO 

(4.1.L.4.2.) 

~ ~<.x) dado~ 1ª definici6n 4.1.2. l'. ----­

_,.A J:t. ;t}',, • t <\><.") =(:i.TT) oe.. ci 
-ai 

DEMOSTRACIQN 

Para verificar (4.1.L.4.l.) se derivan ambos­

lados con respecto a X. y la igualdad ------
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(4.l.L.4.2.) se sigue si suponemos que ~Cx.)~o 

para :ic>o entonces dividiendo (4.l.L.4.1.) -

por ~'~) y tomando límite obtenemos el resul 
tado deseado. 

Para demostrar la validez de la desigualdad 

4.1.L.l.3. daremos el siguiente 

úEMA 4 • l. L • 5 1 

~P.Q.IJ9amos ™ 4.1.2. ~,9lmple c~ A~::.l 
~ a. >o cualquier ~, entonces 

li'm P..,.\ -C(aÜ.~11 ) >u.~ l't'lu.' :: U o1 ,n,o.\ 
IA_.SI t' 

a1+.1e.'PlMl\x YCK0.'1>s}ds. o OU( tn 
con Y <.t:) dado como en la definici6n 4. l. 2. -- -----

La demostraci6n de este resultado no cae dentro de 

los objetivos de este trabajo, por lo que no se dará a­

quí. Puede verse en el artículo de James Pickands III-

Para la desigualdad (4.l.L.1.5.) se tiene también-

el siguiente 

~4.1.L.6 . 

.fillpQUgamos ~ 4. l. 2. !ill.9J.mp~ Pm Ai.-::: l . 

.fil. 41(.l:)> o entonces 

l 11 M 'Pu,\ ~(.i::)) U.\ / li'tC. 4'(.u.) t : \.\-14 (.O.)/ el.. 

u.-.1!11> 
(4.l.L.6.1.) 

y la funci6n 1rtc1. {o..) , definida 2!l i;]; teorema-

4 .1. T .1. , .fil!il acotada !?ara U. suficientemen 

m P.e.<UJ.fillll. 
QEMOSTRACION 
Para cada entero positivo K definimos el e­

vento GK:~J<(r.4J))ll \ y para un entero arbitra 
i<:n 

ria n , sea A~ :: U 13 .Q. Entonces 
l:i1Jc-1>ru.1 

l&-'&;no.J+I 
P\~tvhu.i~P~U Ad 

lf,s 1 

donde t~l es el entero más grande menor o i-
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gual que o. • Por la estacionaridad del pr~ 

ceso Jl. 1 P(A 11 ) = PCA1) para toda K -e i . Cona~ 

cuentemente 
(~ ñU.,,, .. ~ l 

Pu.lt-t~hu.\ ~ILn11 J+1iP(A,) :\Lñi' ])~~~Cn11if">)1.1.1 

Entonces aplicando el lema 4.1.L.5. 

l(m SuP ?u\ ~(-f;))u~/J'"tV<.v.\ t ~ 
~4(l0 

pero 
'l i -~ ) ll( 

U: (1· f (Q.u m) ~ 2 A1 ,1:) Crn a.) 

nuevamente, por el lema 4.1.L.S. 

a¡ 

~\H., C11,tA.)1<~1i111~ 1 k·.l.1 \/na. (4 .1.L .6 .3.) 

con ., Vi 
dm : 2 ( l - cp( (A1lt)(ma.)/f) ) ) 

se puede ver que 
ID O' r <1,,., ~ ro 1 Z:: dr~.t\ 

11\~I 1t::111 .l:rri+I 

y ce 
&('l'l'I "[ d.t ::. o 
l._.m bK 

pero convergencia de Cesara, implica conver--
gencia, así que 

(4.l.L.6.4,) 
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Combinando (4.l.L.6.2.), (4.l.L.6.3.) y----­
(4.1.L.6.4.) se obtiene el resultado. 

Para ver que "• C.o.) está acotada para o.. su­
ficientemente pequeña, necesitaremos de otro·· 

lema que demostraremos al final del siguiente 

párrafo. 

Sean Cl.o , a., , constantes tales que 01.a..,o.. <co 

y para cualquier o. '1'4.o Ho1<. o.l). 0.1 ~O • 

Luego para cualquier a. existe un entero 
M tal que a. m > a.0 • Por definición de 

H111 C t1 10.) tenemos \lc1ln1ain) >;. \.loi c.n, o.\ De a-­

qu! que H.(C&.) > l-t,,..<.o.rn)'> a. 1 • Así que "ªe.al -

está uniformemente acotada. 

Ahora probaremos el resultado por el cual podemos-

asegurar lo escrito al final del lema 4.1.L.6. 

L.fil& 4 • l. L • 7 • 

,2?P2!!9~ ~ 4.1.2. ~gnp~ e~ >.r.-=.-1 
~ A,lt\ ) O entonces 

~ K 11¡ 
~ .L \ J~Lf L. (1-~C lA1ll:ll1<a\/l') )~ 

a. ILS13 (4.l.L.7.1.) 

2J ~ ~ lfillY2E q~ c~ Pill t~ a.. 
DEMOSTRACION 

Por definici6n 
q! 1 ~11,¡. l p IA 1 i. (t )> U ~ ~ t... p ) X. l 1< Cl. U. ) ) U. 1 -

l(sO 

lP P\ -~K V -V11. 1 
• t... X( l(c:>.u. )) u.1" (.t.cw. ) he. 1 
~~t~o (4.l.L.7.2.) 

donde [ 7114 t l 
rn= u. lo.. 

por la estucionaridad de X (4.l.L.7.2.) se­

puede expresar como 
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m•I 

- .2. [ (m•IC) p { X(O) hC.' XCI< o. ü.v" ) >e.A ~ 
W::I 

( 4. l.lt. 7. 3.) 

Por medio de una aproximaci6n que demostrare­

mos en el lema 4.1.L.8., tenemos 

P ~ XCo) >u. 1 )(( I< o. lÁ.1/.i. Hu. ~ ~ 
o< V-i. ) 

' 2 't'c.u.) e 1 - cpc (A,<ii) cKo.) / a > 

(4.l.L.7.4.) 

sustituyendo en(4.1.L.7.3.) se obtiene el re-­

sultado deseado 

Para probar la desigualdad (4.l.L.7.4.) enunciamos 

el siguiente 

~ 4.1.L.B. 

§ean X "' 'I dos variables aleatorias 9ada -­

un.a ~ ~ ~ y varianza W1Q ~ correla 

~ r , y densidad ~Íl!D.t.Sl mal· ~ 
5lll§ 

p \ >ox.1 Y> '!i} ~ t' ¡.r) '\-'Cx.) • 
(J ~' y, •l 1-~(x< +rll'..1-r)) H 

(4.l.L.8.1.) 

DEMOSTRACION 

Por definici6n 
eo 111 

Plx>x. V>u~ :.(:i.n)1<.1·r')v'J f~P\·U"tt'..in.~.>~c:tsdf: 
1 .i " :. i~1-r') 

y 
·I t '11Jlll \StH'·:i.rsr>, J J~ 

~~ lC>x:1 Y :ix\ ::(:!VH1-r1) t.J~ ticv\· H,-r .. >- 1 s 

Sea w :: X ( 1-r1 ) Vi y hagamos el cambio de varia 
~ ~ -

bles s = X+ X. ) , t = X .. X V 

entonces 
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(4 .1.L.8 .2.) 

con 
ttJ U> 

! Cx1r) = ( f e)(p ( -~ ) e"XP (- C.J:..:!f ) J Ó v 
~ o 1.- r Zx.\(1- r&) ~ 

~ ](>e;1r): rr~p(- '*) tKP (- 'f;t)JA dv 

corno ...L_ l. - !.:.r aplicando (4.LL.8.2.)-
1+ r 2 - &(.\+r) 

tenemos 

p \X> x, \/) X\ ~ (:1.rr )
1
tJ1u41 J i~>l f lj)(¡c) .Tc.ic, r) 

(4.l.L.8.3.) 

Ahora evaluaremos J"l:t:: 1r). Sea~::.!!:! y 
lt-r 

i,,_ ... ~~ .1. wlfll 
1:- Z-;;; • Los límites son •CD <10 4m y -¡¡:¡: .. SS .:iq 

El Jacot':Lano de la transformaci6n es: 

IJ'I :: Z/ UI Cl+r) 
as.í que 

ds:clt = .2.Jldv/w(1+r) 

(4.l.L.8.4.) 
Multiplicando (4.1.L.B.4.) y (4.1.L.B.3.) se­

obtiene el resultado. 
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ANEXO 3 

DEMOSTRACION DE LOS LEMAS UTILIZADOS PARA LA DEMOSTRACION 

DEL TEOREMA 4.2.T.2. 
LEMA 4 . 2 . L • ó. 

,SllpQ.!llJamos qyg (4.2.T.2.l.) ~ (4.2.T.2.2.) ~­

~p~, entonces 

y 

:T 
\(W\ lo~ T J ru:l 

T.-,m T o 

DEMOSTRACION 

.:r D (4.2.L.6.1.). 

H.2.L.6.2.) 

Supongamos que (4.2.T.2.l.) se cumple, es de-­

cir li'M ftf:)\O~l\-)=O 
t~cx:> 

entonces es claro que 
h'm r<.i>)::. ó 
t~CD 

Por otro lado, para mostrar que (4.2.T.2.l) --

implica (4.2.L.6.l.), consideremos el hecho de 

que T Vf' 
lo~ T J rt-li)dt = l!!....T J rt\l) Jt t 

T o T o 
:r 

+- los r r ru1\ h 
-::¡=- J"' (4.2.L.G.3.) 

Tomemos el primer término del lado derecho de-

(4.2.L.6.3.) 
<i' 

l~ j í'tt) clt ~ \o~ T 
T o fi 

Tomemos ahora el segundo 

cho de ( 4 • 2 • L. G. 3 . ) 
T 

l!l..! r rw dt 

~o 

T-HD 

t~rmino del lado dere 

,. 'ff 

Sea E >O arbitrario. 

temente grande 

Entonces para 1"' suf icien-
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asr que 

J
T T 

lo~ T rtt:)Jt -' E lci~ T f J.L ~ 
T v:r- T R '"' i 

~ §._<.T--fT') la T ~ 'l.é 
T \&' 'ÍT' <A 

y como € '> o es arbitrario el resultado se si-

gue en su orimera parte. 

Suponqamos ahora que 
co 

S rl.<.t)dt: -< oo 
o 

directamente 
1 (,..,, r(.t) -::r. o 
~.,,.ao 

falta mostrar que 

T 
l.,3 T f rt'7) clt =o 

T o 

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz 

le>~T f ~tt)clt 1i lt>sT( j\1<.-t)J1:\Yr..~ o 
T o T o , J ,_.a:i 

Por lo que el lema está demostrado. 

~ 4.2.L.7 • 

.§1. 

l11
1V1 r<.I:) :: C> 

i-t-a> 

J,ljntonces ~ QOPdici6U ( 4. 2. T. l. 2. ) ~ JaUDJ2.l.li.. 
DEMOSTMCIOt:¡ 

Sean E1 >o arbitrario. t 0 tal que si t~.to 1 1"U:)<~\ 

(esto es posible porque rtil) -4> o se cumple) y 
t"'>ea 
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sea m1 el entero más peaueño tal que ------­

''"' lm'+1) a. u. >.. t' o . Esto es 

Diqponiendo la suma de (4.2 T.1.2 ) como sigue 
.,.,, 1 

L" Q~ <.u.) = 'f. Q" <.u.) t f Q ~~u..\ 
k-:s .Q. "" 1 "=m'tl 

por 

f = S'u p ~(~) < l 
S

1
~t <CD 

entonces 

Sl U.~ttl ,,., 
.Z: .. Q 1( <.u.'\ 4 \ [u.1r'c1(~0-E.)/a. l + L \ ~ l t 41>,u.$) \-+O 
k: ... 

Sea e cu a 1 quier valor tal que O<. 9 < .l • Por -

el lema 4.J..L.4\ .• si u.>O 

-• e~• e \1- p (~11-l} ~ '+'<. eu.) : 6 IÁ ( 't'C u.">) f. 

Consecuentemente, cuando v._,, o:> 
.,Q'J. f:¡.K (.IA.) 

f Gl<.u.\~<.itt'>L ~l-<t><.u.)) :: 
K:.m't-l 1'-::m1·fol 

= ( !.+ €.') H ~~~) + (!)(.L) ~ t 

m ~(~)·& 

+ü-<\ic.u.'\) L' ~<1-~''""11 "-1 ~ 
k:&m1+L 

Pero como E'.1.:>o era arbitrario, es suficiente -

probar que 

I' ..tXl !l ~1.4\-1 
~~ (1-4>1.1-1.'\) L { c1.-cti1.u.'\)" -! ~=o. 

k~m'H 

Se puede mostrar que existe una constante e, P2 
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si ti va tal·,que por definici6n de ~I< (.u.) 

si ~C.~) '* & 
$t~)~ ~ 

(l .. 4>,u.)) ~ -l ~ C.,( .. 103<.l-'1'~"4),)rKtlA.) 
y entonces es suficiente probar 

I 11'1 

!~meo I~ 2.. r~tu..) ~ O M.'2,1..~.ll 
tri IC::I 

P~ el lema 4.2.L.~., la condici6n (4.2.L.?.1.) 

es equivalente a ~a condici6n 

1(,.-, ~ f Trth) de .::.O 
T..;tfD T o 

con lo que el lema está probado. 

~ 4.2.L.8. 

Para CJ.Y"ª- la desigualdad (4.2.T.1.l.) ~ C..!!!!)Pl,a 

~ q~ (4.2.T.2.l) 6 (4.2.T.2.2.) a.e~ 

f.a..gwi. 

DEMOSTRACION 
Sean f (;r.) una funci6n no negativa tal que 

l{wi fC~) ::CO 
X.-"> CD 

Y t 'I' o arbitrario. 

Para X. suficientemente grande 

f <.x.)/C~./ l/e1. X %i t¡)(.:r,) ~ -;;­

.2. 
;: u.o(. ~~ fe~) "')'X)/ A ~ e . 

Por el lema 4.1.L.1., entonces 

1:"" .swp P~ 2( fcx.)) >X:~ ..$E 
X""> 00 

Y como f. es arbitrario 

l(rvi s"p P~ Z:. Ucx.)) >x. ~ =o 
l:.~lX> 

Por la estacionaridad de X se sigue que en 

cualquiera de los intervalos 

< (j -1 l .A (j-1 ) ~ + fe .x.) > 
I< ~ X~ ... '() ( .x.) ) k \.\.( X: ~" 'f/C.X.) 
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La probabilidad de que J<m > X se aproxima a ce­

ro en el Umi te cuando X: -> ro • 

De aqu! lo mismo pasa para f>u. L•) 
Por el lema 4.2.L.5. 

tn 

Pl\LCl.
1 
).

1
LA..) ~ m L) rlC(u.1\ <t>(Ll,,f'K(u.)l) 

con 1º"' 

Q-:: l u.J'u.) 1 
l'I\:: [). / '"'"' u.7,/"' lf.1(1.\.)] 

L (! 'l 

~( iA., t') : ( 1 - r t. 5" e.xp \ ~ t 1~1 ~ • 

La condici6n (4.2.T.2.1.) implica directamente -
que 

l/m r(t.) .:: O 
+.->a:> 

Entonces por (4.2.T.2.2.) se sique que 

S ú P. l 1 t< tu.) } -') O S t U..-'> «l 
1:1.K 4W 

As! que sin pérdida de generalidad podemos reem-

plazar el término ( .l - r~ 't.A.) )"Í por c:ualyuier 

constante CL m~s grande que uno. Esto es, oara 

u. suficientemente grande 
m -~ 

'D0 (a.,>., u.)~ <!.i m L IYj¡li.1.)I t>'P \;+1r~'"'ll \= 
. Kaa --1i....... 

rn I 1.4...,, t )1+1r."'>1 = c'I. ms1rwl~, ceicp{--¡;1 

":e _i..___ . ,;¡~&Ql 
-:: <?3 m L \ fitltA.)\ ~(\.\'(v.}J 

I(::~ 

con <!3 otra constante finita positiva. 

Es más, existe una constante ~~ positiva fini­
ta tal que 

t!l l i 1r.,u.>1 
l)" t o.1 }. 1 Ll) ~~ rñ1 L 1 r11 ,IA.ll ~'"''~ m ul r,..,u.11 

K~ 1 ( 4 • 2. L. 8. l. ) ~ - ? 

Primero suoonqamos que (4.2.T.2.1.) se cumple. 

Sea 

~ ( t) = s ú p 1 r LS) 1 
tH<tJO 
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Entonces 

S ( t-) lo S t ~ s u P rts) 1 o~ l s·) -+ o 
-to u< co -1:->co 

pero 
zlrKtu.)\ 

m l i'I 1'11l1.1.ll = e}(.¡> l i lo~ rn 1 rKt':!I i 
J. t \ r 11 1. u.") \ 

Para I< ~ .Q. H ~ et p ¡ 2. s ( (R.+1) Q. Lt~) lo¡ m \ 
pero t se l AH lo.. tÁ~) ltis"' ~ C!, H ~(Ll.)) los<!/ lt'(I.\)) 

con 

Sea 

e~ una constante positiva finita. 
-1¡ 

f<x.)::("tJl:x.)) t 

Entonces f(~) satisface las condiciones del lema. 

Pero 

& ( flu.l) I"~ (!/ o/lll.)):::: ~ l~<.u.)) \o~ ( ( 'Lv.) )1.):: 

.:: 2 ~<~(u.)) ltis ~tll.\ -':> o 
L\-)a> 

v como 
'Z 

u.ttlrt(ll.l.ll .$ ~ :::. o\ los m) 
U.-t Ctl 

Sustituyendo en (4.2.L.8.l.l 

.., rn ?. ?.l r!li lU.\ 1 
m Z:lrit(u.)\ 1.X+1r111.1UI m1t-lr"l14ll ~ 

1e.:I 

~ H ~<.1.1.\Hes ( ( hu.·d) o <lo~ wn) • 

• e.xp\ H~<.u.Ü~ lo9(( 1tv.)f) -> O 
1..\->)00 

Ast que esto muestra que (4.2.T.2.1.) es sufi--

ciente. 
Ahora consideremos la condici6n (4.2.T.2.2.). 

Sea (-i tal que O<.f < f para u. suficientemente -

grande. 

Sufft"Ktu.>I~~ Y 
l '!.1\1,00 1 

i 2 l f'isl'-'l. (la 
~u p u.•+1r11iii'lf ~ 11- 11'\f lu.>I ~ m 

U11(4CO 

As!, por el lema 4.2.1.q. 
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r3 >o tal que 

p-1 fT 
T ) 1 r(~) 1 clt = o 

o 

Por la desigualdad de Cauchy-Shwarz 

( 
A•I {Í )7. z1H JT 

1r ru:,Jt ~ T r rz(l:l Jt ~o 
o o T....,DO 

Con lo que esta Para cualquier 

demostrado que 

ficiente y el 

la condici6n (4.2.T.2.2.) es su­

lerna esta probado. 

llE& 4.2.L,q, 

fil 4. l. 2. ~ .Ql.UllPl& ~ tmlil m ~ 1 

Jil 1A -') oo T 

l. f 1 r"lu.\I :: l.. S 1 rwl d.t + t:1ta.V..i1") 
m 1<:1 T o 

QEMOSTRACION 

Por definici6n 

f r"~u. 1 :: f \ ri<\ I< U.v"'o.) 1 = 
IUI 1(::1 ·w 

kO.U. :: :"a. f J \14 ch \rKLK o..ú.11°')1 ~ l ~ \ 
"~' (.K-l)Q.Ü. •'l/J 

'l/J, rn rl(O.U. 

~ l~) u. a. Z: l .1,1"lrts\ 1 tis + l .. ) 
1(: 1 t14-1) 0.IA 

l/.c ::i. r•u1.JY.i 
+~-)u. o.. L J •V,¡ lr(~\-rl1<a.ú.l,I") 1 as 

K:r 1 (jl<¡l Q.IA 

Por la desiqualdad de incrementos Loeve [11 
p. 1V5] y oor la estacionaridad 

•V4 0.Ü.IJ<I, 

ra.u. \rLs\-r(.Ko.Ll'")\Js .$ 2 j ( 1-rC,l)c!.s 
llH) o.ii'" O 
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Cuando u.~m uniformemente en W'I • 

Por lo que el lema está probado. 

y por al timo 

~ 4.2.L. l.O, 

~ ('. ·rumJ.C!l.!l.ru,: lliU p,ositivo ~y ™ -
P(·l 1 Plu.) l.fil¡ ~medidas qaussianas ·multivaria 

<la.§ oormalizadas. Esto .sl.§ i'(.o) y P'~,) tl.Q!l medi-­

W WQ. w quales ,la§ gQ_mponentes ~ fu­
tribuidas normales ~onjuntas ~ ~ ~ y­

~ ~ yarianza unitariq. ~ !..!!§ covaria!!. 
• v r,. 
~ 

Este lema fu~ probado originalmente por Berman 

[ 1 J para el caso en que ambas medidas son e~ 

tacionarias. El presente lema está dado y pr~ 

hado en James Pickands III f J. } . 
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