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INTRODUCCION

Los procesos estocdsticos son una rama de la Proba-

bilidad que se encarga de estudiar los fenémenos aleato-
rios que se desarrollan en el tiempo y &stos abundam en-
la naturaleza. Ocurren en Medicina, Biologfa, Fisica, -
Oceanograffa, Economfa y Psicologfa, por mencionar algu-
nos solamente, Si un cientffico toma en cuenta la natu-
raleza probabilistica del fen6meno con el cual estd tra-
bajando, deberfa, invariablemente, hacer uso de la teo--

rfa de procesos estocdsticos..
El trabajo consta de cuatro capitulos:

-El primero estd compuesto por cinco secciones-
en las cuales se pretende dar un panorama muy-
general sobre los resultados que utilizaremos-
de los procesos estocdsticos y la teorfa de -~
Probabilidad, desde definiciones hasta propie~
dades que nos serdn de utilidad para los capi-
tulos posteriores, tales como procesos estocds
ticos separables, estacionarios, gaussianos, -
teorema de Kolmogorov, lema de Borel-Cantelli,
etc. Para las personas que han estudiado teo-
ria elemental de Probabilidad y alglin curso so
bre procesos estocdsticos, podrdn pasar rdpida
mente sobre este capftulo. De cualquier forma
al final de la tesis se incluye la bibliogra--
ffa correspondiente a estos temas y podrd con-
sultarse, por ejemplo Feller (1], Gnedenko [1},
Loeve [1].

-El segundo capftulo se compone de dos seccio--
nes. La primera habla sobre la continuidad de
las trayectorias de un procesoc estocdstico, pa
ra lo cual se enuncian dos resultados; uno so-
bre las condiciones para gque un proceso esto--



cdstico acepte una versifén que casi seguramen-
te tiene sus trayectorias continuas y el otro-
sobre la relacifn de la separabilidad y la con
tinuidad. Veremos ademds que aumentando la se
parabilidad a algunas condiciones sobre la dis
tribucién de X, implican la continuidad del -~
proceso y no sélo de una versifn. Se da tam~-
bién un coreclario con su generalizacibn.

La segunda seccién habla sobre la diferenciabi
lidad de las trayectorias de un proceso esto--
cldstico, Se enuncia s6lo un teorema en el ---
cual se dan condiciones para las cuales un pro
ceso estocdstico tiene sus trayectorias casi -
seguramente con derivada continua y, como en -
la seceifn primera, se enuncia un corolario --
con su generalizacifn.

-El tercer capitulo consta de cuatro secciones.
Este es la parte medular de la tesis. Contie-
ne desde las definiciones de lo que se va a en
tender por cruzamiento de las trayectorias de-
un proceso estocdstico a un nivel fijo, los ~-
cruzamientos hacia arriba, cruzamientos hacia-
abajo y "tangencias", hasta el estudio de nue-
vas variables aleatorias que se definen en el~
capftulo llamadas "tiempos de excedencia',

La primera seccién consta de resultados sobre-~
las condiciones bajo las cuales se puede asegu
rar que las “"tangencias" no ocurran. Dichos -
resultados son para un tipo de procesos esto--
c8sticos con trayectorias con derivada conti--
nua.

La segunda seccidn se encamina a obtener algu-
nas caracterfsticas de la variable aleatoria -
"ndmero de cruzamientos” en el caso muy parti-
cular en que el proceso es gaussiano.



La tercera seccién nos da algunas caracterf{s-
ticas numéricas de las variables aleatorias =~
"nfmero de cruzamientos hacia arriba (abajo)",
asf{ como un resultado sobre la no ocurrencia-
de las tangencias por parte de las trayecto--
rias de un procesc estocdstico, también cuan-
do es gaussiano.
La cuarta seccifn nos adentra en el estudio =
de unas nuevas variables aleatorias, que defi
niremos en esta misma seccién, llamadas "tiem
pos de excedencia" y se obtienen algqunas de -
sus caracterfisticas numéricas.
~El cuarto capftulo estd constituido por dos =~
secciones cuyo objetivo es presentar resulta-
dos sobre la distribucién de la variable alea
toria "nGmero de cruces", pero cuando el ni--
vel que estdbamos considerando fijo, ahora lo
tomaremos como una variable que tiende a infi
nito, ademéds de trabajar con una definicién -
alternativa de cruzamientos hacia arriba 1lla-
mada  €-cruzamiento hacia arriba.
La primera seccifn nos da una distribucidn a-
sint6tica de la media de los §-cruzamientos
hacia arriba, cuando el nivel se va haciendo-
cada vez mds grande. Este resultado es debi-
do a James Pickands I1II [1}, [2].
La segunda seccién nos da una distribucién a-
sint6tica del n@mero de & -cruzamientos ha--
cia arriba y se demuestra que bajo ciertas =--
condiciones esta distribucién es una Poisson.
Esta demostracifén fue hecha primero por Vol--
konski & Rozanov [1].
La demostracién de estos resultados se hace -

por medio de varios lemas que se enuncian pe-



ro no se prueban. Se dan sus demostracicnes,
que son muy técnicas, en dos anexos que se en
cuentran al final de la tesis.

Cabe hacer una aclaracifn en cuanto a la notacién-
qgue se utiliza en este trabajo. Consta, en su mayorfa-
de cuatro caracteres dados en la siquiente forma: -----
(*.*.*,*,), donde los asteriscos representas alg@n n(ime
ro o letra, segin sea el caso.

El primero indica el n@mero del capitulo.

El seqgundo se refiere a la seccifn correspondiente.

El tercer caracter denota si es un teorema (T), le
ma (L), corolario (C} § definicién, la cual se represen
tard con un nmero consecutivo.

El cuarto nos da el nfimero de teorema, lema o coro
lario de la seccifn.

En caso de haber un quinto caracter, éste se refe-
rird a alguna igualdad del teorema, lema o corolario co
rrespondiente.

Siendo asf, por ejemplo:

(4.2.7.2.3.)

Se representarfa la tercera igualdad del segundo -

teorema de la seccifn dos del capitulo IV.

v
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CAPITULO I
CONCEPTOS PRELIMINARES.

1.1 ¢QUE ESTUDIAN LOS PROCESOS ESTOCASTICOS?

La teorfa de la Probabilidad se encarga, dentro de
un marco matemdtico formal, de estudiar aquellos fenfme
nos en los cuales, bajo un conjunto fijo de condiciones,
el resultado de un experimento es incierto, es decir, -
los llamados fen6menos aleatorios. Por ejemplo:

a) Lanzar un dado

b) Nfmero de llamadas que llegan a un conmutador
a las 10:00 hrs.

¢} NGmero de aviones gue piden pista a las 11:00
hrs. .

d) La cantidad de agua en una presa a las 12:00
hrs.

En los ejemplos b), c) y d) se tiene una cierta de
pendencia del tiempo. Los procesos estocfsticos se en-
cargan de estudiar aquellos fenOmenos aleatorios que de
penden de un pardmetro (en particular el tiempo), den-=-
tro de un marco matemdtico formal.

1.2 ¢QUE ES UN RROCESQ ESTQCASTICQ?

Consideremos una familia arbitraria de variables a
leatorias QXEQ donde t toma valores sobre algdn conjun
to de fndices T .

Dado.lo anterior, podemos dar una primera defini--
cién de un proceso estocdstico, como una familia arbi--
traria de variables aleatorias. Si T consta de un nd-
mero a lo mas numerable de valores, la familia =—=-====-

{xys ¢ e Tl de variables aleatorias es llamada un -



proceso estocdstico con pardmetro discreto. Cuando T -
consta de un nimero no numerable de valores, la familia
de variables aleatorias es llamada un proceso estocdsti
co con parédmetro continuo.
Tomemos el caso en que el conjunto de variables a-
leatorias consta de una sola. El valor numérico, diga-
mos X(t?, de la variable aleatoria para un t fijo no -
z1estard determinado de manera tnica porque estardn ac--
tuando influencias aleatorias en el instante t. Para-
un modelo matemdtico de los fenmenos aleatorios que de
penden del tiempo, serfa natural pensar X(t) para cada t
fijo como una variable aleatoria definida sobre algdn -
espacio de probabilidad (J4%,8, P). Cuando b varia sobre
T , obtenemos una familia de variableé aleatorias ===
X(t) dependientes del pardmetro t y definidas; en el mig
mo espacio de probabilidad. En base a esto, podemos -~
dar la definicidn formal de un proceso estocdstico.

DEFINICION 1.2.1.

Seap \,4,f) un espaciq de probabilidad, T up
conjuntQ arbitrario. Un procesQ estocdstico-
g9 una funcion Xit,w)la cual, para cadg teT
fijo es una variable aleatoria sobre (1,6,9).

Esto es, un proceso estocdstico estd definido como
una funci6n X(t,w) de dos variables, siendo T y ML los -
dominios respectivos. La notacifén que utilizaremos se-
rd X, 6 Xl)en lugar de Xlt,w) omitiendo la dependencia-
de w , sin olvidar que sigue siendo una funcidn de dos
variables.

Por otro lado, para cada w elemento de JL fijo, -
en un espacio de probabilidad X{t,w)se convierte en una
funci6n no aleatoria (es decir, no depende de w) de t
definida para todo te T . Esto es, para cada w , resul
tado posible, existe una y s6lo una funcién de t ., Es-



ta funcién X&) = X(t,w) con w fijo describe el desarro--
llo de un cierto experimento E. en un caso particular,-
cuando el resultade w se ha dado. De acuerdo con esto,

X(t) denotard una realizacién particular del proceso -
estocdstico y le llamaremos trayectoria del proceso. ==
Con base en-.esto, damos la definici6n de trayectoria de-
un proceso estocdstico.

PEFINICION 1.2.2.
Sgan («,@,p) wo espacie d¢ probabilidag, -----
Xalxie) e teT} up procesQ estocdsticg real -
definido sobre (., 4, P ).
¥ we 3 la aplicacién que ¥é¢Tasocia-
X2 (b w) g le llama t;decforia del pro-
cesq egtocdsticg X
La trayectoria X(4#) puede ser interpretada como un

"punto” en el espacic kL de todas las funciones -?({)de -
la variable t¢ T . El espacio b ser4 llamado el espa--
cio de trayectorias del proceso estocdstico.

En la teorfa de procesos estocdsticos estaremos in-
teresados en las propiedades (que definiremos mds ade-~
lante en el Capftulo II) de las distribuciones de proba-
bilidad en el conjunto de trayectorias asociado al proce
so bajo consideraci6n. Podemos, por ejemplo, desear co-
nocer la probabilidad de que una trayectoria de un proce
so dado tenga una propiedad especffica, esto es que per-
tenezca a algdn subconjunto espec{fico A del espaciol..
Muchas veces conocemos la familia finito dimensional de-
distribuciones de un proceso estocdstico 6 en el dltimo=-
de los casos, algo acerca de las propiedades de esta fami
lia y queremos deducir de este conocimiento tanto como -~
sea posible acerca de la distribucién de probabilidad co
rrespondiente en el espacio de trayectorias. BEsto nos ~
induce a la siguiente pregunta: ¢hasta dénde estd la --



distribucién de probabilidad, en el espacio de trayecto-
rias L inducido por un proceso estocdstico dado, deter-
minada por la familia de distribuciones finito dimensio-
nales del proceso estocdstico?, es mis, si una familia -
de distribuciones finito dimensionales, con el conjunto-
de pardmetros T estd dada a priori, ¢bajo qué condicio-
nes existird un proceso estocistico que tenga como dis--
tribuciones finito dimensionales a esta familia de fun--
ciones de distribucién?

Las respuestas a estas prequntas estdn contenidas ~
en un teorema, debido a Kolmogorov » el cual serd da
do sin su demostracién.

TEOREMA 1.1.T.1. .

1) gea Xsixtk)j3teTY yy proceso estocdsti
0 con una familia de distribucibn finito dji--
mensional dada. Eptonces, esta familia define

de manera inica (salvo equivalencia) la distrj

bucidn de probabilidad en el espacio de trayec

torias L .

La seqgunda parte del teorema da respuesta a la pre-
gunta: dada una familia de distribuciones finito dimen--
sionales con un conjunto arbitrario T , ghajo qué condi
ciones existird un proceso estocéstico asociado a dichas

distribuciones?
» '2) Es neceserio y suficiente.que la familia -
de distribuciones; dada g priori, satisfaga --

lag gsiguientes dos condiciones para que exista
un proceso estocdstico asociado a dichag dis--
tribuciones.

i) Condicib6n de simetria

La funcién de distribucién n-dimensional -----
Flxxa, -+ Xn) , debe ser simétrica en todog
los txiftﬁ . Esto eg, T debe permanecer inva-




riante cuando la x;y t; sufren alguna permuty
cidn, es decix
¥n

PLXWD £, Xttnd ey, ..y XU 8, b2

e
T PEXUS 63y, KL $g, - <o 0, XCER) $%n§
ii) Condiciép de consistencia
Estd expresada pox la siguiente relacidn:
/
liwa ‘F(.x.,x‘,_"‘ Lnstiyty .., tn) =
ERT(E P S 255 L IR
lo cual estd hasado en que para cada we2
el conjupto definjdo por las degjgualdades

X(t) ¢x,, - ---)X(fn-l) £Xpa , X(ta) $Xn
guando X,»o0 tiende al conjunto definido por

x(e\) QX| )~ ) x(.tﬂ-]) sx“" .

Si se desea, la demostracién del teorema puede verse
en Cramer & Leadbetter [1, p. 32-37)

1.3 EJEMPLOS DE PROCESOS ESTOCASTICOS.
Dentro de la teorfa de los procesos estocdsticos, -

existen algunos que por sus caracterfisticas muy especia-
les, reciben un nombre deteminado. Uno de lo$ mds im--
portantes para nuestro estudio son, sin duda, los llama-
dos gaussianos, cuya definici6n daremos a continuacién.

DEFINICION 1.3.1.-

geap (4, 8,P) un espacig de probabilidad, --
X=} Xty teTY yp proceso estocdstico real

gobre (-, 64, P) . Decimos que X ey gaug

siang si para toda n y tbe, -, b0 la diskzibu-

ci6n conjunta de X{t),-..X(tn)es una normal mul-

tivariada.




Entre los procesos gaussianos sobresale el llamado
proceso de Wiener 6 movimiento Browniano. Como su nom-
bre lo indica, este proceso provee un modelo probabilis
ta para el fenSmeno aleatoria del movimiento Browniano.
Especificamente, la trayectoria del proceso puede repre
sentar una coordenada de una particula que describe el-
movimiento Browniano como una funcién de t¥ 0O,

Matemdticamente un proceso de Wiener estd definido
por las hip6tesis de que todas las distribuciones fini-
to dimensionales sean vectores aleatorios con distribu-
cién normal n-variada con media cero y matriz de cova-~

rianza dada por:

N5t covl X)X h e B XY, X0 |
= min (s, &)

A continuaci6n mencionaremos otros ejemplos sobre-
procesos estocdsticos y lo que significan sus trayecto-
rias. '

1) cConsideremos el siguiente fendmeno aleatorio:
la cantidad de agua en una presa en cualquier instante-
del dfa. si i ={dfas}, la variable aleatoria (w)----
{conwan)
denota la cantidad de agua el dfa w . Como egtamos -
interesados en la cantidad de agua el dfa w en el ins-
tante t , entonces Xgu)con wen ,tafo,z4]l denota la
cantidad de agua en la presa el dfa s en el instante

+ . Dada la definici6n 1.2.1. tenemos un proceso es
tocdstico: ¥=h X (w1 talo,24] ¢,

Si fijamos w y hacemos variax t , tenemos el =~
desarrollo en el dfa w (fijo} de la cantidad de agua -~
las 24 hrs. [(ver figura 1.3.1.)



cantidad

d
el?gua
Xptwy)
Xy (we)
X+C“’l)
__r_______—c\..XQ “»J.\
z'q -(

FIGURA 1.3.1.

2) En el ejemplo b) de 1.1 podemos considerar el ‘=
ndmeroc de llamadas que llegan al conmutador entre las --
10:00 hrs. y 11:00 hrs. Si consideramos de nuevo  ====
. =}dfas),entonces X,w) con w &L y telio,nl es
un proceso estocdstico, Fijando nuevamente w , la fun-
cién Xylw) nos describe como varfa la intensidad de lla~-
madas que llegan al conmutador en el transcurso de las -
10:00 a las 11:00 hrs. (ver figura 1.3.2,)

intensidad de
llamadas
N

X{(“’ﬂ

X, twe)

X (WO
Xglwd) .

/7

FIGURA 1.3.2.



3) Supongamos que tenemos un transmisor que emite-
diferentes tipos de sefiales. Sea N = | seﬁales}'entog
ces Xglw)
con t e Loyly we es un proceso estocdstico que denota -
el comportamiento de la sefial w en el transcurso de -
un dfa. Fijando w tenemos el desarrollo de la sehal en
el transcurso del dIa, desde que es emitida al principio
y durante todo el trayecto hasta que es recibida (ver fi
gura 1,3.3,)

‘intensidad de
h
la sefial

X* ( u’l)

xe( wG)
Xe(wy)

t

FIGURA 1.3.3.

Como funciones de t¢T cuando fijamos w , nos in
teresan las propiedades clisicas de regularidad de las -
funciones como son intensidad y diferenciabilidad. En -
el ejemplo {1), si todas las trayectorias son continuas-
y diferenciables, querrd decir que el comportamiento del
agua en la presa es regular. En (3} si alguna trayecto-
ria no es continua nos estarfa diciendo que la sefial emi
tida se pierde y si no son diferenciables entonces su --
comportamiento es muy irregular.



1.4 ALGUNOS CONCEPTOS.

En ocasiones no es posible trabajar con el proceso
original y entonces requerimos de uno que sea "equiva=-
lente" al primero, en base a esto damos la siguiente

DEFINICION 1.4.1.
Seap (., @, P) un egpaci¢o d¢ probabilidad --
Xz4ytt)teT ), Yalv;¢eTY dos procesos estocds
ticog definidog sobre (-2,8,%). Decimes que
el proceso Y es ypa. versién del proceso X -
si parp toda te T , Xy Yetw)  sop va--
riables aleatorias eguivalentes; esto es, gi-
para toda t 6T '

Plwen, ¥ (wiz Yelw) |z ¢

Una observacifn importante es la siguiente: pode-
mos tener que una propiedad P se cumpla para todateT
y sin embargo no cumplirse para el proceso. Veamos el-
ejemplo siguiente: sean Juzleo, L), (N, 4,P) el espacio de
probabilidad correspondiente, X un proceso estocdsti
co sobre (n, &, P ,Talo,q] ¥ , una probabilidad-
que no cargue los puntos (con parte atfmica nula). Su-
pongamos que X, (w) satisface P excepto para w4 (esto-
es; X(w) satisface casi seguramente P ), entonces existe
NycfL tal que P(N) =0 y para toda w &N, X wY no
satisface ¥ . X satisfacePsi existe Nx tal
que P(My):0y para toda w & L en NeE,X no satisfacef
proquePuautgno estd definida,

En particular una versién Y de un proceso esto-
cdstico X puede poseer una propiedad P y X no po-
seerla (ver el ejemplo anterior, es decir, no es lo misg

Mo PixgE P, Wti=1
ve Pixy&PY=L

Un concepto que intenta resolver los problemas que



plantea la observacién que acabamos de hacer es el de se
parabilidad de un proceso estocdstico. Intuitivamente -
es un proceso estocdstico separable si existe un subcon-
junto denso numerable de T tal que, en cuanto a las -
trayectorias de X estas se comprotan igual en el sub-
conjunto denso numerable qué en T . En base a esto,
damos a continuacién la definicién de separabilidad como
sique:

DEFINICION 1.4.2.

Sea X={x,,teThun proceso estocdstico. E§ separa

kle gi existe § (llamado separante) conteni

doen T tal que para tode intervale abier-

to -1 cuya lnterseccidn con T  es no va--

cfa, casi seguramente, ge cumple alguna de lag-

siquientes condiciones:

1) qﬂfsx = dnf e

sup Xs: = sup X
Selny teToT ©

. < Ky
11) -‘lorx‘cfsx ¢ inf X¢
sup Xy sup Xs
texor 8g¢zas

iii) mf X‘J-‘Xk &sug Xs; teIaT
Yy para toda +t en' la cerradura de T

i')  lim inf Xs; = l:Lm mf Xy
Sot
in sup Xy = llm sup )(s
t-ot 5j» t

ii')  Lim (i_.nf As; & 11m 1enf X¢
11m sup Xal £ llm sup X;
dat 5o t

iii') lim inf Xs; 4 Xy & Lin sup Xs; teT
$;~> ¢t ‘-Pt

El siguiente teorema nos provee de una herramienta=
matemitica en cuanto a procesos estocdstico separables.

10



TEOREMA 1.4.1.
Todo proceso estocdstico admite una versidg -
separable.

Este teorema es debido a Dobb y si se desea, puede
verse la demostraci6én en el Loeve [{].

1.5 ESTACIONARIDAD Y LEMA DE BOREL-CANTELLI

La estacionaridad es otro concepto que facilita el-
estudio del comportamiento de las trayectorias dentro de
la teorfa de los procesos estocdsticos.

DEFINICION 1.5.1.

Sean (2,8 ,P) up espacio de probabilidad, --
=y xeb) s teTY un procesg estocdstico real dg

finido sobre (N'@,°Y. X es estacionarip si
¥n,ltyty ., tn) €T ¥ Wso

PhXe $20, Xg 6%q,-e- Kbq 6Xa b 7

2 Ph b 450, Ko 6%ty oo <) Xggrh S %00

esto quiere decir, en particular, que

Xy~ Kton
¢g independiente d¢ t y s6lo depende de --

h.

Por Gltimo, un resultado que nos serfa de mucha uti
lidad en los capitulos posteriores es el llamado lema de
Borel-Cantelli que daremos a continuacidﬁ.

Consideremos (1, &P ) un espacio de probabili--
dad, } Pw ?::, una sucesién infinita de miembros de & .
En base a esto definimos

11
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. = A
b n s Ag = 3, R
2) 1im inf Aw = O 0 Ax
Ny Wan

N=bod

1o cual quiere deciy que

(1) ¥a,3 %3 v tal que Ay sucede a partir

de un cierto valer

(2) 3 n  tal que ¥ ¥x%wv  sucede Ay
para todo valor de K

LEMA DE BOREL~-CANTELLI.

Con la notacibn que acabamos 4e intreduciy,

—— e

i) fv(nﬂ (oo 3

Nl

PI W sop An =0
A~ O

es mds, si las Aw  son independientes y

ii) f P(An) 20 D

LY

Pl L sop Anb =1,

N»od

Su aplicaci6n en trayectorias la veremos en el
Capftulo II.

12



CAPITULO II

CONTINUIDAD Y DIFERENCIABILIDAD DE TRAYECTCRIAS

En &ste capftulo, vamos a estudiar algunas propie~
dades analiticas de las trayectorias de un proceso esto
cdstico X ={ Xt s te T}, tales como: continuidad y defe-
renciabilidad de las trayectorias de un proceso. Es de
cir, nos podemos preguntar, ¢Cudndo las trayectorias de
un proceso serdn continuas (diferenciables) ?, o mds ~
bien, en términos probabilistas, ¢Bajo qué condiciones=-
un proceso X tiene casi todas sus trayectorias conti-
nuas (diferenciables) 2.

Hemos hablado de continuidad y diferenciabilidad,~
sin embargo, no hemos hablado de qué se entiende por --
continuidad de las trayectorias de un proceso y diferen
ciabilidad de las mismas.

Entonces, para precisar lo que entendemos por con-
tinuidad o diferenciabilidad, necesitamos dar las si~---
quientes definiciones:

Refinicibn 2.1
Sea (N,R,P) un espacio de probabilidad, ----
x={X(ﬂ;tcTs un proceso estocdstico real so--

bre el espacip (. ,8, P) , en éstas condicio

neg definimos:
1) Decimos qug un procesQ X tiene sug --
trayectorjag continuas si:
P lwe.n. ! b= X (t) es continua y = 1
2) Decimos que wp procese X tiene sug --

travectorias diferenciables si:
P wedLyt— Xw(t) es diferenciabley= L

13



2.1 CONTINUIDAD

Concentremonos primero en la continuidad de trayec
torias. Para responder a la pregunta planteada al prin
cipio del capftulo, con respecto a la continuidad de -~
las travectorias de un proceso, tenemos el siguiente -
resultado:

Sean 9 y g dos funciones pares crecientes en-
una vecindad del origen, en estas condicicones tenemos -
el siguiente

TEOREMA 2.1.T.1 ( GContipuidad de Trayecto---
riag ).
Sean (A,8 P) un espacio de probabiljdad ---
T=00,31, X={ x4) ;+e¢TY un proceso estocas
tico real sobre el espacio de probabilidad --
tn,&,P) , supongamos que se verifican las-
siguientes condiciocnes:
i) ¥t teheT
PLIX(ten) = X6 290 Y ¢ gt
Tales que:
1) £ 9" ¢ y
»

iiy) § L4 <o
[ 1]

Entonceg existe un proceso Q , €quivalente-
a )‘ ¢, Quyas trayectoriag son casi sequramen
te continuag en T .

La demostracifn se hard de la siquiente manera:
Nos aproximaremos a una trayectoria del procesc o~

riginal X , por medio de una sucesién de trayectorias
poligonales definidas para cada punto diddico del inter
valo [0,/ (i.e. en ios puntos de la forma {%f=lvﬁ" pa
rax = 0,1,2,3,...,2" y alguna n & N, iqual que las --
trayectorias del proceso original y para el resto de --
los puntos (entre dos difdicos) como la recta que los

14



une (ver figura 2.1.1.).

Se mostrard que para cada n ¢ N, cada proceso defi
nido as{, tiene sus trayectorias continuas. Asimismo,-
mostraremos que la sucesién que definen las trayecto---
rias poligonales, convergen uniformemente a las trayec-
torias de un proceso que llamaremos n - que tendrd, -
con probabilidad uno, sus trayectorias continuas, ya --
cue la convergencia es uniforme. Finalmente, demostra-
remos que para toda tef0, 1], q&ﬁ) es equivalente a Xit).

Dentro de la demostracifn, se utilizar&n varios re
sultados, vistos en el Capfitulo I, tales como: Lema de-

Borel-Cantelli, eguivalencia de procesos y otros mis.
DEMOSTRACION
Supongamos que una parte de una trayectoria -
de X estd dada como sigue:

\
R R0 t_'%“‘&‘
("’f H tm;.tr {'lu,(vu ‘-”.nl :tMI‘lrbI
FIGURA 2.1.1.
donde
taez r/a" ,r=0,1,2,...,2"

X(t) .- la trayectoria del proceso original
Yit) .- la n-ésima aproximacién a  ¥X(&)
Y% i) .- la (n+l1)-&sima aproximacién a X(¥

15



De la fiqgura 2.1.1. podemos ver que para ----
te (tn,r ,{n,m) como alt) es la recta que -
une los puntos (h‘,r,xu.‘,.-)) y (ta,en ,X(fn,rn))

X(tn,r}ﬂ - 7'“*-:\,")

towm = tar
podemos expresar Yn(ﬁ para fn,r# t “‘.n,m como:

con pendiente m=

pATIE Xltaw)t 1'“'-" tar) [xun.ﬂl) - X(t n.r)]

Ahora bien, de la misma figura 2.1.1. podemos
ver que la diferencia Yan(t) = Ya(t} la podemos

acotar por:
h'w O AT I ]X(tm,m») “i‘[xunu,zr) +X (tnn.zmxm

y si hacemos

A= lXHnu,zm) - X(tan, 200
B = IX(th,zm) - X[tnu,zﬂl)l

aplicando la desigualdad del tridngulo, tene~

Ros:

Dhntor o] ¢ 4 +8 =L(A4+8)

Como podemos observar, A y B no dependen de t

en el intervalo [in,r,fn.m] ; por lo que

*‘:2:,“{".'" lyMt(l)'Yn(ﬂl 6%‘&!5)

aplicando la hip6tesis i) del teorema

P’lw’l%%g‘m I}fm(i)“yq(t’l) 9(7:"")} 4§

SPIA2 9™ ) + PiBy 3™ 62 4(E)

Ahora bien, como esto es para un intervalo en
particular y tenemos 2" intervalos que co~-=~
rresponden a los 2™ valores de r (r =0,1,-
2,...,2‘“) ; encontraremos que para todo el in
tervalo (0,17

le



PLolt%, [Yue -] »aii™ Y e2'q()
y como nz o ") ¢ o

podemos aplicar el lema de Borel-Cantelli, en
tonces Yalt) converge uniformemente en el in-
tervalo fo‘ L3 con probabilidad uno y converge
a una trayectoria de un proceso Yl , que es-
continuo (sus trayectorias son continuas), --
ya que la convergencia de las trayectorias de
Yn es uniforme a las del proceso % . S6-
lo falta mostrar que \\ es una versifn de -

X . Es decir, que para toda t que perte--
nezca al intervale [0,17]

PL X =) Y= 1

Para esto, vemos que si t= {'.n,r entonces-
para p = 0,1,2,3,... mpW) = X{t) y por 1o -
tanto  PL¥() = nltd )21,

si & # tay entonces t‘-‘-!'l;\otn,r. para --

n
cualquier n y r con O#% {‘.-{n,véi . En
tonces por hipbtesis

PLIX(EmRY = Xl 3 gLt ~tad Y & gli-tam

Yy como Oiﬁ-to,q. ) ?..n Yy q es creciente
glé-tan) & Q¢

por lo gue

P Xitagn) =Xt » 9N Y 4 4 ()

Una aplicacifn del lema de Borel-Cantelli, -~
nos permite concluir que P{ X(ln.r»l -2 X0) s’ 1
por lo tante como vlkh} es a trayectorias con~
tinuas Witawd ¥ Nt} con probabilidad -
uno, pero X{tasr) = N{taw)  entonces:

Pixw zqity =t

17



El siguiente corolaric nos da condiciones suficien
tes para que el teorema 2.1.T.1. se cumpla.
COROLARIO 2.1.C.1.
8j con las potaciones del teorema 2.1.T.1., -
tenemos que:

Ed Ixctm-xml"} 4 k[nl/ﬁo, |hl|"r

dqopde p ¢r y K son constantes positivas,
enkonces la qonclugidy del teorema 2.1.T.1. -

gg cupple.
La demostraci6én est8 basada en la aplicacién de la

desigualdad de Markov, que dice:
Para cualquier variable aleatoria 2 y a0

Pizlvabs efl2l’2”

Incluso una generalizacién de este corolario-
serfa:

si El Xttah) = Xy § & £(h)

e SATIUIN T (w

y g 9(i™) L
donde $(h) y glh) son decrecientes cuandp ----
h$0 entonces X tiene ung versibn a txayec-
Una pregunta interesante serfa, ¢Bajo qué condi--
ciones el vroceso es a trayectorias continuas y no s6lo
posee una versién con esta propiedad?. Si analizamos =~
la demostracifin, nos daremos cuenta de que lo que esté-
en el fondo de la misma es el concepto de separabilidad
visto en el Capftulo I, es decir, analizamos las trayec
torias del proceso en un conjunto separante (los diddji
cos), si el comportamiento del proceso estd determinado
por su comportamiento en un conjunto denso y numerable,
entonces podemos formular el siguiente

18
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TEOREMA, 2 1.T.2.

Sea X up proceso estocdstico con 044l rea
y geparable, que qumple con lag condicioneg -
del teorema 2.1.T.1., entonces el progesq X
es @ trayectorias continuas,

DEMOSTRACION

Sean § el conjunto separante e IC[O, L],

abierto, entonces para todo t en § tene--
mos:

Fi'm sup X(8) = li'm sup X(t)
te 1a§ ¢ LaT

Pl i = X =1

Ahora bien, para %, fijo, por la continuidad
de las trayectorias de Yl

o€ si Je-tel < §4
Sea I =(te-$ ,totS), entonces

p) X)) =¢af %) =1 2 hity-
K00 =30 =lof 20 3 e

anilogamente para Sup X(t)
Como €0 es arbitrario, entonces

Xlt) 3 qita) y it > X(to)

por lo cque

X(to') 2 "[(to]
entonces para toda t en [°|1] , Q“)'-‘. X(¢)

por lo tanto
Pl = nid) 5 ogt el =1
es decir,

P! wedh ;2 Xut) es continua"-: 1

Es decir, si tenemos un proceso estocdstico -
separable, tenemos continuidad para X y no-
s6lo para una versién del mismo.



Con esto terminamos la parte de continuidad., En -
la siguiente seccifn veremos algunos resultados sobre =
la diferenciabilidad de las trayectorias de un proceso-
estocdstico.

2,2 DIFERENCIABILID

Concentremonos ahora, en el problema de obtener «-
condiciones suficientes para que las trayectorias de un
proceso estocdstico X sean, con probabilidad uno, con
derivada continuaen 0%t ¢1.

Sean ¢, vy ¢q, dos funciones pares crecientes en -
una vecindad del origen, en estas condiciones tenemos -
el siquiente

TEQREMA 2.2.T.1. (Diferenciabilidad de Tra=--
vectoriag) .
Supdngase que las hipStesig de] teorema =---
2.1.7.1. ge cumplen, mdg adp, sypgngamos ---
aue:

i)para toda k-h , t , t+h en 0¢te1

Pl IXCEem) + X(t-h) =2 X))} Gt 1 4 Qth)

donde
ii) ,}: g9, ¢

Y

i) & 29, (o

entonces, existe wp procesq # , versifn dg-

X, tal que: '

P‘ Z tenga sus trayectorias con derivada-
continua B' , para toda t en [0,11%=1.
REMOSTRACION

La demostracifén se hari en dos vartes. En la pri-
mera se demostrard que la versién | encontrada en la-
demostracién del teorema 2.1.T.1., bajo una cierta defi



nici6n de su derivada, esta serd continua.

En la segunda, se definird un proceso 2,, tal que~
para toda t que esté en[0,17, Z, 0= Yalt) excepto en
una vecindad alrededor de +t = tn,r , Y se mostrari-
que Z:‘ converge uniformemente en [0,1] a las trayecto-
rias de un proceso Z'n que es continuo en todo [0, 171 ’
en donde Z es versi6n de X .

Finalmente, se mostrard que Zn converge a = -
donde para toda +t6 [0,1], P{ X =221y 2 es-
la derivada de las trayectorias de Z que es versién -
dge X.

Sea ’n(t) definido como en la demostracién -
del teorema 2.1.T.1. Entoncesg ’4\ es a tra-
yectorias continuas, asi como también su deri
vada Y,: excepto en los puntos Y= tn,w don-
de Y.: se definird como la derivada izquier-
da para r = 1,...,2" y la derivada derecha pa
rar =0 (ver figura 2.2.1.).

DISCONTINUIDAD DE Yoy (&)

e rm——l e . L bt o deee ¢ b o ————

toe

\ tnn"u‘ﬂ {n,ro-l

FIGURA 2,2.1,
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Entonces Yo L&) estd definido para toda ~--
telo,1] vy tiene discontinuidad en los pun
tos %= tae parar=1,...,2" -1.
Ahora bien, del teorema 2.1.T.1. tenfamos que
para toda t e {‘.n‘r N tn.rn]

Ya(6) 3 X(ta,r) 4 ??(l'.‘tn.r)[ Xltnpm) - X(‘bn.r)]
‘para toda t & (tawmarn, tan,zeez]

hn (eY = X(tawerns) +1 “(i‘fnn,w) [X({w,tm)'xam,;m)]
para toda t e (tamar,tanaenl
Yoo (2) = X{tamar) + ?'.m(t"tw.tr)[)((im,ml)‘ X(fm.zr)]

Entonces tenemos que:
para toda t € ('hm,u‘ ) 'hV\H,'I.N‘l-l

V,: Y- 2? {X(+M|.zrot) - X(fnu,u‘]

para toda 4 € (tnﬂlzr,tnn,zrru]

yh'n %) = i"'[xltm.,zm\ - X(.tnu,zr)J

para toda t ¢ (tnmare ) t ’“"u"-”"‘]

YI:N (tY = M'[ X(‘tnvl.trn\ - X(tan e ) ]

y podemos verificar f4cilmente que:
para toda ¢ Q(tmnﬂr. tn‘.l.zp+l]

l ‘Ig:,.(b) "Yf‘\ (&)‘ s '2 ‘ X({w,‘r) ’\‘xum,mt) -2 X(.hn ,tm) I

luegu entonces, aplicando la hip6tesis i) --
del teorema

il wfied
Phy A% b oo L t0-Yot0) 3 29,@0 29027
(2.2.7.1.1.)
y para todo el intervalo C 0, l]



) - | f ah $ "
pl uns,, Aol L 92 ¢ 2407

y una aplicacidén del lema de Borel-Cantelli y
la desigualdad (2.2.T.1.1.), implica que \/nl(t)
converge con pr_o'babilidad uno, uniformemente-
en L0,1].

Ahora bien, en los puntos de discontinuidad =
t= t“n" conr = 1,2,...,2" -1, tenemos que

CARITY R ATHRIEY i PITPRY (TR B S O
y por hipbtesis para el salto de Yolt) en-

b= tare

Pl I sauro v8 Ynlt) an tetael 329, (@48, (")
Y para el maximo de los saltos de Yn (t) en-
todos los ‘\'.n,r

] - “fy
"h’é’i’&ls‘““" de Yo ()] 229,201 4 (4) 4,21
las hip6tesis de convergencia de 9§, y §, --
permiten aplicar el lema de Borel-Cantelli pa
ra concluir que:

Plor{:l | salto de Y:,(Q\ —0fz1L

vea(2.2.7.1.2))

Con ésto queda demostrado que pADY es continuo,--
i.e, yclu tiene sus trayectorias con derivada continua.
Pasaremos a la segunda parte.de la demostracién.

sea Zplt) z MItY excepto en n una vecindad alre

dedor de ¥a,e de radio 2" para r = 1,2,..

«oos™ 1. Entonces Zalt) tiene derivada -

continud . En los intervalos excluidos se a-~

justa un arco (ver figura 2.2.2.).
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4 ® Vals)

™~

'h,.r- in‘ tar 'tn, r’ihl
FIGURA 2.2.2.

Entonces

]
|Zwr-y| § Ma% |saltos e Wte)]

..(2.2.7.1.3.)
y como

P{ A% lsartos ce Yalt) | —> 0] =

entonces Z ()= YnU-')-OO con probabilidad uno,

es decir, Z.. converge uniformemente en[b,l]
y llamemos 2' al limite, que es continuo tam

bién en [0,1]

Ahora bien, para los puntos 16 ({»ni énroi )

tenemos la desigualdad (2.2.T.1.2.) por la =

que:

4
[ 2qt61-Yalt)] $, J.r.z“‘ [Zhsv-Yinlds ¢
{2.2."1 salto de Y,:(h) en toe |
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Yy como consecuencia, para todo tel o, ]

A
-n
- .J MAK '
SR | 2,0Vl <22 M5 Jeatto ae Ynit)]

Luego entonces, en virtud de la expresién ---
(2.2.7.1.2.)

Zald=Ntla0y Zatt = Z(8)
en donde 2 (t) es igual '\‘({:)‘Idefinida en la-
demostracién del teorema {2.1.T.l.), enton--
ces, tenemos que:

v telo 1l Plz=X(i=1L
Vv que ' es la derivada de £ , con lo cual-
queda demostrado el teorema.

Como en-la seccién anterior, daremos un corolario-
que proporciona condiciones suficientes para que el teo
rema 2.2.T.1. se cumpla.

COROLARIO (2.2.C,1.)
Si lag ¢ondiciones del corolario (2.1.C.1.) =
ge cumplen y s

P Lhl
E [X(teh) +XCE-0) -2 XD T 4] poq I T
donde p¢r y K son constantes pogitivag, en-
tonces el teorema (2.2.T7.1.) sg cunmple.

La prueba estd basada en la desiqualdad de Markov-
y el corolario (2.1.C.l1,) de continuidad,
Incluso una generalizacifn del mismo serfa:

Sl las gondiciones del corolariq (2.1.C.1,) =-
de gontinui cad se cumplen, y si

EL IXCen) # X(&-hY =2 %X(8) |7} 4 £l L(R)

b 4
[+ 2]
2P UTV w g TR oo

entonces el teorema (2.2.T.1.) ge cumple.



Como una ilustracién de los teoremas vistos en es-
tas dos secciones, podemos mencionar el proceso de Wie-
ner o Movimiento Browniano que. vimos en el Capftulo I.

Se puede demostrar a partir del teorema (2.1.T.l1.)
de continuidad, que el proceso de Wiener tiene sus tra-
yectorias continuas, basta encontrar las funciones ¢ y

@ correspondientes para que dicho teorema se cumpla.

El teorema {2.2.T.1.,) de diferenciabilidad es un -
poco mds diffcil de aplicar, mds no imposible, pero nos
podemos preguntar si el procesb Gaussiano tiene sus tra
yectorias continuas y con derivada continua. Esto es -
afirmativo para la continuidad, pero no asf para la di-
ferenciabilidad, es decir, no cualquier Gaussiano tiene
trayectorias diferenciables, incluso ni el Browniano.

Ahora bien, las condiciones del teorema (2.2.T.1.)
de diferenciabilidad implican directamente las de conti
nuidad; haciendo una analogfa con los teoremas de fun=--
ciones reales de variable real, baste recordar gue si -
una funci6n tenfa derivada continua en un intervalo, =~
era continua en ese mismo intervalo. Entonces, si un -
proceso tiene sus trayectorias con derivada continua, -
también tiene sus trayectorias continuas, y esto se pue
de ver de las condiciones del teorema (2.2.T.l.) de di-
ferenciabilidad.

Si analizamos m4s detenidamente sobre las hipSte--—
sis de los teoremas 2.1.T.1. y 2.2.T.l., nos damos -—~
cuenta gue las mismas son hip6tesis sobre la distribu--
cién del proceso y condiciones para aplicar el lema de-
Borel-Cantelli, es decir, que este problema lo podrfa--
mos analizar también como un problema de teorfa de la -
distribuci6n de un proceso estocdstico y quiz4 ahf, ob~
tuviesemos resultados similares a los que vimos en este
Capitulo.:
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CAPITULO III

CRUZAMIENTOS

En este capftulo nos concentraremos en el siguien-
te problema. Dado un proceso estocdstico y una constan
te & , que llamaremos nivel, ¢Cufl es el comporta----
miento del nfimero de veces que las trayectorias del pro
ceso cruzan la recta w ?, o mejor dicho, ¢Bajo qué -
condiciones podemos asegurar (o decir que con probabi--
lidad uno), que las trayectorias del proceso cruzan al-
nivel W ?, y si lo cruzan, ¢Culintas veces sucede es-
to?. ’

Como un ejemplo de las aplicaciones que pueden te-
ner estas cuestiones, podemos considerar a @ por ejem
plo, como la capacidad de una presa y si el proceso de-
nota la cantidad de agua en el instante <t , si una --
travectoria cruza al nivel w querr§ decir oue la pre-
sa se ha desbordado o si t es la recta =0 y una -~
trayectoria toca a w , querrd decir que la presa se =
ha quedado sin agua,

La transmisién de sefiales, serfa otra aplicacién,-
ya que si Xf{{)denota la intensidad de la sefial en el --
instante L y . representa la capacidad del canal de
transmisién, entonces si una trayectoria cruza a W --
querr§ decir que la sefial se distorsiona al rebasar la-
capacidad del canal. _

Existen numerosos ejemplos que se podrfan mencio--
nar, como teorfa de inventarios, crecimiento de pobla--
ci6n, teorfa de colas, etc.

Otro cuestionamiento interesante serfa, preguntar-
nos por el tiempo que permanece la trayectoria del pro-
ceso, por arriba del nivel . (o por abajo), es decir
por la periodicidad de los cruces.
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En los dos ejemplos anteriores, si una trayectoria
cruza a W , el tiempo que permanece por arriba de W
serd el tiempo que estd desbordada la presa o que est&-
distorsionada la sefial.

Pasemos a formalizar alqunos conceptos que no he--

mos definido y estamos manejando, como el de cruce dé -

una trayectoria a un nivel W . Con el primer proble-
ma que nos enfrentamos es si vamos a contar sSlo los =--
cruzamientos "genuinos", o también las veces que una --
trayectoria del procesoc sflo toca a W .

Entonces debemos dar las definiciones precisas de-~
estos conceptos y trabajar sobre ellas.

Sean (.Q,&'P) un espacio de probabilidad, W una
constante real, que llamaremos nivel, Xa}X; oifsl} un

proceso estocistico real sobre (f,&.,P) tal que:
Pleve 2 s XgCw) SGA wurinon bz L

Gm. el conjunto de todas las trayectorias de X , ta-

les que:
‘\‘I‘f.o,n,f abierto Jte] ¢ X(){u ,X(O)JU.,XU)#U.-

En estos términos damos las siguientes definicio--

nes:

DEFINICION 3.1. Sea X en Giw.. S existe-

to ep(0,1) tal que existe €¥0 y parp to-
do t en (te~£ t), Xb)4uy para todo & en
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(4,60¢€), XUtDpw, entonces decimos qug X tig--
a¢ up cruzamientq hacia arriba ep teo . Deng
taremos por Uu. el ndmero de cruces hacia a=--

rriba por las trayectorias de X en [O, 13,

(ver figura 3.1.).

X
/’x‘.b)
e
&
{ h W
AT ¢
FIGURA 3.1.

DEEINICION 3.2. Sea X en Gu. . §i existe
to ep (0,1) tal que existe €70 y para to-
do t ep(4-¢ be) XUhuy para todg & en --
(6o, bta46) X ¢u , entonces decimos que X --
tiene up gruzamiento hacia abajo en to . De
notaremos por Dy, el nfmero de cruces hacia -

abajo por X en [0,1]. (ver figura 3.2.).

X6 A
P {RYE NN

XCE) S W
§ ) X (6)

¢ }
tn"’f Ce tof‘e

-V

FIGURA 3.2



DEFINICION 3.3. Sea X en Ow . Si exiate

to ep (6,10 tal que pare todo €0 tepemog

age existen ., by enlteé , bet€) tales aug

Xt JTX) 0] ¢ 0 egtonces dacimos que -

X tiene un cruzamiento ey s . Denotare-

mos por Qu. el nfmero de cruces de X en --
{o,11.

De estas definiciones tenemos que CutVUutDu. Es

decir, que hay cruces que no son ni hacia erriba, ni ha
cia abajo, (ver figura 3.3 ).

X

L
~

Tiene un cruce del nivel wao en tz0 que no es ha--
cia arriba ni hacia abajo.

FIGURA 3.3.

si X cruza al nivel u en to es claro que ---
X(t)z w. Sin embargo, es posible que Xlh)sw y que X
no cruce a W . Si esto Gltimo sucede, diremos que -
X tiene una tangencia a) nivel W gn t, . Equiva-
lentemente, X tiene una tangencia gp Yo si Xlke) = w
y existe una vecindad de te ep donde MW ~u. po cam--
big dg signo. Si tenemos que X{tY- W es no negativa
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en esa vecindad, la tangencia se llamard por abajo y si
X8~ es negativa, se llamard tangencia por arrxiba. -
Por supuesto, las tangencias son o por arriba o por aba
jo. Sean Tu y B. las notaciones respectivas para el=-
nGmero de tangencias por arriba y por abajo, (ver figu
ra 3.4.).

Y por Gltimo, sea Wu el nfimero de veces gue la --
trayectoria del proceso cruza a t , es decir, Xb) = u
en {0,1], Entonces Ny =z G + Tudy By .

X6 X&)
4 y
tangencia por tangencia por
abajo arriba
. w
1
|
X(t)
! Xty
I
| ' w
{ !
)
' I
! i
} |
¢ - > { } )
to t to
FIGURA 3.4.
3.1 TANGENCIAS

(;onsideremos ahora el problema de obtener condicig
nes bajo las cuales, las trayectorias de un proceso es-
tocdstico casi sequramente no tendrd tangencias en un -
nivel w en un perfodo de interds. Posteriormente da-
remos algunos resultados para procesos normales estacio
narios. Esos resultados serfin sobre el valor de Nu el

31



ndnero total de veces que X{au en [o,1]. Sin embar
go, comenzaremos a trabajar con el valor G, esto es, ex
cluyendo las tangencias. Si podemos decir gue.casi se-
guramente las tangencias no ocurren, las variables alea
torias Ny, y Cu serén equivalentes y podremos restrin-
gir nuestra atenci6n a la variable aleatoria Gw y obte
ner resultados para la variable aleatoria Ny -
En esta primera parte, se verd un resultado debido
a Bulinskaya LL ], el cual se refiere a las condiciones
bajo las cuales, las trayectorias de un proceso casi se
guramente no serdn tangentes a W en toda el interva-
lo Lo,1] . Sin embargo, las condiciones bajo las cua--
les serd dado este resultado son mis restrictivas que -
cuando veamos el caso en que la distribucién del proce-
80 es normal.
Primero necesitamos un resultado sobre el m6dulo -
de continuidad.
DEFINICION 3.1.1. Seap(n,6,P) un espacio de-
probabilidad, q=iq4t4al} up proceso estocds-
tico real sobre (&,6.%% Definimos para toda-
we gl nodule de continuidad de N come
¥ieloal 5 wniw i.sfn‘?."l-,! nw-qeshl
En base a lo anterior, tenemos el siguiente
LEMA.3.1.L.1,
Seap (n,8,f)un evpacie de probabilidad % =z----
2{n¢ ¢ele, L} , up proceso estochstice --
real gsobre (R,4,0) tal que:
Plwen ¢ N4¢w) sea continua ¥ = 1,

@)(t) e} uddule de continuidad de w , entop
ces para toda £> O e posikle encontrar unp
funcibn W Lt) tal que 83 Wel® N O cuapdo
t YO entonces

Pl gty Cugte) paen o&bet) > 1-€
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DEMOSTRACION

La demostracién es simple. Tomemos un t en
Lo, L7 , Wylt) es una variable aleatoria y-
por la continuidad de las trayectorias de
tenemos:

para 8>0 fijo, |I/m P‘.w.l(tMQ? =1
t-0

tomemos ¢,>¢,>. ... que tienda a cero., Si-
£ Y0 es dado, podemos encontrar para toda -

N  en los naturales un tn tal que
p4 UJ.‘“:n) < ta) > L-E/ 2‘\"
entonces, como Cd,\(.t\ nunca crece cuando t -~

decrece, tenemos

Plwger < Cn Prer 0t Eetn ¥ > L= £/ 2™
Esta dltima relacitn se cumple si t, es reem

plazado por cualquier ndmerc pequefio (positj
vo), luego podemos suponer t,>4,%. ... que =--

tienda a cero, entonces:

@

P‘ wr‘lt) <Cp PARRN OX4 t ¢ty ‘nzl.l,--“: .l-;.% .fii"
=1 ~-E/g

Ahora, si para tn,4t¢tn escribimos w, cey=0fe

nemos que:

Plasgt) ¢ uxl) pres octcbif >  (3.1.L.1.1.)
1 “ > L-t/¢

si biel para bi<t¢l podemos tomar wyltl=Cq
y escoger ¢, tan grande que

Plwgtt) (Q para &, ¢ £t ¢1y>
>1-€,  (3LL1.20)

de {3.1.L.1.1.) y (3.1.L.1.2.) se concluye
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el lema.

En base a lo anterior, estamos en condicicnes de g
nunciar el teorema debido a Bulinskaya, que fue mencio-
nado anteriormente. La primera parte, se refiere a las
tangencias de las trayectorias de un proceso estocdsti-
¢o, la sequnda parte se refiere a la finitud del ndmero
de cruces de las trayectorias del proceso a un nivel fi
jo W , en un intervalo de tiempo.

TEQOREMA_3.1.T.1., (Bulinskaya).
sea u en R fija, X=ix, telonl} un proceso
estocdatico tal que:

i) pl\we,ﬂ.; Xe ) 4 g8 can derivada

¢entinug b=l

ii) Para toda t ep T017 y x , la den-
sidad unidimensional 9,(x) del procesq, gstd -
acptada en X paoxr ¢>0
entoncas;

1) La.probabilidad de que para € en (0,11
8s tenca el mismo tiempo que X =u y Xwzo
es.cern, gn particulaxr, la probabilidad de --
que X(t)} sea tangente & U en todo £l inter
valalol] es gerg.

2) Baje las mismas condiciones de (1), el-
odmero de veces que pard teds t  .en Loytl-

Xtzu, gs finito con probahilidad yno.
REMOSTRACION

La demostraci6n de la afirmaci6én (1) es la mds -
larga v la de la afirmacién (2) se basa en la de la -
(1),

La primera se dard en seguida:

Sea C'" el conjunto de tdodas las funciones =
fico,1 » R tales que tienen derivada conti--
nua en todo su dominio y sea P' la medida de
probabilidad en el espacio de trayectorias ~--
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que corresponden al proceso X , esto es el-
espacio (I',f P') de probabilidad donde I es-
el conjunto de todas las posibles trayecto---
rias del proceso ¥ , definida como sigue:
para cada A' en F , Platy = Peay
donde A={w € X (w)hlestd en Q@

Sea Anax + €l conjunto de todas las funcio--
nes f:loul->R tales que Pt estd en v y gue-
para L<k¢ n existe al rfenos un punte Cx , ~
en el intervalo (Y, %] tal que | f(Zx)ul¢h
Y flerey=0 , (ver figura 3.5.).

sea fwt)en An,, , por el teorema del Valor-
Medio, tenemos:

para 0 CB8<|

BO%Y = Pzt (K -2 B'lo vl ~Tes]

y entonces

~uleh + alwp taH
HPC5)-ul 0 wptn (3.1.7.1.1.)

donde wg es el mbdulo de continuidad de la~-
derivada f'(4) que se defini6 anteriormente.-

Para cualquier funcién w(¢/ $0 cuanda 240 ,

definimos Bw como el conjunto de funciones -

fee) en 0" tales que para toda ¢ en [o, /]

wple) $ wit), por el lema 3.1.L.1. dada >0

podemos encontrar una funcién Weg(¢) ¢ 0 cuan-

do 40 , asf que P(Bw)>i-Er2,

Sea Ap el conjunto de todas las funciones ~

/(ﬁ) para las cuales existe al menos un pun
to tx tal que Fle4yz0 y /Pthi-u /5 h enton
ces n
Aw = Z—T An,n,k
Y

PUA € T P Anax 0 Busg§ + P By
k=t (3.1.7.1.2.)
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FIGURA 3.5
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por }B.I.T.l 1.), el primer término de la de~
recha de (3.1.7.1.2.) estd dominado por:

n :P)i | f(é‘\)"u' th +ﬁ|w5_lﬁ’\ b=

he 6l (aY e dluag o/
=n Grde ¢ n ¢ dt =
-Chrdlw (') AR ERAERY

raa( \m—r?'wétﬁ'\]
{3.1.7.1.3.)

ya que 1 9*.(1\' « e

t{ v as la Gnica parte donde se utiliza el he- _

cho ).

Por otro lado, como Wglt))0 cuando ¢¥0 , po-
demos seleccionar primero N, y luego hp ta-
les que la expresibn (3.1.T7 1.3.}) sea menor
gue €/92 . Es mis, como'?(Buﬁ)fg tenemos --
PRy, ) ¢ & 0

Sea A el subconjunto de € que consiste -~
de todas las funciones tales que para algfin -
punto + enlotl, Pty =u v 1= o0
Entonces es claro que P{A)-0 por lo que --
(1) estd demostrado.

Para demostrar (2), primero probaremos gque cual--
quier funcidn $(t) en A;D , toma el valor L a la --
mds, un nimero finito de veces.

Supongamos que existen una infinidad de pun--

tos by, ... en 0,11, tales que para toda -~
L ’ ﬂtc\: . Por el teorema de Weierg--—--~

trass El] existe al menos un punto limite 4,

de la sucesi6n |} y de la continuidad Qe fii)

tenemos que ft{u T 0

Ahora bien, entre cualesquiera dos cruces, de
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be haber un extremo, esto es, un punto con ~--
f'(ﬂ.“-, . Por definici6n de Ay., tendremos
que }{r-ub> b, en cualquier extremo, asf que -
to serd el lfmite de una sucesibn de puntos

t con lpy-ul>h. Lo gue contradice el he-
cho de gue f(er sea continua en todo Lo, 11 -
en particular en t=to ya que {(ts) - .
Entonces tenemos que cualquier funcién f(r) -
coh un niimero infinito de cruces pertenece a-
Av, . Dado gue P(Ao) <& para valores arbi--
trariamente peauefios de £ , tenemos que la-
probabilidad de que para t en [ot] Xl&)zw
un nfimero infinito de veces, eé cero, de aqul
{2) estd demostrado.

Como hicimos notar el teorema 3.1.T.1., da condicio
nes suficientes para gue las tangencias al nivel . ca
8j seguramente no ocurran. Sin embargo, bajo las mis--
mag condiciones, cualquier evento que implique que para
alguna t en (9,17 se tenga que X(H=w y X')z=0 , ca
sl seguramente no ocurre. Esto incluye cualquier punto
de inflexi6n t de X en el cual X(t) = w,

3.2 CARACTERISTICAS WUMERICAS DE LA VARIABLE.
ALEATORIA (. ( CASO GAUSSIANQ ).

En esta seccifn nos interesaremos por el ndmero =--
medio de cruces (la media de Qu ) de una trayectoria-
de un proceso a un nivel w . En esta y en las se:cio
nes subsecuentes, trabajaremos con un proceso normal es
tacionario y donde no sea asf, se har8 la aclaracifn.

Como ¢, (0,T) es una variable aleatoria, podemos ha
blar de la media de (Q (o, 7). También debemos partir -
de que el proceso sea a trayectorias continuas, de no -
ser asf, po el teorema de Belyaev L l] podenos decir que
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para cualquier M en Ry J ¢ Co,T]

PlsopXted>s = Pl tuF X <-mY =1,
ted

Entonces consideraremos el caso en que, con proba-
bilidad uno el procesc sea a trayectorias continuas,.

Antes de pasar al resultado importante daremos al-
gunas definiciones relacionadas con los procesos esto--
cdsticos y algunas otras gue necesitaremos.

sean (.1,&,P) un espacio de probabiliddad, X={¥.,tdo:1}

un proceso estocdstico normal estacionario real con me-
dia cero.
En estos términos damos las siguientes definicio--
nes: :
REEINICION 3.2.1,
Sea ¥ (A)la funcibn espectral del proceso, en-
tonces definimog la funcidn de qovarianza en-
s foxma xeal gomo:
Boriry = {0 eesthz)dFey
v &l 2i-8simo womente (si existe) de la fug
cidn espectral como: =
. e
1) Dy = £ N4
Uz 6,142, -- vy We R

El resultado al que llegaremos, ha sido obtenido -
por varios autores, entre ellos el primer trabajo es de
bido a Rice {21 . wLas condiciones bajo las cuales es -
v&lido, han sido debilitadas por Ivanov £ 11, Bulinska-
yafil, Ito L1l e Yivisaker (1] .

La condicién de que el proceso tenga media cero no
es muy importante, ya que si X{4) tiene media m --=-~

m¢ @0 , s6lo es necesario reemplazar W por W-m -
vya gque X{t) cruza al nivel W cuando X(¢)~um cruza al
nivel W~-m . También se supondrs que Ao = L.

Primero se dard un lema y después el resultado ---
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principal de esta seccién.

LEMA 3.2.L.1.

Rara cada N , sea Yl el proceso definido =
gome en la demostracifn del teorema 2.1.7.1. -
que coincide con X(t) en los puntos tar=r/2”,
r=0,1,...,2" y lineal entre tales puntos.
sea Cn 2l ndvero de cruzamientos .del nivel =-
W epCo,ud por Yalt) . Entonces C: Aou -
gon probabilidad une guando N .
REMQSTRACION

Se usard el teorema de la convergencia monéto-
na.

como Yantt) tiene al menos tantos cruces como-
Yalt) entonces:

PLCh sea no decreciente cuando © crecel =1
por lo que Q: converge a un limite ¥ ¢ oo

Si Cu es finito, los puntos de cruce de Xi&)
pueden ser cubiertos por intervalos abiertos =~
ajenos Ii,I¢,---91g, y podemos encontrar en cada
Ij dos subintervalos tales que Xl£)=w sea ===
estrictamente positivo en uno y negativo en o-
tro.

Entonces para n suficientemente grande se tie
ne que Yaltl~W toma en cada I tanto valores -
positivos como negativos, por lo tanto Yalt)
debe cruzar al menos una vez W en el inter-
valo T} . Luego Ca?Cupara n suficiente
mente grande. Por lo que o ?C0u, pero C:!@u,
entonces &% = Cu |

si €u es infinito, sea méN y sean tyty..,tm
puntos de cruce contenidos en intervalos abier
ros ajenos Ii,Iq,-... ,'L'm . Ymt) tiene un -
cruce en cada Ii {al menos; por el mismo argu-
mento anterior) cuando n es suficiente~--
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A
mente grande. En consecuencia €2 m para to-
X
da meMN . Entonces € o = Qu

Estamos ya en condiciones de enunciar el siguiente

TEQREMA 3.2.7T.1.
Sea (n,4,p) un espacjo de probabilidad, ----
Xz} X(e), octery un proceso gstocdstico geal-
normal estacionario gobre (4,4,P).

i) 8i Az e

E'I d (o) = @,
ii) &i A,_ L

L
El Cutony = }_;_ Cyp (-u;‘/z)
(3.2.7.1.1.)
REMOSTRACION
La demostraci6én completa no se hard aquf, s6-
lo daremos un pequehio eshoso de c6émo seria.
Ceomo 0:'$ 6. con probabilidad uno, entonces-

por el teorema de convergencia monétona
X
El ¢nl ~ ELOuY 31 N

y el problema se reduce a la evaluacién de ~--
E{¢A| y su lfmite cuando n - .
(Ver Cramer & Leadbetter)
Es decir, el nfimero esperado de cruces en el inter
valo [o,17 , por las trayectorias del proceso es finito

si la funcibn de covarianza r(z) tiene segqunda derivada .

finita en el origen.

3.3 CARACTERISTICAS NUMERICAS RE LAS VARIABLES,
ALEATORIAS Nu , Cu , Du X TANGENCIAS,

En la seccifn anterior, calculamos la media del --
nfimero de cruces de una trayectoria a un nivel w en -
el intervalo [0,17. Concentremos nuestra atencién en-
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la variable aleatoria N , el ndmero total de veces -
que la trayectoria del proceso toma el valor uw en el-
intervalo [o0,1]. En virtud de nuestra definicién ---
NozC0rtBey si P(Tu=0)zP(BL = L , entonces podemos -
asequrar que E(MW:=E(6.). Con el objeto de demostrar -
esto, primero se dardn las medias de Duy Uw.,

Como vimos anteriormente, puede haber cruces que -
no son ni hacia arriba, ni hacia abajo. Sin embargo, -~
si el nfmero de curces €y es finito, entonces se puede
probar que todos los cruces son hacia arriba o hacia a-
bajo, es decir Qu = Dut Uu.

Esto serd utilizado en la demostracién del siguien
te: '

TEOREMA, 3.3.T.1.

Sean (2,8.0) up espacig de probabilidad, -----
X=Xt octi1} ug proceso estocdstico pormal -
real estacionario sobre el espacio (2,6,P) ,-
entonces:

si, Az {a tenemos qye

E{Vul=E}Dy}= E ‘?c‘*\ . (3.3.7.1.1.)
REMOSTRACION

Como M<®@ , entonces por el teorema 3.2.T.l.
E(Cuw ¢ , de aquf que P{C,¢w)z). Usando -
este hecho, puede ser mostrado que para todas

aquellas trayectorias para las cuales P(0y<e)zl

que
i) si Xty <ue Xy , Uy =0, +L
' 0y - ! 2
Y D,“ = —.‘LZ.___
id) Si X(e)>uw>X(1) , Uu=z0u -1
2
y Du: eu{l
1ii) otro caso, Uy Ju
2
y ’mu - _c....:..‘

2
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entonces:
E\Uu5=5\02—f'51 ¥

{xeorcwe XU
O -
= v
+E{ t LXte) > W XLo ) El z)

tu Q!
E’. D\,\$ = E* 2 > + Ell _1.-_"']:\)u.:,\)wu)((n{f

Cutl
+E! ‘“T ‘I{Xtouul.)(u)‘l

ElUL-EIDLY = Bl 3 I&x‘ouucxm te Ilmnwwat"

- 4 1
E‘ 2 Iixmmxun t2 1\Xlu)<u4 )(LM,:

< P X(o0) ¢ ue XY~

- Pl X(o) > us XY =
= 0,

con lo que el teorema queda demostrado.
Encontraremos ahora resultados concernientes a las
tangencias, para lo que reguerimos el siguiente
LEMA 3.3.L.1.
Supongamos que X satisface las condicionesr
del teorema 3.3.T.1. Esto implics que

Pl U, +B. ¢ \(,x_)g,p Uu-44 =1

DEMQSTRACION

Supongamos que para alguna m,Uu tBuzwm, En
tonces podemos ascoger m puntos i.&lr--tw1en
los cuales X tiene un cruce hacia arriba o
una tangencia por abajo de <4 ., Cubrimos --
esos puntos con intervalos abiertos ajenos --
(t,-a ,tira) . Por tanto, existe §; en({-atra)
en el cual tenemos que X(S)}¢u . Elegimos ng
tal que para toda E:h..,m,xa;)<u-%c. Pero, -
por continuidad de las trayectorias de X se
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tiene X{ti)zu>u - L , ge sigue que cuando -
n 2 n, hay un cruce de u-len cada intervalo-
(s, ki) . Si el primer cruce es fo enis,t,)
este debe ser hacia arriba ya que si no lo es
implica la existencia de un punto t en‘Lt.,tu)
en el cual AB>u y de aquf, otro cruce en --~
(ty, & ‘), por lo que cada intervalo {(s.ti)con-~
tiene un cruce hacia arriba del nivel u-4 ‘'~
cuando N2 ng . Entonces para toeda nNzng , -
Uu-y 3 m y \\'v:_)ion@ Uu-y 2 Uy ¢Bu.

Y por consiguiente, el lema queda demostrado.

En estas condiciones podemos dar el siguiente lema

que corresponde a la no ocurrencia de tangencias.

LEMA, 3.3.L.2.

Bajo lag mismas gondiciones del lema 3.3.L.1,

8h M e

gntgnéeg:

P(Tuzo) =1 .
DEMOSTRACION
Por el lema 3.3.L.1. tenemos que:

PLBu & HWmint Uu.-f-,-vu"= {.
now

ahora bien, por (3.3.7.1.1.) y (3.2.T7.1.1,)--
y el lema de Fatou, E}Uu{ es continua en w ,
se sigue que la variable aleatoria no negati-
va U‘*‘k -Uw tiene esperanza ceroc y entonces -
debe ser cero con probabilidad uno. Esto -~-
quiere decir que By = 0. Consideraciones si
milares pueden ser aplicadas al ndmerc de tan
gencias por arriba y llegar a que P{Tu=o0Y=1
Con lo que el lema estd probado.
Yivisaker {,17, ha demostrado que este resultado -
es vdlido sin la suposici6n M\, (@ . Sin embargo, el mé
todo anterior se puede generalizar para incluir proce--



sos normales no estacionarios, mientras que el método u
sado por Ylvisaker depende fuertemente de la estaciona-
ridad.

Recordemos que al principio de este capftulo se --
dié un resultado general para las tangencias debido a -
Bulinskaya, el cual no es aplicable a los procesos Gaug
sianos debido a que, en general, no cumplen con la hipé
tesis

P{oJe.Q ;thuu) sea con derivada continua | =L

Haciendo una comparacifn, vemos que en el teorema-
3.1.7.1. una hip6tesis era que el proceso fuese con de-
rivada continua. En esta seccifn esa hipStesis se su--
primi6 y el lema 3.3.L.2. es més sutil a lo que estamos
estudiando. Usando este resultado, escribiremos el teo
rema 3.2.T.1. en términos de la variable aleatoria Nu .

TEOREMA 3.3.T.2.

Sean (., 4,p) un espacio de probabilidad, ---
X={X(t),0¢te 1} up procesg estocdsticg real nor
[nal egtacionario gobre (0, Q,P)

i) Ei AI = 0
E{ NU. (O|L\.| =
ii)_S_i. Xz <o N
‘ = M expl-9)
E\NU(ML\‘:E‘QL&OH)# = E'-‘- e e T .
REMOSTRACION

Como NuzTutBy +&y , si Ao el resultado-
ya estd probado por el teorema 3.2.T.1. Aho-
ra bien, si ), =& , entonces

E‘Nu*ZE‘Qu\ll =

con lo cual, termina la demostracidn.

3.4. TIEMPQ DE ESTANCIA SQBRE LN NIVEL;
MERIDAS DE EXCEDENCIA 2. .

45



En esta seccifn, trabajaremos con una nueva varia-
ble aleatoria gque definiremos para el proceso estocdsti
co X . Los resultados que se obtendrin serin: la me-
dia y la varianza de las variables aleatorias que defi-~
niremos.

Otra vez, supongamos gue X={Xtt1:t¢T}es un proceso
estocdstico normal Gaussiano, tal que es a trayecto--
rias continuas y sea W un nfimero real fijo (nivel);~
en estas condiciones definimos:

Para cada we& L

Lsi X(&¥>u

Tl(t\ :f

0 0.L.
T

b { = L g L t
Z,n = 2 e d
Entonces Z,(T) es la proporci6n de tiempo 04t T,

en la cual una trayectoria del proceso A permanece --
por arriba del nivel W .

Deseamos calcular E{2,(T}}, la cual est4 dada por:
T
= - _
Elz,(m) ?.I Edqent dt =

= Elqwil = Pixte > oy

y como Tlo o) = o
= }- @(%)
T 2

Para obtener la varianza, vemos que:
E{nel qis)y = Pixtdu, Xsy>ub =
@ 400
= 64"; fumg,g@a;es dv dw

donde d(¥,% ,¢) es la funcibn de densidad normal biva
riada con correlacién e i.e,
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v - 1 —2e VW rud
bE £ ety P exel - “' e |

Y e= ¢li-s) = r(t-s)/ro)

entonces T T

- | .
E),Zchw.--_ﬁi gdtc\s
- S,g S'!L 'P(V,w;e)év dw
g T
(3.4.2.)
Ahora bien, si usamos la identidad
o 0
J, f d(v,wse)dvduw =
“ow
L) 2 o
([awa) o § LT
uw il (3.4.3.)
o 2 e -1
= (14:(v\4v)+1-il‘£exp( Yo (1-v')*d
(3.4.4.)

en donde 4)(") es la n-6sima derivada de la funcién de -
densidad normal estdndar b
La identidad (3.4.3.) estd dada en Cramér [1], ¥~
la identidad (3.4.4.) en Cramér & Leadbetter(l]
Estasg dos igualdades nos dan dos alternativas para
VAR(Z,(1). Usando 1la identidad (3.4.3.) tenemos:

T T
o [4""‘(9-)]" | g o ) ]
VAQ(EO(T)) :n__’ 'n—!";"{%"' . _T-—-_‘! 01’ (L-5) dtds -

LT
gn\(u)]
s LA -lftn-rﬁ)r“mdt (3.4.5.)
!

pbqin T
0
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y usando la igualdad (3.4.4.)

T T eLe-s)
-1
r):_‘_s‘ dtd - L (et iy s
VAR( 2,(T) a1 exe = o (1-v1) T v
T )
:*L"J‘(I-L)thzz]ﬂg—‘ V‘S%AV
rT Rl eraia i o (3.4.6.)

Para trabajo tefrico, la iqualdad (3.4.6.) parece-
ser la mis viable de usar. Por otro lado, para propSsi
tos computacionales la igqualdad (3.4.5.) nos provee un-
resultade conveniente cuando una forma especifica de la
funcién de covarianza es dada. Los coeficientes pueden
ser obtenidos por tablas de funciones tebricas (por -~
"ejemplo, las dadas por Pearson [L] tabla¥l ). & menu
do s6lo unos cuantos términos son significativos en la-
suma. Si la funci6n de covarianza ((Z)es integrable -
desde cero hasta infinito, entonces para{ T muy grande
se sigue de (3.4.5.) y por teorema de convergencia domi
nada que si T —» «

© oy 1 %
T VAR 2o(T)) —> 2 ) [‘?—‘{,’——]- fr"mae
nzt N, I °

En el casc que ({z) no sea integrable, el resulta-
do puede también ser simple, por ejemplo:
si t - w

Y reEY A A
r(o) il
entonces -

ql.
s1 L= e, VAR ( 2,{T)) ~ .é-@ ‘.9__%__1-

Estos filtimos resultados se han dado para cuando -
queremos estudiar el tiempo que alguna trayecteria del-
proceso X permanece arriba de un s6lo nivel fijo w .
Desde el punto de vista de las aplicaciones, deberfa --
ser importante estudiar el tiempo que alguna trayecto--

48



ria del proceso X permanece arriba o abajo de un ni--
vel fijo +\W respectivamente. Resultados similares po-
drfan obtenerse, si Z¢(T) genota la proporcién de tiem
po que el proceso permanece fuera de los niveles fijos-
Y W en o&t¢T, tenemos:

E| 2a(M b = :‘r- S;T E (nue)) d¢
con
1 si XIS vt
e = 6 X(t)Y(-u
© 0.L.
por lo que
By 2a(m ) = PLXCO sl + PT X (-u b=
v , :2[1-?"L%)1 .
vaR( 2 (7)) = Bng’ TZE‘PM_}_%_:_';] . # f"'?t) o dt =
H
:ﬁ-\l_-f(,- ;)ae 'jj:up {;zté_fﬂh.-v‘ﬁ SaN (v v,
donde e =08 = rle)/ rod

2 o como vimos, es una variable aleatoria que des
cribe las excursiones que las trayectorias del proceso-
X hacen por arriba del nivel W (entendiendose por-
excursiones las veces que una trayectoria cruza hacia -
arriba a W ). Ahora se definirdn otras variables a--
leatorias, relacionadas con 20 (T) , pero las cuales -
tomardn en cuenta las excursiones de las trayectorias -~
del proceso X sobre w de varias maneras. Todag ==~
esas variables aleatorias tendrdn en comdn con Z,(T) la
propiedad de que un valor cero de las variables aleato-
rias ocurre «i v s6lo si las trayectorias del proceso -
permanecen por abajo de U en todo T , Este hecho =
nos ayudard para obtener desigualdades muy usadas, del-

tipo de Tchebychev, para la probabilidad de que las tra
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yectorias del proceso X no crucen a W en todo =—-—-
0s €t T,

Entonces definimos:
para cada (¢ )

) { (xm-u? si X{t)>u

Lt =

qn o O-Lo

y T '
ZaT) = ?'- g Anttrdt NiONY, .-

La integral estd bien definida, ya que el proceso-

X es a trayectorias continuas. LLamaremos a estas va
riables aleatorias las '"medidas de excedencia 2Za".

2, es la variable aleatoria considerada anteriormente

llamada la proporcisén de tiempo del intervalo (¢, T) que

tiene también una interpretacién fisica: es el drea de

la trayectoria de X con respecto a M , en 0&t4T
{ver figura 3.4.1.)

AX e
-T2,

FIGURA 3.4.1.

Es claro que podemos definir una multitud de varia
bles aleatorias, pero s6lo nos concentraremos en las --
mencionadas anteriormente.
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También podrfamos considerar otra vez dos niveles-
tu, ¥ -u,y obtener resultados para los qbs, Aguf da-
remos solamente para un nivel W, .

Obtendremos férmulas correspondientes a (3.4.2.),-
(3.4.5.) para la media y lo varianza de 2Z,(T). Primero
para reducir la notacién, supondremos la varianza de ~-

X ,A=1, Con esto no se pierde generalidad ya que
en el caso general 2,(1) =XZ‘2:LT), donde 24 (T)es la --
2, -medida de excedencia para un proceso con varianza
unitaria correspondiente al nivel u/kf‘ . En efecto, -
i A :1, simplemente reemplazamos \ por u/.\’;‘ y se ==
multiplica (3.4.7.) y (3.4.8.) por 13 . Ao 4 respec-
tivamente. De aquf, podemos obtener la media y la va<-
rianza en el caso general bajo la suposicifn As=1

(]
El ?_,,(T)\ = j(x-u)"ct(n dx
(3.4.7.)

para el caso de la varianza tenemos:

o '
VAR( 2a(T)) = 2( n:f; § e (S

f“ i)@(e)dt +Z“ “’] I“")("Mdt ]

J-I (mJ)
(3.4.8.)

Para la demostracifén completa, ver Cramér & Lead--
better{ 11.




"CAPITULO IV

CRUZAMIENTOS HACIA ARRIBA DE LAS TRAYECTORIAS
DE UN PROCESO ESTOCASTICO GAUSSIANO.
(OTRO ENFOQUE) .

En el Capftulo III, dimos la definicién de lo que-
se entendfa por un cruzamiento hacia arriba de las tra-
yectorias de un procese estocéstico y obtuvimos resulta
dos para algunos de sus parfmetros como su media y va--
rianza. Sin embargo, dicha definici6n en el fondo invo
lucra derivacién de las trayectorias del proceso, cosa-
que en general con los procesos Gaussianos no se tiene.
Esto es,la definiciSn de un cruzamiento hacia arriba, -
de las trayectorias de un proceso estocdstico, a un ni-
vel fijo, se podria enunciar como sigue: un cruzamiento
del nivel fijo u por las trayectorias del proceso es-
tocdstico X ocurre en to si

Xtdo)z ¥ X(to) o 0

En el caso que X sea gaussiano, no podemos asequ
rar que Xl(‘l:) exista para cualquier T .

Lo que debemos hacer es dar una definicifn alterna
tiva de un cruzamiento hacia arriba, que corresponda a-
lo que entendemos intuitivamente por cruzamiento hacia-
arriba y que analiticamente nos permita llegar a conclu
siones sobre este concepto sobre este concepto para el-
caso de los procesos gaussianos.

DEFINICION 4.1.

Sean (,Q,P) w espacio de probabilidag,we R
(nivel) , X ={Xtt) 4 te« R} un progesg estocdsti~
€0 qaussianQ real, estacionariq, separable y-
a trayectorias continuas y €r 0, en estas cog
diciones decimos que un t-gruzamiento hacia-
arxiba del nivael w par las Lfrayectorias del
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procesp X ocurre es to&R si

Vit g [tag, o) Xltod 2w v XiB)L W,

Denotaremos por 'U(e,u..e) el nfmero de £ -cruza-~-
mientos hacia arriba del nivel . en el intervalo [o,4]

Con esta definicibn alternativa, se evita la nece-
sidad de que X($) sea derivable para cualquier t .

Los resultados que se obtendrdn sobré la teorfa de
los & -cruzamientos hacia arriba en las dos secciones -
siguientes son debidos a James Pickands ITI[ 2].

En la primera seccién se dard una forma limite pa-
ra la media de los § -cruzamientos hacia arriba cuando-
el nivel W se va haciendo cada vez mds grande, esto -
es, en el Capftulo III se dieron los resultados de cru-
zamientos pero cuando el nivel « era fijo, y en este-
capftulo lo vamos a considerar como una variable que --
tienda a infinito.

En la segunda se mostrar8 que los E£-cruzamientos-
hacia arriba satisfacen el teorema de distribucién 1fmi
te Poisson, como se cumplfd . para los cruzamientos del-
tipo convencional (definido en la Capftulo III). Esto-
es, que bajo ciertas condiciones de "mezclado" (las cua
les definiremos mds adelante), para cuagguier Mo

F AR
};’3\» PY MCu My = kf = @—K,z‘ J K202, -
con /u. el nfmero promedio de ~cruzamientos hacia a-
rriba por unidad de tiempo, esto es /&: E (lf(u,nje I

4.1 MEDIA DE LOS &-CRUZAMIENTOS WACIA ARRIBA

Para poder trabajar con las trayectorias de un pro
ceso estocdstico gaussiano real, separable y estaciona-
rio, supondremos gue estas son continuas con probabili-
dad uno. Una condicifn suficiente para que esto ocurra
Y que involucra a la funcién de covarianza del proceso-
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(definida en el Capftulo III), es que exista ﬁb)[ tal-
que

‘\M sSup ‘log(t]}(l l‘(.ﬂ) { ©
tso (4.1.1.)

con iy :E{ XLS)-X(SR.)S que por la estacionaridad no de-
pende de § , (ver Belyaev [1] , para este resultado y
para otros resultados mds generales sobre la continui=--
dad de procesos estocdsticos gaussianos, ver tesis de -
Jesis Ferndndez Moran, " Continuidad de Procesos Esto~-
cdsticos Gaussianos" ).

En toda esta secci6n se supondrd que la funcién de
covarianza r(4) admite la expresién, cuando X1>o y ===

¥ «e (0,21
ol o
rieY = L-Mt ¢ olt)
(4.1.2.)
en una vecindad del origen.

Es claro que « no puede ser mayor que dos, ya ~=
que f(#) debe ser positiva definida, por el teorema de-
Cramér, cualquier funcifn positiva definida, define un-
proceso que tiene como funcién de covarianza a esa fun-
cién.

Para los cruzamientos hacia arriba del tipo conven
cional, se demostrS en 3.2 y 3.3 que

B U8/t /K‘ exp) -4
\z = IXJHM Lo

pero esta expresién de M es vdlida solamente cuando -
(4.1.2,) se cumple para £ =22 . Esto es, si (4.1.2.) -

donde

se cumple para «{=2 entonces X posee una versifn a ==
trayectorias derivables. Y la negaci6én también se cum-
ple, es decir, si (4.1.2.) se cumple para cualquier =--=-
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64{8{{2 entonces X es a trayectorias no derivables, -
ver por ejemplo Cramér & Leadbetter 1 1.
Un £ -cruzamiento hacia abajo puede ser definido-
como sigue:
REFINICION 4.1.1.
Sea X W0 proceso estocdstico gaussiano real
estacionario y separable. Decimos que up, «--
€ ~gruzamientg hacia abajo del nivel W o~
curre en tp , si un € -cruzamiento hacig 3
rriba.del nivel W qourre en -ts por las --
trayectorias del proceso X(-t).
Entonces, los resultados que se obtengan para los-
€ -cruzamientos hacia arriba serén validos para los -
£ -cruzamientos hacia abajo.

Antes de enunciar el teorema que nos da una forma-
asint8tica para B{U(g¢u 41}y cuando W -+ introducire
mos cierta notacién que nos serd de utilidad,

Sea X un proceso estocdstico gaussiano real

centrado, estacionario y separable.

£y = BY X XUt} 1a funcidn de covarianza de ~
X . En estas condiciones definimos para -

«& (0,2]

-l
Aoy =tag 18] (1-r%8))/2
LEIYR]

Aylt) = Sup ST (1 -/ g,
0554t

By = enf rid)
0484t

-

-~
Pluwy = QM w exel,“é_}‘

8i Y{(&} es un proceso gaussiano no estaciona-

o
rio con media -\t} y funcién de covarianza -~
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cov { VOB, YUY = =ttt 1t et

entonces

[}
o §
0¢ H = lim T 52’?1, sup YRl ss b ds <o
T_’m © Oﬁfi"

2L = sup XALs)
ousgt

Betad = im Hyno0ivn >0

1
LE X
(e |
Har
Hutna) 2 1+ 1€ P{mm‘ﬂubs&&s ‘0
~1 Xy
$ix) :(zcr)/'f e “ds
-0

Y para cualquier & , & con 04a,uges definimos
la medida de probabilidad Puls) como sigue:
Para cualguier entero K , la distribucién ~
conjunta de \X(j(u w4y =K 815K es la -
misma bajo Ry gue PLeY . Para cualquier --
t sea K el entero tal que \(u&l"‘ihtkmo.d}
Entonces, bajo Pyl+) con probabilidad uno, =-=~

X(e) = Xka 07

En base a lo anterior, estamos en condiciones de e
nunciar el resultado fundamental de esta seccidn.
TEOREMA 4.1.T.1.
Sean (4,0.,¢) un espacio.de probabilidad, ~---
X=i XL\ steRY una yersidn separable de up pro
geso estocdstico gaugsiang real, estacionario
con wedia gero v funci6n de covarianza L&) -
ia cual cupple con (4.1.2.) entonces .gi

, -
infltl Ci-rtt)) > O
as kg

lim EHULe,u.t)/uw‘i’LmHﬂi Ha o
W-de0
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DEMOSTRACION

Supongamos )\,__—, A . Entonces existe un 8')0--
tal que LEI* (1=t ) est& acotada en una vecin
dad del origen (en virtud de 4.1.1.).
Definimos los eventos A y B de la siguien
te manera:

A=lwen: Xpud>u para alguna te[-€,0]}
2] wen; Xyw)d>u para alguna tofo, el

Entonces, por la estacionaridad del proceso =
X , si w-ae

PhavBt = PLzere) swt » e lere] P
¥ %
~H 0P R (41,7001

Suponiendo védlida esta aproximacién (que de--

mostraremos posteriormente a través de varios
lemas en el anexo 2), se tiene que siu-> 00

PUal w Ha € P wiw '
{4.1.7.1.2,)

Plal v e AT
pero

Plauvey = Piat +7}8y~P(Ans)
entonces cuando W -»eo

Plang} =Pa) +9(e) -P(RuB) = O tfd%m}

f4.1.7.1.3.)
Ahora, por las definiciones de 1J(e.u\g) y®

{wen, Ulguwer=tl ¢® clUiguer=ii vl andy

as{ que
PlUleu, et =1t € PLBYS PAULE, 0121} 47} An0Y



En consecuencia

Plat-Planel ¢ PlUCLwed= ) £ PLE)

y por las desigualdades (4.1.T.1,2.) y =—=-
(4010Tv103-), Si ‘Lﬁw

Plule,u)=1t ~

Y W Py (4114
pero £ puede. ser escogido tal que sea mids-
pequefio que € . De aquf que 96lo puede ha-
ber un € =-cruzamiento hacia arriba en el in
tervalo {o0,£] y por (4.1.7.1.3.)

Plute,u,gh=t} s EL V(L u,eNY

Entonces el teorema se cumple si Ayz )
Supongamos que ).1#1 . Definimos
X8 = XA
Entonces X.lt) satisface el teorema con Xzl.
Un Ex,f"—cruzamiento hacia arriba del nivel-
U, por las trayectorias del proceso X, es
un € -cruzamiento del mismo nivel por las
travectorias del proceso X . Ademds el --
proceso X, satisface las condiciones del -
teorema si y s6lo si X 1o hace.
N6tese que el resultado del teorema es indepen--
diente de la eleccién de £
Con esto concluye la demostracién del teorema. -
Pagsaremos a enunciar el lema que hace vdlida la apro--
ximacién (4.1.T7.1.1.).
LEMA 4.1.L.1,
oo
Supongames que v zi=d t4olt’) se cumple--
para M =l . Entonces si Als) %0

' Y .
&:wPHLquu. TR I H“(4.1.L.1.1.)



La demostracién de este lema no cae dentro de los -
objetivos de este trabajo y puede verse en el anexo 2.

4.2 DISTRIBUCION ASINTQTICA,

En esta seccifn se mostrard gue baja condiciones -~
muy generales, el teorema limite de distribuci6n Poisson-
se cumple para los £ -cruzsmientos hacia arriba, como -~
tamuién se cumple para los cruzamientos hacia arriba del-
tipo convencional. El resultado importante de esta sec--
ci6n fué probado primeramente por Volkonski y Rozanov [1]
bajo condiciones relacionadas con las propiedades de "mez
clado" del proceso.

Para los resultados de esta seccifn se ha supuesto-
dgue los cruzamientos hacia arriba constituyen una suce---
si6én de eventos regular estacionaria {ver anexo }). Las
condiciones de mezclado a las que nos referimos involu---
cran el comportamiento de covarianza r(t) vuando 14w .
Es bien conocido que con el objeto de que las ocurrencias
de un fen6meno tengan la distribucién Poisson, es necesa-
rio y suficiente que en cualgquier conjunto de intervalos-
abiertos ajenos, el ntimero de eventos sean mutuamente in-
dependientes. Esto es falso para los cruzamientos hacia
arriba cuando X es gaussiano. Es intuitivamente claro --
pensar que si los eventos fuesen removidos en el tiempo y
tenderian asf a ser menos depepdientes, la condici6n de -
independencia puede ser aprovechada en el limite. De aquf
que el teorema lfmite de distribucién Poisson pueda ser a-
plicado. Las condiciones de mezclado que expresan esta --
"independencia en el limite" antes referidas realmente in-
volucran la debilidad de la dependencia sobre el tiempo. -

Sin embargo es un condicién un poco restrictiva y muy difi
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cil de verificar. Observando que esto es asf Cramer [ )
prob6 que esta condicién puede ser reemplazada por una -
mds simple. El supuso que si {-ee ,r(.u:o(.i"para alguna -
& >0 , entonces debe ser razonable suponer que un resul
tado similar se cumple para los §& -cruzamientos hacia a
rriba. Eso es exactamente el contenido de esta seccifn.

Nuevamente trabajaremos con un proceso estoc&stico
gaussiano, real, estacionario y separable, con trayecto-
rias continuas. Antes de enunciar el teorema definire--
mos algunas cantidas que vamos a necesitar.

Sean q,\ cualesquier nfimveros tales que o, >0
60, %0 , N un entero positivo, €0 .
P:,. la medida producto, }&:ElU(Q‘u.t)/‘:ﬁ la
cual tiene el mismo valor para todo t positi
vo. ‘
Sea B ,J4l& n el evento: un € -cruza--
miento del nivel W ocurre en el interva
lo(“.';jnl‘; ';1;‘—;] , Y A esunién de algunos de-
los conjuntos B, .

reew = rekau®) ) L= ed¥al

m =LAl apm] mLN/0 W Pw] st n00

Qu w2 0L rud) (1 -l gy tud))

ey =(0Ergeun 3/ Cie Pecan) )V‘
egpecificamente, para cada ¢ (i1al&n)

PulB)) = Pu (B
pero bajo P (8;) los eventos B, son mutua-
mente independientes.
Y por Gltimo sea

Dalaihu) = Max RIS AT

En base a lo anterior tenemos el siguiente

TEOREMA 4.2.7.1.
Sea X=|{X(e);¢e®Y up proceso estocdstico, real,-
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estacionario, gaussiano y sgparable. Suponga-
mos que X satisface las gondiciones del teore-
mg 4.1.7.1. ¥y que

) Wm Palo ) = 0 (4.2.7.1.1.)
W oo

m
() msop T Qulw ¢ 0 Uy (4.2.7.1.2.)
Entonces para cualquier K =zo,1,2,--.
=% K
i el eX
S PAUew 22kt &0
REMOSTRACION .
Sean Dy el evento de que {X(Kau¥) ¢ W y—--
-Vée(c\k&i,mmn&&l,)(m >x jCel evento de ~- .
que las dos medidas P(-)y R+ asignen valores -
diferentes a Uf.e,u,%\ y por Gltimo sea
A Hata)
Ha (4.2.7.1.4),
Supongamos M,z | Entonces
m
¢ ¢ U Dy
K=o

{4.2.7.1.3.)

wo) =

Ple) & ?gp(nk)
Por la estacionaridad del proceso X
o0 = mur PO
<o

Aplicando el lema 4.1.L.2

h’u_?mmp PLe) ¢ AMLa) /o My
W
con M (ax dado en el lema 4.1.L.1.

Entonces 2\
1 M) = o
oo O Via

y por el lema 4.1.L.1. y argumentos que proba~
remos en el lema 4.2.L.1,

fim Wla) = A (4.2.7.1.5.)

[ 1]
Con lo que el resultado esta probado para =--
)‘1 =1l . 51 hacemos la misma transformacién



que en la demostracifn del teorema 4.1.T.1. pa
ra cuando 3m $ 1 se sigue el resultado en ge
neral.
Ahora, para mostrar la validez de la desigualdad --
{4.2.7.1.5.)se tiene el siguiente
LEMA 4.2.L.1.
Svpongames que las qopndiciones dal teorema -
4.2.7.1. se satisfacen. Entonces para cualeg
quier 4% ,04a,Mm, gi A =)
, “~wia
JL';‘QP\AU(?.,&.%\:\(‘! = (?‘___‘__‘:"_“..“’(4.2.1“1 1.)
DEMOSTRACTON ’
Sea n un entere positive arbitrario. Sean
8: los eventos definidos en el enunciado -~
, del teorema 4.2.T.1.,MU{yn) el nfimero de even
tos B{ que ocurren, es decir,Ni\,n)es el nG-
mero de subintervalos en cada uno de los cua-
les al menos un £ -cruzamiento hacia arriba
ocurre. BSiendo estos n subintervalos

(mnk QL] Leiin

Bajo la med.xda P (¢}, la funcién generadom de
Mln) seria

Qutstz Ex ) S
ﬁ(u P Len (s-11)
bonde Eu. denota la esperanza con respecto a
la medida Pht). Dado que los eventos B¢
gon un n@mero finito, si mantenemos o fijo, ~
por la condicién (4.2.7.1.1.) para toda %

[YERW H

Wm | Quis)- Qu ) =
W = 00

donde Qu¥es la misma funcidén generadora pero-
bajo Pul+). Como mostraremos en el lema ~--
4.2.L.2., y para cualguier ¢ ,l4iifn sipoo
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z
{ : . Wi o wia)
lim ot PLB)y @l - 0 (@)
4
lim s0P P(g;) ¢ wia
TREY-.) [ (4.2.L.1.2.)

Como probaremos en el lema 4.2.L.4

z

ElNG,miz nO (W) (4.2.0.1.3.)

Donde Mizn) es el n(imero de intervalos en cada~

uno de los cuales al menos dos £ -cruzamien

tos hacia arriba ocurren. De estas Gltimas --
conclusiones se sigue el lema.

Ahora, para mostrar la validez de la desigualdad --
(4.2.L.1.2.) se necesitan dos lemas. El primerc Se mos--
trard enseguida.

LEMA 4.2.L.2

Supongameg que.4.1.2 se cumple para M=l ¥y que
las condiciones del teorema 4.1.T.l1. se satis-
facen. Entonces para gualguier a,1 ,04 QA<

tm sop Pul\U(g‘u.A.);lﬁ $ Wwia
u-»co a
(4.2.L.2.1.)

DEMOSTRACION 2
Sean Ay los eventos que | X(.i.a.tla))u\ PaRA

7,
[k__tf‘:li, L ¢ {(Kmu."]
o o
Entonces por definti‘\cliéjn de U(E&,u, %‘1)
"U(€|u.%1)$ c U Ay

K0
Aplicando el lema 4.1.L.6. y el teorema 4.1.T.1.,

para toda KK
! Hatod - wia
&_’."m E—%—“] T o Wa + Pego cuanbo uva

PLUCEw A 21 d 5([2]+1) PRY @ Wi

Por lo que el lema esta probado.
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EL Otro lema que se necesita es
LEMA 4.2.L.3.
Supongamos que 4.1.2. ge gumple para M=l y
que las gondicioneg del teorema 4.1.T.1. tam--
bisn se cumplen. Entonces si para cualquier -
aM, 040,200 la condicién (4.2.T.1.2.) se
qumple, guando A Heo

1

A
Y ; A Wlo) = =
hv:;;? Pu‘zU(E,\L.;ﬂM‘:? (o &al
DEMOSTRACION

130, nl
IZJP(A.A EE LPlaiand 2

RIS vl
Con A“ deflnldo como en el lema 4.2.L.2.

ARIPAO LT Bt =
.-.[,;l P(ALY ~m V(un Z: Q gt

ponde £,m, Q) est&n dados como en la definicién
4.2.1. Por argumentos gue mostraremos ensegui-
da y el lema 4.2.L.2. se puede concluir el re--
sultado.
Para terminar enunciaremos el lema que hace vilida -
la expresi6én (4.2.L.1.3.)
LEMA 4.2.L.4

Supongamos que 4.1.2. ge gumple para *:=ly que
las condiciones del teorema 4.1.T.1. fambién --

gon satisfechas. Euptonces rara,.cualgyier a,
04 \¢

2
tm sup PV ) ¢ A,
Lv:qu W (E.\A,}.)z\ ((LH‘\ 4.2.3.4.1.)
DEMOSTRACION

Por definici6n
m
Auteudlyate 2 R

o lw)
e d YT o 0 40



con,m dados como en la definicién 4.2.1 y --
A zPlXou, Yorwy con X,¥ distribuidas
normales cada una con media cero, varianza uni
taria y correlacién Cx(w) . Aplicando el le
ma 4.1.L.8.

Putua ¢ Yiw) Ariwn
sustituyendo en {4.2.L.4.2.)

"
pu“-ﬂﬁ,“.}.)*,l‘l § am ‘)(u.\uz Qylwd
al

y por 4.2.7.1.3. y la definici6n 4.2.1. obtene-
mos el resultado deseado.

El siguiente teorema nos da las condiciones de mez--

clado a las que nos hemos-estado refiriendo, para que los

€ -cruzamientos hacia arriba cumplan con el teorema 1imi
te de distribucién Poisson.

TEOREMA 4.2.T7.2.
Supongamos que Eikitzo , ELXMeMla)l y que-
4.1.2. se cumple. Entonces, la gonclusifn del-

teorema 4.2.T.1. es ydlida gi

I .
t;:m reeY logled = 0 (4.2.7.2.1.)

6
o
f riteldt <o (4.2.7.2.2.)
- gD

La demostracién se harg por medio de la equiva-
lencia entre la condicién (4.2.7.2.1.) 8 -=-=--
(4.2.7.2.2.) con las dos del teorama4.2.T.l., y
esa equivalencia nos la dan los seis lemas gue-~
enunciaremos al final de la demostracidn.

REMOSTRACION
Supongamos que (4.2.7.2.1.) 6 {4.2.7.2.2.) se -
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cumple, entonces por los lemas (4.2.L.6.) y --

(4.2.L.7.) la condicién (4.2.7.1.2.) se satis-

face.

Ahora bien, por los lemas (4.2.L.8.), (4.2.L.9.)

y (4.2.L.10.) la condicién (4.2.T.1.1.) se cum-

ple. Con lo que el resultado estd probado.
Pasaremos a enunciar los lemas correspondientes.

LEMA 4.2.L.6.
Supongamos que- (4.2.T.2.1.) 6 (4.2.7.2.2.) ge
ggyplg, entonces

T .

’ T

[V ‘i’r‘L f r{1)dt zo (4.2.L.6.1.)
[=]

T~>00
y
tdm L) =0 (4.2.1.6.2.)
Y.
LEMA 4.2.L.7.
8i y T
im  leg T rAVd k=
v ToHoo '—ér- £ ¢ E=0
Wm rle) =0
T 200

Entonceg la gondici6n (4.2.T7.1.2.) se cumple.

LEMA 4.2.L.8.

Para que la desigualdad (4.2.T.1.1.) sg gumpls,
basta que (4.2.T7.2.1) § (4.2.T.2.2.) ge gatisfg

gag.

LEMA 4.2.L.9.

Si 4.1.2. ge cumple vy para toda mr i
Bogwew y
L7 lw(wnz-Lf\mn\Jt+o(ad )
M G To

gon, -Yy

T 2 maw



y por Gltimo

LEMA 4.2.L.J0.

Sea € cualguier real positivo finito y sean -
) N ' .
P ey, Py 1as dos medidas gaussianas multiva--

riadas normalizadas. Esto es Pi» Py son--
medidas _p_gj_g las cuales las componentes estén-

distribuidas normales conjuntas con media cero

)Y cada yna varianza unitaria, Sean las cova--

rianzas respectivas fi; (‘éj . Entonceg

} ?KQ‘lX,‘mnﬂ-?‘f‘g{ Xewrvetl ¢ Dy
donde = n-v e )

[AYY
f?(@.,\fé‘sl\ -1 )%v.xp {“—';—%n {
yoorg Tk iry, rg.
Este lema fue probado originalmente por Berman
[2] para el caso en que ambas medidas son esta-
cionarias. El presente lema esta dado y proba-

do en James Pickands IIJ [i).
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ANEXO 1

CRUZAMIENTOS COMO CORRIENTES (SUCESIONES)
ESTACIONARIAS

Sea (q,,4,P) un espacio de probabilidad, X=X, teLo,}
un proceso estocdstico normal, real, estacionario.sobre-
el espacio (a, &,P)

[« o
ml:.fox‘mm (o

Como N (a,,a+t) es independiente de @, por la estacio-
naridad, mostraremos gque los instantes en los cuales X(&)
cruza al nivel w forman una corriente (sucesién) esta--
cionaria de eventos.
Similarmente, los cruces hacia arriba y hacia abajo
del nivel w forman también corrientes (sucesiones) esta
cionarias de eventos, asf{ como también los instantes en-
que un mdximo local ocurre.
Consideremos la corriente de eventos definida por =~
los tiempos de cruce de un nivel W de las trayectorias=~
del proceso X(4)} . Seaw(t) la probabilidad de al . menos
uno de tales cruces ocurra en el instante t . Entonces
se sigue que la estacionaridad de X, garantiza la exis-
tencia de Ay 0 (posiblemente infinito) tal que
him wtt) | 3
-0 s

es decir cuando t %0 .
wle) s At 4o(t) .

Sea }4:E(¢conuﬁ. Es intuitivamente l6gico suponer-
que X:/A, desde que esto se cumple un poco trivialmente-
en muchas situaciones, Aquf se mostrard que esto es asf,
aunque la prueba no es tan fdcil ni inmediata,como lo es
por ejemplo para procesos de Poisson.

Si la corriente de eventos de cruce es "regular", =
demos utilizar el teorema de Kolmogorov para mostrar que

A‘:}A.
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La regularidad de una corriente estacionaria signi-
fica que si la probabilidad de dos 6 mds eventos en el -
instante ¥ son denotadas por WL&) , entonces hi&) 2ol
cuandc t <% O .

Sea q:]ru stelo 3} un proceso estocdstico estaciona-
rio con funci6n de distribuci6én uni-dimensional continua
Y Pluwesry Ry(w)sea continual= L. Supongamos que ~=-=
AsEJC o N Y entonces, la corriente de eventos formada
por los instantes de cruce del nivel w es estacionaria-
y reqular. La"intensidad" de la corriente estacionaria
es justo m y cuando t->0

w (B =/ut +o(&)

Para X(t) proceso estocdstico normal estacionario,-
la condicidn A ¢ @ es suficiente.
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ANEXO 2

El lema 4.1.L.1. nos da condiciones suficientes ~=-

para que la desigualdad (4.1.T.1.1.} se cumpla. Las con

diciones referidas son sobre la distribuci6n del mdximo-
del proceso en el l{mite. Este lema depende de tres nmis
gue son el 4.1.L.2, 4.1.L.6 ¥y 4.1.1L.5., que a su vez de-
penden, de la siguiente manera, de otros.

El lema 4.1.L.5. s6lo depende del lema 4.1.L.4, --
El lema 4.1.L.2., depende del 4.1.L.4. y del 4.1.L.3. y -
el lema 4.1.L.6 del 4.1.L,5, y del 4.1.L.7. y finalmente
el lema 4.1.L.7. depende del lema 4.1.L.8. (ver Diagra-
ma 1).

LEMA 4.1.L.1.
Supongamos que flt)z 1-A.t +olt) ge cumple --
Para Ao =1 . Entonces si A,(#)>0
lim Pl 2w o/ Yiwt = Ba
w- 00

(4.1.L.1.1.)

REMOSTRACION
Definimos -U
M (e, #) =( ):i: -t ).R[a'u-b)(%)
@ K -
(P - el ]
con

R = x' Yix)
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Y
. ‘ ”
Mia) = end (Mo, 30+ €-1)
os¥ 400
Entonces

tim sop 'P], (%L{:)>u.)-'puL%(.t3>U~”/(£‘Pcul('

w20

$ U (Hatad/a) ¢ Ml /a
14.1.L.1.2.)
{Los argumentos de esta desigualdad se darén
en el lema 4.1.5.2.). T
Sea 1 un nfimero real positivo, y sea n=[_3.l

Entonces por el lema 4.1.L.5. que demostrare
mos posteriormente )

W sssp& P %(no.ll% You) -P“(?:(ﬂm:kz€')>u} -
o WYew

= 4l () =) Ha(LT7a,0)/ alT/a] €
§ Mlad/a {4.1.L.1.3.)

Ho (7Y 2)imsop Pﬂ%(naﬁ}“)m b /na\Wiu) =
u=-> 0

con

= bim sop ?\?..(TGV‘))u ‘l/\{’(.u-)T

Y.
y por el mismo lema 4.1.L.5.

H‘,‘ (T)= T"{ L+{°@,’p;°§~gfr‘l(e)>s', ds
(4.1.L.1.4.)

i
Vamos a demostrar que W, (T) es el limite de
Hot

Sea £yo . Escogemos O, tal que 'i;..&")(g.

sea T' tal que si T > T' entonces por el -
lema 4.1.L.6.

| (Hutay/a )~ He (LT70d,0) 70l T70] l £ &y

{4.1,L.1.5.)
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4.1.L.5.

DIAGRAMA 1

4.1.L.1.

4.1.L.6.

4.1.L.2.

4.1.L.7.

4.1.L.3.

4.1.L.8.

4.1.L.4.
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Ahora

| WP = Ha b €1 Hg =(Hytad7a ) =
~ | (Hutad /o)~ WolT/0l,a)/a LT/l +

1 (Ma(rr7al, 0)/a[T/a]) = W T)) ¢
R TR 22 Y
por lo tanto
Iim H&(T) = He o
T a0 .
Para la verificacidén de la desigualdad (4.1.L.1.2

tenemos el siguiente

LEMA_4.1.L.2. -
Supongamos que 4.1.2. s cumple guando M=}

Sea oyo gualquier nfmere entonces
-1
L supPhXio) du, 2 (ad¥ ) su /9w ¢ M@
donde Wiw) estd dado por la definici6n 4.1.2

y Mla) en el lema 4.1.L.1.

DEMOSTRACION
Para cualquier ¥%0

-2
PlXxworsu,2(an®)oul ¢

$PIXV e U- G Y, 2Cad stk
£+ Pl G Xeo) s (4.1.5.2.1.)
si w»oo
=l k‘
PlXioyyu- ¥ v @ W)
(4.1.L.2.2.)
(Lo probaremos posteriormente en el lema ==--
4.1.L.4.)
De (4.1.L.2.1.) v (4.1.L.2.2.) y el lena ===~
4.1.L.3. que veremos a continuaci6n, obtene--
mos el resultado deseado.
Se puede mostrar también que



L "._!-_‘-._“L\ 50
a-» o o
y esto es claro dada la definicifn de M¢a) -
en el lema 4.1.L.1.
Con el objeto de verificar la conclusién del lema-
4.1.L.2. se enuncia el siguiente
LEMA 4.1.L.3.
Supongamos que 4.1.2. se gumple,quando Aa=1
Sean & , ¥ , b ndmeros cualesquiera ta-
les que a¥>0 yii¢b4 L, entonces
h'm svp P x(o) ¢ u.-d.'a‘, %(ad"nu.?/ Yiw) ¢
u->e

$ M lad)
gon M(a,#) dado como en el lema 4.1.L.1.

La demostracibn de este resultado no cae dentro de
los objetivos de este trabajo. 5i se desea, puede ver~
se en el articulo de James Pickands III {1,p.59,60).

Ahora, para mostrar la aproximacibn dada en ~=-==-
{4.1.1,.2.2.) tenemos el siguiente

LEMA 4.1.5L.4.

Rara toda X?©

Vi) (%) § L= $exd § Pix)
(4.1.5.4.1.)

nds adn

Wm (1~ G/ Wiy = &
oo
(4.1.L.4.2.)

gon Wix) dado en la definicidn 4.1.2, y —~~-~
X .ty
-3 (1
dex) =(am) [T&™de

-0

DEMOSTRACIQN

Para verificar (4.1.L.4.1.) se derivan ambos-~

lados con respecto a X y la igualdad ~e-vw=-
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(4.1.L.4.2.) se sigue si suponemos que ¥ix4o
para x»ro0 entonces dividiendo (4.1.L.4.1.) -
por Y(») y tomando lfmite obtenemos el resul
tado deseado.
Para demostrar la validez de la desigualdad =—-==
4.1.L.1.3. daremos el siguiente
LEMA 4.1.L.5,

Supongamos que 4.1.2. se cumple cuando Ag=l
Sea a>0 cualquier nfinero, entonces

hm Pul E(au. )>u$/q’cu\ = Hatna

Si+ S e P) MaX Y (KoY >s HdS.

gon V() gggg_ como en la definicién 4.1.2.
La demostracién de este resultado no cae dentro de
los objetivog de este trabajo, por lo que no se dard a-
qui. Puede verse en el artfculo de James Pickands III-
Para la desigualdad {(4.1.L.1.5.) se tiene también-
el siguiente
LEMA 4.1.L.6.

Supongamos que 4.1.2. gg cumple para A=l .
Si A.(.L-))o entonces

Liw Puletwrrul/ &AWLt = Wated/a

Wbt
(4.1.L.6.1.)

y la funcién Wa(a) , definida en el teorema-
4,1.T7.1., estd acotada para . suficientemen
te pequefia.

PEMOSTRACION

Para cada entero positivo K definimos el e-
vento Gu’-lxcndfh&buk Yy para un entero arbitra

rio n , sea Ay = J By . Entonces
L /00
Plaounl _sP{ At

donde L&] es el entero mis grande menor o i-
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gual que o . Por la estacionaridad del prg
ceso X, P(Ay)=P(A) para toda Kz L . Conse
cuentemente

..mmu&si[na Je1{pad = (S 1R aca s ul

Entonces aplicando el lema 4.1.L.5.

\m SuP Puh 2(t)>u‘1/u"q)(u~\ t ¢

¢ HxCn,0d
T TR (4.1.5.6.2.)

por otro lado
s
Pulut-nuﬁ; f_ Plag) = f P(A,‘nl\l.) Y

nﬂf%mdl
([ ])4 ‘);. l_mP(aKneu.)
pero
@ (- rad®m)) 224, (e)cma\“
nuevamente, por él lema 4.1.L.5.

tm inf Pub Ztt)m‘«/u%' Yt 2

W= ®
’,lH.;(n.a)*Z d1yt1 1/ na
K2l Lan4)

con

(401.L.6-3-)

dwm z2( 1~ $( (A.m(ma?/r)y‘ ))

se puede ver que

n(md )
Y dm ¢ 6o ,T. k- =u§1_§ L

Mmai wal, Lxnel

| fm fdl

>0 pcy
pero convergencia de Cesaro, implica conver--
gencia, asf{ que

Lim % Z AIK-M] /"QH =0
N0 © kel Lann (4.1.L.6.4.)
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Combinando (4.1.L.6.2.)}, (4,1.L.6,3,) y ===
(4.1.L.6.4.) se obtiene el resultado.
Para ver que Hyta) estd acotada para a su-
ficientemente pequenia, necesitaremos de otro--
lema que demostraremos al final del siguiente
parrafo.
Sean 4o , O , constantes tales que 0/0.,04,
y para cualquier arao Hula)» a0,
Luego para cualquier Q@ existe un entero ---
m tal que amy a,. Por definicidén de ==
Ha(n,0) tenemos Hylnam) 2 Hu¢na) . De a--
quf que Hala) ¥ Hatoam)> a, . BAsf que Hyta) -
estd uniformemente acotada.
Ahora probaremos el resultado por el cual podemos-

asequrar lo escrito al final del lema 4.1.L.6.
LEMA 4.1.L.7.
Supongamos que 4.1.2. se cumple quando Ap=l
8i AWlt) » 0 entonces

L tnf Pyl i(t))u\/(ﬂ%’ Pewyt s
)

@© “ yl
y ({-h-qu;’a (1t i)kl /00|

(4.1.L.7.1.)
el cual es mayor que cero para toda d.

DEMOSTRACION
Por definicién

m )
Pu lzmmnuzoPm« et sw b

F PUXCkadu X(La i )su
kjldzo ! (4.1.1.7.2.)

donde %
ma L /0]

por la estacionaridad de X (4.1.1.7.2.) se-

puede expresar como



Plzwruts mPixiodru |~
m=l
~2 Lm-x) Pixiorrw, X (kau™)sul
vl (4.1,5.7.3.)
Por medio de una aproximacién que demostrare -
mos en el lema 4.1.L.8., tenemos

Plxtoyru, X(Kab ¥ ysut ¢

§ 2 Peuw) (1~ AW kaize 1)
(4.1.L.7.4.)
sustituyendo en(4.1.L.7.3.) se obtiene el re--
sultado deseado
Para probar la desigualdad (4.1.L.7.4.) enunciamos
el siquiente
LEMA 4.1.L.8.
Sean X A Y dos variables aleatorias cada --
una con media cero y varianza unQ gon correla
gcifn r , vy densidad conjunta pormal. Enkon
ces
P{xm,\hg) 4 (er) Yoy

f A-db(x¢ 0+ er ) {

(4.1.L.8.1.)
DEMOSTRACION
Por definicién

©° o
. "l*"'/, LGheharst)
Pixsx,Voyh =(amG-r"h ’f‘{ue\ Li-{f—,%‘t‘ (dsde

Y

. AP sththant)
Plxyu, Y oyl :(zl)ih-r‘)ij;__"’“’\ ::Itr:;’ {dsdt

Sea w =z X “__,.13"1 y hagamos el cambio de varia

bles §=x+X'q , tzx4x'v
entonces



- -
Plase, ¥} zany :czup(;—l:})(l- njt Tam

(4.1.L.8.2.)
con

[x,r)= J, fm‘?( (1!!-) exe w“,,‘) )Jaév
s:(x,r)zf{w("%f%)w(" X )4y

—L--L— ‘_._r + -
como =3 = Brryety aplicando (4.1.L.8.2.)

tenemos

-4
Plxsx,vsx) 4 (2“)‘5'6*952?‘.%‘}4’(::) Tix,e)

(4.1.L.8.3.)
Ahora evaluaremos J(X,r). Sea 5=%¥ y --

t= ¥ | 105 linites son -w<tem y‘_"ﬁ'-::'-'.“(q
El Jacotiano de la transformacibn es:
1T = 2/ wen
- asf que
dsdt = 2439v/wiem

luego entonces

xcx.rm(“’“"’ fcxp -t wf‘ &ds dt

[N

12

= w3(ibr) 2 exp ‘.‘%- { exp ‘:-";-rﬂf dt

= wlier) -re’“’l cm /z )/2{dt e’“"zum‘
£ o (1- ()

=(am) W) expl ) (1 605

(4.1.1L.8.4.)
Multiplicando (4.1.L.8.4.) y (4.1.L.8.3,) se-

obtiene el resultado.
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ANEXO 3

DEMOSTRACION DE LOS LEMAS UTILIZADOS PARA LA DEMOSTRACION

DEL TEOREMA 4.2.T.2.
‘LEMA 4.2.L.6,

Supongamos que (4.2.T.2.1.) 6 (4.2.T.2.2.) ge-
cunple, entonces

h’m IOST I
Tow - 4 T 20 (4.2.L.6.1.)

m ) =0

P, £44.2.L.6.2.)

DEMOSTRACION
Supongamos que (4.2.T.2.1.) se cumple, es de-~
cir  Wm rledtogley=z 0
L X -T1. -] '
entonces es claro que
i =
t‘_;vawo r) = 0
Por otro lado, para mostrar que (4.2.T7.2.1) ~-
implica (4.2.L.6.1.), consideremos el hecho de
que
log T f rdE = |°8T5 r de +
T‘ o

*-losTSJ;mJt (4.2.0.6.3.)
Tomemos e] primer término del lado derecho de-
(4.2.L.6.3. )

l__‘é.Tf rerdt ¢ 1037 5 0
[} v‘? T 0©
Tomemos ahora el segundo término del lado dere

cho de (4.2.1.6.3.)
T
oy T { iy dt
T VP

Sea E¥0 arbitrario. Entonces para T suficien-
temente grande



Pe) < & g1ty VT
log L&)
asf que
T T
log ™[ cuate ¢ & log T[* 3t
T v T = lQS’t
¢ BN v e
T\og‘f—‘ leg T &

y como €Y © es arbitrario el resultado se si-
gue en su pbrimera parte.
Supongamos ahora que

[.e]
S; rie)dt oo

directamente

lim vit) = ©
Ab oo
falta mostrar que

lim logT frmdt =0
T T

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

10T T %
‘i’_l@‘ _grmdt $ ‘_%LT( for‘u.-)cle) 1:—2 o

Por lo que el lema estd demostrado.

LEMA 4.2.L.7.
& T
l/ log T =0

IWm FLE)Y = 0
t>oo

Entopces la gondici6p (4.2.T7.1.2.) ge cupple.
REMOSTRACION

Sean €'Y0 arbitrario. to tal que si €t X ﬁo,ﬁﬂ(&‘

festo es posible porque ™t) —D O se cumple) y
t->ea
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sea m' el entero mis pedueﬁo tal que ===w=--
1
(m'+1d QA W y» te . Esto es

Y
w oz f. \A-“to /a.]
Disponiendo la suwma de (4.2 T.1.2 ) como sgigue
m
2 Quw = iQKm ¢2 Q, un
Kzl Kim'yd

£4t¢eo

por

entonces

sxm‘ -0

2 Quewr ¢} [ (k37T + L4 14 w5340
Sea @ cualquier valor tal que 0¢®<¢ A . Por -
el lema 4.).L4.. 51 LYO

f1-plouwr} s ‘P(Ou.)..eu (‘«P(u-ﬂ

-t gl
$¢6 U (- tbcnm(l.-u)

d 8 .6
$§O(1- o) (L -0,

Consecuentemente, cuando W -»>e
G ()
f Q(.u.\s(u-&)f Cl=du) =

2m'ri ¥zm it

~(L+€'){( )+0th~
"u.)-I
+u-¢m\)"£ \(l a1 |
pero como £'>0 era arblt_rarlo, es suficiente -
probar que

k,:?m (1"4"“‘)f (- 4:@?“ —J.‘: =0,

Kam'l
Se puede mostrar que existe una constante C, po
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sitiva tal que por definicidn de ng(,u.)
si fLw ¢ 8§

G b)) ¢, (~log Ci= ) Mty
y entonces es suficiente probar

‘ o
lim log m 2. Tklw = 0 €4.2.L.7.1)

U->o0
m K=

Por el lema 4.2.L.9., la condici6n (4.2.L.7.1.)
es equivalente a la condici6n

f'm lngerdb =0

T-ve0
con lo que el lema estd probado.

LEMA 4.2.L.8.

Para que la desiqualdad (4.2.7.1.1.) se cumpla
basta que (4.2.T.2.1) 6 (4.2.T7.2.2.) se satis-
fagun.

REMOSTRACION

Sean ‘F(x.) una funcién no negativa tal que

Lim fox) ze , LW x%f(rh Yix) =0

X X-ve0
Y £Yo0 arbitrario.

Para X suficientemente grande
fea/ing gy x® wen b =
2,
= W ¥ ) Wy /A S €

Por el lema 4.1.L.1., entonces
I'm sup PR2(fua) >y $E
XD
Y como £ es arbitrario

[V sup Ph2(fcxN>x) =0
X -h

Por la estacionaridad de X se sigue gque en -~
cualquiera de los intervalos

(G-nA (q=-N A
+ F(xd
KHg X2 Y00 0, X wex) F >
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La probabilidad de que X(¢)» x se aproxima a ce-
ro en el lfmite cuando X -> o0 .

De aquf lo mismo pasa para Pu_L-) .

Por el lema 4.2.L.5.

Dl h,w) ¢ m Zl () (w1 vtel)
con
2%
Lu. ft.u.)]
O
melA/H, Www]
2

L e
dloaey = (1-rt) " explipier ) o

La condici6n {4.2.7.2.1.) implica directamente -
que .
[ ()
to@

Entonces por (4.2.T.2.2.) se sique que
s n —> U =% 00
lu?eim‘ Wi o st
Asf que sin pérdida de generalidad podemos reem-
plazar el término { L — fg¢w) )T por cualquier
constante €, m&s grande que uno. Esto es, para

4 suficientemente grande
'Dn(a. A, w) s Q m Z [ vy C"qu,;q,.ml {=
= Q mz_'llr'“cml(exp{ ¥ )‘*"“‘w
¢gm T 16w '"""*‘““wcﬁ

con (3 otra constante fmlta positiva.

1

Es mds, existe una constante (4 positiva fini-

ta tal que
2 jnetw

2
Dol o, )x,u) £Cy f;l':f‘ | Q(u-)l t'lc““(i m ur“"‘ar,“lu)\ L

Primero supongamos que (4.2.T.2.1,) se cumple,
Sea

()= sup r©Y]
t &S ¢oo
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Entonces

Sterlogt & sup risy log (sy —» O

tisim +>00
pero \
2 16 twd
T T le Inetuwal
p IR gy | 2log m Tk
Lot it

Para K -Qf.\ [ ClP{ZS(Lﬂmadé)lozm‘l
pero 2
S(tan)a u.:) logm 4 Cs S(@Luﬂlog(l/\'(m}

con {5 una constante positiva finita.

-
sea Prx) = (W)

Entonces {-’m satisface las condiciones del lema.
Pero

§ ) log (‘t/ V(u)) = §(fwn \og ( ({(_m)z )=
2285 (fuN) Vog fLuy = 0

vV camo
il
WAL R 26 (log m)
u-$eo
Sustituyendo en {4.2.L.8.1,)

2 2lnun)
m Zlf'(u.\\ Wil oTRaat ¢

ssctcw\\lag((hu\))o(\o W) e
3 ——
e expl SCEN! Log((£Lwd) u_:wo
Asi aque esto muestra que (4.2.T.2.1.) es sufi--
ciente.
Ahora consideremos la condicidén (4.2.7.2.2.).

sea (5 tal que 04(3(% para W suficientemente -
grande.

SUPI’RW)I&(& y

I*K/.m “\ (.\A)’
Sup ulr tl‘utuﬂ mletu)I 4 m(a
[TY.1Y.]
Asf, por el lema 4.2.L.9.



Oala),u) ¢ ¢ mf Zlmu.nu “of T

f’:rmue +o(o.u "5 sz fh'(m!.ltm(au\“f“)"5

Entonces es suficiente probar que existe una -
/.5)0 tal que

Y
m TF [T lewl 8t <o
T °
Por la desigualdad de Cauchy-Shwarz

T 2 T

- -

(TP [ riende Y ¢ T mdt o

(] ] T 00

Para cualquier A€ (o,%4) . Con lo que estd

demostrado que la condicién (4.2.T.2.2.) es su~

ficlente y el lema esta probado.

LEMA 4.2.L.9.

gi 4.1.2. se cumple para toda w3
81 W=

m -
lr‘“tu.\l = -'« folr‘w\ dt+ 6lai’™)

L
mk:
..1,/4
Con T=mauw
REMOSTRACION
Por definicién

f Nl = f \Muu. ‘)] =
K=1 “Ud

Ka,u Vi
ot § L dsindkadi e

i whaa i
Y n

suaa"“ e ‘
mwm&/.tlf‘(shrtmu ylds
Por la desiqualdad de incrementos Loeve [)]

p. 195] y por la estacmnaridadu
Koo Ve au
frisy~rlkaW s <2 5’ (r-ris))ds

k-nald™®

86
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por lo tanto el

e LY. NV Y \
LR el e § iestds | 2
mEsl G

~t
=2 Y (1=l ds 2o(al )
o]

Cuando w00 uniformemente en wm .
Por lo que el lema estd probado.
Y por Gltimo

LEMA 4.2.L.10,
Sea C -gualquier real positivo finito y sean -
PG, PLuy las dos medidas qaussianas multivaria
dag pormalizadas. Esto es Pt)y Plygon medi--
das baje las quales lag gomponentes estdn dis-
tribuidas pormaleg gonjuntas ¢on media cero y-
¢ada una varianza unpitaria. Sean las covarian
zas respectivas Yy, v (‘és .
gntonce

\ w(xn:.-» e)f~? {ucxw\m)?\

t lr' "rCJ‘Q(e)“‘t“)
A.l'
Donde, & ‘
e, ini ) == ¥ ) e (H'lf$\1

< " .ol

\"“;S z mAX (F lrt:;\

Este lema fué probade originalmente por Berman
[ L] para el caso en que ambas medidas son es
tacionarias. El presente lema estd dado y pro
bado en James Pickands III [}].
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