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INTRODUCCION 

El Análisis de Trayectorias es una forma de análisis de 
regresión lineal con respecto a variables estandarizadas (media 

cero y varianza uno). Los resultados que se desprenden del 

Análisis deben ser consistentes con la estructura y compatibles 

con los datos observados de las variables involucradas. 

El Análisis de Trayectorias fué desarrollado por sewall 
Wright en 1918, para explicar relaciones causales en poblaciones 

genéticas. Más tarde (1960) se extendió su utilización en el campo 
de las ciencias sociales y la sociologia. 

Debido a que el Análisis de Trayectorias es un tipo de 

Análisis de Regresión. En el capitulo 1 se hace notar la diferen
cia entre los dos tipos de análisis, desde el punto de vista 

de la predicción o de la explicación de un suceso. 

Aunque el tema tiene bastante generalidad, se desarrollará el 

caso particular de los sistemas recursivos. Se dice que un sistema 

es recursivo, si dos variables no pueden ser reciprocamente 
11Causa 11 y "efecto". Los términos causa y efecto, se presentarán 

explicitamente en el capitulo 2 al igual que los diferentes tipos 
de relaciones causales y la construcción de un modelo causal. 
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El capitulo 3 trata del Análisis de regresión y correlación. 

Esto como una introducción a lo que es el análisis de trayectorias 

por ser un análisis de regresión estandarizado (cabe mencionar que 

existe dicho análisis para variables no estandarizadas) de tipo 

causal. 

En el capitulo 4 se desarrolla el análisis de trayectorias 

donde se plante:a como una herramienta que permite determinar la 
estructura que mejor se ajusta a los datos. En el capitulo 5 se 
muestran varias aplicaciones del Análisis de Trayectorias, en 

estudios realizados en la Biologia y en diferentes áreas de las 

Ciencias Sociales. 
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CAPITULO 

1 

EL PROBLEMA 

Los modelos estadisticos lineales son la base de los métodos 

estadisticos más usuales en áreas como regresión y diseño de 

experimentos. En estas áreas, el planteamiento del modelo no 

contempla la relación de causa-efecto que puede existir entre las 

variables. Esto se debe a que el investigador está consciente de 

que tal relación puede no existir y por lo tanto no la contempla. 

Pero si él aplica un modelo de regresión y sucede que debe optar 

por un modelo que considere la relación causal (por ejemplo el 

modelo de trayectorias), entonces existe un problema para el cual 

los resultados y conclusiones obtenidas via regresión por lo 

general no son suficientemente útiles. 

Si de antemano el investigador sabe o infiere que existe una 

relación de causa-efecto, como en el caso de una población 
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qenética, un estudio médico, factores que influyen en la explosión 
demográfica o en el aumento o disminución del precio de un producto 

etc. el investigador no se puede apoyar simplemente en un modelo 

de regresión en el cual se observa la asociación entre las 

variables explicativas y la variable respuesta, pero no se puede 

asegurar nada en el sentido de que las variables explicativas 

causen directamente la variación de la variable respuesta (Méndez, 

1987). En tal caso,es necesario plantear algún modelo que 

considere la relación de causa efecto, como por ejemplo el modelo 
de trayectorias. Esto no quiere decir que se utilice el modelo de 

trayectorias en lugar del modelo de regresión, más bien se utiliza 

el primero como complemento del segundo, debido a que teóricamente 

se establecen relaciones de causa y efecto entre las variables. 

La estadistica tradicional derivada del método de mínimos 

cuadrados está dirigida a la predicción y explicación de las 
variables involucradas. Mientras que el método de trayectorias no 

se ocupa de la predicción, más bien, procura dar una interpreta

ción plausible de las relaciones entre las variables. En otras 

palabras se preocupa de elegir una estructura causal compatible 

con los datos observados. 

Para ilustrar la distinción entre predicción e interpretación 

plausible se muestra el siguiente ejemplo (Li, 1975, pp. 2-4): 
-en un estudio de la aceptación o rechazo de anticonceptivos de 

las amas de casa jóvenes en Taiwan, el equipo de investigación 

(compuesto por científicos sociales, bioestadísticos y médicos) 

observó las siguientes variables (causales) para esposo y esposa: 

edad, educación, ocupación, ingreso, vivienda, salud, nt.imero de 

hijos vivos, etc. Ajustando una regresión para todas estas 

variables encontrarón que el factor simple más importante, fué el 

n\imero de artefactos eléctricos en el hogar (ventiladores, 

tostadores etc.) poseídos por cada familia. 
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Si la predicción es el propósito, entonces, el numero de 

artefactos eléctricos seria probablemente el mejor indicador o 

predictor para la aceptación de anticonceptivos. si se 

considera que los artefactos eléctricos constituyen una causa 

importante para la aceptación de anticonceptivos entonces, la 

planeación familiar estaria asegurada mediante una distribución 

apropiada de aparatos eléctricos, lo cual resultaria más barato 

que la atención y recursos que requiere un niño, en términos 

económicos. 

si se aplica un Análisis de trayectorias al mismo conjunto 

de datos, lo primero seria intentar una explicación plausible 

del fenómeno mediante la construcción de un diagrama que 

especifique la naturaleza de las relaciones de causalidad, y de 

acuerdo a ese diagrama se efectuaria el análisis. En este caso 

particular, probablemente se observaria que la aceptación de 
anticonceptivos (Y) y el número de artefactos eléctricos (X), son 

consecuencia de las mismas variables causales, tales como la 

educación, ingreso, etc •. Esto es, que la gente con más educación 

y más altos ingresos tienen mayor aceptación a los anticonceptivos 

y también puede adquirir más artefactos eléctricos. 

La diferencia entre análisis de regresión múltiple y el de 

trayectorias en este caso muy simple, se refleja en los siguientes 

dos diagramas, tomando a W como el conjunto de las variables 

educación, ocupación, ingresos etc, a X como número de artefactos 

eléctricos y a Y como aceptación de anticonceptivos. 

Expl lcacllin Plau•lble 
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El método de lectura de tales diagramas se comentará en 

detalle en el capitulo 4. El diagrama de la izquierda, representa 

la aceptación de anticonceptivos (Y), como una combinación lineal 

de las variables X y w. En el diagrama de la derecha, la variable 

X (el número de artefactos eléctricos) y Y (la aceptación de 

anticonceptivos) , se observan como dos consecuencias del mismo 

conjunto de variables w. 

Note que podemos aplicar cualquiera de los dos métodos para 

resolver este problema en particular, sin embargo debemos estar 

conscientes, y saber cuál es nuestro próposito (si predicción 

o explicación), al momento de decidir cuál aplicar. 
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CAPITULO 
2 

SISTEMAS CAUSALES 

El concepto de causalidad es de suma importancia debido a que 

para la mayoria de los sucesos que ocurren, podrian establecerse 

relaciones de causa-efecto. 

Ejemplo.- En la teoria clásica del precio: El decremento 

del precio de un bien puede ser causado por el aumento de la 

oferta de esa mercancia, por la disminución de su demanda o por 
la combinación de ambos elementos. Si lo que se desea es explicar 

la baja del precio del trigo en un año concreto, lo más factible 

será buscar el volumen de la cosecha de aquel año, esto a su 

vez está en función de la superficie sembrada, de la cantidad de 

lluvia y de la cantidad de abono aplicado. Como se observa en 

este ejemplo, el efecto es la baja del precio y las causas son, 

el aumento en la oferta o la disminución de su demanda. 
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se puede generalizar este tipo de problemas: Sea A(a:) una 

proposición relativa a la situación a: (p. ej., la oferta aumenta 

en el mercado a: ) , y sea B(a:) una proposición más acerca de a: 

(p. ej., el precio desciende en el mercado a: ) • Entonces la 

proposición de relación entre A(a:) y B(a:) es de la forma: 

A(a:) B(a:) 

que se interpreta: A(a:) ocasiona o tiene por efecto B(a:). 

DEFINIC10N DE EFECTO CAUSAL 

Para dar una definición de efecto causal es necesario dar una 

definición de causalidad. Según Norman y Hadlai(l975). 

' Definicion "operacional" ~ causalidad: a:
1 

!tl! .Y.DA ~ si§. a:
0 

.§...1 ~ s~lo si a:
0 
~ ~ cambiada ~ manipular a: 1 ~ 

Primero, la noción de causalidad implica predicción, pero 

predicción de una clase particular. Predicciones matemáticas o 

estadísticas que no implican la capacidad de producir cambios son 

excluidas de esta definición. Segundo, para juzgar que se 

entiende por "sólo" en la definición, se debe entender la noción 

de jerarquía causal y control relevante. Por ahora, sólo note que 

al manipular a:
1 

no implica que todas las otras causas de a:
0 

estén 

controladas, o se mantengan constantes, ya que al catn.biar a:
1

, 

esto traerá cambios en muchas otras variables que sean afectadas 

por a:
1

• 

Etecto causal.- Tomando a a:
0 

como la variable respuesta y a 

a:
1 

como la variable explicativa en un experimento ideal y 

suponiendo que el sistema causal es lineal, aditivo y 

unidireccional, entonces la relación entre a:
0 

y a:
1 

es de la forma: 

(2.1) 
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donde c
0 

es una constante fija para la magnitud de 

por una unidad de cambio en ~1 • 

cambio en 

El coeficiente c
0 

asi medido será llamado el coeficiente 
lineal del efecto causal, o simplemente el coeficiente del efecto. 

si ésto se relaciona con el modelo de regresión lineal sin 

ordenada al origen, se observa, que dada una regresión entre ~ y v 
el modelo ajustado es, 

" = ba: 

Aqui, b no puede ser interpretada como el coeficiente del 

efecto si no como el coeficiente de regresión, debido a que 

regresión lineal no considera la relación de causa y efecto. 

Análogamente, si se interpretan los coeficientes de regresión 

como coeficientes de efecto (es decir, considerando el orden 

causal) se está haCiendo una interpretación analítica de 
trayectorias. 

En la ecuación 2 .1 se observa una relación de causalidad 

lineal entre ~o y ~ 1 • Para una discusión amplia sobre este punto, 

ver Blalock(l971) . 

RELACION DE CAUSALIDAD 

Una vez definido lo que es efecto causal, se pueden ver 

relaciones de causalidad. 

Desde el punto de vista filosófico, se puede entender como 

causa aquello que es capaz de producir o modificar la manera de 

ser de lo que ya es. 
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Esta noción de causa implica una distinción importante, sin 

duda en la investigación científica, entre la causa que produce 

algo nuevo de aquella que soló modifica lo ya existente. 

Se dice que dos variables, presentan una relación de 
causalidad, cuando una variable influye en la otra, en el sentido 

de que una modificación en la primera produce o dá lugar a una 
modificación en la segunda. 

como menciona Ph. Van Parijs en su trabajo "La syntase de 

I'explicatión dans les sciences sociales" existe una relación 

causal cuando modificando A se puede producir una modificación en 

B. 

De aquí que, cientificamente, las definiciones de causa y 
relación causal se centren en esta idea de sucesión necesaria, 

constante e irreversible. 

J. A. oavis escribe (1972, p. 108) que "dos variables tienen 

una relación causal cuando una reordenación de casos de una va 

seguida de una reordenación de casos de la otra". Y stefan Novak 

(1975, p. 82) afirma que "decir que S es la causa de B significa 

que donde quiera que y siempre que, dentro de los limites de la 

generalización causal de que se trate, s ocurre (o deberia 

ocurrir) es (o deberia ser) seguido por B, independientemente de 

si s ocurre o (deberia ocurrir) espontáneamente o fue traido a la 

existencia por alguna acción voluntaria o por cualquier "Actor" o 

"producto"º. 

como menciona Sierra(l9Bl, p. 268). Una consecuencia 

importante de esta idea científica de causa, es que la causalidad 

no se puede comprobar de manera inductiva, empírica, sino que 

supone una inferencia deductiva, es decir un apoyo o sustento 

teórico. 
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Una nota importante al respecto es como dice Parijs(p.228) 
11 incluso en la experimentación más cuidada, uno no está nunca 

seguro de que todas las variables susceptibles de influir en la 

variable efecto han sido controladas". 

Tipos de relaciones causales.-Oentro de las relaciones 
causales existen varios tipos, por la forma en como se presentan. 

Hoy en dia como menciona Méndez (1987) en la ciencia moderna se 

reconocen los siguientes tipos: las causas necesarias, las 
suficientes, las contribuyentes, y las necesarias y suficientes. 

causa necesaria.-Una condición~ es una causa necesaria para 

el efecto ~, si v siempre es precedida por ~, pero puede ocurrir ~ 

sin que ocurra ~- Esquematizando: 

Por ejemplo: ~ puede ser introducción de amibas 

en el organismo y ~ la enfermedad amibiasis. 
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Causa suficiente. -una condición a: es una causa suficiente 

para el efecto ~, si a: siempre causa a q, pero puede ocurrir q sin 

que ocurra a:. 

Ejemplo: a: falta de hierro en la dieta y 1J la 

anemia. 

causa contribuyente.-Una condición a: es contribuyente para q, 

si se asocian frecuentemente a: y q. Pero puede ocurrir ~ sin que 

ocurra i¡, y v sin que ocurra a:. 

a: 

Ejemplo: a: fumar, ~ cáncer pulmonar. 
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Causa suficiente y necesaria (determinista).-Una condición ~ 

es necesaria y suficiente para v, si v siempre es precedida por ~ 
y ~ siempre conduce a V• 

a:-----+ 'I 

Ejemplo: Considere un gas a volumen constante, 

entonces ~ presión y ~ temperatura del gas. 

MODELOS CAUSALES 

Los modelos causales lineales constan de una o más 

ecuaciones. cada ecuación permite representar las relaciones 

causales que existen entre las variables. Al conjunto de estas 

ecuaciones se le llama estructura lineal. 

Estos modelos se suelen considerar también como 
estructurales, en cuanto que estudian las relaciones de influencia 

entre las variables de un sistema y pretenden determinar la 

estructura de dichas relaciones. Por ejemplo, el modelo de 

trayectorias. A este respecto, cabe recordar la importante 

distinción entre la investigación experimental y la no 

experimental. 

Investigación experimental.- se basa, en la reducción de los 

complejos sistemas de causalidad reales a sistemas o modelos 

sencillos, mediante el aislamiento y control experimental de las 

variables, es decir las condiciones causales son modificadas a 

voluntad del investigador. 

Investigación no experimental. - En las investigaciones no 

experimentales, no existe el aislamiento y el control experi-
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mental. En este tipo de investigación no hay modificación 

producida por el investigador de las condiciones causales. 

Los modelos causales, se basan en la idea de causalidad, por 

lo que es conveniente hacer referencia a el problema de 
identificación, que se presenta en relación a estos modelos, 
debido a que desembocan en un sistema de relaciones que conducen 

a un conjunto de ecuaciones (Sistema de ecuaciones simultáneas). 

EL PROBLEHA DE IDENTIFICACION 

Para un modelo dado y unos datos determinados, se dice que 

una estructura está identificada, si existe únicamente una 
estructura que sea a la vez admisible respecto a los datos y al 

modelo. 

En relación a este punto existen para un modelo determinado, 

~nicamente tres alternativas: 

1.- La subidentificación. 

2.- La identificación exacta. 

J.- la sobreidentificación. 

Subidentiflcación. - El sistema de ecuaciones que determina 

el modelo, no ofrece información suficiente para encontrar el 

valor de todas y cada una de las incógnitas 

Identif"icación exacta. - Aqui, por el contrario, si existe 

dicha información y el sistema tiene solución ünica. 

Sobreidentificación.-Por último, en este caso se da un exceso 

de información, por lo que no es posible hallar una solución que 

satisfaga a la vez a todas las ecuaciones del sistema. sin 
embargo, pueden elegirse subsistemas determinados que proporcionen 
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soluciones al sistema, si bien éstas serán diversas y tantas como 

subsistemas se puedan construir. 

La identificabilidad de un modelo depende en esencia de que 

el sistema de parámetros sea, en términos matemáticos: 

oeterminado.-Igual número de ecuaciones independientes que de 

incógnitas. 

Indeterminado o subidentificado.-Mayor número de incógnitas 

que de ecuaciones. 

Incompatible o sobreidentificado.-Mayor número de ecuaciones 

que de incógnitas. 

una vez visto los posibles problemas que se pueden presentar, 

se procedera a construir un modelo. 

CONSTRUCCIÓN DEL HODELO 

Los científicos intentan resumir la complejidad de los 

fenómenos en leyes, hip6tesis o modelos, para el mejor 

entendimiento y control de los mismos. 

un modelo en este sentido no es una réplica física de el 

sistema bajo estudio, más bien intenta describir las principales 

relaciones entre las variables de interés. 

El proceso de construcción del modelo consiste en proponer 

un conjunto de expresiones para estas relaciones, y ver que tanto 

la conducta del modelo imita adecuadamente la conducta del 

sistema o fenómeno. Los modelos son construidos para propósitos 

especificos y no necesariamente intentan describir en detalle 

cada faceta del fenómeno. 
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Uno de los problemas básicos en estadística es la 
especificación del modelo a ser usado. 

ESTRUCTURA DEL HODELO 

Considerando el sistema en el cual las cantidades 

l.J1 1 l.J2 1 1JJ, ••• ,'Jk y a:a,a:t>,a:c, ••• ,ir.q son medibles, donde las K 

variables quedan determinadas por las a:'•· Es decir, cada variable 

endógena 'Jl queda absoluta y únicamente causada por el grupo de 

variables exógenas a:'s. 

El modelo causal. - Sean las ecuaciones siguientes con las 

cuales se expresan estas relaciones causales. 

tp=Ft (a:a,a:b, ••• a:q; a11,cx12, ••• ata) 

1.J.2=F2 (a:a,a:b, ••• tr.q; a21,a:22, ••• a:21m) (2.2) 

Estas ecuaciones son llamadas estructurales, en donde los 

parámetros denotados por a, pueden ser constantes físicas, 

químicas, biológicas o psicológicas, económicas, tecnológicas, 
etc. las t¡l son los efectos y las ld. las causas. 

Introduciendo la variaci6n aleatoria en el sistema de 

ecuaciones se puede describir la situación en la que existen: 

variaciones debidas al conjunto de factores no observados 

explícitamente, o a posibles errores de medición. 

En los modelos causales, dado un conjunto de ecuaciones la 

distinción entre variables explicativas y explicadaa es ambigua 

porque una misma variable puede ser explicativa en una ecuación y 
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explicada en otra; cuando se trata de sistemas de ecuaciones se 

distingue, más bien, entre variables endógenas, que son las que 

dependen de otra en alguna de las ecuaciones; y exógenas, que no 

dependen de ninguna otra de las consideradas en el sistema. 

La idea básica es que las variables pueden ser dispuestas 

jerarquicamente en términos de sus prioridades causales. 

ANALISIS CAUSAL 

En los años sesenta se popularizó el entonces llamado 

análisis causal (Cuyos orígenes se remontan a un trabajo en 

genética poblacional escrito por Wright en 1921, pp. 557-585), que 

se percibia como una generalización del análisis mul ti variado y 
que tuvo un fuerte impacto sobre la investigación 

de que sólo se aplicaba a variables métricas 

métricas las que se miden en escalas de intervalo 

social, a pesar 

(son variables 

o de razón) y a 
variables dicotómicas. Una vez que se apreció la profundidad de 

la discusión en torno a la noción de causalidad, toma el nombre 

con el cual se le conoce hasta hoy:Análisis de Trayectorias o de 

senderos (Path Analysis). 

Ejemplo. - Suponiendo que para realizar la explicación del 

rendimiento escolar (V) se dispone de las variables, estatus 

socioeconómico del padre (a:a), grado de educación del padre (~1) y 

prestigio del hijo en la clase (~2) • suponiendo además que se 

recurre a un modelo de trayectorias (tomando en cuenta la 

relación de causa y efecto que existe entre las variables). 
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En seguida se construyen dos posibles diagramas de las relaciones 

de causa-efecto. 

CCa----+ "1 ----+ 'J.2 ----+ " 
~-~r 

IJ.+--- IJ2 

(a) (b) 

FIC.2.1 Slwlcaa• cau•ales. 

Las ecuaciones correspondientes a cada diagrama son 

construidas directamente del mismo. Para el caso del diagrama (b) 

las ecuaciones son escritas como, 

lJt = P
1

.a:a 

" 2 p21"1 • p2ila:a 

"= po2"2 

las cuales no contienen variables de error porque el diagrama no 

las contempla. Sin embargo, puede considerarse que estos errores 

existen por las variables (aleatorias) que han sido excluidas 

del modelo. 

Note que estos diagramas no son todos los que se pueden 

construir con cuatro variables, existen todas las combinaciones 

posibles; pero la construcción de diagramas y la decisión de cual 

tomar para el análisis se discute en el capitulo 4 (Análisis de 

trayectoria), con apoyo en el capitulo 3 (Análisis de regresión). 
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CAPITULO 
3 

REGRESION 
y 

CORRELACION 

En algunos problemas interesa a menudo no sólo las pruebas de 

significancia y las medidas de asociación, sino que también, se 

quiere describir la naturaleza de la relación entre dos variables, 

de modo que conociendo una de ellas se pueda anticipar la otra. 

Cuando el interés se centra ante todo en la tarea exploradora 

de encontrar cuáles variables se relacionan con una variable 
determinada, interesa por lo regular el grados o fuerza de las 

relaciones. En particular los coeficientes de correlación, pero si 

lo que se intenta es predecir el valor de una variable apartir 

de otra, además de conocer la forma o la naturaleza de la relación 

entre las variables, entonces se debe hacer una Regresión. 
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REGRESION LINEAL SIHPLE 

El Análisis de Regresión simple, es un instrumento 

estadistico importante y general que sirve para estudiar la 

naturaleza y forma de asociación lineal entre dos variables. 

En la relación de regresión sólo se considera aleatoria una 

de las variables, llamada variable 
variable explicativa (a;) esta fija. 

aquella cuyo cambio se considera en 

explicativa. 

respuesta (y), la otra, 
La variable respuesta es 

función de la variable 

Al plantear el modelo, podrian esperarse problemas de 
estimación muy dificiles. Sin embargo, los métodos de estimación 

se componen de técnicas básicas simples. El conocimiento detallado 

del principio de mínimos cuadrados, hace falta para presentar el 

material que sigue. De esta manera se explicará regresión lineal 

simple, 

'I = f(a;) (3.1) 

este paso simplemente identifica a la variable a;, la cual se 

considera que influye sobre la variable V• 

Un supuesto más consiste en especificar la forma de la 
relación entre v y ~. El conocimiento del interesado puede sugerir 
la forma funcional precisa que debe usarse, o ciertas condiciones 

secundarias que debe cumplir con respecto .a la ordenada en el 
origen, la pendiente y la curvatura de la función. una gran 
variedad de funciones pueden cumplir estos requerimientos, por lo 
que, el Análisis Estadistica proporciona la ayuda para elegir 

entre ellas. Si bien la idea de regresión es general, la 
mayoría de los desarrollos estadisticos se han realizado con los 

modelos más simples. En particular, se va a suponer que la forma 

de la ecuación de regresión es lineal. 
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Ecuación de la linea recta, - Si la regresión de a: y IJ es 

lineal, o sea una relación en linea recta, se puede escribir la 

ecuación como sique: 

(3.2) 

Donde P
0 

se conoce como la ordenada al origen y ~ 1 como la 

pendiente de la recta. /1
1 

es la razón de cambio en 'J por una 

unidad de cambio en ~; como lo muestra la figura 3.1. 

FJC. 3.1 La linea racla. 

Los números ~o y ~. son llamados parámetros. En aplicaciones 

estadísticas, estos parámetros no son conocidos y deben ser 
estimados usando los datos de la muestra. 

En este caso la forma de la relación entre ~ y ~ esta dada 

por la ecuación de la linea recta. sin embargo, existen otras 

relaciones entre dos variables, como pueden ser: 

bx 
'J = ere 
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La tercera relación es lineal en las variables IJ y ux, y las 

otras dos son lineales si se toman logaritmos en ambos miembros, 

con lo cual se tiene: 

respectivamente. La primera es lineal en « y en logaritmo de v, y 
la segunda en los logaritmos de ambas variables. 

Errores 11 8 11 • - Devido a que existe dispersión alrededor de 

la ecuación de regresión, se representa el valor real de y 

mediante una ecuación lineal que contiene un término de error, 

denotado por 81. Este término de perturbación puede originarse 

por errores · de medición en tJ. El efecto de variables 

explícitamente no incluidas en el modelo tambien contribuye a los 

errores. 

Si la mayor parte de estas variables omitidas tienen 

individualmente un efecto menor, y si además son independientes 

entre ellas, es razonable suponer que el valor esperado 

correspondiente al factor de perturbación o error E(€1) es igual 

a cero. Los errores 8 son variables aleatorias no conocidas. 

En la práctica estas suposiciones generalmente requieren 

ser verificadas. Para hacer los errores de ajuste más pequeños se 

utilizan las transformaciones de las variables originales, además 

para que algunos supuestos sobre las caracteristicas aleatorias de 

esos errores se cumplan. Por ejemplo la normalidad y la 

homogeneidad de varianzas. 

En resumen, se supone que los errores «1 tienen media cero, 

E(C1) =O, 1 = 1 1 2 1 :1, ••• 1 n 
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varianza desconocida constante, 

y que los errores no están mutuamente correlacionados, 

cov(€1,8'J) •o, V l • J, 

En algunas aplicaciones es necesario hacer suposiciones sobre 
la distribución de los errores, en este caso se supone Normalidad 
(los errores siguen una distribución probabilistica Normal). Esto 

se hace ya que es usada principalmente para realizar pruebas de 
hipótesis y construir intervalos de confianza. 

Tomando en cuenta las suposiciones anteriores, se dice que 
los 81 son Normales e independientemente distribuidos con media 
cero y varianza común u 2

• 

81 _ N (o, u2 ) 

El modelo de regresión lineal simple. - En los casos en los 
que el marco conceptual lleva a la especificación de un modelo 

que postula la presencia de una variable explicada (V) determinada 

linealmente a través de una variable explicativa (a:), el modelo 

apropiado es el de regresión simple, 

1 = 1,2,:J, ••• ,n (3.3) 

con 

E(S1) m o 

var(S1) u• 

Cov(S1, S¡) a O 1 .. J 
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Literalmente se tiene que los valores de ~· son determinados 
por loa valores de ~l y gt, a través de la ecuación especificada. 

Las €1's son cantidades aleatorias no conocidas. a0 , a,, y u2, son 

no conocidas, pero pueden ser estimadas mediante los valores 
observados ~'s y ~'s, por cualquiera de los siguientes dos 
métodos: 

El método de minimos cuadrados. 

El método de máxima verosimilitud. 

Estimación por el método de mínimos cuadrados.- Existen 

problemas donde un conjunto de pares de datos indican que la 

regresión es lineal, pero la distribución de las variables 

involucradas no es conocida y se quieren estimar los coeficientes 

de regresión p
0 

y (l
1

• Problemas de este tipo son usualmente 

resueltos con el método de minimos cuadrados, un método de ajuste 

de curvas sugerido por el matemático francés Adrien Legendre a 

principios del siglo XIX, que no considera la distribución de las 

C1's o de las ~1•s, Freund y Walpole(1980, pp. 436-440). 

Denotando a los errores de ajuste observados o residuos, 

por e1, donde cada el esta dado por la ecuación 

l = 1,2,3, ••• ,n (3.4) 

como lo muestra la figura siguiente: 

tar . 
X 

rtG. 3.2' Crllerlo de •lnl•o• cuadrado•. 
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donde ~1 es el estimador del valor de 'JI. Asi que los valores 

ajustados o estimados y1 están dados por la ecuación 

"' 1 = 1,2,3, ••• 1 n (3.5) 

La diferencia 

residuales e1 son 

entre los 81's y e1's es 

observables y serán usados 

importante, los 

para verificar 

suposiciones, mientras que los errores 81 no son observables. 

Este método está basado en minimizar la suma de cuadrados de 

los residuales (SCR). Dado un conjunto de pares de datos {(a:1,yiJ; 
1=1,2, •.• n}, los estimadores por minlmos cuadrados 

coeficientes de regresión son los valores ~o y P
1 

para los 

la cantidad 

SCR = i: e 2 = L{ - ¡2 
t • 1 1 l • yi - y 1 

de los 

cuales 

(3.6) 

es minima. Derivando parcialmente con respecto a /3
0 

y /3
1 

e 

igualando a cero, se obtiene 

n _ n 

l: "' - p0n + 11 11 ~•"'' 
lªI 

(3.7) 

Resolviendo este sistema de ecuaciones llamadas normales 

para P
0 

y p
1

• Los estimadores por minimos cuadrados de ¡?
1 

y ¡?
0
son: 

n 

,?;, (a:1 - O:¡ ('11 - ii"l 
~1 • ~'---n------.--

1 !=1 (a:I - a:) 

25 



(3 .8) 

donde 

son el promedio de la muestra para ~• y v1 respectivamente. Y 

n - 2 
.~. (a:1 - a:) 

sea diferente de cero. 

Propiedades de los estimadores por mínimos cuadrados. -Los 

estimadores por minimos cuadrados son función lineal de las~•'• y 

estas a su vez de las 81' s. Si todas las 6'1 's tienen media cero, 

y el modelo es correcto, entonces como lo muestra el apendice A, 

los estimadores por minimos cuadrados son insesgados, 

(3.9) 

Para la varianza de los estimadores, tomando en cuenta los 

supuestos anteriores, Var(e1) ,,. u 2 y Cov(e1,eJ) - o V 11tj, 

entonces, del apendice A se tiene que, 

(3.10) 
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Var(~0 ) = <T
2 + + n ce 

[ 

-2 

1~1 (aa - iCl' 
(3.11) 

Los estimadores ~. y ~. estén correlacionados, porque su 
covarianza es, en general, diferente de cero: 

¡¡; -cr2 _____ _ (3.12) 
n 

.~. (•:i - <Cl' 

Estimación por el método de méxima verosimilitud. - cuando 

se analiza un conjunto de pares de datos ((a:l,1.Jt); l=l,2, ... n) por 

análisis de regresión se supone que las ~1 son constantes mientras 

que los valores correspondientes a las v1 son variables aleatorias 

independientes. Esta sección se dedicaré a problemas bésicos del 

Análisis de Regresión Normal, donde se supone que para cada aa 

fija, la densidad condicional de la correspondiente variable 

aleatoria l.Jl es Normal 

-112[ y1-(¡lo+¡lu:i) ]2 

f(y1/a:i) = --~1-- e " 
rr~ 

-m < y.1 < +co 

(3.13) 

donde 13
0

, 13
1 

y rr son constantes para cada 1. 

Dada una muestra aleatoria de pares de datos, el Análisis de 

Regresión Normal consiste en estimar <T y los coeficientes de 

regresión ¡¡
0 

y ¡¡
1

• con este método es posible realizar tanto 

27 



pruebas de hipótesis concernientes a los parámetros, como 
predicciones basadas en la ecuación de regresión estimada, 

donde ~o y ~ 1 son los estimadores de ~o y ~1 • 

Para obtener los estimadores de máxima verosimilitud de los 
parámetros, se obtienen las derivadas parciales de la función de 

verosimilitud de /3
0

, {:J
1 

y u; ya que se busca maximizar la 
verosimilitud y es posible utilizar el criterio de la segunda 
derivada. como el logaritmo es una función monotona no 

decreciente entonces el máximo de L (la función de verosimilitud) 
y el de ln L coinciden, de donde 

1 
_

112
[ y1-(#]o+l3ta:l) ] 

2 

e CT 

ln L (3.14) 

derivando parcialmente con respecto a los parámetros e igualando 

las expresiones a cero se obtiene, 

a lnL 
a¡r;;-

8 lnL 
8i3-;-

B lnL 
au-

(3.15) 

1 n - f [IJI - (~ + ~•a) ) 2
• 0 3 o 1 

CT •1 
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de las primeras dos ecuaciones se obtienen los estimadores de 

máxima verosimilitud de ~o y ~ •• 

n 

l:¡;l (a:1 - <C¡ (111 - ¡¡¡ 

(3.16) 

los cuales son idénticos a los de minimos cuadrados en 3. 8. Por 

lo tanto tienen las mismas propiedades. 

Sustituyendo ~o y ~ 1 en la tercera ecuación, se obtiene 

inmediatamente el estimador de máxima verosimilitud de ~ dado por 

~ = / (l/n) ~ [111-(~0+ ~1 a:l)J 2 

T•t 

(3.17) 

Una vez obtenidos los estimadores por máxima verosimilitud 

se pueden contrastar hipótesisis y construir intervalos de 
confianza para f3 y 13

1
• Para esto es necesario emplear el 

siguiente teorema!'Y 

~ 3.1.Bajo l.il.l!. suposiciones~ Análisis s;\lil ~ón ~ 

n; 2 t~ distribuciÓn Ji-cuadrada QQll _!!=~ ~ 
---;; 
l!Ji! libertad ~ ~. ~ distribución Il.2.Dl1l\l .!<211 ~ 

11
1 

y varianza 

independientes. 

(1 JLa dMtOstractd'n del teoro.a. 3.1 y otros de tal les -te..&llcos 
pueden ser encontrados on textos C090 los de WIUtsU962J o • 
Searte(1971). 
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En este trabajo no se discute más sobre intervalos de confianza 
y pruebas de hipótesis. Si desea más información consultar Freund 

y Walpole(l980), Weisberg(l985, pp. 20-23), MendenHall y Reinmuth 

(1981, pp. 327-340) entre otros. 

ANALISIS DE CDRRELACIDN SIHPLE 

En ocasiones no sólo se desea conocer la naturaleza de la 

relación entre a: y "' sino que también es necesario conocer el 
grado o fuerza con la que dos variables a: y lJ se encuentran 
linealmente relacionadas. 

Si la relación es muy débil, no tiene objeta tratar de 
predecir lJ a partir de a:. En ocasiones los investigadores tienen 
interés en descubrir cuales de entre un gran número de variables 
se relaciona linealmente con una variable dependiente determinada. 

Para este tipo de situación es necesario contar con una medida 
de correlación o de asociación. Comúnmente la medida de 
correlación lineal usada es el coeficiente de correlación r, que 

se define como: 

I (a:•-"'> < ... •-v) 
r.Y= ---;::::::'="='========= I I (a:1-iC¡2 I (1,11-ij)" 

l •1 1•1 

(3.18) 

Se observa que los denominadores, tanto de r como de P
1 

en 
(3.8) son siempre positivos por ser sumas de cuadrados. 

También se observa que el numerador de r y de P
1 

es ~l mismo. De 

lo anterior que el coeficiente de correlac!ón r y 11
1 

tengan el 

mismo signo y además r será cero sólo ·si 11
1
= o. Asi que r a o 

implica la ausencia de correlación lineal entre a: y IJ• Un valor 
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positivo de r implica que la pendiente de la recta es 
positiva (la recta crece a la derecha), un valor de r negativo 

indica que la recta decrece a la derecha (pendiente negativa) 
como lo muestra la figura 3.4. 

L±t_ .. . . . . . . ... . . 
- · .... . 
--

...... - . - -...... . . . . 

(a) Relacibn P·o~lÍt·va.' (~)_s,tn.-·relaclon 

---"·· >-""~: >;;? < •• ,::i.._~. -·~,\ 

J ••-··' ~-,~:~~~l~~~¡~::"'.I•· ·. 
FIC 3.3 Dlac¡raaa de dl•per•toh quoaueet.ra 1•• dlforenlea fuerzas 

y dlrecclone• do las retaclone• ent.ro X y Y. 

PROPIEDADES DEL COEFICIENTE DE CORRELACION 

Es simétrico.-se observa que la e~presión (3.18) es simétrica 

con respecto a v y~. por lo tanto r(~,vl = r(v,~). 

Se encuentra entre menos uno y uno. - El coeficiente de 

corre1ación en valor absoluto no excede a la unidad; esto es, 

-1 < r < +l , r 2 < 1 
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Cuando r=l o r=-1, todos los puntos deben pertenecer a una 
linea recta, cuando r=O, se encuentran dispersos sin tendencia a 
crecer o decrecer, o tienen la forma de una curva, es decir, no 
muestran evidencia alguna de relación lineal; cualquier otro 
valor de r simplemente sugiere el grado de dependencia lineal. 

Es independiente del origen y de las unidades.- Considerando 

una transformación de a: y ~ en; 

a:• = Ki + bia: ~· = K2 + b2 ~ (3.19) 

con b's y K's constantes, suponiendo que las K's pueden tomar 
cualquier valor diferente de cero y las b's valores positivos. En 

la transformación (3.20), al agregar una constante a a: y a~ la 
desviación (a:-ii:) y (<;-~) no cambian. El multiplicador constante 

b1 y b2 se elimina, es decir, 

b1b2! (a:1-ii:)(-;1-~) 
1 • l r(a:,-;) 

donde 

y 

por lo tanto, las cuatro correlaciones siguientes son iquales: 

r(a:',<;') - r(a:',<;) - r(a:,-;') = r(a:,-;) (3.20) 
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Transformaciones del tipo (3.19) no tienen efecto sobre la 

correlación, en otras palabras, el coeficiente de correlación es 

independiente del origen y de las unidades en que se midan las 

variables ~ y v. 

Las correlaciones no son transitivas.- considerando tres 
variables denotadas por a:1, ct2,a:::J y suponiendo que el coeficiente 

de correlación entre a:1 y a es r 
1 2

, y entre t1:2 y lC3 es r 
23

• 

Conociendo estos coeficientes no es posible conocer el valor de 

r
13

, en general r
13

•r
12

r
23

, por lo tanto, en este sentido la 

correlación no es transitiva. 

Variables independientes y no correlacionadas. - cuando el 

coeficiente de correlación es igual a cero, simplemente se dice 
que a: y ~ no están linealmente correlacionadas, más no que a: y v 

son independientes. Si fl (~) es la distribución marginal de ~' y 

f1 (V) ea la distribución marginal de VJ. Una distribución 
independiente significa que la distribución conjunta de (~1,vJ) 

es igual al producto de sus distribuciones marginales, 

flJ(OCl,VJ) = fl(~l) .fJ(VJ) 

entonces se dice que ~ y v son independientemente distribuidas, en 

tal situación la correlación r(a:,v) es siempre cero. Por lo 

tanto, distribución independiente implica no correlación, pero 

r(~,vl = o no implica distribución independiente, sólo se dice que 

a: y ~ no están correlacionadas linealmente. En el caso particular 

de que flJ(~l,VJ) sea la distribución normal bivariada, r(~,IJ) = o 

si implica la independencia. 

REGRESION HULTIPLE 

En Regresión múltiple se trata de predecir una sola variable 

respuesta v, apartir de cierto número de variables explicativas 
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a::1, CC2, ••• , a::p; siguiendo la idea de regresión simple el modelo 

es especificado por la ecuación lineal: 

l.J = 13º + /31 a:1 + f32 a:2 + • • • + /3p a:p + e (3.21) 

como se dijo anteriormente en regresión simple, las /3'• son 

parámetros no conocidos, las 8'• son los términos de error, la lJ 

es la variable respuesta y las a:'• son los predictores. 

La ecuación (J.21) puede ser reescrita 

sigue: 

para n casos como 

'J
1 
= /3

0 
+ /3

1 
a:11 + (1

2
«12 + ••• + f3Pa:1p + 81 1=1 ••• n (3.22) 

Notación Matricial~- Se denota a Y y e como vectores columna 

de dimensión nx1, de la siguiente forma : 

y [ :: l e = [ :: l (3.23) 

B como el vector de párametros de dimensión (p .. 1)x1, inclu

yendo ¡¡
0

• 

(.) 

llo 

13 = 
ll, 

llp 

En esta socclbn se •upone que el lector e•t.la familiarizado con 

lr.19obra do -trices. 
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X es la matriz del "diseño" de nx(pu) dada por 

1 a:u a:12 <tlp 
1 a:21 = a:2p 

X= (3.25) 

1 a:nl a:n2 <tnp 

La matriz X dada por los valores observados de los 
predictores, la columna de unos corresponde a p

0
, la próxima 

columna corresponde al primer predictor ~1 y asi sucesivamente. 

Usando esta notación, la ecuación (J.22) puede ser escrita en 

términos matriciales, como: 

y Xll + e (3.26) 

El error e .- El término de error es un vector de variables 

aleatorias. Las suposiciones concernientes a las 81 's son las 

mismas que están dadas en regresión simple, por lo tanto : 

E(c) = O, Var(c) = u 2
In 

Donde Var(c) significa la matriz de varianzas - covarianzas 

(e), In es la matriz identica o identidad de dimensión nxn, y o es 

un vector de ceros de dimensión nx1. Agregando la suposición de 

que cada 81 está Normalmente distribuida entonces: 

e _ N(O, <T2 In) (J.27) 

Estimación por mínimos cuadrados.- El estimador por minimos 

cuadrados B, de B es aquel que minimiza la suma de cuadrados de 

los residuales (SCRJ. 

SCR = e'e = (Y - XB )'(Y - XB) (J.28) 

35 



• y'y - 2íl'x'y + íl'x'xíl· 

Donde e denota el vector columna de residuales, et el vector de 

residuales transpuesto de dimensión n y 5 el vector columna de 

valores estimados de B. 

derivando (3.28) 

ªaée'e¡ = -2it Y+ 2x XB 

iqualando a cero, se obtiene, 

x'xíl = x'Y 

suponiendo que X tiene rango p<n (X'X)-1 existe, entonces el 

estimador por minimos cuadrados es 

S = (X'X) -i X'Y (3.29) 

El estimador depende solamente de (X'X) y (X'Y); las cuales 

son matrices de suma de cuadrados y productos cruzados. 

cuando se calcula 5, 
vector de valores ajustados 

a v• = xi íl . El vector de 

elemento e1 = tJ1-111. 

se encuentran varias cantidades~ el 

Y = xíl tiene el 1-ésimo elemento igual 

residuales es e = Y-Y con el 1-ésimo 

Propiedades de los estimadores por minimos cuadrados. - Las 

propiedades de los estimadores están desglosadas en el apéndice B 

y solamente se resumen aqui. Suponiendo que E(c)=O y var(c)=u2In, 
entonces 5 es insesgado, 

E(S)=B y var(íl )=CT2 (x'xJ-1 (3.30) 
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Estimación por máxima verosimilitud.- suponiendo que Y es un 

vector Normal multivariado con vector de medias Xll y matriz de 

varianzas-covarianzas u 2 I, donde X es una matriz conocida nx(p+l), 
B es un vector de constantes no conocidas (p+l )xi y u2 es un 

escalar no conocido. La función de verosimilitud de la muestra es: 

l - ( u20'¡2 (Y-Xll) '(Y-XI!) 

- (2mr2 ) •/•e 

log L = -(n/2) lag 211 -(n/2) logcr2
- (1/2cr 2

) (Y-XI!) t (Y-X!!) 

entonces L (y lag L) es una función diferenciable de parámetros no 

conocidos, esperando encontrar aquellos valores de B y u 2 que 

maximicen L. Obteniendo las derivadas parciales de log L con 
respecto a u se tiene, 

n + (1'2<r4
) (Y-Xll) t (Y-Xll) 

2cr2 

suponiendo que cr2 es constante, lag L = k - (l/2cr2 )Q 

donde Q = (Y-XI!) t (Y-X!!), todas las derivadas parciales de lag L 

con respecto a B se obtienen 

Blog L = - __!_ (-2XtY + 2XtXll) 
Bll 2cr2 

haciéndolas simultáneamente iguales a cero y despejando, se tiene 

que: 

B = (Xt X)-1 XtY 

0-2 (un) (Y-xB) t (Y-xii) 
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5 es el mismo estimador que el encontrado por minimos 
cuadrados (3.29) por lo tanto tiene las mismas propiedades, además 

que ~ se distribuye como una N(¡J,o-2 (XX) 01
) y nu 2 /o- se distribuye 

como X<n-p>. ~ y ;z independientes. 

ANALISIS DE VARIANZA 

El análisis de varianza tiene una aplicación mucho más amplia 
que un problema general de comparar varias medias. Para llevar a 
cabo el análisis, es necesario formular un modelo matemático en 
términos de los parámetros desconocidos y las variables aleatorias 
asociadas. 

Como su nombre lo indica, el propósito del procedimiento de 
análisis de varianza es analizar la variabilidad de la variable 

respuesta y asignar componentes de esa variablilidad a cada uno de 

los conjuntos de variables explicativas. La idea detrás del 

procedimiento es que las variables de respuesta cambian debido a 
la variación de un conjunto de variables explicativas 

desconocidas. 

El objetivo del análisis de varianza es determinar cuáles son 

las variables explicativas de importancia en un estudio, y en qué 

forma interactúan y afectan la respuesta. 

En esta sección se tratará el problema de probar la hipótesis 
de que los parámetros /3 asociados a las variables a:'s son cero, 
suponiendo que se tiene el modelo completo, 

HC: Y = XB + e (l) 

y el modelo reducido (sin considerar ninguna ~'s) 

HR: Y = ¡Jol + e 
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donde 1 es el vector de unos de dimensión nxl. Estos corresponden 

a: 

HR: 111 = 11
0 

+ C1 

de análisis de varianzas para regresión lineal simple. 

El vector de ll's para el modelo completo en (1) es 

representado como 

con ··- [ :: l 
como se desea probar que los parámetros ~ asociados a las 
variables ~'s son cero, entonces las hipótesis a probar son: 

HN: u* = O 

HA: u* ~ O 

La prueba se describe intuitivamente. Se utiliza el método de 

minimos cuadrados para ajustar el modelo reducido, e~t~nces ~ 0- ~ 
y la suma de cuadrados total (SCT) es ,t¡11 1- 11) • Para el 
modelo completo el estimador de U está dado en (3.29) y la SCR en 

(3. 28) • Se tiene que SCR < SCT, la diferencia entre estos dos 

es, 

screg = SCT - SCR (3.31) 

mientras más grande resulte la diferencia de SCT - SCR, más grande 

será la evidencia de que los términos deben incluirse. 
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Para probar la hipótesis antes mencionada - se utiliza la 

estadistica 

r = (SCreg)/(p) 
SCR/(n-p-1) 

cuando se satisfacen las suposiciones de que los valores de y se 

distribuyen Normal e independientemente, con media E(~) y varianza 

a 2 entonces esta estadistica f tiene una distribución :!!' con (p -

n-p-1) grados de libertad. 

Mientras más grande sea la reducción en SCR, más evidencia se 

tendrá para rechazar la hipótesis nula y aceptar la hipótesis 

alternativa. 

Los resultados de Análisis de varianza se resumen en la 

siguiente tabla: 

ANALISIS DE VARIANZA TOTAL 
FUENTE GRADOS DE SUMA DE SUMA DE " LIBERTAD CUADRADOS CUAD. MEDIOS 

Regresión sobre Clfreg a:i, ... , a:p p screg screg/p=Clfreg Clf R 

Resiudual n-p' SCR SCR/n-p' =CHR 

Total n-1 SCT SCT/n-1 

una prueba adicional es la de probar la hipótesis de que uno 

o varios de los parámetros fl son cero. Suponiendo que se tiene 

el modelo, 

V = flo + 131 a:1 + f32 a:z + • • • + flP a:P + g 
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o equivalentemente 

E('I) = /3
0 

+ /3
1 

a:1 + /3
2 

a:
2 

+ ••• + flp a:P 

y se desea saber si ciertas variables contribuyen con información 
para la predicción de 'J.• Si un conjunto de variables a: no 
contribuyen con información alguna para la predicción de v, 
entonces sus parámetros ~ debieran ser igual a cero. En 
consecuencia, el probar si ciertas variables a: deben incluirse en 
el modelo es equivalente a ·probar la hipótesis de que ciertos 
parámetros ~ son cero. 

suponiendo que se tienen dos modelos para E(V), uno que es 
referido como ºmodelo completo" (MC) y otro como "modelo reducido" 
(MR). El modelo reducido incluye sólo parte de los términos del 

modelo completo. El propósito de la prueba es el probar la 
hipótesis de que los parámetros ~ asociados a estos términos 
adicionales son cero. En otras palabras, se prueba si los términos 
adicionales contribuyen con información para la predicción de 'I· 

Representando al modelo completo y reducido por: 

MC:E('I} 

MR:E('I} con v<p 

si el vector de /3's para el modelo completo se representa como 

5 [ :: ] 

con 

•.- [ :: l [ ~···] 5• . 
p 

flp 
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entonces las hipótesis a probar son: 

HN: 11 • O 
p 

HA: 11 • O 
p 

La prueba se describe intuitivamente. Se utiliza el método de 

minimos cuadrados para ajustar el modelo reducido y obtener la 

suma de cuadrados de las desviaciones para dicho modelo (SCEn). 
Posteriormente se obtiene la suma de cuadrados de la desviaciones 

para el modelo completo (SCEc). 

se comparan las dos sumas de cuadrados; si las variables 

ttq+t ••• a:p de verdad contribuyen con información para la 

predicción de lJ, entonces la SCEc debiera ser significativamente 

menor que SCEn. El incorporar estas variables al modelo produce 

una reducción en la suma de cuadrados de la regresión. En 
consecuencia, mientras más grande resulte la diferencia (SCER -

SCEc), más grande será la evidencia de que los términos deben 

incluirse, es decir habrá más evidencia que indique que almenas 

uno de los parámetros del vector B difiera de cero. 
p 

Para probar la hipótesis antes mencionada se desarrollará 

el estadistico de prueba que esta en función de (SCEn - SCEc), 

cuya distribución se conoce cuando HN es verdadera. 

Suponiendo que HN es verdadera, se examinarán las cantidades 

que se han calculado. 

entonces s: 
SCEn = SCEc + (SCEn - SCEc) 

SCER 
n- (g+l) es un estimador insesgado de u2

• 

y 
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son estimadores insesgado de u2 y son estadisticamente 
independientes. 

tiene una distribución~ con (p-g) y (n-(p+l)) grados de libertad. 

CORRELACION llULTIPLE 

Asi como el Análisis de Regresión Múltiple consiste en la 
extensión del Análisis de Regresión Simple, asi también, los 
coeficientes de correlación múltiple sirven para extender los 

coeficientes de correlación simple. 

El concepto de correlación se generaliza en dos formas: la 
correlación parcial para designar la correlación entre dos 
variables cualquiera, cuando los efectos de otras variables se han 

controlado y la correlación múltiple, para indicar la variación 

de la variable respuesta que puede explicarse linealmente por 

medio de un conjunto de variables explicativas. 

Correlación parcial en los modelos en los que se 
relacionan más de dos variables, ocurre que si se encuentra la 

correlaci6n simple entre las variables del modelo (dos a dos) , 

esta correlación expresa un grado de asociación entre dichas 

variables sin considerar a las otras. si alguna de las otras se 

fija, la correlación puede verse afectada. Se emplea el término de 

correlación parcial para designar la correlación entre dos 
variables cualesquiera cuando los efectos de otras variables se 

han controlado o mantenido fijas. 
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Ejemplo.- Sean tres variables a:1, a:J, y «k. La 

correlación entre las variables a:i y a:j, controlando a a:k se 

representa mendiante r
1
J.k en forma análoga se denota a la 

correlación entre las variables J y k, controlando a i por medio 

de rJk.i • 

Esta relación puede extenderse a cualquier número de 

variables de control, añadiendo más indices a la derecha del punto 
central, el cual indica además el orden de la correlación. Asi, 

un primer orden parcial tendrá un control (un subindice a la 

derecha): un segundo orden, dos controles y asi sucesivamente. En 

relación con esta terminología, la correlación sin controles se 

designa a menudo como correlación de orden cero. El término 

correlación total se emplea también para designar una correlación 

entre dos variables sin controles. 

Se puede dar ahora la fórmula del coeficiente de correlación 

parcial de primer orden para las variables a:,, a:J, y en, 

(r 11 - r,. r 1.J 
ci-<.> (1-r~.> (3.32) 

Observe que la primera correlación del numerador es la 

correlación total entre las dos variables a relacionar 1 y J• La 

variable de control figura en la segunda expresión del numerador, 

en donde se relaciona con cada una de las otras variables, asi 

como en ambos términos del denominador. 

Examinando la ecuación (3. 32) para ver cómo la correlación 

parcial se comporta en relación con las tres correlaciones 

totales. suponiendo primero que r 
1 1 es positiva. Si r • • y r l• 

tienen ambas el mismo signo, su producto será positivo, y el 

numerador será o bien un mlmero positivo menor que r 1 J, o serA 

44 



cero o negativo. Por otra parte, el denominador será siempre menor 

que la unidad, a menos que r 
1 

k = r J k = o. Por consiguiente, la 
fracción resultante puede ser cualquier número entre -1 y +1, 
según sea la magnitud de las tres correlaciones totales. 

Suponga ahora que las correlaciones con la variable de 
control son de signos opuestos. Se obtiene en tal caso un producto 
negativo a sustraer de un número positivo, y el resultado será un 
número positivo mayor. Esto significa que si se empieza con dos 

variables relacionadas positivamente y si se encuentra una 
variable de control relacionada negativamente con una de ellas 
pero positivamente con la otra, la parcial resultante será mayor 
que la correlación de orden cero. si la variable de control esta 
correlacionada ya sea positiva o negativamente con las variables, 
el denominador será menor que la unidad, y la correlación 
parcial volvera a ser mayor que la correlación total. 

Si se empieza con una correlación total negativa, una 

variable de control relacionada con cada una de las otras dos en 
la misma dirección ( ya sea positiva o negativa) producira una 

correlación negativa mayor. Si la variable de control no se 
relaciona con ninguna de las otras variables, la correlación 

parcial seria igual a la correlación total. 

Si se eleva al cuadrado el coeticiente de correlación 
parcial, el número resultante representará la proporción de 
variación de la variable 1, no explicada por k, pero que puede 

explicarse por los valores ajustados de a:J. 

El Análisis de correlación no se puede emplear directamente 
para establecer causalidad debido al hecho de que las correla

ciones sólo miden el grado en que diversas variables cambian 

juntas. Sin embargo, uno de los intereses más comunes en una 
investigación es el de establecer relaciones causales. 
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Correlación múltiple,- Al igual que el cuadrado del 
coeficiente de correlación de orden cero indica el porcentaje de 
variación explicada por la recta de mejor ajuste, el cuadrado del 

coeficiente de correlación múltiple puede interpretarse campo el 

porcentaje de variación explicada por ·1as variables explicativas 

através de una relación lineal. 

La correlación múltiple representa la correlación de orden 

cero entre los valores reales obtenidos para la variable 

dependiente y los valores ajustados a partir de la ecuación de 
minimos cuadrados. Si todos los puntos se encuentran exactamente 

en la superficie de minimos cuadrados, los valores real y ajustado 
coincidirán, y la correlación múltiple será la unidad. Y cuanto 

mayor sea la dispersión alrededor de la ecuación de minimos 

cuadrados será menor la correlación entre los valores real y 
ajustado. 

Ejemplo.- para el caso de tres variables, tomando a dos como 

variables independientes y a la primera variable como dependiente. 
El coeficiente de correlación múltiple se puede escribir como 

Ri. 23 y el cuadrado será, 

(3.33) 

Proporclonl 
cixpllcada 
por2y3 ( 

Prop""º"] 
• expl lcada + adicional no expl \cada 

[ 

Proporclonl [ Proporclon l 
por 2 expl lcada por 2 

por 3 

Las correlaciones múltiples sólo tienen una cifra a la 
izquierda del punto, cifra que indica la variable dependiente. Los 
números de la derecha, en 

independientes que se est~n 

de la variable dependiente. 

cambio, indican aquellas variable 
empleando para explicar la variación 

46 



Se opera con los cuadrados tanto de la correlación total como 
de las correlaciones parciales, ya que se obtienen los porcentajes 
de la variación explicada. Por lo que no se tiene que preocupar 
por los signos de estas correlaciones. 

Resolviendo la ecuación (3 .33) en relación con la parcial 

r ~J. 2 se obtiene: 

R~, Z3 - r~2 
l - r~ 2 (3.34) 

Esto permite ver la relación entre los coeficientes de las 
correlaciones múltiples y parciales. En el nümerador se sustráe la 
proporción de la variación de 1 explicada por 2, de la proporción 

explicada por 2 y 3 actuando juntas (R~. 23 ). El resultado es el 

incremento explicado por 3, después de haber permitido actuar a 2. 
Si dicho incremento de divide entre la proporción de variación 

dejada sin explicar por 2, se obtiene la parcial entre l y 3 

controlando a 2. Esto concuerda con la interpretación del 
coeficiente de correlación parcial. 

La fórmula de la correlación múltiple puede escribirse 

también totalmente en términos de correlaciones de orden cero. 

Tomando la ecuación (3.32) de r
11

.1c en términos de coeficientes de 
orden cero y simplificando la expresión algebraica resultante, se 
tiene que, 

R2 = 
l. Jk 

r~J - r~" - 2r1J rlk ~" 
1 - r 2 

Jk 
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En particular, si la correlación entre las dos variables 
independientes j y k es cero, se obtiene: 

R2 = 
1. Jk 

(3.36) 

Puede observarse que R no puede ser menor en magnitud que 
cualquiera de las correlaciones totales, ya que es imposible 
explicar menos variación agregando más variables. Normalmente R 

será mayor que una de las r totales. El cuadrado de la correlación 
múltiple será en este caso igual a la suma de los cuadrados de las 
demás correlaciones. 
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CAPITULO 
4 

ANAL/SIS 
DE 

TRAYECTORIAS 

El Análisis de Trayectorias, es un análisis de tipo 

cuantitativo; inicialmente desarrollado por el genetista Sewall 
Wrigth en 1918: para explicar relaciones causales en poblaciones 
genéticas, y ha sido popularizado por Duncan(l966) en las llamadas 
Ciencias Sociales, como menciona Wichern(Cap 7, pp. 345-346). 

En 1925 este tipo de análisis se aplicó a los precios de 
grano de cereales y a la carne de cerdo; fue desarrollado exten
samente en econometria, pero generalmente sin el uso de los coefi

cientes de regresión estandarizados. 
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Wright usó en 1921 los coeficientes no estandarizados y el 
término de regresión de trayectorias, fué hasta 1954 cuando 
favoreció la forma estandarizada. PUntualizó que los coeficientes 

de trayectoria los cuales son medidas estandarizadas, tienen 
ciertas ventajas sobre los coeficientes no estandarizados, a los 

cuales Wright denominó "Coeficientes de regresión de trayectorias" 

Wright declara en su estudio "Correlation y Causation", el 

Análisis de Trayectorias es 11 un método de medida de la influencia 

directa en un sistema a lo largo de cada trayectoria y de hallar 

de este modo el grado con que la variación de un efecto dado es 

determinado por cada causa particular. El método depende de la 
combinación del conocimiento de los grados de correlación entre 

las variables de un sistema con el conocimiento que pueda tenerse 

de sus correlaciones causales". 

Como indican Leik y Mecker(l975, 110) el Análisis de 
Trayectorias permite estimar los parámetros de un modelo causal; 

mismos que son interpretados como indicadores de la cantidad de 

cambio (estandarizados) en una variable dependiente, que es 

atribuible al cambio en una variable anterior. 

El objetivo del Análisis de Trayectorias o análisis de 
ecuaciones estructurales es proporcionar una explicación 

plausible de correlaciones observadas entre variables mediante la 

construcción de diagramas de relación causa-efecto. La importancia 

de los resultados, no se deriva de la simple aplicación de las 

técnicas estadisticas y matemáticas, sino que depende y está 

condicionada por el grado en que los datos utilizados, cumplan 

con los supuestos exigidos (mismos que se verán más adelante). 

Un hecho muy importante es que un coeficiente de correlación 

"significativo" no implica una relación causal. Ciertamente, una 

correlación observada nunca puede ser usada como prueba de una 

relación causal. La relación causal debe basarse en argumentos 
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convincentes construidos o establecidos por una teoria no necesa
riamente estadistica. 

El Análisis de Trayectorias puede considerarse como un proce-

dimiento para expresar problemas de regresión mediante un simple 

diagrama. El diagrama representa el flujo de causa y efecto. 

Las expresiones resultantes pueden parecer diferentes de aquellas 

utilizadas en los procedimientos ordinarios de mínimos cuadrados; 

pero sin embargo, puede demostrarse que los dos sistemas (Análisis 

de trayectorias y Análisis de regresión) son matemáticamente 

equivalentes a condición de que se empiece con los mismos modelos 

y suposiciones. 

Ejemplo.- Sea v = ~ 0+ ~ 1 ~ 1 + ~ 2~2 + S el modelo de regresión 

de v sobre «
1 

y «
2 

y ~ = ~ 0+ ~ 1 ~ 1 + ~ 2"« 2+ S , restando V de v, 

" - ;; 

se cancela ~0 , pero aparece 8 que usualmente se considera 

negligible, sin embargo puede considerarse. Dividiendo la ecuación 

por S
0

= s, (se hace esta igualdad sólo por notación). 

" - " P
1

Ca:
1
-«

1
) P2Ca: 2-«,> ¡; - g 

---s;;-- s. + s. + ---s;;-

multiplicando el primer término de la derecha por s,1s, y el 

segundo por s
2
;s

2 

" - " s, (a:,-«,> ) s. (a:.-a:,i ) ¡; - g 
---s;;-- =P- --s-,- + P2s ----s;- + ---s;--1 s. o 
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(4.1) 

donde U a ~ - 8 
-s;---

El modelo (4.1) es el modelo de trayectorias, donde todas las 

variables, Y, X
1 

y X
2 

estan estandarizadas a media cero y 
varianza 1. El error U expresa que la variable Y no queda total
mente determinada. Los coeficientes de regresión estandarizados 

son los coeficientes de trayectorias P
01 

y P
02

, donde 

El significado es el mismo que en regresión múltiple, es decir P
01 

es el cambio en desviaciones estándar que experimenta Y al 

aumentar una desviación estándar Xt, manteniendo constante a X2. 

SUPUESTOS PARA PODER APLICAR EL ANALISIS DE TRAYECTORIAS 

Las condiciones que debe reunir un modelo para que sea 

aplicable este tipo de análisis son las siguientes: 

Modelos o sistemas de variables cerradas, o completas.-. En 

este tipo de modelos como señala ouncan(1974) cada variable 
endógena debe estar completamente determinada por alguna 
combinación de variables exógenas en el sistema. En los casos en 
que no se mantiene la determinación completa por las variables 

medidas, debe introducirse una variable residual que no esté 
correlacionada con·otras variables determinantes del modelo. 
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El modelo debe ser recursivo.- Un modelo es recursivo cuando 
las relaciones entre las variables que la forman son o se suponen 
que son asimétricas. Este tipo de modelo implica que dos variables 
no pueden ser reciprocamente causa y efecto una de otra. 

Esta condición se exige por la misma idea de causalidad; 
según la cual, el efecto de una causa no puede ser a su vez causa 

de su causa al mismo tiempo y en referencia al mismo aspecto. 

El modelo debe ser lineal.- Esto quiere decir que las 
relaciones entre las variables que forman el modelo se pueden 
representar por ecuaciones lineales, y en el caso en que estas 
ecuaciones sean de otro tipo, se deben transformar en lineales. 

Relaciones de causa-ef'ecto entre las variables del modelo. -
El Análisis de Trayectorias por decirlo asi es una técnica para el 
análisis de las estructuras causales, y por tanto exige como 
condición que todas las variables se relacionen causalmente. como 
se menciona en el capitulo 2, el requisito empírico para 
determinar si una relación es causal toca con los limites de lo 
teórico. 

Nivel de medida de intervalo o de razón, - El Análisis de 

Trayectorias requiere que las variables del modelo sean de tipo 

cuantitativo, continuas, y que sus valores tengan por lo tanto 
escalas de intervalo o de razón. También se pueden emplear 
variables cualitativas, pero a condición de clasificarlas. 
Esta clasificación no es tan inmediata cuando son más de dos 
categorias. 

residuales.- Las variables residuales, también llamadas 
errores, que representan los errores de medición de las variables 
observadas, o las variables que pueden influir en el sistema, pero 
que no están incluidas en él; se supone que no están correla

cionadas entre si y que ejercen una influencia aleatoria. 
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FORHULACION DE ANALISIS DE TRAYECTORIAS 

Suponga que se tiene un sistema causal cerrado que consiste 

de q factores primarios o causas X's, y p efectos resultantes Y's. 

Estas p+q variables deben estar asociadas unas con otras por una 

red de trayectorias causales. Es conveniente hacer un diagrama 

de ésta red para representar causalidad utilizando flechas de 

una sola cabeza, conectando la causa (al final) al 
correspondiente efecto (cabeza). 

Tomando tres variables existen tantos diagramas como 
combinaciones se puedan formar, conectando la causa al correspon

diente efecto. la selección del más significativo y prometedor 

diagrama, estará basado en el juicio del investigador. 

Ejemplo.- Blalock(l971, pp. 78-81) considerando un sistema en 

el cual dos causas primarias juntas determinan un efecto, el cual 

a su vez determina un efecto diferente. 

El diagrama de trayectorias para éste sistema es: 

x.~t 
Y1-----~Y 

/. 
Xb 

FIC. 4.1 Dlac¡raaa de lrayoclorlas con 2 causas Xa y Xb. YJ como 

erecto, y co•o causa dol eroclo Y. 
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La"s causas como los efectos son representados con letras 
mayl.\sculas. Para los factores primarios o causa (X's) tienen 

letras del alfabeto minúsculas en subindices, mientras que para 

los efectos (Y's) son números. El efecto final sin subindice, y 
los errores representados por la letra X con subindice alfabético 

en mayúsculas. 

La variable en la cabeza de una o más flechas, se puede 

expresar como una función de las variables en el extremo de estas 

flechas; asi en el ejemplo, Y1 y Y se pueden expresar como 

función de las variables Xa y Xb, y Y1 respectivamente. 

suponiendo linealidad como en el capitulo 2 y J, se pueden 

escribir las ecuaciones estructurales con su correspondiente 

residual. Para el diagrama de la figura 4.1, la estructura lineal 

es, 

(4.2) 

y .. PD1Y1 + PDBXB 

Donde las P'• contienen doble subíndice, los cuales denotan 

los coeficientes de trayectoria, el primer subíndice indica 

a la variable en la cabeza de la flecha y el segundo a la variable 

en el extremo. Note que para el efecto final el subindice para P 
es cero. X•· y Xe son los errores corres.pendientes a Y1 y Y 

respectivamente. 

Siempre debe haber p ecuaciones estructurales, una ecuación 

por cada efecto. 

Se ha hecho referencia a diagramas de trayectorias (figura 

4.1), sin embargo, no se ha dado una explicación explicita de lo 

que es un diagrama, como se construye y para que sirve; por lo 

que, acontinuación se da un tratamiento especial a este punto. 
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DIAGRAHAS DE TRAYECTORIAS 

Para el mejor entendimiento del Análisis de Trayectorias es 

conveniente hacer una representación mediante la cual se 

expresan gráficamente las relaciones de causalidad, que se supone 

existen en un conjunto de variables, a esta representación se le 

llama Diagrama de Trayectorias. 

Dentro de un diagrama se pueden distinguir tres tipos de 

variables del modelo: Endógenas, Exógenas y Residuales. Las 
primeras son las variables que dependen de otras variables, o son 

influidas; las variables exógenas son aquellas que no dependen de 

otras varibles: las residuales son las variables que representan a 

los factores implicitos no observados, así como, a los posibles 

errores de medici6n de las variables del modelo. 

Construcción de diaqramas.- Un diagrama se construye en base 

a la experiencia y conocimiento del investigador; fija cuales son 
las variables endógenas y cuales las exógenas; además de ver 

cuales son las más relevantes para su estudio. 

Pueden construirse tantos diagramas como posibles combina

ciones existan de estas variables, sin embargo, como ya se mencio

nó antes, es el investigador quien decide cuál es el diagrama 

representativo. 

Al construirse el diagrama, las variables se representan por 

letras mayúsculas, las relaciones entre las variables mediante 

flechas unidireccionales rectas, que empiezan en la variable 

independiente (o que influye) y cuya punta termina en la variable 

dependiente (o influida). 

La posible correlación entre las variables exógenas, o no 

dependientes de otras variables del modelo, se representan por 

flechas de doble punta (o cabeza) y con la linea de unión curva 
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en lugar da recta. Es una práctica heuristica para añadir realidad 
a un sistema causal. 

Ejemplo.- El siguiente diagrama muestra los diferentes tipos 

de variable y las relaciones que existen entre ellas. 

cxr __ ~ 
FIC 4,2 Dl•qr ... de trayector l ••, 

Como se observa en la figura 4.2 las variables se representan 

por letras mayüsculas; las relaciones entre las variables mediante 

flechas unidireccionales, si las causas no están correlacionadas, 

y por flechas de doble cabeza si las causas están correlacionadas. 

Las variables Xa y Xb son variables exógenas, Las variables 

Y1 y Y son variables endógenas y las dos variables X• y Xe 

representan el componemte aleatorio de las variables endógenas. 

COEFICIENTES DE TRAYECTORIAS 

Una trayectoria no solamente tiene una dirección sino tambien 

una cantidad o valor que mide por decirlo asi la importancia de la 

trayectoria. A este valor asignado se le llama coeficiente de 

trayectoria y se denota con la letra P. 
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En el Análisis de Trayectorias los coeficientes P, son las 
incoqnitas cuyo valor se halla mediante la aplicación de minimos 

'cuadrados a cada ecuación del sistema estructural del modelo. 

ESTIHACION E INTERPRETACION DE LOS COEFICIENTES DE 

TRAYECTORIAS 

Existe un método para estimar los coeficientes de trayecto

rias, que consiste en la aplicación de reqresión de minimos 
cuadrados, para cada una de las ecuaciones en el sistema. 

Por ejemplo en modelos de fertilidad, se observa que para 

medir la fertilidad de una mujer es necesario relacionar el número 

de hijos (Y), con las dos variables; edad (Xo) y número de años de 

educación (Y1). Para simplificar la exposición, supongase que para 

cada miembro de la muestra los valores de las X's y de las Y's 

están determinados. 

Cuando la variable dependiente es una medida de fertilidad, 
la edad es el mejor ejemplo de una variable control (en el 

sentido de que un cambio en el valor de esta variables tiene como 

efecto un cambio en la variable fertilidad); puesto que la manera 
en la cual fertilidad varia con la edad de una mujer es 

conocida. Alguna de las siguientes estrategias puede ser adoptada 

para el análisis: 

(a) La población podria ser subdividida en cohortes, o grupos 

de edades y cada una analizada separadamente. 

(b) La variable dependiente podria ser definida de tal forma 
que el impacto de edad no afecte. 

(c) La edad debe ser incluida explicitamente como una 
variable de control. 
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La decisión ae como plantear el modelo y que variables tomar 
depende de lo que se quiera probar con el modelo, desde el punto 
de vista particular del investigador. 

Existe un número de relaciones las cuales se desea que el 

modelo contenga, para poder hacer un aná.lisis de trayectorias; 

suponiendo que primero se espera que la edad influya directamente 
sobre fertilidad al igual que los años de educación, y segundo, 

que a través de los años de educación la edad influya 
indirectamente sobre fertilidad. Estas relaciones se muestran en 
el diagrama 4.3, usando flechas que salen de la variable 
explicativa y llegan a la variable influida con su correspondiente 
residual. 

XA 

l poe 

y 

FIG 4,,3 DlaQraaa de t.rayect.orla qua ropreaont.a la terlllldad de 

una •ujer ••dl•nle Y•nl.aero de hl Jo•, Xa•edad y Yl• anos 

de oducact&n, ü y xD loa realdual••· 

El modelo o sistema de ecuaciones estructurales que se 
obtiene directamente del diagrma es: 

(4.3) 
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Ecuaciones de regresión.- este modelo de trayectorias sique 

una secuencia similar a la del Análisis de Regresión convencional 

y a la solución de ecuaciones simultáneas. Este método consiste 

en resolver el sistema de ecuaciones por minimos cuadrados para 
los parámetros P. 

Asi del sistema (4.3), aplicando minimos cuadrados a cada 

ecuación, considerando a X• y Xe como errores, ya que son 

variables no observables, los dos sistemas de ecuaciones normales 
son: 

(1) 

(2) 

por estar 

correlación 

variables. 

l:Y1Xo = Ple.~ 

EYXa 

l:YY1 

Pool:X~ + P01I:Y1Xa 

Poal:XaY1 + PotI:rl 

estandarizadas las 

son iguales a la 

variables, los coeficientes de 

suma de los productos de las 

l:(Y - Y)(X• - Xa) E(Y - Y)(Xa - Xa) 

r 0 • = -;:=========:::::; = n-1 
/:!:(Y - YJ 2 E(X. - .X.¡ 2 n:l / E(Y - YJ 2 E(X. - Xo) 2 

= I:YXa 

y I:i1 1, :i:if.=1. Bajo esta consideración las ecuaciones 

normales son las siquientes: 

(1) 
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(2) r 
Oa Po.+ Potr1. 

La correlación ria es P
1

• en (1), las otras correlaciones pueden 

ser expresadas, a partir de las ecuaciones en (2) en términos de 

los coeficientes de trayectorias. Como menciona Méndez(l991), las 
correlaciones entre variables resultan de las 
caminos. por los cuales se 

variables. Una correlación 

"pueden comunicar" 

se descompone en 

productos de los coeficientes por cada posible 

conecta las dos variables de esa correlación. 

La primera ecuación del sistema (2) es, 

trayectorias o 
cada pareja de 

la suma de los 
trayectoria que 

sustituyendo r
1

• de la ecuación (1) entonces r 0 • P
0
.+ P01 P

1
•' 

esta ecuación representa las dos trayectorias que conectan Y con 

Xa. Cada una de ellas esta asociada con uno de los términos Po. y 

potp ta 
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Se dice que r
0

• es el efecto total (EF) entre Y y Xa, Poa es el 

efecto directo (ED) de Xa a Y, la diferencia entre ET y ED, es EI, 

efecto indirecto originado por un camino o trayectoria, que 

conectan a Y con Xa de forma indirecta. 

El efecto indirecto mide la influencia de una variable en otra, que 

se origina por la correlación con otras variables. Para el ejemplo, 

el EI de Xo sobre Y es el que se origina por la asociación de 

ambas con Y1. 

La segunda ecuación del sistema (2), 

+ + Yt ., 

\./ ~ '· 
x. ~ y ' 

+ + poa 
+ + + + + + + 

existen dos trayectoria entre Y y Y1. El ET-= r 01 , ED - P01 , Y el 

EI a P P 
Oa •• 

El coeficiente de trayectorias de los errores para cada 
variable endógena, mide el grado de indeterminación de dicha 

variable. Como R2 es el coeficiente de determinación, entonces la 

62 



indeterminación es 1 - R2
, y el coeficiente de trayectorias del 

error a la variable será, 

para el diagrama 4.3 se tiene 

Pt,.=-~ 
Yl .)Ca 

Si las variables son estandarizadas (transformadas a media 
cero y varianza la unidad), se puede utilizar como un segundo 

método, el uso de las correlaciones observadas de orden cero entre 

las variables en el sistema. Esta manera de estimar los 
coeficientes de trayectorias para variables estandarizadas es 
descrito completamente en Duncan(l966), se le conoce como el 
método de descomposición de los coeficientes de correlación. los 

estimadores que se obtienen son idénticos a aquellos obtenidos 
por el método de minimos cuadrados. 

Descomposición de los coeficientes de correlación.- Tomando 

las variables estandarizadas, los coeficientes de correlación 

pueden ser escritos como, 

con l•a 1 b.,, J•t,2, . .. 

Sustituyendo la primera ecuación de (4.3) se tiene que 

r 111 • + l XaYt = + l Xa(P 111 X11 + P 1 ,.XA) = P 111 
(4 .4) 

con + l rl a l y XA no esta correlacionada con Xt • 
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Similarmente, 

r 0 • a+ l XaY.= + ¿_xa(P~.x •. + P
01

Y1 + P 08Xe) 

(4.5) 
.~ ,,. 

r1r = L ~ ~ícJ>'.'·x• + p.'0''·,r· .. ··.:.+ P
0
>

0
· .lCá¡ 

n /....c. ·,,Da 

(4.6) 

Resolviendo las ecuaciones. {4 .• s( y ·¡4-:6). para encontrar P
00 

y 

P
01 

en términos de r
0
., r

01 
y r. 11 se obtiene, 

p = 
ro. rot !i 

ºª 1 
2 

r., 

ro, r Oaral 
Poi"" 

1 r• 

Asi de (4.4), (4.5) y 

P,. pueden ser obtenidos 

correlación. 

.. 
(4.6) los coeficientes Po.• P

01 
y 

directamente de los coeficientes de 

Las ecuaciones anteriores, son un caso particular del teorema 

básico del Análisis de Trayectorias según Tukey(l954), 

Teorema; 

r 1 J = Í: P 1 s.ri:J 

l12nsl!1 ~ ~ .t2sl2l! .l..;u¡ variables .1m .11.l. correspondiente 

diagrama !lll l.sul ~ §.W.l travectorias conducen directamente 

.11. xi ... 
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conociendo los valores de las correlaciones se obtienen los 
coeficientes de trayectorias. 

tomando los datos de la Encuesta Mundial de Fertilidad 
aplicada a 4928 mujeres. Las correlaciones obtenidas de los 
datos son las siguientes (Kendal, 1977): 

roa 0.64 correlación entre edad y número de hijos 

ro1 = -0.34 entre años de educ. y # de hijos 

r .. -0.32 entre edad y años de educación 

sustituyendo estos valores en (4.4). (4.5) y (4.6). 

P,. SI -0.32 0.59 P
01 

•-0.15 

Los residuales se obtienen usando; 

p2 + p2 
1• 1A 

entonces 

j ( 1 - P~. (4.7) 

roo - 1 - + í Y
2 

- + l Y(Po.xª + P01Yt + POBXB) 

(4.8) 
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En este caso 

P,. = 0.94 P
08 

1:::1 O. 76 

Ejemplo para ilustrar los métodos de solución de los 

coetlcientes de trayectorias: Usando el modelo aditivo saturado 
(es un modelo recursivo en el cual cada variable se supone 
dependiente de todas las variables causales, se dice que es o está 
saturado). Continuando con el ejemplo anterior de fertilidad, 
agregándole una variable, el diagrama queda como sigue: 

FIC 4.4 Dla~raaedelrayec:lorla•, donde Y• nGaorodohlJo•, 

Xa•odad en a~oa, Yl•a~o• do odt.1cacl&n y Y2•edod al 

aa.wtnlo dol -lrlaonto. 

En este caso el ordenamiento causal implica que edad es causa 
de educación, de edad al matrimonio y de número de hijos. La 

sducación es causa de edad al momento del matrimonio y número de 
hijos. Finalmente la edad al momento del matrimonio es causa del 
número de hijos, por lo tanto el modelo puede ser escrito como el 

siguiente conjunto de ecuaciones: 
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Yt P
16

Xa + P 14 XA (4.9) 

Y2 P
28

Xa + P
21

Yt + P
28

Xe (4.10) 

Y a P
08

Xa + P 01 Yt + P
02

Y2 + P
0

cXc (4.11) 

Solución: 

Método de minimos cuadrados: utilizando las ecuaciones de 

regresión (4.9), (4.10) y (4.11). Resolviendo primero, la 

regresión de Yt sobre Xa; ésto da P
1
., después la regresión de Y2 

sobre Xa y Yt de lo cual se obtiene P21ay P
21

, finalmente, la 

regresión de Y sobre X•, Yt y Y2 obteniendo P ºª, P 01 y P 
02

• Los 
coeficientes de trayectoria de los residuales se obtienen de la 

raiz cuadrada de las varianzas de los residuales en las tres 

regresiones. 

Obteniendo con los datos do la muestra los valores numéricos 

siguientes (Kendall Y Muirchertaingh, 1977): 

p - -0.32 .. 
p - 0.12 .. p -01 

p m 
Oa 

p 
oC 

= 

-o.os 

0.62 

0.71 

P
02

•-o.2s 

P
21

m 0.38 

p •• - 0.91 

El modelo final esta representado por la ecuación, 

Y• 0.62Xa - O,OSYt - 0.28Y2 

este simplemente representa el efecto directo de las tres varia

bles explicativas. La ventaja principal del modelo estructural es 

que permite avanzar más en el análisis de los parámetros 

involucrados. 
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El efecto total de edad es representado por la correlación 

entre edad y ntlmero de hijos que es igual a o.64. Sin embargo de 
(4.15), se tiene que 

sustituyendo r,. y '2.. de (4.12) y (4.13) se obtienen, 

que es la descomposición de todas las correlaciones de edad y 
ntlmero de hijos y por tanto, cada uno de los términos puede ser 

interpretado como sigue: 

Po. es el~~ de edad;= 0.62 

P
0

bPla es el ~ indirecto de edad en relación con 
educación; (-0.32)(-0.28)= -0.03. 

P 0cpca es el ~ indirecto de edad en relación con edad al 

matrimonio; (O.l.2) (-0.28)=0.03. 

POcPcbpta es el ~ indirecto de edad a través de 
educación y de edad al matrimonio; (0.32) (0.38)(-0.28)•0.03. 

Los cuatro efectos sumados al efecto total son ro..· o.64 

Se puede observar que el efecto directo es el más importante. 

Usando el segundo método (sólo si las variables estan 

estandarizadas), se obtienen las ecuaciones para cada una de las 
seis correlaciones en términos de los coeficientes de 
Trayectorias en el modelo, 
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r 'ª =P 
'ª 

(4.12) 

r .. -P .. + P21r1. (4.13) 

r., • P r 
2. 1 • + p2l (4.14) 

r 
ºª Po.+ Potrta + P r 

02 2a 
(4.ls) 

ro, poart• + po1+ po2r ., (4.16) 

roz - P r + potr•n + po2 (4.17) ºª 2• 

La ecuación (4.12) proporciona la solución para los valores de P
10

, 

Las ecuaciones (4.13) y (4.14) para P
20 

y P
21

, y (4.15), (4.16) y 

(4.17) proporcionan la solución para P
00

, P
01 

Y P
02

• 

COEFICIENTES DE TRAYECTORIAS EN VARIABLES CAUSA 

Dentro del análisis de trayectorias, al momento de plantear 

el diagrama se pueden distinguir dos tipos de causas o variable 
exógenas (Li, 1975): causas no correlacionadas, causas 

correlacionadaa. 

causas no correlacionadas.- Se dice que una causa (X1) es no 

correlacionada, cuando no esta correlacionada con ninguna otra 
causa (XJ), es decir que en el diagrama no existe una trayectoria 

curva de doble cabeza entre X1 y alguna otra causa. 

Tomando un primer caso (sólo limitandose a tres variables), 
sean Xa y Xb variables exógenas o causas y Y variable endógena o 

efecto. suponiendo que no existe correlación entre Xa y Xb, y que 

además Y queda completamente determinada por dichas causas, el 
diagrama es el siguiente: 

69 



Xo""" p D o 
~ /.:y 

FIC, 4,5 Dlaora.aa de t.rayoct.orlaa con 2 caU••• Xa y Xb no corre

lacionadas, Y co•o efecto. 

La ecuación que se obtiene directamente del diagrama es, 

Y=P Xa+P Xb 
Da Ob 

(4.18) 

Aplicando minimos cuadrados a la ecuación para los parámetros P's, 
las ecuaciones normales son: 

como no existe correlación entre l~s variables exógenas entonces 

r.b • o, por lo tanto, 

= p 
Do 

rob= Pob 

es decir, l..Ql!. coeficientes gs¡ correlacipn .l!2Il .i9YA.l. A l.2ll 
coeficientes s1!il trayectorias ~ l.Wi ~ §.2ll n2 

correlacionadas, 
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Considerando un segundo caso, suponiendo que se tiene un 
diagrama de la forma, 

x. 

Para este diagrama las ecuaciones son: 

Yt • P X ... (4.19) 

si se desea encontrar el coeficiente de trayectorias Po.' apartir 
de P 

1
.. y P

01
• Retomando el hecho de que los coeficientes de 

trayectorias son iguales a los coeficientes de correlación para 
causas no correlacionas entonces, 

por lo tanto 

Po.= r
00 

= I:YXa = I:(P01 Yt)Xa 

• l:Po1p1arl 

r = P 
1 o 1 • 

luego entonces, §l. coeficiente ~ trayectorias d..e, XA directamente 
A X J11i i!nlAl Al producto !l.lt lA.11 sl.21!. componentes si.!!. trayectorias. 

Considerando un último caso, suponiendo que se tiene un 

diagrama de la forma, 
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Las ecuaciones del modelo son, 

Y1 

Ya 

p x • . . 
p x • .. (4.20) 

suponiendo que se desea encontrar La trayectoria total Poa, 

P :::11 r ... LYXa 
ºª ºª 

L(Po1p1aX~ + po2p2a~ 

entonces lA trayectoria .t2t.A.l. ~ involucra variables intermedias 

~ l.il. ~ sl.!! t2ll.rui lAJi! travectorias ~ 

cuando las causas no están correlacionadas la cadena puede 

ser extendida a cualquier número de pasos. 

causas correlacionadas.- En este tipo de causas, por 

el contrario si existe una flecha curva de doble cabeza entre una 

causas Xi y alguna otra causa XJ, que representa a la correlación 
que existe entre dichas causas. 
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Ejemplo.- retomando el diagrama de la figura 4.5, y 
suponiendo además que existe una flecha curva de doble cabeza 
entre X• y Xh, es decir, que las causas están correlacionadas por 

medio de rab' el nuevo diagrama es, 

r = .... 

FJG, 4.6 Dl•Qra .. de t.~rayacÍL~rl-~• con 2 cauH• correlacionada• 

XayXb.-Y-~o•o efc-t.o. 

La ecuación es la misma que (4.18), por lo tanto las 
ecuaciones normales son iguales, solo que ahora la correlación 

r.,. es diferente ·de cero por lo cual, 

r P + P r 
o. ºª o b b. 

Esto significa que .l.!!l!. coeticientes lll!. correlación .11.lm 

diferentes A .l..2§. coeficientes .IU! trayectirias nAJ:ll ~ 

correlacionadas. En este caso particular, r
0

• y r
0

b son diferentes 

de P
0

• y P
0

b respectivamente. 
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Una de las caracteristicas de los diagramas de trayectorias 

(con causas correlacionadas o no correlacionadas) es que cada paso 

de la cadena se puede tomar como un diagrama aparte y puede ser 

analizado separadamente sin afectar las partes restantes del 
diagrama. 

REGLAS DE LECTURA PARA DIAGRAMAS DE TRAYECTORIAS 

Las siguientes reglas son necesarias para poder examinar un 

diagrama. El siguiente ejemplo muestra varias caracteristicas que 

ilustran estas reglas. 

F1C 4.6 Dla9t..,.a de lrayoclor la• quo t luat.ra 1•• r99l•• de lectura 

do dlaqra.aa. Laa variable• observadas son 0,1 1 2,J,4.,5,6 1 

y loa realdua.lea son U,V y W, 

(a) Note que no existe trayectoria directa entre 4 y 6. La 

existencia de r ,
5 

y r 
56 

no conectan 4 con 6. 
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(b) El coeficiente de trayectoria de una causa no 
correlacionada a un efecto es el coeficiente de correlación 
respectivo, en el ejemplo P

36 
= r

36
, se debe a que todas las otras 

variables que determinan a 3 no están correlacionadas con 6, como 

lo muestra la flecha de W a 3, similarmente r
0

u = P
0

u • 

(e) El coeficiente de trayectoria de una causa correlacionada 
a un efecto es diferente del coeficiente de correlación . 

P14 no es igual a r 14 porgue 4 está correlacionado con otras 

causas de 1, asi que el coeficiente de correlación en este caso 

es: 

(d) Una trayectoria compuesta por una variable intermedia es 
el producto de dos trayectorias elementales a lo largo de la ruta 

de conexión. Asi el coeficiente de trayectoria de 4 a o es: 

Note que el coeficiente de trayectoria P
01

, no es la 

correlación r
04

, porque la causa 4 está correlacionada con otras 

causas que conducen a o. 

(e) La cadena ejemplificada arriba puede ser extendida a 
más de dos variables, permitiendo un cambio en la dirección, es 

decir 

75 



La cadena puede incluir una correlación en medio, o al 

final, dependiendo de las causas que estén correlacionadas, por 

ejemplo: 

Una conexión de trayectoria no puede pasar por una misma 

variable más de una vez. 

(f) La trayectoria total que involucra variables intermedias 
es la suma de todas las trayectorias 

El coeficiente de trayectoria de 5 a o involucra dos 
variables intermedias 1 y 2, por lo que su trayectoria total es la 

suma de las dos conexiones de trayectoria: 

En este caso el coeficiente de trayectoria no es el mismo que el 

de correlación. 

g) Una vez familiarizado con el trazado 

diagramas, al lector no se le dificultara ver 

y lecturas de 

los siguientes 

resultados: cada correlaciónes es la suma de dos, tres o más 

conexiones de trayectoria. 
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h) Para cada porción semicontsnida del Diagrama 4.3 podemos 

efectos bajo calcular la 

coñsideración, 

fracción 

Las 

de determinación de 

siguientes expresiones 

los 

dadas para 

determinación de las variables 3,2,1, y O respectivamente. 

p• + p• 
= l. 3• 36 

P:s + p• 
26 + 2 P25P26PS6 = l. 

P,. + p~. + p:s + 2PUP15r45 . = l. 

p• + 
ou 

p• 
01 

+ P
2 + 2P P r 
02 01 02 12 

=l. 

la 

Donde r
12 

esta dada en (g). En la práctica los valores de los 
coeficientes de trayectoria pueden ser calculados a partir de 

estas ecuaciones. 

Todas las expresiones en esta sección son verdaderas 
solamente con respecto al punto de vista expresado por la figura 
4.3. si las siete variables (O,J., ••• ,6) son rearregladas de 

alguna otra forma, las medidas absolutas (Las correlaciones entre 
las variables) permanecerian iguales, Pero las expresiones 

involucradas para los coeficientes de trayectorias ya no serian 

verdaderc;ts• El valor de r
36 

permanecería igual mientras que P
36 

ya no seria igual, dependería del nuevo arreglo(diagrama). Por lo 

tanto todas las expresiones que involucran coeficientes de 
trayectoria deben ser siempre leidas con respecto al diagrama de 

trayectorias especificado. 
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SOFTllARE DISPONIBLE 

Por el primer método el álgebra llega a ser incomoda, por 

otro lado resolviendo por el segundo método es fácil, sin tanta 
álgebra, y más fácil aún mediante el uso de una computadora. 

En el paquete SPSS existe explicitamente una rutina para 

resolver el Análisis de trayectorias mediante las ecuaciones de 

regresión como en el segundo método, una vez que ya se haya 

planteado el diagrama de trayectorias. 

Sin embargo existen otros paquetes de tipo estadistico 

(como NUMBER CHRUNCHER: STATGRAPHICS por mencionar alguno) por 
medio de los cuales también se pueden obtener los coeficientes de 

trayectorias, mediante Análisis de Regresión múltiple, ya que los 

coeficientes de trayectorias son coeficientes de regresión 

estandarizados. Esto implica que con cualquier paquete que 

contenga Análisis de Regresión Múltiple se puede trabajar Análisis 

de Trayectorias. 

Primero se construye el diagrama de trayectorias del cual se 

obtiene el modelo estructural (las ecuaciones de regresión) y una 

vez obtenidas estas meterlas al paquete y obtener los valores 

correspondientes a los coeficientes P's. 

Dentro del Análisis de Trayectorias existe una gran variedad 

de temas, los cuales no se tratan en este trabajo, por ejemplo 

existe el análisis de trayectorias con variables no estandarizadas 

(Blalock, 1971 pp. 406-408 y Kendal y Muirchertaingh, 1977). El 

análisis de trayectorias para variables binarias Kendal y 
Muirchertaingh(l977, p. 20), para variables dummy y datos 
ordinales (Blalock, 1971 pp. 432-437). 
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CAPITULO 

5 

ESTA TESIS NO DEBE 
SALIR DE LA BIBUOTECA 

AREAS DE APLICACION 

DEL 

ANAL/SIS 
DE 
TRAYECTORIAS 

Existe un gran número de areas en las cuales se puede aplicar 

el análisis de trayectorias, a continuación se describirá breve
mente alqunas de estas. 
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BIOLOGIÁ 

Las aplicaciones del análisis de trayectorias en el campo de 
poblaciones genéticas, son especialmente en aquellos problemas ·que 

conciernen a parejas. La razón principal para el uso del método 
en poblaciones genéticas es que las "causas" y "efectos" son 

conocidos através de las leyes hereditarias de Mendel, por medio 
de las cuales se pueden hacer directamente los digramas de 

trayectorias y de estos las ecuaciones estructurales concernientes 

al análisis. El mismo Sewall Wright de 1918 a 1921 desarrolló el 
método para explicar relaciones causales en poblaciones genéticas, 

(Wichern, 1982). Si desea mayor información sobre este tipo de 
aplicaciones, consultar Li(1975, Cap. 7,8,9). 

EPIDEHIOLOGIA Y PROBLEHAS HEDICOS 

Podemos citar algunos ejemplos de aplicaciones de 

coeficientes de trayectorias en epidemiologia y problemas médicos. 
La epidemiologia involucra varios factores cuyas relaciones 

causales no son claras y pueden variar de una región (geográfica) 

a otra. Los epidemiologos exploran la posibilidad de usar análisis 
de trayectorias en sus estudios. Goldsmith y Berglund(l974) 

presentan diagramas tentativos de trayectorias para (1) Asma y 
bronquitis infantil, (1i) Efisema y bronquitis en los adultos, 
(111) El deterioro del aparato respiratorio en niños y adolecentes 
y (1v) Cáncer pulmonar: sus metas son identificar los factores 
etiológicos de las enfermedades humanas através de métodos 

numéricos. 

un estudio hecho por Kalimo y Bice(1973) es el de las 
siguientes cuatro variables: Xt=edad, clasificada en tres 

categorias (15-44, 45-64 y 65 y más): X2=presencia o ausencia de 
una enfermedad crónica: X3=nllmero de dias enfermo(sin trabajar) 

en las dos últimas semanas(O=ninguno, 1-uno o dos dias, 2-tres o 
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más dias); X•=visitas al médico(O 6 l). El diagrama de trayecto

rias propuesto es mostrado en la figura 5.1. Las siguientes séis 

correlaciones observadas entre las cuatro variables estan basadas 

en las respuestas de casi 35,000 individuos, Li(l975, pp.331-332). 

Edad Xi . 
Problema cronico X2 
Días enf"ermo Xl 

, 
Problema cronico 

X2 

0.25 

Días enfermo 
Xl 

0.11 . 

0.21 

. 
Uso med. X• 
.0.04 

o.os 
0.30 

Las cinco ecuaciones para los cinco coeficientes de trayectoria se 
pueden descomponer en tres grupos. Hay solamente una trayectoria 
entre Xt y X2, y hay dos trayectorias entre pares de variables, 

como se observa en el diagrama de la figura s.1. 

FIC, 5.1 

Edad 

~ Dlas on,or110 

x, 

X~/1P~X U.o dol '·"•lelo 

~ 32 
/ ' .Mtco 

P••"'.x./r•2Í 
/ Pro b 1 o•• c:rlmlco 

Modelo ceu••l par a • 1 u• o de 1 • ervlclo 11liidlco, X • edad 
X

2
• probl.- crt n 1 e o, X

3 
• _ d 1 •• enter.o, X

4
• vlst las a1-

•0dlco. La• flecha• pequonas no ellquet.adaa son lo• re
siduo.le. (ltallao y Ble o, 197 3) • 
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obteniendo 
ecuaciones: 

directamente. del diagrama, 

r
42

= P
42 

+ P
43

r
32

=0.08 

las siguientes 

Despejando para obtener los valores de P, se tiene que las 

soluciones son : 

p = 0.29 
43 

P
32

= 0.195 

Hay cinco coeficientes de trayectoria y séis correlaciones 

observadas, por lo tanto el sistema es sobre-identificado por una 

ecuación. Suponga que deseamos conocer si los valores de P son 
consistentes con la ecuación no usada concerniente a r u. El 

valor calculado de la correlación entre Xi y Xc esta indicado por 

una r'1 

el cual coincide con el observado r = o.04 de la figura 5.1, dos 

conclusiones son obvias. La primera es que el nllmero de dias 
enfermo es la causa más importante para el uso del servicio médico 

que un problema crónico. El segundo es que el uso del servicio 

82 



médico es en gran parte debido a factores no indicados en el 

diagrama. sacando el grado de determinación de X• para obtener 

mayor información, 

=(, 296) + (, 018) + 2(. 296) (.Ol.8) (.2l.) =0.09 

entonces el grado de indeterminación esta dado por ri-:-;z, es 

decir, se deja el 91% de la varianza del uso médico sin contar, 

esto es debido a los factores residuales. Las caracteristicas del 

diagrama es que no existe una conexión directa entre edad y uso 

del servicio médico; aunque seria razonable incluirla. 

URBANIZACION E INGRESOS 

Blalock(l.96l.) considera varias posibles relaciones entre 

cinco variables en 150 ciudades, seleccionadas aleatoriamente, 

tomadas del censo de 1950. las cinco variables escogidas para el 

estudio son: 

X1 = Indice de urbanización. 

Xz a Porcentaje de negros en la ciudad. 

XJ • Ingresos de la gente blanca. 

X• - Indice de el nivel de educación de los negros. 

Xs - Ingresos de la gente negra. 
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Las correlaciones observadas entre las variables son: 

' Negros Ingreso de Educación Ingreso 

Los blancos 
X2 X• X• Xs 

Urbanización X1 -0.389 0.670 0.264 0.736 

\ Negros X2 0.067 -0.531 -0.440 

Ingresos de los 

blancos X3 0.042 0.599 

Educación de 

los negros X• 0.386 

El diagrama de trayectorias de la figura 5.2 de las variables 

anteriores fué hecho por soudon(l965), omitiendo los residuales 

por simplicidad. Este mueastra esencialmente un estudio a cerca de 
urbanización e ingresos. El diagrama consiste de dos subsistemas; 
1) las variables X1, X2 y X3 forman un sistema semi-contenido 
concerniente al ingreso de los blancos y 2) Las variables X1, X2, 

X& y Xs forman otro sistema concerniente al ingreso de los negros. 

La existencia de los subsistemas implica que las ecuaciones 
involucran coeficientes de trayectoria que están comprendidos en 

grupos y pueden ser resueltos en cada grupo. Primero, note que hay 
solamente una trayectoria entre X1 y X2, y entre X2 y X4. 

Entonces, 
r 21 = P21 =-0.389 

r,
2

"" P
12

-=-0.531 

las siguientes dos ecuaciones forman otro grupo 
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obteniendo asi, 
involucradas, 

P
31

m0.820 

los valores correspondientes a las P's 

.020/Xlo .386 

/.389 -.531 

:~¡:~---tlO .160 X• 
Xs 

FIG, 5.2 Unaodolo do rolaclltn cauaal on\ro urbanlzacllmCXO o 
lftl';lroao do la QOnlo blanca lX3} o lnc;1reao de la Qonle 

nevra <XS), La• variable• lnl•r•odl•• •oniX2• Porcen
taje de poblaclltn noQra en une ciudad¡ XC• Hlvel do -
educacl&n de loa novro• CBtalock, 1961 y Boudon,1965) 

Similarmente, las siguientes tres ecuaciones forman otro grupo: 
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sustituyendo los valores observados de r y resolviendo, se 

obtiene, 

P 52=-o.100 p54•0.160 

Asi se han obtenido los valores de los siete coeficientes de 

trayectoria. Las diez correlaciones entre las cinco variables han 

sido observadas y solamente hay siete coeficientes de trayectoria 

en el diagrama, por lo tanto el sistema esta sobre-determinado. 

Las tres correlaciones restantes pueden ser usadas para ver si son 

consistentes con los coeficientes de trayectoria o no. Una r' es 

usada para indicar los valores cálculados de las correlaciones. 

CALCULADOS OBSERVADOS 

r' = .. P r = 
42 21 

0.207 r
41

=0.264 

r' = 
34 P 42r z3ª -0.036 r 

34
=0.042 

r' = 
35 

P r + 
~ 1 '5 

P r = 32 25 0.434 r
35

=0.599 

Note que las correlaciones cálculadas son menores que las 

observadas. Al agregar una trayectoria directa de urbanización 

(Xt) al nivel de educación de los negros (X•) en el diagrama, 

daria una nueva ecuación: 

obteniendo 

p .,=0.264 - 0.207 = 0.057 
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Pero esto no cuenta comparativamente a la correlación alta entre 

el inqreso de los blancos y de los negros, r
35

=0.599. El esquema 

causal tiene solamente un factor común Xi para X3 y Xs. Este mismo 

sugiere algún otro factor común para el ingreso de blancos y 

negros que no ha sido incluido. 

FERTILIDAD 

En un estudio sobre fertilidad, una encuesta es aplicada a 

4700 mujeres, midiendo para cada mujer las siguientes variables, 

Wonacott(l9Bl). 

X• = Edad de la mujer al momento del estudio. 

Y1 = Años de educación (estudio) de la mujer. 
Y ~ N~mero de hijos que tiene. 

Y2 = Edad de la mujer al momento del matrimonio. 

De acuerdo con las variables anteriores se construye el siguiente 

diagrama de fertilidad de la mujer. Presentando las variables de 

izquierda a derecha, ordenadas de acuerdo a sus causas y efectos. 

FlG. 5.3 Dla9r.- de t.rayeclarl•• para Xa• Edadal.a.entadele•ludla 
Yl•A;;a• de educacl&n, Y2• Edad de l••uJ•r•l-nt.ad•l 

ulrl.anla y Y• Id-era de hlJa•. E• el dla9r.- para 1• rer
lllld.ad de una .uJer. 
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obteniendo las ecuaciones, 

Y= Po.xª + Po1Y1 + Po2~ª 

Ya P
24

Xa + P
21

Y1 

Y1 P 1 .Xa 

siguiendo los pasos descritos en el capitulo 4 para encontrar los 

coeficientes de trayectoria, y de acuerdo a la matriz de corre

laciones (Wonnacott, 1981); las ecuaciones de regresión son las 

siguientes: 

Y= 0.062Xa - O.OSY1 - 0.028Y2 

Y2 o.012x. + 0.3BY1 

Y1 -0.032Xa 

cálculando el efecto total indirecto de las otras variables sobre 
el número de niños: 

a. Educación (Y1). 

b. Edad presente (Xa). 

c. Edad al matrimonio (Y2). 

Resolviendo para a: Tomando el diagrama semi-contenido entre Ys, 
Y2 y Y. De Y1 a Y existen dos trayectorias, una directa de Y1 a Y 

y la otra indirecta via y2. Entonces 

efecto directo de Ys sobre Y 

efecto indirecto vÍa Y2 

efecto total 

BB 

-o.os 

(.38) (-.28) -0.11 

- -0.16 



Esto es, una mujer que tiene mayor educación tiene en promedio 
menor número de hijos (es decir 0.16 menee hijos por cada año de 

educación que ha l;'ecibido). Esto es en parte, porque a mayor 
educación menos hijos (relación directa), y en parte, porque a 
mayor educación produce que se casen a mayor edad, el cual da como 
resultado pocos hijos (relación indirecta). 

b. De Xa a Y hay varias trayectorias, una directa y varias 
indirectas a· través de las variables Y1 y Y2; considerando a cada 

una en su mome~to: 

efecto directo de x. sobre y -0.062 . 
ef'ecto indirecto via Ya (.012) (-.28) -0.003 . 
efecto indirecto via Y1 (-.032) (-.05) 0.002 

via Y1 y Ya (-.032) (.38) (-.28) = 0.003 

efecto total 0.064 

c. De Y2 a Y hay justamente una trayectoria, por lo tanto la 
respuesta es inmediatamente obtenida: efecto total de Y2 = -.28 

En resumen, el efecto total de una variable (Xa) sobre otra 

variable (Y) esta definido como el cambio en desviaciones estándar 

que ocurre en Y cuando X.a cambia en una desviación estándar 
-hablando de todos los cambios con la intervención de variables 

entre Xa y Y. El efecto total puede ser cálculado de la cadena de 
efectos directos usando el siguiente hecho: Cada trayectoria 
de Xa a Y, multiplicando juntos todos los coeficientes se 
encuentra que: 

El efecto total de Xa sobre Y • la suma de todas las 

trayectorias (siguiendo las flechas de x. a Y). 
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Existen otros ejemplos de aplicación del análisis de 

trayectorias en las Ciencias Sociales, de los cuales se mencionan 

algunos. Existe un interesante estudio de Sewell Y Shah(1967) 

sobre estatus socioeconómico, inteligencia y educación; 

Hauser(1973) en estudios socioeconómicos y desempeño educacional. 

Análogamente a Duncan(l966) en su articulo 11 Psycholo9ical 

examples 11 , Wert y Linn(1970) aplican el análisis de trayectorias a 

un conjunto de problemas en el seno familir. El economista 
Gintis(1971) reporta un Análisis de Trayectorias sobre educación y 

productividad en el trabajo, Griliches y Mason(1972) emplean este 

tipo de análisis en un estudio sobre educación e ingreso, haciendo 

una prueba de aptitudes como indicador de una variable no 

observada representando habilidad y capacidad. 

Sewall Wright uso el método para estimar un modelo de oferta 

y demanda para la carne de puerco, uno más para las variables 

Xi=papas y Xz=precio rezagado de la carne; también desarrolló la 

versión dinámica del modelo, LI(l975, pp. 335-337). Las 
aplicaciones que se hicieron en 1925 fuerón a los precios de 

granos de cereales y a la carne de cerdo, Wichern(1982). 

El Análisis de Trayectorias puede observarse como una forma 

especial de "ecuaciones estructurales" empleados por varios 

autores en diferentes campos. En el volumen editado por 

Blalock(1971) se encuentran una sorie de aplicaciones, ya que es 

una colección de articules de modelos causales y una fuente de 

referencias para estos métodos. 
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CONCLUSION 

Se trato en este trabajo de dar a conocer el análisis de 

trayectorias como una técnica estadistica de tipo causal. 

El análisis de regresión y de trayectorias son 

matemáticamente equivalentes a condición de que uno empiece con 

los mismos modelos y suposiciones. La diferencia estaria en la 

forma de las ecuaciones, es decir que mientras el análisis de 

trayectorias requiere de un sistema de ecuaciones recursivo (ésto 

viene exigido por la misma idea de causalidad) , el análisis de 

regresión no. 

El análisis de trayectorias por trabajar con sistemas 
recursivos, presenta la ventaja de que los estimadores minimo 

cuadraticos ordinarios aplicados a cada ecuación son consistentes, 

eficientes y asintóticamente normales. Además tiene ventajas sobre 

el análisis de regresión, ya que mientras la regresión sirve para 

explicar y predecir sin considerar causalidad, el análisis de 

trayectorias sirve para explicar considerando causalidad. El 

requisito de causalidad en determinado momento se puede pensar 

como una limitante del método, ya que para concluir que entre dos 

variables existe relación de causa efecto es preciso examinar 

cuidadosamente la naturaleza del fenómeno que se estudia (este 

requisito caé en los limites de lo teórico). Por lo anterior, no 

se quiere decir que el análisis de trayectorias se deba usar en 

lugar del análisis do regresión o de las técnicas multivariadas, 

si no, más bien como complemento de las mismas. 

En algún tiempo (años 60's) se penso que por fin se tenia una 

técnica que permitia medir la fuerza de los vinculas causales, sin 

embargo sólo limitandose al campo de la medición.- Se percibió que 

si bien es posible medir la relación entre dos variables y 
establecer la precedencia temporal de una de ellas, no es posible 

garantizar que la relación se mantenga una vez que se controlan 

"todos" los factores que inciden sobre la relación. 
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Por otra parte 

confiables son los 

existen técnicas 

estimadores de 

para 

los 

probar que tan 
coeficientes de 

trayectorias, como son, intervalos de confianza y pruebas de 
hipótesis, estos resultados quedarón fuera del presente estudio. 

Para la solución de los coeficientes de trayectorias, existen 
paquetes estadísticos para microcomputadoras. Uno de los paquetes 
que contiene explicitamente subrutinas para la solución del 
análisis de trayectorias es el SPSS (Statistical Package fer the 
Social sciences), sin embargo en el statGraphics, Numbercroncher 
(por mencionar algunos) no existe. En estos casos lo que se debe 
hacer, es tomar las subrutinas de análisis de regresión mültiple y 
obtener los coeficientes de regresión estandarizados. Ya que como 
se mencionó en el capitulo de análisis de trayectorias son los 

coeficientes de regresión estandarizados. Tomando ese hecho, se 
obtienen finalmente los coeficientes de trayectorias. 
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APENOICE A 

PROPIEDADES DE LOS ESTIMADOOES POR t.llNIMOS CUADRADOS 

Los estimadores minimo cuadrados son función lineal de las 

IJI, y éstas a su vez de las e1 's. De estos estimadores se obtiene 

la media, la varianza y la covarianza. 

En particular se supone que el modelo de regresión simple es 

1,11 = 13
0 

+ IJ1a:1 + GI 1 m 1,2,3, ••• , n 

con E(1,11) = ll
0

+A ¡J 1a:1 y var(1,11) Var(l11) = u 2
• Ahora considere 

el estimador . ll•, dado en (3.B). Suponga que se definen las 

constantes c1., c2 ..... en por la ecuación, 

CI = -~(a:~l _-_ii:~)-

E ca:1 - a:» 
l• 1 

entonces las a:a son consideradas como números fijos, estos son 

las c1. El estimador ~. es igual a una combinación lineal de las 

'Ji 's. Aplicando el desarrollo que dice: Si a1 es una constante y 

m una variable aleatoria entonces E( ao + l:a1u1) e ao + l:a1E(m ).

entonces la media de (1
1 

se encuetra como sigue: 

n n 

Ef~ 1 c11,11) = 1 ~ 1 c1E(1,11) 

• /J, 0l:c1 + (J 1l:c1a::1 
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porque 

n 

.~.<a:• - iC) 
na: - na: 

,!=!' = o 
n n 

.• ~.(a:l - <C¡2 ,?;, (a:l - (C¡• 

n 

iC) "'' 
n 2 

neé2 ·- ,?;,C<é1. - 1: aa_-

.~!'"'' 
l•l = i 

n 
iC¡ 2 

n 
ntc2 

.~.(a:i - l: O:l2-
l•l 

lo cual muestra que ~ 1 es un estimador insesgado de ~1 • También se 

puede demostrar facilmente que E(~ 0 ) = /l0. 

La varianza de ~ 1 se encuetra aplicando el siquiente desarro

llo para la varianza de una suma de variables correlacionadas: 

Var ( i: a1ui) 
l •1 

por lo tanto 

n 

Var(~ 
1

) = Var( 1 ~. cu,n) 

n n-1 n 

= 1~1c1
2Var(111) + 2 1~,i~fl,cJCoV(IJl,IJJ) 

pero CoV(IJl,IJJ) = Cov(IJ 0+¡¡ 1a:J+6J,/l 0+¡¡ 1a:1+61) = Cov(6J,6ll = O por 

suposición. También Var(111) = Var(61) = u2, 
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entonces 

A O 1 
var(f?,J = .,.•,!=~,.· = .,.•-.-----

.~,Ca:• - a:i• CA.l) 

porque 

n a:i• n 2 ,!=,Ca:• - 1 ,!=r• -
( 1 ~1 (aa - a:i•) 

n 
e;¡;) 2 ,!=,Ca:• -

para encontrar la variaza de ~o' ~e tie~e qu~, 

Var(íl
0

J Var(y - íl,itJ 

Var(y) + it2 Var(íl,J - 2it cov(y,¡¡ 1) 

r?- ~ A 

la Var(y) --n-• la Var(/?1) está dada en (A.l) y Cov(y,f? 1 ) O, 
este último resultado puede ser demostrado, sin embargo, es 
intuitivamente claro porque el valor promedio y no depende en 

algún momento del valor ajustado de i!,. Asi que 

[ 

-2 
var(íl0J = cr2 + + a: 

,!=,Ca:• -

Finalmente aplicando la regla 

- 2 a:) 

para 
Cov( ao+a1u1, a3+a2u2) = a1a2Cov(u1, u2) se tiene que, 
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la covarianza, 



- -0'2 a: 
n - 2 ,!=,(0:1 - a:) 
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APENDICE B 

Un vector cuyos elementos son variables aleatorias, es 
llamado un vector aleatorio. En regresión, el vector de parámetros 

estimados B es un vector aleatorio al igual que el vector de 

errores e, el vector de valores observados Y, valores ajustados Y 
y el residual ~. 

La media o el valor esperado de un vector aleatorio es el 

vector de medias de las variables aleatorias en ese vector. Asi 
por ejemplo, la media de e es un vector de ceros, escrito como 

E(c)=O. 

Para encontrar la media de 5 usaremos el hecho de que la 

media es lineal, el cual dice que si z es un vector aleatorio de 

longitud nx1, e es una matriz de qxn, y d cualquier vector fijo, 

entonces la media de la variable aleatoria cz + d es: 

E(CZ + d)= CE(Z) + d 

entonces 

E(H) =E( ¡x'x¡ -•x'Y) QE( ¡x'x¡ -•x' (X!l+c)) 

de acuerdo al modelo Y= XB + c. 

pero E(c) Q o, 
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por lo tanto B es un estimador insesgado de 5. 

un vector aleatorio tiene asociada una matriz de 

varianzas-covarianzas, las entradas de la diagonal son las 

varianzas de los elementos del vector aleatorio, mientras que las 

entradas fuera de la diagonal son las covarianzas entre los 

elementos; el elemento (1,J) de la matriz es la covarianza entre 

el elemento 1-ésimo del vector aleatorio y el elemento J-ésimo. 

Usamos el simbolo Var(z) para denotar la matriz de 

varianzas-covarianzas del vector z. 

El vector de errores e, se ha supuesto que tiene elementos 

con varianza común a 2 y covarianza o (cero) para toda 1. En 

resumen Var(c)=u2 In. 

Aplicando el hecho de que la Var(Cz + d) = C[Var(z) Je' para 

encontrar la varianza de B. se tiene que 

Var(B)=Var( (X'X)- 1X'Y) 

=cx'x¡ - 1x'(a2InJX(x'x¡-1 

=<7
2 cx'x¡-1x'xcx'x¡- 1 

=a2 cx'x¡ -i 
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