WE2F
2 ES.

m

o \I’s uf

ﬁiwg uUNIVERSIDAﬂ NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
\‘ \%\’M vy FACULTAD DE CIENCIAS

ANALISIS DE TRAYECTORIAS

T E S | S
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
A C T U A R I O
P R B S E N T A
JACINTA CELIA IGLESIAS MOLINA

ASESOR DI TiSIS:
DR. GUSTAVYO J. VALENCIA RAMIREZ

MEXICO, D. F. 1992,

FALLA 7 CRIGEN




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



ANALISIS
DE
TRAYECTORIAS

Afos de educacién

Y,

\~
/ vY Numero de hijos
Edad dela mu]eX /(

(Estudio) ! —_— Y
2

Edad ds la mujer
(Matrimonio)




INDICE

INTRODUCCION 1
CAPITULO 1 EL PROBLEMA 3
CAPITULOC 2 SISTEMAS CAUSALES

CAPITULO 3

INTRODUCCIGN
DEFINICION DE EFECTO CAUSAL
RELACION DE CAUSALIDAD

Tipos de relaciones causales
MODELOS CAUSALES 13

Investigacidén experimental y no experimental

El problema de la identificacidén

Construccidén del modelo

Estructura del modelo

Analisis causal

w W N

ANALISIS DE REGRESION Y CORRELACION 19
INTRODUCCION 19
REGRESION LINEAL SIMPLE 20

Ecuacioén de la linea recta
Errores "&"
El modelo de regresién lineal simple
Estimacién por minimos cuadrados
Estimacién por mdxima verosimilitud
ANALISIS DE CORRELACION SIMPLE 30
coeficiente de correlacidn
Propiedades del coeficiente de correlacién



CAPITULO 4

CAPITULO 5

REGRESION LINEAL MULTIPLE
Estimaacién por minimos cuadrados
Estimacién por maxima verosimilitud
ANALISIS DE VARIANZA
ANALISIS DE CORRELACION MULTIPLE
Correlacién parcial y multiple
Correlacién parcial y su interpretacidn causal

ANALYISIS DE TRAYECTORIAS
INTRODUCCION
SUPUESTOS PARA APLICAR ANALISIS DE TRAYECTORIAS
FORMULACION DE ANALISIS DE TRAYECTORIAS
DIAGRAMAS DE TRAYECTORIAS
Construccion de un diagrama
Ejemplo
COEFICIENTE DE TRAYECTORIAS
ESTIMACION E INTERPRETACION DE LOS COEFICIENTES

Estimacién por descomposicién de los coeficientes

de correlacidn.

Estimacién por ecuaciones de regresion,

Ejemplo para ilustrar los dos métodos
COEFICIENTES DE TRAYECTORIAS EN VARIABLES CAUSA
REGLAS DE LECTURA PARA DIAGRAMAS DE TRAYECTORIAS
SOFTWARE DISPONIBLE

AREAS DE APLICACION DEL ANALISIS DE TRAYECTORIAS
APLICACIONES EN LA BIOLOGLA

EPIDENIOLOGLIA Y PROBLEMAS MEDICOS

URBANIZACION E INGRESOS

FERTILIDAD

33

38
43

49
49
52
54
56

57
58

69
74
78

79
80
80
83
87



CONCLUSION

APENDICE A

APENDICE B

BIBLIOGRAFIA

91

93

87

99



INTRODUCCION

El Andlisis de Trayectorias es una forma de analisis de
regresisén 1lineal con respecto a variables estandarizadas (media
cero y varianza uno). Los resultados que se desprenden del
Andlisis deben ser consistentes con la estructura y compatibles
con los datos observados de las variables involucradas.

El Analisis de Trayectorias fué desarrollado por Sewall
Wright en 1918, para explicar relaciones causales en poblaciones
genéticas. Mas tarde (1960) se extendid su utilizacisén en el campo
de las ciencias sociales y la sociologia.

Debido a que el Analisis de Trayectorias es un tipo de
Anadlisis de Regresidén. En el capitule 1 se hace notar la diferen-
cia entre los dos tipos de andlisis, desde el punto de vista
de la prediccién o de la explicacién de un suceso.

Aunque el tema tiene bastante generalidad, se desarrollara el
caso particular de los sistemas recursivos. Se dice que un sistema
es recursivo, si dos variables no pueden ser reciprocamente
"Causa" y "efecto". lLos términos causa y efecto, se presentaran
explicitamente en el capitulo 2 al igual que los diferentes tipos
de relaciones causales y la construccidén de un modelo causal.



El capitulo 3 trata del Analisis de regresion y correlacion.
Esto como una introduccidén a lo que es el analisis de trayectorias
por ser un anadlisis de regqgresién estandarizado (cabe menclionar que

existe dicho analisis para variables no estandarizadas) de tipo
causal.

En el capitulo 4 se desarrolla el anilisis de trayectorias
donde se plantea como una herramienta gue permite determinar la
estructura que ﬁejor se ajusta a los datos. En el capitulo 5 se
muestran varias aplicaciones d&el Andlisis de Trayectorias, en
estudios realizados en la Biologia y en diferentes areas de las
Ciencias Sociales.



CAPITULO
1

EL PROBLEMA

Los modelos estadisticos lineales son la base de los métodos
estadisticos mias usuales en d&reas como regresidén y disefio de
experimentos. En estas 4reas, el planteamiento del modelo no
contempla la relacién de causa~efecto que puede existir entre las
variables. Esto se debe a que el investigador estd consciente de
que tal relacidn puede no existir y por lo tanto no la contempla.
Pero si él aplica un modelo de regresidn y sucede que debe optar
por un modelo gque considere la relacidén causal (por ejemplo el
modelo de trayectorias), entonces existe un problema para el cual
los resultados y conclusiones obtenidas via regresién por lo
general no son suficientemente utiles.

Si de antemanc el investigador sabe o infiere que existe una
relacién de causa-efecto, como en el caso de una poblacidn



genética, un estudio médico, factores que influyen en la explosién
demografica o en el aumento o disminucién del precio de un preducto
etc. el investigador no se puede apoyar simplemente en un medelo
de regresién en el cual se observa la asociacidén entre las
variables explicativas y la variable respuesta, pero no se puede
asegurar nada en el sentido de que las variables explicativas
causen directamente la variacidn de la variable respuesta (Méndez,
1987). En tal caso,es necesario plantear algun modelo que
considere la relacién de causa efecto, como por ejemplo el modelo
de trayectorias. Esto no quiere decir que se utilice el modelo de
trayectorias en lugar del modelo de regresion, mds bien se utiliza
el primero como complemento del segundo, debido a que tedricamente
se establecen relaciones de causa y efecto entre las variables.

La estadistica tradicional derivada del métede de minimes
cuadrados esta dirigida a la prediceién y explicacidén de las
variables involucradas. Mientras que el método de trayectorias no
ge ocupa de la prediccién, mas bien, procura dar una interpreta-
cién plausible de las relaciones entre las variables. En otras
palabras se preocupa de elegir una estructura causal compatible
con los datos observados.

Para ilustrar la distincion entre prediccién e interpretacidn
plausible se muestra el siguiente ejemplo (Li, 1975, pp. 2-4):
~en un estudio de la aceptacidén o rechazo de anticonceptivos de
las amas de casa jovenes en Taiwan, el equipo de investigacidn
(compuesto por cientificos sociales, bioestadisticos y médicos)
observé las siguientes variables (causales}) para esposo y esposa:
edad, educacidn, ocupacién, ingreso, vivienda, salud, nimero de
hijos vivos, ete. Ajustando una regresién para todas estas
variables encontrardn que el factor simple mas importante, fué el
nimero de artefactos eléctricos en el hogar (ventiladores,
tostadores etc.) poseidos por cada familia.



Si la prediccién es el propésito, entonces, el numero de
artefactos eléctricos seria probablemente el mejor indicador o
predictor ©para la aceptacién de anticonceptivos. si se
considera que los artefactos eléctricos constituyen una causa
importante para la aceptacién de anticonceptivos entonces, la
planeacién familiar estaria asegurada mediante una distribucién
apropiada de aparatos eléctrices, lo cual resultaria mads barato
que la atencidén y recursos que requiere un nifio, en términos
econdémicos.

Si se aplica un Andlisis de trayectorias al mismo conjunto
de datos, lo primero seria intentar una explicacidon plausible
del fendémeno mediante la construccién de un diagrama que
especifique la naturaleza de las relaciones de causalidad, y de
acuerdo a ese diagrama se efectuaria el anadlisis. En este caso
particular, probablemente se observaria que la aceptacién de
anticonceptivos (Y) y el numéero de artefactos eléctricos (X), son
consecuencia de las mismas variables causales, tales como la
educacién, ingreso, etc.. Esto es, que la gente con mas educacioén
y mas altos ingresos tienen mayor aceptacién a los anticonceptivoes
y también puede adquirir mas artefactos eléctricos.

La diferencia entre analisis de regresién miltiple y el de
trayectorias en este caso muy simple, se refleja en los siguientes
dos diagramas,  tomando a W como el conjunto de las variables
educacién, ocupacidén, ingresos etc, a X como nimero de artefactos
eléctricos y a Y como aceptacidn de anticonceptivos.

x \ /x
) ‘ \
v / Y
Regresidn Nultiple Explicacién Plausible .



El método de lectura de tales diagramas se comentara en
detalle en el capitulo 4. El diagrama de la izguierda, representa
la aceptacién de anticonceptivos (Y), como una combinacién lineal
de las variables X y W. En el diagrama de la derecha, la variable
X (el numero de artefactos eléctricos) y Y (la aceptacién de
anticonceptivos), se observan como dos consecuencias del mismo
conjunto de variables W.

Note que podemos aplicar cualquiera de los dos métodos para
resolver este problema en particular, sin embargo debemos estar
conscientes, y saber cudl es nuestro préposito (si prediccién
o explicacidén), al momento de decidir cudl aplicar.



CAPITULO
2

SISTEMAS CAUSALES

E1 concepto de causalidad es de suma importancia debido a que

para la mayoria de los sucesos gue ocurren, podrian establecerse
relaciones de causa-efecto.

Ejemplo.=- En la teoria clasica del precio: El decremento
del precic de un bien puede ser causado por el aumento de la
oferta de esa mercancia, por la disminucién de su demanda o por
la combinacién de ambos elementos. Si lo que se desea es explicar
la baja del precio del trigo en un ano concreto, lo mas factible
sera buscar el volumen de la cosecha de aquel afio, esto a su
vez estd en funcién de la superficie sembrada, de la cantidad de
lluvia y de la cantidad de abono aplicado. Como se observa en
este ejemplo, el efecto es la baja del precio y las causas son,
el aumento en la oferta o la disminucién de su demanda.



Se puede generalizar este tipo de problemas: Sea A(x) una
proposicién relativa a la situacidén ¢ (p. ej., la oferta aumenta
en el mercado ¢« ), y sea B(«) una proposicién mas acerca de «
(p. ej., el precio desciende en el mercado < ). Entonces la
proposicién de relacidn entre A({z) y B(x) es de la forma:

A(e) ———— B(ax)

que se interpreta: A(¢) ocasicha o tiene por efecto B{a).

DEFINICION DE EFECTO CAUSAL

Para dar una definicidn de efecto causal es necesario dar una
definicidn de causalidad. Sequn Norman y Hadlai(1975).

pefinicidn Yoperacional" de causa : ¢ es upa causa da «,
z
8 y solo si <, puede ser cambiada por mapipular <.

Primero, la nocién de causalidad implica prediccidén, pero
prediccidn de una clase particular. Predicciones matemdticas o
estadisticas gque no implican la capacidad de producir cambios son
excluidas de esta definicidn. Segundo, para juzgar que se
entiende por "solo" en la definicidn, se debe entender la nocién
de jerarquia causal y control relevante. Por ahora, sdlo note que
al manipular x no implica gue todas las otras causas de <, estén
controladas, o se mantengan constantes, ya que al cambiar L
esto traera cambios en muchas otras variables que sean afectadas

por & .

Efecto causal.~ Tomando a c, como la variable respuesta y a
«, como la wvariable explicativa en un experimento ideal y
suponiendo que el sistema causal es lineal, aditivo vy

unidireccional, entonces la relacién entre c, Yy € es de la forma:

c = c& (2.1)



donde ¢, es una constante fija para la magnitud de cambio en a,
por una unidad de cambio en x, .

El coeficiente c, asi medido sera llamado el coeficiente
lineal del efecto causal, o simplemente el coeficiente del efecto.
8i ésto se relaciona con el modelo de regresion lineal sin
ordenada al origen, se observa, que dada una regresién entre a¢ y ¢
el modelo ajustado es,

4 = bc

Aqui, b no puede ser interpretada como el coeficiente del
efecto si no como el coeficiente de regresién, debido a que
regresidn lineal no considera la relacion de causa y efecto.

Analogamente, si se interpretan los coeficientes de regresion
cono coeficlentes de efecto (es decir, considerando el orden
causal) se esta haciendo una interpretacién analitica de
trayectorias.

En la ecuacidén 2.1 se observa una relacién de causalidad
lineal entre €, Y & . Para una discusién amplia sobre este punto,
ver Blalock(1971).

RELACION DE CAUSALIDAD

Una vez definido lo gue es efecto causal, se pueden ver
relaciones de causalidad.

Desde el punto de vista filosdéfico, se puede entender como
causa aquello gue es capaz de producir o modificar la manera de
ser de 10 gue ya es.



Esta nocidn de causa implica una distincién importante, sin
duda en la investigacion cientifica, entre la causa que produce
algo nuevo de aquella que sold modifica lo ya existente.

se dice que dos variables, presentan una relacidn de
causalidad, cuando una variable influye en la otra, en el sentido
de gque una modificacidon en la primera produce o da lugar a una
modificacidén en la segqunda.

como menciona Ph. Van Parijs en su trabajo "La syntase de
I’explicatién dans les sciences sociales" existe una relaclén
causal cuando modificando A se puede producir una modificacién en
B.

De aqui que, cientificamente, las definiciones de causa y
relacidén causal se centren en esta idea de sucesién necesaria,
constante e irreversible.

J. A. Davis escribe (1972, p. 108) que "“dos variables tienen
una relacion causal cuando una reordenacidén de cases de una va
seguida de una reordenacién de casos de la otra". Y Stefan Novak
(1975, p. 82) afirma que "decir que S es la causa de B significa
que donde quiera que y siempre gque, dentro de los limites de 1la
generalizacién causal de que se trate, S ocurre (o deberia
ocurrir) es (o deberia ser) seqguido por B, independientemente gde
sl S ocurre o (deberia ocurrir) espontaneamente o fue traido a la
existencia por alguna accién voluntaria o por cualquier "Actor" o
"producto"".

como menciona Sierra(l1981, p. 268). Una consecuencia
importante de esta idea cientifica de causa, es que la causalidad
no se puede comprobar de manera inductiva, empirica, sino que
supone una inferencia deductiva, es decir un apoyc o sustento
tedrico.
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Una nota importante al respecto es como dice Parijs(p.228)
"incluso en la experimentacién mas cuidada, uno no estd nunca
seguro de que todas las variables susceptibles de influir en 1la
variable efecto han sido controladas®.

Tipos de relaciones causales.-Dentro de las relaciones
causales existen varios tipos, por la forma en como se presentan.
Hoy en dia come menciona Méndez (1987) en la ciencia moderna se
reconocen los siguientes tipos: 1las causas necesarias, las
suficientes, las contribuyentes, y las necesarias y suficientes.

Causa necesaria.-Una condicidn « es una causa necesaria para
el efecto ¢, si 4 siempre es precedida por «, pero puede ocurrir «
sin que ocurra y. Esquematizando:

e

Por ejemplo: = puede ser introduccidén de amibas
en el organismo y y la enfermedad amibiasis.

11



Causa suficiente.-Una condicion « es una causa suficiente

para el efecto y, sl ¢ siempre causa a 4, pero puede ocurrir y sin
que ccurra «.

Ejemplo: « falta de hierro en la dieta y ¢ ia
anemia. '

Causa contribuyente.-Una condicion « es contribuyente para y,
si se asocian frecuentemente « y y.

ocurra 4, Y ¥ sin que ocurra «.

N

Pero puede ocurrir x sin gque

Ejemplo: « fumar, 4 cancer pulmonar.

12



Causa suficiente y necesaria {determinista).-Una condicion «
es necesaria y suficiente para y, si 4 siempre es precedida por «
y « siempre conduce a y.

& ————

Ejemplo: Considere. un gas a volumen constante,
entonces ¢ presién y y temperatura del gas.

MODELOS CAUSALES

Los modelos causales lineales constan de una o mnas
ecuaciones. cCada ecuacién permite representar las relaciones
causales gue existen entre las variables. Al conjunto de estas
ecuaciones se le llama estructura lineal.

Estos modelos se suelen considerar también como
estructurales, en cuanto que estudian las relaciones de influencia
entre las variables de un sistema y pretenden determinar 1la
estructura de dichas relaciones. Por ejemplo, el modelo de
trayectorias. A este respecto, cabe recordar 1la importante
distincidén entre 1la investigacién experimental Y la no
experimental.

Investigacién experimental.- se basa, en la reduccidén de los
complejos sistemas de causalidad reales a sistemas o modelos
sencillos, mediante el aislamiento y control experimental de las
variables, es decir las condiciones causales son modificadas a
voluntad del investigador.

Investigacidén no experimental.- En las investigaciones no
experimentales, no existe el aislamiento y el control experi-

13



mental. En este tipo de investigacidén no hay modificacién
producida por el investigador de las condiciones causales.

Los modelos causales, se basan en la idea de causalidad, por
lo que es conveniente hacer referencia a el problema de
identificacion, gque se presenta en relacidén a estos modelos,
debido a gue desembocan en un sistema de relaciones gque conducen
a un conjunto de ecuaciones (Sistema de ecuaciones simultaneas).

EL PROBLEMA DE IDENTIFICACION

Para un modelo dado y unos datos determinados, se dice que
una estructura esta identificada, si existe unicamente una
estructura que sea a la vez admisible respecto a los datos y al
modelo.

En relacidn a este punto existen para un modelo determinado,
unicamente tres alternativas:

1.~ La subidentificacion.
2.- La identificacidén exacta.
3.~ la sobreidentificacidn.

Subidentificacién.- El sistema de ecuaciones que determina
el modelo, no ofrece informacién suficiente para encontrar el
valor de todas y cada una de las incognitas

Identificacidén exacta,- Aqui, por el contrario, si existe
dicha informacidn y el sistema tiene solucidn unica.

Sobreidentificacién.-Por tiltimo, en este caso se da un exceso
de informacién, por lo que no es posible hallar una solucidén gque
satisfaga a la vez a todas las ecuaciones del sistema. Sin
embargo, pueden elegirse subsistemas determinados que proporcionen

14



soluciones al sistema, si bien éstas seran diversas y tantas como
subsistemas se puedan construir.

La identificabilidad de un modelo depende en esencia de que
el sistema de parametros sea, en términos matemdticos:

Determinado.~Igual numero de ecuaciones independientes que de
incégnitas.

Indeterminado © subidentificado.-Mayor nimero de incégnitas
que de ecuaciones.

Incompatible o sobreidentificado.-~Mayor nimero de ecuacicnes
que de incognitas.

Una vez visto los posibles problemas gque se pueden presentar,
se procedera a construir un modelo.

CONSTRUCCION DEL MODELO

Los cientificos intentan resumir la complejidad de 1los
fendmenos en leyes, hipotesis o wmodelos, para el mejor
entendimiento y control de los mismos.

Un modelo en este sentido no es una réplica fisica de el
sistema bajo estudio, mds bien intenta describir las principales
relaciones entre las variables de interés.

El proceso de construccidén del modelo consiste en proponer
un conjunto de expresiones para estas relaciones, y ver que tanto
la conducta del modelo imita adecuadamente 1la conducta del
sistema o fenomeno. Los modelos son construidos para propdsitos
especificos y no necesariamente intentan describir en detalle
cada faceta del fendmeno.

15



Uno de 1los ' problemas basicos en estadistica . es la
especificacién del modelo a ‘ser usado.

ESTRUCTURA DEL MODELO

Considerando el sistema en el cual las cantidades
YI,42,43, 00,4k Y &a,qb,&c, .. ,&q Son medibles, donde las K
variables quedan determinadas por las a«’s. Es decir, cada variable
endégena ¢i queda absoluta y unicamente causada por el grupo de
variables exdgenas «’s.

El modelo causal.- Sean las ecuaciones siguientes con las
cuales se expresan estas relaciones causales,

Y1=F1 (Ca,&b, » ¢+ e@F; K11,A12, ¢ « «XIm)
y2=F2 (Ca,@b, ...@q; ©€21,022, «..02a) {2.2)

Yk=Fx (Ca,@b, e e s@q OKk1,Qk2, + + « Akn)

Estas ecuaciones son llamadas estructurales, en donde los
parametros denotados por «, pueden ser constantes fisicas,
quimicas, bioldégicas o psicolégicas, econdémicas, tecnolégicas,
etc. las yi son los efectos y las «l las causas.

Introduciendo la variacion aleatoria en el sistema de
ecuaciones se puede describir la situacidén en la que existen:
variaciones debidas al conjunto de factores no observados
explicitamente, o a posibles errores de medicidn.

En los modelos causales, dado un conjunteo de ecuaciones la

distincién entre wariables explicativas y explicadas es ambigua
porque una misma variable puede ser explicativa en una ecuacién y

16



explicada en otra; Cuando se trata de sistemas de ecuaciones se
distingue, mas bien, entre variables enddgenas, que son las gque
dependen de otra en alguna de las ecuacliones; y exdgenas, gque no
dependen de ninguna otra de las consideradas en el sistema.

La idea basica es que las variables pueden ser dispuestas
jerarquicamente en términos de sus prioridades causales.

ANALISIS CAUSAL

En los afios sesenta se popularizé el entonces llamado
andlisis causal (Cuyos origenes se remontan a un trabajo en
genética poblacional escrito por Wright en 1921, pp. 557-585), que
se percibia como una generalizacidén del anilisis multivariado y
que tuvo un fuerte impacto sobre la investigacién social, a pesar
de que sd6lo se aplicaba a variables métricas (son variables
métricas las que se miden en escalas de intervalo o de razén) y a
variables dicotdémicas. Una vez que se aprecié la profundidad de
la discusidén en tornoc a la nocién de causalidad, toma el nombre
con el cual se le conoce hasta hoy:Analisis de Trayectorias o de
senderos (Path Analysis).

Ejemplo.- Suponiendo que para realizar la explicacidon del
rendimiento escolar (y) se dispone de las variables, estatus
socioecondmico del padre (aa), grado de educacidn del padre (¢1) y
prestigio del hijo en la clase (y2). Suponiendo ademids que se
recurre a un modelo de trayectorias (tomando en cuenta 1la
relacion de causa y efecto que existe entre las variables).

17



En sequida se construyen dos posibles diagramas de las relaciones
de causa-efecto,

La ———)Il

0 > yz X
Y e Y2

(a) (b)
I'H'..z.‘l» Siwtemas caumales.

Las ecuaciones correspondientes a cada diagrama son
construidas directamente del mismo. Para el caso del diagrama (b)
las ecuaciones son escritas como,

Yy o= P‘.m.
y2 = Pz:“' . P2,¢a

¥ = Pyou

las cuales no contienen variables de error porque el diagrama no
las contempla. Sin embargo, puede considerarse gque estos errores
existen por 1las variables (aleatorias) que han sido excluidas
del modelo.

Note que estos diagramas no son todos los que se pueden
construir con cuatro variables, existen todas las combinaciones
posibles; pero la construccién de diagramas y la decisién de cual
tomar para el andlisis se discute en el capitulo 4 (Andlisis de
trayectoria), con apoyo en el capitulo 3 (Analisis de regresién).

18



CAPITULO
3

REGRESION
Y
CORRELACION

En algunos problemas interesa a menudo no sdlo las pruebas de
gignificancia y las nedidas de asociacidén, sino que tambieéen, se
quiere describir la naturaleza de la relacidn entre dos variables,
de modo que conociendo una de ellas se pueda anticipar la otra.

cuando el interés se centra ante todo en la tarea exploradora
de encontrar cuales variables se relacionan con una variable
determinada, interesa por lo regular el grados o fuerza de las
relaciones. En particular los coeficientes de correlacion, pero si
lo que se intenta es predecir el valor de una variable apartir
de otra, ademas de conocer la forma o la naturaleza de la relacioén
entre las variables, entonces se debe hacer una Regresioén.
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REGRESION LINEAL SIMPLE

El Andlisis de Regresién simple, es un instrumento
estadistico importante y general que sirve para estudiar la
naturaleza y forma de asociacidn lineal entre dos variables.

En la relacidn de regresidn sélo se considera aleatoria una
de las variables, 1llamada variable respuesta (y¢), la otra,
variable explicativa (z) esta fija. La variable respuesta es
aquella cuyo cambio se considera en funcién de 1la variable
explicativa.

Al plantear el medelo, podrian esperarse problemas de
estimacién muy dificiles. Sin embargo, los métodos de estimacién
se componen de técnicas basicas simples. El conocimiento detallado
del principio de minimos cuadrados, hace falta para presentar el
material gque sigue. De esta manera se explicard regresién lineal
simple,

y = f(x) (3.1)

este paso simplemente identifica a 1la variable «, la cual se
considera que influye sobre la variable y.

Un supuesto mas consiste en especificar la forma de la
relacidn entre 4 y «. El conocimiento del interesado puede sugerir
la forma funcional precisa que debe usarse, o ciertas condiciones
secundarias gque debe cumplir con respecto .a la ordenada en el
origen, 1la pendiente y 1la curvatura de la funcién. Una gran
variedad de funciones pueden cumplir estos requerimientos, por leo
que, el Andlisis Estadistico proporciona la ayuda para elegir
entre ellas. Si bien 1la idea de regresién es general, la
mayoria de los desarrollos estadisticos se han realizado con los
modelos mads simples. En particular, se va a suponer que la forma
de la ecuacidn de regresidn es lineal.
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Ecuacion de la linea recta,- Si la regresién de « y 4 es
lineal, o sea una relacién en linea recta, se puede escribir la
ecuacién como sigue:

y =8, + B (3.2)

Donde B, se conoce como la ordenada al origen y Bl como la
pendiente de la recta. B’ es la razdén de cambio en § por una
unidad de cambio en z; como lo muestra la figura 3.1.

FIC. 3.1 La !inea recta.

Los nimeros B, y B son llamados parametros. En aplicaciones
estadisticas, estos parametros no son conocidos y deben ser
estimados usando los datos de la muestra.

En este caso la forma de la relacién entre o« y y esta dada
por la ecuacién de la linea recta. Sin embargo, existen otras
relaciones entre dos variables, como pueden ser:

y = ae®™ y = o’ y = a+ g(1/x)
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La tercera relacidn es lineal en las variables ¢ y i/x, 'y las
otras dos son lineales si se toman logaritmos en ambos miembros,
con lo cual se tiene:

logeq = loge a + bx logeu = loge o« + b Joge .

respectivamente. La primera es lineal en « y en logaritmo de 4, ¥
la segunda en los logaritmos de ambas variables.

Errores " & ",- Devido a que existe dispersidn alrededor de
la ecuacidén de regresién, se representa el valor real de y
mediante una ecuacién lineal que contiene un término de error,
denotado por 6. Este término de perturbacién puede originarse
por errores: de medicién en . E1l efecto de variables
explicitamente no incluidas en el modelo tambien contribuye a los
errores.

Si 1la mayor parte de estas variables omitidas tienen
individualmente un efecto menor, y si ademds son independientes
entre ellas, es razonable suponer gque el valor esperado
correspondiente al factor de perturbacién o error E(6:) es igual
a cero. Los errores & son variables aleatorias no conocidas.

En la practica estas suposiciones generalmente requieren
ser verificadas. Para hacer los errores de ajuste mds pequeRos se
utilizan las transformaciones de las variables originales, ademas
para que algunos supuestos sobre las caracteristicas aleatorias de
esos errores se cumplan. Por ejemplo la normalidad y 1la
homogeneidad de varianzas.

En resumen, se supone gue los errores & tienen media cero,

E(&) = 0, t = 1,2,3,40e, n
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varianza desconocida constante,

var(6) = a?, 1= 1,23,..., 0

Y que los errores no estan mutuamente correlacionades,
Cov (61,8)) = 0, Y=y,

En algunas aplicaciones es necesario hacer suposiciones sobre
la distribucién de los errores, en este casc se supone Normalidad
(los errores siguen una distribucién probabilistica Normal). Esto
se hace ya gque es usada principalmente para realizar pruebas de
hipétesis y construir intervalos de confianza.

Tomando en cuenta las suposiciones anteriores, se dice gque
los & son Normales e independientemente distribuidos con media
cero y varianza comun o°.

81 _ N (o, 0%) 12 1,2,3,..0.n

El modelo de regresion lineal simple.- En los casos en los
que el marco conceptual lleva a la especificacién de un modelo
que postula la presencia de una variable explicada (y) determinada
linealmente a través de una variable explicativa (x)}, el modeleo
apropiado es el de regresisn simple,

yr=8, + B @ + &1 1 = 1,2,3,.0.,n (3.3)

con
E(81) =0
var(g) = o°

Cov(B1, &) = 0 [ |
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Literalmente se tiene que los valores de yi son determinados
por loa valores de a1 y 61, a través de la ecuacidn especificada.
Las &i1‘s son cantidades aleatorias neo conocidas. By Byr Y o, son
no conocidas, pero pueden ser estimadas mediante los valores
observados «‘s y 4’s, por cualgquiera de los siguientes dos
métodos:

El método de minimos cuadrados.

El método de mdxima verosimilitud.

Estimacion por el método de minimos cuadrados,- Existen
problemas donde un conjunto de pares de datos indican que 1la
regresidén es lineal, pero 1la distribucidn de las variables
involucradas no es conocida y se quieren estimar los coeficientes
de regresidén 8, ¥ )31. Problemas de este tipo son usualmente
resueltos con el método de minimos cuadrados, un método de ajuste
de curvas sugerido por el matemdtico francéds Adrien Legendre a
principiocs del siglo XIX, gque no considera la distribucidn de las
61’s o de las yi’s, Freund y Walpole(1980, pp. 436-440).

Denotando a los errores de ajuste observados o residuos,
por ei1, donde cada e: esta dado por la ecuacién

e1= yi - 131 1= 1,2,3, 0000 {3.4)

como lo muestra la figura siquiente:

FIC, 3.2 Criteric de minimows cuadrados.
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donde G: es el estimador del valor de yi:. Asi que los valores
ajustados o estimados yi1 estdn dados por la ecuacidén

yr = Bn + B.ai 1 = 1,2,3,000,n (3.5)

La diferencia entre los &i’s y ei’s es importante, los
residuales e: son observables y seran usados para verificar
suposicicnes, mientras que los errores & no son observables.

Este método estd basado en minimizar la suma de cuadrados de
los residuales (SCR). Dado un conjunto de pares de datos {(xi,yi);
1=1,2,...n}, los estimadores por minimos cuadrados de 1los
coeficientes de regresién son los valores Eo y E‘ para los cuales
la cantidad

_ 2 2 .2
SCR = ‘}_:‘el = h};{ql - y1] (3.6)

es minima. Derivando parcialmente con respecto a By, Y B‘ e
igualando a cero, se obtiene

Zu: = B n + ﬁ“zim
=1

(3.7)

n n A B

Za:xqi = Bo Igla:l + B, ‘}_:la:l

Resolviendo este sistema de ecuaciones 1llamadas normales
para 8 Y B . Los estimadores por minimos cuadrados de B, y B, son:

n - -—
P ,g,(«u @) (Wi -9

lgx(m - x)?
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Bo=¥-8& (3.8)

donde

son el promedio de la muestra para «1 y {4 respectivamente. Y

n
-2
E (@ - &)

sea diferente de cero.

Propiedades de los estimadores por minimos cuadrados,~Los
minimos cuadrados son funcidén lineal de las y1'a y

estimadores por
de las &i's. Si todas las 6i1’s tienen media cero,

estas a su vez
Yy el modelo es correcto, entonces como lo muestra el apendice A,

los estimadores por minimos cuadrados son insesgados,

o
»

E(By)
(3.9)

[
w

E(B,)

Para la varianza de los estimadores, tomando en cuenta los
supuestos anteriores, Vvar(ei) = o y Cov(ei,ey) = 0 v o],
entonces, del apendice A se tiene que,

SRS S,
-
(e - )2 (3.10)

var(g,) = o°
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- 1 =2
var(g;) = 0| + (3.11)

n
Fil@ - z)?

Los estimadores 30 Y 51 estan correlacionados, porque su
covarianza es, en general, diferente de cero:

Cov(ao’al) - _a_z _n_ac____ (3.12)
RACION

Estimacién por el método de maxima verosimilitud.- Cuando
se analiza un conjunto de pares de datos (({ai,yi); 1=1,2,...n} por
andlisis de regresién se supone que las «1 son constantes mientras
que los valores correspondientes a las y1 son variables aleatorias
independientes. Esta seccidén se dedicard a problemas basicos del
Analisis de Regresién Normal, donde se supone que para cada a
fija, 1la densidad condicional de la correspondiente variable
aleatoria yi: es Normal

- yi~(BotBixi) 2
1/2
flyg/ei) = ——2— e o ]

Vo

-m < 1 < +o

1=1,2,...0
(3.13)

donde Ba, B‘ y o son constantes para cada i.
Dada una muestra aleatoria de pares de datos, el Andlisis de

Regresién Normal consiste en estimar o y los coeficientes de
regresién 8, Y B,. Con este método es posible realizar tanto
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pruebas de hipdétesis concernientes a 1los parametros, como
predicciones basadas en la ecuacién de regresién estimada,

donde §o Y ﬁl son los estimadores de B, Y B;.

Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud de los
parametros, se obtienen las derivadas parciales de la funcién de
verosimilitud de B,, 8, y ¢ ya que se busca maximizar la
verosimilitud y es posible utilizar el criterio de la segunda
derivada. como el logaritmo es una funcién monotona no
decreciente entonces el maximo de L (la funcidén de verosimilitud)
y el de In L coinciden, de donde

1

2 11—(501-81@1 ]2
—_—
7V on

L(B,.B,,0/4,,5)) =

= n R T T 2
InL=-nlnc -~ ln2n P ZEW (B, + B,@)] (3.14)

derivando parcialmente con respecto a los parametros e igualando
las expresiones a cero se obtiene,

alnL , =2 - -
%, g Z_Eux (Bt B = 0

(3.15)

8 InL &
= = Zzl[ul - (B,* B@)) = 0

8InL _ -n 1§ a_
B T ot e - (R BT 0
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de las primeras dos ecuaciones se obtienen los estimadores de
maxima verosimilitud de B, Y By

- e - @) (g - W)

lgx(m' - E)z
(3.16)

B=7 - 6E

los cuales son idénticos a los de minimos cuadrados en 3.8, Por
lo tanto tienen las mismas propiedades.

Sustituyendo §° Yy Ex en la tercera ecuacidén, se obtiene
inmediatamente el estimador de maxima verosimilitud de o dado por

&=V a/m F [o- e B (3:17)
=1

Una vez obtenidos los estimadores por maxima verosimilitud
se pueden contrastar hipétesisis y construir intervalos de

confianza para B, Y B . Para esto es necesario emplear el
siguiente teoremaf‘?
Teorema 3.l.Bajo las suposjciones de Andlisis de Regresion Normal.
no? tiene distribucion Ji-cuadrada con _n-z grados
2
L -
de libertad y 8, tiene distribucién noxrmal con media
8, vy varianza o? ademds nc> y @, son
Z(e -~ m)z o2
independientes.

(”LA domostracién del teorema 3.1 y otros detalles matemdticos

puedon ser encontrados en textos coma los de Wilks{1962) o .
Searle(1971).
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En este trabajo no se discute mas sobre int.ervalos de confianza
y pruebas de hipétesis. Si desea mas informacidén consultar Freund
y Walpole(1980), Weisberg(1985, pp. 20-23), MendenHall y Reinmuth
{1981, pp. 327-340) entre otros.

ANALISIS DE CORRELACION SIMPLE

En ocasiones no sélo se desea conocer la naturaleza de la
relacion entre « y y, sino que también es necesario conocer el
grado o fuerza con la que dos variables a« y 4 se encuentran
linealmente relacionadas.

si la relacién es muy débil, no tiene objeto tratar de
predecir y a partir de «. En ocasiones los investigadores tienen
interés en descubrir cuales de entre un gran nimero de variables
se relaciona linealmente con una variable dependiente determinada.
Para este tipo de situacidn es necesario contar con una medida
de correlacién o de asociacién. Cominmente 1la medida de
correlacién lineal usada es el coeficiente de correlagidén r, que
se define como:

2 (@1-T) (¢1-4)
roe ey =T, . =1 (3.18)

/Z(cl-c) Z (v1-9)?

Se observa que los denominadores, tanto de r comeo de El en
(3.8) son siempre positivos por ser sumas de cuadrados.
También se observa que el numerador de r y de ﬂ es el mismo. Da
lo anterior que el coeficiente de correlacién r Y B tengan el
mismo signo y ademds r serd cero sélo ‘si B= 0. Asi que r = 0
implica la ausencia de correlacién lineal entre « y y. Un valor
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positivo de r implica que 1la pendiente de 1la recta es
positiva (la recta crece a la derecha), un valor de r negativeo

indica que la recta decrece a la derecha (pendiente negativa)
como lo muestra la figura 3.4.

FIG 3,3 Dlagrama de dispersioh quemucstra las diferentes fuerzes
y direcciones do las relaciones entre X y Y.

PROPIEDADES DEL COEFICIENTE DE CORRELACION

ES simétrico.-se observa que la expresién (3.18) es simétrica
con respecto a 4 y @, por lo tanto r(z,y) = r(y,c).

Se encuentra entre menos uno y uno.- El1 coeficiente de

correlacién en valor absoluto no excede a la unidad; esto es,

-1<r<+1, r’c
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Cuando r=1 o r=-1, todos los puntos deben pertenecer a una
linea recta, cuando r=0, se encuentran dispersos sin tendencia a
crecer o decrecer, o tienen la forma de una curva, es decir, no
muestran evidencia alguna de relacidén 1lineal; cualquier otro
valor de r simplemente sugiere el grado de dependencia lineal.

Es independiente del origen y de las unidades,- Considerando
una transformacidén de ¢ y 4 en;

a’ = Ki + bix Yy =Kz + bz y (3.19)

con b’s y K’s constantes, suponiendo que las K’s pueden tomar
cualquier valor diferente de cero y las b’s valores positivos. En
la transformacién (3.20), al agregar una constante a ¢ y a y la
desviacién (z-z) y (y-y) no cambian. El multiplicador constante
b1 y b2 se elimina, es decir,

i bt(zr1-T)ba(yt-¢)
r{a’,y’) = 1l =

/i‘bf (.::.-‘7—.)2)'}:(4“-3)3
1=1 1=1

bxbzi (x1-&) (y1-4)
1=1

b)bz/i(m_a)z Z?‘“_J)z
o 3

="r(z;y)

donde

z’'= Ki+thic y y'= Katb2y
por lo tanto, las cuatro correlaciones siguientes son iguales:
(3.20)

r{e’,4’) = r{e’,4) = r(e,y’) = r(c,y)
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Transformaciones del tipo (3.19) no tienen efecto sobre la
correlacidén, en otras palabras, el coeficiente de correlacién es
independiente del origen y de las unidades en que se midan las
variables @ y y.

Las correlaciones no son transitivas.- considerando tres
variables denotadas por «,zz2,&3 y suponiendo que el coeficiente
de correlacién entre @ y a2 es Tyar Y entre a2z y a3 es Faae
Conociendo estos coeficientes no es posible conocer el valor de

Tiae €n general Tya®T 2Ty POT lo tanto, en este sentido 1la
correlacién no es transitiva.

Variables independientes y no correlacionadas.- cuando el
coeficiente de correlacién es igual a cero, simplemente se dice
que ¢ y ¢ no estan linealmente correlacionadas, mas no que ¢ Yy ¢
son independientes. Si fi(x) es la distribucidén marginal de a1 y
fi(y) es 1la distribucién marginal de yj. Una distribucién
independiente significa que 1la distribucién conjunta de (ai,y))
es igual al producto de sus distribuciones marginales,

fiy(ai,y3) = (@) . £3(4))

entonces se dice que @ y y son independientemente distribuidas, en
tal situacion 1la correlacién r(z,y) es siempre ceroc. Por 1lo
tanto, distribucién independiente implica no correlacion, pero
r(«,y) = 0 no implica distribucidén independiente, sélo se dice que
@ y 4 no estan correlacionadas linealmente. En el caso particular
de que fi3(xi1,y3) sea la distribucién normal bivariada, r{z,y) = 0
s8i implica la independencia.

REGRESION MULTIPLE
En Regresién miltiple se trata de predecir una sola variable

respuesta y, apartir de cierto numero de variables explicativas
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a1, @@, ..., Tpj

siguiendo la idea de regresion simple el modelo
es especificado por la ecuacidn lineal:

qnso+plm+ﬂ2a:2+...+ﬂpazp+5 (3.21)
como se dijo anteriormente en regresidn simple, las B‘s son
parametros no conocidos, las €‘s son los términos de error, la ¢
es la variable respuesta y las ‘s son los predictores.

La ecuacidén (3.21) puede ser reescrita
sigue:

para n casos como

q|= Bo + B‘ «i1 + Bza:lz + e + ﬁpmlp + 81 1=1 L..n

(3.22)

Notacién Matricial?- se denota a Y y e como vectores columha
de dimensién nx1, de la siquiente forma

41 &1
= 42 = 82
¥ = € : (3.23)
Yn Bn
8 como el vector de parametros de dimensién (ps1)xt, inclu-
yendo ﬂa.
By
gl
S=1: (3.24)
8

2)

En esta socclén me wupons que el jector osth famllfarizado con
Algebra do matrices.
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X es la matriz del “disefio" de nx(pn) dada por :

1 a1 a2 ) xip
1 a1 @22 cee a2p

X = - . . (3.25)
1 &t an2 cen Tnp

ILa matriz X dada por los valores observados de los
predictores, la columna de unos corresponde a Bo’ la proxima

columna corresponde al primer predictor «1 y asi sucesivamente.

Usando esta notacidn, la ecuacidn (3.22) puede ser escrita en
términos matriciales, como:

Y =X8 +¢c (3.26)

El error € .- El término de error es un vector de variables
aleatorias. Las suposiciones concernientes a las &i1’s son las
mismas gue estdn dadas en regresion simple, por lo tanto :

E(e) =0, Var(e) = o*1n

Donde Var(ec) significa l1la matriz de varianzas - covarianzas
(e), In es la matriz identica o identidad de dimensidén nxn, y 0 es
un vector de ceros de dimensién nxi. Agregando la suposicién de
que cada 81 esta Normalmente distribuida entonces:

€ _ N(0, ¢® In) (3.27)

Estimacion por minimos cuadrados.,- El estimador por minimos

cuadrados §, de 8 es agquel que minimiza la suma de cuadrados de
los residuales (SCR).

SCR = e'e = (Y - XB )*(¥ - xB) (3.28)
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- vy - 28'%'y + B'x‘x§

Donde e denota el vector columna de residuales, e' el vector de
residuales transpuesto de dimensién n y 8 el vector columna de
valores estimados de 8.

derivando (3.28)

a_(e'e

3 = 2% ¥ + 2% x8

igualando a cero, se obtiene,

suponiendo que X tiene rango p<n (x'“x)“ existe, entonces el
estimador por minimos cuadrados es

1 xty (3.29)

8 = (x'x)”
El estimador depende solamente de (X'X) y (X'¥): las cuales
son matrices de suma de cuadrados Yy productos cruzados.

Cuando se calcula 3, se encuentran varias cantidades; el
vector de valores ajustados ¥ = X8 tiene el i1~ésimo elemento igual
a ;;l = xt 8 . El vector de residuales es e = Y-¥ con el i1-ésimo
elemento ey = UI-;I.

Propiedades de los estimadores por minimos cuadrados.- Las
propliedades de los estimadores estdn desglosadas en el apéndice B
y solamente se resumen aqui. Suponiendo que E(c)=0 y Var(g)=¢>In,

entonces 8 es insesgado,

E(8)=8 y  var(8)=c?(x‘'x)”! (3.30)
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Estimacidén por maxima verosimilitud.- suponiendo que Y es un
vector Normal multivariado con vector de medias X8 y matriz de
varianzas-covarianzas ¢°I, donde X es una matriz conocida nx(p+1),
8 es un vector de constantes no conocidas (p+1)xt y o® es un
escalar no conocido. La funcién de verosimilitud de la muestra es:

N ~(1/20) % (Y-X8) * (Y-X8)

L (8,0%/Y,X) = e
4 (2"0_2)n 2

log L = -(n/2)log 2n -(n/2)1oga'z— (1/2172) (Y-XB)"(Y-XB)

entonces L (y log L) es una funcién diferenciable de parametros no
conocidos, esperando encontrar aquellos valores de 8 y o? que
maximicen L. Obteniendo las derivadas parciales de log L con
respecto a ¢ se tiene,

2log L - _ D 4 (120") (¥-X8)" (v-X8)
8o 20°

Suponiendo que o® es constante, log L = k - (1/20’2)0
donde Q = (¥-XB)'(Y-X8), todas las derivadas parciales de log L
con respecto a 8 se obtienen

2log b _ L (ox'y + 2x'x8)
a8 20

haciéndolas simultaneamente iguales a cero y despejando, se tiene
que:

8 = (x* 07" xty

o? = (wn) (¥v-xB)'(v-x8)
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8 es el nismo estimador que el encontrado por minimos
cuadrados (3.29) por lo tanto tiene las mismas propiedades, ademas
que B se distribuye como una N(8,0°(XX)) y no’/c se distribuye
como X(n-p). 3 Y o2 independientes.

ANALISIS DE VARIANZA

El anadlisis de varianza tiene una aplicacién mucho mas amplia
que un problema general de comparar varias medias. Para llevar a
cabo el analisis, es necesario formular un modelo matematicoe en
términos de los parametros desconocidos y las variables aleatorias
asociadas.

Como su nombre lo indica, el propésito del procedimiento de
analisis de varianza es analizar la variabilidad de la variable
respuesta y asignar componentes de esa variablilidad a cada uno de
los conjuntos de variables explicativas. La idea detras del
procedimiento es que las variables de respuesta cambian debido a
la variacién de un conjunto de variables explicativas
desconocidas.

El objetivo del andlisis de varianza es determinar cuales son
las variables explicativas de importancia en un estudio, y en queé
forma interactuan y afectan la respuesta.

En esta seccidén se tratara el problema de probar la hipétesis
de que los parametros # asociados a las variables «’s son cero,
suponiendo que se tiene el modelo completo,

MC: ¥ = X8 + ¢ (1)

y el modelo reducido (sin considerar ninguna «’s)

MR: Y = ol + ¢
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donde 1 es el vector de unos de dimensién nxl. Estos corresponden
as

MC: yy = ﬁo + B‘ as + &1

HR: y1 = Bo + &1

de anilisis de varianzas para regresién lineal simple.

El vector de $’s para el modelo completo en (1) es
representado como

-

como se desea probar gque los pardmetros B asociados a las
variables «’s son cero, entonces las hipétesis a probar son:

HN: 8% = 0

HA: 8% 2 0

La prueba se describe intuitivamente. Se utiliza el método de
minimos cuadrados para ajustar el modelo reducido, entonces §°— I
y la suma de cuadrados total (SCT) es lg‘u - 6)2. Para el
modelo completo el estimador de 8 estd dado en (3.29) y la SCR en

(3.28). Se tiene que SCR < SCT, la diferencia entre estos dos
es,

SCreg = SCT - SCR (3.31)

mientras mds grande resulte la diferencia de SCT - SCR, mas grande
sera la evidencia de que los términos deben incluirse.
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Para probar la hipdtesis antes mencionada -se utiliza 1la
estadistica

t = {S€reg)/(p)
SCR/(n-p-1)

cuando se satisfacen las suposiciones de que los valores de y se
distribuyen Normal e independientemente, con media E(y) y varianza
o® entonces esta estadistica f tiene una distribucién ¥ con (p -,
n-p-1) grados de libertad.

Mientras mas grande sea la reduccién en SCR, mas evidencia se
tendra para rechazar la hipétesis nula y aceptar la hipétesis
alternativa.

Los resultados de Andlisis de varianza se resumen en 1la
siguiente tabla:

ANALISIS DE VARIANZA TOTAL
FUENTE GRADOS DE SUKA DE SUMA DE ¥
LIBERTAD CUADRADOS CUAD. HEDLOS

Regresién sobre

T, e0e,8p P SCreg ScCreg/p=CHreg _Cg_;gg
Resiudual n-p’ SCR SCR/n-p’ =CHMR
Total n-1 scT SCT/n-1

Una prueba adicional es la de probar la hipdétesis de que uno

o varios de los parametros 8 son cero. Suponiendo que se tiene
el modelo,

q=Bo+BIa:1+ﬂ2z2+...+ﬂp¢p+3
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o equivalentemente
E(4) =B, +B @ +B,c + ... +8

y se desea saber si ciertas variables contribuyen con informacién
para la prediccién de y. Si un conjunto de variables « no
contribuyen con informacién alguna para la prediccién de vy,
entonces sus parametros g debieran ser igual a cero. En
consecuencia, el probar si clertas variables « deben incluirse en
el modelo es equivalente a probar la hipétesis de que ciertos
pardmetros g8 son cero.

Suponiendo que se tienen dos modelos para E(y), uno que es
referido como "modelc completo (MC) y otro como "modelo reducido"
(MR). El modelo reducido incluye sdélo parte de los términos del
modelo completo. El propésito de la prueba es el probar 1la
hipétesis de que los parametros B asociados a estos términos
adicionales son cero. En otras palabras, se prueba si los términos
adicionales contribuyen con informacién para la prediccién de y.

Representando al modelo completo y reducido por:

MCIE(y) = Bo + ,‘3l a1 + [!2 <, + ee. + 3q a:g + """B, a:p
MR:E(y) = BD + B: a1 + 52 LA Bq ¢q con g%

si el vector de B8’s para el modelo completo se representa como

-1

con
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entonces las hipétesis a probar son:
HN: 8 = 0

]
HA: 8 # 0

P

La prueba se describe intuitivamente. Se utiliza el método de
minimos cuadrados para ajustar el modelo reducido y obtener la
suma de cuadrados de las desviaciones para dicho modelo (SCER).
Posteriormente se obtiene la suma de cuadrados de la desviaciones
para el modelo completo (SCEc).

se comparan las dos sumas de cuadrados; si las variables
«g+1...2p de verdad contribuyen con informacién para 1la
prediccién de y, entonces la SCE: debiera ser significativamente
menor que SCEn. El incorporar estas variables al modelo produce
una reduccién en la suma de cuadrados de la regresién. En
consecuencia, mientras mas grande resulte la diferencia (SCErR -
SCEc), mas grande serd la evidencia de que los términos deben
incluirse, es decir habra mas evidencia que indique que almenos
uno de los parametros del vector Bp difiera de cero.

Para probar la hipotesis antes mencionada se desarrollard
el estadistico de prueba que esta en funcién de (SCER - SCEc),

cuya distribucién se conoce cuando HN es verdadera.

suponiendo que HN es verdadera, se examinaran las cantidades
que se han calculado.

SCEw = SCEc + (SCErR - SCEc)

2 _ SCER 2

entonces S| = - (gFI) es un estimador insesgado de o°.
2 SCEc 2 SCER - SCEc
55 = 5= BT y 5] = —re —
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son estimadores ir do de ¢ y son . estadisticamente
independientes. :

tiene una distribucién ¥ con (p-g) y (n-(p+l)) grados de libertad.

CORRELACION KULTIPLE

Asi como el Analisis de Regresidén Multiple consiste en 1la
extension del Andlisis de Regresién Simple, asi también, los
coeficientes de correlacién miltiple sirven para extender 1los
coeficientes de correlacidn simple.

El concepto de correlacién se generaliza en dos formas: la
correlacidn parcial para designar la correlacién entre dos
variables cualquiera, cuando los efectos de otras variables se han
controlado y la correlacién multiple, para indicar la variacion
de la variable respuesta gue puede explicarse linealmente por
medio de un conjunto de variables explicativas.

Correlacién parcial .- en los modelos en los que se
relacionan mds de dos variables, ocurre que si se encuentra la
correlacion simple entre las variables del modelo (dos a dos),
esta correlacion expresa un grado de asociacién entre dichas
variables sin considerar a las otras. Si alguna de las otras se
fija, la correlacidén puede verse afectada. Se emplea el término de
correlacién parcial para designar 1la correlacién entre dos
variables cualesquiera cuando los efectos de otras variables se
han controlado o mantenido fijas.
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Ejemplo. - Sean tres variables «, «3, b'd Tx. La
correlacidn entre 1las variables «i y «j, controlando a ak se
representa mendiante T ¢+ €0 forma analoga se denota a la
correlacién entre las variables j y k, controlando a i por medio
de rjk.‘.

Esta relacién puede extenderse a cualquier mnimero de
variables de control, aifladiendo mas indices a la derecha del punto
central, el cual indica ademas el orden de la correlacion. Asi,
un primer orden parcial tendra un control (un subindice a 1la
derecha); un segundo orden, dos controles y asi sucesivamente. En
relacién con esta terminologia, la correlacidén sin controles se
designa a menudo como correlacién de orden cero. El término
correlacién total se emplea también para designar una correlacidn
entre dos variables sin controles.

Se puede dar ahora la formula del coeficiente de correlacion
parcial de primer orden para las variables «, «j, y ax,

(r” Y r]l)

r =
(1-rfk) (1—rfk) (3.32)

1)ek

Observe que la primera correlacion del numerador es la
correlacion total entre las dos variables a relacionar 1 y ). La
variable de control figura en la segunda expresion del numerador,
en donde se relaciona con cada una de las otras variables, asi
como en ambos términos del denominador.

Examinando la ecuacidén (3.32) para ver cémo la correlacidén
parcial se comporta en relacién con las tres correlaciones
totales. Suponiendo primero que r,, es positiva. si Toe Y Ty
tienen ambas el mismo signo, su producto serd positive, y el

numerador sera o bien un numero positivo menor que r, o serd

3
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cero o negativo. Por otra parte, el denominador serad siempre menor

que la unidad, a menos que r = 0. Por consiguiente, 1la

= r
ik R 3
fraccién resultante puede ser cualquier numero entre -1 y +1,

segun sea la magnitud de las tres correlaciones totales.

Suponga ahora que las correlaciones con 1la variable de
control son de signos opuestos. Se obtiene en tal caso un producto
negativo a sustraer de un numero positivo, y el resultado sera un
numero positivo mayor. Esto significa que si se empieza con dos
variables relacionadas positivamente y si se encuentra una
variable de control relacionada negativamente con una de ellas
pero positivamente con la otra, la parcial resultante sera mayor
que la correlacién de orden cero. Si la variable de control esta
correlacionada ya sea positiva o negativamente con las variables,
el denominador serd menor que 1la unidad, Yy la correlacién
parcial volvera a ser mayor que la correlacién total.

Si se empieza con una correlacién total negativa, una
variable de control relacionada con cada una de las otras dos en
la misma direccidén ( ya sea positiva o negativa) producira una
correlacién negativa mayor. Si la variable de control no se
relaciona con ninguna de las otras variables, 1la correlacidn
parcial seria igual a la correlacién total.

Si se eleva al cuadrado el coeficiente de correlacién
parcial, el numero resultante representard 1la proporcién de
variacién de la variable 1, no explicada por k, pero que puede
explicarse por los valores ajustados de aj.

El Analisis de correlacidén no se puede emplear directamente
para establecer causalidad debido al hecho de que las correla-
ciones sélo miden el grado en que diversas variables cambian
juntas. Sin embargo, uno de los intereses mas comunes en una
investigacioén es el de establecer relaciones causales.
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Correlacién multiple.- Al igual que el cuadrado del
coeficiente de correlacién de orden cero indica el porcentaje de
variacién explicada por la recta de mejor ajuste, el cuadrado del
coeficiente de correlacién miltiple puede interpretarse compo el
porcentaje de variacién explicada por las variables explicativas
através de una relacién lineal.

La correlacién miltiple representa la correlacién de orden
cero entre los valores reales obtenidos para 1la variable
dependiente y los valores ajustades a partir de la ecuacién de
minimos cuadrados. Si todos los puntos se encuentran exactamente
en la superficie de minimos cuadrados, los valores real y ajustado
coincidiran, y la correlacién miltiple sera la unidad. Y cuanto
mayor sea 1la dispersién alrededor de la ecuacién de minimos
cuadrados sera menor la correlacién entre los valores real y
ajustado.

Ejemplo. - para el caso de tres variables, tomando a dos como
variables independientes y a la primera variable como dependiente.
El coeficiente de correlacién miltiple se puede escribir como
Ri.23 y el cuadrado sera,

2 2 2 2
Riaa ™ Fia * Ty (31y,) (3.33)
'
Proporcion Proporcion Proporcion Proporclon
oxplicada = | explicada | + | adicional no explicada
por2y 3 por 2 explicads por 2
por 3

Las correlaciones miltiples sélo tienen una cifra a 1la
izquierda del punto, cifra que indica la variable dependiente. Los
nimeros de la derecha, en cambioc, indican aquellas variable
independientes que se estan empleando para explicar la varlacién
de la variable dependiente.
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Se opera con los cuadrados tanto de la correlacién total como
de las correlaciones parciales, ya que se obtienen los porcentajes
de la variacién explicada. Por lo que no se tiene que preocupar
por los signos de estas correlaciones.

Resolviendo la ecuacion (3.33) en relacién con la parcial

2 . .
ria.. Se obtiene:
2 2
2 1.23 .‘rlz
rlﬁ 2= 2
1 -, (3.34)

Esto permite ver 1la relacién entre 1los coeficientes de 1las
correlaciones miltiples y parciales. En el numerador se sustrae la
proporcién de la variacién de 1 explicada por 2, de la proporcién

explicada por 2 y 3 actuando juntas (szﬁ. El resultado es el

incremento explicado por 3, después de haber permitido actuar a 2.
Si dicho incremento de divide entre la proporcién de variacién

dejada sin explicar por 2, se obtiene la parcial entre 1 y 3

controlando a 2. Esto concuerda con la interpretacién del
coeficiente de correlacién parcial.

La foérmula de la correlacién miltiple puede escribirse
también totalmente en términos de correlaciones de orden cero.

Tomando la ecuacién (3.32) de Tl en términos de coeficientes de

orden cero y simplificando la expresién algebraica resultante, se
tiene que,

Rr® 1) ik 1y T O (3.35)
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En particular, si 1la correlacién entre las dos variables
independientes j y k es cero, se obtiene:

2 2 2 (3.36)
RI.JI(— Pyt

Puede observarse que R no puede ser menor en magnitud que
cualquiera de las correlaciones totales, ya que es imposible
explicar menos variacidén agregando mds variables. Normalmente R
sera mayor que una de las r totales. E1 cuadrado de la correlacién
miltiple sera en este caso igual a la suma de los cuadrados de las
demds correlaciones.
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CAPITULO
4

DE |
TRAYECTORIAS -

El Andlisis de Trayectorias, es un analisis de tipo
cuantitative; inicialmente desarrollado por el genetista Sewall
Wrigth en 1918: para explicar relaciones causales en poblaciones
genéticas, y ha sido popularizado por bDuncan(1966) en las llamadas
Ciencias Sociales, como menciona Wichern(cap 7, pp. 345-346).

En 1925 este tipo de andlisis se aplicé a los precios de
grano de cereales y a la carne de cerdo; fue desarrollado exten-
samente en econometria, pero generalmente sin el uso de los coefi-
cientes de regresién estandarizados.
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Wright usd en 1923 los coeficientes no estandarizados y el
término de regresién de trayectorias, fué hasta 1954 cuando
favorecié la forma estandarizada. Puntualizé que los coeficientes
de trayectoria 1los cuales son medidas estandarizadas, tienen
ciertas ventajas sobre los coeficientes no estandarizados, a los
cuales Wright denominé "Coeficientes de regresién de trayectorias"

Wright declara en su estudio "Correlation y Causation®, el
Analisis de Trayectorias es " un método de medida de la influencia
directa en un sistema a lo largo de cada trayectoria y de hallar
de este modo el grado con que la variacidén de un efecto dado es
determinade por cada causa particular. El método depende de la
combinacién del conocimiento de los grados de correlacién entre
las variables de un sistema con el conocimiento que pueda tenerse
de sus correlaciones causales".

Como indican Leik y Meeker(1975, 110) el Anadlisis de
Trayectorias permite estimar los pardmetros de un modelo causal;
mismos que son interpretados como indicadores de la cantidad de
cambio (estandarizados) en una variable dependiente, que es
atribuible al cambio en una variable anterior.

El objetivo del Analisis de Trayectorias o andlisis de
ecuaciones estructurales es proporcionar una explicacién
plausible de correlaciones observadas entre variables mediante la
construccién de diagramas de relacién causa-efecto. La importancia
de los resultados, no se deriva de la simple aplicacién de las
técnicas estadisticas y matemidticas, sino que depende y esta
condicionada por el grado en gque los datos utilizados, cumplan
con los supuestos exigidos (mismos que se veridn mas adelante).

Un hecho muy importante es que un coeficiente de correlacién
"significativo" no implica una relacién causal. Ciertamente, una
correlacién observada nunca puede ser usada como prueba de una
relacién causal. La relacidén causal debe basarse en argumentos
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convincentes construidos o establecidos por una teoria no necesa-
riamente estadistica.

El Analisis de Trayectorias puede considerarse como un proce~
dimiento para expresar problemas de regresién mediante un simple
diagrama. El diagrama representa el flujo de causa y efecto.
Las expresiones resultantes pueden parecer diferentes de aquellas
utilizadas en los procedimientos ordinarios de minimos cuadrados;
perc sin embargo, puede demostrarse que los dos sistemas (Analisis
de trayectorias y Analisis de regresién) son matematicamente
equivalentes a condicién de que se empiece con los mismos modelos
y suposiciones.

Ejemplo.- Sea y = ﬂn+ ﬁ‘¢l+ c!za:2 + & el modelo de regresioén

de y scbre ¢, y @,y § =B+ 8,&+ B + 6 , restando y de gy,
4-U=p(e-E) + B, (c,E) +86 -8

se cancela Bo' pero aparece & que usualmente se considera
negligible, sin embargo puede considerarse. Dividiendo la ecuacién
por s°= Sy (se hace esta igualdad sélo por notaciédn).

$ -8 _B(=,F)  B(5E) o §

So So So So

multiplicando el primer término de la derecha por s,/8, y el
segundo por sz/sz

¥ -4 S, (a:‘-E‘) S, (cz_Ez) € -8
‘—‘““—[-‘s,— ths |\ sy ) YT
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Yy = P}”,x'f Py Xt U . (4.1)

El modelo (4.1) es el modelo de trayectorias, donde todas las
variables, Y, X, vy X, estan estandarizadas a media cero y
varianza 1. El error U expresa gue la variable Y no queda total-
mente determinada. Los coeficientes de regresién estandarizados

son los coeficientes de trayectorias Py, ¥ Py, donde

Sl 52
Por= By S Po2= Bz So

El significado es el mismo gque en regresién multiple, es decir Py
es el cambio en desviaciones estandar que experimenta Y al
aumentar una desviacidn estandar Xi, manteniendo constante a Xz.

SUPUESTOS PARA PODER APLICAR EL ANALISIS DE TRAYECTORIAS

Las condiciones que debe reunir un modelo para que sea
aplicable este tipo de andlisis son las siguientes:

Modelos o sistemas de variables cerradas, o completas.-. En
este tipo de modelos como sefiala Duncan(1974) cada variable
endégena debe estar completamente determinada por alguna
combinacién de variables exdgenas en el sistema. En los casos en
que no se mantiene la determinacidén completa por las variables
medidas, debe introducirse una variable residual que no esté
correlacionada con-otras variables determinantes del modelo.
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El modelo debe ser recursivo.- Un modelo es recursivo cuande
las relaciones entre las variables que la forman son o se suponen
que son asimétricas. Este tipo de modelo implica que dos variables
no pueden ser reciprocamente causa y efecto una de otra.

Esta condicién se exige por la misma idea de causalidad;
segin la cual, el efecto de una causa no puede ser a su vez causa
de su causa al mismo tiempo y en referencia al mismo aspecto.

El modelo debe ser lineal.- Esto quiere decir gque 1las
relaciones entre las variables que forman el modelo se pueden
representar por ecuaciones lineales, y en el caso en que estas
ecuaciones sean de otro tipo, se deben transformar en lineales.

Relaciones de causa-efecto entre las variables del modelo.~
El Andlisis de Trayectorias por decirlo asi es una técnica para el
analisis de las estructuras causales, y por tanto exige como
condicién que todas las variables se relacionen causalmente., Como
se menciona en el capitulo 2, el requisito empirico para
determinar si una relacidén es causal toca con los limites de lo
tedrico.

Nivel de medida de intervalo o de razon,- El Andlisis de
Trayectorias requiere que las variables del modelo sean de tipo
cuantitativo, continuas, y que sus valores tengan por lo tanto
escalas de intervalo o de razén. También se pueden emplear
variables cualitativas, pero a condicién de clasificarlas.
Esta clasificacién no es tan inmediata cuando son mis de dos
categorias.

residuales.- Las variables residuales, también 1llamadas
errores, que representan los errores de medicidén de las variables
observadas, o las variables que pueden influir en el sistema, pero
que no estan incluidas en él; se supone que ne estdn correla-
cionadas entre si y que ejercen una influencia aleatoria.
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FORHULACT OA’I DE ANAZ’.I SIS DE TRAYECTORIAS

Suponga que se tiene un sistema causal cerrado que consiste
de g factores primarios o causas X’s, y p efectos resultantes Y'’s.
Estas p+qg variables deben estar asociadas unas con otras por una
red de trayectorias causales. Es conveniente hacer un diagrama
de ésta red para representar causalidad utilizando flechas de
una sola cabeza, conectando la causa (al final) al
correspondiente efecto (cabeza).

Tomando tres variables existen tantos diagramas como
combinaciones se puedan formar, conectando la causa al correspon-
diente efecto. la seleccién del mas significativo y prometedor
diagrama, estara basado en el juicio del investigador.

Ejemplo.- Blalock(1971, pp. 78-81) considerandc un sistema en
el cual dos causas primarias juntas determinan un efecto, el cual

a su vez determina un efecto diferente.

El diagrama de trayectorias para éste sistema es:

Xb

FIG. 4.1 Diagrama de trayectorlias con2 causas Xa y Xb. Y1 como

efecto, y como causa del efecto Y.
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Las causas como los efectos son representados con letras
mayusculas. Para los factores primarios o causa (X’s) tienen
letras del alfabeto mimisculas en subindices, mientras que para
los efectos (Y’s) son numeros. El efecto final sin subindice, y
los errores representados por la letra X con subindice alfabético
en mayusculas.

La variable en la cabeza de una o mas flechas, se puede
expresar como una funcién de las variables en el extremo de estas
flechas; asi en el ejemplo, Y1 y Y se pueden expresar como
funcién de las variables Xa y X», Yy Y1 respectivamente.

Suponiendo linealidad como en el capitulo 2 y 3, se pueden
escribir 1las ecuaciones estructurales con su correspondiente
residual. Para el diagrama de la figura 4.1, la estructura lineal
es,

Yi = P Xe + P, Xo + P Xa (4.2)

Y = PD‘YI + PDBXB

Donde las P’s contienen doble subindice, los cuales denotan
los coeficientes de trayectoria, el primer subindice indica
a la variable en la cabeza de la flecha y el segundo a la variable
en el extremo. Note que para el efecto final el subindice para P
es cero. Xa' Y Xs son los errores correspondientes a Y1 y Y
respectivamente.

Siempre debe haber p ecuaciones estructurales, una ecuacién
por cada efecto.

Se ha hecho referencia a diagramas de trayectorias (figura
4.1), sin embargo, no se ha dado una explicacién explicita de lo
que es un diagrama, como se construye Yy para que sirve; por 1lo
que, acontinuacién se da un tratamiento especial a este punto.
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DIAGRAMAS DE TRAYECTORIAS

Para el mejor entendimiento del Andlisis de Trayectorias es
conveniente hacer una representacién mediante 1la cual se
expresan graficamente las relaciones de causalidad, que se supone
existen en un conjunto de variables, a esta representacidn se le
llama Diagrama de Trayectorias.

Dentro de un diagrama se pueden distinguir tres tipos de
variables del modelo: Endégenas, Exdégenas y Residuales. Las
primeras son las variables que dependen de otras variables, o son
influidas; las variables exdgenas son aquellas que no dependen de
otras varibles; las residuales son las variables que representan a
los factores implicitos no observados, asi como, a los posibles
errores de medicion de las variables del modelo.

Construccion de diagramas.- Un diagrama se construye en base
a la experiencia y conocimiento del investigador; fija cuales son
las variables endégenas y cuales las exdégenas; ademas de ver
cuales son las mas relevantes para su estudio.

Pueden construirse tantos diagramas como posibles combina-
ciones existan de estas variables, sin embargo, como ya se mencio=-
né antes, es el investigador quien decide cudl es el diagrama
representativo.

Al construirse el diagrama, las variables se representan por
letras mayusculas, las relaciones entre las variables mediante
flechas unidireccionales rectas, gque empiezan en 1la variable
independiente (o que influye) y cuya punta termina en la variable
dependiente (o influida).

La posible correlacién entre las variables exdégenas, © no

dependientes de otras variables del modelo, se representan por
flechas de doble punta (o cabeza) y con la linea de unién curva
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en lugar de recta. Es una practica heuristica para afadir realidad
a un sistema causal.

Ejemplo.~ El siguiente diagrama muestra los diferentes tipos
de variable y las relaciones que existen entre ellas.

(X

> Y ¢ X8

Y& Xa

FIGC 4.2 Dilagrema de trayectorias.

Como se observa en la figura 4.2 las variables se representan
por letras mayusculas; las relaciones entre las variables mediante
flechas unidireccionales, si las causas no estan correlacionadas,
Yy por flechas de doble cabeza si las causas estan correlacionadas.

Las variables Xa y Xv son variables exdgenas, Las variables
Y1 y Y son variables enddégenas y las dos variables Xa y Xs
representan el componemte aleatorio de las variables enddgenas.

COEFICIENTES DE TRAYECTORIAS
Una trayectoria no solamente tiene una direccién sino tambien
una cantidad o valor que mide por decirlo asi la importancia de la

trayectoria. A este valor asignado se le llama coeficiente de
trayectoria y se denota con la letra P.
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En el Andlisis de Trayectorias los coeficientes P, son las
incognitas cuyo valor se halla mediante la aplicacién de minimos
‘cuadrados a cada ecuacién del sistema estructural del modelo.

ESTIHACIO& E INTERPRETACION DE LOS COEFICIENTES DE
TRAYECTORIAS

Existe un método para estimar los coeficientes de trayecto-
rias, que consiste en 1la aplicacién de regresién de minimos
cuadrados, para cada una de las ecuaciones en el sistema.

Por ejemplo en modelos de fertilidad, se observa due para
medir la fertilidad de una mujer es necesario relacionar el numero
de hijos (Y), con las dos variables; edad (Xa) y numero de afios de
educacién (ri). Para simplificar la exposicién, supongase que para
cada miembro de la muestra los valores de las X’s y de las Y’s
estdn determinados.

Cuando la variable dependiente es una medida de fertilidad,
la edad es el mejor ejemplo de una variable control (en el
sentido de que un cambio en el valor de esta variables tiene como
efecto un cambio en la variable fertilidad); puesto que la manera
en la cual fertilidad varia con la edad de una mnujer es
conocida. Alguna de las siguientes estrategias puede ser adoptada
para el andlisis:

(a) La poblacidn podria ser subdividida en cohortes, o grupos
de edades y cada una analizada separadamente.

(b) La variable dependiente podria ser definida de tal forma
que el impacto de edad no afecte.

(c) La edad debe ser incluida explicitamente como una
variable de control.
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La decisién de como plantear el modelo y gue variables tomar
depende de lo que se quiera probar con el modelo, desde el punto
de vista particular del investigador.

Existe un nuimero de relaciones las cuales se desea gque el
modelo contenga, para poder hacer un andlisis de trayectorias;
suponiendo que primero se espera que la edad influya directamente
sobre fertilidad al igual que los anos de educacién, y segundo,
que a través de los afios de educacién 1la edad influya
indirectamente sobre fertilidad. Estas relaciones se muestran en
el diagrama 4.3, usando flechas que salen de 1la varijable
explicativa y llegan a la variable influida con su correspondiente
residual.

Xa
J' P
Y1

P / & lapw

Xotr———————3} Y
POI

FIG 4.3 Diagrama de trayectoria que representa la fertilidad de
una mujer mediante Yonlimero de hi jos, Xasedad y ¥i= anos

de oducacidn, xA y xB los residuales.

El modelo o sistema de ecuaciones 'estructurales que se
obtiene directamente del diagrma es:

(1) Yi = P“x. + P X

(4.3)
{(2) Y = Po.x. + PO‘Yx + Posxn
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Ecuaciones de regresidén.-~ este modelo de trayectorias sigue
una secuencia similar a la del Analisis de Regresién convencional
Y a la solucidén de ecuaciones simultaneas. Este método consiste

en resolver el sistema de ecuaciones por minimos cuadrados para
los parametros P.

Asi del sistema (4.3), aplicando minimos cuadrados a cada
ecuacién, considerando a Xa y Xs como errores, ya que son

variables no observables, los dos sistemas de ecuaciones normales
s0n:

(1) IY1Xa = P1aZXs

(2) E£YXa = PosIX2 + PotEYiXa
YY1 = PoaLXe¥1 + PotZYi

por estar estandarizadas las variables, 1los coeficientes de
correlacién son iguales a la suma de los productos de las
variables.

E(Y - ¥)(a - %a) E(Y = Y)(Xs - Xe)
r bl =
a 1
/R - 52K - B2 AT VE(Y - F)PE(Ke - )2
= I¥Xa

Y =¥t = 1, =x3=1., Bajo esta consideracién las ecuaciones
normales son las siguientes:

(1) r = P
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(2) r = P+ P

La correlacién r. e P _en (1), las otras correlaciones pueden
ser expresadas, a partir de las ecuacicnes en (2) en términos de
los coeficientes de trayectorias. Como menciona Méndez(1991), 1las
correlaciones entre variables resultan de las trayectorias o
caminos. por 1los cuales se "pueden comunicar" cada pareja de
variables. Una correlacién se descompone en la suma de 1los
productos de 1los coeficientes por cada posible trayectoria que
conecta las dos variables de esa correlacidn.

La primera ecuacién del sistema (2) es,

rO. = P0n+ Pﬂlrll

sustituyendo r, de la ecuacidén (1) entonces Toa = P°‘+ PMP“,
esta ecuacién representa las dos trayectorias que conectan Y con
Xa. Cada una de ellas esta asociada con uno de los términos Po. Y

PmP:.

g =, -, -
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Se dice que r,, €8 el efecto total (EF) entre Y Yy Xs, Poa es el
efecto directo (ED) de Xa a Y, la diferencia entre ET y ED, es EI,
efecto indirecto originado por un camino o trayectoria, que
conectan a Y con Xa de forma indirecta.

EI = ET - ED = Pmpu
El efecto indirecto mide la influencia de una variable en otra, que
se origina por la correlacidén con otras variables. Para el ejemplo,
el EI de X. sobre Y es el gue se origina por la asociacién de
ambas con Yi.

La segunda ecuacién del sistema (2),

Tor = Polia ¥ Poy = Port PPy,

existen dos trayectoria entre Y y Yi. El ET = L D = Pm' Yy el

EI = PmP" .
El coeficiente de trayectorias de 1los errores para cada

variable endégena, mide el grado de indeterminacién de dicha
variable. Como R® es el coeficiente de determinacién, entonces la
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indeterminacién es 1 - R®
error a la variable sera,

, ¥ el coeficiente de trayectorias del

para el diagrama 4.3 se tiene

Pe=vV1-rR Pa=v1-Rr
¥. YiXa Y1.Xa

Si las variables son estandarizadas (transformadas a media
cero y varianza la unidad), se puede utilizar como un segundo
método, el uso de las correlaciones observadas de orden cero entre
las varjables en el sistema. Esta manera de estimar los
coeficientes de trayectorias para variables estandarizadas es
descrito completamente en Duncan(1966), se 1le conoce como el
método de descomposicién de los coeficientes de correlacién. los
estimadores que se obtienen son idénticos a aquellos obtenidos
por el método de minimos cuadrados.

Descomposicién de los coeficientes de correlacidn,~ Tomando
las variables estandarizadas, los coeficientes de correlacién
pueden ser escritos como,

riy = —:-— z X1Yy con 1a,bi. . J=1,2,...
Sustituyendo la primera ecuacién de (4.3) se tiene que
r- 2T 1 = + Y Xa(P Xo + P ,Xa) = P _ (4.4)

con +2 X3 =1 Y X» no esta correlacionada con Xi.
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Similarmente,

-
]

+ z Xy = +,2‘x.(p‘;_x. + P Y + P Xo)

; (4.’5)

-
]

o1

Resolviendo las écuaciéngs (4.5) 'y (4.6) ‘para encontrar Polry

P, en términos de r_~, r 'y r. s se obtiene,

° o1

P = Toa TR
Oa
-y,
P = rD‘ rﬂl al
o0 1 - r2

atl

Asi de (4.4), (4.5) y (4.6) los coeficientes Poat P, Y

P,, Ppueden ser obtenidos directamente de 1los coeficientes de

correlacidn.

Las ecuaciones anteriores, son un caso particular del teorema
basico del Andlisis de Trayectorias sequn Tukey(1954),

Teorema:
rlJ=ZP|xrxj
donde X denota todos las variables en el correspondiente
diagrama de las cuales sus fravectorjas conducen directamente
a X
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Conociendo los valores de las correlaciones se obtienen los
coeficientes de trayectorias.

tomando los datos de 1la Encuesta Mundial de Fertilidad
aplicada a 4928 mujeres. Las correlaciones obtenidas de los
datos son las siguientes (Kendal, 1977):

o, = 0.64 Correlacién entre edad y nimeroc de hijos
oy = —0.34 " entre afios de educ. y # de hijos
.= ~-0.32 " entre edad y afnos de educacién

sustituyendo estos valores en (4.4), (4.5) y (4.6),

P, = -0.32 Po- = 0.59 Pm ==0,15

Los residuales se obtienen usando;

1 2 1 )
Py =3 = - E Y= o Z Yi(P, Xa + Py Xa)
2 2

=P, * P

entonces
p = / 2
1A {1~ Ph ) (4.7)

1 2 1
Foog=1=—=- z Y? = Tz Y(P, Xs + P Y1 + P Xs)

2 4+ p2 s+2p PP + P

= Pﬁu o1 Oa” 01 1a oB

P = - p? - (4.8)
oo = V1 - P2~ P: — 2P P P,
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En este caso

P“ = 0.94" Poa = 0,76

Ejemplo para 1ilustrar 1los métodos de solucidn de los
coeficientes de trayectorias: Usando el modelo aditivo saturado
(es un modelo recursivo en el cual cada variable se supone
dependiente de todas las variables causales, se dice que es o estd
saturado). Continuando con el ejemplo anterior de fertilidad,
agregandole una variable, el diagrama queda como sigue:

FIG 4.4 Diagrams de trayectoriam, donde Y= nlmero do hijom,
Xasedad en ancs, Yisanos de educacidn y Yzsedad al

momento dol matrimonlio.

En este caso el ordenamiento causal implica que edad es causa
de educacién, de edad al matrimonio y de numero de hijos. ILa
educacién es causa de edad al momento del matrimonio y numero de
hijos. Finalmente la edad al momento del matrimonio es causa del
nimero de hijos, por lo tanto el modelo puede ser escrito como el
siguiente conjunto de ecuaciones:

66



Y1 =P Xa+ P XA (4.9) -
Y2 = P, Xa + P, Y1 + P_Xs (4.10)

Y = PO.X- + PMYa + Poz)'z + PocXc {(4.11)

Solucidn:

Método de minimos cuadrados: utilizando las ecuaciones de
regresién (4.9), (4.10) y (4.11). Resolviende primero, 1la
regresién de Y1 sobre Xa; ésto da Pl después la regresién de Yz
sobre Xa y Y@ de lo cual se obtiene Pz‘y Pu, finalmente, la
regresién de Y sobre Xa, Y1 y Yz obteniendo P P“ Y Puz. Los
coeficientes de trayectoria de los residuales se obtienen de la
raiz cuadrada de las varianzas de los residuales en las tres
regresiones.

Obteniendo con los datos de la muestra los valores numéricos
siguientes (Kendall Y Muirchertaingh, 1977):

P‘.- -0.32 }"“”l= -0.05 PDZ=-0.28
Pz.- 0.12 Po.!: 0.62 le“ 0.38
Vel 0.95 P°c= 0.71 PZBH 0.91

El modelo final esta representado por la ecuacion,

Y = 0.62Xa - 0,05Y1 - 0.28Y2
este simplemente representa el efecto directo de las tres varia-
bles explicativas. La ventaja principal del modelo estructural es

que permite avanzar mads en el anilisis de 1los parémetros
involucrados.
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El efecto total de edad es representado por la correlacién
entre edad y numero de hijos que es 1gua1 a 0.64. Sin embargo de
(4.15), se tiene que

rn-“ P0l+ Poxru"' Poiri"

sustituyendo r,, y r, de (4,12) Yy (4.13) se obtienen,

Fou= Pt Py P+ P 2Poat PoPoPra

que es la descomposicién de todas las correlaciones de edad y
nimero de hijos y por tanto, cada uno de los términos puede ser
interpretado como sigue:

Po. es el efecto directo de edad; = 0.62

PP, es el efecto Jindirecto de edad en  relacién con

educacién; (-0.32)(-0.28)= -0.03.

P P es el efecto indirecto de edad en relacién con edad al

Oc ca
matrimonio; (0.12)(-0.28)=0.03.

POGP“P!_ es el efecto jindirecto de edad a través de
educacién y de edad al matrimonio; (0.32) (0.38)(=-0.28)=0.03.
Los cuatro efectos sumados al efecto total son r,.- 0.64

Se puede observar que el efecto directo es el mas importante.
Usando el segundo método (sélo si 1las variables estan
estandarizadas), se obtienen las ecuaciones para cada una de 1las

sais correlaciones en términos de los coeficientes de
Trayectorias en el modelo,
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La ecuacidén (4.12) proporciona la solucidén para los valores de Pl
Las ecuaciones (4.13) y (4.14) para Pa_ b'4 Pm, y (4.15), (4.16) y
(4.17) proporcionan la solucién para Plat Py, Y P,

COEFICIENTES DE TRAYECTORIAS EN VARIABLES CAUSA

Dentro del anAlisis de trayectorias, al momento de plantear
el diagrama se pueden distinguir dos tipos de causas o variable
exdgenas (Li, 1975): causas no correlacionadas, causas
correlacionadas.

.

Causas no correlacionadas,- Se dice que una causa (Xi1) es no
correlacionada, cuando no esta correlacionada con ninguna otra
causa (X)), es decir que en el diagrama no existe una trayectoria
curva de doble cabeza entre X1 y alguna otra causa.

Tomando un primer caso (sé6lo limitandose a tres variables).
Sean Xa y X» variables exégenas o causas y Y variable endégena o
efecto. Suponiendo que no existe correlacién entre Xa y Xb», y que
ademas Y queda completamente determinada por dichas causas, el
diagrama es el siguiente:
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Xv

FIC, 4.5 Dlagrama de trayectorlaw con 2 causas Xa y Xb no corre-

lacionadas, Y como efecto.

La ecuacidén que se obtiene directamente del diagrama es,

Y = P, Xa + P Xb (4.18)

Aplicando minimos cuadrados a la ecuacién para los pardmetros P’s,
las ecuaciones normales son:

Toa = Pout PoyTya

For ® Poyla + Py

b
como no existe correlacién entre las variables exdgenas entonces

re = 0, por lo tanto,

ron = PO-

=
rOB POh

es decir, Jos goeficientes de gorrelacipn son Jigual a les
coeficientes de travectorias cuando las gausas son DQ
correlacionadas,
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Considerando un segundo caso, suponiendo que se tiene un
diagrama de la forma,

Para este diagrama las ecuaciones son:

Y1 =p X ) (4.19)
Y= PmYl

si se desea encontrar el coeficiente de trayectorias P,,r apartir

de P, Y P,. Retomando el hecho de que 1los coeficientes de

trayectorias son iguales a los coeficientes de correlacién para
causas no correlacionas entonces,

rot = PD! rln = Plu

por lo tanto

Py, = g, = Z¥Xs = E(P Y1) Xs

= zPDlP\QXE

PO lPlI

luego entonces, el coeficiente de travectorias de Xa directamente
a X es igual al producto de las dos componentes de travectorias,

Considerando un ultimo caso, suponiendo que se tiene un
diagrama de la forma,
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Las ecuaciones del modelo son, -

Yi = P Xa
1a
Y2 = P, Xa (4.20)

Y = PO‘YI + Poah
suponiendo que se desea encontrar La trayectoria total Po.,

Pla = Tou = ZYXa

=z(p PR+ P P, X

02" 2a
= P P + Posz.
entonces la irayectoria total gque involucra varjables intermedias

g8 la suma de todas las travectorias .

cuando las causas no estan correlacionadas la cadena puede
ser extendida a cualquier numero de pasos.

causas correlacionadas.- En este tipo de causas, por
el contrario si existe una flecha curva de doble cabeza entre una
causas X1 y alguna otra causa Xj, que representa a la correlacidén
que existe entre dichas causas.
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Ejemplo.- retomando el diagrama de la figura 4.5, Yy
suponiendo ademas que existe una flecha curva de doble cabeza
entre Xa y X»o, es decir, que las causas estdn correlacionadas por
medio de Pt el nuevo diagrama es,

FIG. 4.6 Dlagrama ds traysotorlas .con 2 causas correlacionadas

Xa'y X6, Y como ‘afete.

La ecuacién es la misma gque (4.18), por lo tanto 1las
ecuaciones normales son iguales, solo que ahora la correlacién

r. es diferente de cero por lo cual,

Toa = Pou* Porlia

rDh = Pobrbl + PDh

Esto significa que Jlos gcoeficientes de correlacién sen
diferentes a los coeficientes de travectirias para causas
coxrrelacionadas, En este caso particular, r

de P, vy Py respectivamente.

0a ¥ T'g, 8OD diferentes
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Una de las caracteristicas de los diagramas de trayectorias
(con causas correlacionadas o no correlacionadas) es que cada paso
de la cadena se puede tomar como un diagrama aparte y puede ser
analizado separadamente sin afectar las partes restantes del
diagrama. .

REGLAS DE LECTURA PARA DIAGRAMAS DE TRAYECTORIAS
Las siguientes reglas son necesarias para poder examinar un

diagrama. El siguiente ejemplo muestra varias caracteristicas que
ilustran estas reglas.

14
\P“’,
Pia
4 —— 1 u
P
P o1
50" as 1S lpou
P P
5 25 - o2 °
rSG-rbs 26
P

FIG 4.6 Dlagrama de trayectoriams que tlustra las reglas de lectura
de diagramas. Las varjables observadas son 0,1,2,3,4,5,6,

y los residuales son U,V y W,

(a) Note que no existe trayectoria directa entre 4 y 6. la
existencia de re Y rg, ho conectan 4 con 6. ’
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(b) El coeficiente de trayectoria de wuna causa no
correlacionada a un efectoc es el coeficiente de correlacion

respectivo, en el ejemplo P, =r se debe a gque todas las otras

as’
variables que determinan a 3 no estdn correlacionadas con 6, como
lo muestra la flecha de ¥ a 3, similarmente oy = Py »

(c) El coeficiente de trayectoria de una causa correlacionada

a un efecto es diferente del coeficiente de correlacidn .

P“ no es igual a r,, porgue 4 esta correlacionado con otras
causas de 1, asi que el coeficiente de correlacién en este caso

+
rl( = Pll PlSrSI

(d) Una trayectoria compuesta por una variable intermedia es
el producto de dos trayectorias elementales a lo largo de la ruta
de conexién. Asi el coeficiente de trayectoria de 4 a 0 es:

PDI = PDll = Pﬂlpll
Note gue el coeficiente de trayectoria P

0s¢ NO €S la
correlacidén r, ., porque la causa 4 estd correlacionada con otras
causas que conducen a 0.

(e) La cadena ejemplificada arriba puede ser extendida a
mis de dos variables, permitiendo un cambio en la direccidén, es
decir

pOIS = PDlP!S

POISZ = PDlPXSPZS
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La cadena puede incluir una correlacién en medio, o al
final, dependiendo de las causas que estén correlacionadas, por
ejemplo:

PDI 45 = POlPl lr‘5
PDI 452 POlPl‘rISPZE

Una conexién de trayectoria no puede pasar por una misma
variable mas de una vez.

(f) La trayectoria total gque involucra variables intermedias
es la suma de todas las trayectorias

El coeficiente de trayectoria de 5 a 0 involucra dos
variables intermedias 1 y 2, por lo que su trayectoria total es la
suma de las dos conexiones de trayectoria:

POS = PO\S * POZ PD\P15+ POZPZS
En este caso el coeficiente de trayectoria no es el mismo que el
de correlaciédn.

g) Una vez familiarizado con el trazado y 1lecturas de
djagramas, al lector no se le dificultara ver 1los siguientes
resultados; cada correlacidnes es la suma de dos, tres o mas
conexiones de trayectoria.

P26P36 + P25r56P36

l = P15P25+ Purtspzs * PISrSGP26

rOZ = POZ * POlSZ + PDI‘52 + PDISEZ

+
rOS = Po:s * POZS POI‘E + POZSS
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h) pPara cada porcidén semicontsnida del biagrama 4.3 podemos
calcular 1la fraccién de determinacién de 1los efectos bajo
conisideracién, Las siguientes expresiones dadas para la
determinacién de las variables 3,2,1, y 0 respectivamente.

2 2

P:l« + P:us = 1
2 2

Py st * 2P25P26P56 = 1
P+ P°, + P:_+2P P r =1
1v 14 15 14715 45 .

2 2 2

Pou + Pm + I~'-‘Q2 + 2P°,P°zrm = 1

Donde L esta dada en (g). En la priactica los valores de los
coeficientes de trayectoria pueden ser calculados a partir de
estas ecuaciones.

Todas las expresiones en esta seccién son verdaderas
solamente con respecto al punto de vista expresado por la figura
4.3. si las siete variables (0,1,...,6) son rearregladas de
alguna otra forma, las medidas absolutas (Las correlaciones entre
las variables) permanecerian iguales, Pero las expresiones
involucradas para los coeficientes de trayectorias ya no serian
verdaderas. El valor de L permaneceria igual mientras que P:m
ya no seria igual, dependeria del nuevo arreglo{(diagrama). Por lo
tanto todas 1las expresiones que involucran coeficientes de
trayectoria deben ser siempre leidas con respecto al diagrama de
trayectorias especificado.

77




SOFTWARE DISPONIBLE

Por el primer método el &lgebra llega a ser incomoda, por
otro lado resolviendo por el segundo método es facil, sin tanta
Algebra, y mas facil aun mediante el uso de una computadora.

En el paquete SPSS existe explicitamente una rutina para
resolver el Analisis de trayectorias mediante las ecuaciones de
regresién como en el segundo método, una vez que ya se haya
planteado el diagrama de trayectorias.

Sin embargo existen otros paquetes de tipo estadistico
(como NUMBER CHRUNCHER; STATGRAPHICS por mencionar alguno) por
medio de los cuales también se pueden obtener los coeficientes de
trayectorias, mediante Analisis de Regresién miltiple, ya que los
coeficientes de trayectorias son coeficientes de regresidén
estandarizados. Esto implica que con cualquier paquete que
contenga Andlisis de Regresién Multiple se puede trabajar Andlisis
de Trayectorias.

Primero se construye el diagrama de trayectorias del cual se
obtiene el modelo estructural (las ecuacliones de regresidén) y una
vez obtenidas estas meterlas al paquete Yy obtener los valores
correspondientes a los coeficientes P’s.

Dentro del Analisis de Trayectorias existe una gran variedad
de temas, los cuales no se tratan en este trabajo, por ejemplo
existe el andlisis de trayectorias con variables no estandarizadas
(Blalock, 1971 pp. 406~408 y Kendal y Muirchertaingh, 1977). El
analisis de trayectorias para variables binarias Kendal vy
Muirchertaingh(1977, p. 20), para variables dummy y datos
ordinales (Blalock, 1971 pp. 432-437).
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’
BIOLOGIA

Las aplicaciones del andlisis de trayectorias en el campo de
poblaciones genéticas, son especialmente en aquellos problemas -que
conciernen a parejas. La razén principal para el uso del método
en poblaciones genéticas es que las "causas" y ‘"efectos" son
conocidos através de las leyes hereditarias de Mendel, por medio
de las cuales se pueden hacer directamente los digramas de
trayectorias y de estos las ecuaciones estructurales concernientes
al andlisis. El mismo Sewall Wright de 1918 a 1921 desarrolld el
método para explicar relaciones causales en poblaciones genéticas,
(Wichern, 1982). Si desea mayor informacién sobre este tipo de
aplicaciones, consultar Li(1975, cap. 7,8,9).

EPIDEHIOLOGfA Y PROBLEMAS MEDICOS

Podemos citar algunos ejemplos de aplicaciones de
coeficientes de trayectorias en epidemiologia y problemas médicos.
La epidemiologia involucra varios factores cuyas relaciones
causales no son claras y pueden variar de una regién (geografica)
a otra. Los epidemiologos exploran la posibilidad de usar analisis
de trayectorias en sus estudios. Goldsmith y Berglund(1974)
presentan diagramas tentativos de trayectorias para (i) Asma y
bronguitis infantil, (ii) Efisema y bronquitis en los adultos,
(iii) El deterioro del aparato respiratorio en nifios y adolecentes
Yy (iv) Cancer pulmonar; sus metas son identificar los factores
etiolégicos de 1las enfermedades humanas através de métodos
numéricos.

Un estudio hecho por Kalimo y Bice(1973) es el de 1las
siguientes cuatro variables: Xi=edad, clasificada en tres
categorias (15-44, 45-64 y 65 y mas); X2=presencia o ausencia de
una enfermedad crénica; Xs=nlmero de dias enfermo(sin trabajar)
en las dos uUltimas semanas(0O=ninguno, 1=uno o dos dias, 2=tres o
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mas dias); Xi=visitas al médico(0 6 1). El diagrama de trayecto-
rias propuesto es mostrado en la figura 5.1. Las siguientes séis
correlaciones observadas entre las cuatro variables estan basadas
en las respuestas de casi 35,000 individuos, Li(1975, pp.331-332),

’ ’
Problema cronico Dias enfermo Uso med.
X2 X3 X4
Edad X1 0.25 : +-0412 i .. 0404
, : .
Problema cronico Xz w0421 ; :.0.08
Dias enfermo X3 0.30

Las cinco ecuaciones para los cinco coeficientes de trayectoria se
pueden descomponer en tres grupos, Hay solamente una trayectoria
entre X1 y Xz, y hay dos trayectorias entre pares de variables,
como se observa en el diagrama de la figura 5.1.

\ Dias enfermo
X5

S

Edad X1 P x‘ Uso doi rervicio

3z »bd4co
Pz! X lZT

2
Problema cronice

FIG. 5.3 Modelo causal para el umo del serviclo mbdico, X = odad
X_ = problema crbnico, X_= dlas enfermo, X = visitas al-
medico. Las flochas pequenas no stiquetadss son 1os re-
uiduales (Kallmo y Blce, 1973).

81



obteniendo directamente del diagrama, las siguientes
ecuaciones:

o= P21= 0.25

r= P:“ + Pazrz;-o.ll

r. =P

22 1712 + P32=0.21

Fe= P‘2 + P‘3r32=0.08

ro= P‘zrza + P“’=0.30

Despejando para obtener los valores de P, se tiene que las
soluciones son :

P21= 0.25 P:"=0.061 'P:2= 0.195

P‘2-0.018 . Pu= 0.29

Hay cinco coeficientes de trayectoria y séis correlaciones
observadas, por lo tanto el sistema es sobre-identificado por una
ecuacién. Suponga que deseamos conocer si los valores de P son
consistentes con la ecuacién no usada concerniente a L) El
valor calculado de la correlacidn entre X1 y X« esta indicado por
una r’:

r o .
L P‘erl-f P‘3r31= 0.037

el cual coincide con el observado r = 0.04 de la figura 5.1, dos
conclusiones son obvias. La primera es que el numero de dias
enfermo es la causa ma&s importante para el uso del servicio médico
que un problemd crdnico. El segundo es que el uso del servicio
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nédico es en gran parte debido a factores no indicados en el
diagrama. Sacando el grado de determinacidén de X« para obtener
mayor informacidn,

2 2
Pl 34 PI 2* ZP‘ :IPA 2r23

=(.296) + (.018) + 2(.296)(.018) (.21) =0.09

entonces el grado de indeterminacién esta dado por vV 1 - Rz, es
decir, se deja el 91% de la varianza del uso médico sin contar,
esto es debido a los factores residuales. Las caracteristicas del
diagrama es que no existe una conexién directa entre edad y uso
del servicio médico; aunque seria razonable incluirla.

URBANIZACION E INGRESOS

Blalock(1961) considera varias posibles relaciones entre
cinco variables en 150 ciudades, seleccionadas aleatoriamente,
tomadas del censo de 1950. las cinco variables escogidas para el
estudio son:

X1 = Indice de urbanizacidn.

X2 = Porcentaje de negros en la ciudad.

Xa = Ingresos de la gente blanca.

X4 = Indice de el nivel de educacién de los negros.

Xs = Ingresos de la gente negra.
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Las correlaciones observadas entre las variables son:

% Negros Ingreso de Educacidén Ingreso
Los blancos
X2 X3 Xa Xs

Urbanizacidén X1 |-0.389 0.670 0.264 0.736
% Negros X2 0.067 -0.531 =0.440
Ingresos de los ' T o
blancos X3 . X 00042 07 0.599 .
Educacién de . -
los negros X4 0.386

El diagrama de trayectorias de la figura 5.2 de las variables
anteriores fué hecho por Boudon(1965), omitiendo los residuales
por simplicidad. Este mueastra esenclalmente un estudioc a cerca de
urbanizacién e ingresos. El diagrama consiste de dos subsistemas;
1) las variables Xi, X2 y X3 forman un sistema semi-contenido
concerniente al ingreso de los blancos y 2) Las variables X1, Xz,
X« y Xs forman otro sistema concerniente al ingreso de los negros.
La existencia de los subsistemas implica que las ecuaciones
involucran coeficientes de trayectoria que estan comprendidos en
grupos y pueden ser resueltos en cada grupo. Primero, note que hay
solamente una trayectoria entre X1 y X2, y entre X2 y X«.
Entonces,

= P_“=-0.389

™ P‘ 2=-0. 531

las siguientes dos ecuaciones forman otro grupo

Ta™ P:”-f- P:zr2‘= 0.670 P:‘=0.820

ry.= P“r12+ P:2= 0.067 P:2-0.386
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obteniendo . asi, los valores correspondientes a las
involucradas,

P:l=0.820 P32-0-386

X4

FIG, 5.2 Un modelo de relacibn causal entre urbanizacién(X1) e
ingreso de 1a gente blanca (X3) e ingreso ds la gents
negra (X5). Las variables intermedias son;X2= Porcen-
ta)e do poblacibdn negra en una ciudad; X4= Nivel de -
educacidn de los nogros {(Blalock, 196t y Boudon, 1965)

Similarmente, las siguientes tres ecuaciones forman otro grupo:

re= P +P52rm+ P“run 0.736

P51r12+ P + Pslrcz- -0.440

PS‘I‘“*' P52r2‘+ P - 0.386
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sustituyendo los .valores observados de r 'y -resolviendo, se
obtiene,

P51=0.655 Psz=—0.100 PS‘-O.].GO

Asi se han obtenido los valores de los siete coeficientes de
trayectoria. Las diez correlaciones entre las cinco variables han
sido observadas y solamente hay siete coeficientes de trayectoria
en el diagrama, por lo tanto el sistema esta sobre-determinado.
Las tres correlaciones restantes pueden ser usadas para ver si son
consistentes con los coeficientes de trayectoria o no. Una r’ es
usada para indicar los valores calculados de las correlaciones.

CALCULADOS OBSERVADOS
r;‘= P r,,= 0.207 r“=0.264
r: P‘_‘,l‘z:,'= -0.036 r:“=0.042

l =
rs P st P"r” 0.434 r,s=0.599

Note que las correlaciones calculadas son menores que las
observadas. Al agregar una trayectoria directa de urbanizacién
(Xt} al nivel de educacién de los negros (X4) en el diagrama,
daria una nueva ecuacién:

r,= Pg+ P,r, = P  + (-0.531)(~0.389)=0.264

obteniendo

P“=0.264 - 0.207 = 0,057
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Pero esto no cuenta comparativamente a la correlacién alta entre
el ingreso de los blancos y de los negros, r35=0.599. El esquema
causal tiene solamente un factor comun Xi para X3 y Xs. Este mismo
sugliere algun otro factor comin para el ingreso de blancos y
negros que no ha sido incluido.

FERTILIDAD

En un estudio sobre fertilidad, una encuesta es aplicada a
4700 mujeres, midiendo para cada mujer las siguientes variables,
Wonacott(1981).

Xs = Edad de la mujer al momento del estudio.

Y1 = Afios de educacién (estudio) de la mujer.

Y = Numero de hijos que tiene.

Y2 = Edad de la mujer al momento del matrimonio.

De acuerdo con las variables anteriores se construye el siguiente
diagrama de fertilidad de la mujer. Presentando las variables de
izquierda a derecha, ordenadas de acuerdo a sus causas y efectos.

.062 -.28
-.05

.012

Y1

FIG, 5.3 Diagrama de trayectorias para Xas Edad ol womento dol estudlo
¥Yi= Anos de educacidén, Y2= Edad de la mujer al momento del
matrimonio y Y= Mamero de hijos., Es el dlagrama para la fer-
tilidad de una mujer.
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obteniendo las ecuaciones,

Y = Po.x' + PMYI + PozY,a
Y2 = P, Xa + P, 71

Y1 = P Xa
ta

siguiendo los pasos descritos en el capitulo 4 para encontrar los
coeficientes de trayectoria, y de acuerdo a la matriz de corre-
laciones (Wonnacott, 1981); las ecuaciones de regresién son las
siguientes:

Y = 0.062Xa - 0.05Y1 ~ 0.028Y2
Y2 = 0.012Xs + 0.38Y1

Y1 = «0.032Xa

calculando el efecto total indirecto de las otras variables sobre
el mimero de nifios:

a. Educacién (Y1).
b. Edad presente (Xa).
c. Edad al matrimonio (Y2).

Resolviendo para a: Tomando el diagrama semi~contenido entre Yi,
Y2y Y. De Y1 a Y existen dos trayectorias, una directa de Y1 a Y

Y la otra indirecta via Yz. Entonces

efecto directo de Y1 sobre Y = -0.05

efecto indirecto via Y2 (.38)(~.28) = -0.11
efecto total = -0.16
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Esto es, una mujer que tiene mayor educacién . tiene en promedio
menor nimero de hijos (es decir 0.16 menos hijos por cada afio de
educacién que ha recibido). Esto es en parte, porque a mayor
educacién menos hijos (relacién directa), y en parte, porque a
mayor educacidn produce que se casen a mayor edad, el cual da como
resultado pocos hijos (relacién indirecta).

b. De Xa a Y hay varias trayectorias, una directa y varias
indirectas a través de las variables Y1 y Yz; considerando a cada
una en su momento:

efecto directo de Xa sobre Y = ~0.062
*

efecto indirecto via Yz (.012) (~.28) = =-0.003
1

efecto indirecto via Y1 ] (~.032) (-.05) = 0.002

via Y1 y Yz  (-.032) (.38) (-.28) = 0.003

efecto total = 0.064

c. De Yz a Y hay justamente una trayectoria, por lo tanto 1la
respuesta es inmediatamente obtenida: efecto total de Y2 = =-.28

En resumen, el efecto total de una variable (Xa) sobre otra
variable (Y) esta definido como el cambio en desviaciones estandar
que ocurre en Y cuando Xa cambla en una desviacién estandar
-hablando de todos los cambios con la intervencién de variables
entre Xs y Y. El efecto total puede ser calculado de la cadena de
efectos directos usando el siguiente hecho: Cada trayectoria

de Xa a Y, multiplicando Jjuntos todos 1los coeficientes se
encuentra que:

El efecto total de Xa sobre Y = la suma de todas las
trayectorias (siguiendo las flechas de Xa a Y).
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Existen otros ejemplos de aplicacién del andlisis de
trayectorias en las Ciencias Sociales, de los cuales se mencionan
algunos. Existe un interesante estudio de Sewell Y Shah(1967)
sobre estatus sociocecondmico, inteligencia Y educacidén;
Hauser(1973) en estudios socioecondémicos y desemperio educacional.
Andlogamente a Duncan(1966) en su articule "Psychological
examples", Wert y Linn(1970) aplican el andlisis de trayectorias a
un conjunte de problemas en el seno familir, E1 economista
Gintis(1971) reporta un Analisis de Trayectorias sobre educacién y
productividad en el trabajo, Griliches y Mason(1972) emplean este
tipo de analisis en un estudio sobre educacidn e ingreso, haciendo
una prueba de aptitudes como indicador de una variable no
observada representando habilidad y capacidad.

Sewall Wright uso el método para estimar un modelo de oferta
y demanda para la carne de puerco, uno mas para las variables
Xi=papas y Xe=precio rezagado de la carne; también desarrolld 1la
versién dinamica del modelo, ©LI(1975, pp. 335-337). Las
aplicaciones que se hicieron en 1925 fuerdén a los precios de
granos de cereales y a la carne de cerdo, Wichern(1i982).

El Analisis de Trayectorias puede observarse como una forma
especial de ‘ecuaciones estructurales" empleados por varios
autores en diferentes campos. En el volumen editado por
Blalock(1971) se encuentran una serle de aplicaciones, ya que es
una coleccién de articulos de modelos causales y una fuente de
referencias para estos métodos.
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CONCLUSION

Se trato en este trabajo de dar a conocer el analisis de
trayectorias como una técnica estadistica de tipo causal.

El analisis de regresisén Yy de trayectorias son
matematicamente equivalentes a condicién de que uno empiece con
los mismos modelos y suposiciones. La diferencia estaria en la
forma de las ecuaciones, es decir que mientras el analisis de
trayectorias requiere de un sistema de ecuaciones recursivo (ésto
viene exigido por la misma idea de causalidad), el andlisis de
regresién no.

El analisis de trayectorias por trabajar con sistemas
recursivos, presenta la ventaja de que los estimadores minimo
cuadraticos ordinarios aplicados a cada ecuacidén son consistentes,
eficientes y asintéticamente normales. Ademds tiene ventajas sobre
el anilisis de regresidén, ya que mientras la regresidn sirve para
explicar y predecir sin considerar causalidad, el analisis de
trayectorias sirve para explicar considerando causalidad. El
requisito de causalidad en determinado momento se puede pensar
como una limitante del método, ya que para concluir que entre dos
variables existe relacién de causa efecto es preciso examinar
cuidadosamente la naturaleza del fendmeno que se estudia (este
requisito caé en los limites de lo tedrico). Por lo anterior, no
se quliere decir que el andlisis de trayectorias se deba usar en
lugar del andlisis de regresion o de las técnicas multivariadas,
sl no, mas bien como complemento de las mismas.

En algun tiempo (afos 60’s) se penso gue por fin se tenia una
técnica que permitia medir la fuerza de los vinculos causales, sin
embargo sélo limitandose al campo de la medicién.- Se percibié que
sl bien es posible medir la relacién entre dos variables y
establecer la precedencia temporal de una de ellas, no es posible
garantizar que la relacién se mantenga una vez que se controlan
"todos" los factores que inciden sobre la relacién.
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Por otra parte existen técnicas para probar que tan
confiables son los estimadores de 1los coeficientes de
trayectorias, como son, intervalos de confianza y pruebas de
hipétesis, estos resultados gquedarén fuera del presente estudio.

Para la solucién de los coeficientes de trayectorias, existen
pagquetes estadisticos para microcomputadoras. Uno de los paquetes
que contiene explicitamente subrutinas para la solucion del
analisis de trayectorias es el SPSS (Statistical Package for the
Social Sciences), sin embargo en el StatGraphics, NumberCroncher
{(por mencionar algunos)} no existe. En estos casos lo que se debe
hacer, es tomar las subrutinas de andlisis de regresién miltiple y
obtener los coeficientes de reqresidn estandarizados. Ya que como
se mencioné en el capitulo de anadlisis de trayectorias son los
coeficientes de regresién estandarizados. Tomando ese hecho, se
obtienen finalmente los coeficientes de trayectorias.
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APENDICE A
PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES POR MINIMOS CUADRADOS

Los estimadores minimo cuadrados son funcién lineal de las

41, y éstas a su vez de las B1’s. be estos estimadores se obtiene
la media, la varianza y la covarianza.

En particular se supone que el modelo de regresién simple es

ux=B°+t3‘a:|+s‘1 1 ® 1,2,3,,,0, n
con E(y1) = Bu+ ﬂ‘m y var(y1) = var(6) = ¢°. Ahora considere

el estimador g1, dado en (3.8). Suponga que se definen las
constantes ci1,c2,...cs por la ecuacidn,

o1 = fE) = @)
- -2
l§’ (1 - a)
entonces las x son consideradas como nimeros fijos, estos son
las ci. El estimador E‘ es igual a una combinacién lineal de las
41’s. Aplicando el desarrollo que dice: Si a1 es una constante y
u1 una variable aleatoria entonces E(ao + Laiui) = ao + ZarE(ui),
entonces la media de B, se encuetra como sique:
- n n
E(ﬁx) = E(§,Cw‘) =l§‘CIE(([l)
= chﬁo+ ﬂlxn
= Botm + ﬂ]icm::

=8

1
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porque

B n - n 2' =2
n- : T (xr.=x)cr . T ai’= ne
151 s E e

. n
2 T ai’- nz® -
1y .

lo cual muestra gque Ex es un estimador insesgado de B‘. También se
puede demostrar facilmente gque 5(50) = B,

La varianza de E‘se encuetra aplicando el siguiente desarro-
llo para la varianza de una suma de variables correlacionadas:

n-1

n n n
2
var [lgxanui] =‘:£‘a| var(us) + zlgugﬂ‘amov{m,u;)

por lo tanto
- n
Vnr(B|) = Var(‘glcu;l)

n n-1 n
= ,z‘.‘c:zVar(qn) + z‘gui_:?l‘cﬂ.‘ov(ql,q;)

pero Cov(yi,y)) = Cov(aomla:ne;,ﬂoﬁala:ws:) = Cov(€3,8) = 0 por
suposicién. También var(ygi) = var(8i) = o°,
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entonces

;1,

Var(E’) = a'z‘}r_.:?xz = of—
15y (== z)* : : *-1)

porque

n
~-2
2 ‘}_:‘ (a1 «)

e l_l(m ‘—, c) ; |- (a:l
1

para encontrar la variaza da,ﬁo, se tiene que, '’

var(8,) = var(y - Bz

= var(g) + @ var(B,) - 2& Cov(§,B,)

la Var(y) = f , la Var(ai) est& dada en (A.1) y Cov(ﬁ,al) =0,
este ultimo resultado puede =ser demostrado, sin embargo, es
intuitivamente claro porgque el valor promedic ¥ no depende en
algun momento del valor ajustado de {3‘. asi que

—2
a 2| 1 3
var(B,) = ¢ -+

Finalmente aplicando la regla para la covarianza,
Cov(act+aiul, aa+azuz) = aiazCov(ui,uz) se tiene que,
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cov(B,,B,) = Cov(§ - B E.B,)

= Cov(¥y, 5")‘ -‘,AECOV(E o E, )

- c-a'z <

— —
‘}_Z‘(a:: -x)
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APENDICE B

Un vector cuyos elementos son variables aleatorias, es
llamado un vector aleatorio. En regresién, el vector de paréametros
estimados 8 es un vector aleatorio al igual que el vector de
errores £, el vector de valores observados Y, valores ajustados §
y el residual e.

La media o el valor esperado de un vector aleatorio es el
vector de medias de las variables aleatorias en ese vector. Asi
por ejemplo, la media de £ es un vector de ceros, escrito como
E(e)=0.

Para encontrar la media de 3 usaremos el hecho de que la
media es lineal, el cual dice que si z es un vector aleatorio de
longitud nx1, € es una matriz de gxpn, y d cualquier vector fijo,
entonces la media de la variable aleatoria Cz + d es:

E(Cz + d)= CE(z) + d
entonces

E(B)=E((x"%) T x'y) =E( (X*X) T X" (XB+c) )

de acuerdo al modelo Y = X8 + ¢.

E(B)=(x'x) "'x*x8 + (x'x) T'x‘E(e)

pero E(c) = O,
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E(B)=(x'x)"!x'x8 = 8
por lo tanto 8 es un estimador insesgado de 8.

Un vector aleatorio tiene asociada una matriz de
varianzas-covarianzas, las entradas de 1la diagonal son las
varianzas de los elementos del vector aleatorio, mientras que las
entradas fuera de la diagonal son las covarianzas entre los
elementos; el elemento (1,;) de la matriz es la covarianza entre
el elemento i1-ésimo del vector aleatorio y el elemento j-ésimo.
Usamos el simbolo Var(z) para denotar la matriz de
varianzas~covarianzas del vector z.

El vector de errores £, se ha supuesto que tiene elementos
con varianza comin o2 y covarianza 0 (cero) para toda 1. En
resumen Var(c)=a21n.

Aplicando el hecho de que la Var(Cz + d) = C[Var(z)]c" para
encontrar la varianza de 8. se tiene que

'xty)

var (8)=var ((x'x) "~
=var[ (x'%) T'x'x8 + (x'x) " x'c)
=[x 7' varce )3 (x'x)TIxY)*
=(x'x) "'x*co?In)x(x*x) "

=02 (x*x) " tatx(x'x) !

=a? (x'x)"!
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