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INTRODUCCION 

El diseño de pases en laminación ha probado ser un tema de vital importancia en la industria 

de formado de metales. Esto, debido a que un buen diseño redunda en un ahorro de energía, 

mayor eficiencia en el proceso y menos dcsagaste de herramientas. De esta forma, en la 

industria, siempre se ha hecho uso del conocimiento práctico para determinar reglas en el 

diseño de la secuencia de pases para la fabricación de productos no planos, haciéndose 

estimaciones poco precisas del factor de elongación, como función de la geometría, radio y 

velocidad del rodillo. 

As!, es muy razonable desarrollar métodos para el diseño de la secuencia de los pases que 

consideren el flujo de material de la manera más precisa posible. Esto, sólo ha sido posible 

mediante el uso de computadoras rápidas, que permiten el análisis y simulación de procesos 

de formado complicados, en este caso el laminado de secciones no planas, a partir de campos 

de velocidad. 

El presente trabajo pretende presentar la~ diferentes metodologías usadas para el análisis y 

simulación del proceso de laminación, poniendo especial atención en las que han probado ser 
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más precisas y prácticas. Del mismo modo trataremos de ejemplificar la aplicación de estas 

técnicas al diseño de los pases, exponiendo técnica< para el cálculo del ensanchamiento, así 

como para el diseño de un pase determinado. 

En el primer capítulo, se hace un breve resumen de la historia de la laminación, se 

mencionan Jos productos más comunes, introducimos los conceptos de laminador y trenes de 

laminación. Así mismo hacemos referencia a los principales laminados y las partes que los 

constituyen. Finalmente se com~nta en forma breve, Ja instrumentación y el control de estos. 

En el segundo capítulo, se ilustra el análisis del proceso de laminación por el método del 

planchón, haciendo referencia a los factores que iníluycn en la carga, así como a Jos 

esfucr¿os que produc'en la defomiación. Se determina Ja presión en Jos rodillos, y finalmente 

se mencionan los diferentes análisis y consideraciones hechas por distintos autores. 

En el capftulo tres, se pretende introducir tres métodos para el análisis numérico y 

simulación del proceso de laminación, estos son Jos de visoplasticidad, frontera superior y 

elemento finito, y se eligieron debido a que han resultado los más prácticos y completos. Se 

destaca Ja aplicación de estos métodos en el desarrollo de una expresión para el 

ensanchamiento, así como en el análisis de éste. 

Finalmente, en el capflulo cuatro, se intenta dar aplicación a los tres capítulos anteriores, 

desarrollando un programa que calcula el ensanchamiento. Se presenta una metodología 

general que permite el uso de este programa para el cálculo del ensanchamiento en productos 

simples de sección no plana. Para terminar, se comenta un método que incorpora las ideas 

desarrolladas en el trabajo, dando la aplicación al diseño preciso de los pases en laminación 

de productos no planos, asf como de Ja secuencia. 



I. EL PROCESO DE LAMINACION 

1.1 Antecedentes históricos de la laminación. 

La laminación consiste en la reducción de la sección transversal de un material. al 

hacerlo pasar entre dos rodillos cilíndricos que· giran en sentido opues!o (figura 1.1). 

Dichos rodillos producen una deformación plástica del material por medio de esfuerzos 

cortantes y de compresión, los compresivos se deben a que, según el material se 

introduce en los rodillos, el espesor libre entre ellos va siendo menor; por otra parte, los 

cortantes son debidos a que la superficie del lingote está sujeta a la fuerza de fricción 

de los rodillos. 

Actualmente el medio más económico para reducir la sección transversal de un material 

es la laminación, es por esto que ésta tiene un gran campo de aplicaciones tanto en frío 

como en caliente. 
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Figura l. l. El proceso de laminación. 

La siguente tabla muestra algunas caracteñsticas y limitaciones de la laminación: 

Laminación en fño: Laminación en caliente: 
+Buen acabado superficial. +Deficiente acabado 
(rugosidad nún. 0.4 µm.) superficial. (rugosidad mfn. 

l.2um.) 
+ Buen control dimensional. + Baio control dimensional. 
+ Buen porcentaje de + Posibilidad de altos 
reducción posi-ble. Se hace porcentajes de reducción. 
nece-sario un recocido para 
aliviar ten-siones por 
defonna-
ción en fño (acritud). 

+ Menores cargas de 
defonnación. 

En base a las propiedades antes mencionadas se elige el proceso que se debe seguir 

para la obtención de un producto tenninado. 
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Es posible que el proceso de laminación, así como los trenes de laminación en sí, 

tengan su origen en los antiguos laminadores usados en la India y Egipto para extraer 

mear de la caíla del mismo modo que se hiw en el siglo XV. 

Los primeros dibujos de un laminador para el labrado de metales fueron hechos por 

Leonardo da Vinci en 1486, incluyendo rodillos de apoyo. Posterionnente, en 1553, un 

francés, Brulier, laminó oro y plata para la fabricación de monedas. No fué sino hasta 

1590 que un laminador se utilizó para trabajo en caliente del hierro, éste, se realizó en 

Dartford, Kent, por Godefroi de Bochs para transfonnar barras de hierro en varillas. 

Probablemente estas últimas fueron laminadas directamente partiendo de barras 

forjadas, al mismo tiempo que se produjeron barras de sección definida fonnadas en 

rodillos de pasos en 1686 (figura 1.2). 

En 1728 se dieron dos avances significativos. El primero se dió cuando se 

substituyeron rodillos lisos, usados para laminar hoja delgada, por rodíllos acanalados 

para laminar tubos. El segundo se dió cuando se otorgó la patente a John Payne, en la 

que demostraba que si se haclan pasar barras previamente martilladas, entre dos 

grandes rodillos que tuvieran cndiduras o muescas en sus superficies, se producirían 

figuras y formas deseadas. Este principio fué usado por primera vez en Francia. en 

1747. 

Figura 2.2: Rodillos úe pasos. 
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En 1746 Christopher Polhem publicó su Patro-tiska Testamente en donde dice que se 

pueden producir rodillos para la elaboración de secciones cuadradas, circulares y 

semicirculares. También se considera el primero en percatarse que para una reducción 

determinada, menor torque y carga resultan si se usan rodillos de trabajo pequeftos. 

En 1783 Henry Cort ideó uno de los avances más importantes en la laminación de 

perfiles, introduciendo rodillos acanalados capaces de trabajar lingotes de hierro 

directamente, eliminando la fase de martilleo. Las barras de hierro eran relaminadas en 

laminadores subsecuentes hasta alcanzar la sección deseada, esto se considera la base 

de lo que es el método moderno de la laminación de perfiles. 

Como podemos observar el desarrollo del proceso de laminación no se ha detenido, 

pero con el transcurso del tiempo los problemas abordados han cambiado, hasta llegar 

al punto del estudio de nuevos y más eficientes sistemas de transmisión así como al 

disefto de rodillos que permitan la fabricación de productos con dimensiones y 

características más precisas. 

1.2 Tipos de productos obtenidos por laminación. 

Los productos obtenidos por laminación pueden clasificarse de manera general como: 

productos planos y formas especificas, siendo los primeros: láminas, planchones o 

planchas, placas, Liras, etc., en sus distintas dimensiones. Las formas especificas que. 

tienen mayor interés en el contexto de este trabajo, son tales como: barras, varillas, 

secciones (ángulos, T, Z, canales, et.e.), y secciones pc<iueftas. 

El número de productos hechos por laminación es muy extenso, debido a esto, no se 

pueden mencionar todos. En el diagrama 1 se mencionan los perfiles más comunes, 

aunque de planta a planta su nombre puede cambiar ligeramente, se les ha nombrado de 

manera general. 



Diagrama 1. Productos del proceso de laminación. 

LINGOTE DE FUNDICION 

LINGOTES Y PLAN· 
CHAlllEDIA. 

De puntas redondeada~ 

PLANCHA LARGA. 

lados no menores a 12.S cm. Pueden ser 
cuadrados o tener un 

De puntas redondeadas, 
rectangulares. 

Jada más largo que el otro. 

llARRA SECCIO· 

CHAl'A. 
1.27 cm.de espesor 

o mayor, varios 
pies de ancho. 

Producida en forma 
continua o en longitudes. 

llARRA PLANCHA 

TIRA ANCHA. 

Ancho mfnimo de 
42.72 cm., 0.762 
a 0.953 cm. de 

espesor. 

llARRA 
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Sección NES. CUADRA· CHICA. DELGADA. 
circular Sección 
de 10.16 transvcr-
cm. de sal más 
diam.o elaborada 
mayor. que una 

fonna geo-
métrica 
plana. 

BARRAS. 
Redondas1 cuadradas 
o poligonales. Menos 
de 10 cm. de diam. 

o cquivalcntl!. 

DA. 
Puntas 
redon-
deadas. 
3.81 a 
12.7cm. 
de lado. 

HOJA DEI.CADA. 
Sección transver
sal rectangular. 
2.5 a 46 cm. ancho. 
0.6a l.9cm. 
espesor. 

VARILl.AS. 

~uinas Plancha 
redondea- con los 
das. lados más 
5 a 8.9cm. de conos 
cspc-
sor. 

convexos. 

HOJAS. 
46 cm. de ancho o 
mayor, 0.08 a 0.64 cm. de 
espesor. 

TIRA ANGOSTA. 
Má.<de46cmdc 
ancho, 0.08 a 0.5 
cm. de espesor. 

SECCIONES PEQUEÑAS. 
Usualmente redondas. menos 

lle 1.3 cm de diarnetro. 
Sección transvcrs.11 
complicada en rela

ción a las planas. 
cjcm.:T ,7..., ángulos. 

canal, etc 
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Durante el transcurso del tiempo se han ido implementando y mejorando los 

laminadores de manera que se puede hacer una variedad más amplia de secciones con 

la precisión requerida. 

1.3 Laminadores o cajas de laminación. 

Los tres principales tipos de laminadores para trabajar el acero se denominan como: 

dúo, trfo y cuarto (figura 1.3). Como su nombre lo indica, la clasificación se basa en la 

manera de arreglar los rodillos en las caja.• laminadoras. Los laminadores o cajas de 

laminación dúo pueden ser reversibles o no, siendo más versátiles debido a que en éstas 

se puede cambiar la dirección de relación, pudiendo trabajar la pieza en direcciones 

opuestas y disminuyendo el tiempo .del proceso. Es asr que los laminadores dúo 

reversibles tienen mucha importancia en la industria, ya que con ayuda de equipo 

auxiliar, es posible la fabricación de planchas, barras, lámina y varilla as! como 

secciones parcialmente formadas para ser terminadas en otros laminadores. En los 

laminadores trío los rodillos siempre giran en la misma dirección; los rodillos superior 

e inferior en el mismo sentido, el medio en sentido contrario a los anteriores. 

Usualmente los rodillos superior e inferior son accionados por el sistema de 

transmisión, mientras que el medio es en oca.•iones movido por fricción. 

El laminador cuarto es usado para materiales delgados, como hojas o placas, y 

representa un tipo especial de laminador dúo, en el cual se empican grandes rodillos de 

apoyo que son usados para reforzar los rodillos de trabajo que son menores; cualquiera 

de los rodillos de este laminador puede ser acoplado al sistema motriz. Los laminadores 

cuartos resisten la tendencia a la Oexión, que los rodillos de trabajo tienen, pcrmitendo 

el uso de un radio menor en éstos para la producción de hojas y liras de espesor 

uniforme. Por último mencionaremos al laminador "Racimo", en el cual, cada uno de 
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los rodillos de trabajo son apoyados por dos o más rodillos. Esta caja es usada para la 

producción de hoja muy delgada. 

0 f0 (0 

Dúo Continuo 

Lami.nacion ~+: Lam, 
Sentido -- :.-- Sentido 
Horario r+. Antihorario 

Dúo Reversible 

-~----
-fü 

Laminador trio Laminador 

aminador Racimo 

Figura 1.3. Representación c¡;qucmática de los arreglos de los rodillos, en los 
ptlicipalcs laminadores. 
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los rodiUos de trabajo son apoyados por dos o más rodillos. Esta caja es usada para la 

producción de hoja muy delgada. 

--
Pi e za _m_-.=_-
lamin~ 

Laminador Dúo 

0 ffi (:) 

Dúo Continuo 

Sentido -- :.-- Sentido 
Lami_nacion ~+, Lam, 

Horario '+ · Anti horario 

Dúo Reversible 

-~--
~ 

Laminador trio Laminador 

aminador Rac"imo 

Figura 1.3. Representación c§'lucmálica de los arreglos de los rodillos, en los 
pfflcipalcs laminadores. 
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Es importante mencionar que en las cajas anterionnente citadas, los rodillos cuentan 

con una disposición horizontal, sin embargo el uso de cilindros verticales fonna parte, 

también muy importante, de los procesos de fabricación. Es as! que se cuenta con 

laminadores "universales", que están fonnados por cajas dúos, tríos o cuartos con la 

adición de uno o dos pares de cilindros verticales para la reducción lateral del producto. 

1.3. l Laminadores especiales. 

Dentro de la industria se han hecho necesarios diversos tipos de laminadores que 

se fonnan a partir de los 3 principales tipos. Los arreglos o cajas que se pueden 

fonnar son diversos, de este modo se mencionarán sólo los más importantes. 

Como es de esperarse, un laminador universal Uene gran aplicación en la 

industria, de tal manera que de ~ste existen diversos tipos. Un tipo especial es 

conocido como "Laminador Gray", que es usado para la producción de vigas y de 

sccciones-H de gran ancho y profundidad. El laminador "Wenstrom" es otra 

modificación del universal, y es usado para piezas planas. El laminador universal 

"Sack" es usado principalmente para laminar secciones crucifonnes. 

Para laminar barras anchas, barras, y plancha angosta, un tren de laminación 

llamado "Margan" puede ser usado. Este consiste en una serie de cajas con 

rodillos horizon1ales arreglados uno después de otro, de lal manera que la piem es 

laminada en un número delenninado de cajas al mismo tiempo. El sistema de 

transmisión es diseñado de tal manera que la piem se mantenga bajo tensión en 

todo momenlo. 

Otro laminador especial es el llamado "Scnd7lmir", que es usado para laminar en 

frío o en caliente. El "Send1jmir" para trabajo en caliente (figura 1.4), fué 

desarrollado para reducir barras anchas a lira delgada de una sola pasada. Este 

consiste en un sistema de rodillos de alimentación, los cuales empujan a la barra 
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(reduciéndola en forma mínima) hacia Jos rodillos planetarios donde Ja reducción 

mayor tiene lugar. 

El laminador "Sendzimir" para trabajo en frío (conocido también como Z) 

permite diversos arreglos en sus rodillos, el más comdn es el 1-2-3-4 ilustrado en 

la figura 1.5. 

Rodillos 
ApoHo 

Figura 1.4. Laminador "Scndzimir" planetario. 

am. Carcaza .. 
Copnetes 

Figura 1.5. Laminador ºScndzimir" para trabajo en frío. 
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1.3.2 Trenes de laminación. 

Si se usan dos o más cajas de laminación, estas constituyen un tren de laminación 

y se pueden distribuir de diversas formas. 

a) Tren abierto.- En este se posicionan laminadores abiertos (aquellos que pueden 

acoplarse por los dos lados) uno al lado del otro, que son movidos por el mismo 

conjunto de piñones. Figura 1.6. 

-t -1- + 

-f;-=*1-
MOTOR 

Figura 1.6. Tres laminadores en tren abierto 

b) Tren en campo traviesa (tambien llamado en Zig Zag).- En este arreglo los 

laminadores se ponen uno al lado del otro trabajando en direcciones diferentes, de 

modo que la pieza es laminada de manera alternante, primero en una dirección y 

luego en otra. Esto significa que en cada cambio de laminador, el tras de la pieza 

pasa a ser el frente. Eventualmente la pieza puede ser trabajada en una serie de 

laminadores con la misma dirección de laminación y terminarse en una serie del 

mismo número de laminadores, con la dirección contraria. En este arreglo se debe 

usar un laminador a la vez. Figura l. 7. 

c) Trenes en "Loop".- Se forman cuando se ponen varios laminadores uno al lado 

del otro, y la pieza se hace pasar de uno a otro haciendo un "loop" (figura 1.8). 

Laminadores adyacentes deben operar en direcciones contrarias. El frente de la 
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pieza se conserva siempre y se pueden usar dos o más laminadores al mismo 

tiempo. 

-- t /~ ! -E: 7+ 8-E3 ~-~ 1 

MOTOR -B-~ ~ ~ 
PINONES \i 1 '-, 1 

EIOOIES "i "i 
Figura l. 7. Cuatro laminadores en campo traviesa. 

d) Tren continuo.- En este, la pieza a laminar viaja por todo el tren pasando una 

sola vez por cada Caja laminadora. Si las cajas están espaciadas de lal manera que 

la pieza se encuentra en un sólo laminador a la vez, esta parte del tren es llamada 

"abierta continua•, y si la pie1.a se encüentra en dos o más laminadores a la vez, 

esta parte del tren es· llamada "cerrada continua•. Un tren en "loop" puede 

clasificarse como continuo. 

-E~8-EJ-
MOTOR PIÑONES 

Figura 1.8. Laminadoras dúo en "loop". 
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e) Tren semicontinuo.- Así se llama a cualquier arreglo que no es completamente 

continuo e incluye un tren continuo en su distribución. 

1) Trenes en "Tandcm".- El término es usado para dos o más laminadores que 

están dispuestos uno después de otro en una línea recta. Estos, pueden ser dilo, 

lrfo, cuarto, etc., mullipasos o no. 

1.3.3 Motores y mecanismos de transmisión. 

El equipo básico de un laminador está formado por tres unidades principales: caja 

con rodillos, motor y mecanismo de transmisión. En los párrafos anteriores se han 

tratado las cajas de cilindros y sus diferentes arreglos o disposiciones, toca ahora 

el tumo a las unidades restantes. 

En la actualidad los motores usados para dar movimiento a los laminadores son 

eléctricos. Anteriormente las turbinas hidráulicas, máquinas de vapor y motores 

de combustión interna fueron empicados. Desde 1898, en que se empicó por 

primera vez un motor eléctrico, se han venido desarrollando accionamientos 

eléctricos más avanzados, económicos y convenientes. En los casos en los que la 

velocidad de laminación no tiene que ser regulada, generalmente se emplean 

motores de corriente alterna: síncronos, cuando funcionan sin volante y 

asíncronos con un volante o cuando la potencia del motor es pcquefta. Cuando la 

velocidad de laminación se necesita regular, se hace uso de los motores de 

corriente continua. 

La potencia de un motor eléctrico que acciona un laminador depende de su 

función y de la producción de este último. Los motores, en su mayoría, tienen 

potencias comprendidas entre los 200 y 2000 HP, aunque en laminadores de 

chapa gruesa la potencia de los motores puede ser mayor. 
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El tipo· de laminador y sus condiciones de trabajo determinan los mecanismos de 

transmisión. En una gran variedad de laminadores consisten en una caja de 

piñones, engranes de reducción, acoplamientos y ejes de transmisión. Algunas 

veces la transmisión incluye un volante. 

Un laminador que tiene casi todas las características principales de los 

mecanismos de transmisión consta de: 1) caja de piñones para transmitir la 

rotación a los rodillos; 2) engranajes de reducción, que permiten aumentar el 

número de revoluciones del motor y volante; 3) volantes, que sirven como 

acumuladores de energía (ahora en desuso); 4) ejes de transmisión, que transmiten 

la rotación de la caja de piñones a los rodillos; 5) acoplamiento principal, que 

transmite la rotación del piñón motriz a la caja de pinones; 6) acoplamiento 

motor, que conecta el motor; 7) eje motor de transmisión. Estos componentes no 

son necesarios en todos los laminadores, en los reversibles los volantes no son 

necesarios, así como tampoco son necesarios (en la mayoría de los reversibles) los 

engranajes de reducción. Cuando se acciona un solo rodillo, o cada rodillo es 

accionado por un motor propio, se elimina la caja de piilones. 

1.3.4 Instrumentación y control de un laminador. 

En forma general de un sistema de control de un proceso es aquel en el que un 

número considerable de entradas, tales como las características físicas y químicas 

de los materiales, los niveles de energía, los ajustes de la máquina. cte., son 

usados para obtener salidas tales como calidad del producto, productividad, y 

costo mínimo, o una combinación de éstas. 

Uno de los sitemas de control más efectivo es el que utiliza el control por 

retroalimentación. Por medio de este método, la salida obtenida se .::ampara con la 
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salida deseada, y se toman las acciones necesarias para eliminar cualquier 

discrepancia. 

En la industria de la laminación, donde el sistema con retroalimentación es muy 

utilizado, es importante que las acciones correctivas sean determinadas y llevadas 

a cabo en tiempos mucho menores con respecto a la parte del proceso más lenta. 

Lo anterior nos indica la necesidad del uso del control por computadora, ya que el 

ciclo de control se cierra por un usuario que no tiene la habilidad o el tiempo de 

reaccionar lo suficientemente rápido. 

Antes de que el sistema de control por computadora pueda ser instalado, se deben 

tomar en cuenta los siguientes puntos: 

a) Las ecuaciones matemáticas que describan de manera adecuada el proceso. 

b) La instrumentación debida para la medición de las variables del sistema. 

c) Equipo de control para realizar las funciones para el control del sistema. 

Un sistema controlado por computadora sigue órdenes, instrucciones. Estas son 

dadas en un programa de computadora que se elabora en base a formulaciones 

matemáticas que describen la relación entre las variables del proceso. Dichas 

formulaciones deben incluir las ecuaciones diferenciales derivadas de 

consideraciones teóricas, ecuaciones empíricas desarrolladas a partir de datos 

experimentales, análisis estadísticos,. decisiones lógicas o alguna combinación de 

. éstas. Desde luego debe haber una certeza de que el procesamiento de los datos 

nos dará el grado de control deseado. 

Del mismo modo el sislcma controlado por computadora acepta valores 

cuantitativos de las variables del proceso y realiza su función basado en estos 

datos. Es así que un sistema de intrumentación adecuado es vital, ya que tiene 

como función el transformar los valores dados en unidades físicas o químicas a 

una forma adecuada para el uso de la computadora. Muchos instrumentos se han 

desarrollado para este efecto en la industria de la laminación, tales como los que 
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miden el ancho, espesor, posición, fuerza, temperatura y ílujo. Actualmente este 

campo se ha desarrollado mucho, aún así, en muchas ocasiones se tienen que 

hacer mediciones indirectas que son tomadas por computadoras, cada vez más 

rápidas, que los procesan y arrojan los valores originalmente deseados. 

Día a día se trabaja en el desarrollo de programas o "software" que permiten el 

control preciso de muchas variables involucradas en el proceso de la laminación, 

llegando así a la creación de sistemas expertos que tomen decisiones complicadas 

en menor tiempo, lo cual redunda en un mejoramiento de la calidad, menor 

desgaste de la herramienta y mayor productividad. 



D. ANALISIS DEL PROCESO DE LAMINACION 

· El proceso de laminación es uno de los m~ rápidos y baratos, debido a Jo cual tiene un gran 

n6mero de aplicaciones. Es por esto que el análisis del proceso ha ocupado mucho tiempo de 

las investigaciones en universidades y en la propia industria. Adn asf, se sigue trabajando 

para poder relacionar con mayor precisión las distintas variables a considerar, tales como: 

geometría de Ja pie1.a, estado de csfuerlOs, rigidez de los rodillos de trabajo, coeficiente de 

fricción, esfuerzo de cedencia, temperatura (en el caso de laminación en caliente), cte. 

Como se verá en el capítulo tres, el desarrollo del análisis del proceso de laminación ha 

llegado al uso ¡le métodos de análisis numérico, ª'' como programas tan complicados como 

el del elemento finito. Desde Juego, antes de poder hacer un análisis numérico del proceso, se 

debe contar con una base te_órica. En el presente capftulci se hará el análisis del proceso 

tomando como ejemplo la laminación de lira ancha, ya que ésta cuenta con una geometría 

sencilla e ilustra perfectamente Jos elementos a considerar, asf como la metodología. 
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2.1 Esfuerzos que producen la deformación. 

Considere que una pieza de metal de espesor h1, ancho w¡, se introduce a una 

velocidad v¡, entre dos rodillos que giran. La pie:za de metal será deformada de tal 

modo que saldrá con un espesor h2, un ancho w2. y una velocidad v2. La velocidad v2 

es mayor que la velocidad de entrada v 1 debido a que ésta se incrementa por efecto del 

flujo de material hacia la salida. Si se considera un ancho mucho mayor que el espesor 

se puede decir que w2 = w1, es decir que el ensanchamiento es despreciable, cosa que 

no puede pasar en el análisis de secciones no planas. 

Como se muestra en la figura 2.1, en este proceso se reconoce un punto que hemos 

llamado C, en el cual coinciden la velocidad del rodillo con la velocidad del metal 

deformado, este se conoce como Punto Neutral o Punto de no Desli:zamiento. 

Figura 2.1. Puntos en la zona de deformación. 

Es posible derivar una expresión para la fuerni de fricción considerando un elemento 

vertical de altura h, ancho dx, y espesor w, localizado en la zona de deformación a un 

ángulo a tomado desde la lfnea que une el centro de los rodillos. Figura 2.2. 

El que el metal pase entre los rodillos depende del valor que tenga la sumatoria de 

fuerzas horizontales: 

l:Fhor = µP cosa - P sena 



hl 

+ 
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Figura 2.2. Fue17.as en la zona de deformación. 

2S 

De este modo podemos ahora obtener el ángulo Omax• llamado ángulo de mordida o 

ángulo de fricción, que nos indica el valor para el cual la sumatoria se hace cero, y el 

material no puede avanzar. Así: 

µP cosO - P senO =O 

µ=tanOmax. 

Es así que podemos ahora conocer el valor de la máxima reducción posible, en 

términos de las variables inportantes µ, coeficiente de fricción, y R, radio de los 

rodillos. Se puede ver que: 

L2 = R2 + (R - 0.5t.h)2 = Rt.h + 0.25t.h2 

pero R es considerablemente mayor que Ah, así podemos hacer la siguiente 

simplificación: 

L=~ 

entonces, 
~ _[&h 

tanOmax = (R - t.h/2) =-\IR 

Ahmax = µ2R. 
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2.2 Análisis de la carga. 

Se puede onbtener una aproximación aceptable de la carga considerando el proceso 

como de compresión homogénea entre placas bien lubricadas. La longitud de las placas 

es tomada como L, la· proyección del ángulo de contacto, y su ancho como w, de 

manera que se cubra la tira. El área proyectada por esta placa es Lw. Es natural que el 

esfuerzo de fluencia del metal a la entrada sea menor que el del metal a _la salida, de 

esta manera se ha tomado un valor promedio a0 . Asl, la carga P necesaria para 

comprimir la tira es: 

P = a 0Lw 

donde CJo= l.155CJy; ay= esfuerzo de cedencia. 

pero: L2=Mh 

p = CJoW(Rt\h) 1/2 

En el análisis anterior se puede ver que la fricción no fué lomada en cuenta, esto puede 

llavarnos a errores considerables, sobre todo si la pieza a laminar es relativamente 

delgada. Orowan sugirió un exceso del 20% debido a la fricción, dando: 

p = l.2CJow(Rt.h)li2 

Con objeto de considerar la fricción, es tamblcn válido lomar algunas fórmulas 

resultado del análisis de proceso de forja, teniendo en cuenta algunos cambios que lo 

referirán al laminado: 

En forja: 
p 2µ(a +- µ) 

21<=exp ( h ) 

para referirlo al rolado se toma: 

2a = (Rdh) 1/2, h = hprom = { h1 - (t.h/2)) 

De esta manera tenemos que: 

Pmax µ-{RAf. 
para fricción deslizante; 2k= 1 + {hl _ (t.h/2)} 
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Pprom µ..JR1ih 
2k = 1 + (0.5)(h¡ - (4h/2))' 

para fricción fija; 
Pmax @ 
2j(= 1 + (0.5)(h¡ - (4h/2)) 

Pprom_ @ 
21c - i + co.25>1h1 - C4hl2>r 

Si se cosidera deformación biaxial, se pueden empicar los valores de Pprom• para dar: 

~rn;:: @ 
con fricción fija; P = a0 w'"V""n[I + (0.25)[hJ _ (óh/2) 

1
1 

~rn;:: µ@ 
con fricción deslizante; P = a 0 w'"V""n(I + (O.S)(hJ _ (dh/2))]. 

2.2.1 Factores que influyen en la carga. 

Si se considera deformación biaxial y el criterio de cedencia de Trcsea, se tiene: 

01 -a3=a0 

asf: 

Figura 2.3. Elemento sujeto a esfuerzos. 
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Como se puede observar en la figura 2.3, se puede lograr una disminución de la 

carga si se logra disminuir 01. Es as! que en ocasiones se emplean tensores que 

7Jercen un esfuerzo <1b contrario a 03, en la entrada y salida del producto. De este 

modo se puede ver que: 

o¡ = 03 + ºº -<1b 

a) Aplastamiento de los rodillos. 

Cuando se lleva a cabo un proceso de laminado, los rodillos de trabajo no son los 

llnicos que experimentan cambios debidos a la carga, la carcasa o caja, as! como 

los rodamientos, se ven afectados por esta también. Es claro que, debido al 

tamaño de la caja y los rodamientos con respecto a los rodillos, los primeros 

permiten una deformación menor, lo que propicia que incrementos en la carga 

den lugar a que los rodillos se deformen elásticamente (se aplasten) y el radio de 

curvatura del arco de contacto se incremente. El grado de aplastamiento depende 

de la magnitud del esfuerzo de reacción y de la constantes elásticas de los 

rodillos. Para Hitchcock, la siguiente relación para el radio de curvatura es válida: 

Donde: 

R' - radio deformado. 
R - radio sin deformar. 

l -v2 
C=(l6T";tE 

v - relación de Poisson. 
E - módulo de Young. 
P'- carga basada en el radio R'. 
w- ancho de la pieza. 
'1h - reducción. 

R' CP' 
R= 1 +wAh 

Para calcular R' son necesarias aproximaciones sucesivas. 
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Si se pretende deformar al material más alla del espesor límite, se provocará 

mayor deformación en los rodillos, sin obtener deformación plástica en la lira, 

siendo el espesor límite proporcional a los siguientes parámetros: 

h1im aCµRcr0 

1 - O' 2 
donde C=(l6>7 

b) Flexión de los rodillos. 

Otro de los factores que innuyen en la carga es la nexión de los rodillos, la cual 

provoca que haya mayor deformación en las orillas que en el centro y as(, 

diferentes longitudes a través del ancho. Los intentos por reducir la nexión han 

llevado a la disminución de la carga, lo cual ha requerido rodillos de trabajo de 

menores dimensiones, así como laminadoras cuarto. Aún con esto, la nexión 

persiste, haciéndose necesario el abarrilamienlo de los rodillos para compensarla. 

Por último diremos que entre mayor sea el radio de los rodillos de trabajo, mayor 

es la carga. De igual modo si el coeficiente de fricción se incrementa lo mismo 

ocurre con la carga. Es así que el radio de los rodillos, R, y el coeficiente de 

fricción, µ, son los factores importantes a considerar en la etapa de diseño. 

2.3 Presión en los rodillos. 

En la sección 2.2 se hizo una comparación entre el proceso de forja y el de laminación, 

esta aproximación es muy simple ya que no considera el hecho de que el metal se 

mueve gradualmente hacia los rodillos .. La teoría más precisa fué propuesta por 
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Orowan, pero debido a su complejidad, Bland y Ford propusieron algunas 

simplificaciones con las que no pierde mucha exactitud: 

l. Se considera deformación biaxial. 

2. No hay cortanlcs entre planos verticales. 

3. El punto neulral se encuentra en alguna panc del arco del arco 

de contacto. 

4. El cocficientc de fricción es conslantc. 

S. El arco de contacto es circular. 

6. La deformación elástica es despreciable. 

7. Los esfuerzos principales serán ªJ y a3 . . 

8. Se considera el crilcrio de ccdencia de Trcsca, 

ªJ -a3 =ao. 

2.3. 1 Derivación y solución general de la ecuación diferencial. 

Si se considera un elemento A (figura2.4), de ancho unitario, del lado derecho del 

plano neutral, y se hace el análisis de las fuer7.as que actúan sobre él, tcnemos: 

(ax+ dax)Ch + dh) • hax debido al esfuer1.o longitudinal 
dx 

2(P1cosa)sena debido a la presión en ambos rodillos 

2µ~)cosa debido a la fricción que se opo3e al mov. cosa 

En condiciones estables debe existir equilibrio, así: 

hdax + axdh + 2Pr.dx lana+ 2µPr dx =O (2.3.1) 
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Figura 2.4. Zona. de deformación. 

De manera similar se puede hacer un análisis para un elemento B, del lado 

izquiedo del plano neutral, solo que la fricción acttla en sentido opuesto; 

hdcrx + crxdh + 2Pr dx lan<X - 2µPr dx = O (2.3.2) 
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por simplicidad unimos las ecuaciones (2.3.J) y (2.3.2) en una sola expresión: 

hdax + <1xdh + 2Pr dx lana +- 2µPr dx =O (2.3.3) 

donde el signo positivo se refiere al lado derecho del plano neutral, y el signo 

negativo se refiere al lado izquierdo. Se puede ver que dh = 2dx tana, 

hdax + <1xdh + Pr dh +- µPr dh cotcx =O 

reordenando: d(haxl = -Pr( l +- µcota) dh (2.3.4) 

Podemos ahora relacionar <1x y Pr, haciendo las aiguientes consideraciones: 

a¡ =ax; a3 =ay 

El valor de ay se encuentra haciendo un análisis en la dirección perpendicular a 

la de laminado: 
dx dx 

ay dx = -Pr;;¡;sacoscx + µPr cosa sena 

ay = -Pr(I - µiancx) 

peroµ y lana son muy pcqueílos comparados con 1, de este modo ay= -Pr, en 

d.onde Pr (presión radial) es aproximadamente igual a P, así ay=-P. Aplicando el 

criterio de Tresca: 

ªl -a3 =<10 

ªx + P = ao; d(ax) = d(ao - P) (2.3.5) 

Si tomamos en cuenla endurecimiento por defonnación, a0 cambia a lo largo del 

proceso, aunque para facilidad se pódña lomar como constante. Así, la ecuación 

(2.3.4) nos queda como: 

d(hax) = d(ha0 - hP) = -P(l +- µcotcx) dh 

Si ponemos dh en función de coordenadas esféricas (R,cx), y considemos R 

conslante: 

dh = 2(Rda)sencx 

así, d(ha0 - hP) = -2RP sencx( l +- µcota) da 

rearreglando: 
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d p 
~(ha0(1 -

00
) l = -2RP sena(! +-µcota) da 

d p p d(hcr0) 

hcr0ctcx<I -ªº) + (1- 00~= 

-2RP(scna +- µcosa) da (2.3.6) 

Bland y Ford suponen que el cambio en el producto hcr0 es muy pequeño, ya que 

d(hao) 
mientras cr0 aumenta, h disminuye. De este modo el término ---¡¡;x- puede 

ignorarse. Esta aproximación no es válida en el caso en que el e~durecirniento por 

deformación sea grande, como en los metales aleados. Para afectos prácticos la 

suposición es aceptable, y tomándo la ecuación (2.3.6) queda como: 

d p 
hcr0wcr

0
) = 2RP(scna +- µcosa) da 

El ángulo de contacto usualmente es pequeño, de modo que: 
a2 

sena =a, cosa= 1-2=1 

Así tenemos: 

a2 
h =ha+ 2R(l - cosa) =ha +2RT 

~_r_)-2R~ 
da a0 - cr0 ha + Ra2 

d(Piaol_~+-~ 
P/cr0 - ha!R + a2 ha!R + a2 

Ambos lados de la ecuación se integra para dar la siguiente solución general: 
P 1 a 

In CJo = ln(ha/R + a2) +- 2µ ~ ian-1 \jh;¡Rl +Cte. 

Introduciendo el cambio de variable: 

H = 2- {KhR 1an-l (- {KhR a) (2.3.7) 
-\Jha -\Jha 
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p h 
In (a

0
) = In (R") +- µH + Cle. 

De este modo, a la salida: 
p+ h 
-=c+-Re+µH 
ªº 

(2.3.Sa) 

A la entrada: 

(2.3.Sb) 

Como se mencionó anterionnenle, es posible que se hag~ uso de fuerzas 

colineales al eje de laminación, con objeto de disminuir la carga. Es así que el 

valor de las constantes e+ y e-. depende de si se aplican o no estas fuerzas. 

Si no se aplican fuerzas colineales, los esfuerzos en la dirección de laminación, a 

la entrada y a Ja salida son cero; ªxa=<Jxb=O. 

A la salida: 

pero 

::=c+~e+µHa;Ha=2~1an-l (~aa) 

ªxa=Cl=O 

Así, Ha= O, y de la ecuación (2.3.5), Pa = <Ja - ªxa =ªa• entonces: 

ha R 
1 =C+~ e+=¡¡;; 

A la entrada: 

Entonces podemos poner las ecuaciones (2.3.8a) y (2.3.Sb) como: 

p+ _.1!_ µH. .E:__.1!_ µ(Hb-H> 
ªo - ha e • ªo - ha e 

Si aplicamos tensiones externas, a la entrada y a la salida tenemos: 



A la salida <Jxa =la, a= O, Ha= O, y el criterio de ccdencia queda: 

Pa =aa- 1a· 

Calculando la constante de integración para este c~: 

De manera similar podemos calcular para la entrada: 
lb R 

c+=(l --)-h e+µHb 
IJb b 

Las ecuaciones (2.3.8a) y (2.3.Sb) quedan: 
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Podemos ahora evaluar la carga, el lorque y la potencia requerida por el 

laminador para el caso de laminación en fño, asf, lomando las ecuaciones (2.3.9), 

donde: 

ya que hemos lomado en cuenla la dcfonnación de los rodillos. De la figura 2.4 

podemos ver que: 
a2 

dx =R'dacosa=R'da(l -z) 

pero a diffcilmcmc sobrepasa los 0.1 radianes (6°), asi o.sa2 = 0.005 puede 

ignorarse, enlonces Pdx = PR'da y asf la carga por unidad de ancho será: 

f.= Í%PR'da 
w Jo 
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Si consideramos que R' es constante en toda la 1.0na de defonnación, y sabiendo 

que tenemos dos regiones, entrada y salida, obtenemos: 

.f.= íabp R' da= R'fªnl* da+ R'Íªb P-da 
w Jo o ªn 

Por otra parte el torque es igual al producto de la fue17.a circunferencial neta y la 

distancia tomada desde el eje de los rodillos hasta la circunferencia. De este modo 

podemos calcular la fue17.a circunferencial como: 

µ~ = µ(RJ<Xbp- da - RJ<Xbp- da) 
ªn ªn 

Aunque el radio se haya defonnado, se puede considerar que la distancia entre el 

eje del rodillo y la circunferencia es R, así: 

Una fonna alternativa de calcular el torque es considerando el momento de la 

resultante vertical de la fuerza con respecto al eje del rodillos, donde la distancia 

perpendicular a la línea de acción de la fuerza se considera como una fracción A, 

de la longitud L' = ~. La fracción A es conocida como el braw de palanca 

De esta menera el torque es: 

Torque = AL'P 

o de otra fonna: 

La potencia necesaria para mover los rodillos, WR=Tll (!l es la velocidad 

ruigular), en suma con la potencia debida a la fricción en los rodamientos, nos da 

la potencia teórica del laminador. Se puede considerar que la carga en cada 

rodamiento es (0~5)P, y la fuerm de fricción como (0.S)µnP. El torque debido a la 

fuerza de fricción es (0.S)µnPd, donde d es el diámetro de los rodamientos, y µn 

el coeficiente de. fricción en el rodamiento. Si tomamos en cuenta las pérdidas en 
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el motor y en la transmisión, representadas por las eficiencias Tlm y Tlt 

respectivamente, tenemos que la potencia del laminador es: 

2WR + 4WN = 2Tll + µ~Plld 

(2.3. IO) 

2.4 Diversos métodos para la evaluación de la carga. 

2.4.1 Laminado en frío. 

Uno de los análisis más completos del proceso fué hecho por Ekelund, en 1927, 

que lo llevó a la siguiente ecuación de la carga: 

f. _ ~ 1.6µp- 1.2óh 
w=avRt.h(I + ha+hb ) 

Esta ecuación da valores aceptables de la carga para un gran rango de radios y 

reducciones. Es recomendable para el cálculo de los pases de un laminador en el 

que no se aplican fuerzas colineales, en cuyo caso se puede corregir mediante el 

factor (1 - t/cr). 

2.4.2 Laminación en caliente. 

Cuando se trata de laminación en caliente, es muy importante contar con un valor 

aceptable del esfuerzo de cedencia, que varía según la temperatura de trabajo y 
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obviamente el material. Debido a esto Alder y Phillips determinaron el esfuerzo 

de fluencia para el acero, cobre y aluminio a diferentes razones de deformación y 

temperaturas. Para hacer uso de las tablas de Alder.y Phillips, es necesario contar 

con el valor de la velocidad de deformación e, que se puede obtener a partir del 

análisis de la figura 2.5. 

Considere un elemento AB de altura h a un ángulo 8, un punto neutral C a un 

ángulo ex, y un flujo constante. De este modo: 

hbvb = hv = hcvc =ha va 
hcvc 

v=-h-

pcro ve= f cosa, donde fes la velocidad tangencial del rodillo, asf: 

he 
v=11fcoscx 

Figura 2.5. Parámetros para el cálculo de la velocidad de deformación 

El punto A se mueve hacia B con una velocidad vlan8, y B se mueve hacia A con 

la misma velocidad, de modo que Ja razón de deformación promedio por unidad 

de altura es: 



substituyendo v: 

• 2v tan9 
e=--h-

D he 
e = 2f ¡;2 cosa tan9, 

¡icro como se vió anterionnente: h =ha+ 0(1- cos0), 

así; 
• 2fhc cosa tane 
e-

- [ha + 0(1- cos0)]2 
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Por otra parte, Ekelund desarrolló una fónnula para el laminado en caliente, 

tomando en cuenta la velocidad de defonnación y el esfuerzo de cedencia medio. 

P _ r;;-;;: 2VrrJAfiiR I.6µ:,/iWi - l.2'1h 
w-=vMh(a+ ha+hb )(1 + ha+hb ) 

Tarnbi6n dió una aproximación empírica de la viscosidad r¡, el cocliciente de 

fricción µ, y el esfuerzo de cedencia a del acero en caliente, este último en 

ténnino de los porcentajes de los elementos aleantes: 

r¡ = 1373 - 0.098T 

µ = 0.84 - 0.0004T para temperaturas del lingote > 700ºC 

a= !OOr¡(l.4 + C +Mn + 0.3Cr) 

La temperatura es medida en grados centígrados, la velocidad V en mm/seg., y el 

esfuerm de cedencia kN/mm2. 

Otro de los m6todos más útiles, es el propuesto por Sims. que partió de la 

ecuación propuesta Orowan, donde usó coordenadas polares, para dar: 

d(axhl 
Pr(tane +- ¡1) + (0.5) ~=O 



40 

Usando esta solución, y las simplificaciones hechas por Bland y Ford, Sims Uegó 

a dos ecuaciones para la presión radial: 

Donde J>r+ se refiere al lado derecho del plano neutral (a la salida), y Pr al lado 

izquierdo (entrada). La carga se puede calcular teniendo el área bajo la curva 

descrita por las ecuaciones anteriores, 

~= CT0 Jgm Prd0, 

0m 

f lt h _ fK ¡ R ¡ R 
l;jO +In¡¡;;)+-\J¡¡;;tan· <¡¡;;am)-tan· <¡¡;;0)]d0 

0n 

para la cual 0n es el ángulo del plano neutro. Así, la carga es: 

Carga=a0~Q 
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donde hn es el espesor del metal en el punto neutral. Sims hizo una serie de 

nomogramas de Q, para una gran variedad de valores que cubren la mayoría de 

las necesidades industriales. 



m. ANALISIS NUMERICO DEL PROCESO DE LAMINACION, 

ENSANCHAMIENTO 

3.1 Introducción. 

Como se comentó en el capflulo anterior, el análisis del proceso de laminación ha 

tomado gran parte del tiempo de las investigaciones. y es asf que distintos métodos se 

han desarrollado. Todos estos esfuen:os. encaminados a establecer relaciones 

cinemáticas entre la parte a deformar y la parte deformada. es decir, predecir el flujo de 

material durante la operación de formado. a determinar si es posible llevar a cabo el 

proceso sin causar fallas superficiales o internas en el material. y lo más importante, a 

predecir los esfuerzos, fuerzas y energía necesaria para realizar el proceso de 

deformación. dándonos la inforniación necesaria para el diseño de las herramientas asf 

como para la selección del equipo apropiado. 



3.2 Algunos métodos usados en el análisis de los procesos de 

formado. 
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Existe una gran variedad de métodos para el análisis de los procesos de formado, 

analíticos o numéricos. Aún esto, ninguno de ellos es perfecto debido a las 

consideraciones que tienen que tomarse para lograr una aproximación matemática, 

además de que parten del hecho de que se conoce el comportamiento del material bajo 

las condiciones del proceso, es decir, el esfuerzo de fluencia, así como la relación que 

da el valor de la fricción, el factor "m" o el coeficiente de fricción µ, los cuales se 

delerminan experimentalmente dificultando la exactitud. Olro de los factores que 

dificultan el ar.füsis es la temperalura, sobre todo en los procesos en caliente. 

Enlre los mélodos más usados se encuenlra el del planchón (capítulo 2), de la energía 

uniforme, de línea deslizanle, de la frontera superior, el mélodo del elemento finito, de 

las diferencias finitas y el de visioplasticidad. En el presente capítulo sólo se lralaran 

los métodos de visioplasticidad, frontera superior y elemenlo finito, por ser los que se 

han ocupado últimamente para el análisis del ensanchamiento, además de ser muy 

prácticos. El uso de estos últimos necesila de las siguienles suposiciones: 

!.El material a deformar es isotrópico e incompresible. 

2.La• deformaciones elásticas del malerial y de la herramienla se desprecian. 

3.Las fuerzas de inercia se consideran pequeñas y se desprecian. 

4.El esfuerLo cortanle producido por fricción, "t, es constante en la interface 

herramienta-material. 

5.EI material íluye de acuerdo al criterio de von Mises. 



44 

6.EI esfuerzo de fluencia, ay, y la temperatura son constantes a lo largo de la porción 

de material deformado. 

Con frecuencia el uso práctico de estos métodos se logra siguiendo los siguientes pasos: 

!.Estimar o deducir un campo de velocidad o de flujo de material. 

2.Estimar las deformaciones promedio, E, las velocidades de deformación y la 

temperatura para cualquier punto en el campo de velocidad. 

3.Estimar el valor promedio del esfuerzo de fluencia, ay, para cada zona deformación. 

4.Con ay y la fricción, derivar las condiciones necesarias para predecir la distribución 

de csfucrws, la carga y la presión promedio. 

3.2.1 Método de la visioplaslicidad. 

Esta técnica combina las mediciones experimentales del flujo del metal, con el 

cálculo anal!tico de las esfuerzos a partir de éstas. Se toma la muestra y se 

secciona en el plano que contiene la mayor deformación, una vez esto, se pulen 

las dos superficies resullantes del corte y se vuelven a ensamblar, no sin antes 

grabar uno de los lados de manera que se forme una cuadrícula, lo cual se logra 

con círculos o cuadrados 1, La muestra preparada se somete a una deformación 

pequeña, de manera que posteriormente se pueda observar la cuadrícula al 

microscopio y observar la distorsión o desplazamiento, y del mismo modo la 

1 Para una descripción más amplia del grabado de muestra.~ consullar: Rowc, G.W., 
"Principies of Industrial Mclalworking Proccsscs", Ed. Edward Arnold, London, 1977, p. 
359 
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velocidad de cada elemento de la cuadrícula. Resultados como los de la figura 3.1 

son obtenidos. 

~..'. 
- ---=:::: ----·--·--·--·~----~~ 

.----::: ----
Figura 3.1. Vectores de velocidad instantáneos deducidos de la cuadrícula. 

El vector velocidad para cada punto puede expresarse en sus componentes 11 y v, 

con respecto a los ejes coordenados x, y. Si se toman intervalos suficientemente 

pequeños, se podrán dibujar cu..Vas que muestren las lineas de ílujo, asf como 

graficar las variaciones de u y v con respecto a la posición en x e y. La pendiente 

de la curva velocidad-posición nos da la velocidad de deformación en el punto 

elegido: 

o ·V ·U 
para la deformación por cortante: Yxy =:X+ -:y 

A partir de las relaciones anteriores, se pueden determinar los esfuerzos en 

cualquier punto de la muestra, y posteriormente la carga necesaria para la 

dcformación.2 

De esta forma el método nos da información muy detallada sobre la distribución 

de las velocidades de deformación, lo cual nos lleva a una evaluación precisa de 

2un análisis detallado para la determinación de esfuerlOS se presenta en Rowe, G.W., 
"Principies of Industrial Metalworking Processcs", Ed. Edward Arnold, London, 1977, p. 
353. 
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la distribución de esfuerzos. Los resullados que se obaienen concuerdan muy bien 

con las dislorsiones observadas, as( como las cargas predichas con los valores 

medidos, siempre y cuando el valor de la lcmpcraaura y de las velocidades de 

deformación permilan el uso de gráficas. Como pudo observarse la principal 

desvenlaja del mélodo es su caráclcr deduclivo y no prediclivo, aunque no por 

eslo deja de ser útil, ya que puede ser usado para comprobar mélodos predictivos 

como el de la fronlera superior. 

3.2.2 Mélodo de la fronlcra superior. 

El mélodo de la fronlcra superior es considerado el más práctico para el análisis 

de los procesos de formado simples. Puede ser usado para esaimar la carga y la 

presión promedio necesarias para llevar a cabo la deformación. Para describir el 

flujo de malcrial usando eslc méaodo, se hacen las consideraciones comenladas 

anlcriormenlc, y se sigue la siguenlc secuencia: 

J. Describir un campo de velocidades que cumpla con la incompresibilidad, 

continuidad, así como con las condiciones de fronlcra. 

2. Calcular la energía debida a la deformación, al coraanac inlcmo y al cortánle 

por fricción entre la herramieola y la pieza. 

3. Calcular la energía aolal, y minimizarla con respeclo a parámelros 

desconocidos de las ecuaciones del campo de velocidades. 

La carga se obtiene dividiendo la energía entre la velocidad relativa entre la 

herramienla y la pieza. Así, la energía tolal, ET, es dada por: 

ET=LVo=Eo+Es+Ep 



donde: 

ET=faJdV+ ftlAvldS+ ftiVidS 
V SS SF 

Eo - razón de energía debida a la defonnación. 

Es - razón de energía debida a cortantes internos. 

Ep - razón de energía debida a cortante por fricción. 

L - carga de dcfonnación. 

Vo- velocidad de la herramienta. 

V - volumen del material defonnado. 

v - velocidad relativa ~ntre dos zonas del material. 

S - superficie(intema o de contacto herramienta-pieza). 

Vi.- velocidad relativa entre la herramienta y la pieza, 

en la posición "i". 

ªº ªº t=~; ti=mqJ 

e= "'.)213(€12 + €112 + €1112> 
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El método de la frontera superior nos da el valor más alto de la carga, con el que 

se puede lograr la defonnación, de modo que al minimizar ésta, se obtiene la 

mejor predicción. Como es evidente, todos los cálculos se basan en el campo de 

velocidades, así, entre mejor sea este, mejor será la predicción. Usualmente el 

campo de velocidades contiene los parámetros mediante los cuales se minimiza la 

carga o la energía, de manera que un mayor mlmero de parámetros mejora la 

solución, aunque los cálculos se vuelven más complejos. Dicho lo anterior es 

evidente que el desarrollo de un campo de velocidades válido, es esencial p2ta el 

éxito del método. 
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3.2.3 Método del elemento finito. 

El método del elemento finito se desarrolló inicialmente para resolver problemas 

en dos dimensiones, esfuerzo plano, posteriormente se aplicó a estructuras en tres 

dimensiones, lo cual aumentó el grado de dificultad de las ecuaciones resultantes. 

Hace pocos años, relativamente, es que se ha venido usando el método del 

elemento finito para el proceso de formado, dando muy buenos resultados y 

llegando a substituir, en Ja mayoría de los casos, a Jos métodos de línea deslizante 

y de la frontera superior. Esto debido a que Ja distribución de esfuerzos, 

deformaciones, velocidades de deformación y temperatura, se pueden predecir 

con un alto grado de precisión, y a que la complejidad del problema a anali= se 

ve limitada únicamente por la capacidad de la computadora que se tenga 

disponible. 

A continuación se presenta una breve introducción al método del elemento finito, 

cuyo objetivo es mostrar la metodología para el análisis de los distintos 

problemas. 

La base del método es muy simple, el cuerpo entero se divide en elementos 

pequeños, como los mostrados en la figura 3.2, y el objetivo es calcular las 

deliexiones debidas a las fuer7.as aplicadas en Jos nodos. La figura 3.2a muestra el 

elemento bidimensional más simple, un triángulo cuyos vértices coinciden con 

sus nodos, con el cual se puede representar cualquier forma en dos dimensiones. 

El elemento (b), un triángulo con 6 nodos, incrementa Jos grados de libertad. El 

cuadrilátero (c) se obtiene de combinar dos triángulos básicos, y su uso reduce el 

número de elementos necesarios para modelar algunos problemas. Los elementos 

(d) y (e) son tridimensionales, pero necesitan sólo dos variables independientes 

para su descripción. Son usados para problemas que presentan simctrfa axial en 

coordenadas cilfndricas. Los modelos tridimensionales se hacen de elementos con 
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lados curvados, la figura 3.2r constituye un triángulo isopararnétrico, (g) es un 

tetraedro, y (h) un hexaedro. 

P. 9 ~ 
f 

4 <[;? 
·~ g 

~ 
e @ 

h 

Figura 3.2. Elemenlos básicos para el elemento finito. 

De este modo, sabiendo que las ruerzas y denexiones de cualquier elemento debe 

corresponder con las de los elementos vecinos, se obtiene un conjunto de 

ecuaciones simulláneas cuyo número depende del número de elementos en Jos 

que el cuerpo ful! dividido. La precisión se aumenta disminuyendo el tamaño de 

los elementos, aunque de igual modo se incrementa el tiempo de cálculo. 

Con objeto de mostrar con mayor claridad el mélodo, se hará el análisis de un 

elemcnlo triangular cuyos nodos coinciden con los vértices. 

El primer paso es derivar las expresiones que describan los desplazamientos 

nodales en términos de las coordenadas x e y. En elemento tiene libertad de 

moverse, siempre y cuando mantenga una deformación coherente con los 

elementos adyacentes, esto sólo es posible si el desplazamienlo o de un punto del 
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elemento puede descomponerse en sus componentes u y v, paralelas a los ejes x e 

y. Cada uno de estos es supuestamente una fUnción lineal de las coordenadas x e y 

y del punto (x,y): 

u = n ¡ + n2x + n3Y 

v=n4 +n5x +n6Y 

Debe hacerse notar que u y v son distancias lineales, no velocidades; n ¡. n2, etc. 

son constantes que se relacionan sólo con el elemento en cuestión. Así, con 

referencia a la figura 3.3, en la esquine 1: 

u¡ =n¡ +n2x¡ +n3y¡ 

v¡ = n4 + nsx¡ + n6Y¡ 

Si el elemento triangular se caracteriza por las esquinas i, j, y m, generalizando: 

Ui = n¡ + n2Xi + n3Yi 

Vi = n4 + nsxi + n6Yi 

Similarmente se pueden derivar las expresiones para Uj, Vj y um, Vm en términos 

de las mismas constantes y de las respectivas coordenadas Xjo Yj y Xm• Ym· 

Cualquier otro elemento requerirá de seis nuevas constantes. 

Las seis ecuaciones del elemento triangular i, j, m, pueden resolverse paran¡, n2 

... n6 en términos de las coordenadas, dando como resultado: 
•iUi+a¡u¡+amum biUi+b¡u¡+bmum CiUi+c¡u¡+cmum 

u = [ 2A )+[ U. Jx+[ 2Á ]y 

lliVi+a¡v¡+amvm bivi+b¡v¡+bmvm CiVi+c¡v¡+cmVm 
V=( 2Á ]+( 2Á ]X+( 2A Jy 

dond, a¡= XiYm - XmYi; b¡ = Yj - Ym: Ci = Xm - Yj 

y d = XiYm + XmYi + XiYi + XiYj - (XmYj + XiYm + XjYj) 

que es el área del elemento. 



SI 

y 

X 

Figura 3.3. Vectores de desplazamiento u y v. 

El siguente paso es obtener las deíormaciones Ex, ey. ez, en función de los 

desplazamientos: 

Ex= X 
biu¡+b¡u¡+bmum 

211 

_ _y_ c¡v¡+cjYj+cm Vm 
Ey- y- 211 

_...:!. ...!!_ biYi+b¡v¡+bmvm+ciUi+cjUj+cmum 
Exy- X+ y- 211 

lo anterior puede ponerse de la siguiente íorma: 

2'1Ex = b¡ui + O + bjUj + O + bmum + O 

Uex= O +c¡v¡+ O +CjYj+ O +cmvm 

Uexy = c¡ui + b¡vi + CjUj + bjYj + cmum + bmvm 

escribiendolo en rorma matricial: 

[b¡ObjObm O] 

[f] {~} oc¡ ocj o cm u 
c¡ b¡cj bjCm bm 

o de otra rorma: (eJ =[BJ (o} (3.2.1) 
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donde (e} esel vector de deformaciones, y (li} es el vector de desplazamientos. 

Podemos ahora evaluar los esfuerzos locales, a partir de las relaciones 

desarrolladas anteriormente. Tomando en cuenta la ley de Hooke en dos 

dimensiones: 

podemos ahora desarrollar fas siguientes ecuaciones: 
E Ev 

O'x·= l+v2EX + l+v2EY +o 

Ev E 
ay = 1 +v2Ex + 1 +v2EY + O 

E 
Txy = O + O + 2(1+vfxy 

que de nuevo puede expresarse com[o p~oduct:: ma~cesl 

ªx l+v2 J+v2 
0 

ay = Ev E 
txy} l+v2 l+v2 _E_ 

O O 2(1+v) 

o de otra forma: (O') =[B](t) 

Como las deformaciones esll!n bien relacionadas con los desplazamientos en la 

ecuación (3.2.1). Jos esfue17.os pueden expresarse como: 

(O')= {B)[D](li) 

Por último, es claro que los esfuerws eslán directamente relacionados con las 

fucrms aplicadas, las cuales se pueden dividir entre el área proyectada del 

elemento, por ejemplo (Xj - Xi)l, donde t es el espesor constante del elemento. En 

t6rminos generales: 
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2(f) = t[A)(a) 

donde [AJ es Ja matriz dependiente de las diferencias entre las coordenadas de 

posición de los nodos, la cual es igual a la transpuesta de [B], con excepción del 

multiplicador !/U. Así, 

o simplemente 

(f) = [B]T[D][D]t 

ff) = [k](l>J 

donde k se conoce como la matriz de rigidez del elemento, Para todo el sistema se 

puede escribir: 

(F) =(K][l>J 

donde [F) representa todas las fuef7.as externas actuando en cada nodo de la 

malla de triángulos, y [ ¡¡¡ representa los desplazamientos de cada nodo. 

3.3 Desarrollo de una expresión para el ensanchamiento. 

Uno de los principales factores a considerar en el proceso de laminación para Ja 

obtención de cierto producto, es el ensanchamiento. Este nos dará la información 

necesaria para determinar la geometrfa de Jos rodillos, y así, poder fabricar el producto 

con un gasto mínimo de energía y de las herramientas. Más aún, nos ayuda al diseño de 

la secuencia de laminación para obtener la pieza necesaria. 

Dada la utilidad del ensanchamiento, se han desarrollado diversas expresiones que 

varían en complejidad y precisión, una de las que ha dado mejores resultados es la 

propuesta por Sven Ekelund, ésta se puede resolver por medio del método de Newton

Raphson para dar un valor del ancho final. La expresión propuesta por Ekelund se 

puede escribir como: 



b¡2 - b0 2 _ e;-;: _ e;-;: be 
--2-= 4m vr&h 4h - 2m (ho +he) vr&hln bo 

1 ~-l.24h 
m= .6 ho+hr ; 

Dc+Sc-hr 
r= 2 

µ = 1.05 - 0.0005 T para rodillos de acero. 

µ = 0.8(1.05 - 0.0005 T) para rodillos de fundición vaciados en 

coquilla. 

donde, r - Radio de trabajo de los rodillos. 

De - Diámetro del cuerpo de los rodillos. 

Se - Separación de los rodillos. 
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La fónnula de Ekelund fué hecha para predecir el ensanchamiento de productos planos, 

siendo así necesario encontrar una equivalencia para los no planos, y con esto diseflar Ja 

secuencia de pases. 

3.3.1 Desarrollo de la expresión por el método de la frontera 

superior. 

Varios intentos se han hecho por c~ncontrar una expresión que prediga el 

ensanchamiento, Gokyu aplicó la hipótesis del trabajo mínimo al problema de la 

laminación, e hizo algunas suposiciones, una de ellas fué considerar que el 

en.;anchamiento tenía un perfil parabolico. Por otra parte Hill propuso un método 

general para el análisis de procesos de fonnado y esbo1.ó la aplicación de este 

para predecir el ensanchamiento. Lahoti y Kobayashi3 tomaron el trabajo de Hill 

y realizaron el cálculo del ensanchamiento sin tomar en cuenta la fricción entre el 

rodillo y la tira. 

3 tlr.c.D. Lahoti y Shiro Kobayashi, "On Hill's General Method of Analysis Cor Metal
Working Processcs", lnL Joumal of Mech. Sciencc. Vol. 16, 1974, 521 p.p. 
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A continuación se presentará el análisis tridimensional de la deformación en 

laminación de tira o plancha chica, hecho por Oh y Kobayashi4 , usando el 

método de la frontera superior, y suponiendo un material rígido-plástico. 

Se considera una barra rectangular, que será reducida entre rodillos de radio R, de 

un espesor 2h0 a 2h¡. El ancho se incrementade 2w0 a 2w1. La proyección del 

arco de contacto está dada por ~ y el origen del sistema de cpordenadas se toma 

en el punto medio de la sección transversal, figura 3.4. 

u, 

Entrada 

Figura 3.4. Representación de la zona de deformación. 

Se supondrá que los rodillos son rígidos, se despreciarán las variaciones del 

espesor en esfuerzos y deformaciones, de manera que el campo de velocidades 

(vx, vy, vi) aceptable se asume sea: 

4 !<!i:.s.1. Oh y Shiro Kobayashi, "An Aproximate Method for a Tridimentional Analysis of 
Rolling", lnl. Joumal ofMech. Sciencc, Vol. 17, 1975, 293 p.p. 



donde q, es una función de x, U = U0 h0 w0 , h denota la milad del valor del 

espesor, q, es desconocida. Las componentes de velocidad dadas satisfacen la 

incompresibilidad y las condiciones en la frontera a lo ·largo de la inteñacc 

rodillo-pieza de trabajo, en la superficie libre: 
V ~ 

1-;1y=w= 4> 

la comilla denola derivada con respecto a x. El campo de velocidades es un 

campo en eslado eslable si 'l>(x)=ew(x), donde w es la milad del ancho, y e es un 

factor de proporcionalidad. 

Si calcularnos las velocidades de deformación: 
o ilvx u r h' 
Ex=ax-=-~q, +¡¡), 

o ~ ~ 
Ey= ily =Uhq,2' 

º ilvz h' 
Ez=az=Uq,h2' 

o ilvx ~ _;¡_ f: .!!'.!'. r2] 
Yxy =ay-+ ilx -U q,h l.¡. - hq, - 2(.¡.) 

º ilvx ilvz z h" .!!'.!'. h' 
Yxz =az+ ilx-U 'l>h lj}· hq, - 2(¡¡)21 

La función a minimizar<!>, se puede escribir: 

<1> = ilp+ild+ilf (3.2.2) 

donde llp es la razón de energía debida a la deformación plástica. lld es la razón 

de energía de disipación debida a las discontinuidades de la velocidad, y llf es la 

razón de energía de disipación por fricción. 

llp = f tredv 
V 
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a es el esfuerzo efectivo y e la velocidad de deformación efectiva dada por: 

o 2 o 2 o 2 o 2 lo 2 lo 2 
e= J<ex + Ey + Ez +2fxy +2fxz ) 

y las funciones Q, f, y g por: 

Q= 

f= 

g= 

Realizando la inlegral oblenemos: 

.!iL 1 /l 
4kU = ..fiJ OP(x)dx 

donde k= .JJ =esfuerzo cortanle de cedencia, y P(x) es una función de x 

resultanle de las operaciones. 

lld, la razón de energfa disipada por la discontinuidad en la velocidad de las 

superficies de entrada y salida, expresada por: 

¡;d (wotñoL ~ (w1 ::'.Y 
4ku= Jo Jo lj]\lvz-+vy-lx=Qdzdy+ Jo h1Cu>x=1dy 

Al calcular la energfa de disipación por fricción, consideramos el esfuerzo por 

fricción constanle y dado por mk (0<= m <=I). Para una velocidad de rodillo, 

UR, la magnitud del deslizamiento relativo a lo largo de la inleñace rodillo-pieza 

de trabajo está dado por: 

Ll.U=U (j'.y>2 <uR _ Vl+h'2>2 
~h+u h4' 

(3.3.3) 

asf, 



llf (? (w4U_ r:-::; 
4ku=mJoJo tJVl+h'2dxdy 

Introduciendo el factor u=URIU. la ecuación (3.2.2) puede escribirse: 

cZ> = 4kUll[w(x),<jl(x)u] 

cz, = 4kUc[w(x),4'(x),xnl 

De la ecuación (3.3.3) el parámetro u puede relacionarse con el punto neutro, xn: 

Si tomamos c=I en <jl(x)~w(x), con objeto de cumplir con la condición de tener 

deformación en estado estable, y considerando la aproximación de Rilz 

asumiendo que la función w(x) y <jl(x) tiene la forma de un polinomio de tercer 

orden expresado como: 
3w0 a2 2a¡ a¡ 2w0 a2 

w(x) = w0 + a¡x + <-µ ·T)x2 + (¡2"·-¡J")x3 

y 

donde a¡ es la pendiente de w(x) a la entrada y a2=[wl -w0]/w0 • También se 

supone que la pendiente de w(x) a la salida es igual a cero, w(l)=O. As! para <jl(x) 

es suficiente que: 

(i) <jl(x) contenga a w(x). 

(ii) el campo de velocidad en estado estable se obtenga sólo si <jl(x)=w(x). 

cZ> = Cl>(a1.a2,b¡,b2,xn) 

El problema se reduce a resolver las ecuaciones simultáneas no lineales 

siguienles: 



04> o 04> o 04> - o 
ilb1 = ; at>i = ; ilxn -

cuyas variables independientes son a I • a2 y xn. 

3.3.2 Desarrollo de la expresión por el mélodo del elemento 

finito. 

Debido a la precisión que se alcanu con el método del elemento finito, muchos 

artículos se han publicado respecto a su aplicación a los problemas de formado de 

malcriales. En particular el ensanchamiento ha sido analiudo, las mlls de las 

veces, suponiendo esfuerzo plano. Ullimarnenlc se han usado elementos 

tridimensionales simples, y se han incorporado los efectos de la lcmpcratura, 

haciendo el análisis rnlls completo y consiguiendo mejores resullados. En esla 

sección se hará una breve referencia al lrabajo hecho por Li y KobayashiS así 

como al hecho por Bcrlrand et al.6, en los que se aplican elementos 

tridimensionales y se loman en cuenla los efectos de la lcmpcratura, en el caso del 

tlllimo. 

El análisis que Li y Kobayashi hicieron, se basó en la formulación del flujo hecho 

por Zienkiewicz. En la formulación hecha, la solución al problema del valor en la 

fronlcra se obtuvo resolviendo el problema variacional dual, donde la variación 

S ru.auo-Ji Li y Shiri Kobayashi, "Analysis of Sprcad in Rolling by thc Rigid-Plastic, Finirc 
Elcmcnt Mcthod", Numcrical Annlysis of Forrning Processcs, Editado por J.F.L. Pittman et 
al., Ed. Jhon Wilcy and Sons, 1984, pags. 71-88. 
6 ru.c. Berlrand-Corsini et. al., " A thrcc dimensional Therrno-mcchanical Analysis of 
Steady Flows in Hot Forrning Proccsses. Application to Hol Flat Rolling and Hot Shapc 
Rolling", ModcU:ng of Metal Forrning Processes, Editado por J.L. Chcnot y E. Oñalc, Ed. 
Kluwcr Academic Publishcrs, 1988, pags. 271-279. 
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de primer orden se elimina. Para maleriales rígido-plásticos que siguen el crilerio 

de fluencia de von Mises, la función a minimiz.ar fué dada como: 

<J> = J aEdV + ~v2dv + J F·udS + ff·VRdS (3.3.4) 
V y SF Se 

donde K es una constanle positiva mucho mayor que 1 y restringe la función a la 

incompresibilidad, Ev es la velocidad de deformación volumétrica, a es el 

esfuerzo efectivo, E es la velocidad de deformación efectiva, F la lensión presenle 

en la superficie SF, y u el yector de velocidad. Sobre la superficie henamienta

pieza de trabajo, Se, el esfuerzo de fricción f actúa en dirección contraria a la 

velocidad relativa VR. Kev es igual al esfuerzo promedio. La discretización del 

problema sigue el procedimiento estándar del método del elemento finito, y la 

condición de que la función sea estable nos lleva a un sislema de ecuaciones no 

lineales con las componenles nodales de velocidad como variables. Estas 

ecuaciones las resolvieron por el método de Newton-Raphson, tomando en cuenta 

la forma linealizada de la función con respecto a los valores nodales cerca del 

campo de velocidades u0 , de manera que: 

iJ<J> ¡¡Z<J> 
(-) +(--) óu·-O iJui u=uo ilujélUi u=uo 1 -

y resolviendo la ecuación para ÓUjo el campo de velocidades se actuali1.a 

median le Ui + aliui donde a<= 1, después de cada ileración. 

Para el análisis consideraron elementos hcxaedrales de 8 nodos, figura 3.5, para 

simular la deformación tridimensional. 
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y,v 

Figura 3.5. Elemento. tiexaédrico tridimensional. 

La distribución de velocidad en cada elemento la expresaron como: 
4 4 8 

u = I_NiUi , v = I_NiVi , w = I_NiWi (3.3.S) 

i=I l=l i=I 

donde la función de interpolación N¡ es: 
1 . 

Ni= 8(1 + l;l;i)(l + 1111i)(I + ~~¡) (3.3.6) 

para la cual !;. 11. ~ son coordenadas isoparamétricas, y !;¡, 1lio ~¡ son los valores 

de los puntos nodales. En la ecuación (3.3.4). u¡, v¡, Wi son las componentes '" y, 

z de las velocidades nodales respectivamente. Las coordenadas globales se 

relacionan con las isoparamélricas en: 

8 8 8 
X = I_NiXi • y = I_NiYi • z = I_NiZi (3.3.7) 

i=I i=l i=I 
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donde Xi, Yi· z¡ son coordenadas globales del punto nodal. Li y Kobayashi 

derivaron los elementos hexaedrales tomando una capa en dirección normal al 

plano de simetría, y asumieron que los lados del elemento que inicialmente se 

encuentran normales al plano, permanecen normales a este durante la 

deformación. Tomando el plano de simetría (XOY), ligura 3.6, los nodos en este 

permanecerán a lo largo del proceso, lo cual nos lleva a que las componentes de 

velocidad u y v son independientes de la coordenada z. Así, tenemos: 

{:

~/l. . 
/ Vo I' 

....... ~.antro; 
·...... ... 

·· ....... ) ... · 

..... ······· 
.···· 

... 

='>t" .... 
....... .J.. .. ·"'~. 

Figura 3.6. Representación del elemento hexaédrico en la zona de deformación. 
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u=±qiu¡, v=±QiVi, w=~±QiWi 
i=I i=I i=I 

1 
Qi = ;j{I + !i!ii)(l + 'l'li) 

x=fqix¡, y=±qiYi· z=~Í:qiz¡ 
i=I i=I i=l 

Bajo la simplificación hecha, se logró describir el elemento tridimensional de 8 

nodos, con sólo cuatro .nodos laterales. Con este análisis obtenemos el 

abarrllamiento de las supcrfides fronlales y laterales, adem:!s de la cantidad de 

ensanchamiento. 

Una vez que se obtuvo el campo de velocidades que minimiza la función de 

energía, se puede utilizar para obtener las expresiones de las velocidades de 

deformación, y posteriormente la distribución de esfuerzos. 

Es importante mencionar que debido a que no se sabe de antemano el valor de xn. 

la posición del punto neutro, y a que la energía disipada por fricción se calcula 

con este, Li y Kobayashi usaron la función de fricción que depende de la 

velocidad: 

donde A es una conslante mucho menor que la velocidad de rodillo. El término de 

la fricción en la ecuación (3.3.4) queda: 
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Por úlUmo, diremos que Bcrtrand y otros hicieron un análisis similar al de LI y 

Kobayashi, sólo que supusieron que el material obedece las ecuaciones de 

Norton-Hoff: 

s = 2Kc "3eim-1 e 

donde "s" es el esfuerzo, e el tensor de velocidades de deformación. K y m 

dependen de la temperatura y de la velocidad de deformación equivalente E. Y 

para la fricción. 

t = -<XKllAVllP-1 AV 

donde t es el esfuerzo por fricción, AV la velocidad deslizante, y a y p son 

coeficientes de fricción. As! la ecuación a minimizar es: 

<I>= Jm:1dn+ fphiis-f.o,¡f"l·VdS+p'f0 K(divV)2dn 

n -nf 

De igual modo que Li y Kobayashi, tomaron elementos isoparamétricos 

hexaedrales de ocho nodos para hacer la discrctii.ación, luego resolvieron la 

ecuación anterior por el método de Newton-Raphson para un campo de 

velocidades V que la minimice. 

También tomaron en cuenta que el par termo-rcológico y de deformación estaba 

dado por la ecuación: 

pe V GradT = K(.../3eim+ 1 (3.3.8) 

donde V y e se obtienen después de minimizar la ecuación. p es la gravedad 

específica, e el calor específico. La ecuación (3.3.8) se integra a lo largo del las 

lineas de le malla: 

r.=fEctt 

pará obtener T y el mapa der., que son usados para actualizar el valor de K(x,y,z). 



IV. APLICACION DEL ANALISIS DEL PROCESO DE LAMINACION 

AL DISEÑO DE PASES 

Como pudimos observar en los capítulos anteriores, el análisis del proceso de laminación ha 

mostrado que el ensanchamiento es el factor a considerar para el buen diseilo del proceso. En 

el presente capitulo desarrollaremos un programa de computadora que calcule los 

coeficientes del polinomio propuesto por Ritz, para la expresión del ensanchamiento en 

barras de sección rectangular. Posteriormente daremos un método que permita el cálculo del 

ensanchamiento de productos simples no planos. Por último mostraremos la aplicación del 

ensanchamiento al diseño de los pases. 
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4.1 Desarrollo de un programa para el cálculo del ensanchamiento. 

Es evidente que el cC1nocimiento del valor del ensanchamiento, es fundamenlal para 

cualquier predicción del flujo de material en la zona de deformación, es por esto que se 

pensó dedicar una sección al desarrollo de herramientas que nos ayuden a determinar 

este valor, o en su caso una expresión del ensanchamiento. 

Para poder encontrar el ensanchamiento de un determinado proceso muchos métodos se 

han desarrollado, en particular, el método del elemento finito da resultados precisos al 

respecto, como ya se ha comentado anteriormente, pero es necesario conlar con una 

computadora poderosa y con técnicas avanzadas de computación. El objetivo entonces, 

es desarrollar un programa que sea fácil de usar, al mismo tiempo que dé una 

estimación aceptable del ensanchamiento. Para esto, se ha hecho uso de la ecuación de 

Sven Ekelund, antes comentada en el capitulo tres, que como se dijo, fue hecha para 

predecir el ensanchamiento en productos de sección plana. En el apéndice uno, se 

presenta la aplicación de esta ecuación a la predicción del ensanchamiento de productos 

de sección no plana simple, haciendo uso del método de Lendl del rectángulo 

equivalente, que consiste en encontrar un rectangulo que pueda substituir a la sección 

original, al aplicar la ecuación de Ekelund. Por otra parte se puede hacer uso del 

método propuesto por Li y Kobayashi, sección 3.3.1, el cual da una expresión del 

ensanchamiento que nos indica el valor de este a lo largo de toda la deformación. 

Para este efecto, se toman las tres ecuaciones resultantes del análisis hecho en la 

sección 3.3.1: 

que conslituren tres ecuaciones simultanea.~ no lineales que tienen como variables 

independientes a¡, a2 y xn. Para resolverlas, se puede usar el siguente método: 



67 

que constituren tres ecuaciones simultaneas no lineales que tienen como variables 

independientes a¡, a2 y Xn· Para resolverlas, se puede usar el siguente método: 

expresemos las ecuaciones simultáneas como: 

Íi(Xj) = 0 (ij = 1,2,3) 

si xj está lo suficientemente cerca de la solución, 

o 
Íi = Íi(Xj) + Íij dXj =0 

donde Íij denota la derivada parcial de fi con respecto a Xi, de modo que: 

o 
donde fi y Íij están evaluadas en el punto xj. 

El cálculo de dxj se sigue rccmpla1.ando xj por xj +dxj hasta que ldxjVllxjll tenga un 

valor pequei\o. 



4.1.1 Un método para calcular el ensanchamiento de productos 

simples no planos. 
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Para el cálculo del ensanchamiento de productos con sección transversal 

relativamente simple, tales como: rectangular, ovalada, redonda, hexagonal, se 

puede seguir un método, que necesita de las siguientes suposiciones: 

l. Considerar que el contacto entre los rodillos y la sección de entrada es 

aproximadamente el de una línea recta. 

2. Dividir la sección transversal del producto en un arreglo de secciones 

rectangulares, como se indica en la figura 4.1. 

3. Considerar que las secciones planas perpendiculares a la dirección de 

laminación permanecen planas durante la deformación. De modo que, la 

velocidad axial (es decir, la velocidad en la dirección x) de cualquier sección 

perpendicular a la de laminado es uniforme en toda la sección transversal. 

4. Las componentes de la velocidad en las direcciones "y" y "z", son funciones de 

x y funciones lineales de "y" y "z", respectivamente. 

El método consiste en desarrollar una ecuación de energía, por el método de la 

fronlcra superior, que sea minimizada de la manera anlcs comentada en la sección 

3.3.1. De este modo, se lcndrán los valores de los coeficientes de w, así como el 

valor de Xn· Es importanlc hacer notar que la ecuación de energía desarrollada en 

la sección 3.3.1, y la que se pretende se desarrolle para el método, no son iguales, 

ya que la geometría de la pieza cambia y las fronteras de discontinuidad 

aumentan. 
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Figura 4.1. Representación de la zona de defonnación. 

4.2 Aplicación del ensanchamiento al diseílo de los pases de fonnas 

no planas. 

Para el diseílo de los pases, se necesita tomar en cuenta: 

1.La geometría de la sección inicial. 

2.La geometría de los rodillos, es decir la sección final. 

3.EI esfuerzo de fluencia del material y el factor de fricción . 
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. 4.Las variaciones en el ensanchamiento, que pueden encontrarse por medio de los 

métodos discutidos anterionnentc. 
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Una vez esto, se puede hacer la simulación del proceso de laminación de la sección 

deseada, dividiendo la zona de defromación en un cierto mlmero de secciones 

transversales paralelas al eje de los rodillos, como se muestra en la figura 4.2. La 

simulación se empie1.a con Ja primera sección transversal, que es la de entrada, para 

Juego llevar a cabo los siguientes pasos: 

l. Area transversal. El área transversal del material de la 1·1 sección es la entrada a la 

sección i (la primera sección, i=I, tiene el área de la sección de entrada). La variación 

en ensanchamiento y elongación se estima usando un método apropiado (por ejemplo el 

desarrollado en las secciones anteriores), permitiendo así el cálculo del área en cada 

sección, i, que es menor a la de la sección 1-1. 

2. Análisis del esfuerzo y detenninación de las fronteras en cada sección transversal. 

Del paso anterior, el área de cada sección transversal se conoce. Con objeto de 

determinar el flujo de material durante la deformación de el paso 1 al paso I+ 1, se 

realiza un análisis del esfuerzo por medio del método del planchón en forma 

numérica 1, Jo que nos permite determinar el plano neutro. El material fluye alejándose 

de este plano, en donde sólo existe deformación en la dirección z. La posición del plano 

neutro en la sección 1-1, y el área de la sección 1, permiten calcular las fronteras del 

material en la sección l. 

3. Fuerza y torque. Del paso 2 se conoce la distribución de esfuerzos, lanto en la 

dirección de laminación, como en la dirección normal a esla (figura 4.2), pudiéndose 

determinar la geometría de la zona de contacto entre el material y los rodillos (figura 

4.3). También es posible formar una superficie similar a la de la figura 4.4, la cual se 

integra para dar la presión. Posteriormente se obtiene la fuerza y con ésla el torque. 

1 Al!an T. et. al., "Metal Forming, fundamentals and aplications", American Society of 
Metals, USA, 1983. 
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Figura 4.2. División de Ja zona de defonnación en scccion~s. 

Figura 4.3. Representación esquemática del esfuerzo ªz· 
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/ 
Entrada 

Figura 4.4. Superficie de esfuerzos. 

La metodología descrita anterionnente es muy general y no da valores precisos en sus 

estimaciones. Kopp y El-Nikhaily2, desarrollaron un método para describir el flujo de 

material en la laminación de perfiles no planos, sirviéndose de una aproximacjc)n que 

combina el método de la visioplaslicidad y el de la frontera superior. Este método 

mostró mucha exactitud, en su forma más complicada, por lo cual se comentará a 

continuación. 

El principal objetivo del método es el de encontrar un valor para la deformación 

efectiva promedio, que permite un diseño de los pases de perfiles no planos de uná 

manera muy exacta. Para esto, se requiere considerar un método híbrido entre el de la 

frontera superior, que sirve para encontrar el ensanchamiento, y el de visioplasticidad, 

. que sirve para corregir el campo de velocidades calculado. 

2 s;fr.R.Kopp y A. El-Nikhaily, "Modeling ofMaterial Flow in Shape Rolling", Process 
Modelling, fundamcntals and aplications to metals, American Sociely for MetalsUSA, 1980, 
p.236 
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El método requiere que se conou:a de la mejor manera posible la geometría de la zona 

de deformación, por lo cual, encontrar una expresión del ensanchamiento es 

fundamental. Es así, que los autores proponen el uso del método de Lcndl o el método 

de Oh y Kobayashi (después de tener una equivalencia para secciones no planas), entre 

otros, para este objetivo. Una vez esto, se deriva el campo de velocidad propio del pase 

(cuadrado-óvalo, diamante cuadrado, etc.), Kopp y El-Nikhaily derivaron un algoritmo 

general para este efecto: 

La componente de velocidad Vx en la dirección de laminación se puede escribir de 

manera general como: 

Vx (x,y,z) = f¡(x) · f2(x,y) · f3(x,z) (4.2.1) 

La función f ¡ (x) describe la velocidad la lo largo del eje de laminación (y=Z--0). La 

dependencia de Vx sobre y, es decir, el abarrilamicnto de la sección transversal en la 

dirección y se da mediante la función íz(x,y), mientras que el abarrilamicnto en la 

dirección z se da con f3(x,z). El hecho de expresar Vx con 3 funciones, facilita el poner 

los resultados de la visioplasticidad en forma matemática 

Es casi imposible predeterminar las tres funciones anteriores, de manera que tenemos 

que recurrir a la condición de nujo constante: 

fw f,'.vx(x,y,z) dzdy = Vx0 · Ao = const. (4.2.2) 

o o 
Ahora, los componentes de velocidad vy y Vz se pueden obtener. Pirnero, se formula la 

componente vy(x,y,z), de manera que contenga una función desconocida f4(x,y): 

vy (x,y,z) = f(x, y, f4(x,y), z) (4.2.3a) 

a ar4 ay [vy(x,y,z)] = f (x, y, f4, ay, z) (4.2.3b) 

Para encontrar la función f4(x, y), podemos recurrir a la ecuación de continuidad: 

~- avx avz 
éJy - - éJx - ilz <4·2.4) 
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del lado derecho de la ecuación (4.2.4), el término ~v: ya se tiene, mientrasª;: sigue 

siendo incógnita. Pero en la superficie de la pieza de trabajo (z=h), se tiene la siguiente 

condición: 

dh élh dx élh !!Y 
Vz (x, y, h) =di=ij;"di+ay" dt 

élh élh 
=a;· Vx (x, y, h) +ay-· vy (x, y, h) (4.2.5) 

Integrando la ecuación (4.2.4), de z=(} a z=h: 

Substituyendo la ecuación (4.2.5) en la ecuación (4.2.6), se puede resolver la última 

para vy. teniendo en la solución la función f4, así como el término élf4fély, lo que nos 

lleva a una ecuación diferencial. La solución de esta ecuación nos dará vy (x,y,z). 

Por último la componente Vz se determina aplicando la ecuación de continuidad, así: 
z 

favx ~ 
vz=- !ax+ ayldz 

o 
La aproximación hecha anteriormente es válida para cualquier forma o pase de 

laminación, siendo lo suficientemente flexible como para dar valores que concuerdan 

con los que se obtienen en la deformación. Si se pretenden valores integrales, tales 

como la deformación media efectiva, fue17.a o potencia, es suficiente tratar con valores 

promedio de Ex a lo largo de la dirección de laminación y con valores promedio de Ex a 

lo largo del ancho. Pero si se desean valores locales, el modelo se refinará hasta que 

más o menos coincida con los resultados de la visioplaslicidad. 



1S 

Una vez que se conoce el campo de velocidades Vx, vy. v2 , se puede calcular el tensor 

de velocidades de dcfonnación Gj y con este la velocidad de defonnación efectiva E, 

posterionncnte se puede calcular la dcfonnación efectiva: 

o d 
E (x,y,z) = ¡j¡f E (x,y,z)] 

• d dx 
E (x,y,z) = ¡j¡f E (x,y,z)] dx 

o d 
E (x,y,z) = Vx (x,y,z)¡f,¡{e (x,y,z)] 

fx e 
e (x,y,z) = y-dx 

lmax" 

De igual modo podemos ahora calcular Ja dcfonnación efectiva promedio: 

r f: ,0o1eJvxJdzdy 
E = [ J,whd jdx 

o y 
Imax 

que se puede comparar con la regla de reducción de área: 

E=ln~ 
De esta fonna podemos ahora hacer uso de t, en lugar del factor de elongación que es 

usualmente empicado, para el diseño de los pases, lo que dará economía, duración y 

eficiencia máxima al equipo usado. 



CONCLUSIONES 

El diseno de la secuencia de pases es uno de los lemas más complicados en el fonnado de 

melales, su análisis está fuera de las posibilidades de un ingeniero a nivel licenciatura, lo cual 

no significa que la aplicación de las !coñas desarrolladas por los distintos investigadores 

también. Muy por el contrario, la aplicación de los análisis hechos por expertos debe fonnar 

parle de las ocupaciones del ingeniero que se encarga de la optimi:zación del proceso de 

fonnado. 

Ha sido claro que una analogía entre el proceso de forja y el de laminación es posible, pero 

no suficiente para el buen desarrollo de las variables que influyen en la predicción de las 

defonnaciones. De esta fonna el afán de lograr mejores descripciones del proceso nos lleva 

al uso de técnica.~ que requieren el empico de computadoras rápidas y de gran capacidad. Es 

evidenle que el desarrollo de un campo de velocidades preciso es vilal para la aplicación 

válida de estas técnicas, pudiéndose así derivar expresiones aceptables del ensanchamiento, 

que fonna parle medular del diseno de los pases y de la secuencia en sí. 
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En particular notamos que el método de la fronrcra superior permite un análisis detallado del 

proceso, no incorporando los efectos de la rcmpreratura, lo cual lo hace incompleto pero muy 

práctico. Por otra parte el método del elemento finito muestra grandes resultados, 

permitiendo predicciones exactas del flujo del material en la deformación, del 

ensanchamiento, as! como de la geomctria de la zona de deformación, ya que toma en cuenta 

lodos los factores. Se pudo notar que la energla disipada por fricción tiene gran importancia 

en el desarrollo de la expresión del ensanchamiento, ya que incorpora el conocimiento 

empírico del coeficiente de fricción o del factor de fricción. Del mismo modo se vió que en 

la expresión para la fricción entre el rodillo y la pieza deformada. el punto neutro es 

determinantc para minimizar la energía debida a ésta, teniendo el problema de no conocer el 

valor de este punto apriori. Esto ha llevado al desarrollo de una expresión que prescinda del 

punto neutro para se aplicación, como se pudo ver en el capitulo tres. 

También es importante notar que pese al avance y precisión de los métodos teóricos, la 

necesidad de incorporar factores emplricos sigue presente, por lo cual, el método de la 

visioplasticidad tiene gran importancia. 

El programa desarrollado en el apéndice uno, puede ser la base para el cálculo del 

ensanchamiento de productos no planos, ya sea haciendo uso del método propuesto, o 

desarrollando otro. 

Finalmenrc nos percatamos de que la deformación promedio efectiva, es de mayor utilidad 

que el factor de elongación, ya que toma en cuenta las deformaciones inrcrnas por cortante. 

Es posible partir del método ilustrado en la sección 4.2 para encontrar la deformación 

promedio efectiva de distintas secuencias de laminación, tales como óvalo-cuadrado, óvalo 

redondo, diamante-diarnanrc, etc. 

Se recomienda que el trabajo desarrollado a lo largo de la tesis sea el origen para el 

desarrollo de programas que calculen los diferentes parámetros involucrados en el diseno de 

la secuencia de pases en un determinado producto, tales como potencia, geomctria, torque, 

fuerza, presión, área de llenado, porcentaje de reducción, cte., as! como la secuencia en sí. 
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Para poder conocer el ensanchamiento aplicamos el método iterativo de Newton-Raphson, 

que se define como: 

donde f(x) =O 

teniendo que el valor Xn es la aproximación de la rafz y Xn- l es Ja estimación inicial. Como 

f(x)=O tenemos que la ecuación de Ekelund queda de la forma: 

b¡2 - b0 2 _ e:-;: _ e:-;: bf 
--2- - 4m 'ln\h óh + 2m(h0 + hf) vróh In bo =O 

que es una fórmula que contiene el ensanchamiento bf de manera implfcita. Por facilidad 

identificamos los siguientes lérminos: 
b¡2- b0 2 

Y=--2-

A=4m..{rM4h 

B = 2m(h0+ hf) ..[rM 
br 

Z=B¡;;; 

derivando cada uno de Jos términos anteriores con respecto a bf tenemos: 
dY 
dbr= br 

dA 
dbr= 0 

dB 
dbr= 0 

dZ B 
dbr = iif 

y aplicando el método de Newton-Raphson obtenemos: 

Y-A-Z 
be" =br- br-B/br 
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que es la ecuación que finalmente se iterará hasta obtener un valor de br que compla con la 

condición. El valor inicial de bf, puede tomarse como b0 , lo cual nos dá una convergencia 

rápida para una ralz positiva de la ecuación. 

En vista de que la ecuación fue hecha con objeto de predecir el ensanchamiento en productos 

planos, es necesario buscar una equivalencia que la refiera a productos no planos. De esta 

forma Lcndl propuso un método mediante el cual se puede encontrar un equivalente de una 

sección no plana. A continuación se ejemplificará el método, aplicado a la secuencia 

cuadrado-óvalo-cuadrado. 

CUADRADO-OVALO. 

Para esta secuencia necesitrunos conocer el lado del cuadrado, A, el valor de los radios de las 

esquinas, R 1, el valor de la altura del óvalo que se requiere, h2, el valor del radio de 

curvatura del óvalo, R2, con los cuales buscarnos la ecuación que define la intersección entre 

un cuadrado y un óvalo, dando como resultado los puntos Xp e Yp· 

-B+~ 
Yp= 2A' 

Xp=0.5A 

donde: A'=l, 

B = 2(R2 - 0.5h2}, 

C = (R2 - 0.5h2)2 + (0.5A')2- R22 

Podemos ahora definir los parámetros necesarios, el área del cuadrado es: 

y as! la altura equivalente resultante es h ¡' =A ¡/2xp, teniendo que para este caso 2Xp= A. 

Para el óvalo el área está dada por: 

A1' = R22 (0¡ - scn01) + 4 XpYp 
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donde: 9¡ = 2 (sen-1 ~) 

y la altura equivalente está dada por: hz' = A2'12xp 

OVALO-CUADRADO 

Del mismo modo que en la secuencia anlcrior. se buscan los puntos de inrcrsccclón, que para 

este caso están dados por: (parámetros en la figura correspondiente) 

-B+~ 
Xp= 2A' 

donde: A'=2 

B=2RI -hl -h2 

C = 0.25hJ2 + 0.25h22 - Rlhl 

Yp = 0.5h2 - Xp 

Ahora podemos obtener la altura equivalenlc del óvalo, calculando el área equivalente: 

A1'=A¡ -Rl2(9¡-sen9¡) 

donde A¡ es el área resultante de la secuencia anterior. 

9¡ = 2 (sen-1 i1}> 
y h¡'=A1'/2xp 

Para el cuadrado deseado a la salida se sabe su altura, h2. que corresponde a la diagonal. De 

esta forma el área está dada por: 

linalmcnle, 

en donde a = 90°, para este caso. 

hz' = Az'/2xp 



A h 
2 

b 

y 

CUADRADO-OVALO 

R¡ 
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... 
X 
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y 
OVALO-CUADRADO 

X 

A 



A continuación se presenta el listado de un programa en C, que pennite el diseño de 

los pases por el método antes expuesto, así como algunas corridas. 



Ulnrll..!d·:- <stdii> h:O 
_. i ni.·l .·t!.¡ \,!,~tri. hi 
ü~olftne ,'l\f;i u 7ú7110F.7rt 
rtc!, .. t'J-T1(' pi :J.1'11;':~~(56* 

flr..~t ,,.O,.al ,bQ,b1 ,hO,hl ,;"'ai!ipC1l C1l ,1!1ll.o,rl~<ltf'1.tp; 

.i1,i t n( 1 

f l O.)t t, 
t ... j nt f í "q·.1.¡> t.f>Ct11:1;:" 1 .. ·":¡\: ~ t>r°"' i:-:or!'o? r?" 1 ¡ 
01"')1",Tfl"',.;1 CuaJr:t<!•J-~·1."\iC•1i::?. O·J:ilo-c•:¡,.Jr-td•,\nJ. ~3lir")¡ 

~:'::.,·,tfl · .:-.1r<''..~··~ t..• .• ~l ·'J, 
~c~nfl"~;J", ·;l¡ 
p;•)».t'f('\n..: 1ü tP:'.'lps-r.it 1.Jr3 dP ~pt•r:i..:lon: ")¡ 
,_ ·::;;, :·. ¡ ·: f" u-~ ' ' 

p.··i1.ff'i"'·l'1;ui> ~·q: .. 'J t!" - .. i":.ll'.'·<:> 1i~.-i~·•"¡, 

prinlíl"\n1. >'O•hllo:.!i o.:. ;,.:._r.,.·.,ie. ro.Jlllc..- d•:- hi.,.rr·~.">; 

¡: .... ~••-:f~"\n:,: .. :1 ii::ue 1" ''l; 
o;c~ri.fl "~·~•j'', i.1•,;;:!l, 
J f {re- j== 1 1 

r;;1u:-: 1 . •)~; . . J. Oú05""t; 
·:>le.: 

11'1'.J'°'fl.5,(t.l)S-O.oú05'1t), 
;.:.r111tfl",;,driH~ td di&.ini!'tro díi'l ":.Ui'rµo d{; l<Jí' r.:i:fillo!O· ">; 
~.;:in 1 e";; r", ~.:Ji..;,) ; 
pr?nt Í( "\1·,1.:1rie la r;c-·ptllrücion entre rod! :1o~i ";; 
.'iC'5l'Í("%r 11

, ~=..:'?}¡ 
-J\J!,. ..;hf:.:ei; 1 ( 

c~l r, 
bro::·.,j(, 

C<l~·r' 2 • 

O~l), 

t:; "'~I;; 
ca~e- 1: 

co (: 
( 

1:·reak: 

floa1 icp,yp.t•ta,r1,r2.aux; 
l'"intfC"'\ndJ.1o1e el .::inchc inicial: ")¡ 
5car,f( "::f", t.00); 
ttrintl("\néf!me 1:1 altura lnlcial: 'l; 
~cunft";:r".thO): 
¡:»~1n-:'"t"\~"1cti:omi:,. ~l l":1di'l d<! 13~~ ?S.::"uin.;!;: "J; 
~c::;or,·,f( "~:f", i:.r 1 J, 
¡;-ir.efe ''\ndr:m,; 9'1 ra~ho d"1-l ;>val o: ." 1; 
:i\:ill•f; •·:.f", .:.r.= t, 
t">rintfl""-~n.:: .... mo? 13 ,:!ltura f1r.~l del c,v310: "), 
i:...:.: .. ·1f e "}:f", .1ht J; 
).¡.~ ~ r• ~ r, .) ; 
H '"'!t. l -.~ 0+1·;~f.5'lrt t 4. º""POWI rZ, 2 o l -t1"?.Wlb0' 2. t}}) l/2:. o; 
;,,-,-=r,~'1:1u.·.~· 'Jl-(¡:-•J11•.rt <:..VJ1':4 ,:i-p•J); , 
1-,0.:,;.~/' ~ 0·1,;pl; 



ali :ii t:, p/r2 ¡ 
te'f:1P-i::!. V•"si n( e\·)'); 
a 1 =pow< rC:,;:.. O)•· l tete-a in( to to) )+4. 0"=xp .. yp; 
hl,.a,1/(2.0:r.(p); 
n~~t,,nr l ;cal ida<>; 
) 

.:C' 1) 

( 

flo.::it xp.yp,rl .r~.aux,:i.1J.<I; 
¡::¡•t1·'1f("\ndem(> el r~•dl:•·del ov11lo: ")¡ 
~CcÍf'lt ( "!!f", &r2 I, 
prlntfi"\nd'"n•e ~l onc:ho del 011alo~ ''); 
~t:anf ( ·•¡;f", úbO l; au,. 1 =bv; 
;>r111tfl":.!:o.me- '"l .:1;-•;, .-: .... : .;iv,;ilo: ">: 
i•.:lnf( "~;f", ~ao 1; 
printf( "\nd(rme el radio de las e~quir"l\S: "J; 
sc.nr1t l '':·;r'", !r1 >; 
printf("\l'l:H:rn.: la lcr.;itud efe lt- di<"';'Or.ñl: "I; 
sr.anf( "~'.f", ll:h1); 
aUX"'Z. 0ofJcr2-bO-t-.I; 
:c;J=-aux t-sqrt CpowCaux, 2 O>-.::. O•powl hO, 2. V J-C. 01pe~1ch1, z. O l 1'$. 0.tr2·~t:O l; 
'P=Tp/4. c.; bO=Z. o .. xp; 
yp=O. 54'h 1-xp; 
pri r1t 1' e ''\r.yp=-:~f", yp >; 
hll:r.:.O/l2.0'=xpl; 
.!:11=2 O'tpowC .. p,2.0)+4.0•xp1'yp-4."i354•pou(rl ... OJ/;::,,o; 
h1=.,l/lC..04-xp): 
~(·\1l~f1I ) ; bO"=at.•x 1; !..'.'i l 1da{ >, 
; 

n,..t.11 on ( l 
( 

float r,n,aux,xn,xv,fun,dt•fun,act; 
aUY"SOh0-h1 i 
~·=C c.H••~ep-hO J/2. O; 
rr..:.1. 6"f-miu• Csqrt ( r•aux >-1. 2"'au1 )/(h0-+h1); 
:cv=bO; :11ncO; 
do 

fun1:11S. O•m.-sqrt ( r•&1ux) •au,r-4. O ~•n"' ( hO+h 1 »11sqrt ( H•au,. >., t og ( xv/bO i +bO•bO; 
f'unefur.-xv,..xv. 
d~fun;r2. O• X'J+4. O*m• ( hO+h 1 ) ot:!JQl"t (,.,.,a.u x) /rv; defun=-defun• C-1 . O l i 
actaxv-fun/d~fur.; 

pf nsct; 
Y.n~::v; 

xv:;act ¡ 
) Yhile (fab!:fxn-~v)(C\,00001>; 

sal i.t.la C > 
( 

printfl"\n.?.r.cho inicial: Y.r::.ir1cho final; 7.f\n",bO,t-1); 
) 
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