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PREFACIO 

El present..e t.rab.ajo t.iene por objeto anali2.'lr- los principales 
resultados para muest.r·as grandes concernientes Q. los eigenvalores 
de una ma1..riz mt.test.ral de cov.:1rianz.::is S cuando la muest.r-:1 pl"'oviene 
de unil pobl~ción nor-mul p-v.:iri~d«. 

Un caso import..cmt.e p.aJ•(\ la .nplic~ción de est.e t..ipo de~ €·st.1Jdios 
lo es el An<ilisis en Componenf.es Princip<>les ( ACP ), El ACP es 
una técnica est..adist.ica que determina combinaciones lineales de-- v.J 
riables ~le.:.:tf~orü1.s que t.ic-tnen propied.:1des cspeci°"les en t..érminos -
de vari.:tnz.a. 

En el ACP so t.ionetn N obc..:c·rvaciones, sobr·e p V<:triables .::d( .. .:1t.o
r•üts, QUú son a.gr\1P.:td.:ts en un~t nwtf .. r·j;.; de <latos xr•:N :::1 CX1, .. ,XNJ~ 
lo que~ int.eresa al inv<est.ig.:1dor es encontrar· .nlguna relación li -
ne-01 ent..r·e las p va!'iables que-- se est.udi.:m de t . .¡:tl maner·a de rechJ -
cir el número de va:r-iables. Para est.o se .. def..e1•minan combinaciones 
line.;tles de las v;;,riables or·iginales de <:1cuerdo a lo siguiente : 

y X e 

donde s e D CT 

N 

s -~-
N-1 E (X¡ 

l=i 
- X> <X< - )l)T 

D Hat.rfa diagonal con d¡ ?; dJ si ¡ < j 
e CT 

Lo antel"ior es equivalent.e {1 buscar- las cciordenadas de los 
punt.os ( Xi. } con respecto a ejes OI"f..onormales que maximisen la 
variación de las proyecciones de los punt.os { XL } sobt·o cuda eje. 

En el ACP se pretende sust.it.uir a l.a mni..r·ie de di"tt..os X por- lo:.s 
p:r-imeras k Ck ~ p) columnas de la mat.riz Y, obt.eniendo como ganan 
cia ortogonalidad y reducción en el número de v~riables. 

Los cr·it.eríos par·a det.el'minal' k ( el nlímero de v<Aria.blcs a con 
serv.;1r ) est.<:tn basados en el análisis específico que se est . .: .. reali 
zando, algunos ojemplos son los siguientes : 



.)) Stiponiendo que p~1rt..e dr~ lo v::tr·ü1bili<fo.cl del conjunLo df.~ 
datos est..a dada por 11n error común en ht medición dt- cad~ una <lt:'" -
las v.:-tri.ables, est.o implicariu q11e el V€-'c:t.or .aleol.c1rio del ¡:u.:.1 
proceden las obsEH·v::1cioncs so pnede descompone1· como X = X + e I, 
donde .. e es uno variable ale.-:1t.or·i<:t con medi.:1 O y v.:1rümz::¡ o-

2
, en -

consc ... cuencia Z • l.:t mat.riz de cov::1ri..:.nz::ts di:· X, se íJ114;;•dc-t descompo 
ner comc1 r == 11:1 + o-z I, donde 1I1 es de r-.-:tngo k (k ~ p). 

PtJJ·a est.E:· caso se ln1sc:1 1m subesp...icio de dimr~t1sión k que r10 
cont.r"°ng,.:t 1::\ v.:tri.:tbilidnd d(-:-bidn al crr·or•. El criLerjo 11.sawl es qtto 
de 11na g:r·:tfic~ del l11(dt) cünt.r.:t t, se: t~um.::t k como <""l punto a 
part~ir dt~l cual la gr::ifica es ."';lproximad:.1menl.<;! rr:>cLa <ver Casl.Pll-
1?66). 

b) En ot.1·os C•:tsos ~l inVN:•f..ig.:td(ir· vst..:.i dispuf-'sl.o .:t per·der· un.:t 
c.:.nl.idad no signific;tf.jv:t d(> 1.:t v.-1r·i:1hi l id:.1d cir· 1:1~ v•1r·i:1bles or·i
gina]es •'l consecuenci.:1. de 1.::1 vent..aj..:1 q110 lt' i.mr•lic-'l r·(~<h1ciI· C"l rit.í
mero de variables. Pa1·.:, (!St.o se def.erminn lu m.:ixim.:t k p.:1.r.::1 la cu.:.l 

p 
E ch S r. donde r es 1<:1 canl.idi=td de la v.::u·i.-:.tbilidad i~ot .. 11 que se 

l::J.:+:1. 

est...c1. dispuest..o a perder·. 

Como vemos en los ejemplos •1nteriorc;!s, se 3plic:-Jn simples re 
gl.:1s empí1•icas. no exisl.e un sopo1·t.e 1:n·(1b.:.bilist.ico para decidi1• 
que variables se deben conservar o des< .. char; lo anterior· es debido 
a la complejidad ext.rem{t de los cálculos involucr.:tdos. En esi..e 
t.rabajo est.o proble:-ma se res11elve pa1·a el C\'tso de mue>st.ras grandes 
de. un vect.or· aleat.orio con 1ma dist.I"ibución normal p-variad<:t. 

Si bien exist.on .:tlgunos esi..udi<•S sobre <-d t.emi;., las ref'et·en 
cias estan espQr·cid.:ts y formi:tn muchas veces paf'le de ani=llisis par
f..icul::t!"es. L.::t importancia de este t.1·abajo reside c .. n conjunt.al'\ uni 
f'ormizar y clarificar los result..ados mtis impor·t.ant..es sobre el 
(.ema. 

Con est.o se pre-t..endi:· d.:H· 1m mayor soport.o -Etl uso de las <life -
rent.es t.écnic.:ts de análisis multiva!"iado que involucr.an el uso de 
los eigenvalores en el c:::1so de un~ pobl<1ción nox·mal multiv.a.riada. 

En el capíi..ulo I ~ se est.ablecen ant.ccedent.es: y r·esult.ados bá -
sicos que se usan en capit.11los posteriores. 

Es neceso.rio par.:.. la comprensión del mat.er·ial QU(~ aquí se p1•c-t
sen1,a, conocimient..os de algebra ma1..r·icü1l y est...adíst.ica mal.emát.i
ca. 



1, MATRIZ DE COVARIAN2AS ( r ) 

1,1 INTRODUCCION 

tiene dist.ribución normal mult..ivcu·ü1<la, si l~ función de densidad 
de X 1;tSl.a duda por 

1 1-i'Z { fx(X;µ,;'.) = 2rr r . OXP - <X-µ)T 

donde µ E [RP y :!:pxp es t:1osit.iva deririida. 

__ , 
¿ <X-µ) } V 

En est.e t.f'abajo se consider•an observaciones Xi. Xz •...• XN 
<Xl e v:;P) de un vector aleatorio con distribución normal mult.iva
riada. en particular, para el caso en que las N observacionr:s 
sobre X son independientes. Las observaciones Xt. Xz, ...• XN son 
independientes si su función de dist.ribución, FCX1 •.. ,XN) puede -
descomponer•se como el producto de las runcionc~s de dis~.ribución -
marginales de cada vector : 

Definiremo's al vector muest.r·.:tl dü medias como 

y a la mat..1·iz muest.r-al de covarianzas como 



s = l 
N-l 

Se considerará que una sucesion de funciones de distribución 
{ FN } ( XN las variables aleatorias correspondien~es ) converge 
a la dist,.ribición F, si 

lim FN f' 
H- >OO 

para lodo intervalo acot.o.do de corrt.inuid.:.d de F..; par~ este caso. 
nos referiremos a convergencia en distribución , y lo denot..a1·emos 
como 

Las referencias a result.ados que aparecen numerados, en los -
que se antepone una A al número, aparecen en el apéndice de este -
trabajo. 

2 



1,Z ESTIMADOR DE ;: 

El pr·opósi to de esta 
dores máximo verosímiles 
Np (µ,;:) correspondiente a 
dientes Xs .... , XN donde 

sección es el de determinar los estima
de los parámetros de la distr·ibución 

un conjunto de observaciones indepen -
Xi Np(µ,i:) i=t, .. ,N. 

Teorema 1.1 , Sea X ,.,,, NpCµ,!) y X1 , ... • XN una muesi,.ra 
alea~oria de la distribución. Los estimadores máximo verosímiles 
de µ y ;: estan dados por 

N 
i µ -Ñ- E X; = X 

• N T 
N-1 ;: -Ñ- E CX; - X> cx,-x> = -Ñ- s 

DeMOstración • La runción de verosimilitud de los paráme
tros esta dada por la siguiente ecuación : 

-N/Z N T -t 
LCµ,n = 1211¡: 1 e><P {- ~ ECXi-µ) ;: CX;-µ) } 

Con objeto de simplificar el álgebra para ma><1m1zar la función de 
verosimilitud, puede obtenerse una transformación monótona de L. 

En este caso la función logaritmo natural resulta apropiada, obte 
niéndose 

! 
N T -· 

z E CX;-µ) ;: ex,-µ) ln ( L ) a - i ln lzrr i:I 

i ln lzn ;:¡ - ;:-• 
N 

CXi-µ)T tr E CXi-µ) "' i=-1. 

3 



Del Lema A-1 (Apéndice) .sübcmos <1Ue 

N 
L CX<-µ) CXi-µ) T <N-U S + 

L = t 
y sust.it.11yendo est .. c:, ecu.:tción en <u. se obt .. ir:me 

ln < L ) - !! 
2 

-t T -1 

ln lzrr l:I - .!. Tr l: <N-t> S - ~ <X-11) l: <X-µ) 

Debido a que ¿- i es posit.i V.C:t derinida ~ (}{-µ) T z- t CX-µ) ~ o 
V µ . en consecuc~nci.a. 

µ 

Sólo I'est . .::t moximiz<Ar• el prime1·0 y seg1mdo t.er·minos de la 
ecuación .:1nl.erior·. qHe son sólo funciones dr... L, p.:u·a lo cual 
haremos uso del Teorem.:t A-2. Haciendo C = z:-1obt..enemos 

- N ln 1 ZTl :;::¡ - • Tr r-1m-u s z z 

~e ln (zrr) + !! ln 1c1 - i Tr e <N-t>S 
2 2 

- ~E ln 
2 

(zn) + fCC) 

De acuerdo al Teorema A-2~ ~(C) es máximo en 

es decir en l: = N~t S , donde Loma el valor 

de donde se sigue que 

-Np/2 

LCµ,;:)= <2rr) e><P C-Np/z) 
-,~:~;Ñp/2--¡s¡Ñ;2---

N 

e N 

N-1 

1 



El est.imador- máximo ve:r-osimil r = 
insesgado, ya que 

N-1 S 
N 

N T 

EG:> E< ~ E <X,-µ+¡rX) <X,-µ+µ-X) 

no resuHa 

N T T 
~ ~ l: E< cx,-µ)(X,-µ) > - E{ (X-µKX-µ) ) 

De manera nat..ural consider.amos el estimador 

N 

s = N~• E <Xc - Xl ex, - Xl' 
l:::t 

Q\le result.a insesgado. 



1.3 PROPIEDADES DE S 

En esta sección se def'ineri y e:\'.anrinan algun.os propiedades de 
la m.;rt.ri0 S ( mat..riz de variolnzas y covc1riarizas: muost:r-al ) .. 

Considez·emos como untes una poblt1ción normal p-v.)ri-0da~ y 
denof..c·mos por x• lX1,X2 .... XNlpxN donde x, ~ Np (µ,'i.) '"'··. ,N. 

Toor--e-.o .t.2t t. Sea X "' Np Cµ,Z) y X1\ .. , NXN una 

aleai-oria de" la distribución. La ma(.J-fa <N-i!S = E ()(,-){) 

' tiene una distribución W ishart ... con par..:\rnet..x~os m~u v r 

muest..r.:1 

(Xi-){) T 

DcMOSt.l"o:oión. Sea D •rna m.:d~riz Clli1drndll de orden N. t.ol que 
sus columr,as SE13n ort..onormales\ es decirt 

T 
dt d¡ { 

i. ~ j 

o 

Lo anterior implica que I>'D I < ... D D T m I ) • de donde 

N T N T N T 

xTx - '" D p'I' X = XT [ E dt di l X - E XT di di X m E V\ Vi 

donde Vi 

T 
Del Teorema A-4, se obtiene que Vi ~ Np <M di, I:) donde 

Con&id~t·emos el cas? especiQ.l de li.'\ matriz 
cuya primera columna sea di -~<1,1, •••• 1), tenemos 
D = [d1 ,Dzl, por lo tant.o 

D ort.onormul ~ 

entonces Que 

1' 

Dz X <ZI 

6 



N 
Puesf..o que XT d< = J.¡ I: X, = -fÑ X, 

N X xT, despejando de 12>, obf..enemos 

T 

XT Dz Dz X 

N T 
I: v, v, 

i=2 

Pai·a ;,. :- i obtenemos 

T N 
N x x = I: ex, -il) T CX•-lD 

E<V,} = E< XT <h }= MT d, ~ [µ,µ .... ,µ] di = µ 1Ñ dt d, 

o 

CN-11 $ 

Lo anterior debido .et. la ortogonalidctd de la mat.riz D. Por 
lo f..<mto Vi - Np (0 ,:¡:) para i > 1. 

De acu~1·do a l.:i. DC'finición A-5 1 v t.om\'.1ndo en cuenta que 

N T 

cN-U S I.: Vi.. V;. , obtenemos 
i;::Z 

<N-1> s \/ ( N-1 , ¿ ) 

1 

7 



Corolario 1,2,1 • La dist..r·ihución de la mat.riz S. est.a dada pof" 

S \1( N-1 , 
1 L ) 

N-< 

DcMOst.r-aoión, Conside1·•::ir1dc1 €d mismo an.:ilisis del t.eor·~ma 
ant.ef"iol' pero con los vt: .. ctnf'E!S i'Ñ~t XL, sf:' obtiene el r-esult.ado. 

Denot .. emos POI' VT= [V1 •...• VN-dp~<N-1J, donde v~ ... N(0,;1~1.L), 
en consecuencia por- el cor·ol<u•ic1 ::\nt.c .. rior, S ...... V vT. 

L.as mai..r-ic{•S con dist.r-ibución Wish.:u·t. p<1seen una import..ant.t'."J 
pr-opit!d.:id que se est.ablcce en el siguieut.e t.eorcma. 

Teoz-e..a 1, 2.2, , Sea S ,.., W<N-1,Ñ~i:) Si N-1;?: 

ent.onces S es positiva dc .. I'inida con pr·obahilídaJ 1. 

Dea.ost.raoión,. Como .ttT S a O con a -= O, so verifica 
J.inicameut..e cuando S es una mat.ri2 de r·,:,ngo completo, se sigue 
que cuando N-1 ;:.: p 

P < R~ngo S ~ p ) 

P < Rango V • p ) 

p p 
P < j~t { E Wl V«> = O con wj • 1 } ) 

? p 
E P ( E Wl Y<i>"' O con Wj Q 1 ) 

1 

a 



TcoI-cJa.a 1.2.3 • Lu mat.riz de varianzas y covarianz<EtS de 

de la m.fit.rjz Va V~, donde Va Np <O,>:) est.a dada por 

Ott OJk 

donde Oi.J es el elemento que se enouenLr·~\ en el r·eng16ri l, c<:d 111nni"t 

j de la m.:it.riz z. 

Dcmostraoi ón. 

E( Via V¡a Vka Vta ) okl oij 

Recul"riendo al Teor-0m~J A-3, la f'uncicín característ.ica del -
vector· Va esta dada por 

.p<t.) = exp < - ~ l,T ;: t. ) 

y r·ecurr-iendo al siguienf~e r-~s11lt.ado 

E< Vía V¡a Vka Vta > ~ _____ ?:p~~~----1 
i •at., at.J ut.k <1t.t ''º 

obtenemos las siguientes derivadas: pc::trciales: 

9 



1 lp = - 2 E atst... 
= l 

+ É <'•l t.. C 1 + Ósl ) ] 
&=1 

.pCt..J 

donde Óet es la del t..<:1 de K1•onccke1· 

- ~ [ Olk + Okt ] f(l.) 

- .!. 

- atk. J:. [ OlJ + OJl ] 

+ É O'sl l.e ( 1 + Óst) ] 
o=i 

( ObservesC1 Que 

- O'lk - Olj 

- O'li. + 

10 



+ 

Obt.enemos entonces que 

E< Via V ja Vka Vta } 

Olk __ ?~1'~~~--
2 Jt, 'l1t..J t;;U ' 

O"ti -:;-~~~~~L-!l,º 

otk O'~j + .¡. 

+ 

.!. 
,• 

• .. 
' 

oti. O'Jk 

____ ?~1'~~~-----
at, at J atk att 

OlJ __ ?~1'~~2--
1 

7 Dt.i Jtk l-0 ' 

?~i.r2 [-;¡,(L} J -ár.:1~~~-at~ 1 

St1st.Jt.uvendo en 1.:1 1:-xru·f:•sió11 inicial obt.encmos 

Cov (Vio Vja , Vka Vta) a\.k crjt + 

1 

11 

t=o 



Corolario 1. 7.. 3 •• L\-t m<,l.riz do v.:u·ianzas y GC1Varütnzas de 
la mot..riz S 1 est..a <l:.tda por 

Cov( S1..J , :;·;.:t ) Olk Ojl + O':l OJY. 
------ -Ñ-;:.-1 -------

DcnKJst.racicín. Al tomar· ~n ct1enl.:., que los ve<;:t.01·es Vi., Vj 
con i..--'j, son independieffl.es, el res1Jlt..a<lo r::s inmedía-t..o, 

1 

12 



2, DISTRIDUCION ASINTOTJCA DE LOS EIGENVALOJ!ES DE S 

2,1, INTRODUCCION 

En est.a S(!cción se prosc~nt...:t el des.:1rrollo de h1 dist.ri -
bución .r.sini.cif..jt:(t de l.:ts f'itÍcc..,~ ca1·act.eI'íst.ic-«s de l.:t m~tt.r•iz d€! 
covari.:1nz..:1s mucst.1 .. ;tlos s. que cor·r-esponde .:t N ohsorv.:1ciones de 
1.m.:t pcibl.:ición norm<:il rnuli.ivur-i<td.:1. 

Debido a q1..1e :.:: '-""'S 11n.:1 mat.riz simét .. r-ica~ osl..:1 pue<k-. ser 
descomr.iuf?'st.;:i, 0n el siguü1nl.<c! pr·od11ci .. 0 

donde A es t1n.:1 b.:ise espect.r·.::11 puro:1 Z ( A A T = I ) y A es 1uw 
mat.riz di.:1gon:.1l. 

La m.::rt .. r·i~ A, es 1-:t mismo t.r.::rnsi'orm~cicín liue~l q11e L, pero respoc
t.o .a 1-:t base• for-m.:td.:1 por las 1.'.':ol1.1mnns dr.· A, que~ s<•n los E>igenvec
t..ores correspr...1n<lienf .. es a :r. 

El elemenl.o i'ésimo sobr·e l~:\ di.::1gonal dE· A, At, es el c-dgen
v.;:dof' corrc·~pondienf..e .:t l~ i 'ésima column..:. de A. 

Eu nuest.ro análisis considt--rar·emos L:, b.:.so A que 
cor·r~sponde a la t.ransfor-mación ;,sc1ci-:1d<1 dond1J- \L ~ AJ si y solc1 
si LSJ. 

Ser•á convenient.c~ consldc ... r·.::-tr· f'.~n nuost.ro "niilisis las 
variables A Txa, ya que la.:s: r.:lic~.s c~r·act.c_.r·ist.ic.;:ts de 1~ matriz de 
covi'lriémzas no cambian. 

Al considerar- las v<:triables A Tx~ , dt.~ acuer·cto ;,tl Teore
ma A-6, t.enemos qu€~ 

A T Na - Np ( A T ¡; , A T ;: A ~ A ) 

13 



2, 2 DISTRIDUCIOH ASIHTOTICA DE s• 

En esta ser..:cicín s~ deno(.;:t POI' s· ..-.il est.imador usu.:tl inses -
gado de A que corl'cspond~ .::.1 N observacionc$ de la var-iable- A Txn 

Los resull.<1dos de esta si:cciéin ser·.:ír1 utilic..:1dos par.-. el 
des¿u·l'ollo d~ seccir:in0s post.erio1·~s de ~st.t;- c.::1pít.ulo que S("" <1Pli
c~n a Üt det.ermin.:1ción de l<:t disl.r·ibuci<Ín d<: los cdgenvect.ores de 
s . 

Por· los r·esult.ado¡c.,: d'='l T'v'º/;!:r<..t 1. ;.!.1. , s.::.bemos 

t.endl'á l°" misma dist.ribucicin q1Je [ Va. V~ donde V1,V2, ... ,VN-1 
a.:::1 

se dist.ribuyen indepeudient..ement.e según Np ü,A ) • 

Sabemos t..ambiéu pc1r aplic:uci6n del T(!OJ•E!mQ 1. 2. 3. quo los 
momentos que corresponden .:t la maf..riz Va V~ r._~st.~n d.:.<los por-

Denot.emos a la matriz de COV-ttrianzas de la mat.riz Va. vii 
por T , cuyas componentes est.aI"án d.:1das por· loa expr·esión .:lnt..e -
rior. 

Menc.:ionamos a continu~ción c·l siguíent.c corolar·io del 
Teorema Hult.ivaríado del Limite Cent.I"a1. 

Co~ola~io 2,2,1, Sea S~ AT S A , donde 

N 

S ;¡~;: E CXa-iDCXa-X)T 
a=1 

con Xa - Np (µ,Z) y A ¡\ AT• L con ATA m r. Entonces 

ll ÍÑ:t ( s•- ¡\ ) N- N CO,T) 



Dc~st.r-aoión. Nc1l.r:tmos qui;' (Vu V~) sat..isf.:,ct.:.'n las 
condicionos ck·l Teorem.:1 M11lt.ivari.:Hlo dol Limit.e Cent.ral ( Teorema 
A - 7 ) se concluye que 

N- i Noo;...-U 

¡: <Vn v:i - M N <o,D 
o.= 1 

N-t 

Ahora bien. p1wst.c1 Que~ E Vu V~ l.iern .. ~ 1.:::1 mís:ml). dist.r-ibu-

CiÓn QU& fN-U S
111 

• 

a.=1 

N-1 

YÑ~. ( E Vn v:i: - <N-1> A ) 
u.=t 

< s• - A ) N CO,T). 

11 

Den(lt..emos ht descomposición 1~·st:1ect.r-al <le la m<:tt.r•iz s.;. POI' 

s• = E D E' 

donde 

si 5, J 

Nót.ese que los eigenvaloros de la ni.:1t.riz S no cambi~1n. 

s = e D e' donde C = A E 

1S 



~.3 DISTRIBUCION ASINTOTICA DE D < CASO A • A I ) 

En est.a sección se det .. r.::rmin.:t 1'1 díst.ribución .asintót,ic(-t ele 

la mat.riz' D ( s -e D CT con s = ' E N-1 
cx,-x) cx,-x»T ) par.:\ 

el C<:ISO en que x, - NP ( µ ¡:s;..I ), 

El pr•C1cedimiento Que sti sigue en eis\..::. sección siJ·ve como 
base para el desarrollo del caso general que se expone en lol 
siguient.e sección. 

Denot .. emos por u CI ..¡;¡:;- ( s. - A ) ' donde s• es e 1 estimador 
insesgado de la mat.riz de covarütnzas A ( L = A A A T) 

correspondient.e a N obscrvacionesde de la vari.:'tblo A TXa. 

Denot .. emos i\ho¡a por 
mat.r·iz similar a S · pero 
( S = E D ET, ETE = I ) • 

A I + <N-U-t/Z u 
"' 

H = .¡¡:¡:; ( D - 1'. I ) , donde D e<> 
con la base dad.:t por la mat.r iz 

la 
E 

Al J1,;1~~16j.:1r D y B11Rt.it.uvar1do eri 
espec~ral de S , se obt.iene 

la descomposición 

Al iguu lar <J> y <•1 :r;esult.a que la descomposición 
espect.ra 1 de U C U = .¡¡:¡::.;: ( S - A ) ) est,a dad" por 

1.1 E H ET 

Obsérvese que con el ordenamient..o de los elementos de la 
diago11al de H( hl ?: h; si l ~ j )y que los element..os de la diago
nal de E sean posit..ivos, se define a E y H como una función conti
nua de U. 

16 



Teol'csaa 
ma t.l' iz 11 =' ilÑ:¡ 

.z.:J.1. Lo función <le densidad .n.sirit.ót,ica de l.::i 
( D - :U ) est,a dada por 

g(ll 11'.,p) 

DeMOst.rnoión. De acuer-dü o la. sección 2. :a. , 

es llna mat..r-iz simet..ric.:-t 
normal con media O y 
covnrianz.:::ts T, donde 

Ql.1(""' t..ienc~ una disl.I"ibución asint..ót..ic.:::t 
lma m;:d .. riz ctiasonal d€' varianzlls Y 

i. ~ j. 

Nót...ese que los componentes de la matriz U son indepen -
dientes. 

Debido a que ll = UT , consic.le1·~1·emos ol vector 

que t.iene p<p+:U/2 component.es. 

De1·ivamos a cont.inuación la función de densidad de u. 

17 



Debido a que 

o 

T 

o 

obt..enemos: la for·m.o cu~dráf..ic:-.1 neces<:t!'ia pal'.:l obtener la densidad 
de u. 

por lo 

t 

;~· 

' Tr -.-1 
Zh 

Además ITI 
tanto 

ITl-"'2 

+ E 1 U~J 
"j -~.' 

E lJ~L + E 2 urJ 
i < j 

( uz ) 

(2A 2)P CA Z)ptp-U/2 

2-p/2 x -p<p+1J/2 

E E Uij UjL 
l j 

2
p X. zp A p<p-tJ 

Concluimos ent.once.-s que lú: función de densidad de la 
mat.rie U, está dada por : 

f' C2 n)-p<p+:U/4 2-p/2 A -pcp+tJ/Z 
u 

Haciendo uso del siguiente Teorema A-0, el cual se aparece 
a continuación, se encontrará la djst.ribución de las raices de 

IU - hI 1 - o. 

10 



Si l<t mat.riz u uT' tiene 1ma densidad de la fo1·ma 
f(h1,. • ,hp) donde ht ) • • • ) hp 500 las raíces C<:tf'{1Ct.~rjst.icas de 
U, en-t..onces la dist.ribución conjunt.a do la~ raíces es 

p 
n r e ~ e p-, +<) ) 

i,:;;t 

y l<t m.:.t.riz de ve..:t.or·<!G c.:&r-.:i.ct.oríst.icos norm.:tliz;:.tdos E se 
dist.rib1.1ye de manera indepcndient.e según la dist..ribución condicio
nal invarianl.e Ha~u· <ver Andorson T. 'vi. 1950 ). 

El Teorem~ A-8 es .:iplic<':tble direct . .;1ment.e al caso de 1-0. mu 
t.riz U. al t .. omnr t::n c11enl.;:a que lcJ.s raíces cor·act.eríst.icas de l.u 

matriz U son hf .h~, ••• h~ y sust.it .. uimos la t.r~z.a de U2 por E hf 

ftmción de densidad de 1.1. 

(2rr)-p<p-+tJ/-4 2-p/7. A-p<p-+U/z exp { 1 É h~ } 

41i. z L;;t 

Poi' lus 1·~~1..11l0dJü:::.: ~1il0 ttr·ior·~s, cc.ncluímos que l.:is ruícc::: 
características de U = E H ET ( donde 11 = ..,r,,:;-c D 1'I 
tienen la función do densidad 

• 
19 



2. 4 DISTRJDUCION ASINTOTICA DE D ( CASO GENERAL ) 

En est..a sección se det..er-min.o. la dist.ribución .1sint..ót..ica de 
las component.es de l.::1 matriz D ( s = a D /!,T) p~r~' el 
general en que las raíces de í: C L'. =- A A A ) kt ,kz, ... ,kr 

case• 
tengan 

donde mult.iplicidades <11 , qz Qr respect..ivament.e , y 
kt) kz ), ,,,) kr) O. 

Se~ hnrá \ISO del mét,odo Y I"(.'StJlt."dos de la sección 
ant.erior. 

Haremos la siguient.e part.ición de las mat..ricr;•s de int.eré~: 

' . A 

u 

H 

[

'111 
IJZ i 

ur1 

\HZ·, 
u22 •• 

Ur2o o 

.. "'"] • • U2r 

•• Urr 

donde Ha • ~Ñ~i ( Do - kol ) 

20 

[ 

ktlkzl. •. ] 

'krl 

D 

E r:
11 

~'· 
ri 

E12 
E22 

Erz 

. • Etr] • , Ezr 

• • Err 



Tcor-e•a 2,4,1, Se.:.n d1 .l dz > •.. > dp , L:1s r·aices c:H·~'c 
t.erisf..icas de un~ mat.riz de .. cov~r-i.anz<:ts s. bas.:td.:t en una mues~.r·.:1 
de N observ.e.ciones de Np Cµ,L); donde kt>kz), •. >kr son las 
raices caract..erísLicas de• ¿ con mult.iplicidades q1,qz, ••. ,Qr 
respect.ivament.e. Entonces Hu t..ienE: 1.::1 disf ... 1'ibución dad¿, en el 
Teorema 2. 3.1 de la S1?cr.:icin ant.c·r·ior-, pero con A r·eempl(12a<l.:1 POI' 
ks, y p por Qs. 

JI~ N~ gCHs ;ksi,(fs) 

e¡¡p(- -~-2 l:"11c ) n (h, - hj) 
gCHu ;ka ,qo) otk!l ~' J 

-;q;;cq;:;31;,~--k~~<q~;1 }/2- -ñ- rc~c~:=::;;; 

DePIOsf...r-aoión, S.abC>mos quo U = .Y~ <s• - A) y adem<:ts 

entoncEis 

A ) 

como 11=-.IN-i<D-A ===> D = A + m-1)
1

'
2 H 

Al SllS~.it.uil"' en e.u, oht~enemos 

u y,¡:¡- ( E <A + <N-u -i.'Z ID Er A ) 

Consider-emos aho!'a la e~prEisión de 1.::1 submat.riz Ukr. de la 
diagonal de U. 

21 



-1'N-1 E Eko As E~" + I;Eks Hu EJs -.'Ñ'.:""i Akk 
111:.t: 9:;f 

r 
8~9 

r 

H. Eirs a -r,;:1 E 1<. Eks + ¡:;E;. -.'Ñ-::f A« 
a=1 •==1 

por lo t..~1nt.o 

r T ' T 

Ukk . -f,;:1 E k. E1cs E~s + E>.k Hk EH + I;Eb Ha Et:a - -r,;:1 AH 
e::: 1 •"'k 

En este c•tso lh y EH son funciones de- U. y dependen de 
N. A cont.inuación most.rarnos que si 11nn sec:uer1ch1 de maf .. rices 
simétr-icas ll<NJ conver·ge a U, entonces las cor-re6·pondient.es 
s&c11encias de lh.:(NJ, y Ekk<N> convel"'gen a lu solución de-

T 

Ukk • Ekk Hi, Ekk 

Consideremos dUN> > ... )dqu~. las l'.U 
ríst.icas mas grandes de S~N> ScN1 = A + 
entonces las Q1 raices más gr-andes de 

son huN> &::¡ Cd11N>-k1) ) • • • • ) bquN> 

22 
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AhoI>a bieu, denotemos por 

o ( 

U11CN1 

Um> =- • 
lJcNJ 

v sust.ituyamcis en cm. 

( N-i )- t,.·z tJ~ ~J 

1 

=o 
l) <N-t)-t/Z Uim 

Al f'act..orizar <N-u-1' 2 de las primeras 
obt~en('mos el siguiente dc.-t.PT'm.inantc 

Ql colunm.:ts, 

Uu.cN> - h 

U1N> 

m-1,-
1 

..... 
2 uT~, 1 

AllA - kt I + <N-1 ,-i/Z (U~~' - hl) 

Uu<N1- hl 

U~N> 

23 
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La últ..ima. (~xpr·0c:.:ión dÚ'hida al h'='cho de que 

Det. lAt,Azl + Det. [A1,A3J 

Los coericj<'·nt.i: .. s d•.:l poliriomío :.1S(.1C:Ütdo 

det..t:rminftnt.i;- l.iBn<lür1 ;:t O conf(lt·m1~ N Liende •) (Q. 

: ] [ I 

o 

segundo 

y en consc .. cuenci.a obt.enemos conf'oI'mc n -t~iendo a oo, el p<1lü101nic• de 
grado qs sigtJient.c .... 

i Uu - hI i i A• - ktI i O 

Por lo t.ant.o Qt r<lÍCes <lE:il polinomio origin~d 
las Qt raíces de 1 Uu - hI ¡ = O. porque las r.nices son 
continuas de los coericient.es. 

tienden a 
funciones 

Cc1mo p,i:,ra i > i:t1, di ---:-kg ( s > ) , est.o implica Ql.le 
hi. ---> O.por lo t.ant.o las Q1 ~aices mas grandes del polinomio 
or·iginal t.ienderi a 1.:1 soluciciri de 1 Uu - hI \ = O. 

De manera similar· se demut"sl.ra q11e 1h:<N> tiende a la 
solucicín de 

para k > t. 

Ccin ayuda d€~l siguient.(l' t.eor·ema <let.ermin«mos que la distribución -
lírnit..e de Ekk y lb: es la lÍrdC{t distribución t.al que Ekk es ort,o
no:r-mal Y la dist.rib11c:ión de Ekk lb: E~k Ets la dist.ribución do Ukk. 



Teorema 

Sea FNCU) la distribución do fa matriz U<Nl , GNCV) 1" 
distr·ibución inducida de V<N> m fNCUN). V supongamos que dada 
llna sucesión de mat.rices { U<Nl } 

lim U<N> ti 
N- >ro 

lim V<nl V 

entonces si U<N> N.:::, H't:\ F'(U) , se tiene que 

donde G(V) es l" distribución de V=f(U). 

PClr lo t.a.nt ... o Ha t..ieno la distribución dada en el 
2. 3.1. , pero con A r·eempl.:rnüda por k~ y p por Qs. 

Teorema 

11 

Corolnl"io 2.4.1. Paf'a el caso en que todos los eigenva -
lores poblacionales son positivos v dist.int.os, se ·tienen los 
sig11.i.ent.es result.ados asint.6t.icos : 

E{ cli } a Al 

Cov{ di , dj } { i. = 

o 

hi = <N-Ut/Z (di - A_i) 
N- )00 Z 

N C0,2 )..¡) 

25 



De.ostraoión, ne-- acuor·do -0.l t..eor-ema ant.el"ior, cuando alguna 
de las raíces poblacion~:\l€!S es simPlt:', t.enemos : 

exp < - -;A~ td } 
-- - - -- ---- ---- - ---

exp { - ~ ( ~" - ) 2 
} 

--- - - -----~-- ~-~l---
1'2 iT .,,, ¡._, 

?. 

hi -1N::-1 Cch - ;.,.,) ";;.'"' N (0,21'i) 



3, ESTIMADORES MAXIMO VEROSIMILES DE LAS .RAICES 
CARACTERIS'rICAS DE Z 

3,1, INTRODUCCIOH 

En esta sección se det..eI'min..:tn los estimadores máximo 
vero6imil<~s de Vts raíces caract..er·ísi .. icas de \In~ matriz de 
covarianzas L a p-<.tr·t.ir de N observ;:tciones de 11n.a población nor-mal 
p-variada con pa1~~\met..r-os µ y I. 

Se h.:, usado el méi,odo de m.:i>i:im,¿_t vi;~r·osimilit.ud debido a quc1 
ha sido muy 1.ít,il (:fi Y~triob pro}Jlt..1m~t:.";> dt. ... esl . .imdció11 y pru..:•b<.ts d•~ 

hipót.esis, ademús de qu(~ us11r.-dment.e los cst.imadores deriv~tdos por
ee.d .. ft mót,odo ó f1Jncic1nes de ellos t.ienc1n algunas prbpie<htdes 
cipt.imas (consist.ent.es, convergencüt asint.ót..ica normul, t.::itc ), 

Obsérvese q11e la distribución de las r·<.tícc~s 
c~I"act.erist.icas Ds, está complet.amerit.e especificada por k9, es 
por esto que el pr·imer pr-oblema '.~st . .:,dís\.jco es cómo est.imc:i.r cst.e 
par~tmetr·o en base a una muestra do obsE:rv.;:tciones. 

3,2, ESTil1AllORES MAXHIO VF.ROSIMILES DE ,,_ 

Deduciremos a cont..inuación 
CM. V.) pnr.?\ el caso de un.:t m(d,riz 
k<~kz),, >kr de m1JJt.jplicidade.s 

c.:st.imo.doros m.:iximc1 verosimiles 
de cov::tr·ianz.:ts E, con r·aices 

Q1 ,qz •••• ,qr r·espect.i vnmente 
( E QL ~ IJ ), 

i =t 

TcoI"crna 3.2.1, • Suo X1,Xz, ••• ,XN • N obser·vücionc~si 
independientes de una Np (µS:.) y se.:m kt>kz> ••• >kr las 1·aíces 
caract.er•ísi..icas de li\ m'J.t.riz r, errt..onces el estimador máximo 
verosímil de ks esi..a dado por 

l:s .!. ( ~=~ ) 
Qg N E di 

l.€Le 

donde Lt:i es el conjunt.o de ent.eros 

Qt + • • • + Q 
9 

_ 
1 
+ 1 , • , .• • • Qi + , . . + Qu 
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De...aL9traoión.. La runcidn d1} ve1·c1similit.ud correspondient..e 

L(µ,V ; ln j 2rt L 1 - .!. l..z· L-«N-t> S -

Debido a que r- 1 es posit.jva definid.:. < Rango Completo ) 

o µ"X 

¡¿•n const2'c1u·nci .rt fJ = X • 

Pol' lü l0<:1nt.o~ e:;:ólo resf~<:1 mr.txin1iza1· (•l ier y 2do {..érmirio de 
t?h que son sólo funciones de ;L. 

Aplicando propied.;;,des del log<:(rit.mo 
obt.enemos 

- !:! 

y det.erminant.e, 

Haremos uso de la descomposición espectral de i: y S, como 
sigue 

- !:! 

!:! ln jAj - .!. cN-<1 Tr A-' pT D p <DI 

donde s ª e o cT 

2B 



Obsér·vese que siendo A- 1 y D mt'lt.rices diagonales, 

D P 

) [

pu 
P•z 

.. 1rA.p µ~ p 

pZ1 
rnz 

pZp 

•• , Pp1) 
• • • PpZ 

• • • P~p 

[
PH/~l 
P12/A2 

Pip/Á.p 

P2 ~ /i\.1 

P22/A2 

PZp/Á.p 

[
d'dz ] ["" • PZt 

• 'dp P~1 

[

d1 P11 

dz: PZ1 

dp Pp• 

dt p12 

dz pzz 

dp Pp2 

Pp1/;.1] 
Pp~ /~2 
Ppp/Ap 

Pp2 

P•p] P~p 

Ppp 

d1 Ptp] 
dz: 'PZp 

dp Ppp 

En consecuencia, de la mo.t.r-iz A- 1 p·r D P , el término 
i 'ésímo de la diagonal viene dado por· 

ds 
:\I 

Por lo tanto el 2do. t.ér·mino de m> Tr A-• pT D P, puede 
ser escrito como : 

p p z ds r: E Poi :\i 
i..=t e=i 

P P P~t. = r: d. E -,_;: 
ti=:l i..=1 

29 



ª~' da { 

p 
E d. 

g = t 

donde Qsi. = E P~J 
jdi. 

y Li. es el conjunt.o de enteros 

q1 + ••. + q. + t. • • • • Q1 + . • . + Qi.. ·-· 

(p) 

Debido a que p = cT A es ortonormal e p pTc cT A AT e 
= cT 1 e s r ), 

p 

E Qsi 
s=t 

p z 
E P•J 

j=t 

É E P~j 
a=1 jELi. 

<10) 

E É P~j (f.11 

jdi. a=t 

De acuer-do a lo .1;mt..el"ior·, sólo rest.a minimizar <P1, sujeto 
a las condiciones ctol y uu, el cual es claramente un problema 
de programación lineal. 

La solución al problema ant.erior, esta dada por la 
siguient.e solución básica f'act.ible ( degener-ada ) ~ 

si e Ls { o si t fi! Lo 

r 
siendo el mínimo de la runción E 

s= t 

30 
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Se puede obtener- fa solución dada por- aplicación del 
mót.odo simplex de dos fases .::11 siguíc~nt.e problem<'1 

Hin z 

r 
s.u. EQ•o 

s;;:1 

p 

EQ•• 
i =1 

Qi.e ?: 

Sin embar·go el 
necesidad del uso de 
aplicación del mét.odo. 

o 

Qi.e 

f, •. ,p 

q'fl S = f,.. ,r 

V ~= 1, •• ,p f\ 9z1,. , ,r 

c.:tráct .. er 
V.J.riablcs 

gencr-al del pr-oblema y 
artificiales, complican 

la 
la 

Probnremos a cont.immción que duda una solución fact.ible 
dist.int..a de uzh el valor de la f'unción objet.ivo puede ser· 
disminuido. 

Consideremos unu solución factible {Qik} y denotemos por 

= min 

j a min i. / ~ .¡::::; Lt QLL < 1 } 

En consecuencia para k < l 

{ o 

va que E q<k ª Qk • 
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Además par<(\ \ ~ J e ~ L;. . ~~~J.: ~ Q y:J Ql.lé' E <(ik ~ 1. 

k 

() COh k: ) l~ 

Qi.l o CtHI t > qi +., .-'" QL 

s~-rj D. :::: mi n < <1jf. ' Qll } • 

Un'' solución f•t<:,t.ible, s<::: <thL.i¡;·ri<.· r·.eemr•lo:1zando <lJl, Qjk .. 
Qil 1 q~k por- <1,1t-i-.6,, f1:v-f;, Qd.-t..~ Qtk+t,,.. 

Deno-t..omos por z <::1 valCiI· d<-: l."t i'unción objot .. ivo~ evahwda 
(;!H l'l fllJ( ... V~ S(tllJCÍÓn Pact..ibJe, í!fll.onc<;:-G 

z - z < o 

Y-« que k ~ L ==> Xt ;\Y. ), 

Por lo Lanl.o, la expr~s1on f'inal de <m a maximizar una 
vee maximi2ada con respecto a P ) es : 

- 1. 
2 

N ln 1h1 - ~ <N-<> E 

Ahol"'Lt bien como 

In ji\ j 
p 

ln n ;,., 
t:::t 

a~t 

q• 
111 n ks 

9 =t 

32 
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sust.ituyendo en l~ expresión cuJ, tenemos 

- .!. N 
2 

E q. ln k. 
a:::t 

- ! CN-1> 
2 

Al derivar· la última cxpr·esión con r·espect~o .:i ks o 
igualando a O, l.cn emos 

·===> 

- !. N 

ko 
mv 

.. ! <N-iJ R~ E di 
i.el.o 

N-t 

N 
E de 
eLa 

o 

• 
Col'olal'io 3. 2.1 • • Si !~ dcccomi,.ioc:dción espec"t.ral do la 

mBt.riz de cc1varianzas ( .r = A. A A T) se supone que es tínica,esto 
es, si hts raices A.i. son todas diferentes, entonces el estimador
máximo verosímil de A esta dado por 

( 1 - ! D 
N 

y el est.imador- m~'Cximo verosímil de A f)Ol" 

A e 
donde s e D CT. 

DctM>st.l"aoión. 1 
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4, CONTRASTES DE HIPOTESIS 

4.1 INTRODUCCION 

En osi.€- car1ít.1ilu pr·E~ser1t.0:1mos r.:l dos.:tJ·r·ollo del cont.r::1st..e 
de algun.:1s hiJ:.1ótesis r·el"1t.ivas .:1 los (~igeuvalores de urio:t matr-iz 
de val' ümz.::1s y cov.:,r· ianz.:ts que .. c•Jrrt•::;po11d~ .:1 una pob l.:1ción nor·m~tl 
m\11 t.i v~r·i.;1d.::1, 

Par·u c.::1d.:t uno de }(IS G(1nt.1·;1st.es <l(~ hl íJÓt.osis que se 
pr·esc~nt . .:1n se· Jü en 1:-1 ~:eccióri L ~ l.:l disL1·1L1Jción lim1t.c~ del 
cociente dt:- verosimilit.11dc!s, 

So h.:1 emple.-~do ( .. 1 müt..odo de cucierif..e de· v,··r·osimilH.udes 
dc~bido .::. qur.:' ha sido muy us<:tdo c·n '\'•:tI' ios pr-oblémas dE> est..im.;¡ción 
y conl.r·ast..ei:::: de• hipótesis CN1 f'(·l.:1ción ·~1 l;:t dist..!"ibución nor·mal 
mult.iv.;:1ri:.td<:\. 

Como anl.es, suponc-mos qu•~ X1 , .•. ,XN (~s t1na muest..r··~l 
.Q}eat.oria de Np(u,i.:), donde l<.1 dPscomposicicín '-~sp(•ctr.:'1 d0 ! cst .. -¡ 
dada por ~ = A A A Tcon AT A = I. 

Las raíces c.:n·aci..críst.icas do 1..1 m,:Jt.riz Zr' son k1>kz> .. >k1· 

con mult.iplici<ktdes cu, ... ,Qr respE?ct.iv;,mente ( E Qi == P ). 
i.;;f. 

P111ra S ( ],,,. m:d~T"iP. de- vaT"i.;in?.:,R v c:ov;1f'i:o1nz:tR mtte~t.ra] ), 
la descomposición .:•spectral 0s1.."' d.:td;t por· 

s con cT e - I 

4,2, llIPOTESIS DE QUE qs EIGENVALORES PE :;: SOR IGUALES, 

El siguient.e result..:tdo nos da. la razón de verosimili t..udes 
para la hipótesis de qlle Qo eigenvalores sün iguales, 
qs+qz+ ••• +q

51
_

1 
son menor·es que los <h1, y q

9
H+ •• +qp son mayores. 
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Tc:orcMn "'• 2.1. • El cr·it .. E.•rio <le 
verosimilitudes para probar la hipótesis 

H 

est.a dHda por 

[ n cJJ 
J'='Ls 

)
Qn ] N/Z ,, e q-• ¡:; dJ 

51 
jELe 

la razón de 

Domost.raoión. El cr·iter·i<1 d0 la. Nt::=:ón do vr:rnsimili tudes 
es 

Max L (µ,D 

A~a> __ t!!"f_':_~---------
M'1x L Cµ,:O 

µ,Z e O 

donde O es el espacio de µ y l: (posit.ivn definid.:-.); y w es 
la región de est.e espacio donde H se cumple,. 

Ql = { 

PoT' AP lic ... 1ción del Teoremü 1.1.1 obt..~nemos que 

Max LCµ,D 
µ,Z.., O 

Por .aplico.ción dol Teoremc:~ 3. 2 ccm 

l. = 9 

subemos q110 L es máxim.::, en 1 •• J en los rn.mtos 
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µ J( 

k. = t!.:..!. 
N 

¡._¡ a !:!=.!. 
N 

donde 1.oma el valor 

ll«x L Cµ,'i.) 
µ,Le c.·J 

por lo \.ant.o 

! 
Qg 

di 

r: clj 
jELg 

' .. L, 

_s ~!!~= ~::~--~~!:'-5:~e~~~---
¡; ( !:!:.! d¡ )N/Z ksNqg/2 

N 

<2rr)-Np;z exp (-Np;2) 

-----~::i--;;;¡,-;2---1 -s-¡;;::-2 

N 
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r 
Observese que ¡ S \ -= ~ g 

1 
dl , sust.i t.uyendo obi..E!rtemos 

Un caso especi.:11 dc~l teor·ema ant.er-ioI" oc1u·rc-t cu.:-wdo l~• 
hipól.esis nulci c~s igu~dd.:.d de t.odas las I"a:ices pobl.;.cic1nttles, lo 
cual es equiv.;.!Bnt.e a decir- que t.od.:1s las V~I'iables son 
independientes v t.ienen 1.a misma V-'lrüw2a. 

Co:r-ol ario 4. 2.1. , 1-Hpót.esis dt" Esfel"icidr1ri 

Cu.ando la hipól .. esis -:1 conside!'aI" es /...1 = Ap igu.Jld•..td de 
t.od.;'lS las r.: ... ices pobl.:-tci(lnaJes ) , el t::r·it.erio ant.el"ior resul{ . .;t 
ser : 

[ 
P ]N/2 

(--E-- ) /SI 
TrCS) 

Denwstraci ón, 1 

Teol'ema -4.2,2, • El criter-io de la r·aacín de verosimilitu
des para la hipótesis que conz!::ist.e de r- conjuntos de igualdades 
de la :rorma 

esta dado pol" 

A_q1+. ,+q H 
9-:i 

' 
1'q1+ •• +q 

s. 

' 
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Dcfl\Qst.:r-aoicín.. P<:11• los 111istnC1s ttl'g11nwnt.os d&l Teor·emn 4-.1 
obt.enemos 

íl ( t!;.! dJ )-N/l( n ks(st )-N/Z 

J€{Lgi} N L;:t 

-------¡s-¡:~.;;;--------(--í:i~i--;:.-Ñ/z 

' " 
-----(-2~)"N¡;;c,--------,;~~;-(~~>z) 

p r- " Q~-'I t - Nl"Z n e !:!:o! d J )-Nn e n kn' ) 

j~!k2il-~------------~~!--------
( ñ d , )-N/ 2 

j= 1 J 

[ 
n dj e !:!:o! )it, 

~~!k2i2 ________ !;! _____ _ 

r ,..QsL 
n ksi 

l. =t 

Qnc 

1 



Con rrecuencia, lo Qlle s1:~ bu.se~ ~s decidír f'..-!l núme-r·o de 
compone11i.es princip.::des necos.:a·i.n.s pm."B. r-epl"C-s(~ni .. <H' l.:-t5" V•n·ütbl€'s 
iniciales. Un criteC'i<1 puede ser· el d(.. B•:,>h•ccion.nr- los k 
componé;<nt.es princip~les que t..engan una p.;-u·i..e "im~1or-t...:u1t.c" de 1.:1 
vari.;:tbilidad t,ot • ..;ü\ de t..~l m.;mer·.::1 d(! no cor1si<ler·ar· l:.1s 
comr•onenf,.Bs principales cuv<:t v.:cr-i.:tcicíh S(1:t cc-:<J>cana •:t cer·o. Sin 
embargo deb0 noLaf'se q1w cu.:1lquif:t· eígenvrtlor- disi,int.q d€• cc~ro 
es significal.iY<'lm(jnt .. e disl.int.o d•; c&ro, y.:t QtrB si Ap O. 
ent.onc€:s con p!'ob.::1bilid.:td 1. dr=O. Es por est.o q11e l.:=1 hipút.esis 
Ak = O, no t.iene s<:•nt,ido. 

L<:t siguierit...e bipóf.f?sis md.oi 

JI Ap = Íl.p-1 .,. •••• = f...r.-+-t 

que p1•ueb~ si 1.:t. var·iB.<..:ión en el t-lll.i~sp.:!cio indic<:\do <.--$ 1.:t mism<:t, 
es tl\.il debido a q1ie las p1•imeraf:.: k componcrit.t?s prín1.,;ip.:1lcs 
podri.::m e-.st..~u· midi.end(i .::.ilgun.:t vnr-ütción subst,anci.:11 en X, y como 
las 1.il1~imas p-k compon(-!nl.es princip.::tl("'S f.ienen iguHl variar.:icín. 
se puede considerar que sólo mid&n "ruido" m.:1t!·m.'.'ilica1nc-nt..e t:st..o 
es equivalent.e ..;;1 dl"cir que í: = ili + v I, <k1wfo· >fJ es posit.iva se -
midefinido. d(-- r;tngo k. 

Se I'N.\liz.<:-ui con fz·< .. <::uenci.::t, urw sect1erici.:1 d<.· r1t·uebas d(· 
hipóLesis de este t..ípo r~mpezundo con k O, e incr·emcnt..¿md(J k 
hasta que 1.:t hipó~.esis nul.:t es .:\cept...:tda, de esta m.ancr·a. se puede 
decidir cuantas conrrionent.es princip.:tles son distinguibles del 
"ruido" y que vale la pena r·et~ener-. 

Co~olario 4,2,1. 
pl"obar- l.:1 hipótesis n11 la 

La r"~-tzón do· Yürosimilit.ll<les para 

H : Ap • Ak+i 

{ h du 
s :ok+1 

/ f: ct. ,, cp-k) ,p-k 

1;1=kti 

39 
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Un caso especü:tl del corol.::u·io •.tnt.erior, esta dado por el 
siguiente lema. 

LeMa 4,2.1 •• L<l1 r-~zón de verosimilít.1ides p.:u•a prob.ta• la 
hipól.esis nula 

11 

DcMOGt.i-aoión, Al sumar- los p-t tilt.im0~ renglones ( de la 
mat..riz ¿·-xI ) o:l PI'imor-ei, vbl.enemos 

r - ><I ["P(P-" 
p 

t ... ( p-1) f-"'1-}.,: 

f.-X 

p 

1 + cp- iJp-X 

f' 

i-X 

Restando a cada r•englón, el renglóri inmediat.o ant.erior C a 
partir del segundo renglón ) obt.eriemos : 

v' Det, ( r - xI ) 

t t t ' o ' -t o o 

<t-<p-t>p-X/V2) <1-p-x,-v 2)p-z 
o o ' -t o o 

D 

o o o o 
i -· p p p p p t-X/V

2 
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Mult..iplicando el primer· renglón por p y t·est.andoselo al 
último, obtenemos : 

DaL ( Z - NI ) = O •==> 

11 

4, 3 llIPOTESIS DE QUE q. EIGEHVAI.ORES DE :;: SON IGUALES A )\ 

Teo:rcl'rkl 4,3,J, , El GI·it.<:r·io di::· h1 r-.::1z6r1 do Vt:·r·osimilH.u
des pax·a probar la hipót.esis 

JI 

esta dada por 

Aq1+ •• +Q +1 = A 
•-i 

A<t1+ .. +qs 

N-i 
N 

Dcrnoct.Y-ación, 017>1 t.E:-orema 3. 2 , r·esult.a 

(21t)-Np/Z A-NQ•/Z íl (!:!:..!. d,)-Nn 

i.eLa N 

V del teorema 1.1, se obi..iene 



Hax LCµ,D 
µ¿E fl 

Por lo t..ant.o 

i.~Ls (?f~.! d~ )N/Z BXP ( NQs/Z } 

-- ---- - ------ -~ÑQ;;;i----- ------

exp { - ~ 

exp { - .!. <N-o E ~~ > 

t!::..! 
N E!!~ - Q• J > 

11 
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En el c..::-tso de~ I"c:tices de mult .. iplicídad 1 ~ los mismos 
result.ados obtenidos en el capít.'llo 3 C dk ~ N C\k ,2 :>-} /,..,_.,), 
pueden sel' usados pa.T't-t consl.ruü~ pr-uehas de hirJ6i,esis. 

PoY. ejomplo, nar-a p1·obar· la hip6t .. esis H : Ak = A , el 
est.adist..ico de prueb.a ad{tCUado S{tf'ia 

N CO,D 

rechazándose la h ipó~.esis si 

N- 1 

donde Z<V"Z es el pel'centil qu<~ acumul.:i. o./i !'. de la dist.l'ibuc::ióri 
normal a par\.ir de O. 
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<1,4, l>ISTRIDUCION COCIENTES DE VEROSit!ILITUI> 

En esi..Q seccióu se Pl"{!S( .. rd ... .:t el de:s:.:tr•rollo de lol. dist.r-ibu 
c1on de los esi..Qdist..icos de pr11Bba mencionados en lqs secciones an 
f..erior-es de esl.e capit..ulo. 

Tcor-cma 4.4,1, , Con.sidct!'ese <".!l csl.•1distico <lt- pl"ueba 
correspondient..e al Tc .. oremc1 4. 2.1. 

.. 
A<5<> )

q 9 ] N/2 q;' l: dj 

1.-:l.s 

La dist..z·ibuc.ión limite de - 2 ln A ~9} est.a dadtt po?-

N;::.>ll.i 

Demostración, El logaI>itmo de A~sh mulf..iplicado por -2 es 
asint.ót..icament.e equivalente ~· : 

-2 ln >-..~s> 

Recordando que hi =- ;1;:::¡ (di.-k9) ==> dL = CN-11_
1

,....
2
hL+kalal 

s\1st..it..uir en la e~pr-esión .ant.el"ior <n = N-1) : 

+ Q• ln « + E..¡¡~i ,-) } 
Qs D "YCI 



Debido a q1ie ln(1 ... ¡¡) X - ~7. + 2$:3 - ~· + 

La dist.r•ibución üsint.6t.ic.:t d€-' est .. a 
dist.ribucicin asint.óf..ica <lt:' : 

• { tr (Uas U¡s) l (t.r u •• )2 
} ---2 2 k. qs 

• {E lJ~ 1. 
... 2 E112 .!. <E lJ .. )2 z-kii 

i<J l.j 
Qe " 

, t.onemos que~ 

es 

} 

En el límif..e~ las component.~s de~ la m~tr·iz IJss, t.ienen una 
distribución normal con media O Y componentes indepe-ndient.cs con 
varianzas ( ve<:\Se Capítulo 3 ) 

V{ IJ. ) 

" 
2 k~ V{ " ) 

'J 



u' ,, 

u' 
'J 

Lo <:-tnt.(;tr•ior· implica que 

2 Eu 
i<:J lJ 

\"(q - Í¡) "-'-'-\ l----
2 k~ 

.!. ( D• >' ) 
Qs \ L 

tiene una distribución asínt.ól.ic~t N-2 con !. Qg(q
9 
H) - t groados d~ 

líbert.ad. 

11 

CoJ"olario -i .. 4.1,.. • La distribución lím.it.e de menQ$ dos 
veces el logat·Jtmo del est.adist.ico de prueba corN•spondient.e al 
teor-emlt 4.2.2. est.:.t <h1da por 

- 2 ln i<' con 

grados de libert.~d. 

ió 



Deh\Oot..l"aoi ón .. Debido .. , que 

' . 
-2lnílA.•s,i 

t =1 

E - 2 ln 
l::;i 

y p11est..o que se tr•at . .a <k• 1Jna suma de v.:1riablc~s i1le.:tt.or•ü1s 
independientes donde el i 'ésimo t..érmino t.i(:'ne un.;:1 dist.ribución N2 

con .!. Qsi. (qsl+1)-1 grados de liber·t.ad, el 1·esult..ado es inmediat.o. 

Tco:r-ema 4 .. 4 .. 2.. .. Considérese el <"'st...adistico de pz·ueb;;1 
cor·respondi.enf..€" al t.eorema 4. 0.1.. 

La distribución límite de - 2 ln A~•·'-' está dada por 
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Deaostraoión. 

- 3 ln A~a,XJ 

• - N ( E 111 ('!~~ d.> - Q• ln 1' ] + N ( !:!~.!. E ~X - Q• ] 

ir: - N [ E In d1. + E In !:!~.! - Qa In A ] + tN-u E ~X, - N qs 

• - N [ r; ln « + !!i ) + Q• ln !:!;:;.!. ] 1'n A N 

"h. 
+ <N-iJ "'-i. A Q• 

[ 
h - h_~ ] "" 

m - N i:: ( :fn A 2 n A 2 ... • • • ) ... q. ln !:!~.!. ... <N-11 "ro " - Q• 

La distribución asintótica do esta 
distribución asintótica de : 

cantidad 

"i;;::• tr < u.. u;r. > 

•E 
l < j 

u'. } 
LJ 

es la 



donde u .. es un elemento de la matriz U = -fÑ:t C s• - /\ ) que 
'J 

como se vió en el corolario 2.2.1. 

n->OO 
N C O, z ;.! ) 

u .. 
--~..! N C O, ;..' ) "j 

y donde cada componc~nt.e de l<:t matriz U es independiente. 

De .acuer·do .;;, lo Jlnt.ef"i(ll" 

-l-z { E u'. + 
2 A u 2 E 

L<j 
} 

n- >o> 
1J~. 

•J 
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5, INTERVALOS DE CONFIANZA 

Se consider« ::thor·a ol problem.;::1 de dei..er·minar int.erYalos do 
confianza para las raíces pobl-Hcionales. 

Supongamos que las últimas Qr raíces son igu.ales. 

Sea d -= '("'I !Í!. , t,.enemos entonces que 
l~LrQr 

rn ( d - kr ) t..r Urr / Qr 

tiene un~ dist.ribución asint.ótic<:t normal con media cor-o v varianza 
2 k~ / Qr, en consecuencia 

( ; 0 Qr ):l/Z ( d - -kr 

---- -- -- ------------ -- --- N;;."" N ( o • 1 ) 
kr 

Ent.onces con prob<cbilidad t - a ( n ->ro ), sucede que 

[ n Qr ( <Í - kr )
2 

] .1 2 k~ t! 
t-a/2 

lo cual proporcion.h c-11 siguiente interv<::do de confianza asinlótico 
para kr 
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siemp:r-e y cuando, n, Qr y et se~n tales que 

Un «specf .. o impof't.Q.nt.e en la const.l"tlcci 6n de in t.ez·valos d(~ 
confianza es~.a en el de poder· juzgar las magnitudes de los 
e.igenvalores para det.er·min<.1!' cu.nles pueden ser despreciados 
( considerados como ceros ) 1 de t..al maner·n q11(~ SC' puedan ignorar 
las correspondientes 1.;omponentes principales. 

Si 5€' supone qur: los últimos Qr eigenvalo:r-es scin igu~dC-!-S, 
se p11ede obtener una cota superior- asint..ót.íc.:t d<~ confianza. 

Con pz•ob.abilidad 1 - et / 2 ( TI -:- oo 

d - k, ) / k, 2: - f..t-a 

lo cual implica que 

·De est.a manel"'a se puede decidir est.udüu• sólo las pr·imer.'.:1s 
P - Qr component.es principales si la cot.a que se obtiene es 
11suricient.emente 11 pequeña. 

Debe de tomaz·.se en cuento q1ie el supuesto de igu.alda.d de 
raices conlleva una subest.imación de la va:r-ianz~ y una r-educción 
del int.e:r-valo de corJ!'ianza c~1ando las r-aices no son iguales. Esi..o 
debido a que 
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Un pr·o~edimienl.{I más cons('r•V.{1dor· es el (k4 r·E1cmplt~zu1-. la 

Th• ~ var·ianza 2 2 por· st1 est.imador consis-f.cnt.e 2 z 

Qr Qr 
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e o N e L u s 1 o N E s 

Como se jn<licó .:::-d inicio de <:!'sf,.;. f.1·;•1."':tjo, 1mo de .los pr•incÍD{'t
les problemas eu Cl.1;.;tlquiet> .an.:tlisis dt! d.:1t.os 0s el de det .. er·min-:11· 
que tnnt..o de lu v<.u·i(t<.:ión e11 los <lHt.os r.:s "sist.em.iíl.ic.:1" y ci.i;.ini.a -
es alc .. ;1l.ori.n c1 "ruido". En est.e t.r.:.b<""tjo este-:' probl0ma S'! .:J.t..::1có de
det.ermin"1ndo 1.:1 distribución asínt..ót.ic;1 p;_ff'<:t cocíC'nt.es de veposimi 
li-t..ud corr(""spondient.es .:t hir.óf..esis ost . ..-.1djst.icas sobr~~ los eibenv;¡:t
lo!'es de un;:, m.:it.r-iz de cov.:u·i..:m2as muest..r·al cu-t1ndci la mur:st..r.::i es 
grande y provieno de un vect.or <d<>.-:rt..or·io con un.:.i. <list,.ribtición nor·
mal p-v.ar•indll, 

Se corisideNiron ~dom:ís hü11)t..(~sis cst.•:tdíst.icds concer·nümt.c~s ü 

p1·ob.::u .. que t.anl.o d(._o 1.:1 v.:n·i<:1ci6n r_:.st.a r·epresc~nt..:.td.(t por un m.imero 
especifico d<:· component.es principaJes. 

Po<u·a i..od.¡:1B üsl • .i:ts 1.)r·u1.:-b<ts do h1pót.c-1sis, r·eisult..ü q11c- l-c1 disf .. r·i
bución ..:1sint.ót .. ic.) del cociente de V<.""I'osimil.it.~1des t..iene un(t dis 
t.I'ib11ción chi-cundrad..:1. 

Se det .. e1·minó t . ..: .. mbic!n la dist.ribuci6n .:1sint.ót.ic.:t de los de los 
eigenvalores de l.::t m.;i.t..1·iz de cov.arianz.1s niuest.r·aL que result~an 
se!' las varianzas cor-rt::·spondient.es a las combinaciones lirwales ri;· 
sult..amt.es de un ACP. P·~H·a €-l r_:.;,so de r.:tÍCQS de muli..iplicid.:::1d 1. se~ 
obt.uvo q11e la dist.r· ibución limi t..e cr.:::t una riormal. 

Con est~os result . .::tdos se permite un uso m.-:ts roJ>m.-:11 de t..écnic~s 
est.adíst.ic::ts ( ACP. An<:1lisis Pact..or·i-:tl Cl:.i.sico, 1~t..c. ) que involu
cren el uso de los eigcnv.alores en sus r·0sult..::tdos. 

La o.por·t.ación princip.ttl de est.e t.rabojo es la de permitir- un -
análisis satisfacf..orio. secuencial y consist.ent.e del t.ema, r-epr·e -
sent..ando el trabajo mal.erial de consulta import . .ani..e. 
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APEllDICE 

En est.a soccion se present.&ra algunos rc.¡sultados de 
algebra y probabilid<td que fueron usados en este tr<tb<tjo. 

~EMA A-1. Sean X1.Xz, ... ,XN , N vect..ol"es dor1de Xi e RP y sea 

X E Xi / N , entonces 1/ µ "' RP , 
ii:::.t 

N N 
E CXa. - µ) CXa. - µ) T = E CXa - X) CXu - X> T + N ex - µ) ex - µ) T 

a= 1 

DerooGtl"aoión,. 

+ ex - µ) <Xa. - X) T + CXa - µ) <X - µ) T J 

N 
.. E CXa. - X) ex., - X) + 

u=i 

+ ex N T - T 
µ) E CXa - X> + N ex - µ) <X - µ) 

a.=1 

Debido a que I: CXa. - X> • O, el result<tdo es inmediato. 

11 



Toorollla A - 2. Sea 

f'(C) N 

z ln/C/ - Tr CA 

donde C y A son m<:1trices positivas definidas. Entones el máximo de 
f'<C> esta en C ~ N A-• donde toma el valor : 

Domostl".aoión. 

':!P ln N 
2 

N 

z ln /A/ 

Al derivar f'(C) con respecto a Ckt, se obt.iene 

{ ' co.-(Ckk) i 8
kk si k . l 

a f' z N --1cr-- z 
-;n¡;r co.-<Ckt) 

ªkt si k "' l N --1c1---

Al igualar a cero, obtenemos 

A 

e N 

f'(N A-1
) 

ln N 

es decir 

donde f' toma el valor 
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N 
z ln /A/ ~e 

z 
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Teoronta A - 3. Se;:\ X ..... Np (µ,r). L~• función car-.;;,cf.F.Jr•íst.i
co de X est.a dada por 

Demos t.x-aoi ón t 

.p (t,) 
X 

L.:t función c.::1r·ncl.er·ist.ic:.1 dé X puede· obtenerse medümt.e el 
IJS<> de la t.r<tnsf'e>rmación y = z-UZ <X-µ) ' dc•nde E<Y>=O y V<Y>=I. 
La función car·o.ct.er-ist.ic:.:' de Y r••ied<:t escr·ihil'S(! como 

,. 
<1>/t,) = E< e:<pC<t..Tn } = 'º' 'Í'y, et.,) 

por se 111 •... \Yr v;1r·i~1blE1s inder,il'ri<lierii~es. El Viclor· <f:>y.._ Ct.L) co -

rr·esponde .:t 

por lo quE-1' 

exp {- t.~ } 

p 

i~~) .f en exp{
-ro 

rp ((.) 
X , ~ • .Py~t,) = e><p { -

y~ } dy 

t, 1' t.. ) 

de donde se obtiene QIJe 

<P,, (l.) = E { <·xpC<l. TX) } = E { oxp((t.T[¿1/2 y + µD 

. exp (i{,T µ) E { e><p(it, T¿i.'ZY) } 

= c>:p {¿1,.Tµ (f..T ¿i/7.) (t. T¿! ""?.) T } 

. e>i:p {it.Tµ ' z 
¡,T z t. } 

5(, 

} 



T~orema A - 4. Sea ds un vect.or- de N x 1, y denot.emos pol' 

donde X·. - Np Cµ.,Z.). Entoncc,s XT d. l.imie un<• dist.ribución normal 

con p.::(rá1net.1·os MTda y d¡ d~ r. 

La función car.;::tct.erí stica de XT ds cor-responde a 

1' T (\.) 
X d9 

N 
E < e"p(i r; \.T x, d.,) } 

\.::=:i 

Utilizando la independer1ci.a de l;:-t.s variables X1 , ... ,XN , y el 
Teorema A-3, el valo1· de <PxTdo (\.) puede escríbil-se como 

de donde se 

~ 

N 

íl 1' Cdol \.) 
i.=:1 X\. 

e"'p { ;. f,T 
N 

E doc 
t =i 

CX'¡) ( <· l,Tl'!Tds 

deduce que XT do 

N 
íl <'XP { ;. do, \, T µ -

L ::i 

i 
N 

1,Tr f, /J E dsc 
2 

L.:;"f 

(.T di do r t. } 

Np ( MT ds, d¡ do :;: 
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Definición A - s. Se dic1.: qw;f I.:i mat..r·iz Mpxp -t.ic"'ne dist~ri
bución Wish:.n·t.. de dimensión p, con m:1t.r·ir. d~ csc.:tl.;t i: Y N grados 

de liber·t.od, si puedo ser escrit,;:1 como H = E XI X\. donde XL se dis-
L :;i 

tribuye de acuedo :;\ \ln.;t Np cO ,Z). 

Teorema A - 6. S(-l·d X "" Np f.µ .. !.) y Y = A X. donde Ap~p 
es una mat.r·iz de const.ant.r.:s. L<t dist .. riblJGión dt:~ Y es nor·mol mult.i
variada de me di.a Aµ y matriz de covar-ianzas A Z A T. 

Dcmost.raoión. La función de di;:nsid.nd de Y puede obl.ene1·s& 
evalu<tndo lu f11nr.:ión de dcmsid.:td de X c·n l~ t,r.:1nsformación invet'S.;:t 
y mult.iplic;;mdo por el Jucobi.:1no de la tr·.ansformación. La función 
de densidad de Y es(.e< dada por 

que cor·responde ;:t l::t denside;"td de- 1.ma variable norm.al de dimensión 
p. de media Aµ y mat .. riz de covarianz.:is A ! A T. 

Teo1"e111a A - 7. ( Teorema del Limil.e Cent.ral ) Sean 
V1.Vz ..... una sucesión de vectores a.loat.o:rios independient.ese 
ideni..ic.-tment.e dis\.ribuidos, pr-ovenient..e's de una pobl'Aci6n con me-

dia µ Y matriz de covarianzas T , en\.onces J.i E ( Va - µ ) 
o=i 

converge en distribución .J. un" Np ( O,¿ ) cuando el valor de N 

tiende a infinito. 

Deraost.Nloión, Ver Anderson C 1950 pág. 74 ), 
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