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INT RODUCC I ON . 

El objetivo de este trabajo es de dar ,una base para la especi ficación y 

dimensionamiento del equ ipo que se requiere en una operación de extracción sóli

do-1 Íqu ido. 

Pa ra efectuar esta opera c ión hab rá generalmente necesidad de un pret~ 

!am ien to del sólido ya sea por molienda tritui-ación etc., y despúe s se procede a 

agregar un so lvente para disolver el ma teria l desea do o so luto que se encuentra en 

la mezc la sól ida y por últi mo se tendrá una separación me cánica. Los dos pa sos fina 

le s const itu yen una etapa en una operación de e xtracción a contra corriente, 

El equipo que se usa de pende de la fo rma física de los sólid os y de la s -

dificu ltades y costo para tratarlos por lo tanto será mu y variad o. 

En el primer capítulo se da una descri pc ión de los equipos que se util i 

zan más y ta mb ién la forma de e spe cificar uno de ellos, con ti nuando en el segundo 

ca pítulo con la manera grt'ífica de representación del sistema así como los métodos 

para cal cular el número de e•apas ~ecesorias para efec tuar una ex trac ción en las -

dife rentes formas de opera ción inc luyendo los casos cuando la solución retenida es 

cons tante o variable y la condición de eq ui l ib rio o no eq u ilibrio. 

Por último en el tercer capítulo se tra ta n los métod os numéricos para -

determinar las etapas cuando es posible e n un sis tema su poner que se alcanza el -

equilibrio y ¡que la solución reten ida es constan te así como un método de calculo 

que su pone que el inverso de la so lución retenida e s una fun ción de la conce ntra -

c ión w 6.:isados en lo ecuación que se obtiene se vera un poco sobre los costos de -

ope ración . 

Uno de los problemas e n la recopilación de los métodos fu é e l de la no 
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mencloturo lo cual en los cosos donde fué posible se troto' de hacer uniforme pero 

como dentro de los métodos algunos no siguen el mismo tratamiento se les dejo con s 

su nomenclatura original. En todos los cosos lo nomenclatura aparece al final de ca 

do capítulo especificando el método o la que pertenece. 



CAPITULO 1 

Por extracción sólido líquido se entiende la obtención de un material soluble 

que existe en una fase sólida insoluble por medio de un solvente li'guido formando asi'una 

so lución. Al efectuar una extracción puede suceder que el soluto sea fácilmente separa

ble del sólido insoluble y se disue lva rápidamente bajo e l contacto con el solvente o pu=. 

de estar dentro de células o rodeado de material insoluble y disolverse Únicamente des-

púes de una difusión a troves del material insolub le . 

De aguí gue la ve locidad de disolución puede ser controlada por el ccefi-

ciente de transferencia de masa entre so lvente y sol u to o puede depender de la veloci-

dad de d ifusió n a troves de las paredes de las celulas. 

Para mejorar las velocidades de difusión se recurre a subdividir el sólido en 

partículas tan pegue ñas como sea posible por medio de la mol ienda resultando así' que -

las partes sorubles esté n más accesibles al solvente. 

Estos dos casos que se presentan conducen al tipo de equipo que utilizamos 

de tal manera que el equipo de extracción puede dividirse como: 

1. - Unidades que tratan masas de sólidos permeables generalmente por per

colaciÓn del solvente a troves de lechos fi¡os de sólidos sin agitación y 

2. - Unidades que tratan sólidos impermeables o materiales que se desinte-

gran durante la extracción , en este segundo tipo los sólidos son agitados con el li'quido 

y despúes sun separados de él . 

Ambos métodos pueden ser intermitentes, semicontinuQS y conti'nuos 

I} - Entre los equipos para extracción por percolaciÓn podemos mencionar los 

siguientes tipos : 

Tanques abiertos , extractor Bolman y extractor Kennedy. 

Los só lidos de tamaño intennedio para su ex trocciÓn son tratados por métodos 
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de percolación en tanques abiertos, La construcción de estos tanques var(a mucho depen-

diendo de la naturaleza de sólido y l(quido que van a tratarse y el tamaño de la opera-

ciÓn , estos tanques son relativamente baratos, 

Los tanques pequeños son hechos frecuentemente de madera previendo que 

este material no es atiscado qu(micamente por el l(quido usado para extracción. Las par

t(culas sólidas sobre las cuales se efectúa la extracción están colocadas sobre un fondo -

falso. 

Los tanques deben llenarse con sólidos que tengan un tamaño de part(cula -

que sea uniforme y prÓctico de tal forma que ei porcentaje de vacíos sea grande y la coi 
da de presión requerida para e l flujo del l(quido de extracción sea pequeña. 

Despúes de que el tanque se lkena con sólido una carga suficiente de so l-

vente paro sumergir completamente el sólido se bombea dentro del ta nque y la masa ent:_ 

ro se le deja que absorba el l(quido por un período de tiempo. 

El l(quido entonces se drena del sólido sacandolo a través del fondo falso -

de! tanque. Esta operoción entera representa una etapa simple. La repetición de este -

proceso disolvera eventualmente todo el sol:.ito. 

Entonces el Único soluto retenido es aqúel que está disuelto en la solución 

que moja el sólido drenado. Este puede ser lavado llenando el tanque con solvente fres

co y repitiendo la operación tantas veces como sea necesario. 

La extracción de soluto en los tanques de percoladon por los métodos a Flujo 

c ruzad cj:endrÓn inevitablemente como resultado soluciones débiles de soluto. 

Ls solución resultará más concentrada si se us3 un esquema a contiucorri ente 

de tal manera que la solución que resulta de la extracción es puesta en contacto con e l 

sólido más con~entrodo y el solvente menos conce ntrado se añade al sólido en el que m::_ 
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cho del so luto ya ha sido extra(do, 

El sistema Shanks opera en esta forma y este arreglo es tal que evita el mo-

vimien to f(si co de los sólidos de tanque a tanque. Cuand o la ca(da de presión pai:a el 

fluj o del l(quido es tan alta que no resulta conveniente el flujo por gravedad deben --

usar.;e recip ientes cerrados y e l l(qu ido se bombea a través del lecho de sólidos. Los -

tanques cerrados son también necesarios para preveni r las pérd idas por evaporación cua~ 

do el solvente es muy volatil o cuando son deseados tempera turas On'iba de l puMo de --

ebu llic ión del solvente. Los d ise ños vorfo n cons iderablemente dependiendo de k tipli c~ 

., 
c1on, 

Los sólidos finamente divididos , tan finos como para ser trotados por perca-

lo ción en tanques de percolación relativamente hondos deben ser filtrados y extra(dos 

en un filtro prensa bombeando el solvente a troves de lo mezclo. 

Muchos equipos ingeniosos se han usado para mover los sólidos y l(quido co~ 

tfnuomente en un solo aparato tratando de obtener una operación a contracorriente de -

estos el ex tractor Kennedy en un arregl o modemo es indicado esquemáti cemente en la -

Fig. 1.1. Es un equipo de conta cto por e tapas usado paro ace ites de semilla y o iTos -

operaciones de extra::ción . los sólidos son trotados para lo extracción en una st:iia de ' 

charolo s ~son empujados de una charola a la sigui ente en la cascada por paletas míen --

tras que el solvente flu ye a contracorriente, Existen perforaciones en las pa le tas que -

pe rm iten el drenado de sólidos entre etapas y los sólidos son removidos como se muestro. 

El ex tractor Bollman consta de una serie de con jilones Fig , 1.2 coda co~ 

ji Ión tiene perforaciones en el fondo y está unido a un tronportador de cadena que se -

mueve bajando sobre lo derecha y subiendo sobre la izquierda en la Fig. 

Cuando dese ienden . los sólidos son tratados para la extracción en flujo pa~ 
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lelo por una soluc ión diluída; solvente-<iceite bombeada desde el fondo del tanque y e_: 

preada sobre los canjilones en la parte de arriba . El líqu ido percola a través del sólido 

de canjilón a canjilón/ se coleccione en el fond o como le solución concentrada de l acei 

te y es sacada. 

Por la parte ascendente los sólidos son tratados para la extracc ión a contra

corriente por medio del espreado de solvente fresco y esto suministro solución diluida . 

Un tiempo de drenaje corto se da antes que los canjilones se vacíen en la parte de arri

ba. Ha y muchas variantes de este equipo. 

);( ---f.> 2). - La cana 1 iza ción del solvente en la percoloción o en la extracción en 

filtros prensa de lechos fijos, con el resultado consecuente de una extracción lenta e -

incompleta, puede ev itarse por ag itación del 1 Íquido y sólido en ta nques de extracción . 

-{j ntre e l equipo para ll evar a cabo la extracción de sólidos por dispersión y separación 

incluiremos tanques agitados si mpies, tanques pachuca y tanques agitados del tipo Dorr 

junto ~on los sedimentadores. En algunos casos, son util izados tanques c ilíndricos ce~ 

dos colocados verticaimente, estos tienen paletas o agitadores sobre flechas verticales 

así como también fondos fal sos para el drenado de la solución utilizada en la extrac-

c ión1al final de la operación . 

En o tros. casos los tanques son horizontales con el agitador co locado sobre 

uno flec ha horizontal o pueden también estor sobre rodillos y el sólido y líquido son -

mezclados por rotación. Ver Fig . 1.3. Para operación intermitente son usados una va -

riedad de tanques agitados. 

- U-\ Ei .más simple es el tanqu e Pachuca e l cual se emplea bastante en la indus-

tria metolurgica, 

Estos tanques pueden hacerse de madera , metal o con creto. La agitación 
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se efectúo con aire. Los burbujas de aire se elevan o través de un tubo central vertical 

que se extiende desde el fondo del tanque hasta casi la superficie del lrquido. El aire 

se sum inistra en la parte infería¡ del tubo y empuja la suspensión líquido-sólido hacía 

arriba a través de l tubo con una velocidad considerab le . El aire se libera en la super

ficie de l líq uido y la suspensión agitada emp ieza su camino hac ía abajo por la parte -

exterior del tanque y después vue lve o reentrar al fondo del tubo central. Ver Fig. 1.4 

5 i los sólidos están finamente divididos y sedimentan como un lodo com-

presible la cantidad de solución retenida e n los sólidos sedimentados ser6 consid c. :-"ble. 

La ogitaci.Sn y sedimentación con algunas . cargos de solvente pueden ser necesarias~ 

ra recobrar las últimas trazas de soluto y esto puede hacerse a contracorriente. 

Los tanqu es ag itados simples y el tanque pachu ca son operados en fonna -

intennitente1 por costumbre1 sum inistrando una etapa en la operación de extracción, así 

que pueden usarse solos, a unque tamb ien son usados en baterías para extracción o con

tra corrí en te. 

Para operaciones cont(nuas el equipo de contacto por etapas puede cone~ 

tarse en unidades múltiples prod uciendo efecto de mu ltietapas mientras que el e':j \i Ípo 

de contacto cont(nuo puede suministra r el equivalente de muchos etapas en un só lo 

equipo. 

Los sólidos finamente divididos los cuales pueden ser suspendidos fócilme~ 

te por agitación pueden ser tratados cont(nuomente para extracción en cualquiera de -

los muchos ti pos de tanques agitados. Estos deben ser arreglados para flujo contÍnuo del 

lrquido y sólido dentro y fuera del tanque y deben ser cuidadosamente diseñados de~ 

nera que no ocurra acumulación de sólido. Debido ai mezclado completo que se obti=. 

ne en estos equipos actuand o como e tapas simples el sólido y el l (q ui do tenderán a --
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alcanzar el equi librioj <J- ··· 

Dentro de los tanques con agitado res mecánicos el de tu rbi na es el mas uso -

do. 

..,El agitador Dorr utiliza los principios de agitación del sólido por medio de 

aire y de barrido mecánico de sólidos y e s usado e xtensame nte e n las industria s de mi-

nería y quím ica paro extracción y lavado de sólidos fina me nte divididos. Ver Fig . 1. 5 

Para la separación de sólido y l íquido el efluente de los agitadores puede 

mandarse a un filtro sobre el cual el sólido pu~de ser lavado para d isol ver los sólidos 

que se quieren recuperar o a una serie de sedimentadores para la vado a con tra corrien -

te. 

Los sedimentadores son equipo mecánico diseñado especialmente paro in-

creme ntor la relación de sólido a líquido en una suspensión diluí da de partícul as de t.:_ 

maño peq ue ño por medio de sedi me ntación o decantación de ma nero q ue prod uce una 

so lución y un lodo sedimentado como dos prod ucios separados. Un sedimentador de co r::_ 

part imiento simple diseñado por la Compañía Dorr está mos trado en la Fig. 1.6 . Estos 

sec.lim.:ntadores son u~ado~ paro obtener una e x t racción contínua a con tracorriente si -

se conectan en serie y cuando el contacto es inadecuado un tanque agitado se coloca 

en la bateria entre cada par de sedimentadores . 

Debido a la gran variedad de equipo utilizado para la extracción solido 

líquido , al hab lar sobre el diseño nos vamos o concretar a discutir los sedimentadores, 

Por sedimentación se e ntenderá la separac ión por medio de gravedad de -

los sólidos que se encuentre n suspe ndi dos en una soluc ión. 

Ha y una diferencia morcado entre el com portamie n to en la sedimen tac ión 

de sólidos granulare s y muc hos q u ím ico s o pre ci p ita dos ya que con pa r ticul as de ce rca 

de 1)( de diámetro o menor las fuerzas de superficie predom i"la n y surge una te rid e r - ·· 



1 . ' t:.. ':; ~'. !·. ·)•' 
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cia a flocular o aglomerarse 

Hay dos aspectos de la floculación: El tamaño final del agregado y la ve

locidad a la cual se constituye él efecto de la flocula ción es formar ptJrticulas más gra~ 

des las cuales por consiguiente sedimentan más ráp ido. La floculac ión puede ser mecá-

nica o química. 

La mecánica se lleva a cabo por circulación de las part ícu las dando el -

tie mpo necesario para que la floculación se lleve a cabo y la química puede oca sio-

narse por cambios en el PH o agregan do iones o reactivos orgánicos. 

Con respecto a la concentración las suspensiones concentradas muestran 

cara cterística s di fere ntes de aquellas d i luídas y la diferencia es más evide nte para su~ 

pensiones que floc ulan que para aquel las que no lo hacen. 

Para visualizar lo anterior se va a considerar una cilindro que contiene 

una suspensión diluida de part ícu las de diferente tamaño y que tiene concentración 

inicial uniforme. La posici ón de una particula que estaba en la superficie en un tiem

po =O es localizada a diferentes inte rvalos de tiempo coma se muestra en la Fig.1.7 

en lo curva que es designada como "Sedimentación no obstruida". 

La particula sedimentará a su velocidad individual de asentamiento, y -

hasta que se alcanza el punto B la particula empieza a desi:elerar. 

En algún lugar entre By C la pa rticula llega a ser parte del sedimento -

depositado. De Ca D la posi ción de la particula depende de lo compa cto del sedime~ 

to. 

Si la concentración de la suspensión se incrementa se alcanza una caneen · 

!roción en donde las partículas más rápidas fo rma n uno zona y sedimentan col e ctivamen 

te v o uno ve locidad reducida . 
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A un mayor incremenio de conc. esta zona se forma en períodos 

mas cortos hasta que se alcanza un punto donde el asentamiento inicial es colectivo 

y no se observa movimiento de particulas individuales Para concentraciones tan gran

des o más que EÍsta se forma una interfase dist in ta entre las partículas que se estan -

asentando y el líqu ido que se va a clari ficar . La posición de la interfase va ria con -

el tiempo de una manera similar a ia que descr ibe la Fig. 1.7 denotada comd'Sedime~ 

tación obstruida" • C'eberá notarse que esta curva es soio una modif icación de le anl" 

terior. 

El mecanismo de la sed imenta ción puede describirse mejor por observa-

ciÓn de lo que ocurre durante una prueba de sedimentación intermitente asi vemos -

que todos los procesos producen cuatro zonas de cada una con sus cara c terísticas par

ticulares. 

La Fig. 1.8 es un esquema que muestra las posiciones relativas de las~ 

ferentes zonas que son formadas a dife;entes intervalos de tiempo en una suspeí'sión 

densa y floculada . Al principio se tiene una concentración uniforme de particulas 

en toda la suspensión que se Jesigna como B. Tan pronto como el proceso empieza -

todas las particulas empiezan a sed;,nentar y se supone que alcanz~ápidamente las 

velocidades terminales obtenidas bajo las condic iones de "sedimentación obstruidd'._ 

y se fonna una zona A de líquido clarificado con la consiguiente formación de la -

interfase sol ido-1 íquido . 

En la zona B la concentración permanece aproxi madame nte un i ·arme co

mo al principio y la magnitud de la velocidad a la que la suspe ·, sión sedimenta es uno 

función de la concentración . 

V =: I ( \ 

donde v es velocidad de a sentam iento bajo las cond ic iones de " sedi me ntc c iÓr> obs -
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A 
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A 

FIG. 1. 8 Sedimen ta c ión in•e rm¡.erte 



9 

trui da " 

c = Concent ración in ic ia l de partícu las en la suspensión . 

Junto con la formacíon de la zona A otra s dos :!!:Onos e y D se forman.; 

Lo zona C es una regi ón de conce n tra c ión no uniforme y distribuc ión de tamaño de -

pa rtícu la va riabl e qu e constituye una zona de tra ns i c ión en !a que la velocidad de 

sed imenta c ión decre ce de bido al in c remen to en lo concen tración de sólidos. Se -

e ncuentro arriba del mater ial sedimen tad o y se forma n canales a tro ves de los cuales 

se e scapa e l fluido . 

Cuando lo suspe ns ión llego a e stor concentrada en un punto donde los só-

1 idos son sopor tod os me canica mente por los sólid os de aba jo estos constituyen la zona 

de compresión D que inc luye al pr incipio la s partícu las más pesadas y las más veloces 

La s altura s de cada zona varían al contin uar la sed imentación de to! forma que A y -

[' crecen a e xpensa6 de B. 

Eventualme n te se alcanza un punto donde B y C desaparecen y todos los 

sólidos se encuentran en D. El proceso de sedimentación desde este punto consiste de 

lo compres ion lanto de los sólidos forzando al 1 Íquido contenido por es tos a desp la-

zarse ha c ía el líquido clarificado. 

El rproceso de sed imen tac ión puede defin irse aproximadamente por la ve

locidad de sedimentación y el vol umen de sedimentación . 

Lo aproximación matemáti co a los pr inc ipios de sedimentación es más -

compleja de lo que podría pare cer a pr imera vi sta has ta para el si stema simple de ma-

teriales no flo culables . Generalme nte se a cep ta lb res is te nc ia al flujo de una esfera 

e n un líq uido com o el punto de pa rtida paro cuolq ui e r teor ía , La s corre laciones de -

los carac ter ístico s de l fluj o y lo ge ome trio de los cue rpos en uno corri en te utiliza gr~ 

pos a dimensionoles que son onol ogos en.concep to al factor de fricc ión, ya que se de-
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fine un coeficiente de resiste ncia ( 1.1 ) dondeF 0 eslo fzatotal 

ejercida sobre el sólido. '. , es la veloc idad de la cor riente relati va a la partí cula y S 

es el área del sólido proyectada "orma l al flu jo .éste coe fici ente es represen tad o g ro fi 

comente como una fun ción del número de Reynol ds 

es la longitud cara c te ríst ica de la geometr ía . 

Lo v1 ~' 
Nr,=-...:-- donde Lo 

A núme ros de Re ynol ds altos el coe fic ie nte e s independiente de aq uél . 

Como los sólidos que se ma nejan en los p roce sos químicos son a me nudo 

irregulares e n tamaño y fo rma se ha n es tab le c ido correla c iones e n la s que junto con 

el par~metro de tamaño o diámetro de partícu la 1un parometro de forma se ne cesi ta , -

e ste será la es fericidad ( :;; ) Ver Fig . 1. 9 

Si se considera una par t ícu la mov iénd ose a tro ves de un fl u ido en una -

dimensión . Las fuerzas que o c tuan sobre el c uerpo que cae son la fuerza e x terna (F" 

una fuerza de fl ota c ión (Fr: ) y una fuerza de oposici ón o resis te nc ia (F o) debida a 

la fri ccion en la dirección de la vel ocidad ,entonces hac ie ndo un a r.~ o F f or tic. 
' oli do 

1 F ~ 
lisis de las fuerzas : La velocidad term inal o sea aq uélla veloci dad --

constante que se alcanza cuando las fu erzas de aceleración y resi s te~ 

cia de una partícula que cae, son iguales puede e xpresarse como una función de C 0 

así 
V 4 ('-:' ' f ) g D; 

v~ = -----

3 C: /. 
esta ecuación se usJ paro calc u lar la veloc idad terminal e n flu jo laminar, de tro ns i-

ción y turbulento si C , se eva lúa de la Fig 1.9 . Una e xp re sión pa ra la velocida d te_i:, 

minal indepe ndiente de c, , puede desarro llarse pa ra part icu lar en f lu jo lam inar ha-

ciendo uso de la Le y de Stokes 

donde ( 

rodea . 

El efecto de la gravedad esta da do por la expres ión ( · ) g :: D~ / 6 

) e s la diferencia en den'sida d e ntre la e sfe ra y el flui do que la -

Cuando estas fuerzas se balancea n se obt iene la ve loc idad term ina l como 

V " 

( .·, . . 1 g D~ 

18 ~ 
1 i . 2\ 



"/ 

~
'
7
 

I 

o o 

"' 
¡;¡ 

N
 

N
 

. . 
....... 

1 1 

I I 
I ' ' 

J
I/ 

/ 
'l. 

¡_.,;Y, 
~
/
 

~::, 
¡ ,, 

1 
o 

o 
o
<
>

~
 

o 
u 

g 

·~ 

' 1 
_

,_
 ·~ 

~ 
<> 

-
-

~ I~ 
-
-

. . . 
~
>
-
-
-

.. 
.... 

¡ ... 
~ 

1 ' 
g ~
 

w
 

! 

I 
I 

1 

~ 
/ 

ª 
, I 

111 
I / 

,, o 
~ 

e >-• a: 
i 

.g o z 

1 1 

1 

~
 '° .. 

N
 

º· ""' " 
-

º
º 

º 
a 



11 

Si se considera la sedimentación de pattículas macroscopicas a dilución 

infinita cada part ícula :e comportara como · una esfera y segu ira las condiciones que 

se deducen para el coeficie nte de resistencia de una esfera sólida. Sin embargo a me-

dida que la concentración de los esferas aumenta hoy una interacción entre ellas y la 

resistencia se altera, la velocidad es conside rablemente menor que la calculada por -

la e cuación (!. 2} así se propone un factor de corrección (R) que incorpora los P.fectos 

de la v iscosidad y la densidad para un sedimen to , dando una ecuación más conve-

niente basada en lo ecuación 1.2 

(/{-P ) g o; R 
v11=- (1.3) 

!8 µ 

dende v., e< la ve locidad termi nal en "sedimentación obstruida" 

En la etapa de sedimentación que consiste en una compresión lenta de -

los sólidos (zona D ) las velocidades de sediment<:ición son muy lentas y ¡ se considero 

como un caso extremo de "sedimentación obstruida"~la ecuación 1. 3 puede usarse pa-

ro estimar la s velocidades de sedimentación pero estas pueden estar en considerable 

error debido a que a pesar de tomar en cuenta la densidad y viscosidad efectiva del 

fluido no toma en cuenta la aglomeración de la s partículas. 

Los métodos empíricos de dimensionamiento son necesarios debido a la -

cantidad de factores que tienen influencia en la sedimentación tales como densida--

des de líquido y part ícu la, viscosidad, el tamaño de partícula, la forma, la concen--

tración y la magnit·ud de la flo cu lación . 

Estos métod os empíri cos se basan en experimentos, de los cuales el más -

satisfactorio es la observación de lo ve locidad de sed imentación de la dilución mez-

ciada uniformemente en un ci lindro de vidrio graduado J:omo el diseño de los sedimen 
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tadores requieren una especificación del crea transversal y la altura, los métodos con 

sisten en determinar estas cantidades. 

El método q ue se emplee pa ra estimar el o rea , de pe nde del tipo de la pul 

pa que en gene ral refiriendose a los tratado,s en metalurgia sera concentrado y en ella 

se observa un a senta mie nto co lectivo , con una línea de finida de asentamiento, la velz_ 

cidad decrece con el incremento de la concen tra ción de los sólidos. Para este tipo de 

pulpas el área requerida esta basada en dos fac tores: La capa cidad de c lari ficación y 

la capacidad de sedimentación . Ambos facto re s pueden estimarse e n pruebas de sed i -

mentación intermitente . 

La capacidad de clarificación puede e stimarse de la velocidad inicial a 

la cual la interfase só lido-líquido se a siento. El área de un tanq ue de flujo cont ínuo 

debe ser bastante grande de manera q ue la ve locidad a k1 que se saca e l 1 íquido cla-

rifi cado (cal cu lado sobre la base del líquido del derrame superior) es menor que la ve 

locidad de asentamiento. 

La capacidad de sedimentación se calcu la con relaciónes desarrolladas de 

un anál isis racional del comportamiento de una suspe nsión que su fre sedimentación -

intermitente . 

La claridad del derrame superior normalmente no es un problema y el d i

seño es controlado por las condiciones necesarias para obtene r los sólidos sedimenta

dos en el derrame inferior a la cons istenc ia esperadaEsta consi ste nci a es controlada -

por la capacidad de sedimentación del recipiente . 

Inicialmente la concentración es la misma a tro ves de toda la suspensión y 

los sólidos sedimentan a velocidad uniforme. Antes de que los sólidos se depositen en 

el fondo del recipie nte de sedimentación deben pasar a tro ves de todas las cor centr o-
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ciones desde la inicial hasta aqvlla que presentan lo< sólidos depositados. Cada con
o 

centraciór/dilución (los de líquido por libra de sólido) puede cons ide ra rse que tiene 

una capacidad de tratamiento de sólidos. 

Esto es definido como la capacidad de un material de una dilución dada 

para alcanzar una condición tal que la velocidad de :a masa de sólidos que dejan la 

región que corresponde a esa dilución es igual o más grande que la ve locidad de la 

masa de sólidos que entran a la región. 

Si la capacidad de tratamiento de sólidos a cualquier concentn:;ciÓn in-

termedia es menor que :a de la concentración más baja situada arriba los sólidos no 

pueden pasar a troves de e50 región de concen~ración tan rápidamente como aquellos 

que sedimentan dentro de ella y como resultado una zona de concentración interme-

dio comenzara a crecer en la columna y actua co-no una barrera. Si el área para t~ 

ter a los sólidos es insuficiente esta barrero se: formo y todos los sólidos en exceso de 

la cantidad que p•Jede asentarse a troves de esta zona se desplazan hacía el derrame 

superior, Por lo tanto un sedimentador debe tener por lo r.ieno' el área suficiente pa-

ro permitir a los sólidos asentarse a troves de cualquier concentración primor".1i'J l me~ 

te en aquella de menor capacidad de tratamiento de sólidos. 

Con respecto a los métodos se hará mención al de Coe y Clevenger8el -

de Kinchºy el de ToJmage y Fitch1,
3 (fl) 

De acuerdo con Coe y Clevenger el área requerida de un sedi mentodor 

esta determinada por las condiciones encontradas en lo que ell:is designan como "zo-

nas de sedimentación libre". Estas son definidas como zonas en las · cuales los flocules 

estan cayendo a troves de l l(tj uido sin presiona r sobre las ca pa s de aba jo . En esteré-

g imer de" sedimentación 'I ibre" la cantidad de sólidos que pueden sedimentar a t ro ves 

('\ Los -iÚmeros marcados se encuentron en !e Bibl iog ra fía 
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de una sección transversal unita ria sera igual al producto de la velocidad de sedi me n-

tación y la concentración de los sólidos. 

tn una opera ción de estado unifo rr!le, como la encontrada en la sedime n-

tac ión contÍnua * los sólidos tendrán dos co11 ponentes de veloc idad. 

Primero~ ha y una velocidad v de los sólidos con respecto a la pulpa; Se-

gundo , hoy un componente hacía aba¡o v' de la pulpa porque el derrame infe rior se 

esta sacando de el fond o del sed inientador. La vel ocida d total hacía aba¡o de los sóli -

dos es enton ces (v + v' ) y el flu¡o to tal de sólidos es G = C (v+ v') (1.4) 

donde Ces la concentrac ión de sól idos e n la re gión . 

La velocidad del derrame in ferior e s Av' así que la ve loc idad de los só -

!idos e n el derrame inferior es C.A v' y el flu¡o de sólidos a troves del sedimentador 

tamb i e n debe ser G = Q / A = CAv' / A = Cv' (1. 5) 

donde : 

Q es el flu¡o de solidos hacía e l der rame inferior 

A. - Area unitaria 

Cu. Concentración e n el derrame in feri o rJi se elim ina v' de la s --

ecuaciones 1.4 y 1.5 se obtiene : V 

G= Q / A = ....,l-../ C....--.-.1/-c ( 1.6) 

que es la ecuación obten ida por Coe y Clevenge r . 

Para usar la ecuaci ón de Coe y Cle ve nger se necesita algún modelo o -

* En un sedimentador contínuo en operación normal se observan dos zo 
nas la zona superior es de part ícu las con " sedime n tac ión libre" y aba ¡o de esta -
zona se encuentra la zona de compresión que corresponde a la zona D e n un se
dime ntador intermit~'1te. Las2onas B y C del pro ceso interm i tente no se observan 
en el sedimentador contínuo cuando traba¡a normalme nte,s in emba rgo si Jos sól i -

dos no sedimentan en el orea dada una zona de concentración conotante o crrtica 
empezará a formarse . 
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teoría que relacione los datos de labomtorio a lo que sucede en los sedimentadores. 

En este modelo se considera que en la sedimentación libre todas las partí-

culos con una localización dada sedimenian a la misma velocidad y Coe y Clevenger 

postulen que esta velocidad de sedimentación v será Únicamente una función de lo 

concentmción de los sólidos C. 

En las pruebas de sedimentación intermitente Coe y Clevenger descobrie-

ron que podría haber una o dos discontinuidades en la velocidad de asentamiento Fig. 

l .7 ·• Las dos descontinuidades dividen la curvo de asentamiento en una sección de 

velocidad constante una sección primera de desaceleración o tronsiciÓnfJ una sección 

segunda de desaceleración. Si existe sólo una descontinuidad la zona de transición 

se considera ausente. 

La sección de velocidad conslt:lnte corresponde o la sedimentación de la 

pulpa a la concentración inicial de la· prueba. El procedeimiento de Coe y Clevenger 

consiste en hacer pruebas intermitentes en una serie de concen traciones iniciales de-

terminando el comportamiento de "sedimentación libre" a partir de las secciones de 

velocidad constante de las curvas de sedimentación intermitente. 

Se prueban las capacidades de tratamiento de flujo paro las zonas de ca-

da concentrac ión entre aquella de la alimentación hasta la de compresión usando los 

datos de sedimentación libre y la ecuación 1.6 

La capacidad tola 1 de tratamiento de sol idos de 1 sedimentador debe co--

rresponder a la concentración más limitante. debido a que constituye un pu nto de blo-

* El término "sedimentación obstru ida" se refiere a lo concentroción y 
no se contraeone con el término "sedimenta ción libre" del método de Coe y Cleven
ger que se refiere a una zona de sedimentación. 
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queo, Si una zona crítico se forma en el sedimentador tendría esta concentración. 

~método de Kynch suministra un análisis cuantitativo satisfactorio para 

determinar la capccidad de tratamiento de sólidos en su condición critica, A diferen-

cia del método de Coe y Clevenger que necesita medidas separadas de la velocidad 

inicial de asentamiento K inch muestro una forma de determinar lo condición crítico 

a partir del primer período de desaceleración de uno simple curva obtenida por lo -

prueba intermitente de sedimentación sobre una muestra de la alimentación al sedi -

men tador ·l. 
El método de Kinch parte del m:smc postulado que Coe y Clevenger de -

que la velocidad de sedimentación v de una partícula es función Únicamente de la 

concentración de sólidos local o maternáticamente v =:: (C) • La función -

no esta definida y puede cambiar de cualquier manera como la concentración cambia. 

Los sólidos deben pasar o troves de todas las concentraciones desde la in~ 

cia 1 hasta oque !la de los sólidos deposi todos.tomo se di jo anteriormente en cualquier 

concentración intermedia si la capacidad de tratamiento de sol:dos de uno región es 

menor que aquello de más baja concent>Ución situada arr;ba una zona de esa caneen-

tración intermedia se empezara a formar debido a que los sólidos no pueden pasar tan 

rápido como sedimentan dentro de el la, K inch demostró que la velocidad de propagc::_ 

ción hacía ariiba de esta zona de concentración es constante. 

Considerar una capa delgada de concentración C la cual fue formada en 

el fondo de la suspensión en el tiempo t=O y la cual se esta elevando a troves de 

la columna a la velocidad v . i.os sólidos que sedimentan dentro de esta capa pro--

v ienen de una capa que tiene una concentración e - de y una ve locidad con respec 

to a la columna de v - dv pero con respecto a la capa de v - dv - v 

Los sólidos sedimentan hacía afuero de lo capa o la velocidad v con res pecto al re 
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ci piente o v -i- v con respecto a la capa por si misma 

lv+dv+v e - de 

e 

e +de 

Como la capa de concentrac ión e permanece constunte, la cantidad de 

sól idos que sedimentan dentro de la capa deben igualar a aqúellos que sedimentan -

fue ra de la capa 

(e -de) At ( v+dv +v) =e A t (v +Y") (1.7) 

donde 

A crea transversal perpendicular a la dirección de movimiento de só-

1 idos. 

t = Tiempo 

Simplificando la ecuación 1.7 y resolviendo para v 
_ dv d 
v=cdc-'v- v 

y quitando la infi tesima 1 dv se tiene 

dv 
V =e dc - V (1.8) 

De acuerdo a la ecuación v = Gl (c) la velocidad de asentamiento 

bajo condiciones de sedi mentación obstru ida es ona función de la concentración. La 

ecuación 1.8 por sustitución darÚ: 

v=c c '(c)- :D (c) (1.9) 

La concentra c ión de la capa ba jo consideración permanece constante y 

como ::; (e) y : '. (e) tienen va lores fijos v también debe perma-

necer constante. 

El hecho de que la velocidad v a la que una capa de concentración 

e sube a traves de la suspensión, permanezca constante se puede usar para determi-



18 

nor lo concentración de sólidos de lo copo en el l ímite superior de uno suspensión se-

dimentondose en uno prueba intermitente , 

Si una columna de altura Z: es llenada con una suspensión que tiene -

una concentración inicial uniforme C- el peso total de los sólidos en la suspensión 

dende A es el área transversal del cilindro en e! cual se rea-

1 izo lo prueba. 

Conforme lo suspensión sedimento, la s capas de concentración se propa-

gon hacía arriba desde el fondo. Al transcurrir del t iempo cualquier capa de caneen-

troción alcanzará lo interfase sól ido-1 íquido y todos los sólidos habrán pasado o troves 

de aquello. 

Si lo concentración de lo capa es CL el tiempo paro al canza r la inter-

fase es t, la cantidad de sólidos que han pasado a través de la copa es C._A t._ (v,-'- V..) 

Esto cantidad será igual al peso total de sólidos en la columna . 

(J. JO) 

Si ZL represen:O la altura de la interfa se en el tiempo t,_ y como ha 

sido encontrado que lo velocidad de elevación de cualquier capa es 

constante en acuerdo con la ecuación 1. 9 entonces 

V= 1=._, 
L t L 

Sustituyendo esto expresión dentro de la ecuación 1.10 y rearreglondo -

dará: 

C = Ce Z-
z _ .1. V , 

Los datos de laboratorio pueden usarse para ha cer una gráfica de lo al tura 

de la interfase como una función del tiempo como en lo fig. 1.10. Lo pendien te en -

cualquier punto a lo largo de lo cwrva es igual o lo velocidad a la c •J al se asienta la 
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interfase de ese punto pa rticular. 

De esta gráfica el valor de ve es la pendien te de la cu rva en te 

Matemáticamente se tiene que la pend iente de esta línea es 

donde zt es la in tersecc ión con el eje z ó 

sustituyendo Z 1 en la ecuación 1. il se obtiene : 

De aquí se sigue que Z 1 es la altura que ocuparía la pu!pa si todos los 

sól idos estuvieran a la misma concentración como la de la capa en la interfase CL 

Un conjunto de datos mostrando a la velocidad de sedimentación vL 

como función de la concentración C l. se _pueden obtener de una prueba ~e sedime!: 

tación escogiendo algunas t's arbitrarias y determinando la pendiente de la tangen -

te vL) y su intersección ( Z 1 ). 

Este valor de la intersección se usa en la ecuación 1.12 para obtener la 

concentración correspondiente . 

Para especificar el área de un sedimentador se debe determ inar la capa de 

concentrac ión que requiere el área máx ima para pasar la unidad de peso de solidos. 

Esto .- puede hace rse ca lculando el área req ueri da para una serie de concen tración e 5 

. usando los datos de v como r/J (c) desarro llados en los anteriores párrafos y susti-

tuyendo en la formu la de Coe y Clevenger . 

La ca pa de concentración que da el valor más grande de área un itaria es 

usado como base de di se ño. 

Ejemplo A: 
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Una prueba di! sedimentación intermitente se efectuo con una dilución de 

piedra caliza. La interfase entre el líquido clarificado y los só lidos suspendidos fué -

observada como una función del tiempo y los resultados son tabulados abajo. La prue-

ba fué hecha usando 236 gr. de piedra caliza por Lt de suspensión. Si una suspe nsión 

equivalente se alimenta a la velocidad de 50 toneladas de sólid os secos/ hr para prod~ 

cir un sed imento de 550 gm de p iedra ca li za por lt, especificar el área requer ida 

para el sedimentador . 

Datos de la Prueba 

Tiempo hr Altura de la interfase 

o 36.0 

0.25 32 . 4 

o.so 28.6 

1 ·ºº 21.0 

1.75 14.7 

3.0 12 .3 

4.75 11 .55 

12.0 9 .8 

20.0 8 . 8 

Solución . Primero tenemos que obtener datos de ve !. como una función 

de la concentración Entonces se empieza por g ra fica r la altura de la interfase (Z · 

como una fun ción de 1 tiempo ( t ) F ig . 1. 10 a 

A partir de la concentración i>icial de la dilución se tiene que 

(o z ~ = 236 X 36 =8500 gm cm j it 

y de la ecuacíon 1.12 

C = 
850º gm/ I t z! 



Z
, 

:t' 

!_L
_ -

-
-

-
-

tiem
pO

 
(t) 

1 1 1 tL 

"1r~ 
1. 10 

E
 JO>f-\-----1

---+
--+

-
-
+

-
--+--+

-_
_

ji----1 
u t0' 

"' t ! 
2L\¡-;---

t
-
-
t
-

----l-
-
-
+
-
-
+
-

-+---l-~
 

.= .!!! IO 
'il 
~ ¡of--µ~::::¡::==j,-

1-..d::---+-__j 

á 

o '------'-
-
'
-
-
-
-

_
_

¡_
:.---j_____.!_ _ 

__'._1 -
-_L

_
¡ 

6 
10 

12 
14 

1
6

 

tiem
p

o,hr 



21 

Lo tangente de lo curvo en t"= 2 h rs t iene un volar en lo intersección 

de Z: = 20 cm • Lo velocidad de sedimentación en este tiempo es igual o lo pendien-

te de lo CUrVO ~~ = Vl ~ 2,78 cm/ hr y ( L:= 425 gm/ lr 

Otros puntos se obtienen de lo mismo tormo., y se tabulan en la tablo siguiente,. con -

estos se obtiene lo Fig. 1.11 

t, hr Z:, cm v, cm/ hr c, gm/lt 

0.5 36 15.65 236 

.o 36 15.65 236 

1 . 5 23.8 5.00 358 

2.0 20 2.78 425 

3.0 16 .2 1.27 525 

4.0 14 .2 0.646 600 

8.0 11 . 9 0.158 7.14 

Una vez obtenida la relación entre v como una función de lo concentra-

ción pracedemos o aplicar lo ecuación de Coe y Clevenger 

V 

G =O/ A = -.1 ...... 1.,..c------, .... ;c ... , 

usando la v v la c obtenidos de lo 1rafico (Fig. 1.11) osí obtenemos lo siguiente tabla : 

V e l / C 1/ C- l/C., Q/ A 

10 265 .00377 .00195 5140 

8 285 .00351 .00 169 4740 

6 325 .00307 . 00125 4800 

3 415 .00241 .00059 5090 

2 465 .00215 . 00033 6060 

550 .00182 o 
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siendo Cu = 550 gm de piedra ca liza lt 

Para determi na r el va lor mínimo de Q los datos de esta tabla son g rafi -
A 

codos en la Fig. 1. 12. 

Esto grá fica nos dará el valo r mÍn imo como 

- Q ~ 

A Jm i n 
= 4730 cm/ h r 

lt lgm 

que co rresponde a una ve locidad de 6 . 9 cm/ hr \· d e la Fig . 1. 11 cL = 310 gm/ Lt . 

Com o no salen solidos por el de rrame su perior 

0= 50 Ton/ h r = 100, 000 Lb sóli do 
hr 

en tonces A = 100 / 000 
9 .68 

= 10 , 320 ít
2 

/ 
ft/ h r como 4730 cm hr = 9,68 r::rT:i 

lt/ gm ft /' ib 

Debe ser a puntad o q ue e 1 método de K ynch fué desar ro llado sobre la ba -

se de c onsidera r pa rtícul as q ue tiene n el mismo tamaño y formo , sin e mbargo es te mé -

todo es e l mejor cuando se conside ra n pul pa s flocu ladas ya q ue el tamaño y forma de -

los aglomera das se aproxi ma n a la' uniformida d . 

Una mod i ficación del métod o de Kync h fué hec ha por Tulmage y Fi tch p 

Se deri..o del analisis q ue Kynch hace de la pr imera sección de desa celeración de una 

pruebo inte rmitente y selecciona el flu jo de la zona crít ica dire c tame nte par medios 

gróf i cos. 

En una opera ción con tÍnua e xiste una condi ción re fa t ivame nte estatíca de 

la inte rfase salído - líq u ido y el movi mie n to rela tivo e ntre los sólidos y e l líq uido es -

ca usado par el flujo hacía a rribo del líq ui do . En el tiempo los só li-

dos e n la capa q ue e xis ten en la su pe rfic ie de la pu lpa sed imenta n a la velocidad li 

neal 
z! - zL 

t, 
entonce s si los sól idos de e sta ca pa se su pone n como base e 1 

líquido está pasando los sólidos a la velacida C: de 

No todo el líq ui d o se mave ra ha cía la interfase. A lgo a com pa "iara a l os ~ 
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só lidos ha cía el derrame inferi or o sedimento . El vol umen del líqui do que pasa a tra-

ves de la in terfa se es igual a la ca n tidad que sería desal ojada pa ra llevar a los sólidos 

desde la concentra c ión de la capa en la interfase ( ( L) hasta aquella del derrame in-

ferior (Cu) . El vo lúmen de líquido correspondien te a los sólidos presentes en la prue-

bo intermitente sería igual a A (Z 1 - Z .)¡ ya que Z 1 e s la altura que ocuparía la 

pulpa si los só l idos presen tes en la prueba in termitente estuvieran a la concentración 

da la capa y Zues la altura que la pulpa ocuparía si todos los sólidos pres~nte s en la 

prueba interm itente estu vieran a la con centración de l derrame inferior del sed imen -

tador . 

El tiempo que se requiere para que un volúmen de líquido (agua ) fl uya a 

tro ves de una capa de concentración C L se ría 

=Cant idad de ag ua para eliminar 
Velocidad de elimi nacion de agua 

rea rreglando términos 

t ; 
Z 1 - Z ,, - Z 1 - Zl 

A (Z 1 - Z.) 
A (Z 1 -Z,_) 

t l 

dela Fig . l .13porlaley ·detriangulosseveque t= t,_ 

La cantidad total de sól idos en una prueba inte1m ite n te es ( 0 Z0 A 

y lleva ra un tiempo t._. para que esto cantidad de sólidos que se asientan pasen una 

ca pa de concentrac ión C L en un sedime n todor contínuo. Por lo tonto la cantidad de 

sólidos que podrían pasar a troves de la conce ntra ción de la capa por ' unidad de tie~ 

Ce Zc A 
po es t u la cual se puede igualar con la veloc idad de entrada de sólidos pa-

ro dar: 

y A = ~ 
z~ 

1.13 

Comunmen te la ca pa cidad de sedimentación se expresa en términos de 

orea uni tor ia . 
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Area unitaria de una capa se define como el área gue se reguiere para 

permitir a una tonelada de sólidos asentarse a través de la capa de concentración en 

un día. 

Area Unitaria = t.. ft2/ toneladas sólidas/ dio 
C, Zc 

1.14 

éonviene llevar a cabo la construcción gráfica e n las unidades convencionales usan-

do un factor para convertir el área unitaria en sus unidades espe cíficas. 

La concentración críti ca gue controla la ca pa cida d de tra tamie nto de -

sólidos de un sistema es aguella concentrac ión gue reguiere la rnoyor orea transver-

sal. 

Esto concentración normalmente se presen ta en la zona de tra nsi ción en 

el punto donde la compres ión comienza. Var i:is métodos han sido empleados para de-

terminar este punto crítico sobre la curva de sedi r.:entcción. 

El punto de compresión puede est;,narse bisectGndo el ángulo formado 

por las tangentes de la zona de sedimentación obstruida y la zona de compresión. 

Esto bisectriz corta la curva de sedimentación cerca del punto de compresión. 

El método es como sigue 

1.- Se determina Z~ y z ... de los sigu iente s balances;el punto z! 

corresponde a la concentración arbitrariamente seleccionada C,_ , C: Z-:i =ClZ, = C"Z" 

2. - Se dibuja una línea de "sedimento" paralela al eje del tiempo en 

enlaFig.1.13 

3 . - Se dibuja una tangente a la curva de sedimentac ión a tro ves del 

4. - Leer tu en la intersec ción de la tangente y la 1 Ínea de derrame 
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inferior • 

5 . - Calcular el á rea unitaria de la ecuación 1.14 

Cuando la línea de derrome inferior intersecta la curva se sedimenta-

ción arriba del punto de compresión el tiempo t.,_ se tomara como aquel del pun-

to de in tersección ya que cualquier otra tangente intersectará la línea de derrame in 

ferior a un tiempo menor que t .._ . 

E je\ÍIF1lo (B) : 

De un analisis de sedimentación realizado con una dilución que tenía 

una concentración de 3000 mg/L.Los datos se graficaron en la Fig. 1.13 a 

El sedimento pasa en un sedimentador de fhijo contínuo a la veloc idad 

de J ft3 /seg • Si la concentración del derrame inferior ;:¡ue se desea es de 

12,000 mg/Lt cual es el área mínima que debe tener el sedimentodor 

ferior como: 

Solución: 

Se calcula la altura de la interfase a la concentración del derrame in-

e= 12000 rng/lt 

z.._ = Co Zo 
c ... 

3000 = T'20t'.Jo x 40 = JO cm. 

se construye una línea horizontal a la caltura1 co.rrespondiente en la gráfico. 

Ahora se estima el punto de compresión como se di jo anteriormente y 
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se dibuja la tange n te a este punto . Esto línea intersecto la línea huri zontol que re -

pre senta la concentración del derrame i n ferior en t = 11 min. 

El crea se ra igual a 

A - q t - z~ 
) X ) ) " 60 

40 / 30.48 

El procedim iento conven c ional de diseño con sidera a los zonas de ''sedi -

mentoción libre y com pres i ori de manero independiente y recalcan en identifi car el 

punto de compres ión en el comier zo del segundo período de desa celeración . 

En la de term ina ción de l área el mode lo de Coe y Cle ve nge1 supone que 

lo concentración lim i to nte de flu jo no está si tuado en la zona de compresión esto se 

debe a que observa ron que la veloc idad de asentam iento en el régimen de compres ión 

no sólo ero fu nción de la concen tración si no tamb ién de lo altura de lo pul pa . Por lo 

to nto si se aumento la a ltura de la pu lpa lo su f ic iente la s velocidade s serán inc reme'.2_ 

toda s o un valor que ha ce que los flujos correspondientes no sea n limituntes y la Úni -

ca cuestión en diseño sería cuanta a ituro se neces i to en la zona de compres ión. 

La altura de la zona de compresión se determina dividiendo el volúmen 

de lo zona de compresión por el oreo de sed imen tación . 

Paro ca lcular el volume n de la zona de compresión se hara de a cuerdo a 

la conclusión de Com i ngsll:jue obse rvó que el ti empo de retención dentro de la zona 

de compresión es más importa nte que la a ltu ra de lo zona . Este tiempo de re tención 

será lo diferencia entre el t iempo necesar io para alca nzar la concentración del de--

rrame infer ior deseada y el tiempo crítico o sea aq uél necesa rio paro que todos los -

só l idos estén en compresión. 

Se va a ver ohoro como efe ctuar el cá lcu lo a pa rtir de la determ inac ión 

de l ti empo cr ítico. 
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La forma de la curva de compresión sugiere que la velocidad de sedimen-

tación como una función del tiempo este dada por 

donde 

-~ = K ( Z - Z"') 
dt 

Z.-altura de la zona de compresión en el tiempo t. 

z"'.-alturo fi nal de la zona de compresión en un tiempo idinito 

K. -constante pa rti cular para una suspe nsión determ inada. 

Integ ra ndo esta ecuac:ón entre los lím ites de Z en el punto de compre-

si Ón y tiempo t re su 1 ta 

t 
K r dt 

{ 
< 

(l. 15) 

donde Z c es la altura de la zona de compresión a la concentración crítica en la 

cual el tiem po . t se toma como cero . O sea esta altura indica la concentración de 

§Ó li dos que e x is ti~al prin ci pio de la compresión si los só l idos estuvieran distribui--

dos homogeneamente sobre toda la a 1 tura. 

La forma graf ica . de la ecuación 1.15 se indica e n la Fig. 1.14 esta gro-

fi ca se e fec túa por prueba y error ya que Z "' se desconoce. Entonces se supone un 

valor de /. "' y con este se grafi ca. Si la línea que resulta no es recta se debe de 

su poner otro ':'olor de Z"' hssta que se obtenga una línea recta cuya pendiente 

final será igual a K. 

Roberts sugi ere una fo rma de estima r el tiempo crítico . 
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En la Fig. 1.1 5 que represento la curva completo de sedim e n ta ción la 1 í -

nea de compresión se extiende hasta t =0 de acuerdo con la e;uación 1,15 como e.:_ 

tó mostrado y el t iempo crítico se obtiene por un p;omed io aritmético entre Zo y Z.O 

Si la zona de compresión se considera como una entidad puede pe nsarse 

q ue se mueve e n un sedime ntodor a la velocidad promedio de V / At, donde V es 

el volumen de la zona de compres ión tr es el tiempo de retención y A es e l á rea 

trans· .. ersol. Esta veloc idad tiene dos compone ntes, la velocidad de sedi menta ción pr~ 

medio y la ve locidad a la cual e l sedimento concen trado se soca del sed imen todor . 

E 1 volumen requerido por la zona de compre•iÓn será igua 1 a la suma de 1 

volumen ocupado por los só lidos y el volúmen ocupado por los líquidos asociados o los 

sólidos . 

t 

V= Q 1 W L dt 
\ w, 

(1. 16) 

El término wJw.. puede evaluarse como una función del tiempo y el -

término integral graficamente . 

Después c~e que el volumen de compresión ha sido ca lcu lado su altura pu:_ 

de e val uarse dividie ndo el volú¡nen por el área calculada con los métodos anterior--

mente menc ionados. 

Si se desea obtener la altura del recipie r. te de sedimentación se t iene -

que efectuar la suma de cuatro zonas : La zona de "sed ime ntación libre'' o zona de 

solución clarificada la zona de alimentación la zona de tra nsi c :Ón y la zona de com 

presión. 
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"'ara el tipo de pulpo que se ha estado tratando se debe de dar una altu-

ra de 1 a 6 ft para la zona de solución clarificada, con la s alturas más bajas empl~ 

das con mate riales de sedimentocién rápida tale s como los concentrados metalúrgicos. 

Generalmente una altura de aproximadamente 2 ft se debe dar a la zona de alimen-

toción y una toletancia de 2 ft en la zona de transición . 

Ejemplo (C):estimar la altura de un sedimentador que se necesit .. para 

rea lizar la opera ción de l ejemplo(A) Los datos de la prueba darán un valor de 

Z.,, = 7 r 7 cm • La gra vedad específica de la piedra col iza es de 2. 0? 

Solución: 

De la información del ejemplo se puede hacer la siguiente tabla: 

tiempo Z - Z.,, Z - Z.,, w, / w, w .. / w, 
hr Zo- Za:: gm solido/l t agua lt/ gm solido 

B 28.3 1, 0 236 0.00444 

0.25 24.7 0. 871 236 0.00444 

0.50 20.9 0 .739 236 0.00444 

1.00 13.3 0.470 236 0 . 00444 

1. 75 7.0 0.247 392 0.00255 

3.0 4 .6 0 .1 62 525 0 . 00191 

4. 75 3.85 0.136 6.~ 0.00155 

12.0 2. 1 0.0743 850 0.00118 

20 . 0 1.1 0.0389 

:/ o o.o 

El t iempo crítico se eva lúa de la Fig .( 1.15 a)determinando el tiempo en 

el valor (lo ... z~) / 2 

Este tiempo será 0 . 80 hr del ejemplo (A)La concentración final especi-

fi cada es 550 gm/ Lt y el tiempo que se requi ere para producir esta concentro c ión es 
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aproximadamente 3.4 hr. Entonces el tiempo de retención en lo zona de compresión 

es 3.4 - 0.8 = 2.6 hr. 

La ecuación 1.16 se usa para evaluar el volumen de lo zona de compresión 
t 

V= Q (t - t,) + 9_ w, dt ,r; ·: . t, w, 

De lo tablo,,1 la ir.tegral de lo ecuación se evalúa gráficamente y se encue'.2. 

tro que es 6. 89 hr. 

0= 100,000 Lb/ hr 

/>s = 2.09 X 62.3 = 130 Lb/ ft
3 

r r = ( t - t c ) = 2. 6 hr 

Entonces 

V = 100,000 
--''---,1~30~ X 2. 6 ..._ 100,000 X 6.89 

62.3 

V = 2000 + 11,000 = 13 ,000 ft3 

El área que se obtuvo en el ejerr.plo(A~ ra el sedimentador fué 10,320 ft¡¡ 

y lo altura de lo zona de compresión es 

13,000/10,320 ? 1.3 Ft 

Paro tener la altura del sedimentador se sumo 

Zona de cl ari ficación 2.0 ft 

Zona de alimentación 2.0 f t 

Zona de transición 2,0 ft 

Zona de compresión 1.3 f t 

Altura total: 7.3 ft 

Comoarea y altura de lo zona de compresión se obtienen de datos de laboro_ 

torio se necesita n considerar cier•os 'a~tore s :!e seguridad e~ el escalomie,,tc. 
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Para el área calculada un factor cubre las variac ion es en las carocterís-

ticas de la alimentación entre estas están la temperatura, la concentra ción de sóli

dos los cambios de P., y el tamaño de porticula. Este Factor de seguridad varía 

desde ! .10 a 1. 25 y depende del grado de Fluctuación de estas variables y su efecto 

en lo sedimentación. Un segundo factor toma en cuenta el volumen no efectivo en el 

recipien te de sedimentación deb ido o turbulencia en lo alimentación. Este factor de

pende del tamaño del sedimentador y va desde 1.10 pera unidades de aproximadamen

te 100 Ft en diometro hasta mayor que 1.50 pero unidades menores que 15 ft en diá- -

metro. El producto de estos dos fa ctores se apli ca para calcular el área de diseño. 

El volumen de lo zona de compresión colcuiado se debe multip licar por 

un Factor de segu ridad de 1.75 y el volumen resultante se divide por el área ya esco

lado obten ido por los métodos anterio res paro dar lo o 1 tura de diseño. 

Se hace e sto para asegurar la concentración máximo en el sedimento y 

permitir uno cantidad poro olmocen de alimentación. 

Se ha observado pero muchos cosos en base o pruebas de laboratorio y -

experiencias que esta altura no debe de exceder o 3 Ft y si l legar:l o suceder enton

ces el área se debe de increme ntar lo suficiente como paro hacer la altura igual a -

3 ft. 

Poro el sedimentador ,el diseño de los brazos de palos es importante yo 

que el tipo de brozo puede influencias-lo concentración de sólidos en el derrame in

ferior. Y aún de más importancia será lo toreo e¡er.::ido sobre los brazos de palas que 

debe ser suficiente ya que no sólo los pelos deben pasar o troves de sedimentos muy 

viscosos sino también barrer los sólidos hacía el pu nto de descargo. Uno torco más -

grande puede obtenerse o un costo extra del mecanismo relativamente pequeño . Los 

predicciones de los requerimientos de torco son empíricos y aquí lo experiencia del 
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fabricante es vital, 

Las palas san diseñadas normalmente sobre su capacidad de lle var carga 

y na aparece ninguna información disponible sobre la velocidad optima y el ángulo 

pa ra sedimentación efectiva en e sta zonaSe ha sugerid o que una agitación ligera -

ayuda a al canzar densidades más altas en el derrame infer ior . 

Ciertos tipos de palas se usan poro determinadas pulpo s y han sido e fec

tivos. lv\uchos sedimentadores . están equ ipados con equipos de elevación autómaticos 

y con alarmas de sobrecarga de la s palas . 

Para el acumulador de la al imentac ión se usan métodos empíricos de di

seño con objeto de determinar el diámetro y la a ltura y muchos han sugerido que de

be usarse acumuladores profundos pa ra mejorar la c laridad del derrame su perior . Los 

canales del derrame superior, idealmente se deben de extender a l rededor de la peri 

feria total del sedimentcdor pero en r11uchos casos so lo se usa un cuarto de la circun

ferencia y algunas ve ces un canal recto a troves de la superficie de la dilución o sim 

plemente se coloca un tubo. 

En un sedimentador grande es díficil mantener el nivel del derrame sup:_ 

rior por lo que pequeñas cantidades de sólidos pueden nulificar los posibles beneficios 

de un canal per ife rico completo. 

Mucho puede hacerse sobre los métodos de tratamiento de pulpos de muy 

alto contenido de sólidos ya que la densidad del derrame inferior es frecuente que,. 

sea controlado por la densidad máxima que puede bombearse más que la densidad -

máxima a la cual la pulpo puede sedimentar . Las mejoras en este punto tend rán un 

efecto importante en las operaciones de decantación a contracorriente . El derrame 

inferior normalmente se bombea de los sedimentadores por bombas de diafragma• a uri 

que las centrifugas se usan a veces. 
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Cuando los sedimentadores se usan para obtener una extracción sólido-li 

quido contimSa a contracorriente principalmente dos variables controlan la recupera

ción de sóluto '. La relación del volumen del derrame superior al volumen retenido 

en el de rrame inferior y el número de etapas En la practica la primera se afecta por 

la s condi cione s de sedimentación (características de los sólidos temperatura, flocu

lación etc) las cuales pueden cambiar lu concentración de los sólidos en el derrame 

i:"lferior y alterar la relación. 

El número de etapas una vez dete rminado se afectara solo por reducción 

de efi c iencia en el mez c lado entre etapas o por la pérd ida de una unidad por rozo--

ne s mecanices. 

La pérdida de eficienc ia resultara si e 1 tiempo de contacto es inadecua

do o si los sólidos floculados retardan la difusión del soluto. 

Los métodos uti lizados pa ra determinar el número de etapas se van a tra-

taren los dos capítulos siguientes. Estos métodos pueden aplicarse a todos los tipos -

de ._equi po utilizado en la extracción sólido - líquido. 
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NOlv\ENClATURA . 

A - Area transve rsal perpe ndicula r a la dirección de asentamiento ftª 

( ,e- Concentración Lblft
3

; Co, concentración in icia l; Cu concentra-

c ión e n peso de l derrame inferio r; C , concentración e n el l ímite de la capa . 

C 0 - Coeficiente de resiste ncia adimensional , 

l)p - ['iáme tro de par t íc u la, ft 

F - Fuerza Lb; ; F 0 , fu erza de oposición r-,, , fuerza de flotación 

. , - Fuerza externa . 

g - Aceleración de la gro vedad ft/ seg <l 

ge - Factor de conversión 32.17 ft Lb masa/ Lb fuerza seg
4 

G - clujo de sólidos por unidad de área Lb/ hr/ ft ª 

K - Constante 

Lo - Longitud coroctetística de la geometría del cuerpo ft 

r~ ,.- No. de Reynolds adimensional • 

/ - De nsidad Lb ·? densidad del fluido f ' s densidad de la part ícu -
ft' . 

la · s densi dad del sólido . 

Q - Flujo de sólidos Lb/ hr , Lb / Seg 

q - Ve locidad de volumen f t3 .. seg, f t3 ·nr 

S - El área del sólido proyecrada norma l a l flujo f(l 

t - Tiempo seg, hr ,'tu tiempo requerido para alcaT'zar la concentración 

Cu; Te ti empo ~rít ico, tr tiempo de retenc ión; t ti empo para alcanzar la Cl 

V - Veloc idad lineal de una part íc ula ft ,.seg ft 1hr; v_ velocidad de -

elevac ión de la capa de concentrac ión e v. •e loc idad de sed ime n tación term inal ; 

v' 1eloci dad a la que sale el derra'l1e in'er ior; v. •1elocidad e" ' sed ime n tació" abs -

truida "' v., velocidad de la corriente relativa a la part í.cul o. 
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Z - A \tura a •raves de la cual las particular sedimentan Ft; Zi 1 altura 

de la interfase ; Zo altura iniciol'Zu altura de los sólidos cuando se encuentran a la -

concentración Cu· Z"' altura final del sedimento: Zc; olturo en lo zona de compre-

sión o crítica 'Z altura de la capo de concentración C ~ 

V - Volumen de la zona de compresión_, ft 3 

u - Viscosidad centipoises 

© - Operador. 
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CAPITULO 2 

La extracción sólido-líquido sería un problema simple si el líquido pudiera 

se r completamente sepa rado del sólido, o sea si los efectos de adsorción es tuvieran ause~ 

tes. En este caso dando un tiempo de contacto adecuado y poniendo suficiente solvente -

para disolver el soluto nos daría una recuperación completa en una sola etapa, esto sería 

una etapa ideal de 100 % de eficiencia. En la práctica las eficiencias son mucho meno--

res debido a : 1) .- La imposibilidad de obtener una fase sólida seca y libre de solución --

(y de aquí el soluto asociado) por med ios simpl es . 2). - El tiempo de contacto puede ser -

inadecuado . 

La can tidad exacto de solución retenida por los sólidos está determinada por 

el método de sepa ración usado más que las propiedades de sólido y solución salas, Este 

líquido residual es designado como equilibrio en el drenado.* 

·Como el mater ial soluble en lci solución adherida puede ser remcvido por --

extracción repetida con solvente existen dos arreglos que son comunes: Flu'¡o cruzado y 

contracorriente. 

La extracción es llevada más eficientemente pasando el sólido y el solvente 

a contracorriente. 

Para cálculos de diseño o análisis de operaciones nosotros podemos aplicar -

los siguientes principios, El balance de material, el equilibrio alcanzado entre fases y 

la velocidad de transferencia de masa entre fases. Un acercamiento es a través del con 

*Esta expresión no tiene que ver con el equilibrio termodinámico sino que de
pende de que método se emplee en la separación. Estos datos de equilibrio de drenado se 
obtienen experimentalmente simulando las condiciones de operación, Hay algunos métodos 
que tratan de hacer el cálculo de solución retenida pero en último caso se referiran a can 
tidades medidas experimentalmente. Por lo que en este trabajo no trotaremos con tales -
métodos. 
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cepto de etapa teórico la cual envuelve los dos primeros principios y el tercero se usa 

poro transformar e l número de etapas teóricos en dime nsiones físicas para e l equipo. -

Para una etapa teórica la solución retenida po r el sólido y que sale con él tiene la - 

misma concentración que el líquido sacado de la etapa o sea que el equilibrio se al-

canza. Algu nos de los métodos se basan en esta suposición. Esta suposición de ~quili

brio en muchos casos no es vef.lad, Por ejempl o si el sólido tiende a adsorber el soluto 

o retarda la difusión del solu to dentro del líquido . Los cálculos de diseño para esta -

situación se efec túan supon iendo condi ciones de equilibrio y corrigiendo poro el nú

mero de etapas actuales usando el concepto de efic ienc ia to tal . En este caso el nú

mero de etapas requeridas debe ser determinada en el laboratorio simulando las con

diciones a gra n escala. 

Los cálculos pueden hacerse numéricamente pero en muchos casos es más 

fácil hacerlos gráficamente. 

Come un sistema de extracción puede cons iderarse que consiste de tres com 

ponentes: Soluto, solvente y sólidos inertes, la s composiciones de las corrientes deben 

representGrse gráficamente sobre algunos tipos de diagrama que tomen en ~uenta la in

terrelac ión entre las tres variables, 

Dos de los tipos más comunmente usados son: 

1. - Diagrama Triangulares 

2. - Diagramas que pueden ser considerados como una modificación del mé

todo de Ponchon -Sava rit usado en cál culos de destilacíon. 

Ambos diagramas usan los mismos princ ipi os y procedimientos diferenciand~ 

se principalmente en los detalles de obtención de soluciones a los problemas de ex trae 

ción • 
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DIAGRAMAS TklANGULARES. 

Cada punto en un diagrama triangular represento la composición de los tres 

compone ntes de una mezcla. La concentración de soluto esiÓ mostrada sobre la abscisa 

y la del solvente sobre la ordenada mientras que la fracción masa de los sólidos insolu-

bles está indicada por la hipotenusa. 

En ambos d iagromas de la Fig. 2.1 lás 1 Íneas GF / GL y GM represen ton la 

reten c iÓn de la so l uciÓn por 1 os só lid os insolubles (que corresponde al derrama ir. :'<'lricr) * 

como una Fn de la concentración de soluto para tres condiciones d iferentes Jl'lostradas en 

los diagramas . Esta línea se determina experimentalmente de los datos del si~tema escog_l_ 

do . 

En la Fig. (2.1 a)la 1 Ínea de derrame inferio r constante GM es paralela a - -

EF la hipotenusa del triangulo mientras GF pasa a troves del vértice derecho que represe~ 

ta 100 % de sol u to . 

Estas líneas separan la regi ón ::le mezclas de líquido con sólido (de los cua--

les no se puede sepa rar n ing.Jn 1 Íqu ido) y !a reg iÓn de dos fases. 

Esta regíon de dos fases se separa en una fase sólida que incluye el líq•Jido 

retenido en equilibr io y una fase líquida que puede estar libre de sólidos (La linea EF -

en los dos diagramas representa las composiciones del derrame superior o puede tener -

una fracción espec ífica de sólidos suspendidos (línea E' F') . 

Si todo e l soluto está en soluc ión y si la so lución que se adhiere a los só-

1 

lidos t ie ne la misma compos ic ión de la corrien te del derrame su per ior las líneas AC y 

BD rep resentan las líneas de equilib ri ~ ideales. En la Fig (2.la) estas líneas pasan a -

tra vés del or igen (representa ndo 100 % de inertes) . 

Paro condi ciones de no equilibrio o pera condiciones di'! equ ili bri o con ad-
* Se tra duce como' derrame in fe r ior ' la palabra ' underflow'( usada en Ingles ) y consiste de 

sol id os -'- so lu c . retenida(sed imento) ; la palabra 'overflow' que se refiere a la soluc. 
con centrada, se traduc e como de rra me super ior. 
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sorción selectivo los líneos de unión poro los condiciones de equilibrio estarían desplo-

zedas como AC' y BD' • El punto C' está o lo derecho de C si lo conce;itroción de sol~ 

to en lo solución del derrame .superior es menor que aquéllo en lo solu ción del derrame .. 
inferior que se adh iere o los ··~Ó\idos. Los concentraciones desiguales en las dos 10luci~ 

nes indican que hubo un tiempo insuficiente de contacto poro alcanzar el equilibrio y 

/ o adsorción preferente de uno de los componentes sobre los sólidos inertes. Líneas -

de unión toles como AC' pueden considerarse como prácticas si los datos sobre las com-

posiciones del derrome inferior y superior san obtenidas en muestras que simulen las con 

diciones de lo operación. 

D !AGRAMA~ DE PON CH ON-SA VAR lí MODIFICADOS. 

La modi ficación consiste en: 1) .- Considera r a cada corriente como una -

mezcla de solido y solución y 2). - Usa r el rodio de sol ido a solución en lugar de la en-

talpia es;:iecíTica . 

En la Fig. 2.1 b que es la representación de este d iagrama la abscisa es la 

conce ntrac ión de sol u to expresada como frocción peso e n una base 1 ibre de sol idos inso-

lubles. 

Aquí X es la frocción peso de soluto en la solu ción y Y es la fracci ón peso 

del soluto en el sólido o sedimento. 

El valor de Y debe incluír todo el soluto asociado con la mezc la o sea aquél 

disuelto e n la solución adherida así como el no disuelto o adsorb._i.do. 

La ordenada es la rela ción de sólidos insolubles a sol ución binaria ya sea que 

el sólido esté mojado con solución o nÓ y se representa por N. 

En estos d iagromas de N vs . XY la 1 Íneo su perior corresponde a la 1 Ínea de 

líquido saturodo sob re lo carta. Entalpio Vs concen troc ión y la construcción para un 
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proceso de mezclado odiobatico continúo sin cam bio (En un proceso de mez.cl odo ad ia

bático los puntos en el diagrama entalpio Vs , concentra c ión que representa n lo corrien 

te producto y los dos corrientes de al imentación están situados sobre lo mismo líneo rec-

ta.) 

En lo Fig. 2,1 b lo líneo GM es paralelo a la a bscisa y representa las con 

dicione s de derrame inferior constan te. En estos diagramas ~i lo so luci ón que se saco y 

lo solución asociado con e l sólido tienen lo misma composición los líneos de unión paro 

condic iones de equil ibr io serán verticales (líneas AC y BD), Si los dotas de equil ibri o 

paro es te coso se groficoro n en un diagrama x-y resul taría uno curvo idénti co con lo -

líneo o 45° y el coeficiente de distribuc ión es igual o lo unidad . 

Para condiciones de no eq uilib ri o los líneos de unión no son ve rticales 

(lineas AC' y BD ') . 

En los casos en que el salute es completamente solu ble en el solvente, se 

puede tener valores sobre el 
0

ro ngo entero de e o 1. 0 de no ser así, es decir, que el so 

luto tiene una solubilidad limitada Xs. en el sol vente , no se puede obtener ninguno so

lución más concentrado qu e Xs. Este .caso puede represen tarse como e n la Fig. 2.2 

LA EXTRACCION SOLIDO - LIQUIDO E'~ UNA ETAPA S IMPLE. 

GráfiC'lmente una etapa puede mostrarse sob re un diagrama triang ular co 

mo la mezcla de un sólido (So Lb) que ti e ne uno composición indicado por el punto o 

con un líquido (Lb Lb) cuyo composición está indi cado por el punto b, Lo mez c lo re 

sultante M., t iene uno composición que está dado po r el punto m. Poro que ocu rra lo 

separación m debe caer en lo regían de dos foses • Esta mezclo se separo e n uno co -

rriente de sólido (S 1 1 b) que tiene lo compos ición mostrado por el punto c y uno co-

rriente líquido (L1 Lb) que t ie ne lo composic ión mo rcado por e l puntad , estasd, se rá n 
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las composiciones en el equilibrio dadas por la linea de unión . 

Paro encontrar la posición del punto m se recurre a un balance de mate-

riel Fig. 2.3 

Bol deMatTot Sa+Lb:S.+L,=M 

BaldeMatdeComp; Sayo+Lb Xb: S1 y,+L•X 1 .. MX. 

resolviendo y reorreglando estas ecuaciones podemos demostrar que los puntos a,b y m 

así como tambíen c, d y m en la representación gráfica (Fig. 2,4) deben estar sobre -

una línea recta. La longitud de los segmentos de la línea que conecta estos puntos debe 

ser proporcional a las cantidades de las corrientes. 

a m: bm :: ab 
u;- So M 

cm = dm : cd 
T -S- M 

La extracción de una etapa puedP. ser representada tombién sobre el diag~ 

ma de Ponchon savari t del t ipo mo~rrado en la Fig. 2, I b. Una diferencia es que en el 

diagrama de Ponchon las longitudes relativas de las líneas son proporcionales a la can-

tidad de 1 Íqu ido en cada una de las fases y no a las cantidades de corriente total que -

representan las longitudes en los diagramas triangulares. 

Considerar que en la Fig. 2.5 el círculo representa la operación entero in-

cluyendo mezclado y separación de fases insolubles. 

Para muchos propósitos B (que corresponde a Lb de sólido inerte) es insolu-

ble en el so lvente y ¡se obtiene una solución separada de los sólidos, por lo tanto la B 

que corresponde a los sólidos que resultan de la extracción será considerada la misma 

que aquélla de los sólidos que se estén a 1 imentondo. 

Por definición de N 
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B = N,,_ F = E, N, ( 2.1 ) 

un balance de soluto 

F YF _._Ro Xo : E,Y,+R, X, 

un balance de solvente 

F(I - YF')+Ro (1 -Xo ) = F,(1-Y,)+R 1 (1-X 1) 

y un balance de solución (soluto+so lvente) 

F~Ro: E1+R 1 : M 1 ( 2.2) 

El mezclado de los sólidos que son trotados poro extracción y del solvente 

produce uno mezclo M Lb, tal que : 

Y'"', - Y 11 F t Ro Xo ( 2. 4) 
F-l- Ro 

Estos relaciones pueden mostrarse sobre el sistema coordenado de lo Fig 2.6 

El punto F represento el sólido alimentado R el solvente utilizado en lo -

extracción y M represento lo mezclo total que debe caer sobre lo líneo recto que une o 

Ro y f'. 

Los puntos E1 y R1 que representan los corrientes que resultan de lo extra::_ 

ción se localizan en los extremos de lo líneo de unión que poso o traves de M y sus C0".2_ 

posiciones pueden leerse e n el diagramo • Lo ecuación (2 . 1 ) pennite el cá lcu lo del peso 

de E 1 y lo ecuación ( 2.2) el peso de R, • En uno etapa real los corrientes resultantes 

podrían estor representados por E; y R; debido o que hubo un tiempo de contacto insufi-

ciente y entonces podemos recurrir o lo eficiencia de etapa (Y, - Y,') / Y~ - Y, ) 

EXTRACCION SOLIDO - LIQUIDO POR ETAPAS MULTIPLES DE FLUJO 

CRUZADO. 
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El cálculo de la extracción sólida líquido fJOr flujo cruzado* es mostrado~ 

pidamente sabre cada diagrama , Todas las etapas despÚes de la primera son dibujados ~ 

ro indicar la adición de solvente a la fase sólida de la etapa precedente. La Fig . 2.7 --

m.Jes tra una operación de este tipo sobre un diagrama Triangular. 

Como en la operación de una etapa descrito previamente el punto b represe~ 

to la alimentación de solvente mientras que el punto a represento los sólidos alimento-

dos. El punto m, , es localizado por el mismo método descrito para la operación en una 

etapa. La líneo de unión que paso a través de m, localiza lo composición del c1e1rome s~ 

perior o solución d, y lo composición del derrame inferior o sedimento c, de lo primero 

etapa. Enronces se dibujo uno líneo desde e, hasta b , debido que el sedime11to o derra-

me inferior de lo primero etapa se troto con solvente no concentrado. El punto m:¡se Ieee:_ 

liza con las cantidades de los derrames superior e inferior que fueron alimentados como se 

hizo anteriormente. La línea a través de m:i localiza d:i y c 2 las composiciones finales 

de !o segunda etapa. Este proce ~o se repite hasta que el número de etapas rec:iuerido o -

• concentración terminal que se desea es alcanzado. Ver Fig. 2.7 

Ejemplo l. Suponer que se desea recuperar sol de un.o mezclo que contiene -

impurezas que son insolubles. El contenido de sol en lo mezclo es de 20% en peso. Este 

porcentaje se va a reducir a 1 1. 0% . El solvente que se usa es aguo a 80 º F. Codo libro 

de materia insoluble que sale de una etapa retiene 1. 5 Lb de solución bojo los condicio-

nes de operación (ver diagramo) Calcular cuantos etapas son necesarios si en codo eta-

pa utilizamos 267 Lb de agua. 

Solución: Lo alimentación contiene 80 Lb de insolubles y 20 Lb de Na C 1. 

(Bese 100 Lb de mezcla) 

*Por flujo cruzada entenderemos la adición de solvente no concentrado o 

cada una de la s etapas sucesivas por donde va el sólido que se quiere tratar paro lo ex
tracción . 
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La s 80 Lb de insolubles permanecen constantes hasta el final de la operación 

y corresponden al 99 % por lo tanto tend remos 

80 : 80. 8 Lbs totales 

-:99 

• 8 serán de so 1 que no se extra jo: como los sólidos retienen 80 X 1. 5 :120 Lb de solución 

y las coordenadas del diagrama están en fracción masa tendremos una concentración en 

el sedimento de .8 :.004 que es la concentración final que queremos alcanzar. 
120-80 

El diagrama 2.7 a , represen~ esto operación. 

La línea ab une los puntos correspondientes al sólido y solvente que se ali-

mentaron. 

Para loca lizar el punto M, recurrimos a la ecuación que nos relaciona la 

longitud de las líneas con la cantidad total en cada corriente así: 

ab: bm 
---¡:¡.:- ~ 

En nuestro caso 

ab = bm 
367 TOO 

ab = 22 cm 

ab :3.67 Bm 

bm: 5.9 cm y localizarnos el punto M, 

y seguimos el procedimiento que se describió anteriormente hasta alcanzar la concentra 

ción terminal de .004 

E 1 número de etapas es 3. 

Un proceso análogo puede usarse para datos graficados sobre el diagrama m~ 

dificado de Ponchon Savar it, con los sólidos que han sufrido eJCtracción en una etapa 

siendo los sólidos de alimentación o la siguiente Fig. 2.8 

Si la mezcla original tiene como coordenadas M , y N,...,, entonces E, y R1 

representan la s condiciones en el equilibrio. Por un balance de material si el peso de -

E 
1 

B 
N 

tenemos: M, : E + Ro= E,+ R, 

si conocemos la cantidad de solvente podemos localizar M_ po r las ecuaciones 2.3 y --

2 . 4 que nos dan sus coo rdenadas, tenemos así por medio de la 1 inea de unión sus campo -

siciones en el equilibrio y continuamos el procedimiento hosto q•-•e el '1Úmero de etapa s 
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o concentración final deseada se alca nce : 

Ejemplo 2 : El hidróxido de sodio puede hacerse por medio del trotumiento de solución 

de Ca (OH )2 con solución de carbonato de sodio. El sedimento resultante consis 

te de particulas de carbonato de ca lcio suspendidas en uno solución de hidroxido de so-

dio Na OH al 10 %; 0. 125 Lb suspendidas de solido /lb de solución. Esto se sedimen-

ta la solución de hidroxido de sodio es sacada y reemplazada por un peso igual de agua 

y la mezc la se ag itu. Despúes de la repetición de este procedimiento (un total de 2 la-

vados con agua) que fracción del NaOH orig inal en el sedimento permanece sin recupe-

rar? Los característicos del sed imento determinadas bajo las condiciones que represen-

tan o los que se siguen en el proceso muestran ad5orción de sol u to en el sólido. 

X = Fracción peso de NoOH N = Lb CaCO./ Lh de sol n Y = Fracc ión peso de NoOH 
en lo sol ución en el sedimento en la soln rete nida en el 

sed imento . 

0.0900 o. 495 0.0917 

0.0700 0.525 0.0762 

0,0473 0 . 568 0.0608 

0,0330 0,600 0.0452 

0,0208 0.620 0.0295 

0.01187 0,650 0.0204 

0.00710 0,659 0.01435 

0,00450 0.666 0.01015 

*Nótese en el diagrama que las 1 ineos de ec¡u il ibrio están desplazadas se
gú n los datos experimentales y esto nos dará el número de etapas reales. 

* 
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Solución . Los datos de equ ilibrio está n graf ica dos en la Fig. 2.8 a. 

Base !Lb de solución en lo mezclo original que contiene O, 1 Lb de Na OH y 

0.9LbdeH 4 0 B:0 . 125 Lb CoC0 3 

La mez cla original corresponde ol punto M 1 con N,., = 0.125 Lb Ca CO, / Lb 

de solución Y,.. , "' 0.10 Lb de NaOH/ Lb de solución. La línea de unión se grafica a tro-

ves de M1 • En el punto E1 que represento el sedimento tenemos que N, = 0.47 Y1 ::0.100 

de la ecuación E,=_!__= 0.125 = 0.266 Lb de solución en el sedimento. 
N, 0.47 

- O. 266 = . 734 Lb de solución que se sacaron . 

E topa 2 Ro .. 0.734 Lb de agua Xo = OLbNaOH/ Lb solución. 

Un balance nos dá: M;; = E,+Ro = 0 . 266+ 0.734 = 1 Lb de líqui do . 

de la ec uación 2 . 3 

NH ~ : B = B = ó. i 25 = o. 125 
E;t Ro M, """["O 

M1 es localizado sobre la línea RoE, en este valo r de N y la linea de unÍon 

a troves de M~ se dibuja. En E_. N~ = 0 . 62 Y4 "' 0.035 

0 .1 25 " 0.202 Lb 
0 .62 

- 202 = 0.789 Lb de solución sacada 

~topo 3 Ro: 0.798 Lb de agua aña dida Xo '"O 

M 1 = E._ t Ro =O . 202 +O , 798 = 1. O 

La línea de unÍon es lo cal izada a troves de M 3 como en el caso de la eta-

po 2 y en E~ , Nl = 0 . 662; Y, = 0 . 012 

E 1 : B/ N 3 = 0 . 125/ 0.662 = 0. 18·1 Lb de solución en el sedimento Final . 

E! Y, = 0.189 (0 . 012 ) = 0 . 0027 Lb de NaOH e n el sed ime nto, o - - -

(0. 00227 / O. I¡ 100 • 2. 27 % del origi nal . 
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EXTRACCION SOLIDO LIQUIDO POR MULTIETAPAS A CONTRACORRIENTE. 

-/) Balan ces totales y punto M • El balance para una planta de extracción muestra 

4 corrientes. La construc ción de mezclado adiabatico que sol o se apl ica a 3 corrientes de-

be modi ficarse . Esto puede hacerse para propósitos de cá lculo reempla zando el proceso to-

tal por dos procesos ficticios en serie. Ver Fig . 2$ :s'' 

Así, usando la nomenclatura de los diagramas de Ponchon Savorit tenemos: 

o para d iogromas triar:gu la res So+ Lb = M = L, + S, 

si los cinco puntos son graficados uno línea recta a troves de los puntos R, y f..i (ó L1 y S,) 
p 

intersectan una linea recta entre los puntos R,¡p+• y F (ó Lb y So) en el punto M (cuya s --

coordenadas en e l diagrama de Ponchon Savorit son 

D. P. S N"" = B -=----=----
F + R11~ +> 

y~ = F yf +Roir ·H x .. P+I 

F + Rttp•• 

La líneo de operación y el punto !::. 

Los balances totales pueden trotarse suponiendo un mezclador ficticio en cada 

final de la cascada . 

Poro diagramas de Ponchon Savarit . (Ver Fig . 2 . IO>@ 

De lo figura 

t:; = F - R, 

Como la corriente /:; es una cantidad matemática sus coordenadas pueden ser 

negativas. 

Un balance sobre las primeros n etapas y el mezc lador de la etapa 1 dá 

la línea de operación repre sen tada por esta ecuación pasa a través de !:,. , E. y R041 

Todas las líneos de operac ión individuales posan a troves del punto t, , La 
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cantidad fictic ia 6 es el flujo neto de todo meter ial a tro ves de la ca scada cons i-

derada como una sola corr iente o sea e s la diferencia de un flujo E - R y e ste 6 es 

el mismo para todas las etapas . La local ización del punto 6 en el método de cálcu-

lo gráfico está determinado por el balance de mater ia l total por lo tanto la localiza ción 

no es función de sí o no el equilibrio es a lcanzado en cada etapa. La Única diferencia 

en el balance de material para las dos condiciones (equilibrio o no equilibr io) está en 

la relación e nt re las c~·~osi c iones del derrame superior e inferior. 

En la Fig . Y l2 el punto /:!; puede repre sentarse por la ;ntersección de -

líneasFR 1 y E-. p-R Mp •1 . 

Como las corr ientes que salen e n equilibrio de ca da etapa son juntadas por 

la línea de uni5n . E 1 es encon tra do en el fina l de la linea a través de R 1 

Una l ínea de sde E1 a Ó. sumi nistra R 4 etc. 

Las constn;c c iones de las et:ipas pueden ha cerse sobre las coordenadas - -

X Vs. Y. 6-

Ejemplo 3. Se desea ext rcer ace ite de un alimento por medi o de benceno 

usando un extractor a contracorriente contrnuo . La unidad trata 2000 Lb de alimento 

(basados en el sólido e xha usto ) por hora. El alimento sin tratar contiene 800 Lb de --

aceite y 50 Lb de benceno. La mezcla de solvente contiene 20 Lb de aceite y 1310 Lb 

de benceno. Los sólidos e xhau stos contienen 120 Lb de aceite sin e xtraer . 

Los experimentos llevados a cabo bajo condiciones idénticas a las de la -

bater ía proye c tada muestra n que lo so luci ón re tenida depende de la concentración de 

la solución como muestra la tabla. 
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Concentración Solu ción retenida 
Lb aceite /Lb de solución. Lb/ Lb de solido. 

o. o o.sao 

0.1 0.505 

0.2 0,515 

o.3 0.530 

0 .4 0.550 

0.5 0.571 

0 . 6 0.595 

0.7 0,620 

Encontrar a) la conce ntración de la sol ución concentrada o extracto b) la 

concentración de la solución retenida por los sólidos que sufrieron la extracción c) la 

masa de la solución que sale con ei sólido d) la masa del ex tracto e) el número de eta-

pos que se requieren . 

Los datos de la tabla suministran la s coordenadas de la línea N Vs. Y que 

nos representa ' todos los sed imentos o derrames inferiores. Los va lores de Y están da-

dos en la primero columna de la tabla y los valores correspondientes de N son los recí-

procos de los números de la segunda columna. La 1 Ínea NY para el derrame inferior es-

tá graficada como J K en la Figura 2.l2a de las condiciones del problema ; las coorde-

nadas de los puntos F y RH p .... seron: 

Punto F Y; X = 800 = O. 941 
850 

Punto R.,.YóX = 20 = 0.015 
1330 

N: 2000 = 2.35 
850 

N: O 

Estos puntos se grofican y la línea F R ~, . , se dibuja. El punto M está situa 
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do sobre esta l ínea a una distancia 850 = 0.39 veces la .d istanc ia entre los pontos 
1330 850 

F y R,_,p• • medido desde R .... , • El radio de Na Y para el punto E .. p es el radio de l só-

lido al soluto en esta corriente o 2000/ 120:.: 16 .67 

El punto E .. p está situado sobre la línea J K. Una línea recta a troves del ori 

gen con una pendiente de 16.67 in te rsecta la línea J K en e l pun to E.i p y otra línea -

recia a través de los puntos E11p y M intersecto el eje X en el punto R1 • La coorde-

nada X del punto ttJp es 0.12 y aquélla del punto R, es 0 . 592. 

La entrada total de solución es 1330+850 = 2180 Lb y es te igu1Jla a la solu-

ción que sale en las corrientes R1 y E.:p. Es te flu jo está dividido entre las dos corrien-

tes en proporción a los segmentos de la línea R1 M E.ip. La coordenada X del pu nto 

Mes 0.372 y por el principio de centro de gravedad 

E¡¡p = 0.592 - 0.372 2,180 : 1020 Lb 

0.592 - 0.120 

R 1 = 2180 - 1020 = 1, 160 Lb 

Las respuestas de a) a d) son : 

a) O. 592 b) 0 .12 c) 1,020 Lb d) 1, 160 Lb 

Para determinar el número de etapas ideales el punto Aes establecido como 

la intersección entre las líneas rectas a troves de los puntos F y R, y EN p y R>'P~\ 

La constru cc ión de Pon chon Savar it esta mos trada en la figura y de esta el 

número de etapas ideales en contrada es 1 igeromente menor que cuatro. La respuesta a la 

parte e) es entonces, cuatro etapas. 

Diagramas triangulares. 

El cálculo del número de etapas es hecho de la misma manera como en los 

métod os gráficos de ex tracción 1 Íquido - 1 Íquido. 

Las concentraciones term inales son establecidas a y b, a la entrada y e la 
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composi e ión de la corriente de sólido (Sn Lb) y g la concentración de la corriente de 

líquido (L1 Lb) a la salida. Ver Fig. 2,.11 

Una 1 Ínea a tra ve s de los puntos g y a intersec ta la línea a tra vés de e y ben 

,." 
el pun to 1:::. • El conteo de las e ta pas es he cho por la manera convenc ional siguiendo 

las líneas de l punto A (A = L,, - S, '" L} - S1 o si el me zclador se toma del otro la-

do~ = S, - L1 = S, - L,, ) y la s líneas de un ión para e l eq uil ibrio hasta que la caneen-

tración terminal deseada• se alcanza . Fig . 2.13 

Ejemplo 4 . Un proceso a contracorriente se utiliza para tratar por extracción 

420 toneladas de una veta por día con 200 toneladas de agua la cual contiene 1% de sol~ 

to en pe so . La veta contiene 16.8% de sol uto y 16.5% de agua y lo demás de ine rtes. 

El derrame super ior o sol uc ión descargada de el proce so contiene 33% en pe-

so de so luto; el 88% del so luto conten ido en los só lidos a limentados se va a recuperar. -

Los datos muestran que no se puede cons ide ra r consta n te a l derrame inferior. 

DATOS E X P E Rl~ENTALES DA TOS CALCULADOS 
Fracción peso en el se-

Lb solución Lb soluto Lb/ Lb inertes dimen to . 
Lb inertes Lb solución Sol u to Solvente Sedimentos Sol u to Solvente 

0.473 o o 0.473 1.473 o 0.321 ¡ 

0.515 0.147 0 . 076 0.439 1.515 0.050 0.290 

0.575 0.301 o. 173 0.402 1.575 0 .110 0.255 

0.631 0.401 0 .253 0.378 1.631 0.155 0.232 

0.686 0.479 0.329 0.357 1.686 0.195 0.212 

0.812 0.580 0 .471 0 .341 1.812 0.260 0.188 

Calcular el número de etapas ideales requeridas. 

Solución. Las composiciones del derrame infe rior son c~lculadas usando los 

dai::is experimentales como se ve en la tabla , Los datos de las dos últimas columnas son 
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graficadas como la línea KL en lo Fig. 2.13 o 

La composición del sedimento o derrame irferior que se descarga está deter-

minado como sigue: 

Base 100 Lb de sedimento alimentado 

Soluto en la olimentación = 16. 8 L b 

Solvente en lo alimenta ción : 16.5 

Inertes en la a limentac ión : 66.7 
100 . 0 Lb. 

El sedimento que se descarga con tiene: 

(0.12) (16.8) : 2.016 Lb de soluto, 66 . 7 Lb inerte ó 2.016 = 0. 0302 Lb soluto/ Lb inerte. 

66.7 
Por interp0lación en la columna 4 de la tabla 

Lb sol ·1ente :ü.473 - (0.0302) (0.034) = 0.459 
Lb inertes 0.076 

por consiguiente la composición del sedimento descargado será: 

Lb Fracción peso 

Sol u to 2.02 0.02 

Solvente (. 459) (66.7) 30 . 62 0.31 

Inertes 66.70 0 . 67 
99.34 1. 00 

Las composiciones terminales son conectadas para es_tablecer el punto 6. 

La construcción de etapas sobre el diagrama se efectúa en la forma convencional y esto 

dora cuatro etapas ideales. · 

Hasta ahora se han visto los diagramas para representar a los sistemas de tres 

componentes y como determinar el número de etapas, pero falta considerar el ú ltimo -

punto sobre que tan cerca representan los.diagramas al numero de etapas reales . 
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Si se alcanzan las condiciones de equ ilibrio y estas representan las condici~ 

nes prácticas de operación el cálculo es simple y las líneas de equilibrio pueden ser m:_ 

zadas de la manero usual y el número de etapas será igual al real. 

Si se tiene la condición adicional de que la solución retenida en el derro-

me inferior o sedimento sea constante , entonces los métodos de cálculo convenientes -

son la solución a nal ítica presentada por Baker~6Mc Cabe 4o Chen que se veron en el p~ 

ximo capítulo. 

En caso de que el sólido e¡erza acción de adsorción sobre e l soluto o el tie'!!_ 

pode con tacto sea inadecuado se supone que se al canzan las cond iciones de equilibrio 

y se corrige paro el número de etapas reales usando el concepto de eficiencia total • 

. 
· La eficiencia de etapa total está de finida como la relación del número de 

etapas en equilibrio que se necesitan paro una se paroción dada al número de etapas rea-

les utilizadas en la opera ción (es te número de etopas reales debe ser detenninodo en el 

laboratorio simulando las condiciones a gran escala) . Aunque la eficiencia tota l es sim-

ple paro usa r en los cálculos no nos proporc iona las variaciones en eficiencia las cuales 

pueden ocu rr ir de e tapa a etapa,. (para las etapas individuales se usan las eficiencias de 

Murph ree). 

Entonces la eficiencia de etapa se define para describir la falta de equili-

brio,dentro de las condiciones de no equilibrio existen métodos que se basan en datos -

experimentales y son en tratamiento un poco diferentes que aquellos tratados por el ---

acercamiento usual a troves de la etapa teórica y efi ciencia de etapa de tales m,étodos 

se pueden menciona! el de A11T1strong y Kammer Meye r~ ')- el de George!6 



En los diagramas que se mencionaron anteriormente se podría te ne r el .mis-

mo resultad o de estos métodos con solo situar las lineas de equilibrio entre la s condicio -

nes experimenf'ales '!' 

Entre otros ti pos de trota mientc se puede mencionar e l de Sc heibel. 

----P El método gráfico de Armstrong uti lizado para determinar el número de un í-

dades requeridas en un sistema de extracción sól ido-1 Íquido a contracorriente tomo en 

cuenta e l e fec to de adsorc ión del salute en el sólido y el mezclado incomp le to de la 

solución re tenida por el sólido con la solu ción de l de rram e superior la uni ca limitación 

es que la solución no llegue a estar saturada con el so lu to . El método se aplica fácil--

mente pero requiere la de termina ción de datos experimentales. Se requiere de los si - -

gu ientes datos: El peso de la solución y del soluto que son reten idos por los sólidos - -

inertes como uno función de la concentra ción de la soluc ión que se va a saca r (derra-

me supe rior) ambas de estas relaciones pueden obtenerse por rno serie de experimen -

tos simples. Las condiciones de labora to rio deben escogerse cuidadosamente de manero 

que el sedimento sólido sea idén ti co en cantidad y composición al que se obtiene en la 

planta. 

Si el sistema de extracción ente ro es considerado como una unidad, las si -

guientes cantidades deben conocerse o pode rse determinar (*) 
---.,. 

Fig.G .14) b 

* Véase ejemplo 2. 
(*)Véase nomenclatura del método de Armstrong. 
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lm relaciones entre estas cantidades son: 

Sf = Wf Xf 

Sd: Wd Xd 

De datos experimentales 

wd = f 1 (Xm) (2.5) ot 

Sd = f 1 (Xm) (2.6} 0 

Balance de material para ias so lu ciones 

Wf + wf = Wd + wd (2. 7) 

Balance de material de so luto 

Sf+sf = Sd+ sd (2.8) ,j 

Son once variab les , y seis restricci ones (ecuac iones) por lo tonto el humero 

de variables que tenemos que espe~ificar son ( 11 - 5 } = 6 

Las condicici nes llenadas e n la supos ición de vaíiables para evitar que los 

ecuac iones se hagan incompatibles son los siguientes: 

En cua lquie ra de las corrientes que entran o salen del sistema, excepto el 

sedimento a la salido no se pueden fijar más de dos cantidades. 

Segundo, no se puede fijar más de una de las tres cantidades que forman 

parte de las 4cuociones 2.5 y 2.6 

Tercero, no se pueden fijar más de tres cantidades en las ecuaciones 2.7 

ó 2.8 

En general una solución completa de las 6 ecuaciones no se necesita sino 

Únicamente las siguientes cantidades son nece50rias para lo aplicación del método. 

Xd , Xf (Wd - wf ) el cual es igual a (Wf - wd )) y (Sd - sf ) el cual es igual o 

(S f - sd ) 
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Un balance de material paro soluciones tomado sobre las primeros n unida-

Wnt 1 = Wd - wf t wn 

Un balance de materia para el soluto en la misma unidad e s 

Sntl: Sd - sf+sn 

Por lo tanto 

Xntl = Snt1 

Wnt• 
= (Sd - sf ) + sn 

0Nd - wf) + wn 

(2. 9) e 
Las cantidades (Sd - sf) y ( Wd - wf) son constantes paro el sistema y 

están determinadas par las condic iones finales 1 sn y wn son funciones de Xn (determina-

das por experimento) . Por lo tanto de la ecua ci ón (2.9) el val or de Xnt 1 puede se r de-

terminado y la ecuación reaplicada a la unidad ( nt 1) 

El proced im iento para la determ inación gráfica del número de unidades es 

como sigue: Paro varios valores de Xn los val ores correspond ientes a Xn+• son ca lcula 

dos de la ecuación 2.9. Una gráfica de Xn+• como ordenada contra Xn cCJllT!o obsci-

sa se muestro en la Fig. 2.15 la cua 1 incluye la 1 inea Xn = Xn+ 1 

~ 
El número de unidades se obtiene trozando una recta desde el punto Xd 

sobre el eje Xn vert icalmente hasta la curva Xn Vs . Xn+ t luego horizontalmente 

desde el punto de in tersección hasta la linea diagonal. Desde esta intersección otro 

línea vertical se dibuja hasta la curva y los pasos subsecuentes se completan hasta que 

el va lar de Xn + 1 corresponda a Xf. E 1 número de 1 Íneas verticales es igua 1 a 1 número 

de unidades requeridas. <f'"",,..,_ __ 

Ejemplo 5 

El hidróxido del ejempl o 2 es la vado del carbonata de calcio e n un siste -

ma de decantación contínuo a contracorriente . 
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· El sedimento que entra al sistema contiene 1.50 Lbs de solución por Lb 

de carbonato de o:ilcio. La cantidad de hidróxido de sodio en el sedimento es equiva-

lente a la cantidad de carbonato de calcio. La solución del derrame superior del pri-

mer sedimentodor es de 10% enpeso de hidróxido de sodio. 

El sedimento al último no contiene más del 1.5 % de l hidróxido de sodio 

que entro al sistema. El agua es añad ida en el último sediment<Jdor. 

Encontror el número de unidades requeridas basando el cálculo en la supo -

sición que en la práctica dará cantidades y composiciones correspondiendo con la si--

guiente tabla de datos! 

Xn wn Sn Xnt • So luto 
Solucion 

.0900 2.02 0.185 .0206 

.0707 1.90 .145 . 0161 

.0473 1.76 .107 .0117 

.0330 1.67 .0755 .00789 

.0208 1.61 .0476 .00446 

. 01187 1.54 .0314 .00245 

.00710 1.52 .0218 .00124 

.00450 1.50 .0153 .00042 

Solución con los datos dados 

Wf: 1.50 

sf : (2 X 40) / 100 : .800 

Sd : . 800 X .015 = .0120 

*Estos datos son los mismos que aquellos utilizados en el ejemplo 2, sin 

embargo se consideran otras cantidades así N = 1 
wn 

y Y: sn 
wn 

' 



Xd = . 100 

Sf =O .O 

De ecuación (2.8) 

Sd =o.o + 0 . 800 - 0 . 012 = o . 788 

Wd :0.788/. I :7.88 

La ecua ción (2.9) queda 

Xnt1 = 0.788 - O,BOO+Sn 
7 . 88 - 1. 50 + Wn 

Xnt 1 : --0.0120 + Sn 
6.38 t Wn 

(2.10) 
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Las primeras tres columnas de la tab la dan los datos determinados e xperi me n-
(Ó 

talmente. La cuarta da los valores calculados de la ecuación (2.10) Ver Fig. 2 . 15 

En lo Fig. 2.15Xnt1 está groficodo contra Xn . Se empiezo el cálculo en el 

punto Xn = Xd : O.O dibu~ndo uno línea vertical hasta lo curva en el pun to de intersec-

ción ~se dibuja una línea horizontal hasta la línea diagonal y se intersecta en~, de el 

punto ~- uno 1 i nea ver ti ca i se dibuja has ta lo curvo y e 1 proceso se re pi te. Lo 1 Ínea ver-

ticol del punto=. intersecta el eje Xn antes de alca nzar lo curva de tal manero que lo si_ 

guiente línea hor izontal estaría abajo de Xr.tl : Xf = O.O El número de unidades es cuatro . 

~En el métod o de George !os datos experimento les son necesarios ya que lamaª-

nitud de lo adsorción o difusión del soluto dependen del sistema particular . La condición 

de no equilib rio se puede representar en un diagrama triangular 

Si la separnción e s bajo condiciones de equilibrio se puede dibujar uno lí--

nea a través del punto A y el origen y entonces los puntos D y B representan las candi-

cienes del derrame su perior e inferior para esto se paraci ón. 

Si las condiciones de no eq u ili brio tuvie ro n que representarse sobre este d io 
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grama, el sedimenta tendría más salute que el pu n ta D y una composic ión a la derecha di 

gamos el pun to F, La concentración del de rrame superio r estaría determinada por la inter 

· sección de la h ipotenusa con la línea dibujada a troves de los puntos A y F. 

El r:nétodo puede re sumi rse com o sig ue: 

Se preparan me-z:clas sól ido-1 Íq u ido que contengan cantidades va riadas de so lu 

to y se extraen en un periodo de tiempo o una tempe ratura espe c ífica , usando una relación 

solven te alimentac ión. 

Lo mezcla se separa en derrame supe rior e inferior por cualqu ier medio que se 

considere me jor ya sea fi ltración,centrifugación,sedimentación . 

Los de rrames para cada mezcla se ana lizan y se de termina , la relación entre su s 

conce ntraciones de soluto así como la línea que represento el equilibrio en ei drenado. 

Usando estos datos el problema de ext rac ci~n es re sJel to gráficamente para de

te rmi nar el número de etapa s reque ridas en una extracción a contracorriente, ~ 

Ejemplo 6 . Para determin~r el nú me ro de etapas requerida; y el so lvente reque

rido por este método supongamos q ue tenemos una mezcla a la q ue se le va a remover un s~ 

lu to A de la alimentac ión So • La alimenta c ión será 30% de solven te, 14% de so luto y 56% 

de ine rte . 

El producto inerte Sn contiene 99.5% de inerte sobre una base seca y el derra

me su perior fina l L contiene 6 % A . Las condiciones de no equilibrio se seguirán y la Fig. 

2 . 16 represento la relación entre la s concentraciones de soluto en los derrames • 

La línea de equilibrio en el drenado es aquella mostrada en la Fig . 2.17· En la 

ex tra cción se usará solvente puro (Lb). 

La solución de este problema se muestro en la Fig . 2 , 17. La al imentación, el 

producto en el de rrame in fe rio~ el prod ucto en el derrame superior y el solvente están in

di cados por los puntos So , Sn, L, y Lb respecti vamente . El sol vente requerido puede de

terminarse rápidamente conecta ndo Sn > L, y Lb y So , La interse cci ón de estos líneas es 
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llamado comunmente el punto M. Lo relación de . so lvente o alimentación esto dado po r 

lo relac ión de los long itudes de los líneos en este coso 2. 15 Ver Fig. 2, 17" 

El número de etapas requeridos se determino ahora de uno manero si milor o 

lo ut i lizado poro condic ion es de equ ili brio. 

Lo concentra c ión de soluto en el derrame inferior es determinado de lo Fig . 

2.16 o uno concentración de salute en el derrome supe rior de 6%. Esto líneo es mostro-

do como L
1 

5 
1

• Obviamen te esto línea no poso o troves del vertice del tria'ngulo , Lo 

líneo hacía el vértice represento el coso cuando se siguen lo s condiciones de equ ilibrio 

y lo concentra ción del derrame inferior en es te coso sería S~ . Pura determinar L 2 el --

punto l:i. y S 1 se conectan, lo intersección de esto líneo con lo hipotenusa e s lo composi-

ción de L'l • El derrame S._ es localizado usa ndo lo Fig. 2.16 de lo mismo manera como 

5, . Lo const rucción co ntinú"o ha sta que lo compos ic ión Sn se a lcanzo en lo líneo del 

derrame inferior (o de equilibrio en el drenado). En este coso lo e x tracción necesi to --

tres etapas. 

Nosotros podemos determinar ahora la s eficiencias de cada etapa indi vidual 

Esto eficie n;:ia por etapas es análoga a lo eficiencia de platos de Murphree usada en des 

tilación. 

En este caso la ecuación de efi cienc ia sería: 

e : Xn - Xn•' 
Xn - x;, •. 

donde X'n+• es la concentración de Xn+1 si las condic iones de equilibrio se siguen. 

El concepto de eficiencia de etapa puede usarse poro determinar las candi-

cienes Óptimas de tiempo y temgeroturo de operación. 

~-~v Segun S heibel 2 º G·s po~ible simplificar el cálculo de las operaciones só li -

do-líquido considerando la analogía a la e xt racción líquido-líquido . La s de ri vaciones 

son hechas en la nomenclatura de la extracción líq uid o-líq uido ·' . 

'*l Ver nomenclatura al final del capítulo , 
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En esta analogía el líquid o que se adhiere al sólido es considerado la fa-

se pesada y e l líquid o que corresponde a la soluci ón conce ntrada es considerado la 

fase ligera. Cuand o el sólido no exh ibe fuerza s de a dsorción para el solvente y ade-

má s el sólido y líq u id o están tan Íntimame nte mezclados que se realizan las condi--

c iones de equili brio , el líquido que se adhiere al sólido tendrá la misma composi--

ción como la soluc ión del derrame su perior y el coef iciente de distribución será la 

unidad entre las dos fase s hipotet icas . 

Por otro lad o si e l sólido tiende a adsorber el solu to o a retarda r su difu-

sión a la solución de tal fo rma que no existe equ i librio entre la s dos fases e l coefi--

ciente de distribuci ón e s me nor que la unidad. Deberá notarse que la concentración 

en la fase pesada es calculada considerando todo el soluto dentro del só lido disuelto 

en la solución retenida. Pa ra el caso de extracc ión múltiple en fo rma intermitente -

el cálculo se hace en Forma numérica y · se ve rá despúes. En el proceso a contraco--

rr iente se considera que independientemente de las características de equilibrio o no 

equi librio si:! pueden en con trar dos casos :que el derrame inferior sea constante o que 

sea va riable. 

Si el derrame in fer ior que depende de la s características de sedimentación 

del sistema es constante, el problema se puede tratar más facilmente de Forma numé-

rica para el equilibrio como ·1eremos en el próximo capítulo. 

· .~ 
Para la operación de ex tracción sólido-líquido a contracorriente Fig . 

2.18 cualquier tipo de uni dades consistentes pueden usarse para H que es la cantidad 

de líqu ido adhiriendose ol sólido y paro L que es la cantidad o parte de solvente, • 

X y Y son frac c ione s y cuando H es tomada como el peso de so luci ón qu e es el mé-
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todo usual, debe de in cl uir todo el material capaz de ser extraido a unque parte es-

té adsorbido o atrapado en el sólido . En estas unidade s X y Y se exp resan en frac --

ciones peso. 

En los casos donde la concentración de so luto varía mu ch~, su efecto so-

bre las propiedades de la solución pued e ser grande, como para producir una varia-

cién apreciable en e! va lor de H. 

En este caso se requ ieren datos experimentales para evaluar la cant idad 

de líquido reten id o en el sólido para concentraciones diferentes de soluto y se obtie-

ne deja ndo a la suspens ión asenta rse en un tiempo equivalente al tiempo de residen-

c ia en cada etapa de la unidad completa . 

Un bala nce de soluto al rededor de la e tapa n de la Fig. 2. 18 dá 

Un balance total dá : 

L,,.. 1 = H0 - H,.+ L,..., 

dividiendo do: 

H. x. - ( H .. x .. - L ... :vN .. ) 
H,-(HM- LH.J (2. 1 J) 

La ecuación indica que en una gráfica de Hx ( la cantidad de so luto que 

se retiene en el sólido) contra H Y , .. 1 es la pendiente de la 1 Ínea entre (Hn Hn Xn) 

y un segundo punto de ordenada H"' X,. - L •• YN .. y de abscisa H, - L~·· , Este se-

gundo punto es fijado por las condiciones del problema . El otro está situado sobre la 

curva de . equilibrio y se determina experimentalmente . Sobre esta figu ru lo concen-

!ración de soluto en la solución Xn es la pe ndie nte ent re cual q ui er punto sobre la Cl'í 
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va de eqL•: libria y e l or;;:¡en . 1:oma en una e tapa en eq u ilibri o Y, ... 1 = X . ... 1 uno se-

gunda líneo const ruída o través del origen con la mismo pendie nte como la lín ea ante--, 

rior localiza el punto (Hn., , Hn.1 Xn .. l y lo construcción puede repe t irse para la si-

gu iente e tapa . 

Ejemplo 7 • Este método es i lustrado en la Fig . 2.19 aplicado a l problema 

del e jemplo 3. 

La curva de equilibrio basada en 2000 Lb de alimento se g raf ico de los datos 

dados y la loca liza ción de l punto F se calculo oco rdo ndonos de los relaciones anteriores. 

De la s especifica ciones del prob lema Hw X,.= 120, L,..,Y,..,= 20 

L,. .,=1330 y de la curva de equ ilib .rio a H,. X,.= 120 , H,. puede detenni na_:_ 

se como 1,010. El pu nto F esto localizado en la ordenada (H.. X.., - L ... ,Y,..,) y en lo 

absc isa (H,.. - L .. .. ) entonces esto. en ( -320,100) . El balance de soluto y bala nce toiol 

muestran que la concent ración de ace ite en la solución concen trado debe ser: 

700/ l, 170 = • 598 = Y, para llenar las e specificaciones del prob lema. Entonces lo líneo 

OA se construye con una pend iente de 0 . 598 • X, hos to inte rse c ta r la curvo de equili-

brio e n e l punto A el cua l repre sen ta las cond iciones de equilibrio en la primera etapa. 

La lín ea A F cuya pend iente nos proporc iona Y .... 1 se dibujo y la líneo OB 

es cons truído paralelo o AF poro obtener Xn+ 1 . La líneo BF se dibujo y lo operación 

se repi te hasta que lo can ~i dod Hw X .. sobre lo líneo de equilibrio es rebosado. En este 

coso el pu nto D sobre la curvo de equilibrio está ligeramente aba jo del valor de 120 y 

esto indica que se nec esi ta un poco menos de cuatro e tapas , 

Cuando se desea determ inar lo cantidad de solvente que se va a utilizar • 

(dada una recuper Jc ión específico y número de etopo s)o la re cupe ración obtenida --
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(dado lo cantidad de solvente y el núme ro de etapa s) el problema requiere un procedi 

miento de pruebo y e rro r. El núme ro de intentos pu ede mi n imizarse estima ndo un va lor 

promed io de H, de lo curvo de equilibrio y un valor promedio de L que seo consis ten te 

con e l valo r de H de tal mane ro que se c umplo e l bala nce total de lo unidad . El uso -

de estos valores promedio ·en los cortos desarrollados por Underwood (ver e n el capítu lo 

si guiente) dá uno solución lo cual se pued e usar como el primer intento en e l método -

gráfico (Fig. 2.19) 

Poro lo ex tracc ión en no equilibrio, c uando el equilibrio está controiado por 

la difu sión a troves del sólido se de fine una función ° ficiencio de etapa . La e f iciencia 

de las etapa s depende de mu chos factores to les como el tiempo de contacto y grado de 

dispers ión de las fases, geometría de la etapa, la velocidad de transfere ncia de masa, -

las propi edades físicas y los velocidades de flujo de los f luídos . Una gra n parte de inve~ 

ligación ha sido dirigida hacía la predicc ión de eficiencias de etapas por medio de rel~ 

ciones teóricas y empíricos, 

Cuando el soluta esto en forma líqu :..ia se ha demostrado que la fracción que 

se obtie ne de un soluto a cualquier tiempo en un proceso donde controla la di fu sión es 

independiente de la concentración , 

Esto no se sigue paro el caso de extracción e n un sólido en el cual existe 

una interfase líquido-sólido dentro del sólido poroso dura nte el cu rso de la extracción . 

Este fenómeno cambia el patron de concen tración y e n este caso la cantidad que se e x -

trae no puede expresarse como una fracción de la cantidad fotol presente , 

Se ha derivado una e cuación para la di fusi ón e n un só lido consi dera ndo tu 

bos capi lares cuando la difusión controla la velocidad del proceso y la di fu sividad es 
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cons tante. También derivaron una ecuación análoga para una esfera porosa cuando el só-

lido poroso es completamente inerte y la estructura porosa ~s homogenea de tal manera 

que el factor de poros es constante. 

Bajo ciertas condiciones es ta extracción no se desv(a mucho de una eficien-

cia constante para un tiempo de contacto, dad o pe ro esta constancia es solo casual, Ba-

jo tales condiciones ano observa que la eficiencia de etapa del equipa de extracción --

sól ido - líquido tend ría que considerarse como un valor promed io que dependa de la con-

centraciÓn así como de las propiedades físicas del sólido. 

Cuando todo el sólido ha sido disue l to, de tal forma que el proceso es excli:_ 

sivatiente de di fusi on a troves del lrquido es posible demostra r que la efi c iencia de etapa 

e stá definida como :o=· x. - x,,., 
e= X, - X,:..., (2 . 12) 

H, , ,x,. H,. . : , x, .1 
y sera una -:ons tante e n todas la etapas si e l tiempo de conta cto en todas ellas es el mis-

mo. En esta ecua ción Xn es la concentración de la fase pesada que entra a la etapq. Xn+t 

es la concen tra ci ón con que sale y X•n+• sería la concentrac ión si el equilibrio se al--

canzara . 

Esta de fi ,1ic ión es idéntica a la eficiencia de Murphree, aquí nos vamos a 

referir a e ficiencias de punto entonces no exceden al 100 %. 

La aplicación ee la de'finición a cálculos de extracció~ligeramente más --

compleja que con etapas al equil ibrio . . 

La técn ica gráfica más simple es aquella que utiliza un nuevo punto focal 

y también una curva de eq uili brio ajustada . 

La ecuación (2.12) puede re so lve rse para Xn+ 1 como sigue 

X, . = (J - e) X,. -'- e X~ 1 
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Como X ' n•• es la conc~ntraciÓn en el equilibrio y e s igual a Y , ... 1 que 

está dada por ecua ción (2.11) la sustitución y rearreg lo da: 

x .... 1 

x .... 1 = 

H,. X, e - e ( H,.X,. - L ... ,Y .. ,,) 
H • - ( H .. - L,..,) 

+ ( 1 - e} x. 

Í H. - ( J - e) ( H,.- L .... ) l X, - e ( H .. X,. - L" .,Y .. .,) 
...J 

H, - ( J - e ) ( H" - L ... ,) - e ( H,. - L,..,) 
(2 . 13) 

La inspección de la ecuación y la compa ra ción con la ecuación (2.1 1) indi-

ca q ue Xn+1 es la pendiente entre un punto focal localizado sobre la línea OF en la --

Fig. 2.20 y un punto sobre una curva de equilibrio ajustada. 

El nuevo punto focal esta locnlizado a una distancia fracciona l e desde 

el origen y la curva de equilibrio ajustada se localiza dibujando una línea desde el --

origen a cualq ui er punto sobre la curva de equilibrio y graficando el punto sobre esta 

l ínea a la distancia PQ desde la abscisa de la cu rva de equilibrio tal que: 

PQ = M G = (1 - e) (Hn - Ln•• ) 

Debera notarse que er. el caso usual Ln+• es más grande que Hn, de tal ma -

nera que el punto Q está localizado sobre la extensión de la línea OP como se muestra . 

los cál cu los gráficos se llevan a cabo con e l punto focal F' y la curva de equi libri o aju s-

toda como describimos previamente hasta que el val o r de la ordenada de H,... X., sobre -

la curva de equilibrio ajustado sea rebasado. (Fig. 2.20) 

Cuando el va !:ir de Hes constante la curva de equilibrio aj us tada es tam-

bién una linea recta vertica l pero algo más apartada del origen . En este caso es posible 

derivar una relación diferente que contenga la curva original de equi li br ío y o tro pun'to 

foca l que se local ice rápidamente . Cuando H y L son constantes la ecuación 2.13 pue de 

rearreglarse. 

H X, - ( H - L - eH - e l ) X. - e ( :-1 X,- L 'C .) 
H - ( H - L - eH - e l ) - e ( H - L ) 
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reduc ie ndo y di vidi e ndo numerador y denominador por (e) queda 

LX. 
--;-" - H X, - L X. - ( H X., - L Y"' ' ) 

L/e + H - L - ( H - L) 
fac toriza ndo L y H queda , } 

, H X. [ 1 + !:_ ( __!___:__=. ""'j - ( H X - L Y ) 
. ~ e N "º ' 

HL 1 +O,. / H) ( ~ J - ( H - L ) 
div idi endo numerador y denomirodo/por [ J + ~ { 1 e- e }J 

H X. - 1 

queda : 

+ ,.....L/.,,,..H,..-(,..,..44-_-e..- ( H x .. - L Y .... ) 

H - l + V H rr 1 - e ) 7 e1 . (H - L) . 
la cuai indi ca que e l nuevo punto roca l que puede usarse con la c: urvo de equil ibrio ori-

x .... 1 = 

gi nal esiÓ sobre la línea O F a la d ista ncia fro cc iono l , 

x . ... 1 L 1 -e e J 1 + H 

desde el origen como se muestro en la Fig. 2. 21 . Como en el caso de extracción al equ i-

libr io la determina c ión de cualq u ier o tra var iab le que no sea el número de etapas de unof 

eficienc ia da da debe hacerse por prueba y error . 

Paro e va luar la efi cienc ia de e tapa tota l de los da tos expe rimentales, el -

número de e ro pas teóri cas req ueridas para da r la recuperoc íon medida de soluto debe -

di v idirse en tre e l número total de etapas reales, 

Esta e fic iencia no es necesariamente la mismo que la eficiencia de etapas 

indi vidual pero debe usarse como un primer inten to en el método §r5fico descrito ante-

ri o rmen te , Si los cálculos de etapas con esto eficiencia froccional indican más etapas -

q ue las real es una e ficienc ia de etapa proporc ionalmente más alta debera intentarse y 

si los cálc u los indica n menos etapas uno efi c iencia proporcionalmente más baja deberá 

usarse como el segundo intento. En g.eneral con dos intentos sero suficiente paro aproxi· 

mors e al núme ro de eta pas real es . 
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NOMENCLATURA. 

DIAGRAMAS TRIANGULARES . 

Peso de la fase 1 Íqu ida Lb . 

Peso de la fase 1 Íqu ida a la entrada. 

Peso de la mezcla Lb . 

Peso de la fase sólida Lb. 

Peso de la mezcla inicial. 

Fracción masa de cualquier componente en la fase líquida Lb de com/ Lb de mez 

cla . 

Frece ión masa de cualquier compone nte en la fase sólida Lb com p/ Lb de mezcla . 

Punto de intersec ción 

Suscritos 

1,2,3, ... n Etapa específica. 

A Soluto bajo considera c ión. 

S Sólidos 

am,ab.etc. Longitud de linea entre los puntos indicados e n la gráf ica . 

X 

y 

B 

DIAGRAMAS DE PONCHON SAVARIT 

Concentración de salute en la solución; fra cción peso e una base libre de sólidos 

insolubles . 

Concentración de salute en el sed imento en una base l ibre de sólidos insolubl e s . 

Sólido insolub le en Lb loperoción interm ite n te ) o 1.b/ hr o Lb/ hr ft" e r opera --

ción contínua . 
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F Soluto y solvente (solución) en los sólidos que van a ser tratados para la ex-

tratción Lb (en operación intermitente) o Lb/ hr o Lb/ hr ft3 (en operacion con--

tínua) 

N [ inertes~ 
Relación del peso del sólido insoluble al peso de solu to y solvente I .• 

SO UCIO 

E Soluto y solvente a sociados con les sólidos que hon sufrido la ex-

tracción (solución retenida) Lb (en opera ción intermitente) Ó ---

Lb/h r o Lb/hr ftª {en operación contínua). 

R Solvente y soluto en la sol ución obten ida de la extracción Lb (en operación in 

termitente) o Lb/hr o Lb/hr ft2 (en operación contínua) 

Subscritos. 

F Aiimentación,sólidos que van a tratarse para extracción . 

s Saturado. 

1,2,etc. Etapa 1, etapa 2ek. 

Y' Valor de Y en el equilibrio. 

METODO DE AMSTRONG 

S, s Libras de solu.to en el derrame superior e inferior respectivamerte por Lb de só-

lido inerte en el derrame inferior. 

W, w Libras de solución en el derrame superior e inferior respectivamente, por libra 

de sólido en el sedimento. 

X Concentración del derrame superior libras de soluto por Lb de solución 

Suscritos. 

d Corrientes que salen del sistema 

Corrientes alimentadas al sistema 

m Ultima unidad en el sistema (la menos concentrada) 

n Número de unidad contando desde el final más concentrado. 
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1, 2,etc número de unidad de la cual la corriente sale 

ME TODO DE SCHE IBE L 

{_ Factor de extracción LD/ H 

L Velocidad de flujo de soluc!Ón concentrada (derrame su perior) 

Y Conce ntra ción de soluto en la solución concentrada 

H Velocidad de flujo de la solución adherida al só lido (derrame infer ior) 

X Concentración de soluto en la solución que se adhiere al sólido suponiendo que 

el soluto atrapado o adsorb ido esté disuelto tambien. 

e Eficiencia de etapas expresada como fracción 

N E tapas to ta les 

n número de cualquier etapa. 

D Coeficiente de d istribución 

Los suscritos se refieren a las cantidades de flujo que salen de !a etapa particu

lar. 
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CAPITULO 3 
El diseí'lo de equipo de etapas en equilibrio, como ya se ha dich 0 depend e de una 

líneo de operación y una líneo de equilibrio. En muchos casos las formas funcionales de 

estas líneos pueden ser tan complejas que e l método de resolución será por cálculos rep_: 

t itivos de etapa a etapa, como los presentados de ntro de métodos gráficos . Sin embargo , 

debido a que generalmente es más rápido hacer los cálculos numéricamente, se han des~ 

rro llado so luc iones analíticas para ciertos casos . Estas soluciones son de gran utilidad --

pues pueden ser programadas en una computadora y despúes resul!:lta s para di fe rentes va-

lores de los parametros. 

Se vió en el método de Scheibel que la extracción sólido-líqu ido podía co~ 

siderarse como análoga a la extracción líquido-liquido, por lo tanto en el caso de dos li 
quidos inmiscibles (en el caso de extracción sólido-líquido el líquido que se adhiere al 

sólido se considera la fase pesada y el líquido que constituye la solu ción concentrada se 

considera la fase 1 igera) las concentrac iones en el equi 1 ibrio de un tercer componente en 

cada una de las fases puede relacionarse por la llamada " ley de d is tribución" de acuerdo 

a la cual las concentraciones en las dos fases son proporcionales. 

Para el caso de contacto simple (extracción intennitente) en equil ibrio , el 

balance de material del soluto para la primera etapa será: H0 Xo = H1 X1 + L1 Y 1 

(Fig. 2.18) como se usa solvente no concentrado Y l =O 

El equilibrio puede representarse por Y 1 = D X, Así 

Ho Xo 
H1 + D L1 

Para la etapa 2 

X
2 

= H1 X 1 . H1 ( Ha Xo/(H 1 ..- D L1 )) 

H:i + D L2 H2 + D L2 como la cantidad ad hi -

riendose al sól ido H se considera constante y Les la cantidad o parte de so lvente (tam-

bien constante) . 
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X2 = ( H + D L )2 en general x .. 
~ (J+ LD/ H)~ 

da la fracción de so luto que permanece en el sólido despÚes de N extracciones con L 

partes de solve nte(extracciÓn sólido lí'quido con etapas multiples de fl ujo cruzadc} 

Como el equilibrio generalmente puede alcanzarse en este tipo de opera-

ciÓn con mezclado y tiempo de contacto suficiente el coeficiente D se toma como la un_!_ 

dad. 

La ecuación puede resolverse con una carta desarrollada por Underwood ~ 

ro este método de operación. Fig. 3.1. La solución de esta ecuac ión estó en términos -

de Z, [-~ ] Vs el factor de extracción~ 
H 

Para el cálculo de la extracción sólido-líquido a controcorrie'nte hay mét:: 

dos analíticos como el de Baker y McCabe y otros que toman en cuenta las ecuaciones de 

diferencias como el deT11eybal, Scheibel, Sherwood y Chen. 

En el método de Baker las ecuaciones para extracción a contracorriente es-

tón basadas en las siguientes suposiciones. 

1. - Oue en cua lqu ier celda de extra cción en la cual el sólido y el solvente 

son puestos en contacto, todo el soluto estaré en la solución y la composición de esta es 

la misma en todo el sistema. Esto es equiilalente a establecer que el equilibrio se alca~ 

za entre la solución dentro de los poros del sólido y la solución que lo rodea. Esto supo-

ne que no hay adsorción de soluto por el sólido. 

2. - Cuando se completa una extracción, los sólidos mojados y la solución se 

sacan por separado de la celda de extracción. 

Acordándonos de la primera suposición tenemos que la relación entre el so-

luto presehte en la solución que se saca de la celda y aquél retenido en la solución de~ 

tro del sólido seré igual a la relacióm entre el solvente que se saca en la solución y --
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aquél retenido en el so lido. Se supo ne que no hay sólido!en la solución que se soca de 

las celdas. Esro relación se designa por la letra a, (Fig. 3.2). 

En la figura 3 . 2 está representada di61gramaté:amente una bateria de extrae 

ción contÍnua a contracorriente. 

Los sólidos de a limentación se introduce n dentro de la celda n co mo derra

me inferior y la solución concen trada_ r se saca de esta celda como derrame superior. 

Los sólidos exhaustos salen de la ce lda 1 como derrame inferior y el solven

te e entra a la celda 1 como derrame superior. 

Sea X el peso de soluto en la solución que sale con los sólidos exhaustos 

de la celda 1 (corriente f) sea e el peso de so luto en el so lvente no concentrado que entral'\01 

sistema en la ce lda 1 (corr ien te e) también sean a 1 , a :i. , a 
1 

, a~ , an , Las rel aci o-

nes de solvente drenado a solvente retenido en las ce ldas respecti vas . 

Entonces el peso de so luto a la salida del derrame superior de la etapa se-

(3 .1) 

Por un balance de material en !a ur:idadlse obtiene: 

h • a 
1 
X +X - C : X (1 t a, ) - C (3. 2) 

Por la misma razón usada para escribi r la ecuación 3.1 se tiene que 

k:a 1 (X (l+a,) - C) :X(a 2+a 1 a,) - ca
1 

Por un balance de material sobre ambas unidades 1 y 2 

L = X (a 1 + a 'l. a , ) - ca 4 + X - C = X ( 1 + a 2 + a ._ a , ) - e ( 1 + a 1 ) 

En general para la etapa n tendremos 

r: X (a,, +a" .. ·ª~ t a .. , .. a~ a 
l 

- e ( a " + a n ... a.. + a .. .. . a 'l a 3 + ª" .. ·ª ~ a l a • 

S = X ( 1 + a., + a" . .. a" + a., .. . ª" 

( 3 , 3 ) 
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Como 5 es el peso de S•Jluto que entro al sistema en los solidos de alimenta-

ción, la fracción de soluto que no se recupera sera: 

( 3. 4) 

En muchos problemas de extra cción la relación de solvente (a) para todas 

las unidades excepto aquel la que contiaBe la solu c ión más concentrada puede suponerse 

que es la misma para propósitos prácticos. Así: a 1 = a 2 =a 3 = a 4 =a 

pero no es igual a an porque los sólidos alimentados generalmente contienen una canti-

dad diferente de solvente (más baja) que los sólidos sacados de cualquier etapa y la ecu<:_ 

ción (3,4) queda: 

F 
r 

!/ ' ( 1 +a,. + a , a + a , a 2 -r-a , c 3 + ....... . +a, a•- l) -

e ( . . 2 ' 3 _._ + n- 2 ) 1 X 1 + a, -r-a, u a, e -r-a, a · . . . • . • a, a _J (3 . 5) 

Además si el solvente a la entrada no contiene soluto c =o y la ecuación 

3. 5 ser6 : 

F = J/(J+a ,+ a ,, a + a , a
2

+ (3.6) 

n es el número de etapas. 

La ecuación (3.4) puede usarse paro resolver problemas por métodos de pru<:_ 

ba y en:>r cuando el radio del sol vente drenado a solven te retenido es una función de la 

concentra c i Ón. 

Tal método es muy tedioso . 

Si las condiciones son tales que la ecuación (3.5) se puede aplicar entonces 

se obtiene una solución rápida del problema , 

Este método es parti cularmente Útil paro calcu lar concentrac ion es termi-

na les si el número de etapas ideales se conoce . aunq ue puede usarse tamb ié n pa !"O cal 

cular el número de etapas ideales si las cantidades term iro les están establ ecidas, 
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Ejemplo 8 : Se desea quitar la cera a 2 toneladas de papel e;icerado por día usan-

do extracción con kerosene en un aparato a contracorriente que consiste de celdas • Se 

supone que el equilibrio se alcanza en cada oelda antes de qu e se saquen los derrames 

supe rior e inferior. 

El papel encerado contiene 25 % de cera y 75 % de pulpa de pal"el en peso. 

La pulpa de papel se pasa a troves de un secador para evaporar el kerosene. 

La pulpa, que reti.éne la cera no extraída despúes de la evaporación, no de-

be contener arriba del 0.2 % de cera. El kerosene usado para la extracción ccmtiene --

, O 5 % de cera en peso. Por experimentos se ve que la pulpa re trene 2 Lb de kerosene -

por 1 ibra de pulpa cuando se pasa de una celda a otra. La solución concentrada va a -

contene r 5 % en peso de ce ra. 

A la salida 

Ca lcula r el número de ce ldas que se deben usar 

Solución: 

Base: 100 Lb de pulpa 1 ibre de cera.A la entrada 

Cera en la pu Ira = !00 X O. 25 = 33.3 Lb 
OJ5 

Cera en el solvente ::: W X .0005 •• OOOS = .OOOS W 
Total: = 33 X .0005 W 

Cera en la whid0n concentrada (W-2XIOO) .05 =O.OS W - 10 Lb 

Cera en la pu~ = 100 X • 002 = O. 2 Lb 
Total : =O.OS W - 98 Lb 

Entonces tenemos para el balance de cera 

33.3+ .OOOSW: ,05W -9.8 

W = (33,3-4-9 .. 8) / (.05 -. 0005) = 871 Lb 
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Aplicando la ecuación (3 .5) 

ª n = 871-2XI00=3.355 
2 x loo 

ª = 871 = 4.355 
2 x loo 

C = 871 X .0005 = 0 . 4355 

X= 0.002 X 100: . 200 

e = o .4355 • 2 . 118 
x o.2oo 

Por las condiciones del problema 

F = (0. 002 X 100) / 33.3 = 1/ 166.7 

Por lo tanto el denominador de la ecuación 3.5 debe ser igual o mas gran-

de que 166 . 7. Algunos términos de este denominador se calcula~a partir de las ca n ti da-

des establecidas arriba. 

Térm inos individuales Total (te rmines progesivos) 

1 = 1 

a n = 3.36 4.36 

a r. 0 = 14.6 18 . 97 

a n a = 63.6 82.60 

a nª = 277 .1 359 . 70 

Paro 3 celdas l/F = 82,6 - 41.3 = 41.3 < 166.7 

y para 4 celdas l/F = 359.7-179.9=179.87>166.7 

e X Total 
x 

41.3 

179.9 

Por consiguiente 3 celdas no seran suficientes y cuatro son un poco más de lo 

adecuado, Entonces se usaron 4 celdas y por lo tanto se obtiene una extracción ligera-

mente mejor que la requerida . 

Una modificación del métorio de Baker aplicada al caso cuando se tiene 
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lo soluc ión retenida (y por lo tanto el derrame inferior) variable fue 'desarrolla por Gro_: 

be rg , pero resulta complicada poro casos prácticos. 

El método de Me Cabe efectúa el análi sis basado en la51 l:íÍ1eas de operación 

y de equ il ibr io y con las misma s suposici ones genera le s de l mé todo de Baker llega a un 

método de cálculo más di recto usando conce ntraci:ones de sol ución conoc idas . 

En tonces se supone como en el mé todo de Ba ker que se a lcaniz:a el equilibrio. 

La líneo de opera ción se obtiene por med io de los balances en la zona su-

pe ri or puntea da e n la fi gu ro 2.18 *' 

L, ... 1 Y .... 1 + Ho Xo =L 1 Y 1 +H. X. 

y l X + L 1 Y 1 - Ho Xo 
n + l . = l + (L 1 -H0)/ H, n Hi>.-L l - Ho 

Este balance es lo re lación e ntre Xn lo concen tración de la fase H que sale 

de una e topo y Yn+ 1 la con centración de la fase L que e ntra en la e tcpo • Cuando ex is-

te la condición de sol uci oñ retenida cons tan te Hn es consta nte y la línea de operación 

es una re cta (O sea la masa de soluc ión re tenida por el sól ido es independiente de la -

conce ntra c ión). 

De acuerdo al método del fac tor de absorción poro calcular el número de -

e tapa s ideales , c uando las líneas de operación y de equilibrio son rectas sobre un rango 

de con centración Xo a XN<1 el número de etapas ideales puede calcularse por formula 

y la construcción gráfica es innecesaria. En general si la etopo n es ideal 

Y 0 = m X0 + B * 

sustitu yendo Xn en la ecuación del balance y poro H/ L constante 

y, ... ¡ H(Y" - B) 
D L 

H Xc 
+Y1 - -L-

* 'Vamos a emplear la nomenclatura de Scheibel. 

* mes la pendiente de una recta y en este caso equivale al coeficiente de 
distribución D. 
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si definimos un fact::ir de absorción A = DH L 

la cantidad D X o+B es la concentrac ión de la fase ligera que e~tá en equ i librio con la 

fase H en le en trada, la concentración de la cual es Xo. El símbolo Y' se usa pa ra repr=. 

sen tar la concen tra ción de lo fase L que esta en equilib río con una fase H especifica 

Yn+¡ = AYn -AY'¡ + Y1 

Esta ecuación puede usarse para calcular paso por paso el valor de Yn 

para cada etapa empezando con la J así 

Y a = A Y i - A Y'¡ + Y 1 = Y t ( A + l ) - A Y'¡ 
, 

Y 3 = A Y 2 - A Y'¡ + Y 1 = A ( Y 1 ( A + l ) - A Y].) - A Y\ +Y 1 

= Y 1 ( l + A + A2 
) - Y\ (A + A2 

) 

a sí obtenemos para la cascada entera n =N ; Yn+i =Y .. ~, 

Y,.., =Y 1 ( J + A + A2 + ••• ••• +A"") - Y'1 (A +A2 + ••••• A"•
1 

) 

como para una serie geométrica a +ar +ar2 
, •• e 1 (e rm Íflo rres i mo, es : 

S =O¡ { l - rn ) 
n J - r 

tene rnos que 

( j - A'I") 
Y,.., =Y1 ( 1 -A) 

Y! A ( l -A11
) 

( J - A) 
{3 .6) 

la ecuación puede ser puesta en una forma más simple si consideramos que 

Y,.., =A Y,. - A Y i + Y 1 pero: Y,. = Y~., 

Y 1 = Y..,, 1 -A (Y~~ 1 -Y 1 ) 

de la ecuación (3.6) sustituyendo y rearreglando : 

A"''(Y 1 -Y'1) =A (YN~ 1 -Y'1 ) - A (Y~ .. -Y'1 ) 

dividiendo entre A y sacando logaritmos 

Y,.,~. -Y~H 
N log A = y: _Y': 

log 
Y..,..,-Y~ ... , 
Y 1 -Y'1 

N= Y,..,-Y 1 log 
Y~ •• - Y'¡ 
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lo ecuación puede ser usado dire c tamente poro derrame inferior constante o seo poro el 

rodio de solución a inertes constante (este ecuación se puede aplicar también cuando 

el radi o solvente a iner tes es constante tomando en cue nta las unidades de concentra--

ciÓn respectivas) el uso es simple debido a que Y\ = Xo y Y~ •• = X,. 

Ejemplo 9 : 100 toneladas de un sedimento que alimentan a un sistema a contra 

corriente cor.tiene; 20 tone lada s de soluto, 2 toneladas de agua y 78 toneladas de mate-

ria inerte. Se desea efectuar la extracción con agua la cual debe tener una concentro-

ción de 15 % de soluto en la salida del derrame superior. La recuperación de saluto es 

del 95 % . El derrame inferior en cada etapa lli;va 0 .5 Lb de solución por l ibra de fner-

te. Calcular el número de etapas ideales que se deben utilizar. 

BAS E 100 toneladas de sedimento. 

S"LUCI ON. Como en un principio el derrame inferior no se puede considerar constante 

so va a separa~ la primera etapa de l".l s demo s y asi podemos aplicar la ecuación (3.7) ~ 

ro las (n -1 ) etapas. 

Para la prime ra e tapo tenemos que el sol uto en la descarga del derrame supe-

rior es (O. 95) (20) : 19 toneladas. 

La concentrac ión de la descarga del derrame superior es0.15 

El peso del derrame superior en la descarga es 19/ .15 = 126.67 Toneladas 

deja 

La concentración del derrame superior que sale de la prim 

a la de la solución adherida a los solidos que salen de la etapa. Entonces ~e•.-,,;; 

luto en el derrame inferior será (.15) (39) : 5 . 85 toneladas . 
~UllUO• 

Un balance de soluto en esta et·Jpo dará el soluto que entra con el derrame 
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superior. 

19 +5.85 - 20 : 4.85 toneladas . 

Para obtener el numero de etapas por medio de la ecuacion 3.7 se considera 

que las concentraciones de entrada son aquella s que se obtienen a la sa lida de esta eta -

pa. 

Las con ce ntra cione s son como siguen 

Xo : Soluto en el derrame infe rior : .15 

Y1 = Soluto en el derrame superior • 4.85 = 0 . 0338 
143.67 

X,. : Soluto en el derrame inferi or a la salida = 1 •. 0256 
39 

YN+• = Soluto al5mentado con el so lven te =O 

de la ecuación 3.7 

N 
log 

log 

o - .025 
.0338 - • 15 
o - .0338 
.025-.15 

- .667 
- . 567 

l. 16 

El número de etapas ideales total sera 1.16+ 1=2.16 

Las soluciones analiticas más reciente s son de sarrolladas usando ecuaciones 

de diferencias las lcuales se ha~aplicado también a otras operaciones de contacto por 

etapas • 

En estas operacibnes la concentración de la corriente de proceso X no e s 

una función contínua sino que tiene valores Únicamente en puntos discretos que corre_: 

panden a un número integral de etapas n entonces : 

X= f ( n) donde n =I, 2, 3, etc. 
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Para la solución de problemas de coocentración en operaciones de contac-

to por etapas se puede recurrir al cálculo de diferencias finitas *(t) 

El cálcu lo de diferencias finitas usa interva los discretos e n lugar de usar -

infinitesimafes con variación contínua. 

La prime ra diferenc ia de f (n) se denota por tif (n) =f ( n + h) - f (n) 

donde h = 1 o sea se incremerta una etapa. La m-esimadiferencia hacía adelante esté 

definida por la relación 
r: a 

t! f (n) = I 
r~ o 

(-l)'m[ f(n + m-r) 
r! ( m - r )! 

Una ecuación de diferencias es una re lación entre las diferencias y la va-

riable independiente. 

i ( Ls' f (n) , 6 •-l f (n), ••• .•. 6f (n) , f (n) , n) =Ü * 

Suponiendo que se cumple la ley de distribución Y= DX pa;o extracción 

a contracorriente los cálculos pueden hacerse con una fórmula simFle(se esta suponien-

do la extracción sól ido -1 Íquido como extraed on 1 Íquido-1 iqu ido de acuerdo a Scheibel, 

Sherwood y Treybal) En este caso las líneas de operación y equilibrio son rectas y la so-

lución de las ecuaciones de diferendas que expresan los balances de material y equili-

brío pueden e xpresarse por la formula de Kremser para absorción de gas. Así, siguien-

do la nomenclatura de Scheibel si se hace el balance de material de soluto desde la -

etapa n+ 1 husta la N de la figu ra 2.18 se t iene: 

H ( X, - Xli) = L (Y .... 1 - Y,. ... ,) (3 .8) 

*(t) Si se estuvieran considerando operaciones con gradientes de concentra
ción contÍnuas en lugar de contacto por etapsise usaría cálculo integral y diferencial de 
funciones contínuas para resolver los valores de concentración, 

*Ver apéndice (1) para más información sobre diferencias fini tas y sobre so 
luciones de eooa ciones de diferencias finitas. -
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si la pendiente de la 1 inea de equi 1 ibrio es m = D =Y r.q / X,,. 1 y el factor de absorción 

es A H 
'""O't"" entonces por sustitución y rearreglo la ecuación (3.8) será : 

X,q - A X,, = ~· · - A X,. 

esta es una ecua c íon de d ifere nc ia s fin itas de pr imer orden 'e nton ces se intenta una so-

lución Xn'" C Sº (verapénd ice J ) C s•"'t -A C Sº =O con Q (n) =0 para obtener 

la solución Xn homogenea ; dividiendo entre Cf'f enemos S - A =0; S =A, la solución 

homogenea es por tanto X ~ = C 1 Aº ahora se intenta una solución particular x: = C 2 

debido a que el lado derecho de la ecuac iones una constante su stituyendo la solucíon 

dentro de la ecuación de diferencias finitas nos da: 

de la cual 

x: = C2 = 

Y •• , 
- 0- - A X .. 

1 -A 

la solución completa sera lu ~ma de la solución homogenea y 
~ -AX 

la soluciorÍ particular 

Xn - C Aº + D " 
- 1 

Para deter~o r C 1 se establece n 
___!!,!..!,__ - A X 

D ·'"' "' C1 = Xo -
l- A 

y por consiau iente seob ti e ne 

=º 

X = (v _Y .. 1 ,/ D- AX")A " Yw., / D- AX,. 
" "O J-A + l-A 

este resultado es Útil para obtener la concentración Xn en cualquier etapa en la cascada 

conociendo la s concen !ra c ione s termina les. Poniendo n = N y rearreglando se obtiene 

Divid iendo mt re A 

Xo_Xc -
A • 

Y,.. ,. / D 
A 

(3 . 9) 



Si se suma Y,, ~ 1 
- D-
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a ambos miembros en la ecuación (3 . 9) y se reorregla 

re su 1 ta , fa ctorizando : ( x .. - Y.,., ) ( _I_ - 1 ) = ( _!__ - 1 ) ( Xo - y ... ' ) 
D A' .. ' .\ D 

X - Y .. +, 
" -D--

v YN~I 
" O - -0-

1 
-¡;::- 1 

Esto u 1 t ima ecuación corrasponde a la que da Sche ibe l : 

X., - Y .. ., / D f -· 1 
Xc - Y,. • ./ D = éi'é-t• _ 1 (3 .10) Donde é es el factor de ex-

tracción y es igua l a 1/ A; cua nd o el so lven te está libre de sol u to x .. 
~ 

f -1 
é."" - 1 

El miembro izquierdo de la ecuación es la fra cción de salu te que permanece 

en el sólido después de N etapas con un fa ctor de extracci ón de é. esta forma particular 

ha sido representa da grá ficamente por Underwood para la determinación de una de las -

va riables cuand o la s otras dos estan detern!nados. F:g. 3 . 3 

Cuando el solvente oc está libre de salute Yn+.1 es generalmen te desperecia-

ble con respecto a Xo y la fracción no extraída es igu al al valor de X,. / X,, letda de carta 

mas Y~, com o Des la unidad para una etapa de e x tra c c ión s~l i do -liq uido en equ i libr io. 

Si e n la ecuación 3 .9 en lugar de sumar Y,. .. / D 

X0 - X (l/A)"'..'.... 1/ A 
se hubiera sumado~ 

AM+I 

nos daría Xc _Y,.., / D = (!/A)"!!.. 1 cua ndo A i ] , y cuando A=] 
Xc - X,. _ N 
y Y.,, .. - N + T que representa la fracción removida después de N etapas obtenida por 
"º -o-

Sherwood . 

Usa ndo ecuaciones de diferencias Chen efectúa un análisis de la extracción 

só li do -líquido y presenta una ecuación si mplificada para derrame inferior (solución rete 

nido ) constante y una e xpresión analítica para cuando la soluc ión reten ida es variable. 

Considerar la cascada en la Fi g, 3.4 

Este sistema de ex tracción a contracorriente tiene N etapas consistiendo -

ca da una de un tanq ue ag i todo y un sed imen ta dor . 
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En la operación del e stado uniforme e l iilerrame inferior de la etapa (n • 1) y 

el superior de la etapa (n - 1) son cargados a la etapa n. El derrame inferio r de la eta-

pe (n+1 ) consis te de s .... 1 lb/ hr de inerte gue lle va n f .... 1 Lb de solución po r libra de 

sólido inerte con una composición Xn+ 1 (Lb soluto/Lb de so lu ción). El derrame superior 

Lbsolu to 
gue sale de la etapa (n - 1) tiene una compos ición Yn--1 ( b , ~ L so lucion W .,... 1 lb/ hr 

Terminado el tiempo de contacto e l derra me ~upe rior Vvh se manda a la eta-

pa (n + 1) y el sedimento Sn a la etapa (n - 1). * 

Un balance total de solución al rededor de la zona punteada da : 

Wo + S,. f, =W,,... 1 +S 1 f: 

y un balance de so luto 

eliminando W n- l dá 

S. f.X 0 W0 Yo - S1 f1 X1 

Yn-1 = W0 - S1 f 1 +S
0 

f. + W0 - S1 f : +S, f,. (3. 1 J) 

Este ecuaciorÍ es la e xpre si ón general para la linea de opera ción si n hacer 

suposi c iones. Suponiendo a hora gue e l sólido inerte en el der rame inferior e s in solu ble 

en la solución y gue su flujo de etapa a etapa es consta nte los suscritos de la S pueden 

guitarse y la ecuación (3.11) puede dividirse entre S fn y rearreglarse para dar : 

í w~ -'- l _ ~ 1 
._ sf, r,. _ 

gue es la expresión para la línea de operación. 

(3 . J2) 

Para el caso en gue la relación de solución a inertes en el sedimento'puede 

*Ver nomenclatura del método de Chen al fi nal del cap ítulo. 
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suponer constante entonces f
1 

= fn y la ecuación (3.12) será 

(3 .13) donde 

r = Wo 
s f . Esta ecuación representa la l inea de operación • Si además se su-

pone que la concentración del líquido e:i el derrame superior es la misma que aquella -

de la solución retenida entonces Yn = Xn • (3. 14). Las ecuaci ones (3.13) y {3.14) pue--

den resolve rse gra fi camente. La combinación de estas 2 ecuaciones dá: 

Xn - r Xn-i +r Yo - Xi =O (3. 15) que es una ecuación de dife rencias lineal. 

Se intenta una so lución X n = C íl" 

CS' - r C S' -i = O ; íl - r =0 :. 8 = r 

La solución homogenea será x: =C r" 

ti cu la r se i;upone X~ =A (X 1 - r Y 0) 

sus ti tvyendo 

A ( X1 - r Yo ) - r ( A Xi - A r Yo) = X1 - r Yo 

A= _I _ 
1 - r 

La solución particular es: X~ = X1 - r Y0 

l - r 

la solución pa.:_ 

La solución será la suma de la solución homogenea y la solución particular 

así: X = n 
C r" + X1 - r Yo 

1 - r 

La constante C puede determinarse de la condición a la frontera. En 

n =O Xn :Xo = Yo entonces : 

C = Xo - Xi - r Yo Xo - X1 

1 - r 1 - r 

cuando n = N 

X -
IJ -

X 
N -

Xo - Xi 
1 - r 

rl'I + X1 - r Xo 
1 - r 

X i r"- Xo r .. - X1 + r Xo +Xo - Xo 

r - 1 

Factoriza ndo y rearreglando se obtiene : 



N 

etapas 

r"- 1 X" - X0 

r - X1 - Xo 

1 og ( l + Jl X,. - Xo \ 
X t - Xo J 

log r 
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(3. 16) ó 

(3. 17) 

que dá el núme ro de 

Ejemplo 10 : Si consideramos el mi smo problema dado paro el método de Me --

Cabe( Ejemplo 9) 

Solución: Los valores usados son Xo = Yo =O¡ Y,. =X,.= O. 15 

X t = 0.0256 , Wo = 143.67 , S =78 , f =0.5 

entonces r=W0 / Sf=3 .68 

y de lo ecuación (3.16) 

3.68"-l 

3.68 - l 

o. 15 
0.0256 N = 2.16 

el cual es el mismo valor que aquél obtenido por el método de Me Cabe. ; 

Si lo relación de solvente o inerte s es constante los ecuaciones (3~ 16) y 

(3.17) son aplicables teniendo cuidado de que lo composición X Ó Y esté en Lb soluto/Lb de 

tolvente,el líquido retenido en el sedimento f en Lb solvente/ Lb de inerte y el flujo del 

derrame superior w en Lb solvente / hr. 

E jemplo11;La resolución del probl eme dado en el método de Bake r ( Ejemplo 8 ) 

Los valores calculados paro el mismo ejemplos:on: 

Y,.=X,.= .05; Y0 =X0 = .0005; Xt =.001; Wo =871 

s = 100 y f =2 

entonces r = Wo = 4. 35 s f 
y de la ecuación (3. 16) 4.35"- 1 

4.35 - l 
.05 - .0005 

.001 - .0005 
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N = 3.96 

E 1 método de Baker, establece que se requt=ren de 3 a 4 etapas. 

Cuando los datos muestran que la retención de líquido en el sedimento no 

es constante deben usa rse los métodos grá ficos sin embargo "e.JO ndo es válido suponer 

que el recíproco del líquid o reten ido es una función lineal de la concentración en el -

sed imen to, se puede desarro llar uno expresión analítica . Si los datos muestran una --

curvatura li gera pueden trotarse como varias l ineas rectos de tal formo que lo expresión 

a nalítico puedo usarse poro determinar el número aproxi mado de eta pas teóricos. 

Lo exactitud de este método depende de lo aproxi ma ci ón de los datos de 

prueba o uno 1 ineo recta . 

l o suposición matemático es: 

l / f n =A + B Xn (3 .18) 

donde A y B son constantes de correlac ión. Combinando los ecuaciones(3.12), (3.14) y 

(3. 18) y si mplificando tenemos: 

r W ] 1 Wo Y o - S f 1 X 1 ' 
L + ( A + B X") + l-f1( A + BX, ) x •. - 1 =Xn + l s ) ( A+BXJ 

X,X , _ 1 ( WS B-f1 B )+ X,( f 1 X1 B-W\Yo B -l )+ X .. _
1

( W~A +J-f
1
A)-

W0 Y0 A 
s + f 1 X1 A = O 

Dividiendo entre Wo B - f1 B ) -s-
x,, X,.- : + o X0 +b X,. _: +c =O 

donde 9 será f ·.X i B- WoYo B s -l 

W~ B 
- 5 - - f , B 

W:; 
pero como r = 

s f: 

queda 

(3.19) 

(3.20) 



dividiendo entre f, tenemos 

a = 

b seró 

e sera 

X1 B - r1 YoB - ( A + B X1 ) 

r 1 B - B 

r 1 A + B X1 

B ( r 1 - 1 ) 

A ( X1 - r 1 Y0 ) 

B ( r 1 - 1 ) 
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A + B Yr. r 1 

B ( r : - 1 ) 

(3.23) 

(3 . 21 ) 

(3.22) 

Es interesante notar que para derrame inferior (o sedimen to) constante B =O y 

la ecuación (3.19) se reduce a la ecuación (3.15) . La ecuación (3.19) es una e cuación de 

di fe rene ias de R i cea tti. 

Hay muchos métodos para resol ver es ta ecuación (Ver A.pénd ice 2) La solu-

ción es: 

(
X .. +b +82) Jxo + b +s2 f 8

8
"
1

\"' 

X,.+b +8 1 \Xo +b +81 \ J 
(3.24) 

para ra f ces rea les y diferentes ( 81 182 ) donde S 1 y 8 2 son ra ices de 

8 -~ ± -- 2 
V{ a - b )z - 4 e 

2 (3.25) 

Si Si = 82 la soluc ión e s: 8 ( X0 - X .. ) 
N = (X ,... -'- b f-8)( X0 +b +i3) 

Si las raíce s son complejas conjugados la solución será N = 

donde e =are tan 2p 
a:i; 

21 =are tan --+p~--,--,-
X0 +~(a + b ) 

ip = :t ( a +b )2 
- e 
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Ejemplo 12: Se va a encontrar a) el número de etapas requeridas y b) la con-

centración en cada etapa para el problema dado en el ejemplo 3. 

Solución 

a) Número de etapas teóri ces 

Datos s =2000, Wo = 1310 +20 = 1330, 
20 

y o = 1330 = . o 15 = Xo 

Suponer X1 =.118 de los datos de prueba da que 0.5068 Lbs de solur. ión son 

retenidas por lb de inertes. El peso de la solución retenida es : 

2000 (. 5068) = 1,014 y la concentración es 120/ 1014 = .118 aue checa con el valor su-

puesto . la composi c ión de lo so lución del derrame superior de la etapa N puede calcu-

lorse haciendo un balance de soluto y de sol vente. 

Balance de solu to 800+ 20 - 120 "700 Lb de aceite 

Balance de solvente 50 + 1310 - (1 ,014 - 120) = 466 Lb de benceno 

y = 700 = . 60 = x .. 
,.. 700 +466 

Las constantes empíricas A y B son determinadas de los datos de prueba. Se-

leccionando los dos puntos~ = O. 5 {La fes igua 1 a la N usada en los diagramas de Pon--

chon-Savarit) en X= O y f. 0.595 en X ... 6 y luego sustituyendo estos valores en la --

ecuación (3.18) da A = 2 y B :o --0. 533 de la ecuación (3.18) l/f 1 a2 - 0.533 X 0.118 • 

1. 937 f, :0.517. 

De la ecuación (3. 20) 

r = 1330 : 1.287 
0.517 X 2000 

De la ecuación (3. 21) 

a= 2 - (G,533 X 0.015 X 1.287 ) = 13 
- o. 533 (l. 287 - 1) 
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De la ecuación (3.22) 

b = ( 2 X 1.287 )- (0.533 X 0.118) =-16 . 4 
-O. 533 ( 1. 287 - 1 ) 

De la ecuación (3. 23) 

c = 2 ( 0.118 - 1.287 X 0 . 015 )_-1.29 
--0. 533 ( 1. 287 - 1 ) -

De la ecuac ión (3.25) 

13+16.4±V3.4"" + 5.16 =16.75y12.6s 
~ = 2 

De la ecuación (3. 24) 

0.6 -16.4-+16.75 =(0.015 -16.4+ 16.75, 
0.6 -16.4+12.65 0 . 015-16.4+12.65/ 

N = 4. 00 

( 
16.75 \ N 

f2.65} 

El resultado es casi idénti co que los métodos gráfi cos. La exactitud del mé-

todo depende de la aproximación de la ecuaci ón (3.18) para representar los datos de pru:_ 

ba. 

b) Concentración en cada etapa. 

Suhituyendo los valores correspondientes obtenidos en la primera pa rte del 

problema dentro de la ecuación (3.24) dá: 

Ñ N 
x,.. + 0.35 - o 365 ( 1.325) = - . 098 (1.325) 
X~ - 3.75 - 3.735 

de la cual las concentraciones en cada etapa pueden calcularse. 

Las ecuaciones (3.16) y (3.24) que sirven para la determinación de eta-

pas teóricas en un sistema de extracción solido-liquido a con tracorriente cuando el de -

rrame inferior es constante y cuando es variable respectivamente, pueden ser Útiles, co-

mo propone Chen, para la determinación del número optimo de etapas y el flujo de sol-
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vente cuando se incorporan los costos del equipo, del material y de los productos. 

Cuando se tiene un a extracción con derrame inferior constante la ganan-

cia anual en el sistema es la diferencia entre el valor en e l mercado del scluto recupe-

redo Cs y el costo total del equipo Ce, materia pr ima ·Cm y solvente Cw si se supone 

que el residuo del sedimento no ti ene va lor en el mercado . 

En esre caso 

P,,, = Cs - (Ce+ Cm + Cw} (3 . 25) donde P • es la ganancia anual. 

El valor del soluto que se recupera es el produc to del costo unitario del so-

luto C 1 $/Lb y la cantidad de so luto recuperada por año Cs = C 1 h Sf (XH -X 1 } (3. 27) 

donde h es la operación anual hr/ año. 

El costo del equipo es la suma de los costos fij os y del costo de operación 

del equ ipo . 

Sea F la relación del costo total poro insta lación y accesorios al costo de 

com pra del equipo y sea KI' los costos fijos incl uyendo mantenimiento depreciación, 

seguro etc., expresado como una fracción del costo inicial para el equipo completame!:: 

te instalado. De aquí, los costos fijos CF son: 

(3.28) 

donde C:;i. es el costo por etapas de el equipo. 

El costo de operación del equipo Co es el producto del costo de operación 

por hora de una etapa t, el número de etapas N y las horas de operación por año h. 

Co = th N (3.29) 

La1 sumas de las ecuaciones (3,28) y (3.29) es el costo anual del equipo 
1 

Ce=C 1 (l+F) K" NtthN (3.30) 

El costo del material es el producto de el costo unitario C 
3 

de la me:tcla' 
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sólida $/Lb inerte¡ el flujo de inerte S Lb/hr y las horas de operación por año, h : 

Cm• C 3 Sh (3.31 ) 

El costo del solvente Cw es el producto del costo unitario C ~$/Lb; el flujo 

del solvente wo, Lb/ hr y las hora s de operación por año h. 

Cw: C., wo h (3.32) 

Sustitu yendo las e cuaciones (J . 27) , (3.30), (3.31) y (3.32) dentro de la --

ecuación (3.26) nos dá: 

c 3 s h - c '1wº h (3.33) 

Como en el equilibrio Xn: Yn la ecua c ión (3.16) puede rearreglarse como 

X 
- ( r - J ) 

l - ( r"- J) (X,. - Y0 ) + Yo (3.34) 

Sustituyendo X 4 de la ecuac ión 3.34 dentro de la ecua c ión (3.33) ( rec or-

dando que wo: r s f y definiendo K; = ~F ) y simplificando se obtiene la ganan c ia por 

hora~ como Ph: C, S F ( X,..-_::__:_!_ ( X,.- Y ) - Yo) - C2 K~ N ( J + F ) -
r" - J 

(3.35) 

La ecuación (3.35) es la función que puede ser optimizada, en la cual r y 

N sin las variables, Por diferenciación parcial de la ecuación con respecto ar y N 

obtenemos: é Ph Í r - 1 " J - · - = C 1 Sf _(_H_J)2 rlnr ( X,.-Yo) -C2 K~ ( J .i.. f)-t (3.36) 
<' N - r -

~ Ph _ [ ( r - J) l'--.J r" - ' rr-- = C:St ( X,..-Y:) ( r"-J ) 13 . 37) 

Despúes de igualar a cero las ecuaciones (3.36) y (3,37) pueden resolver-

se simultáneamente para r y N por el método de prueba y error, 



93 

Sin embargo el método de prueba y error es tedioso. Deb ido a esto un méto-

do más fácil se propone en el siguiente ejempl o : 

Ejemp lo 13 : Se desea recuperar un componente A de su veto por extracción sólido-líqu!.._ 

do. La veto que entra a la cascada consta de 2 toneladas de componentes no metálicos 

más el componente A. La soluc ión concentrada consiste del 5% en peso de A. Se usa 

solvente no concentrado. Despúes de cada etapa una tonelada del inerte retendrá dos -

toneladas de solución.Los costos son A, $1.50/Lb; solvente , 4t /Lb; mezcla usada como 

materia prima, 0.5 t /lb; y $50 ,000 por etapa del equipo KF = 0.00003, F: 1.50, 

h = 8, 400 y t = o. 25 

Determinar el número. opt imo de etapas teóricas y el flujo optimo del sol-

vente. 

Calcular la gananc ia anual. 

So!uciÓ;i : Una combinación de cálcul o di fe rercial y método gráfico, se usa: 

Primero sustituyendo los val ores del problema dentro de las ecuaciones (3.35) y (3.36) 

y simplificando se ob tiene Ph =600 ( J - _i:__:_!_ ) - 4 N - 20 - 320 r (!) 
rN- } 

o Ph _ [ r - 1 1 .. 
/\ N -600 ~ /ª J r 1 r. r - 4 = O (2) 

Para cada valor de r hay un valor máximo de N que satisface la ecuación 

(2). Puede hacerse una gráfica de es tos valores máximos de N Vs • los valores corres-

pendientes der. El valor máximo de esto curva da las N y r requeridas. Sustituyendo 

estos máximos dentro de la ecuac;ón (!) N produce la ganancia por hora y multiplican-

dolo por h = 8,400 da la ganancia anual . Los valores Óptimos son : 

Etapas Teóricas N 12 

0.9444 

Veloc idad de flujo solv . wo ------ 7,555.2 Lb/hr 
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Ganancia por hora Ph _________ $ 163 

Ganancia anual -------------- $ 1,3701000 

Poro el coso cuando el derrame infer ior es variable la r no está relaciona

da directamente a N sino por medio de o, b, c, S y luego lo ecuación 3.24. Por esta 

rozón es muy difícil obtener uno solución analítica paro los valores optimas de r y N. 

Chen propone una solución gráfica pero esta resulta muy poco práctico,. debido o la -

cantidad de datos que se requiere calcular. 
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NOMENCLATURA 

METODO DE BAKER. 

5olu to (ó solvente} presente en la solución sacada / soluto (ó solvente) presente 

en la solución retenida. 

Peso de soluto en la solución retenida por los sólidos exhaustos (corriente f) 

Peso de so l u to en el solvente no conce ntrado (corr iente e } 

Peso de so luto en el der rame superior. 

Peso de soluto en el derram e inferior. 

METODO DE CHEN. 

Coeficientes constantes en ecuación (3.24) 

Constantes empíricas en J/ fn =A+ B X n 

Líquid o retenido en el sed imento Lb so lu c ión / Lb de sólido inerte, ó Lb de sol-

vente / Lb de sólido .inerte. 

( - 1 ) .,,, 

Etapa final, en donde entra la mezcla de sólidos. 

Cualquier etapa en la cascada. 

J c -(ª/br 
Flujo de sólido inerte (Lb/hr} 

Flujo de solvente o del derrame superior de cada etapa (Lb solución/hr ó Lb 

solvente/ hr. 

Composición del líquido retenido en el sedimento (Lb soluto/Lb solución ó 

Lb soluto / Lb solvente} 

Lb soluto Composición del líquido del derrame superior ( ó Lb soluto/Lb -
Lb solución 

sol vente) 

Relación W0 ,' S f 

Ro Íces del discriminante ecuación 3. 24 



Cs ,e e 
Cm,Cw 

c's ,c'e 
cffi,c'w 

F 
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Angulo en la solución de rafees complejos. 

Costo anual de soluto,equipo, 
m ".lterias primas y solvente, respectivamente 

Costo unitario de soluto, $/Lb; equipo, $/etapa; 
mezcla sÓlida $/Lb y solvente, $/Lb respectivamente . 

Costo por hora de soluto, equipo,materios primas 
y solvente, respectivamente. 

Relación de costo total a costo de compra del ec¡uipo usado en la ecuación 

3.28 

h Horas de operación por año. 

KF Fracción ele costo inicial usada en la ecuación 3.28 
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CONCLUSIONES . 

En este trabajo se describieron los métodos paro dimensionar un equipo de 

extracción só lido-líquido tal como son los sed imentadores. 

El no extender el cálculo a los demás tipos de equipo se debe a que se te~ 

dría que ana !izar todos los elementos de separación mecán ica. Ofreciendo este campo 

toda vía muchos temas para analizar. Por ejemplo en el caso de los sedimentadores se -

necesita conocer más acerca del funcionamiento y el disei'lo de los brezos de palas o 

di seña r un tanque si n este elemento de forma que no produzca acumulación del sedi-

mento o ta[Tlbié n mejorar los si stemas de entrada de a li me ntación o conocer acerca de 

los patrones de flujo por mencion<Jr unos pocos temas . 

Se trotó de forma exhaustiva los métodos de cálculo paro el número de -

etapas y las variables relacionadas debido a que en este aspecto se logra uno genera

lización de la operación de extracción sól ido-1 íqu ido. 

Esto ofrece también temas de investigación por ejemplo cuando la difusión 

controla el proceso de extracción se puede intentar encontrar la relación entre esta y 

la eficiencia del equipo. 

Se efectuó la separación de los métodos, con el objetivo de hacer más fácil 

tratar problemas particulares, por ejemplo; si se desea hacer uso de una computadora 

se recurre a los métodos númericos. 

La aplicación de un método dependerá de como las suposiciones hechas en 

él se acercan a un probl e ma real. 
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men to o también mejorar los sistemas de entrada de al imentación o conocer acerca de 

los patrones de flujo por mencionl.lr unos pocos temas . 

Se trato de formo exhaustiva los métodos de cálculo para el número de -

etapas y las variables relacionadas debido a que en este aspecto se logra uno gene:ra

lizac ión de la operación de e xtracción sólido-líquido. 

Esto ofrece también temas de investigación por ejemplo cuando la difusión 

controla el proceso de extracción se puede intentar encontrar la relación entre esta y 

la eficiencia del -equipo. 

Se efectuó la separación de los métodos, con el objetivo de hacer más fácil 
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él se acercan a un problema rea l. 
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APENDICE 

Ciertas situaciones requieren que la variable independiente de una ecuación 

no varie contínuamente debido a que tiene significación Úni camente para valores discr~ 

tos. Estable zcamos que X =f (n) este defi nida para valores d is cretos y equidistante5 

de n . Entonces para un valor dado den que será denotado pornk e l valor correspon-

Y la primera diferencia de f (nbtá dada por /:. f (n) =f (n + h) - f (n) donde 

longitud del intervalo . 

La diferencia m-esima esta definida por la relación 
r: e 

e f (n) = I (- J)' m~ 
r ! ( m - r ) ! 

f ( n +m - r ) 

r = O 

Algcna s propiedades del operador 6 

1.-Si Ces cualquier constante l C = O 

2.-Si f (n)es una funcíon de peri odo h 6f (n) =O 

3 . - to [ f (n) + g (n)J ='M (n) + L'l g (n) 

4. - t • 1_ 6 L f (n) j = 6 m+ L f (n) 

5.-

6.-

tf (n) g (n) = f (n) 6 g (n) + g (n + h ) M (n) 

, l ~ J = g (n) t f (n) - f (n) ll g (n) 
- g (n) g (n) g ( n +h ) 

U n::i ecuación de diferenc ias es una relación entre las diferen c ia s y la vari~ 

ble independiente . 

'/:( L' f (n) , t..• - ! f (n) , ...... , .:_ f (n) , f (n) , n ) =O, donde -- es 

una función dada. Se supone que el tama ño del intervalo entre puntos sucesi-

vos ( h) es igual a 1. La notación común e s X,_ = f (n) 

Sobre las ecuaciones de diferenci a s . 
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El orden de una ecuación de diferencia es la diferencia entre los argumentes 

más grande y más chico. 

Una ecuación de diferencias linea l no contiene productos u otras funciones 

no lineales de la variable dependiente y sus diferencias . 

Una so lución de una e cuac ión de diferencia s es una relación entre las varia-

bles la cual satisface la ecua c ión. Si la ecuación de diferencia es de orden m la soluc ión 

general contiene m constantes arbitrarias. 

Una e·cuación de diferencias lineal ti ene la forma: 

con P. l o, Po / O y PJ , J= o, i , 2 •••• ·• siendo funciones 

de n 

1. - Cuando los coeficientes son cons tante s y Q (n) =O (Homogenea). 

Se intenta una so luc ión de la forma X =CSº y si se substituye resulta un 

polinomio de grad o m pa ras ' si las soluciones del polinomio son e 1 I S2 I S3, .••• s. 

entonces la solución esta dentro de 4 cosos. 

I}. - Si todas las Bj's son reales y diferentes la solución es: X" = l C J B; 

donde c 1 C
1 
•••• • , Cm son constantes arbitrarias. 

' 
J= 1 

2).- Si las raíces son reales y repetidas digamos que SJ se repite L veces 

entonces la so lución parcial para las Bj's correspondientes es: 

3). - Si las raices son complejas conjugadas digamos a + ib = p e 18 

y a - · ib = pe -te la solución parc ial co rrespondiente a este par e s 

p" ! C: ces en + C2 sin ~,. l 

4) . - Si la s rafees son complejas conjugadas multiples es decir 



a +ib =p e 18 

" I 
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a - ib =pe-te 

solución parcial correspondiente a estas es 

es tán repetidas L veces entonces la 

p n [ ( ( ¡ +(2 n + ..... . + (L XL-' ) cos 9n + ( d ¡ +d 2 n + t 

L-1 l 
dLX ) sin 6n J 

2.- Coeficientes constantes y Q (n) -f O (No homogeneas} 

Coefic ientes constantes y Q (n) i O (No homogeneas). En este caso la so-

lución general se encuentra obten ie ndo primero la solución homogenea x: y sumándo-

le cualquier solución particular con Q (n) iO d igamos XPn· Para obtener la soluc ión 

particular e xisten algunos procedimientos los cuales se asemejan bastante a los usados 

para encontrar la solución particular en una ecuación diferencial lineal. En muchos -

casos el método de coeficientes indeterminados e s adecuado. 
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APENDICE 2 

Solución de la ecuación de Riccatii. 

( l) 

Esta expresión es una ecuación de diferencias no 1 ineal la cua l puede redu-

cirse a una ecuor:ión lineal por transformación de va riables. La reducción se efectúa -

por una tm nslo •c ión del eje X por una cantidad constante X 1 entonces 

X = u + X1 

sustituyendo en (1) 

(u,.._l +X 1 ) ( un+X 1 )+a ( un+1+X 1 )+b ( u , -t-X'.) +e= O 

u..._
1

u ,, +( a +X 1 ) un +L +( b+X1 )u 0 {x~+( a+b )X 1 +c] =O (2) 

Ahora se establece el valor numérico de X 1 tal c¡ue 

~ X7 + (a + b) X1 + cJ = O 

- ( a +b ) ± J ( a +b )2 
- 4 c 

2 
la ecuación ' :q se reduce a la forma 

se divide por Un+ 1 Un y establecemos 

entonces resulta 

Esta ecuación es una ecuación de diferencias con coeficientes constantes y 

se resuelve de la siguiente manera: 

v . + ( a +X 1) + _1 _ = 0 
o+ . b +X

1 
v . b "'"X

1 

se debe encontrar primero la solución de la ecuación como si fuera homogenea o sea -

intentamos una solución v
0 

= ( 1 2º 

-l ª - X : l C E" = O 
- b + X

1 
_, 
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dividiendo entre e ~r. 

== -
a - X'. 
~ 

Intentamos una solución particular (por coeficientes indete rminados) 

p D fl , o + X 1 [ O -
Vn -~ b -'- X 1 T b +X1 b+'X;-J b +Xi 

['I = b +x 1 

Lo solución será lo sumo de lo part icu lar y lo homogeneo 

Í -'- X Jn 
v, = vt + v';, = C1 _ - ; ~X~ 

1 
pero vr. =-entonces 

u,, 

entonces 

o seo 

_ C [ o +X 1 r 
Xr. - X 1 -

1 - b +X 1 - - b +X'. + a +X 1 

tamb ién X,, =u ,. + X 1 ; 

Lo constante C, puede ser determinado de lo condic ión o lo frontero, cuan 

do n = O X, =Xo --- + 
Xo -X 1 b +X 1 + o +X 1 

= ( ¡ 

sustituyendo lo constante y si mpli ficando tenemos poro lo etapa N 

[ - o + X 1 J .. = [ x, - X '. l [ o + b + X 1 T X"' J 
b•X, X,.- X 1 _j o +b-'-X : -Xo 

sien do 

se establece 

- (o -'- b ) :r. ,/ ( o + b )2 
- 4 c 

X1 = 
2 

1x~..,. 1 :., +bll 1 B2 +b -x,. ) 
= ( X" - ( P ! + b )) ( ~2 + b ... Xc ) 

X ,.+b T 32 
x,. - b + :: 

cuando c2 y ;:.: son dife re ntes. 

y se obtiene 

esto ecuoc ió ,, es vá lido 
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