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INTRODUCCION 

En los ultimas ellos, el control de procesos petroqulmlcos ha 
adquirido una gran Importancia. Para el caso de columnas de 
dastllactón, es de especial Interés, la aplicación de técnicas 
de control debido principalmente a los siguientes puntos: 

1.- Se requiere mantener la calidad de los productos dentro 
de cierto rango de especificaciones. Al tratar do conseguir 
cierta pureza en los productos de la columna, no se considera 
normalmente el consumo de energía, siendo éste lector 
Importante, ya que un 40% de la energía consumida por uno 
planta se emplea en la destilación [1]. 

2.- Las columnas son procesos sensibles a condiciones de 
operación tales como: variaciones en ta temperatura o en la 
presión, Impurezas en la mezcla, etc.. Por otro lado las 
capacidades molares hacen que las columnas sean procesos 
con tiempo de respuesta grandes, de una a tres horas 
generalmente [2]. 

El objetivo principal en el control de una columna de 
destilación es mantener la composiciones liquides del flujo 
destilado (en el condensador) y de flujo residuo (en calderln) 
en sus valores nominales de operación. 



En le práctica, el control de une columna de destll!'.r.16n '?~ 
heco por medio de lazos locales de regulaclón. En reellded 
hay una gran variedad do combinaciones entre les verlebles 
do temperatura, proslón, potencie do celontamlento, reflujo, 
flujo dostllntlo y flujo residuo (varlablos de las cuales 
deponden las composiciones l!quldas de sallda), con les que 
se puede controlar les composiciones lfquldes en el 
condensador y en el celdorrn. Sin embargo, el esquema más 
eficiente es el que utlllza la potencia de celontemlento (Qb), y 
el reflujo (Lo). [2, 3, 1] 

Una técnica do control muy extendida consiste en mantener 
constantes la razón entre el reflujo y al flujo de allmentaclón 
(Lo/Lf), y le razón entre la potencia de calentamiento y el flujo 
de allmentaclón (Qb/Lf), por medio de controles 
retroallmentados. Al mantener constantes estas relaclones se 
regula el factor de separación, con lo cual se pueden 
mantener constantes les composiciones l!quldas del destllado 
y del residuo. [1, 3] 

Por otro lado el control convencional presente verles 
desventajas, entro las cuales se puede mencionar: 

- La callded del control depende del operaclor. 

- Le Influencla de le potencia de celentemlento (Qb) sobre 
lecomposlclón l!qulde del condensador y del reflujo (Lo) sobre 
le composición llqulde del calderín no son tomados en cuenta, 
en muchos casos. 

- El consumo de energía es poco eficiente. 
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- No existen criterios definidos para la ellmlnaclón de 
perturbaciones. 

En contraste, al enfoque del control moderno so fundamenta 
en el hecho de mantener constantes las composiciones 
liquidas en el condensador y el calderin de la columna, 
aunque el flujo y la composición de la alimentación de la 
colúmna varlen, aün si esta ülllma composición no se conoce. 

Pata lograr ésto, se han desarrollado, en los últimos años, 
distintos métodos como el arreglo de ganancias relallvo [4, 5], 
que ullllza un modelo llneallzado de la columna de destllaclón 
binaria junto con la aproximación geométrica de Wonhan [6] 
para diseñar una ley de control lineal por retroalimentación 
del estado que rechaza las perturbaciones. 

Por otro lado, se han logrado mejoras Importantes del 
esquema de control para rechazo a perturbaciones (PAP) con 
la extensión no llneal de Gauthler [7], la cuál está basada en 
la aproximación geométrica no llneal de ls!dorl [8]. 

Por otro lado, el problema de observab!lldad en sistemas 
dinámicos es uno de los más Importantes en la teoría del 
control. Se puede decir de manera general que el problema 
consiste en Identificar la cantidad precisa de Información . 
acerca del estado del sistema y que está contenida en la 
salida medida de esté. Esto es, si se quiere saber si el mapeo 
da salida b.: X--->Y es uno a uno, donde X e Y son los 
espacios del estado y de la salida del sistema 
respectivamente. En forma más precisa, dado el sistema: 
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l!. = f (l!.,11.) , l!. (O) = l!.O 

y_ (t) = h (l!.), 

si existe una entrada tal que, se quiere saber si el estado xo 
puede o no puede ser determinado en forma única a partir de 
la salida, y(t), medida sobre cualquier Intervalo o < t < t1. SI 
es es!, se dice que xo es un estado observable. 

Se puede decir que los problemas más Importantes 
relacionados con la observabllldad da sistemas dinámicos son 
los siguientes: 

a) Encontrar un procedimiento matemático que pueda ser 
empleado para determinar aquellos estados que son 
observables. 

b) Caracterización matemática de la estructura del con)unto 
de estados observables. 

c) Hayar la conexión, si existe, entre conceptos de 
alcanzabilldad y observabllidad de procesos no lineales. 

d) Influencias de las restricciones del proceso observado 
sobre la estructura de los estados observables. 

Ya que se requiere de la retroalimentación total del estado 
para 'llistemas de control con retroalimentación estática de 
éste, como generalmente no se cuenta con todo el vector de 
estado disponible, se requiere entonces de la estimación de 
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este vector o parle da él. Es por eso que es Importante el 
poder observarlo o reconstrulrlo. 

En el caso llneal, la observabllldad y reconstrucllbllldad del 
estado puede ser encontrada fácilmente, mientras que el caso 
no lineal se Introducen compllcaclones matemáticas 
Importantes, que requieren una gran cantidad de 
soflslfcaclones matemáticas a resolver. 

El problema es más fácll de resolver si se consideran 
procesos descritos por sistemas blllneales. Esto es, procesos 
descritos por la ecuación: 

p 
X = Ao X + L. ul Al X + B u 

1=1 

Y=CX 

donde ul es la léslma componente del vector u y Ao, .•• , Ap y 
B son matrices constantes. Muchos de los resultados 
Importantes en leorla de sistemas llneales pueden aplicarse, 
con algunas modificaciones, a este caso. 

Debido a ciertas propiedades de los observadores bfflneales 
(eslabllldad aslntólfce) que no existen en los observadores no 
lineales [43], se llevó e cabo en aste trabajo el diseño y 
realización de un observador bftlneal que es relallvamente 
fácfl de Implementar atráves de Sistema de Control Distribuido 
(SCD). 



El objetivo principal de este trabajo es el de obtener 'J" 
diseño y realización da un observador asintótico estable, para 
sistemas blllneales. Este observador se utilizó para la 
estimación da un proceso de destilación binario. Para llevar e 
cabo esto se hicieron algunas extensiones a los resultados de 
trabajos realizados por algunos lnvesllgadores [9]. 

Para la obtención del objetivo arriba mencionado se ullllzó la 
siguiente metodologla: 

a) Se obtuvo un modelo no lineal simple (MNLS) de orden 
reducido de una columna de destilación binaria, el cual fué 
Identificado y validado para un conjunto de entradas dado. 

b) Puesto que la estimación del estado aglomerado 
utlllzando técnicas puramente no lineales requiere de un 
conjunto de herramientas matemáticas muy complicadas y 
que, por otro lado, no se puede construir un observador del 
estado que asegure ciertas propiedades (convergencia 
asintótica, por ejemplo) para el MNLS de la columna al usar 
esas técnicas, se construyo un observador asintótico del 
estado a partir de un modelo blllneal simple (MBLS) de la 
columna. Este MBLS es también de orden reducido y se 
comporta como al MNLS en una amplia reglón de 
funcionamiento. 

c) Finalmente, para probar el desempeño del observador 
asintótico obtenido, esté fué Introducido en un esquema de 
control por retroalimentación de estado. 



Cabe mencionar que no se realizo la aplicación del esquema 
de control a un modelo más complicado para observar el 
desempeño del esquema. Sin embargo, el hecho de suponer 
un modelo simple de orden reducido debe lnfluír en dicho 
desempeño. 

La presente memoria describe el trabajo realizado y esta 
organizado como sigue: 

En el Capítulo 1 se describe brevemente el proceso de 
destilación binario, presentándose un MNLS de la columna. 
El modelo es Identificado y validado para un conjunto de 
entradas y alrededor de un punto de operación dado. 

Se Incluye, también, un análisis de controlabllidad y 
observabllldad sobre el MNLS. 

En el Capitulo 11 se presenta el concepto de observabllldad 
para sistemas dinámicos junto con algunos resultados sobre 
observabllldad de sistemas no llneales. 

También se muestra, como hecho Importante, el problema de 
singularidad en la síntesis de observadores para sistemas no 
lineales (SNL). 

En el Capitulo 111 se diseña un observador bllineal asintótico 
estable para estimar un estado aglomerado (sin sentido físico) 
del MNLS, pero necesario para poder aplicar el esquema de 
control propuesto. 
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Para poder diseñar el observador asintótico se hace ne<'P.'3!'t!., 
la blllneallzaclón del MNLS alrededor del mismo punto de 
operación en que éste fué Identificado. 

En el Capítulo IV se describe una ley de control para rechazo 
a perturbaciones en el sistemas no lineales. Esta ley es 
aplicada a la columna de destilación binaria utlllzando el 
observador asintótico obtenido en el Capitulo 111. Esto se hace 
con el fin de verificar el desempeño del observador obtenido. 

Por último se presentan algunas conclusiones y perpectfves 
de Implementación del presente trabajo. 
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CAPITULO 

DESCRIPCION DE LA COLUMNA DE DESTILACION 
BINARIA 

En este Capítulo se describe el proceso de destilación binaria, 
así como las hipótesis que permiten obtener las ecuaciones 
que describen el comportamiento dinámico de la columna de 
destilación. 

Se presenta también un modelo no lineal simple, (MNLS), de 
dimensión reducida y se realiza la ldentlllcaclón y validación 
da ese modelo para un conjunto de entradas, mostrando en 
simulación que el modelo aproxima de manera adecuada al 
proceso de destllaclón. 

Se realiza sobre el modelo no lineal slmple un análisis de 
controlabllldad y observabllldad local que permite la 
realización y formalización de ciertos esquemas de control y 
observación que serán usados más adelante. 

El Capítulo está organizado como sigue: 

En la sección 1.1 se describe el proceso de destilación y un 
modelo de conocimiento del proceso. En la sección 1.2 se 
presenta un modelo no lineal simple de la columna. el cual es 
Identificado y validado. Para este modelo no lineal simple se 
reallza el análisis de controlabllldad y observabllldad 
mencionados arriba y, finalmente, se Incluyen algunos 
comentarlos relacionados con el modelo obtenido. 
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1.1 Modelo de Conocimiento de la Columna. 

El proceso de destilación es aquel proceso utilizado para 
separar compuestos o mezclas de compuestos utilizando las 
diferencias entre sus volatilidades o sus presiones de vapor. 
La separación puede ser completa o Incompleta, obteniéndose 
un aumento de la concentración relativa de los componentes 
en el destilado o en el liquido residual con respecto a sus 
concentraciones relativas en la mezcla origina!. 

Los procesos de destllaclón pueden ser claslllcados de 
acuerdo con el número de componentes en la mezcla original 
como binarios, multicomponentes y complejos. Pueden ser 
clasificados también de acuerdo al tipo de separación como 
procesos de equlllbr!o ráfaga y procesos dlferenclales o 
fracc!onantes [17). 

La destilación como técnica de separación es relativamente 
barata y cuenta con amplio campo de aplicación. Entre sus 
usos se pueden citar, por ejemplo: la separación de una 
mezcla multlcomponente en dos partes o la eliminación de 
una Impureza en un producto. 

Los procesos de dest11aclón están constituidos por un 
conjunto de separación que, en el caso de una columna de 
destilación, están unidas entre si formando una cadena de 
platos. En cada uno de los platos se llevan a cabo fenómenos 
flslcoquímlcos básicos como son al equilibrio termodinámico 
llquldo y el Intercambio de energía calorlflca [18, 19]. 
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Puesto que las caracterlsllcas del proceso son de Interés en lo 
que sigue, es deseable conocer su comportamiento físico, 
pero a causa de fas restricciones de operación de estos 
procesos se hace Imposible efectuar un análisis amplio de su 
comportamiento. Esto hace necesario establecer un modelo 
matemático que describa lo más aproximadamente posible las 
propiedades del proceso. 

El modelo de conocimiento obtenido en [20] es capaz de 
reproducir el comportamiento flslco de una columna de 
destilación binaria en una región de funcionamiento 
relativamente grande. Enseguida se presentará una breve 
descripción del proceso asi como la metodología básica 
planteada en (20] para la obtención del modelo que se 
adoptará para el resto de esta sección, se puede encontrar en 
el Apéndice 1. 

En la Flg. 1 del Apéndice 1 se muestra en forma esquemática 
la columna de destllaclón. En la parte superior se encuentra 
el condensador, que se considera Ideal, y que recibe el flujo 
de vapor del plato superior. Una partC! de la fase liquida, 
producto de la condensación, es Introducida de nuevo a la 
columna, por gravedad o por medio de una bomba (reflujo). 

También, se tiene una serle de platos (zonas de rectificación y 
de agotamiento), más uno de alimentación, por donde el flujo 
de alimentación (Lf) es Introducido. En cada plato entra un 
flujo liquido descendiente y uno de vapor ascendente, 
llevándose a cabo una transferencia de masa y de energía, 
debido a la diferencia de entalpías entre el flujo de vapor y el 
flujo liquido, generandose así, distintos puntos de equlllbrlo 
termodinámico. 
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En la parte Inferior se encuentra el calderin, en el cual ~!: 
genera un flujo ascendente de vapor que fluye a lo largo de 
toda la columna. El producto obtenido es, por un lado el flujo 
liquido destilado y por otro, el flujo liquido extraído del 
calentador (residuo). 

Las hipótesis que se Introducen para obtener las ecuaciones 
que describen el comportamiento dinámico de la columna de 
destilación son las siguientes [20): 

1. Se considera que en cada plato la transferencia de 
materia entre las fases liquida y vapor se produce 
lnstantaneamente. 

2. Le dinámica de los procesos termodinámicos y de 
transporte de mase son mucho mayor que la de los procesos 
hidrodinámicos. 

3. Se considera nula le acumulación de materia bajo la forma 
de vapor, debido a la baja densidad del gas en comparación e 
la del liquido. 

4. En el celderín, un regulador mantiene el nivel constante. 

5. Todos los flujos de entrada y de salida de le columna se 
encuentran en estado liquido. Además el flujo de 
alimentación está e su temperatura de ebullición. 

6. El condensador es total y además, el líquido que entra 
está a una temperatura inferior de la de ebullición. 

1 2 



7. La presión en cada plato es constante. 

Estas hipótesis son Introducidas debido a la complejidad del 
proceso y permiten una simplificación en la obtención del 
modelo. 

El modelo no lineal está formado por dos sistemas de 
ecuaciones: uno para el cálculo de los flujos líquido-vapor, y 
describen la dinámica de las concentraciones liquida y vapor 
a lo largo de la columna [20, 21, 22]. En [20) se pueden 
encontrar estos dos sistemas de ecuaciones así como los 
métodos numéricos utilizados para su solución. 

Como el objetivo usual en la destilación es mantener la 
calidad de los productos dentro de cierto rango de 
especificaciones, ésto Involucra un consumo de energía alto, 
que no es considerado normalmente [1). Además, como el 
proceso es sensible a cambios en las condiciones de 
operación y con tiempos de respuesta grandes, ésto motiva el 
control de este tipo de procesos. 

Ahora bien, puesto que el modelo riguroso de una columna de 
destilación usual en la Industria es bastante complicado 
(aproximadamente de 500 ecuaciones algebro-dllerenclales a 
resolver), ésto lo deja fuera de cuestión para propósitos de 
estimación y control en línea. Finalmente, como el modelo 
obtenido en [20] resulta también complicado para el análisis y 
diseño de esquemas de control, en la siguiente sección se 
obtiene un modelo no lineal de dimensión reducida de una 
columna de destilación binaria, el cual es Identificado y 
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validado para un conjunto de entradas. Este modelo ser:! ~! 
objeto de nuestro estudio. 

1.2 Un Modelo slmplillcado de la Columna Binaria. 

En esta sección se obtiene un modelo no lineal de dimensión 
reducida (Modelo no Lineal Simple, MNLS) de una columna 
de destilación binaria, y se realiza la identificación y la 
validación de este modelo para un cierto conjunto de 
entradas. Se muestra que el comportamiento de esta modelo 
aproxima de manera adecuada al del proceso de destilación, 
el cual está simulando digitalmente mediante el modelo 
analítico presentado. 

Este modelo reducido de la columna posea una estructura 
adecuada para la aplicación de técnicas de control. La 
simplificación estructural es obtenida mediante la 
consldernclon adicional de ciertas hipótesis que permiten 
modelar al proceso, al considerar que está formado 
unlcamente de cuatro secciones. Los parámetros de este 
nuevo modelo son Identificados usando como proceso al 
modelo analítico de la columna de destilación que separa una 
mezcla de agua-metanol obtenido en [20) y descrito 
brevemente en la sección 1.1. 

El modelo simplificado se supone que eslá formado de cualro 
elementos: el condensador, el primer plato, el calderin y un 
elemento que aglomera los demás platos. Esta selección de 
elemenlos está basada en la Idea de poder tener disponibles 
los valores de las concentraciones en la parte de arriba y de 
abajo de la columna, con fines de producción principalmente 
y para poder aplicar la ley de control descrita en el CapitulolV, 
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ya que en ella se requiere el valor de la concentración en el 
primer plato. En la figura 1.1 se muestra el esquema del 
modelo reducido. El modelo se forma con las ecuaciones de 
balance material asociadas al proceso y con el modelo 
termodinámico de la mezcla binaria. Las suposiciones 
adicionales que se Introducen son: 

La volatilidad relativa de la mezcla es constante y 
diferente en cada elemento 

Los flu)os líquidos y de vapor son constantes en cada 
sección de la columna. La razón de flu)o de vapor, V, está 
directamente relacionada con la energía suministrada al 
condensador, es decir: 

V = Kb ' Qb 

donde Kb es el calor latente de vaporización. 

Los slmbolos usados ahora son los siguientes: 

): 
f: 
n: 
x), y): 

Mj: 

Lo: 

V: 

Lf: 

indice del elemento actual 
indice del elemento de alimentación 
numero de elementos de la columna 
composición liquida y de vapor en J-éslmo 
elemento (fracción mol) 
coeficiente de equilibrio vapor-liquido en el 

J·éslmo elemento 
razón de flujo liquido (hasta antes del tercer 
elemento) (mol/seg) 
razón de flu)o de vapor a través de la columna 
(mol/seg) 
razón de flu)o liquido de alimentación 
(mol/seg) 
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xi: composición liquida de la alimentación 
(fracción mol) 

Hd,H,Ha,Hb:cantldad de liquido acumulado en el 
condensador, primer plato, 
elemento aglomerado y calderin 
respectivamente (mol) 

o:j: volatilidad relativa de la mezcla en el j-éslmo 
elemento 

El modelo reducido en una representación de estado está 
entonces dado por 

X. g (x.l l.!. 

h (x.) (1.1) 

donde x. está formado por la composición liquida en cada 
elemento del modelo reducido, y 

Lf Lo V (Lf • xi) 

o o M2 !2 - 211 o 
Hd 

o .tl..:....!l ~ !~ - M2 !íl o 
g (~ H H ,(1.2) 

:...x1 ~ M:1 l':!1 - M~ X~ 1 
Ha Ha Ha Ha 

~ ~ ¡¡4 - M:1 ¡¡4 o 
Hb Hb Hb 
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Cond ensador (total) 

jl 

V - x~,LD 

1 Lo 

y2, x2 Prime r plato 

l 

V 

1 Lo 

- y3, x3 Ele me nto aglomerado 

Lf, xi 

l 

V 

1 Lf + Lo 

OB - y4, x4 Cal de rln 

- LB, x4 

Figura 1.1 Representación esquemática de la columna de destilación binaria. 



h(X) = 1 
x1 

x4 

El vector de entrada es 

Lf 

Lo 
y 

V 

Lf • Xf 

aj 
con MJ para j = 2, 3, 4. 

1 + (aj • 1) xj 

El flujo de alimenlaclón Lf viene generalmenle de otra etapa 
de producción en un proceso petroqulmlco. En la práctica, no 
es posible hacer una medición en linea de xf. Sin embargo, Lf 
puede ser medido con un sensor de flujo adecuado. 

4 
El espacio de estado físico es el hipercubo ablerlo e = (O, 1 ). 
Se puede mosJrar que el sistema (1.1) eslá siempre dentro de 
este dominio Invariante para entradas positivas (que son las 
únicas físicamente significativas). Se puede mostrar tamblen 
que (23) 
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xf - 1 > xf para f = 2, 3, 4. 

y que en cada punto del dominio de accesibilidad se 
satisfacen estas relaciones en estado estacionarlo. 

1.2.1. ldantlllcaclón del Modelo no Lineal Simple. 

El proceso de Identificación consistió en determinar el 
confunto de parámetros Involucrados en las ecuaciones 
diferenciales que describen el proceso (MNLS), de manera 
que correspondan al comportamiento de un proceso físico de 
acuerdo con algún criterio preestablecido. Para lograr la 
Identificación de los parámetros se deben actuar sobre las 
entradas de tal manera que tanto los modos lentos como 
rápidos del sistema sean excitados. 

El modelo dado por (1.1) y (1.2) se afuste al comportamiento 
dinámico de un modelo analítico no lineal (Modelo no Linea!, 
MNL) en una amplia zona de operación del proceso utilizando 
un algoritmo de Identificación heurístico. 

Los parámetros del modelo slmp!lllcado de le columna son H, 
Ha, Hd, a2 .a3 y a4. fueron Identificados utilizando el algoritmo 
de Nelder Mead [24] definiendo el vector de parámetros como 
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1/H 

1/Ha 
8 ' (1.3) 

1/Hb 

1/Hd 

De esta manera (1.1) puede ser reescrita como 

o o o o -84 84 M2 o o 

81 -81 o o o -81 M2 81M3 o 
X.= X. Lo+ !. V 

o 82 - 02 o o o -02M3 82M4 

o o 83 -83 o o o 8(1-M4) 

o o o o o 

o o o o o 
+ x.Lf + xi Lf 

o o - 82 o 82 

o o 83 - 83 o 

o o o 
lx Y. ' 

(1.4) 
o o o 
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La ecuación (1.4) describe el MNLS en función del vector de 
parámetros. 

Uno de los métodos más flexibles para la Identificación de 
sistemas es el modelo de referencia [25]. 

El criterio de minimización o función de costo escogida es tal 
que la "distancia" entre las salidas del proceso y del modelo, 
esto es, la diferencia entre la salida del proceso y el estimado 
del modelo se mlnlma. Entonces, el criterio a minimizar fué 

, 
J(8) = --

2N 

N 
L < e' (8) , e (8) > 
k=1 k k 

(1.5) 

donde < ••• > es el producto punto de vectores y 11. está dado 
k 

por 

e (8) 
k 

y (8) - y 
1k , k 

y 
2k 

(8) - y 
2k 

y e y son las salidas del proceso mientras que y (E>) e 
1k 2k 1k 

'.!Cl 



y (8) son las del MNLS ( composiciones líquidas en ei 
2k 

condensador y el calderin respectivamente). 

N es el número de mediciones tomadas en el horizonte de 
observación dado por N ó t, slnedo ó t el periodo de 
Integración. 

Como entradas de identificación se utilizaron el rellujo lo, y el 
flujo de alimentación ll, ya que se ha demostrado (26) que dos 
entradas son suficientes para excitar tanto Jos modos lentos 
como los rápidos del proceso simulado (MNL). 

Para Ja obtención de las trayectorias del modelo no lineal 
simple se utilizó un algoritmo de Integración de Runge Kutta 
de cuarto orden. 

Para Ja Identificación del vector de parámetros se utilizaron 
Jos siguientes cambios. 

2.392 1.715 1.815 
0.583 0.440 0.405 
10500 10500 10500 

En las figuras l.2a y J.2b se muestran las entradas Lo y ll, así 
como las salidas (concentraciones en el condensador y 
calderin) y la concentración en el primer plato del MNL y del 
MNLS. 
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Las propiedades de la alimentación y la condición Inicial de 
operación están dadas en la tabla 1.1. En la tabla 1.2 se 
muestra el punto de equilibrio considerado para la 
Identificación. 

TABLA 1.1. Valor de la alimentación y de la condición Inicial 
operación para la Identificación del MNLS 

Número total de elementos n= 4 
Número del elemento de alimentación f = 3 
Capacidad molar liquida Inicial del condensador Hd = 150 mol 
Capacidad molar liquida Inicial del primer plato H = 60 mol 
Capacidad molar Hqulda Inicial del plato Ha = 60 mol 
aglomerado 
Capacidad molar liquida Inicial del calderin Hb = 850 mol 
Volatilidad relativa del primer plato a2 = 2.8913 
Volatilidad relativa del plato aglomerado a3 :10.8868 
Volatilidad relativa del calderin a4 = 5.5829 
Flujo de allmentalón en el punto de equilibrio Lf = 1.815 mol/seg 

de 

Composición del flujo de alimentación en el xi = 0.5 fracción mol 
punto de equilibrio 
Flujo de vapor en el punlo de equilibrio V = 1.2146 mol/seg 
Potencia de calentamiento consumida en &I Ob = 10500 cal/seg 
calderin en el punto de equilibrio 
Constante que relaciona V y Ob Kb = 0.000115679 

mol/cal 
Reflujo en el punto de equilibrio Lo = 0.45 mol/seg 
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4.0,-------------------~ 

l.o(.al/mc) 
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zo 

Lf 2.392 1.715 1.515 1.815 

Lo 0.583 0.440 0.592 0.405 

Variación de ± 20 % en Lt y Lo 

Cada muestra es de 20 segundos 

400 muestras en total 

Figura l.2a Entradas da lden!lflcaclón para el MNLS 
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Xl Composición liquida en el 

º' condensador del Proceso 
p 
x2 Composición liquida en el 

primer plato del Proceso 
p 
•4 Composición liquida en el 

calderin del Proceso 
M 
Xl Composición liquida en el 

condensador del Proceso 
M 
x2 Composición liquida en el 

condensador del MNLS o.o 
M 

o """' ""° """' MIO ICOD 

•4 Composición liquida en el Cada muestra es de 20 segundos catderin del MNLS 

Figura l.2b Salida de ldentlllcaclón 400 muestras en total 
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Lf 1.815 1.815 2.630 2.630 

Lo 0.950 0.700 0.600 0.600 

Ob 10500 12600 14000 11000 

Variación de O % en Lf, Lo y 
Ob 

J 1 

Cada muestra es de 20 
segundos 

' ' 
400 muestras en total 
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...,, ...., 
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Figura l.3a Entradas de validación para el MNLS 
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p 
x 1 Composición liquida en el 

condensador 
p 
x 2 Composición liquida en el 

primer plato del Proceso 
p 
x 4 Composición liquida en el 

calderin del Proceso 

x 1 Composición liquida en el 
condensador deJ Proceso 

M 
x2 Composición liquida en el 

condensador del MNLS 
M 
x4 Composición liqulda en el 

calderin del MNLS 

Figura l.3b Salida de la validación 

u'tlld troc:hanl 

Cada muestra es de 20 segundos 

400 muestras en total 
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Figura l.4a Entradas de validación para el MNLS 
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p 
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condensador 
p 
x2 Composición líquida en el 

primer plato del Proceso 
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x4 Composición 1 ·qulda en el 
calderin del Proceso 

M 
xl Composición liquida en el 

condensador del Proceso 
M 
x2 Composición líquida en el 

condensador del MNLS 
M 
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calderin del MNLS 
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400 muestr-as en total. 



TABLA 1.2 Distribución de la composición líquida del MNLS 
el punto de eaulllbrlo. 

Elemento Concentración ¡fracción mol) 
X1 (condensador) 0.92144525 
x2 (primer plato) 0.80225360 
x3 (plato aglomerado) 0.39638239 
x4 Ccalderínl 0.19320077 

Los valores de los parámetros Identificados fueron los 
siguientes: 

Hd 66.67 mol 
H 80.71 mol 
Ha 62.79 mol 
Hb 1101..S1 mol 

Los valores de a2, a3 y a4 fueron calculados a partir de (1.1), 
tomando el punto de equilibrio de la tabla 1.2, donde el valor 
de la concentración en el elemento aglomerado, x3, 
corresponde al valor de la concentración en el último plalo del 
modelo no lineal obtenido en (20). 

De (1.1) y en el punto de equilibrio 

M2 x2 • x1 
X1 ··-····-···· V= O (1.5) 

Hd 
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,) 

a2 
de donde M2 x2 x1, y como M2 = ·········-····-···· se llene 

1 + (a2 • 1) x2 

que 

n2 = 2.891305592 

También de (1.1) se tienen las expresiones siguientes en el 
mismo punto de equilibrio: 

x1 - x2 M3 x3 • M2 x2 
x2 = -········ Lo + -········-···-··· V = o 

H H 

x3 x2 • x3 M4 x4 • M3 x3 LI xf 
x3 ·-· Lf + ···---·· Lo + ·-·--·--·-·-·· V + ·--·- = O 

Ha Ha Ha Ha 

(1.6) 

x3 • x4 x3 • x4 x4 - M4 x4 
x4 LI + ·····-- Lo + ········--··· V O 

Hb Hb Hb 

Utilizando para Lf, Lo y xi los valores de la tabla 1.1 se obllene 
la solución siguiente para las ecuaciones dadas por (11.6) 

V 1.2146341155 



a3 10.88675022 
a4 = 5.582909805 

En esta solución puede observarse que el valor de V coincide 
con el calculado por la expresión V= Kb • Ob y se encuentra 
en la tabla (1.1) 

Finalmente, una vez estimados los párametros, se hizo 
necesario verificar que el modelo Identificado se comportara 
satisfactoriamente para otro conjunto de entradas. Enseguida, 
se dan algunas definiciones necesarias para la comprensión 
del teorema de controlabllldad local débil desarrollado en 
[13). Los conceptos definidos pueden encontrarse con más 
detalle en [27). 

Consldérandose sistemas no llneales de la forma: 

f(.!W'.) 

(1.7) 
g(X) 

n (/. 

donde 11. E n e R ; l!. E M; y_ E R ; f, g son funciones e . M es 

(/. 

una variedad e de dimensión m. 

Sea U un subconjunto de M, x1 es U-accesible de xo (x1 A 
u 
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xo) si existe un control medible y acotado (u(t), (to, :1 ¡¡ 
satisfaciendo u(t) para t E (to, t1) tal que la solución 
correspondiente [x{I), (to, 11)) de la ecuación diferencial (1.7) 
satisface x(to) = xo, x(t1) = x1 y x(t) E U para toda t E (to, t1). 

Sea entonces, A (J0 el conjunto de puntos U-accesibles desde 
u 

Jt. 

Se dice que L es local, débilmente controlable si y sólo si 
para cada it E M y cada vecindad U de Jt, el interior de A (Jú 

u 
es diferente de et>. 

o 
Se define también como F el subconjunto de todos los 
campos vectoriales !l(it, ul) E X(M) generados por cada control 
constante ul E n, donde X{M) es el conjunto de todos los 

a 
campos vectoriales e sobre M. 

o 
F es la subálgebra más pequeña de X(M) que contiene a F 
bajo la operación parénlesls de Lle (ver apéndice 3). 

F(x) es el espacio de vectores tangentes generados por los 
campos vectoriales de F en lt E M. 



Se dice que el sistema :!: definido por (1.7) satisface la 
condición de rango de controlabllldad en ito A oco} si la 

u 
dimensión de F(ito) es m. El sistema :!: satisface la condición 
de rango de controlabllldad, si lo anterior se cumple para 
cada x E M. 

Estas definiciones permiten enunciar el siguiente teorema: 

Teorema 1,1, (10). 

El sistema r es localmente débil controlable en 21.0 si y sólo si 
satisface la condición de rango de controlabllldad en 21.0. r es 
localmente débilmente controlable si y sólo si la condición de 
rango se satisface para cada 21. E M. 

Para el sistema dado por (l. 1) y (1.2), de la teoría expuesta se 
tiene que 

o 
F = (Ul Q.1 (X) + ..... u4 Q.4 (X) : ul •••• ' u4 E n¡ 

donde 
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g_ 1 (x.) 

g_3 (x.} 

o 

o 
' g_2 (x.) 

• 02 x3 

03 (X3 • X4) 

04 (M2 x2 - x1) 

01 (M3 x3 • M2 x2) 
'y 

02 (M4 x4 - M3 x3) 

03 (x4 • M4 x4) 

o 

01 (X1 • X2} 

02 (X2 • X3) 

03 (x3 • x4) 

o 

o 
g_4 (~ 

02 

o 

Y el álgebra de Lle correspondiente es generada por todos los 
campos 

( g_I (x) ; 1 = 1, ... , 4 ). 

Se puede ver también que 

F(~ = Gen ( g.I (x), ( g.I (x), gj (x) ) ; 1, j = 1, 2, 3, 4 ) 

donde Gen Indica que es un espacio generado por los campos 
vectoriales dados y ( . , . ) es la operación paréntesis de Lle 
(ver apéndice 3). 
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Tomando, los vectores g.1 (X), g.2 (X), (g.2 (X), g.3 (X)), g.4 (X) y 
formando la matriz B = (g.1 (X) g.2 (X) (g.2 (X), g.3 (X)) g.4 (X)). 
Todos los demés paréntesis de lle son cero o dependen 
linealmente de los tomados. Así, sa encuentra que 

2 2 
det B 64 81 82 83 (x1 • x2) (x3 • x4) M"2 

donde 

aj+ 1 
Mºj l = 2, 3' 4 

2 
(1 + aj x2) 

Las condiciones que del B=O es que al menos uno de los 
factores (x1 • x2), (x3 - x4), M"2 sea cero. Como x1 • x2, x3 • 
x4 y M"4 son distintos de cero, en general, la dimensión del 
espacio generado es Igual a 4, y la condición del rango se 
satisface por lo que se puede decir que cualquier estado es el 
cubo abierto [O, 1] puede se alcanzado mediante la aplicación 
de entradas adecuadas. Luego el sistema es local y 
débilmente controlable. 
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1.3.1 Observabl!ldad 

El segundo estudio que se realizó sobre el MNLS obtenido en 
este capitulo es el de observabllldad. Se dice que un sistema 
es observable si se puede distinguir un estado x.o de otro x.1 e 
partir de la observación de las salidas durante un tiempo 
finito. Para llevar cabo este estudio de observabllldad se 
utiliza el teorema de observabllldad local para sistemas no 
lineales descrito en el capitulo 11. 

Puesto que, en la ley de control que se expone en el capitulo 
IV se requiere que la diferencia a la cual se quiere llevar el 
valor de la concentración en el primer plato x2r, y el valor de 
la concentración del mismo plato, sea cero, se optó por 

T 
redefinir el vector de salidas como h.Clll = (x1, x2, x4) , 
suponiendo que se tiene disponible una medición de x2. Esta 
redeflnlclón permite también resolver un problema de 
degeneracldad que presenta la ley do control usado cuando 
se aplica a procesos de destilación. 

Para el modelo descrito por (1.1) y (l.2) se tiene ahora que: 

T 
h (¡0 = ( x1 x2 x3 ) 

y h3 (¡0 = x4 

con h1 (¡0 = x1 , h2 (¡0 = x2 
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Además, 

o 
G (X) = (h1 (X) , h2 (K.) , h3 {K.)) 

El campo vectorial con respecto al cual se apllca Ja derivada 
de Lle para cada una de las funciones h1, h2 y h3 es 

g_(J!.,Y.l= 

con 

g1 ( l!.. Y.) 

g2 ( l!.. Y.) 

g3 ( l!.. Y.) 

g4 ( l!.. Y.) 

g1 ( X. • Y. ) 

g2 ( l!.. Y.) 

g3 ( l!.. Y.) 

g4 (X.. Y.) 

04 u3 (x1 • M2 x2) 

01 u2 (x1 • x2) + 01 u3 (M3 x3 • M2 x2) u4 

02 u2 x3 + 02 u2 (x2 • x3) + 02 u3 (M4 x4. M3 x3) + 02 

03 u1 (x3 • x4) + 03 u2 (x3 • x4) + 03 u3 (x4 • M4 x4) 

donde 01, 02, 03 y 04 son Jos parámetros Identificados en la 
-sección 1.2.1. 
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Aplicando entonces la derivada de Lle a las funciones h1, h2 y 
h3 con respecto el campo vectorial g_ se tiene 

oh 1 
L (h1) =·-·-{X) g_{X,Y.) = { 1 O O O) g_(X,Y.) = g_1 {¡¡_,Y.) 

Q. ox. 

oh2 
L (h2) = ·-·- (X} g_ {X , Y.) = { O 1 O O } g_ (X , Y.) = Q.2 (X. , Y.) 

Q. ox. 

oh3 
L {h3) = ·-·- (X} g_ (l!., Y.) = { O O 1 O ) g_ {l!., Y.) = Q.4 (l!., Y.) 

Q. lill. 

De donde 

G (ll..) = Gen ( h1(ll..), h2(ll..), h3{ll..), L (h1){ll..), L {h2)(ll..), L {h3)(ll..) ) 
g g g 

Las demás derivadas de Lle son cero o dependen de las 
to medas. 
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y 

dG (l!.) = Gen ( dh1 (l!.), dh2 (l!J, dh3 (l!.), dl (h1)(l!.), dl {h2)(l!.), 
g g 

dl {h3J(l!.) ) 
g 

T T T 
o o 

o o o 
dG (!.) = 

o o o 
o o 

T T T T 
o o • 84 u3 

o o 84 u3 M'3 
dG 

o o o o 
o o o 
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T T 
01 u2 O 

• 01 (u2 • u3 M'2) O 

01 u3 M'3 03 u1 + 03 u2 

o 03 (·U1 • u2 + U3 • u3 M'4) 

o 
Se forma entonces la matriz B 
columnas de dG 

siguiente a partir de las 

o 

o o 
B = 

• 04 u3 

01 u2 

o 

o 

04 u3 M'2 

• 01 (u2 + u3 M'2) 

o 
o 

o 

o 

01 U3 M'3 

o 

o 

o 

o 

o o 03 (u1 + u2) 03 (-u1-u2+u3-u3M' 

o 
Puesto que se requiere que el determinante de B sea 
diferente de cero, se toman 4 filas Jlnealmente Independientes 
entre ellas. Esto ocurre por ejemplo, con la primera, segunda, 
tercera y sexta filas. Entonces, 



) 

o 
Del B = . 83 (u1 + u2) 

que es Igual a cero si 83 ó (U1 + u2) son cero. Como ninguno 
de estos elementos es cero para casos prácticos se puede 
decir que el sistema es local y débilmente observable. 

Comentarlos 

En este capitulo se obtuvo un modelo no lineal simple (MNLS) 
que fué Identificado y validado para un cierto conjunto de 
entradas. De las gráficas de Identificación y de validación 
(figuras l.2b, l.3b y l.4b) se observa que las curvas dinámicas 
del MNLS se aproximan bien a las correspondientes del MNL, 
con lo cual se puede decir que el MNLS aproxima de manera 
adecuada al proceso de deslllaclón en una zona de validez 
amplia, alrededor del punto de operación. 

El análisis de controlabllidad y observabllldad permite obtener 
la realización de esquemas de observación y control, 
localmente, como se verá en capítulos posteriores. 

Finalmente, como la realización 
localmente controlable y observable, 
por tanto, bajo las suposiciones 
comportamiento de este modelo 
adecuada del proceso real. 
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CAPITULO 11 
OBSERVABILIDAD DE SISTEMAS DINAMICOS 

En este capitulo se presenta el concepto de observabilldad en 
sistemas dinámicos. Se dan, en parllcular, un conjunto de 
definiciones y resultados para sistemas no lineales, y que 
serán aplicados a un modelo no lineal simple de una columna 
de destilación binaria. 

Se discute además la Importancia de los observadores 
asintóticos para sistemas blllneales junto con sus 
características que presenta su síntesis. 

11.1 Conceplo de observabilldad. 

En esta sección se presenta el concepto de observabllldad 
para sistemas dinámicos. Junto con algunos resultados sobre 
la observablildad en sistemas no lineales y que están basados 
en el trabajo realizado por Hermann y Krener (1 O]. Los 
resultados fueron aplicados a un modelo no lineal símple de 
orden reducido (Capitulo 11) y a otro modelo blllneal obtenido 
del anterior (Capítulo 111). A partir de este últlmo fue diseñado 
un observador asintótico (Capitulo lil). 

En esta sección se consideran sistemas no lineales de la 
forma 
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lt f (Jt.l.I.) 

:E: 
g (Jt) (11, 1) 

a 
donde JL r n, un subconjunto de R , x. E M , y E R ,! y g_ son 

a u 
funciones C M es una variedad C de dimensión m. 

Se dice que un sistema es observable si se puede distinguir 
un estado x.o de otro x.1 a partir de la observación de las 
salidas durante un tiempo finito. Es necesario Introducir el 
concepto de lndlstlngulbllidad de estados. se dice que dos 
estados x.o y x.1 de un sistema con Indistinguibles (J!.O l Jt1) si 
dos pares (r, 11.0) y (1:. ¡¡_1) realizan el mismo mapeo entrada· 
salida; es decir, para toda entrada admisible [JI.(!), (to,tl)] 

r !.º: [l.!.(t), (to,t1)] = r x.1 : [ll.(t) , (to,t1)] 

Se tiene por lo tanto, la siguiente definición general de 
observabllldad del sistema [10]: 

Sea 1 (!.O) una clase de equivalencia de x o. r es observable 
en 11.0 si 1 (¡¡_o) = (X.O) y r es observable si 1 (.Jt) = (!.) para 
toda x. E M. 
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Nótese que este concepto de observabllldad es global, por Jo 
que resulta útil definir un concepto de carácter local que, a la 
vez, es más fuerte que el anterior. 

Sea U un subconjunto de M, !.O y !.1 r U. Se dice que x_o es U· 
lndlstlnguible de !.1 (!.O l it1J si para todo control [JL(t) , (to , 

u 
t1)) cuyas trayectorias (!.O (t) , (to , tl)) y [l!.1 (1) , (to , tl)), a 
partir de l!.O y !.1 respectivamente, están contenidas en U, no 
es poslble distinguir ambos estados. 

En la práctica, generalmente no se necesita distinguir xo mas 
que de puntos contenidos en una vecindad de xo. Se dice 
entonces que I es localmente observable en J!.O si existe una 
vecindad abierta U de xo tal que para cada vecindad abierta 
de V de ito contenida en U, 1 (xoJ = (J!.o). Se dice que I es 

V 
localmente débll observable si lo anterior cumple para toda 
lt E M. 

Enseguida, se presentan otras definiciones que permiten 
establecer la condición de rango de observabilldad débil local 
para sistemas no lineales, y que finalmente permitlran 
enunciar el teorema de observabilldad débil local. 

a 
Sea C (MJ el espacio vectorial real, de dimensión lnlinita, de 

a 
todas las funciones reales escalares C con dominio en M y 

a 
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X(M) el conjunto de todos los campos vectoriales C sobre M. 

a 
Si h E X(M) y ¡¡e e (M), enlences la derivada de Lle de ¡¡ con 
respecto a b. se define como 

óq 

Óll 

ÓQ 

L (q) (X) = --- (X} h(X} 

h. Óll 

óq Sq 
{--, .... ---), 
ox1 óxm 

o a 

dq 

Sea G el subconjunto de e (M) consistente de las funciones 
¡¡1, .•• , ¡¡n, {las componentes de g(X) en la ecuación 11.1 y 
que se escribe como 

o 
G (Q.1, •.• , ¡¡n) 

Se define también a G como el subespaclo lineal más 
a o 

pequei'IO de e (M) que contiene a G y que es cerrado bajo la 
o o 



operación derivada de Lle, por elementos de F , donde F es 
el subconjunto de todos los campos vectoriales 1 (!., llJ 
contenidos en X(M) generados por cada control constante 11. E 

O. Es decir 
ex 

G = (¡¡ E C (M) : .Q. = L{QJW 
! 

o o 
f E F , q E G) Ü G 

{8.Q./8!.) {X:I f(!.). 

Se dice que el sistema dado por (11.1) satisface le condición 
de rango de observabllldad en x.o si la dimensión de dG(!.O) es 
m, donde dG(!.O) es un conjunto dado por: 

dG = (d q: q e G) 

Se dice que L satisface la condición de rango de 
observablllded si lo anterior se satisface para toda !. E M. 

Estos conceptos permiten enunciar el siguiente teorema 

Teorema 11 1 [1 O) 

El sistema :!: es local y débilmente observable en J!.O si y sólo 
si satisface la condición de rango de observabllldad en !.º· :!: 
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es local y débilmente observable si y sólo si la condición de 
rango de observabllldad se satisface para toda l!. E M. 

11.2 Síntesis de Observadores para Sistemas no Lineales. 

Intuitivamente, el problema de observabllldad consiste en 
Identificar la cantidad precisa de Información acerca del 
estado del sistema y que está contenida en las mediciones de 
la salldad del sistema. En forma más precisa, dado el sistema 

f(x ,J.l.l l!. (O) xo, 

~ (t) h (JU 

y la entrada J.!. (t), se quiere saber si el estado l!.º puede ó no 
determinarse de forma única, a partir de mediciones de la 

salida Y. (t) en cualquier intervalo O < t ~ 't . 

La estructura no lineal de los procesos Introduce 
complicaciones matemáticas en el problema de 
observabllldad. Uno de los problemas más Importantes de la 
síntesis de observadores para sistemas no lineales esta 
relacionado con el hecho de que ciertas entradas u (t) hacen a 
un sistema, no observable. 

Este tipo de entradas existen y son un problema permanente 
que debe tomarse en cuenta para la síntesis de observadores 
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en sistemas no lineales. Constituyen además la singularidad 
de este problema de síntesis. Los sistemas lineales 
constituyen una clase de sistemas no representativa del 
problema, ya que en ese caso no existe la singularidad 
mencionada. Es decir, los sistemas lineales con observables 
Independientemente de la entrada aplicada. Esta propiedad 
permite asegurar la existencia de observadores para sistemas 
llneales. 

Exceptuando los observadores para sistemas lineales, existen 
básicamente cuatro tipos de observadores para sistemas no 
lineales. Enseguida se describen las caracteristlcas más 
Importantes de cada uno de éstos así como el grado en que el 
problema de singularidad los afecta. 

a) .Qllseryadores por inyección de sallda [15, 16]. La Idea en 
este tipo de observadores consiste en referirse a un sistema 
lineal obtenido por Inyección do la salida del sistema no 
lineal. En el Caso de no tener un sistema no lineal sin 
entradas, la Idea a probado ser bastante buena. Para el caso 
de tener un sistema no lineal con entradas y que es 
llneallzable por Inyección de la salida, el problema de la 
singularidad descrito arriba, no existe. Se trata pues, de una 
aproximación que solamente permite tratar una clase 
particular de sistemas para la cual ese problema no aparece. 

b) Observadores de Hsu. Estos observadores requieren, en 
cada tiempo t, el conoclmento de la función de entrada u en 
un Intervalo (t • s, t) [14), donde O s s < t. Estos podrían ser 
llamados observadores de dimensión Infinita. 



c) Observadores de Wll!lamson. (13] Estos observadores 
requieren en cada Instante t, el conoclmento de u (t) y sus 
derivadas. 

d) Observadores del tipo Hara-Furuta. [9, 12] Este tipo de 
observadores, en cada tiempo t son operados por el valor de 
u (t) de la función de entrada en el mismo Instante t. 

Wllllamson caracteriza los sistemas blllneales que son 
observables, Independientemente de las entradas y construye 
un observador para una sistema de ese tipo. De esta manera 
el problema de singularidad no aparece. En los observadores 
del tipo Hara-Furuta (!amblen para sistemas blllneales) 
existen condiciones suficientes ba)o las cuales existen 
observadores asintóticos. En ellas no se hace ninguna 
hipótesis explicita en relación al de singularidad. Por el 
contrario, si se analizan los teoremas (de (9], por e)emplo), se 
puede ver (con cierta dificultad) que todo sistema que 
satisface las hipótesis es naturalmente estable para malas 
entradas (entradas que hacen al sistema no observable). Esto 
explica porque se puede obtener un observador asintótico en 
este caso y, además, porque no se puede en este tipo de 
observador, fl)ar arbitrariamente la velocidad de 
convergencia. 

11.3 Obseryadores Asintóticos para Sistemas Blllneales. 

La Importancia de los observadores de estado asintóticos en 
la teoría de control por retroalimentación es conocida y en el 
caso de sistemas lineales, la teorla esta bien estudiada, al 
grado que a sido refinada en forma satisfactoria. 
Ultlmamente, varios autores (11, 16], han propuesto 
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observadores para sistemas no lineales (en particular, 
sistemas blllneales), esto es, sistemas definidos por 

p 
X Ao X + L Al ul + B¡¡_ 

1=1 

(11.2) 

n p q nxn 
donde X (t) E R • ;)'...(t) E R • Y. (t) E R y Ao, A1, ...• Ap E R 

nxp qxn 
BER yCER 

En particular, en [12), se han considerado observadores con 
una estructura similar a la del sistema 11.2, o sea 

p p 
¡_ ( Ao + L Al ul (t) ) ¡_ + ( Bo + L Bi ul (l) ) y_ (l) + J 11. (l) 

1:1 1:1 
(11.2) 

Y!.. C z + D y_ 

El error de estimación del observador obtenido es 
Independiente de las entradas y se asume que cumple con la 
siguiente condición asintótica sobre el error de estimación 



di 
llm - ( "!!.. • K !. ) = O ( i =o, 1 '2, ... ') 

t->a dtl 

donde l!. es el estado del sistema (11.2) y K es una matriz 
constante. 

Este observador tiene las siguientes propiedades Importantes: 

e) El Observador puede funcionar efectivamente bajo 
cualquier tipo de entradas. 

b) El Observador puede ser diseñado pare cualquier sistema 
regulador sin tomar en cuente el efecto de las entradas. 

En (9) se han considerado observadores con la misma 
estructura, pero donde el error de estimación puede depender 
de la entrada. Sin embargo, si se quiere que la norma del 
error de estimación converfa e cero asintótlcamente, se 
necesita cumplir la siguiente condición 

llm ( "!!..· K !. ) = O 
t·>(l 

Los resultados obtenidos en (9) sólo son aplicables a sistemas 
dados por (11.2), pero sin el termino B u. En este trabajo se 
proporcionen extensiones de los resultados ah! obtenidos y se 



aplican para la síntesis de un observador blllneal asintótico 
de una columna de destilación binaria. 

El espacio de observación asociado a un sistema bllineal 
esta, constituido de funciones lineales. En el caso no lineal 
general, éstas son funciones generales sobre el espacio de 
estado. Reconocer el estado en el caso general equivale 
entonces a resolver ecuaciones generales no lineales. Para 
un sistema bilineal, es un problema de álgebra lineal; por lo 
tanto, un problema más simple. 

En resumen, se puede decir que los sistemas billneales 
constituyen una clase Interesante de sistemas para estudiar 
los problemas de observación porque: 

a) El problema de singularidad (malas entradas) está 
presento. 

b) Los aspectos de cálculo son más sencillos {lineales). 

Comentarlos 

En este capitulo se han presentado algunos resultados sobre 
observabllidad de sistemas dinámicos, Jos cuales fueron 
empleados en el capilulo 1 para realizar un análisis de 
observabllidad funto con otro de controlabllidad del modelo no 
lineal simple (MNLS) de una columna de destilación binaria. 
Este análisis permitirá el diseño de un observador billneal 
asintótico para el MNLS 



CAPITULO 111 

EL OBSERVADOR BIL!NEAL ASINTOTICO PARA EL 
MODELO NO LINEAL SIMPLIFICADO DE LA COLUMNA 

El modelo slmple descrito en el capftulo 1 tiene un 
comportamiento dinámico muy cercano al modelo analítico de 
una columna de destllaclón binaria y, por otro lado, su 
estructura permite el diseño de estructuras de control y el uso 
de herramientas de análisis de una manera fácil y eficiente. 
En este capitulo se presenta, en primer lugar, un observador 
del estado cuyo error de estimación puede depender de la 
entrada, pero con una norma que converge a cero 
aslntótlcamente. El observador descrito es una extensión del 
reportado en (12] y [9] dándose aquí las condiciones de 
suficiencia que garantizan su existencia para sistemas 
blllneales (sección 111.2). En la sección 111.4 se presenta un 
modelo blllneal obtenido en base al modelo slmpllflcado 
presentado en el capitulo I, así como un estimador blllneal 
asintótico diseñado y evaluado en slmulaclón. La valfdaclón 
de la aproximación blllneal se realizó tomando al MNLS como 
proceso en la zona de validez de este último. Para efectos de 
comparación con el observador blllneal asintótico obtenido en 
la sección 111.4 se obtuvo un observador lineal de Luenberger 
(sección 111.3.2). 
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111.1 Un Modelo Bl!lneal. 

Para obtener la aproximación bllineal se utl!lza un desarrollo 
en serles de Taylor del modelo dado por (1.1) alrededor de 
algún x manteniendo únicamente los términos de orden cero y 
uno, obteniendose 

m_ _ m _ m 
K ~ ui V ¡¡I W K + t Ui V gJ (JO + t UI gJ (;t) 

1=1 1=1 1:1 

(111.1) 

donde X, !.!. y Y. corresponden a las desviaciones de x. J.1. y Jl. 
respectivamente y V es el operador gradiente, definido por 

Ve.>= o¡. ¡1sx 

Esta última slmpllllcaclón permite escribir finalmente las 
ecuaciones dinámicas del proceso de la forma siguiente 



4 

X Ao l!. + r UI Al X+ BJ.!. 
1:1 

I:p: (111.2) 

Y. ex 

con: 

84 u3 84 d2 u3 o o 

01 ü2 • 81 (u2+d2 u3) 04 d3 u3 o 
Ao 

o 02 ü2 • 82 (u1 +u2+d3 u3) 02 d4 u3 

o o 83 (u1+u2) • 83 (u1 +u2+u3(d· 

o o o o o o o o 

o o o o 81 • 81 o o 
A1 . A2 

o o -82 o o 82 • 82 o 

o o 83 • 83 o o 83 -83 



-84 84 d2 o o 

o - 81 d2 81 d3 o 
A3 . A4 o . 

o o -82 d3 82 d4 

o o o 83 (1-d4) 

o o 84 (c2-x1) o 

o - 81 (x1-x2) 81 (c3-c2) o 
B 

- 82 °X3 82 (x2-x3) 82 (c4-c3) 82 

83 (x3-x4) 83 (x3-x4) 83 (x4-c4) o 

o o o 

e o o o 

o o o 

donde 81= 1/H,82 = 1/Ha,83 = 1/Hby84 = 1/Hd 
{parámetros Identificados, véase el capitulo 1). Y además, 
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cj 

u xj 
j 

1 + (a - 1) x) 
j 

dJ 
aj 

-------------------:. 2 
(1 + (a - 1) xj) 

j 

Los valores numéricos de las matrices anteriores para el 
punto de operación tomado (el mismo para el cual lué 
Identificado el MNLS) son: 

- 0.018 0.008 o o 
0.006 - 0.012 0.007 o 

Ao 
o 0.007 - 0.066 0.03 

o o 0.002 0.003 

o o o o 

o o o o 
A1 

o o O.Q16 o 

o o 0.001 0.001 

5 1 



o o o o 
0.012 • 0.012 o o 

A2 
o 0.016 0.016 o 
o o 0.001 -0.001 

• 0.015 0.007 o o 
o 0.006 0.006 o 

A3 . A4 =0, 
o o 0.007 0.025 

o o o 0.001 

o o o o 

o 0.002 0.001 o 
B 

• 0.006 0.007 0.005 0.016 

o o o o 

o o o 

e o o o 

o o o 

Este modelo billneal lué validado con respecto al MNLS 
utilizando las secuencias de entrada mostradas en la figura 
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111.1, con variaciones de +/· 10 % en las entradas Lo y Ob, 
obteniéndose las gráficas de la figura 111.2. 

Va que se construlra un estimador del estado basándose en el 
modelo bllineal dado por (111.2) se presenta enseguida el 
análisis de observabllldad de ese modelo. Para el análisis se 
utilizarán los resultados dados en (28). 

Si se define la matriz se observabllldad On como sigue: 

01 01 • 1 Ao 

On donde: 01 e Y 01 

On 01 • 1 Am 
1 = 2, 3, .•. , n 

Entonces, el sistema dado por (111.2) es observable localmente 
si y sólo si el rango de On es Igual a n. 

Para el modelo blllneal obtenido n = 4 y m 
matriz On queda como 
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Lol'910i/MC.} ... .--------------------~ 

Ol<'-~t----<t---o--~t---o-~o-~o.--'--'---' 
o 

LO : 0.495 0.450 0.495 0.405 

Qb : 10500 11550 9450 10500 

Variación de •/- 10 : en Lo y Qb. 

Cada muestra es de 20 segundos. 

400 muestras en total. 

F'iQura HLl fntradas de validación para el modelo bilineal simole {MBS}. 



.. ~ : Composición 1 \qui da en el condensador 
B del 11BS. 

x2 : Conposición liquida en el primer plato 
B del HBS. 

x3 : ~~=!~~~~" d!~q~~~~ en el elenento 

x: : Composición liquida en el caldedn 
H del HBS. 

X3 : ~~:!~~~~n d!~q~~~t en el elemento 

l ~ / hwchall l Craot/rn:ct.:al 1.1,--------------------.. 1.0~---------------------. 

F1Qura 111.Z Salidas de validaclOn para el modelo bilineal simple {MA$). Cada muestra es de 20 segundos. 

400 muestras en total. 



o o o 
o o 
o o o 

-94 Ü3 94 d2 Ü3 o o 

91 Ü2 -01 (Ü2+d2 U3) 81 d3 Ü3 

o o 93 ¡Ü1+Ü2) -93 (u1 ;u2+Ü3(d4-1)) 

o o o o 
o o o 

On 
o o o o 
o 93 -93 

o o o 
91 -91 o o 

o 03 -93 

-94 94 d2 o o 

o -81 d2 91 d3 o 

o o 93 (1-d4) 



donde los puntos Indican más componentes de la matriz On. 

Les demás filas de la motriz On no se escriben porque el 
tamaño de la matriz es de (468 • 4), y además porque con las 
filas tomadas es suficiente para verificar la observabllldad del 
modelo blllneal. 

Puesto que se requiere que el determinante de On sea 
diferente de cero, se toman 4 filas que sean linealmente 
Independientes entre ellas. Esto sucede por ejemplo, con las 
filas primera, segunda, tercera y novena con las que se tiene 
que el determinante formado con ellas es 03 ~ O. Así que 

Det (On) = 03 

La aproximación bllineal dada por (111.2) es entonces 
observable, se puede, por lo tanto proceder al diseño de un 
estimador del estado que se base en ese modelo blllneal. 

111.2. Un Observador Asintótico. 

En aplicaciones donde se quiere realizar control por 
retroalimentación del estado es necesario disponer del valor 
completo del vector de estado. En cualquiera de los modelos 
de la columna descritos arriba, el primero, segundo y último 
estado (concentración liquida en el condensador, primer plato 
y calderín) se tienen disponibles. De esta forma, la 
concentración liquida en el plato aglomerado debe ser 
estimada. 
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Existen en la literatura varios procedimientos para diseñar 
observadores del estado completos o reducidos para sistemas 
bllineales (12, 9]. Los resultados más Importantes que se 
muestran aquí son una extensión de los reportados en (9] ya 
que se consideran sistemas dados por (lli.2), donde aparece 
el término B1.1.. En el ependlce 2 se da la demostración de 
estos resultados. Estos resultados fueron aplicados al modelo 
blilneal de columna de destilación. 

El sistema dinámico observador asociado al sistema blllneal 
(lil.2) está dado por: 

1\ m 1\ 1\ m 1\ 1\ .. (A + I: u A ) ¡_ + ( B + I: u B ) ll + J lL 
o 1:1 1 1 o 1:1 1 1 

I:o: 
1\ 1\ 

l!í. = e._ + o ll (111.3) 

donde ¡_ y "ti son vectores de tamaños s y r respectivamente. 

La existencia y construcción del observador dado por (111.3) 
está basada principalmente en los teoremas y definiciones 
siguientes: 
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pe!lnlc!ón 111.1 

SI lim 1 W.(I) . K Jt(I) 1 = o (111.4) 
t·>U 

"' "' (l) A 1l. + B e l.!. A o 
o o o 

"' "' (11) A 1l. + B e . !J. A o, i = 1, ... , m 
l 1 l 

"' "'T 
(111) PA + AP . a 

o o 

"' "'T 
(lv) PA + AP o. 1, ... , m 

l 1 

"' "' (v) cu + oc K 

"' (vi) J = UB 

Se toma cualquier matriz O de tamaño (n • p)xn tal que 
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rango (T1) = rango 1 
o 1 = n 

e 

y se realiza un cambio de coordenadas por medio de T1: 

donde 

l
~p -> ip 

T1 
(Al, e, B) ·> (Al, e, B) 

. 1 
1 ~111 ~1121 Al T1 Al T1 = 

Al21 Al22 

·1 e C T1 ( lp o) 

1 

81 
8 T1 B = 

82 

con lp la matriz Identidad de dimensión p • p 
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; 

Le matriz U que satisface 

rango n 

puede suponerse que sea U = ( s : 1 ). La existencia de un 
n-p 

observador estable de orden mínimo se garantiza por medio 
del siguiente teorema. 

Teorema 111.2 

SI para algunas matrices simétricas de!inldad positivas P y Q, 
exfle la matriz S que satisfaga las condiciones siguientes: 

T 
P (SA + A ¡ + (SA +A. ¡ P =. a (111.6) 

012 022 o 12 022 

P es.ti + A l + (SA 
112 122 112 

T 
+A. l P 

122 
o, 1=1 1 ••• , m 

entonces existe el observador del estado estable de orden 
mlnlmo para I:p (y, por lo tanto, para Ep). 
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SI S es una matriz que satisface (111.6) se forma 

lp o 
T2 

S In - p 

y se aplica otro cambio de coordenadas x. = T2 i 

T2 l!:p ·> !:p 
(Al, e, B) -> (Al, e, B ) 

donde 

-1 
Al T2 Al T2 

1 

Ai11 -Al12 s 

SAl11 + -Al21 - (SAl12+A122)S 

A112 _ 1 

SAl12 + Ai22 

Al11 Al12 

Ai21 Al22 
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-1 
e = e T2 = < 1p o i 

B = T2 B 

para tener el siguiente resullado lmporlante. 

Teorema 111.3 

SI existe una transformación de base Tp T2 T1 que 

transforma l:p en l: p, entonces existe un observador de 
estado estable de orden mlnlmo para l:p dado por 

Ao121 ' m 1 Al11 
• A + !: ui • 

Ao22 í = 1 Al21 

O} K 

Donde 
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Al22 

!. + 
1 :: 1 u 
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Ao y Al , 1 = 1, ••• , m satisfacen 

'T 
PAo22 + Ao22 P • Q 

(111.8) 

'T 
PAl22 + Al22 P = O, 1 = 1, .•. , m 

para algunas matrices simétricas definidas positivas P y a. 

El procedimiento de diseño puede entonces resumirse en los 
pasos siguientes: 

1. Se encuentra la transformación T1. 

2. Se aplica la transformación T1 al sistema :E p para realizar 
el cambio de coordenadas 

T1 : ( Al, e, B l ·> (Al, e, e l 

3. Con ayuda de una matriz S que satisfaga las condiciones 
del teorema 111.2 se encuentra la transformación T2 

T2 e .A1, C. e> ·> e Al, e, e l 
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4. Finalmente, se obtiene el observador de orden mínimo 

Lo para Lp (ver apéndice 2) 

[~ 
(Ao22 + Iul Al22) ¡_ + (Ao21 + Iul Al21) y_ + 

Lo: 
(111.9) 

T~11 : 1 

111.3 Un observador lineal. 

En esta sección se diseña un observador lineal de la columna 
de destilación binaria mencionada. Para el diseño del 
observador se obtiene un modelo lineal de la columna a partir 
del modelo simple obtenido en el capitulo 1, y se aplica a este 
modelo la teoría de observadores lineales. La validación del 
modelo lineal obtenido se realiza tomando como refencia el 
modelo no lineal simple de un punto de operac;ión dado. 

111.3.1. Llnealizaclón del MNLS, 

Pera efectos de comparación con el observador billneal 
asintótico diseñado de acuerdo a los resultados descritos en 
la sección ltl.2, se construyó un observador lineal de 
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Luenberger. Para lograr ésto lué necesario llneallzar el 
modelo simple alrededor de un punto de operación dado (que 
lué el que se utilizó para la Identificación del MNLS del 
capitulo 1), mediante la expansión en su serle de Taylor, 
obteniéndose un sistema de la forma 

con 

A = 

X. 

y_ 

AX. + Bl.l. 

ex. 

Ü3 Ü3 M2 

Hd Hd 

Ü2 Ü3 M2 • ii2 .......................... 
H H 

ü2 
o 

Ha 

o o 

(111.10) 

o o 

Ü3 M3 
o 

H 

Ü2+u-2+u3 M3 Ü3 M4 . .............................. 
Ha Ha 

u1 + Ü2 -u1 ..:ü2+Ü3(M4·1 l 
. .......................................... 

Hb Hb 



v2-x1 
o o o 

Hd 

x1-x2 Y:i-Y-2 
o o 

H H 
B 

xf-x3 x2-xa y4-y3 

Ha Ha Ha Ha 

x3-x4 x3-x4 x4-y4 
o 

Hb Hb Hb 

o o o 

C= o o o 

o o o 

T 
U = (U1 U2 U3 U4) el vector de entradas. .lL J.!. y Y.. Indican 
la desviación de los estados, entradas y salidas,. de sus 

valores de operación i, ii y y respectivamente y 
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Mj 
a J • 1 

2 
( 1 + (a j • 1) xj ) 

Sustituyendo valores en A y B se tiene que 

-0.018 0.008 o o 

0.006 -0.012 0.007 o 
A 

o 0.007 -0.045 0.030 

o o 0.002 ·0.003 

o o o o 

o 0.001 -0.001 o 
B 

0.002 0.006 -0.005 0.016 

o o o o 

o o o 

e o o o 

o o o 
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a J xj 
yj 

1 + (a j - 1) xj 



El modelo llneal fué valldado con respecto al MNLS utilizando 
las mismas secuencias de entradas de la figura 111.1, 
obteniéndose las gráficas de la figura 111.3. 

Antes de construir el observador llneal se verificó la 
observabilidad del modelo llneal utillzandose el resultado 
siguiente 

Teorema 111.4 [29) 

El sistema dado por (111.10) es completamente observable si y 
sólo si 

rango Oo 
= n, 

T T T T 
rango ( e , A e , ( A ) 

2 T T n-1 
C , ... , (A ) 

T 
e l 

donde Oo es la matriz de observabilidad que en este caso 
está dada por 
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•\ : Composición liquid• en el condensado• 
del MLS. 

~l. : (:;o~;;.)s.ición liquidd en el primer plato 
l del MLS. 

,1 3 : Composición Jiquida en el elcroento 
dqlonier.ado del KLS. 

i ... t ... cnof\1 

x.~ : Composición 1iquida en el calderin 
H del !-!lS. 

:x 3 : Composición 1 iquida en el elemento 
aqlomerado del 1'4NLS. 

l.a. hachorl.I 
11,--------------------~ 1.0,---------------------, 

o.• -.
0 

_ _._ __ '"°".___.___""'°__._ _ __._ __ ...,.._ _ _,__
6400
...__...__.,,,,_, 0.01.-

0
--'---ll<XI-'---_,_-""'°,..,_:-~--...,'=--'--...,.,,_,-....__...,~ -

figura lll.J Salidas d• validación para el modelo lineal simple (HLS). 
Cada ffluestra es de 20 segundos. 

400 muestras en total. 



x~L : Composición llquida en el elemento 
aqlcrnerado del OL. 

x~ : CO'llPOSidón liquida en el elemento 
aglooierado del 06. 

o.•;..'-=.:.:m.ct=•~=>----------------~ 

020~ _ _..__0600~-~-->200'--'--"""",__,__MOO~--'---aooo~ 0 ·2"0 _ _..__1600~--'---..,,,~---'--....,-'---'---Moo-'---'---*lOOJ 

Cada muestra es de 20 segundos. 

400 rouesuas en total 

~·1gurd 11 I .4 Sdl ida de vahdacibn para el 

observad\Jr lineal (OL). 

Cada muestra es de 20 sequndos. 

400 U1Jestras en tata l. 

fisura 111.5 Salidd de •alidac1ón para el 

ob:Jenador bilineal (OS). 



ºº 

Ü3 il2 
o o o 

Hd H 

Ü2 "M2 Ü3 "M2+ü2 
o o ---------·--- o 

Hd H 

Ü3 M3 ü1+u2 
o o o o 

H Hb 

-u1 +u2+Ü3(M4-1) 
o o o o ·----------·-··------

Hb 

donde los puntos Indican los elementos restantes de la matriz 
Oo. 

Tomando la primera, segunda, tercera y quinta columnas, se 
tiene que 

Ü3 M3 
Del (Oo) = 

H 

Para que Del (Oo) = o, Ü3 y/o 1~3 deben ser cero, lo cual no 
ocurre en condiciones normales de operación, por lo que el 
sistema lineal es completamente observable, lo cual permite 
asegurar que se puede obtener el observador lineal 
correspondiente. 

68 



111.3.2 olseño del Observador Linea!. 

Considérese un sistema lineal dinámico e Invariante en el 
tiempo descrito por 

ll. = Ali. + Bll. 
(111.1) 

y_= Cll. 

donde ll.. es un vector de estado de n • 1, .u. es un vector de 
entradas de ro • 1, v. es un vector de salidas de 1 • 1, A, B, C 
son matrices con dimensiones n • n, 1 • n respectivamente. 

L~1enberger (30, 31, 32) ha mostrado que para un sistema 
descrito por (lll.11) un observador de orden (n-1) puede ser 
construído con ayuda de un estado auxiliar L. tal que ;:. 
aproxime una combinación lineal de los estados del sistema 
dado por Lll.. con L de dimensión (n-1)xn. Un observador de 
orden (n-1) está definido corno sigue: 

¡_ = O¡_ + Gy_ + H11. (111.12) 

donde D, G, ti son matrices constantes con dimensiones 
(n-1) • (n-1 ), (n-1) • 1, (n-1) • 1, respect1•1amente y L es una 
transformación que satisface 

LA·DL:GC 



" El estimado requerido X del vector de estado del sistema x es 
obtenido a partir de ~y y_ como 

" x = K1 y + K2 z 

donde K1 y K2 satisfacen 

K1 C + K2 L = 1 
1 

donde 1 es una matriz Identidad de 1x1. 
1 

Puesto que la teorla sobre observadores lineales esté bien 
estudiada [33], aqul sólo se da un procedimiento resumido 
para el diseño de observadores lineales de orden mínimo. 
Dicho procedimiento consiste básicamente en los siguientes 
pasos. 

a) Formar la matriz de observabllldad Oo como 

T T T T n-1 T 
Oo:(CAC ••• (A) C) 

b)-Formar la matriz auxiliar r a partir de las columnas 
linealmente Independientes de Oo de la manera siguiente 
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T T T T µ 1·1 T T T T T µ 1-1 T 
r ( c1. A c1.. . . • (A ) C1. C1 • A C1 ••••• (A ) c1 ) 

donde c1, ... , c1 son las columnas de la matriz C y µI, ... , 
µ 1 son los indices de observabilldad del sistema dado. 

e) A partir de la Inversa de r determinar la matriz de 
transformación T, como sigue 

-1 
Sea la descripción de r en términos de sus filas, es decir 

-1 
r = 

T 

y1 

T 

/n 

T ~ 

Y sea y kl la kl·éslma fila de r , donde 

ki 
1 

~ µ 1 
1=1 

j = 1, ...• 1 
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T 

Entonces, usando los vectores y kl, la matriz de 
transformación T queda corno 

µ 1-1 µ 1-1 

T = (y k1 • AY k1 •...• A y k1 • y k2 • AY k2 •...• A y k1 ) 

d) La forma estándar observable de (A, 8, C) está entonces 
dada por 

·1 
A T AT 

·1 
B T 8 

C CT 

A 

e) A partir de C Obtener P y C. P es una matriz de 1 X1 
A 

formada de las columnas de cero de e, mientras que e está 
dada por 

A ·1 
e P e 



f) Inspeccionar los bloques diagonales Ali y especificar la 
forma correspondiente de las matrices _Dil, que son de un 
orden menor en uno que las matrices Ali, para obtener la 
dinámica deseada. Los bloques DIJ, 1 diferente de f, son 
nulos. 

g) Construir la matriz I 
bloques 

L T como una matriz diagonal de 

I = dlag e Lli ¡, 

donde cada bloque diagonal Lll es de (µ 1-1)xµ 1 y tiene la 
forma 

Lll = ( 1 µ 1-1 : ¡:; 1 ) 

y el vector columna 15 1 es la últlml!.. columna en el 
bloquecorrespondlente 011. Los bloques Llf, 1 diferente de f 
son nulos. 

h) Resolver la ecuación matricial 

A A 

LA-DL:GC 

para G, y entonces obtener G 

7J 

A -1 
G P. 



-1 
1) Calcular L = [ T , y H L B. 

J) Usando T, C: [ obtener K1 y K2 como 

(K1 K2) = T 1 
e -1, 
I: 

Con lo que finalmente se construye el observador. 

Aplicando el procedimiento de diseño antes descrito para el 
sistema dado por (111.11) se obtuvo el resultado siguiente: 

a) La matriz Oo para el sistema es: 

T T T T2 T T3 
c AC (A l c (A l o o -0.018 0.006 o o o o o o 

o o 0.018 -0.012 o o o o o o 
ºº= o o o o 0.007 0.002 o o o o o 

o o o o 0.003 o o o o o 

Las últimas 6 columnas contienen valores nulos o muy 
pequeños, por lo que son aproximados a cero. 

7.J 

T 
c 
o 
o 

o 

o 



b} La matriz auxiliar a partir de las columnas Independientes 
de Oo vale: 

o 0.006 o 

o • 0.012 o 
r 

o o 0.007 o 

o o o 

• 1 
c) Los indices mínimos son µ 1=1, µ 2=2 yµ 3=1, r es 

o ·0.823 o 

• 1 o 1.837 o 
r = 

o o 147.676 o 

o o o 

Se forma entonces la matriz de transformación T como (k1=1, 
k2:3, 

T 

k3:4) 

o 

o 

o 

o o 

o 

·0.823 147.676 ·6.612 o 

o o 0.303 
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d) La forma canónica deseada es entonces obtenida como 

-0.0182 o 0.0083 o 

0.0001 o o o 
A-= 

o ·0.0572 o 

-0.0017 o 0.0029 -0.0026 

o o o o 

o o o o 
8 

o 0.001 o o 

o o o o 

o o o 

e o o o 

o o 0.303 

e) A partir de las columnas no nulas de e se obtiene 

o o 
p o o 

o 0.303 
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/\ 

y e es 

/\ 

e o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

f) Puesto que los valores propios de A son 

·0.001, ·0.007, ·0.022, ·0.047, 

se escogen los valores propios del observador (de orden n • 1 = 1) como ·0.06. Así, la matriz O del observador está 
especificada en forma diagonal compañera (matriz cuyos 
bloques diagonales tienen la forma compañera) como 

o = ·0.06 

Se escogió asi D = -0.06 ya que este valor es uno de los que 
dieron mejores resultados en la simulación. 

g) La matriz -L queda entonces definida como 

L = (O.O 1 .O ·0.06 O.O) 
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M A 

h) Resolviendo la ecuación matricial LA-- DL = GC para G, se 
obtiene 

A 

G ( 0.0001 -0.0006 0.0002 ) 

y entonces 

G = ( 0.0001 -0.0006 0.0002 ) 

1) L queda como 

L = ( 0.006 -0.015 0.007 l 

y como H 

H =(O O o 0.0001 

j) Utilizando L-;- C-y T, K1 y K2 son 

o 
o 

1 K1 K2 1 
-0.823 2.248 

o o 
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o 

o 

147.677 

o 



Así, el observador requerido es 

EST~ 
SAliR 

iES\S 
üE LA 

UO OEBE 
BIBUOIEGA 

Z = ·0.06 z + (0.0001 ·0.0006 0.0002) y + (O 0 O 0.0001)U 

dando x como 

o 
-0.823 

o 

o 

2.248 

o 

o 

o 

o 

o 

o 
147.677 

o 

En la figura 111.4 se muestra la respuesta del observador de 
Luenberger así como la respuesta del tercer estado del MNLS, 
para las entradas de la figura 111.1. 

SI se define el error cuadrático medio como 

N T 
err :E ~ ~ (111.13) 

N k:.1 k k 



y la relación entre salida y ruido del sistema en función del 
error como 

SIR 
N 

!: 
k=1 

T 
Y. Y. 

k k 
/err 

donde T es la transpuesta del vector 

y1 (MNLS) 
k 

e. = y2 (MNLS) 
k 

y3 (MNLS) 
k 

y1 (MLS) 
k 

y2 (MLS) 

y3 (MLS) 
k 

(111.14) 

y ~ y y_ son lo valores que toman el vector error y las salldas 
k k 

(del MNLS y del modelo lineal simple (MLS)), respectivamente 
en el Instante k, siendo N el número de muestras total, 
entonces, para el observador lineal obtenido. 

err = 2.4B %, SIR = 17.17 

XO 



111.4 Realización y Pruebas del Observador Blllneal Asintótico. 

Al aplicar el procedimiento de diseño de observadores 
bl!lneales al modelo blllneal de la columna de destilación de 
la sección 111.1, se obtuvieron los siguientes resultados: 

T1 

s 

T2 

o 

o 

o 

lp 

s 

o 
o 

o o 
o 

o o 

16.54 -0.28 

o 

In - p 

¡ ( Ao22 + U1 A122 + U2 A222 + U3 A322 ) ¡_ + 

( Ao21 + U1 A121 + U2 A221 + U3 A321 ) V. + B2 ll. 

(111.15) 

8 1 



donde 

Ao22 o Ao21 = -0.011 0.008 -0.017 

A122 o A121 = o o -0.016 

A222 o A221 = 0.016 o -0.016 

A322 o A321 = 1 -0.015 o 0.016 

B -0.003 0.016 -0.012 0.016 

o o o 

- 1 o o o 
Tp 

-1 -1 -1.285 -17.546 

o o o 

Para validar el observador blllneal obtenido se utilizaron las 
mismas secuencias de entradas de la figura 111.1, 
obtenlendose las gráficas de Ja figura 111.5. 



Los valores para el error y la relación entre salida ·y error 
fueron en este caso 

err = 1.01 %, S/R 40.82 

De estos valores y de los obtenidos para el observador lineal 
se observa que efectivamente el observador blllneal diseñado 
es una mejor aproximación que el lineal ya que la relación 
S/R (por su mayor valor) nos dice que la cantidad de señal 
medida es mayor que el promedio del ruido. 

De la figura 111.5 se puede ver que el comportamiento del 
observador es bastante bueno ya que aproxima en forma 
precisa el comportamiento del estado x3 del MNLS. 
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Comentarlos. 

En este capitulo se obtuvo un modelo blllneal, que es una 
segunda aproximación del MNLS, obtenido en el capitulo l. 
Este modelo presenta una aproximación mucho mejor que el 
correspondiente lineal, obtenido también aquí. 

Comparando los resultados obtenidos en simulación entre el 
modelo blllneal y el lineal (figuras lll.2 y lll.3) se observó que 
el modelo blllneal es una mejor aproximación del proceso de 
destilación, debido a que las entradas tienen una acción 
multlpllcatlva-paramétrlca (reguladores de la dinámica local) y 
aún más, entran de una manera lineal en la ecuación de 
estado cuando la eficiencia de cada plato (coeficiente que 
toma en cuenta la Imposibilidad de reproducir un equilibrio 
liquido-vapor Ideal en cada plato) es considerada constante. 

Se comprobó que los modelos obtenidos son observable. 
Construyéndose los observadores bilineal y lineal para cada 
caso con el objeto de hacer una comparación. 

Se estableció también la teoría necesaria para abordar el 
problema de diseño de observadores billneales, obteniéndose 
extensiones de los resultados obtenidos en (9). Con el 
modelo billneal y la teoría establecida, se obtuvo el 
observador blllneal correspondiente. 

A partir de las simulaciones realizadas, se observó que para 
un mismo conjunto de entradas (figuras lll.4 y lll.5, los valores 
del error y señal a error) el observador bilineal es una mejor 
aproximación que el correspondiente lineal. 



CAPITULO IV 

IMPLEMENTACION DEL OBSERVADOR EN UN 
ESQUEMA DE CONTROL DISTRIBUIDO. 

Debido al Incremento del costo de los combustibles en los 
últimos años se han realizado recientemente estudios para 
obtener un control de calidad que permita resolver el 
problema siguiente en los procesos de destilación. ¿Cómo es 
que las composiciones liquidas en la cabeza y en el calderín 
de la columna varían, aún si esta última composición no se 
conoce? 

Uno de los métodos de diseño más usado por los Ingenieros 
químicos para resolver el problema mencionado es el análisis 
por arreglo de ganancias relativo [4], el cual minimiza las 
Interacciones estéticas entre los lazos de control. Sin 
embargo, una mínima Interacción estática no necesariamente 
significa que las Interacciones dinámicas sean pequeñas. 
Esto último motivó el trabajo de Takamatsu [5], donde se 
utiliza un modelo llneallzado de una columna de destilación 
binaria aplicándose la aproximación geométrica de Wonham 
[6) para diseñar una ley de control lineal por 
retroalimentación del estado que rechaza perturbaciones. 
Desafortunadamente, este último método se adapta bien 
solamente a columnas de destilación con un número reducido 
de platos y no es suficientemente robusto cuando este número 
aumenta. 
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Por otro lado, se ha logrado una mejora significativa del 
esquema de control para rechazo a perturbaciones (PRP) con 
la extensión no lineal de Gauthler [7] la cual está basada en la 
aproximación geométrica no lineal de lsldorl [8] utilizando un 
modelo simple de la columna de destilación binaria. A partir 
de ese trabajo y del resultado obtenido por Moog [34] para el 
caso en que una parte de las perturbaciones sea medible, en 
este capitulo se diseña un esquema de control que resuelve el 
problema del rechazo a perturbaciones con medición parcial 
de ellas (PRPM) para una columna de destllaclón cuando se 
utiliza un modelo no lineal simple de 4 estados. Del diseño 
obtenido, es evidente la necesidad de Introducir un 
observador del estado reducido para estimar una de las 
concentraciones liquidas en la columna por lo que se 
Introduce el observador asintótico descrito en el capitulo 111 
dentro del esquema de control para rechazo a perturbaciones. 

El capitulo está organizado como sigue, primero se establece 
el PRP para sistemas no lineales descritos por (8,35) 

1 W + G (¡0 !.!. + E. (¡0 :OC (IV.1a) 

y_= hW (IV.1b) 

dándose algunos resultados sobre la existencia de una ley de 
control por retroalimentación del estado que resuelve el 
problema (sección IV.1). Enseguida se muestra la aplicación 
de esos resultados al modelo simple de la columna de 
destilación binaria tratado en el capitulo t (sección IV.2), para 
Jos siguientes casos: 
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T 
Y. ( x1 x4) 

T 
Y. ( x2 x4) 

':/. = ( X2 X4) y Lf medible. 

La Introducción del observador asintótico en el esquema de 
control retroalimentado se trata en la sección IV .3. En ta 
sección IV.4 se muestran algunos resultados obtenidos en 
simulación al utilizar dicho esquema de control y estimación 
junto con algunos comentarios finales. 

IV. 1. Una Ley de Control para Rechazo a Perturbaciones en 
Sistemas no Lineales. 

Se consideran sistemas descritos por (IV.1) en tos cuales el 
n m p 

estado x E R, la entrada ¡¡,E R , la perturbación ':!LE R , y la 
p 

salida ':/.E R. 1, las columnas g,1, ... , g,m de la matriz G y .12.1 
, ..• , ll,r de la matriz P son campos vectoriales completos y 

n 
suaves sobre R La entrada adiciona! YL representa una 
señal de perturbación que afecta el comportamiento del 
sistema a través de ~. ':!L. en general no puede ser ni 
controlada ni medida. El problema consiste básicamente en 
examinar la posibilidad de escoger una señal de entrada 

87 



u1 

up 

de manera que la salida y_ no sea afectada por las señales de 
perturbación 'YL'· Ya que en principio no es posible medir 
directamente 'ti.. se utiliza un esquema de control realimentado 
de tal forma que la evolución de J.!. en el tiempo dependa del 
estado x o de la salida y_ del sistema. La ley de control simple 
que permite resolver el problema utiliza una retroalimentación 
no dinámica del estado de la forma 

m 
u = ll (!.) + I: p (!.) u· , 

1 1 1=1 lj 

o, en forma equivalente, 

.!.!. = a (!.) + P (iú u' 
(IV.2b) 

(1=1, .•• , m) (IV.2a) 

n 
(figura IV.1). g_ y p son funciones suaves de A en R. Las 
nuevas entradas u'j se Introducen para mantener la 
posibilidad de control sobre la evolución de y_ en casos en que 
se quiere lograr un objetivo adicional al de rechazo a 
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perturbaciones. Para que las. propiedades del control original 
no se pierdan, se escoge la matriz 13 (l!.) de modo que sea 

11 
invertible en coordenadas locales alrededor de algún punto 
l!. ( 13 (X) es no singular). El obletlvo consiste, entonces, en 

11 
obtener un sistema en el que, para cada estado Inicial l!. (o) 
dado y cada entrada 11.. se tenga una salida lL que sea 
Independiente de la perturbación "!L.· O sea, que para un 
mismo par (l!.(O), .u.), dos perturbaciones w.' y w." distintas de un 
lugar a una misma salida y_. Este es el llamado "problema de 
rechazo a perturbaciones por realimentación no dinámica del 
estado" (PRP). 

Figura IV.1 Esquema de control correspondiente a la 
ecuación 1v.2a y IV.2b 
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Desde un punto de vista formal el problema puede tratarse de 
varias maneras, de acuerdo a la naturaleza más o menos 
restrictiva del análisis que se haga. Aquí sólo se establecerá 
y usará la formulación local del problema [36], es decir, 
encontrar funciones Q. , j3 de retroalimentación y una 

1 lj 
distribución t. que sea Invariante (ver apéndice 3) bajo los 

campos vectoriales siguientes 

!W 

l:l (K) 
l 

m 
! (!.) + ¿ " (!.) l:l (!.) 

1:1 l 

m 
E J3 (X)l:l (!.) 
1:1 lj 

1=1, ... , m 

(JV.3) 

(IV.4) 

que contenga a los campos vectoriales (ver apéndice 3) 12.I, 
con 1 = 1, ... , r, y se encuentre conlenlda en el Ker (dh). Esto 
es, que sea lnvarlantemente controlada. dh es Ja diferencia 
de h., dh. = ó h. t ó Jt. Mientras que Jos campos vectoriales 
dellnldos por (lV.3) y (IV.4) caracterizan al sistema dado por 
(IV.1) bajo el control dado por (IV.2). Se tiene, por lo tanto, 

n 
una dinámica que, en un abierto U R , puede ser descrita por 
ecuaciones de la forma 

p~ 

J!.1 f1 (!.1, !.2) + E g (!.1, x.2) ul + E p (!.1, x.2) wl 
1=1 11 1:1 11 
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m-
!.2 f2 (!.2) + :!: g (!.2) Uf 

1=1 12 

!.1 = h (!.2) 

Se tiene el siguiente teorema de existencia local: 

Teorema tV.11 (6) 

n 
SI se define sobre un abierto Uo de R una distribución 
lnvolutlva ~ (ver apéndice 3) de rango constante que cumpla 
las condiciones: 

(1) ~sea ( 1, Q. )·Invariante. 

(11) 12,I _ ~ _ Ker(dh) 1 = 1, ... , r. 

entonces para todo xo Uo existe un abierto U de xo en Uo 
donde el problema de rechazo a perturbaciones admite una 
solución local. Inversamente, si el problema de rechazo a 

n 
perturbaciones tiene una solución local en un abierto U de R , 
es posible definir sobre U una distribución involutlva de rango 
constante que cumple las condiciones (i) y (ii). 
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Al examinar con cuidado el teorema anterior es claro que un 
problema central en la teoría del rechazo a perturbaciones es 
el de poder determinar si la familia de distribuciones (! , g)­
lnvarlantes e lnvolutlvas, que está contenida en el ker (dll.) y 
que contiene los campos vectoriales 12.1, ... , 12.r es vacía o no. 
Esto es, si la famill~ de distribuciones mencionadas, existe un 

elemento máximo ~ (un elemento que contiene a todos los 
otros miembros de la familia). Si esto s; cumple, entonces el 

problema se reduce a verificar que 12.i E ..'i. , para 1 = 1, ... , r. 

Cuando se usan distribuciones "locales" lnvarlantemente . 
controladas la existencia de ~ puede ser mostrada ba)o 
ciertas condiciones no muy fuertes y puede ser calculada 
expllcltamente a partir de representaciones locales de los 
campos vectoriales !, g,1, ••. , g,m y de la función h. como 
sigue. 

Se Introduce las funciones 

k k 
(L L hi), (L L 

g_ 1 1 Q..2 1 

k 
hi), ... , (L L 

1J.m 1 
hi), 1:1, ... 'p. (IV.5) 

donde L ~ (J0 es la derivada de Lle de una función suave s (20 
¡, 

con respecto al campo vectorial z.. 
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Estas funciones se obtienen al actuar sobre la función hl con 
respecto a los campos vectoriales 1. !l1, ••. , !lm. k veces. Sea 
p 1 el valor más pequeño de k para el menos una de las 
funciones (IV.5) no es Idénticamente nula sobre un abierto de 

n 
A ; si todas las funciones son Idénticamente nulas sobre ese 
abierto para cualquier k, se hace p 1 = a. 

Supóngase que pi < a , sea A (lú la matriz cuyos elementos 
a (X) estan dados por 

1) 

a (.() 
Jj 

pi 
L L h (l!.) 

gj 1 1 

y ll.(10 el vector columna con componentes b (¡¡) (B): 

b (!.) 
1 

pi +1 
L h (X) 
1 1 

1 

(IV.6) 

(JV.7) 

Se tiene entonces el siguiente teorema de construcción (8) 

Teorema IV.2 

Supóngase que pi< a para cada 1 = 1, ... , p y que el rango 
de A(x.) sea Igual a la dimensión de y = h (lt) para cada 1!. en 
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un abierto U de R. Entonces, la máxima distribución local {1 , 
g.}-lnvarlante contenida en el Ker(dh) está dada por 

k 
n n Ker (d L h ) (lLl , 1:1, ... , p, (IV.8) 

i k" pi 1 1 

y las !unciones de realimentación !l. W y P (X) que dejan esta 
distribución Invariante son soluciones cualesquiera de 

A (X] Q. (X] -ll.(l!.) (IV.9a) 

A (~ p (Jt) = e (matriz constantes) (IV.9b) 

En muchos casos reales (columnas de destilación, por 
ejemplo), algunas de las entradas de perturbación 
corresponden a variables lislcas que pueden ser medidas. 
Esta consideración de perturbaciones medibles pueden 
proporcionar una solución del problema de rechazo a 
perturbaciones que no exlstlrla si no se pudiera medir dichas 
sel'\ales. 

Para el problema de rechazo a perturbaciones con medición 
parcial de ellas (PRPMJ se considera la ley de control 
siguiente (34) 

11.<Xl = ntxJ + P<xJ11.' + rtxJYt. (IV.10) 



con !:!. (JÜ y ~ (JU definidas como antes y y (lU una matriz de 
tamaño m • r. 

La léslma columna de y (JÜ está asociada a la perturbación wl. 
Supóngase que las r perturbaciones, las primeras r1 
corresponden a perturbaciones medlbles y las últimas 
r2 r • r1 columnas a las perturbaciones no medlbles. 
Entonces, las últimas r2 columnas de la matriz y (JÜ deben ser 
nulas en todo Instante. El diagrama correspondiente a esta 
ley de control se muestra en la figura IV.2. 

y 

1--0-~--f>j S 1 ST EM A 

(l 

Figura IV .2 Esquema de control correspondiente a la 
ecuación IV .1 O. 

Bajo estas condiciones, el teorema siguiente es una extensión 
del teorema IV.1 (34). 
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Teorema IV.3 

SI se define una distribución regular /!. (ver apéndice 3) sobre 
n 

un abierto Uo de R tal que se cumplan las siguientes 
condiciones: 

(1) 6 es (1 , g)·lnvarlante 

(11) /!; Ker(dh) 

(lil) f. /!; 

donde f. es la matriz modificada dada por: 

f.W = f.(J!.) + G(J!.) (¡!.) (IV .11) 

entonces para todo xo E Uo, existe un abierto U de xo, U Uo 
sobre el cual el PRPM admite localmente una solución. 
Reciprocamante, si el PRPM adml!e localmente una solución 

n 
en un abierto U de R, entonces puede definirse sobre U una 
distribución regular que cumple las condiciones (1), (11) y (lli). 
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IV.2. Aollcaclón a una Columna de Destilación. 

El modelo considerado es el obtenido en el capítulo 1 y dado 
por: 

2 2 
X :l: g (X) ul + :l: p (X) wl (IV.12a) 

1:1 ·I 1:1 ·I 

y h (X) (IV.12b) 

donde 

M2 x2-x1 
o ....................... 

Hd 

x1-x2 M3 x3-M2 x2 .................................. 
H H 

g1 (l!.} . g2 (l!.} 
x2-x3 M4 X4·M3 x3 

................................ 
Ha Ha 

x3-x4 x4·M4 x4 ........................ 
Hb Hb 
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Q.1 (x.l 

o 

o 

x3 

Ha 

x3-x4 

Hb 

12-1 (x.l 

o 

o 

Ha 

o 

LI 

xf • Lf 

con Hd, H, Ha y Hb constantes reales; Mj es el coeficiente de 
equilibrio en el elemento j del modelo (véase la sección 1.2 
para más detalles). 

En lo que sigue se obtienen varias soluciones del PRP 
utilizando el modelo dado por (IV.12) para distintos vectores 
de salida. 
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T 
~ y - ( X.1 x_4 ). 

Para p1 

k 
L L h1 

g.1 1 

o 
L L h1 

g_2 1 

1 
L L h1 

g_2 1 

o 

L 
g_2 

o. 

para k > O 

M2 X2·X1 
h1 

____ ., ___ 
Hd 

2 
L L h1 o, ... , etc. 
g_21 

En general (M2 x2-x1)/hd es diferente de cero con excepción 
del estado estacionarlo, por lo que p1 = o. 

Para p2 

o 
L L h2 

g_2 1 
L h2 
g_2 

x3-x4 

Hb 

99 



1 
L L h2 

g_1 1 

o 
L L h2 

g_2 1 

o 
L L h1 

g.2 1 

Entonces p2 = O. 

o, ... , etc. 

x4-M4 x4 
L h2 
g_2 

O, ... , etc. 

Hb 

La distribución máxima Invariante se obtiene de la ecuación 
(IV.8) y en este caso es 

n 
k,;pl 

ker(dh) (l0 

k 
ker(d L hl) (Jú 

1 

n 
(Y. E TJ!.R v1 

ker(dh1) (K.) ker(dh2) (l0 

O, v4 o) 

n n 
donde Tl!.R es el vector tangente (ver apéndice 3) a R en J!.. 
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Se observa que ¡¡_ 1 E A y que ¡¡_2 E A. Es decir, se puede 
rechazar la perturbación w2 (Lf • xi), pero no w1 (Lf). 

La ley de control que permite el rechazo de w2 se calcula a 
partir de la ecuación (IV.2), donde el par (!l. y ¡J) se obtiene de 
las ecuaciones (IV.6), (IV.7) y (IV.9). 

De las ecuaciones (IV.6) y (IV.7) se tiene que A(l!.) y b(l!.) están 
dadas por 

A(l!.) = 
1 

o 

(x3-x4)/Hb 

(M2 x2-x1 )/Hd 1 

(x4-M4 x4)/Hb 

Y, por lo tanto, una solución para y es 

a (J!J = O., 

¡311 (!.) ¡312 (!.) 

01 
¡321 (!.) ¡322 (!.) 
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con 

1311 (X) 

1321 (X) 

1312 (X) 

1322 (X) 

Hb c21 (M2 x2-x1) - Hd c11 (x4-M4 x4) 

Hd c11 (x3-x4) 

Hb c22 (M2 x2-x1) - Hd c11 (x4-M4 x4) 

Hd c12 (x3-x4) 

01 (x3-x4) (M2 x2-x1) y los ciJ son los componentes de la 
matriz constante de control e (véase la ecuación (IV.9b)). 

Se tiene finalmente que la señal de control 11. es 

1 
u1 = ---------------------{[Hb c21 (M2x2-x1 )-Hd c11 (x4 M4x4)]u'1 

(M2x2-x1) (x3-x4) 

+ (Hb c22(M2x2-x1) - Hd c11 (x4-M4x4)] u'2} 

1 
u2 = -------- (Hd C11 u'1 + Hd C12 u'2) 

(M2x2-x1) 

Y la nueva dinámica para x1 y x4 es ahora 

x1 c11 u'1 + c12 u'2 

x4 c21 u'1 + c22 u'2 + (x3-x4) Lf 
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Se observa que Lf y Lf • xf son rechazadas en x1 mientras que 
sólo Lf • xf se rechaza en x4. SI se toma en cuenta que, en la 
práctica, es Importante regular la concentración de cabeza, 
x1, el resultado obtenido es Interesante. Sin embargo, la 
realización del control presenta un problema más Importante, 
pues tanto u1 como u2 son funciones de 

1 I (M2 x2-x1 ), 

que tiende a Infinito conforme el sistema se aproxima a un 
estado estacionarlo. Esta llmitante sugiere otra solución 
alterna en el tratamiento del problema. 

T 
~ y:(X2X.4) 

Ahora no se tiene una medición de x1 sino de x2. Esta 
elección es adecuada si se tiene en cuenta que x1 depende 
directamente de x2 (véase la ecuación (IV.12)). Es evidente 
que si se tiene una buena regulación de x2 (con respecto a 
variaciones en las perturbaciones Lf y Lf • xf), puede 
esperarse una buena regulación de x1. 

Siguiendo el procedimiento del caso anterior se tiene ahora 
que p1 y p2 = O y que la máxima distribución local Invariante 
es 

n 
( :i.E Tl!.R : v2 o y v4 o) (IV.15) 
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Se observa que ll.1 E ~. ¡¡_2 E ~. por lo que, nuevamente, se 
tendrá una ley de control que rechaza solamente a Lf•xt, y 
que, por un cálculo directo, está dada por las expresiones 
siguientes 

u1 {[H c11 (x4-M4 x4) - Hb c21 (M3 x3-M2 x2)) u'1 
D 

[H c12(x4-M4 x4) - Hb c22 (M3 x3-M2 x2)) u'2J 

u2 {[-H c11(x3-x4} + Hb c21 (x1-x2)) u'1 
D 

(-H c12(x3-x4) + Hb c22 (x1 -x2)) u'2} 

donde 

D = (x4-M4 x4) (x1-x2) - (M3 x3-M2 x2) - (x3-x4) (IV.16) 

En general D es diferente de cero, por lo que el problema en 
estado estacionarlo de realización de ll. no aparece (el control 
no "explota" en un estado estacionario). 

Ahora, las expresiones para x2 y x4 quedaron como 

1 o~ 



x2 c11 u'1 + c12 u'2 

x4 c21 u'1 + c22 u'2 + (x3-x4) Lf 

De donde es obvio que, en la salida h2 = x4 sólo se puede 
rechazar la perturbación w2 (Lf • xi) pero no w1 (Lf). En el 
caso siguiente se logra un rechazo total a ambas 
perturbaciones al considerar que una de ellas es medible. 

T 
~ y = Cx2 x4l . Lf medible. 

En este caso, se desea determinar si existe una matriz (J!..l tal 
que 

P (!.) P (!.) + G (J!..l )' (!.) _ ó (]!..) 

de acuerdo con el teorema lV.3, donde el elemento máximo ó 
esté definido en (IV .15): 

Bajo la consideración de que Lf es medible, la segunda 

columna de )' (!.) debe ser nula. Luego, las columnas de P(!.) 
tendrán la forma 

12.1(X)=12.1(X)+)'11(!.) + g1 (x_) + )' 21(!.) + g_2 (J!..l (IV.17) 
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12.2 (X) (IV.18) 

Para que 12.1 (!.) y 12.2 (X) E 6 (X) su segund? y cuarta 

componentes deben se nulas. Como 12.2 = 12.2 E 6 (X) sólo se 

requiere entonces que 12.1 tenga la forma slguente 

M2 X2·X1 
o o 

Hd 

X1·X2 M3 X3·M2 X2 
o ......................... o 

H H 
+y 11(J¡) +y 21(!.) 

x3 x2-x3 M4 X4·M3 X3 ............................ 
Ha Ha Ha 

x3-x4 x3-x4 X4·m4 x4 ........................ o 
Hb Hb Hb 

donde • significa cualquier cantidad dilerenle de cero. Esto 
se logra si 

(x1 ·X2) y 11 (lt) + (M3 X3·M2 x2) y 21 (lt) o 
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(x3-x4) + y 11 (l!.) (x3-x4) + y 21 (l!.) (x4-M4 x4) O 

Asl que 

y 11(1!.) (M3 x3-M2 x2) (X3-x4) I O 

y 21(1!.) = (x1-x2) (x3-x4) I O 

con O dada por la ecuación (IV.16). 

El control correspondiente ahora está dado por la ecuación 
(IV.10) y 

u1 (l!.) {[H c11 (x4·M4 x4) • Hb c21 (M3 x3-M2 x2)] u"1 
o 

+ [H c12 (x4-M4 x4) • Hb c22 (M3 x3-M2 x2)) u'2 

+ ({M3 x3-M2 x2) (x3·x4)) w1} (IV.19) 

u2 (l!.) ([ • H c11 (x3-x4) + Hb c21 (x1-x2)) u'1 
o 
+ [ - H c12 (x3·X4) + Hb C22 (x1-x2)] u'2 

((x1-x2) (x3-x4)) w1} (IV.20) 
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y sustituyendo estas expresiones en (IV.12) se tiene que 

x2 c11 u'1 + c12 u'2 

x4 c21 u'1 + c22 u'2 

De donde se observa que las perturbaciones w1 y w2 son 
rechazadas totalmente en el vector de salidas y. 

La ley de control dada las ecuaciones (IV.19), (IV.20) y (IV.16) 
fué probada en simulación (dentro de un SCD, corriendo en 
tiempo real) con el modelo no lineal simple dado por (IV.12). 
La solución del modelo se obtuvo utilizando un algoritmo de 
Integración de Runge-Kutta de cuarto orden. 

Puesto que se pueden presentar cambios de referencia en el 
esquema de control se incluyó una acción proporcional e 
integral para generar u'1 y u'2. Las constantes de 
proporcionalidad y de integración son Ki y Ti, con i=1, 2, 
respectivamente (véase la figura IV.3). 
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Figura IV.3 Esquema de control correspondiente e la ley de 
control dada por (IV.19, 20 y 16). 

u: se genera entonces como 

J 
t 

ll.' 1 K1 (x2r-x2) + T1 (x2r-x2)dt 

o 
11.· 

J 
t 

.u: 2 K2 (x4r-x4) + T2 (x4r-x4)dt 

o 

T 
siendo t = (x2r x4r) un vector de referencias. 
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Los términos Integradores en la ecuación anterior fueron 
aproximados en simulación como las siguientes sumatorias 
dadas por 

N 
H !: (x2r-x2) 

k:1 k 

N 
H L (x4r-x4) 

k:1 k 

con H el periodo de Integración, N el número de muestras 
totales y k el instante de muestreo. 

Los parámetros del MNLS de la columna fueron Inicialmente 
fijados como se muestra en la tabla lV.1, mientras que los 
valores Iniciales de las concentraciones y volatllldades 
relativas correspondientes son los de la tabla lV.2. En la tabla 
lV.3 se Incluyen los valores para las constantes de 
proporclonalldad, Integración y valores de la matriz de control 
para los experimentos que a continuación se describen, 
mientras que en la tabla IV.4 se muestran el número de 
muestras para cada experimento, los cambios (en %) en las 
referencias y perturbaciones, y los valores de la muestra en 
que estos ocurren. 
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Tabla IV.1. 1 Valores de los parámetros del MNLS de la 
Columna de Destilación 

n Número de elementos de la columna 4 
Hd Cantidad de liquido acumulado en el 66.67 mol 

condensador 
H Cantidad de liquido en el plato 80.71.mol 
Ha Cantidad de liquido acumulado en el 62.79 mol 

elemento aglomerado 
Hb Cantidad de liquido acumulado en el 1101 mol 

calderín 

Tabla IV.2. 1 Valores Inicia les de la concentración y 
volatilidades relativas del MNLS de la Columna de 
Destilación 

x1 Concentración liquida en el 0.92144525 
condensador (fracción mol) 

x2 Concentración liquida en el primer 0.80225630 
plato (fracción mol) 

x3 Concentración liquida en el elemento 0.39638239 
aglomerado (fracción mol) 

x4 Concentración liquida en el calderín 0.19320077 
(fracción mol) 

a2 Volatilidad relativa en el primer plato 2.8913 
a3 Volatilidad relativa en el elemento 10.886 

aglomerado 
a4 Volatilidad relativa en el calderín 5.5829 

·--

111 



Tabla JV.3. Valores de las constantes de proporcionalidad, 
tiempos de Integración y valores de la matriz de 
control de la figura IV.3. 

Experimento 
1 2 3 4 

Figura IV.4 IV.5 IV.6 JV.7 

K1, K2 0.005 0.005 0.005 0.005 

T1, T2 0.00001 0.0001 0.00001 0.0001 

c11, c22 1 1 1 1 

c12, c21 o o o o 

Tabla IV.4 %) en las 1 Número de muestras. Cambios (en 
referencias y perturbaciones. Valor de la muestra 
en la aue se presentan los cambios 

Experimento 
1 1 1 2 1 3 1 4 

Figura 1 IV.4 1 IV.5 1 tV.6 1 IV.7 
No. puntos 300 300 300 300 
% var. x2r 5 5 5 5 
% var. x4r 5 5 5 5 
% en Lf 1 o 1 o 1 o 1 o 
% en xi 1 o 1 o 10 1 o 
Cambio en ref. 50 50 100 100 
Cambio en per. 1 50 150 100 100 

En Ja figura IV.4 se muestra la evolución en el tiempo de r. y, 
Lf, xi y lL· Primero se mantuvo el proceso en un estado 
estacionarlo con r. Lf y xi en los valores. 
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r. 
1 

x2r 1 1 0.80221 

x4r 0.1932 1 

u 

xi 

1.815 mol/seg 

0.5, (U • xi 0.975) .1 

durante un periodo de 980 seg (49 muestras), Iniciando en 
t = O seg (llegando hasta 980 seg) y partiendo de los valores 
Iniciales dados en las tablas IV.1 y IV.2. Después, se realizó 
un cambio de refencla en el vector r. a partir de t = 1000 seg 
(50 muestras). El vector r. cambió en un + 5 % de su valor 
nominal. 

r. = 1 

x2r 

x4r 1 

0.8423 1 . 
0.2029 

Finalmente, a partir de t = 3000 seg se hicieron cambios en 
las perturbaciones U y xi tipo escalón (ver figura IV.4), del 
+ 1 O %. Estos cambios fueron 

Lf 1.9965, xi = 0.55, (Lf ' XI) = 0.99825 

En la tabla IV.4 (columna 1) se muestra en forma condensada 
lo anterior. Y en la tabla IV.3 (columna 1) se muestr<>n los 
valores que tomaron las constantes de proporcionalidad, 
Integración y la matriz de control. 

En el experimento número dos se hizo un cambio en los 
valores de tas constantes de integración, para observar cómo 
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se afectaba la dinámica de las salidas del proceso. En las 
tablas IV.3 y IV.4 (columna 2, se sumarlza el experimento). 

En al figura IV.5 se muestran los resultados correspondientes. 

Los siguientes dos experimentos consistieron en efectuar 
cambios (al mismo tiempo) tanto en las referencias, como en 
las perturbaciones (ver tablas IV.3 y IV.4, columnas 3 y 4 
respectivamente). 

En las figuras IV.6 y IV.7 se muestran los resultados 
correspondientes. 

De las figuras IV.4, IV.5, IV.6 y IV.7 puede observarse que: 

(1) El esquema de control no lineal realizado permite 
cambios de consigna e lntroduclón de perturbaciones 
relativamente grandes con error despreciable entre r. y Jl 
aunque los cambios en la señal de control 1.1. son bruscos y 
grandes. 

(11) El efecto de las perturbaciones Lf y xf es totalmente nulo 
sobre el vector de salida y_, siendo los cambios en el vector l.!. 
suaves y relatlvamentes pequeños. 
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IV.3 Introducción del Observador Asintótico en el Esquema 
de Control Realimentado. 

Al realizar las simulaciones descritas en la parte final de la 
sección anterior se tomó como valor para el estado x3 el 
obtenido directamente del MNLS. Sin embargo, en la 
práctica, este estado no tiene ningún significado físico ya que 
corresponde a un elemento º'aglomerado'º de un modelo de la 
colu¡nna. Es necesario estimarlo. Se Introdujo asl el 
observador asintótico diseñado en el capitulo 111 dentro del 
esquema de control por realimentación del estado obtenido 

A 

arribe. Se utiliza, por lo tanto, el valor estimado de x3 (x3) en 
las ecuaciones (IV.19 y IV.20) para el cálculo de J.!. teniéndose 
finalmente el esquema mostrado en la figura IV.8. 

Figura IV.8 Esquema de control con Observador Incluido. 
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Resultados y comentarlos. 

Se obtuvieron varios resultados en simulación al utilizar el 
esquema de control con observador asintótico de la figura IV.B 
y utilizando el MNLS de la columna como proceso. 

Para fines de comparación se 
experimentos, pero con observador 
resultados que se muestran en las 
IV.12. 

realizaron los mismos 
incluido, oblenléndose los 
figuras IV.9, IV.10, IV.11 y 

Al comparar las figuras IV.9-12 con las IV.4-7, 
respectivamente, se observa que: 

(1) De las figuras IV.4 y IV.9 el esquema de control 
realimentado con observador asintótico permite cambios de 
consigna con un error del 9 % entre [y y_. El valor del error en 
este caso es grande debido a que el valor en las constantes 
de Integración es muy pequei\o (se reduce bastante el efecto 
Integrador), y el efecto de tomar un valor estimado de x3 para 
la ley de control es grande. Algo equivalente sucede al 
comparar las figuras IV.6 y IV.11. 

(11) De las figuras IV.5 y IV.10 se ve que el efecto de las 
variables de perturbación Lf y xi es nulo (en los dos casos) 
sobre el vector de salida y_, siendo los cambios en el veclor J.1. 
más pequei\os y suaves debido principalmenle a que la 

A 

convergencia de x3 hacia x3 es asintótica. Algo similar se 
puede decir de las figuras IV.7 y IV.12. 
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Como experimento final se realizaron varios cambios en las 
perturbaciones, como se muestra en la figura IV.13. Estos 
cambios se efectuaron cada 100 muestras con las variaciones 
siguientes en los valores de las perturbaciones: 

1 Lf : , 1.996S l 1.633S l 1.90S7S 
. xf : _O.SS _ O.S2S _ 0.4S 

con k1 = k2 = O.DOS y T1 = T2 = 0.0001. 

Los resultados en simulación muestran que las perturbaciones 
son rechazadas relativamente pronto presentándose cambios 
en los controles pequeños, a pesar de los cambios bruscos en 
los valores de Lf y xf. 

Como comentarlos finales a los resultados obtenidos se puede 
mencionar entre otras cosas lo siguiente: 

(1) La Inclusión del observador en el esquema de control 
presenta resultados adecuados siempre y cuando el efecto 
lntegralivo reduzca el error (J: - y) al minlmo. 

(li) Finalmente, el control J.!. puede ser mejorado para cambios 
de consigna. Algunas de estas mejoras podrían ser: 

(a) Acoplar la dinámica del sistema a un sistema lineal. Esto 
es, encontrar una retroalimentación del estado estático de la 
forma 
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m 
u= l.l(X)+L JlWv 

1 1 j=1 lj 

bajo la cual el comportamiento entrada-salida del sistema no 
lineal dado por (IV.1a y IV.1b) sea Igual a la de un sistema 
lineal [37]. 

(b) Utilizar un esquema de control adaptable con modelo de 
refencla [38), ya que el mecanismo de adaptación compensa 
variaciones en los parámetros de la planta, y sobre todo 
porque este esquema es una manera eficiente de especificar 
los objetivos de diseno, especialmente en el caso no lineal. 

(c) Puesto que para calcular la ley de control por 
retroalimentación propuesta sólo se utiliza las ecuaciones y 
estados de los elementos 1, 2 y 4, y puesto que el tiempo de 
residencia es aproximadamente proporcional a la canlldad de 
líquido acumulada y la dinámica de un elemento es mucho 
más rápida que la de un conjunto de ellos, entonces la ley de 
control está formada sólo por la componente más rápida del 
sistema; esto generalmente Implica una robustes pobre del 
esquema de control (39). 
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CONCLUSIONES Y 
PERSPECTIVAS 

Los objetivos principales de este !abajo fueron mostrar que: 

a) Con un modelo no lineal de orden reducido de una 
Columna da Destilación binaria se puede describir de manera 
satisfactoria el comportamiento del proceso de destilación en 
una zona amplia alrededor de un punto de operación dado. 

b) Para el modelo reducido se puede construir un observador 
blllneal asintótico, estable que permite estimar un estado 
necesario para la aplicación de un esquema de control. 

c) El observador obtenido se puede introducir en esquemas 
de control no lineales por retroalimentación del estado para 
rechazo a perturbaciones. 

En particular, en este trabajo se obtuvieron los siguientes 
resultados: 

1) Un modelo no lineal simple (MNLS) fué Identificado y 
validado para un conjunto de entradas dado. Los resultados 
de identificación y validación mostraron que el modelo 
propuesto aproxima de una manera precisa al proceso de 
destilación en una amplia zona de validez. 
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El modelo propuesto consiste de cuatro elementos 
(condensador, primer plato, elemento aglomerado y calderin). 
Fué necesario contar con un estado que representa el valor de 
la concentración en el primer plato, ya que el esquema de 
control presentado más tarde requiere de esa variable. Los 
demás platos de la columna fueron agrupados en un elemento 
"aglomerado" que no tiene ningún sentido físico y cuya 
composición liquida tuvo que ser estimada utilizando un 
observador asintótico. 

El MNLS fué sometido a una análisis de controlabldad y 
observabllidad local, que permite la realización de esquemas 
de observación y control basados en ese modelo. 

11) Puesto que, para fines de conlrol por retroalimentación es 
necesario estimar el valor de la concentración del elemento 
aglomerado (que por otro lado no se puede obtener 
directamente del vector de salida), se diseño un observador 
asintótico, estable, bilineal de esa concentración. El diseño 
está basado en extensiones de los resultados presentados 
Inicialmente en [12, 9). 

Para la obtención del observador se hizo necesario obtener 
un modelo blllneal a partir del MNLS Introduciendo ciertas 
hipótesis adicionales. El modelo bllineal obtenido fué 
sometido también a un análisis de observabllidad para 
verificar que un observador asintótico puede ser construido. 

El observador asintótico de la concentración en el plato 
aglomerado fue comparado con el valor correspondiente en el 
MNLS, observándose que era una buena aproximación de 
esa variable en una zona de validez amplia. 
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Con fines de comparación, se obtuvo un observador lineal de 
Luenberger para el MNLS. Este observador fué diseñado a 
partir de una linealizaclón del MNLS alrededor c!el mismo 
punto de operación para el que fuá Identificado ese modelo 
que es también el mismo punto para el cual fué construido el 
observador asintótico. 

De las gráficas obtenidas en simulación para el observador 
asintótico y para el observador lineal, y al compararlas con el 
MNLS, se concluye que el observador asin!ótlco resulta ser 
una mejor aproximación (como se esperaba) que el 
correspondiente lineal. 

iil) Aunque, el objetivo Inicial de esta tesis no contemplaba el 
control de la columna de destilación, para comprobar el 
funcionamiento y eficiencia del observador asintótico 
diseñado éste fué Introducido en un esquema de control por 
retroallmontación como se muestra en los resultados 
respectivos. 

En resumen, se puede concluir, que el proceso de destilación 
binario puede ser modelado adecuadamente con un modelo 
no lineal siempre de orden minimo (4 estados). Que el estado 
"aglomerado"' puede ser estimado de manera satisfactoria por 
medio de un observador bilineal asintótico, estable. Además, 
este observador es una mejor aploximaclón que el 
correspondiente lineal en la zona de operación 
correspondiente. Finalmente, el observador asintótico 
diseñado presenta un comportamiento aceptable en un 
esquema de control no lineal por retroalimentación del estado 
para rechazo a perturbaciones. 
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Entre las perspectivas de Interés para el trabajo realizado se 
pueden mencionar las siguientes: 

• Aplicar un esquema de control con el observador asintótico 
propuesto a un modelo no lineal no simple de n elementos. 

Aplicar un esquema de control con el observador asintótico 
propuesto al MNL obtenido en [20). 

• Verificar la robustas del esquema control - observador 
propuesto aquí con cambios en los parámetros [39). 

Investigar otros esquemas de control, por ejemplo, 
acoplando la dinámica del sistema a uno lineal o utilizando un 
esquema de control adaptable [37). 

Usar otro tipo de sistema de observación, como podría ser 
un observador no lineal [40). 

• Finalmente, aplicar la estructura de control - observación 
propuesta en el trabajo de tesis y la sugeridas en estas 
perspectivas a un proceso de destilación real. 
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APENDICE 1 

En este apéndice se Incluye la nomenclatura adoptada en el 
capitulo 1 (tabla 1.1). De Igual manera, se Incluye el diagrama 
esquemático de la columna de destilación binaria (figura 1.1). 

Tabla 1.1 

Cj : 
ce: 
LO: 

hf: 

Hj: 
j: 
ji: 
np : 
Lf : 
Lj : 
LB : 
Lo : 
PJ : 
Pb : 
QB : 
oc : 
TI : 
XI : 

'

Nomenclatura de referencia para Ja columna de 
destilación binaria (véase también la floura (1.11 

Capacidad molar en el plato ¡ 
Capacidad molar del calentador 
Gasto de salida de Ja cabeza de la columna 
(mol/seg) 
Entalpia molar de la mezcla de alimentación 
(cal/mol) 
Entalpla vapor molar en le plato ¡ (cal/mol) 
Indice del elemento ¡ = O, 1, .•. , np, B 
Indice del plato de alimentación 
Número de platos 
Gasto de la mezcla de alimentación (mol/seg) 
Gasto liquido saliente del plato j (mol/seg) 
Gasto liquido en el calderin (mol/seg) 
Gasto líquido del reflujo (mol/seg) 
Pérdida calorífica asociada al plato j (cal/seg) 
Pérdida calorifica asociada al calderin (cal'seg) 
Potencia de calentamiento (callseg) 
Potencia de enfriamiento (cal!seg) 
Temperatura de la mezcla de alimentación (C) 
Concentración del componente más volátil en Ja 

•-~~~~~-'-m"'--=e=z=c~la,_,d~e'-=a~Jl~m~e~n~t=a=c~ió~n'--~~~~--~~-~ 
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v¡ : 
ll : 

xf 

~I : 

Gasto vapor saliente del plato 1 (mollseg) 
Vector de concentraciones molares líquldas para 
el caso binario 
Concentración molar llqulda en el plato j 
Vector de concentraciones molares de vapor 
Concentración molar de vapor en el plato i 
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V1 
Oc 

Lo 

Ld,Xd 

Y1 X1 P1 
ZONA DE 

V2 L1 RECTIFICACION 

Vjf Ljf-1 

LI, XI, TI 

Yjf XJI 
PLATO DE 

ALIMENTACION Vjl+¡ Ljf 

Vj Lj-1 

PLATOJ ZONA DE 

PJ AGOTAMIENTO 
YJ XJ 

Vj+1 LJ 

CALDERIN Vb Lb-1 

Pb 

Ob Lb,Xb 

Figura1. Representación esquemática de la Columna de Destilación. 



APENDICE 2 

En este apéndice, se presentan las demostraciones de las 
extensiones a Jos teoremas dados en (9]. Las siguientes 
suposiciones y notación son necesarios para el contenido de 
este apéndice. 

Para el sistema blllneal presentado en el capitulo 111 y dado 
por 

m 
X AX+ ¿ u Ax + B lL 

o i=1 i ¡ 
(2.1) 

y ex 

se tiene que el correspondiente sistema dinámico observador 
as 

m m h 

z. {A + 2:: u A) z. + { B + í: u B) y + J l!. 
o 1=1 i ¡ o 1:1 1 ¡ 

(2.2) 
h h 

~ e z. + o y 
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SI se asume que existe una matriz U tal que 

A A 

CU+DC:K (2.3) 

Y, si se define el error como 

(2.4) 

Entonces, ~ estará gobernado por la siguiente ecuación 

A m A 

{A+:[uA}~+{J 
o 1:1 1 1 

m A A 

A A 

UB}u+{AU + BC 
o o 

+:[{AU+BC UA}x 
1:1 1 1 1 

U A )X 
o 

(2.5) 

Sea P una matriz simétrica definida positiva de dimensión 
T 

s • s, y tómese la derivada en el tiempo de ~ P ~= 

d T 
····(~ p fil 
di 

T A 

~ { p (A + 
o 

m " " m ,.. T 
I uA}+(A+I uA)P}~+ 
1:1 1 1 o 1:1 1 1 
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T " T " 
+ 2 Jt p { J • u 8 1 u + 2 l1. P {A U + BC U A} lt 

o o o 

m T " " 
+ 2 I: u l1. P {A U + BC U A} lt {2.6} 

1:1 i 1 1 1 

Enseguida, se procede a la prueba de los teoremas 111. 1, 2 y 3. 

Prueba del Teorema 111. 1 (capitulo 111) 

Si (1), (11), (iil), (iv) y (vi) se satisfacen, entonces (2.6) se 
convierten en 

d T 
····(Jt p l1.) 
di 

T 
l1. (-0)!1. 

T 
•Jt 011. (2.7) 

El error es independiente del término U 8 y como P y O se 
supone definidas positivas, 

lim 
t-> a 

l1. (t) = o (2.8) 

por el teorema de Liapunov sobre estabilidad. De (2.2) y (2.4) 
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" " " " w e¡_ + Dy C(ll. + Ux_) + o e x. 

" " " e a + e u x. + o ex. 

y de (2.3) 

" 
w = K X. + Ca 

Luego por (2.B) 

llm W.(I) • K X. (t) 1 o 
t-> a 

prueba del teorema 111.2 (capitulo 111) 

Puesto que C = [ lp O ] y U = [ SI ], la elecclón 
n-p 

" A SA + A. 
o 012 022 

" B SA + A. ( SA + AJ s 
o 011 021 012 022 
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A 

A SA + A 
11 2 122 

A 

B sA + A < s A 
111 121 

" J SB + 8 
1 2 

satisface todas las condiciones del teorema 1. 

Prueba del teorema 111.3 (capitulo 111). 

Se diseña un I como 
o 

+ A ) s 
11 2 122 

(2.9) 

(A +IuA)~+(A +IuA)Y+ BJ.t 
022 1 122 021 1 121 2 

- 1 y 
T (2. 10) 

p z 
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Se hace una partición de x como 

l!.1 
l!. = 

entoncesde (111.11) (del capítulo 111), 

l!.1 = Y.. (2.11) 

l!.1 (A + L u A ) ll.2 + (A + L u A ) Y.. + B l.!. 
022 1 122 021 1 121 2 

El error .!!. ¡_ • l!. obedece 
2 

.!!. ;_ l!.=(A+L:uA);.+(A+L:uA)Y..+Bu 
2 022 i i22 012 1 121 2 

·(A+L:uA)l!.·(A+:Í:UA)y_ BJ.!. 
012 1 122 2 021 1 121 2 
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(A •IuA )~ 
022 1 122 

De nuevo el error es Independiente del término B 
tanto, Independientemente de B !J.. Entonces 

d T T 
<~ P ru !,, - ~ a ~ 

di 

de las condiciones (111.12) del teorema (capitulo 
tanto, ~ (1) tiende a cero 

-1 y • 1 l!.1 ·1 l!.1 
'ti. • l!. T •J!. T T 

p ~ p p 
lt2 .. ~ is.2 

Asi, queda demoslrado que I es un observador 
o 

mínimo para I 
p 

1~1 

(2.12) 

u y, por 

(2.13) 

111). Por 

• 1 Q. 
T 

p ~ 

de orden 



APENDICE 3 

VARIEDAD DIFERENC!ABLE O SUAVE [41] 

pe!!nlclón 3. 1 

Un escaclo localmente 
espacio topológlco tal 
homeomorflsmo ' que 

Euc!ldiano X de dimensión n es un 
que, para cada 12. E X, existe un 
mapea alguna vecindad abierta de Q. 

n 
sobre un conjunto abierto R. 

Definición 3.2 

Una N Variedad de dimensión n es un espacio topológico que 
es localmente Euc!ldlano de dimensión n, es Hausdorfl y tiene 
una base contable. 

Una carta coordenada sobre una N variedad es un par (U, ' ), 
donde U es un conjunto abierto de N y -' un homeomorllsmo de 

n 
U sobre un conjunto abierto de R. 
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Definición 3.3 

Seran N y M dos variedades suaves. Un mapeo E : N -> M 
es un mapeo suave si para cada p_ e N existen cartas 
coordenadas (U, !;. ) de N y (V, !;. ) de M, con P. U y E (p.) E. V, 

a 
tales que la expresión de E en coordenadas locales es C • 

SUBVARIEDADES {41) 

De!lnlciones 3.4 

Sea E : N -> M un mapa suave de variedades. 

!) E es una Inmersión si rango (El 
P. E. N. 

dlm (N) para toda 

11) E. es una Inmersión unjyalente si E es una Inmersión y es 
Inyectiva. 

lil) E es un encajamiento si E es una Inmersión unlvalente y la 
topologia Inducida sobre E (N) por la de N coincide con la 
topología de F {N) como un subconjunto de M. 

Definición 3.5 

Una subvariedad Inmersa de M es la imagen E. (N) de una 
Inmersión unlvalente. Una subvarledad de M es la Imagen f. 
(N) de un encajamlento. 
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VECTORES TANGENTES [41] 

Sea N una variedad de dimensión n. Se dice que una función 
real A es suave en una vecindad de 12.. si el dominio de A 
Incluye un conjunto abierto U de N que contiene a 12. y la 
restricción de A a U es une función suave. El conjunto de 
todas las funciones suaves es una vecindad de ¡¡_ se denota 

a a 
como e (¡¡.), e {¡¡.) forma un espacio vectorial sobre el campo 

a 
B ya que si A , y son funciones en e (12.) ya, b son números 
reales, la función a A + by definida como: 

( aA + b"f) (g) = aA (g) + by (g) 

para lodo g en una vecindad de 12. , es también una función en 
a a 

C {¡¡.). Dos funciones l. y E C (J2) pueden multiplicarse para 
a 

dar otro elemento de C (12.), escrito l. y y definido como: 

(A y l ( g l = A (g) • y (g) 

para toda g en una vecindad de 12.· 



Peflnlclón 3.6 

a 
Un vector tangente v en 12. es un mapa v : C ( ¡2) ··> R con las 
propiedades siguientes: 

i) (linealidad) : v (a A. + by) 
a 

toda A • y E e (¡2) y ª· b E R. 

11) (regla de Lelbnllz) : v (A y) 
a 

para toda A , y E C (¡2). 

Deflnjción 3.7 

a v (A ) + b v (y ) para 

y (12.) V (l.) + A (12,) V (y ) 

Sea N una variedad suave. El espacio tangente a N en 12,, 
escrito como T12. N, es elconjunto de todos los vectores 
tangentes, en g. 



CAMPO VECTORIAL [41) 

Definición 3.8 

a 
Sea M una variedad dilerenclable e (o analitlca). Un campo 
1 sobre M es una función que asigna a cada elemento x E M, 
un vector ! ( x) E Tx M es el espacio tnagente a M en JI.. 

PISTRIBUC!ONES INVARIANTES [41) 

oel!nlclón 3.9 

Una distribución ti. sobre M es una aplicación que asocia a 
cada x E M un subespaclo l. (x) del espacio tangente Tx M. Se 

a 
dice que cada distribución ti. es de clase c (o analítica) si 
existe una vecindad U de cada punto X E M y r campos 

a 
vectoriales de clase C denotados como 11 •.... lr, que tienen 
la propiedad siguiente: 

- Para todo ¡,E U, l. (¡) es el subespac!o de T~ M generado por 

los vectores 11 (l), ...• lr (~.). 
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Se dice que una distribución ,!l, .... I.res de rango K si, para 

toda X E M, dlm .Ó.(l!.) = K. 

Se dice que un campo vectorlal t E X (M) (confunto de campos 

vectorlales deflnllod sobre M) pertenece a !i., escribiéndose t 

E A, si para toda Jt E M se tiene que t(l!.) E .Ó.(¡LJ. 

Peflnlclón 3. 10 

Sea los r campos vectoriales 11, , .. , fr sobre M. Se dice una 

distribución !i. es Invariante en relaclón a 11, ... , fr si se tiene 
que: 

.! E .Ó. => ( fi , ! J E .Ó., (1 = 1, . , . , r) 

Se dice que una dislrlbuclón es involuliva si, dados dos 

campos vectoriales t 1 E !1, t2 E Ó, se tiene que [t1 , t2) E !\, 

donde [t1 , t2) denota la operación parénlesls de Lle de dos 
campos vectoriales. 
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Sea Ll.o una distribución dada. Una distribución que contenga 

a L'.I. o que es Invariante con respeecto a los campos 

vectoriales 11, ••. , 1r, denota como D. m, se dice que es 
mínima, si está contenida en otra distribución que contenga a 

b.o y que es Invariante con respecto a los mismos campos 
vectoriales. 

Una distribución D. es regular si es lnvolutlva, de rango 
constante y hace una partición de M en subvarledades 
encajadas regularmente donde el cociente admite una 

a 
estructura e tal que la proyección canónica es una 
submerslón. 

PARENTESIS DE LIE (42] 

Definición 3.11 

Sean 11 y 12 dos campos vectoriales, la operación paréntesis 
de Lle se define como: 

[ !2 '!1 1 ( o !2 I o !. ) !1 • ( o !1 I o !. ) 12 
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