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Prefacio.

En el presente trabajo se calcula la ecuacibn de es-
tado y algunas propiedades termodindmicas, como la compresibi
lidad isotérmica y la fugacidad,de un modelo de fluido cldsi
co, a saber, el gas de enrejado exagonal con exclusibn a pri
meros vecinos.

Este modelo pertenece a una familia que presenta a
menudo una transicién de fase del tipo s6lido-ligquido.

Se presenta tambi&n un estudio comparativd de las e-
cuaciones que gobiernan este tipo de transicibén para dos mo-
delos relacionados con el anterior, que son, el gas de enre-
jado lineal con exclusibn a primeros vecinos y el gas de en-
rejado cuadrado tambié&n con exclusidén a primeros vecinos.

El cilculo de las propiedades de estos modelos requie
re del empleo de la aproximacidén de Percus y Yevick lo mismo
que de un método de resolucién reciente que se basa en la teo
ria de caminatas al azar sobre un enrejado. El andlisis de
las ecuaciones de 1los modelos cuadrado y lineal se realizd
estudiando la forma de las superficies que representan dichas
ecuaciones.

En el primer capitulo de este trabajo se resumen cier
tas consideraciones acerca de los estados de agregacibn de la
materia, se introducen las funciones de correlacibén de un £lud
do clédsico y se mencionan los métodos mas utilizados para su

cdlculo haciendo incapié en la aproximacién de Percus-Yevick

y por Gltimo se mencionan diferentes tipos de modelos de flui

dos clésicos.



it

En el segundo capitulo, se introduce la teorfa de ca
minatas al azar en enrejados limitdndose a desarrollar aque-
1lo que serd de utilidad mas adelante; seguidamente se desa-
rrolla el gas de enrejado exagonal con exclusibn a primeros
vecinos utilizando las expresiones obtenidas al principio del
capitulo y por Gltimo se resumen los resultados.

En el tercer capitulo se efect@a un anélisis geométri
co sobre la ocurrencia de la transicibn de fase en dos mode-
los de gases de enrejado con exclusibn a primeros vecinos di
ferentes del exagonal, estos son el lineal Y el cuadrado.

Por Gltimo, en el cuarto capitulo ée-resumen las con-
clusiones pertinentes y se discuten brevemente los resultados

obtenidos.



I.- Preve sumario de la Mec&nica Estadistica de los fluidos
clésicos.
1.-Consideraciones micrdscopicas de los estados de agrega-
cibén de la materia.

Las diferencias esenciales entre los tres estados de
la materia pueden ser descritas en t&rminos de la distribu-
cibn de las moléculas en el espacio y de las fuerzas presen
tes entre dichas moléculas.

En primer t&rmino,en el estado s6lido se presenta un
alto grado de ordenamiento de las moléculas.En &l,la cercania
de las moléculas permite que las fuerzas intermoleculares con
trolen el movimiento de las molé&culas obligdndolas a vibrar
alrededor de un punto de equilibrio que se puede considerar
fijo.

En otras palabras,la energia potencial promedio,com-
parada con la energfa cinética molecular promedio,controla
mas eficazmente la trayectoria general de las moléculas.Esto
causa que la estructura geométrica del enrejado bdsico o cris
tal se encuentre repetido a lo largo del volumen macroscdpi-
co, es decir,el orden moleculér en el espacio es de largo al-
cance.

En el caso de un fluido,las moléculas se encuentran
(en promedio) a distancias mayores que.en el caso del s6lido
y estas se encuentran unidas por una fuerza de mayor intensi
dad.El efecto que produce la energia cinética molecular,o bien
sobrapasa al esntroel ejercido por la energfa potencial,como
en un gas diluido,o bien es del mismo orden,como en el gas

denso y el liquido.



En un gas diluido las molé&culas se encuentran en un
alto grado de desorden y se puede considerar que se mueven
en trayectorias aleatorias entre colisiones binariasf.

La teoria del estado s6lido y la teorfia cinética de
los gases se han desarrollado con relativa facilidad debido
a que estudian los casos extremos arriba mencionados.En el
cristal existe un ordenamiento espacial m&ximo y cada molé&-
cula interacciona con todos sus vecinos de tal manera que
sus posiciones son relativamente fijas.En el gas diluido,se
tiene una situacibn opuesta.Ambos casos‘pe{miten simplificg
ciones considerables en su tratamiento. -

Estos dos extremos representan los limites de la
densidad en que puede existir la materia bajo condiciones
normales y es justo entre los dos limites que se encuentran
los gases densos y los liquidos.

Se puede considerar entonces que en estos casos las
moléculas estdn solo un poco mas apartadas unas de otras que
en el s6lido y que se encuentran permanentemente bajo el efec
to del campo de fuerza causado por sus vecinos,pero no obe-
decen un cierto orden espacial,o,a lo mas,este orden es lo-
cal y controlado solo por las caracteristicas de empacamien
to de las moléculas,es decir,es un orden de corto alcance.

Esta caracteristica intermedia de los fluidos densos,

ha sido quiz&s,la razén histbrica mas vigorosa de que la teo

¥
Como una aproximacibn aceptable,se pueden considerar unica-

mente colisiones binarias,ya que colisiones entre tres o mas
moléculas representan solo una minima parte de tales encuen-
tros.



ria del estado liquido se haya desarrollado con relativa len
titud y que a la fecha no se hayan resuelto sus problemas
mas fundamentales.

Otro problema de importancia en el estudio de los es
tados de agregacidn de la materia es el estudio de las tran-
siciones de fase entre dichos estados, su ocurrencia,y el me
canismo molecular que involucran.No solo es necesario cono-
cer el estado liquido como una de las fases que intervienen
en el proceso,sino que el tratamiento tebrico de dichas tran
siciones requiere el estudio de un problema de muchos cuerpos
en interaccibn y no se pueden tratar como fenbmenos que en-
vuelvan estructuras o celdas individuales repetidas a lo lar
go del espacio(s8lido) o moléculas virtualmente aisladas (gas
diluido).

Es por tanto de importancia en el estudio de los di-
ferentes estados de la materia el considerar la estructura
espacial molecular que caracteriza a cada estado.En el si-
guiente inciso trataremos sobre como se ha desarrollado el
estudio de las estructuras desde el punto de vista experi-
mental y de la interpretacidén tebrica de los resultados ex-

perimentales.

2.-Determinacibén empirica de la estructura microscépica.
En el estudio experimental de la estructura espacial

molecular,se utilizan principalmente técnicas de difraccidén

de rayos X y de neutrones.



La principal diferencia entre las dos té&cnicas de di
fraccibn radica en la velocidad de las particulas empleadas.
Dado que la velocidad de los rayos X sobrepasa en mucho la
velocidad media de las moléculas, el patrén de difraccién ob
tenido con estos produce una imagen promedio bastante exacta
de la distribucifn molecular (estdtica). Por otro lado, la
difraccién por neutrones se puede ajustar de tal manera que
la velocidad de estos sea comparable con la velocidad media
molecular, lo que nos resulta en un patrén mas complicado y
mas dificil de estudiar, pero que nos mues;;a la evolucibn
en el tiempo de la distribucién molecular‘espacial (Gingrich
1943,1965,{1}1) .E1 patrén de difraccibén obtenido en estos ex

perimentos puede expresarse como:
I(8)=I,(1+F(8)) (I.2-1)

donde la funcibn F(6) ademds de depender del &ngulo contie-
ne informacién sobre la distribucibn espacial de las molécu-
las en la muestra y donde el pard@metro I, depende ademis de
la longitud de onda de la radiacidn utilizada.

Para cristales, Debye encontr6 que F(6) tiene la for
ma de una suma sobre los sitios del enrejado constituyente,
Para lfquidos, donde no es posible la asignacién de una es-
tructura cristalina, la funcién F(6) se expresa en t&rminos

del patr6n de difraccibén mencionado antes, y la suma puede

ser reemplazada por una integral, como se verd en el siguien

te inciso.



3.- La funcién de distribucidn radial y las funciones de
correlacibn total y directa.

Seleccionemos una mol&cula del fluido como ogigen, b4
sea dn el numero de moléculas contenidas entre dos esferas
de radio n y n+dx. Si p(n) es el nGmero medio de particulas
por unidad de volumen, el nGmero de moléculas encerradas en_

tre las dos esferas es:
dn=p (1) 4waZdn (1.3-1)

Si el flufdo contiene N molé&culas en el volumen to-
tal V , la densidad media para todo el fluido es n=N/V . La
densidad local p(n) puede expresarse en términos de la densi

dad media total como:
p(n)=ng (1) (I.3-2)

donde g(2) es llamada la funcibén de distribucibn radial. A
separacibén infinita, se considera que no hay interaccibén mo-

lecular, y entonces p(»)=n y g(»)=1, La diferencia
h(n)=g(n)-1 (I.3=3)

es entonces una medida de la correlacifn existente entre una
pareja de moléculas a una separacibn 4 en el fluido. A la fun
cién k(x) se le conoce como funeibn de correlacién total y
estd relacionada con F(6) en (I.2-1) por medio de (Pings 1967,

{3p:



gln)

¥ (0)= I‘e)

-1 (I.3-4)
donde h(8) es la transformada de Fourier de h(x).

Esta expresifén a sido utilizada experimentalmente pa
ra determinar h(x) y g(1) como funcibén de la distancia.

La naturaleza de estas funciones se muestran esquemd
ticamente en la figura 1. Los detalles cuantitativos varian
de un fluido a otro, pero en general g(1) es cada vez mas sua
ve para un fluido dado al crecer la temperatura debido a la
excitacién cinética de las mol&culas. Para sblidos, los méxi-
mos de la funcibn tienden a ser mas pronuﬁéiados y a situar-
se alrededor de las posiciones de equilibrio de las moléculas.

A las séparaciones n=0 y n=«, el comportamiento es
similar para todos los fluidos simples y queda gobernado, a
distancias pequenas, por la impenetrabilidad molecular, y a

grandes distancias, por la independencia virtual entre las

moléculas. Es decir:

g(n)+ 1 y h(n)> 0 8i 1>
y (I.3-5)
g(n)+ 0 y h(n)+ -1 si a+ 0
/T1<T2

= 1. 1&-

/ glr) g(r)
0 n 0 " 0 K

gas ddiluddo Llgudide s562ido



Si la funcibn de distribucidn radial se conoce para
todos los valores de la densidad (y de la temperatura) de un
sistema (real o modelo tebrico), es posible reproducir el com
portamiento termodin&mico del mismo mediante, por ejemplo,
su ecuacibn de estado (ver inciso I.6).

La funcibn de distribucibn radial puede ser usada
para describir el movimiento molecular en un fluido intro-
duciendo el concepto de potencial de la fuerza promedio entre

pares definido por {2}:
®(n)==kT 1n g (1) (I.3-6)

donde k es la constante de Boltzmann y T la temperatura. El
gradiente negativo de este potencial medio es la fuerza pro-
medio en una molécula de la pareja debido a la presencia de
sus vecinos. La diferencia entre el potencial de la fuerza
promedio entre pares y el potencial real de las fuerzas inter
moleculares y(n), es una medida del efecto colectivo de las

fuerzas intermoleculares totales. Esto es:
exp{- 21£%§5151—} =g(n)exp{—5é%l— }=y(n) (I.3-7)

La funcibn h(r;,) es entonces una medida de la influencia to
tal de la mol&cula 1 en otra molécula 2 a una distancia n;,.

Varios mé&todos desarrollados para permitir el cdlculo de

g(r) (6 h(n)) introducen una nueva funcibn de correlacién.



En 1914, Ornstein y Zernicke propusieron dividir a h(n,;,) en
dos partes, una funcibén de correlacibén directa c(x1,,) y una
parte indirecta (Ornstein-Zernicke 1914,{3}). La parte indi-
recta es considerada como una influencia propagada directa-
mente de la molécula 1 -a una tercera molé&cula 3, la que a la
vez ejerce su influencia total sobre 2. El efecto de esta in
fluencia es promediado sobre todas las posiciones de la part{

cula 3; esto se puede expresar como {4}:
h(ltlz)=(‘.(ll.12)"nfc(l(.13”1(/!23)(1/'.3 (I.3-8)

La ecuacibn anterior, nos permite conocer h(x) si
c (1) es conocida o viceversa. Se ha encontrado que la funcién
¢ (1) es mas sencilla de manipular que h(1) pues decae a cero
mas ripidamente que h(n), y para ciertos modelos de fluidos
estudiados ha resultado tener una forma sencilla {7} .

Por otra parte, la integral en la expresién (I.3-8)
es una convolucidn y su transformada de Fourier ser& un pro-

ducto, lo cual es mas f4cil de trabajar.

4 ,-Expansiones viriales, integrales de cfimulo y mé&todo de
teoria de gréaficas.
El estudio de las expansiones de diferentes cantida-

des tales como la presibn y las funciones de distribucién o

de correlacibn en series d¢ potencias de la dengidad y eene-

cidas como expansiones viriales, han permitido no solo el cil



culo aproximado de las ecuaciones de estado de algunos mode
los de fluidos, sino ademds, a través de ellas, se han cons
truido varias teorfas aproximadas de los fluidos. Es mas,
las expansiones viriales representan un lenguaje a través
del cual es posible analizar rigurosamente el problema de
los fluidos densos.

Mayer, en 1938 {8}, estudié la expansibn de la pre-
sidén de un fluido en potencias de la densidad. Los coeficien
tes de las. diferentes potencias, conocidos como coeficientes
viriales, pueden expresarse como combinaciones lineales de
integrales llamadas integrales de cfmulo, cuyos integrandos

son de la forma:

AT f(x,;) (I.4-1)
&
donde

Para el coeficiente de grado n en la expansibn, se
incluyen Ginicamente integrandos del tipo (I.4-1) donde los
subindices { y § solo pueden tomar valores de uno a n, es de
cir, se consideran finicamente grupos de n particulas para el
coeficiente de orden n. El1 cdlculo de dichos coeficientes,

presenta numerosos problemas de tipo combinatorio que han si

do discutidos en revisiones recientes por Mayer y otros {8}.

No obstante, la expresibn exacta de algunos de los coeficien
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tes de esta expansién se han utilizado para comparar los re-
sultados de las diversas aproximaciones que existen a altas
densidades.

Las intégrales que aparecen en las expresiones de
los coeficientes viriales, se pueden representar por medio
de grédficas y siguen cierta simbologfa cuyos principios bési
cos se restmen en lo siguiente.

Una barra representa la funcién { (1) dada por la ex-
presién (I.4-2); la unidén de dos barras representa una molé-
cula cuyas cordenadas pueden tomar todos lgs valores; un ch
culo al final de una barra significa'una molécula fija. Cada
vector de posicibn €8 tomado con respecto a la particula 1

como origen; asi, por ejemplo:

o—o0 =§(n12) 6 fi2 ,

=[§13f2s dns ,

//\\ =[§13f§23 dn.dns ,

etc.

Para mayores detalles sobre la utilizacién y la ter-
minologfia de estas gr&ficas se pueden ver {2}, {4}, {5}.

Muchas de estas integrales han sido calculadas exac-
tamente, ya sea analiticamente o por t&cnicas de Monte Carlo,
para diversos tipos de potenciales intermoleculares, algunos
de los cuales mencionaremos mas adelante.

Ya que la ecuacién virial se puede expresar en té&rmi
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nos de la funcién de correlacibén total y la funcidn de corre
lacién directa (ver inciso I.6), estas filtimas pueden expre-
sarse tambien como combinaciones lineales de ciertos tipos
de integrales de cfimulo.

La ecuacibn de estado aproximada que se logra al to-
mar solo los primeros términos en la expansién virial es sa-
tisfactoria para gases a bajas densidades y tiene un &xito
moderado a densidades intermedias. A altas densidades es ne-
cesario incluir mas té&rminos y finalmente esta expansibn di-
verge antes de que el sistema alcance su mixima densidad.

Si uno se interesa en la evaluacibén de alguna de las
funciones de correlacidn para un sistema (o modelo) en parti
cular, la ecuacibn de Ornstein y Zernicke (I.3-8) necesita
ser compleﬁentada por otra relacibén que incluya c (1) y h(n).
Se han obtenido expresiones aproximadas de este tipo como
resultado de eliminar cierto tipo de integrales de cfmulo en
las expansiones respectivas.

Entre estas aproximaciones tenemos la de "cadena anu
dada", (NC) ,,y la de "cadena hiper-anudada" (HNC), llamadas
asf por el tipo de integrales de cGmulo que se retienen para
la expansién de la funcibén de correlacibén directa. Sobre to-
do la aproximacibén HNC a sido utilizada por numerosos auto-
res obteniendo, en muchos casos, resultados satisfactorios
{9}.

Otra aproximacidén de este tipo es la lograda por
Pareus y Yevick y cuyos resultados han demostrado ser, en

Ciertos casos,mejores que la aproximacidn HNC. De esta aproxi

macibén hablaremos en la siguiente seccibn.
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5.-La aproximacidn de Percus-Yevick (PY).

Esta aproximacibén publicada por primera vez en 1958
{10}, puede expresarse tambi&n como la expansién de la fun-
cibén de correlacibn directa en t&rminos de cierto tipo de in-
tegrales de cfimulo, dando como resultado una expresién senci
lla entre las funciones { (1) y y(x) mencionadas antes (ver e

cuaciones (I.4-2) y (I.3-7)); esta es:

c(n)=§(n)y(n)=(exp{-2 (1) /kT}-1)g (n) exp{® (1) /kT}=
=g (1) (1-exp{¢ (1) /kT}) , (1.5-1).

Como puede observarse en la ecuacidn anterior, c (1)
tiene el alcance de §(n), esto es, c(n) es diferente de cero
Gnicamente donde {(x) es diferente de cero.

Las aproximaciones de Percus-Yevick y la de "cadena
hiper-anudada" han sido usadas para diversos modelos (de los
cuales se hablari posteriormente) y se ha observado que la
aproximacién PY es mejor para potenciales repulsivos, aunque
ambas aproximaciones presentan problemas a altas densidades
e inclusive no predicen cambios de fase en algunos modelos
que métodos numéricos exactos si han predicho. Este punto se
r§ después de importancia para evaluar los resultados obteni
dos en el presente trabajo.

Jancovici {9} empled ambas aproximaciones en su estu-

dio sobre teoria del congelamiento y encontrd que la aproxi-

macidén de Percus-Yevick generaba expresiones finales de la

funcién de correlacién directa,c (1), muy simplificadas, al



anularse esta estrictamente fuera del alcance del potencial
intermolecular, mientras que con la aproximacifn de HNC la
*
estructura final de c(n) resultaba mas compleja.
Debido a los hechos descritos en esta seccibn y a

las caracteristicas del modelo utilizado en este trabajo,

se empled la aproximacién de Percus-Yevick.

6.-Relacibn entre las funciones de correlacibén y las propie
dades termodindmicas del fluido.
Definimos la funcibdn de distribucibn canbnica de h

particulas para un sistema clisico de N particulas como {4}:

(h) = 1 -
nN (z'l.l,...,)lh)-m—u_—h)-!- f...feXP( ¢N/kr)dlh+1...d/LN
' (I.6-1)

donde el potencial QN puede considerarse dado por:

N

o= ] &(r, ;) (I.6-2)
N 5§ 414

y donde

Q). [ expl-og/kT)an, .. .dn, (I.6-3)

la cual es la parte configuracional de la funcibn de parti-

cibn canbnica.

Similarmente, la funcifn de distribucibén gran canéni

ca de h particulas para un sictema eclfsico de N particulas
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estd8 definida por:

® N
(h) o
n (g ey == Ngh (Nzh)! [oo Jexp(-g/rT)dn, 0. dry
' (I.6-4)
donde
o) d(n; ;)
Nj 4

y donde Z y Y son respectivamente la parte configuracional
de la funcibn de particibén gran canbnica yu;a fugacidad del
sistema.

as funciones ny yn son idénticas en el lfmite
termodindmico (N+«). Por otro lado, n(h)(al...ah)dnl...dnh

es la probabilidad de que h moléculas esten presentes en el

elemento de volumen dnl...dﬂh. En particular:
n'2) (ny=p?g(n) (1.6-5)

La presifn del sistema, est4 dada por {4}:

aanN

v

p==kT ( )N,T : (I.6-6)

De la ecuacibn anterior y de la definicibn (I.6-3) cuando

h=2, se obtiene {4}:

BET =1- ?%T [e" () |n]|g(n)an (I.6-7)

La compresibilidad isotérmica puede obtenerse en fun
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cién de h(n) o c(n), empleando las funciones de distribucidn

de pares gran canbnica {2}:
sz(ap/ap)T=1+pf h(n)dn (I.6-8)
(kT) ™" (ap/3p) ;=1-p[ e (1) dr (1.6-9)

Estas dos filtimas ecuaciones pueden comprobarse em-

pleando las expansiones en integrales de c@mulo respectivas

{4}.

7.-Modelos de fluidos cl&sicos.

En el desarrollo de las diversas teorias sobre la es
tructura y el comportamiento de la materia, las etapas ini-
ciales han sido el estudio de diversos modelos desde los m&s
simples hasta los m&s cercanos a ' la realidad, los cuales ayu
dan a identificar, comprender y analizar los factores que in
tervienen tanto en la estructura como en el comportamiento
de los diversos estados de la materia.

Por supuesto, para evaluar las propiedades termodiné
micas de un sistema a partir, digamos, de las funciones de
correlacibn, es necesario establecer un modelo para el mismo,
es decir, establecer la forma del potencial intermolecular
y especificar las caracteristicas del espacio en que las mo

léculas se encuentran.

En nuestro 0ass, un modelo se caracteriza primero
por su estructura, después por el tipo de fuerzas que inter

vienen, es decir, el potencial intermolecular, y por Gltimo



por el método seguido en su‘eétudio.
a) Estructura de los modelos.

En primera instancia, existen dos tipos generales de
modelos que son los fluidos continuos y los fluidos discre-
tos o de enrejado.

Las principales aproximaciones caracterfsticas de '
los modelos continuos, radican en la forma de las méléculas
y en el tipo de potencial intermolecular. Estos modelos se
han estudiado tanto en una, como en dos y tres dimensiones
y su andlisis suele ser mas complicado que en el caso de mo-
delos de enrejado los que, por otro lado, se pueden estudiar
en su comportamiento asintdtico hacia el continuo, y el and-
lisis de factores estructurales o dimensionales suele simpli
ficarse, lo que no quiere decir que hasta la fecha se hayan
analizado satisfactoriamente.

En los fluidos continuos se han estudiado principal
mente los modélos de esferas duras (tres dimensiones), discos
duros (dos dimensiones) y segmentos duros (una dimensién),
es decir, moléculas con potencial intermolecular repulsivo
infinito, el ¢ua1 se tratar§ en el siguiente inciso {4}.

Por otro lado, en los modelos de enrejado se han es_
tudiado principalmente enrejados en una dimensibn, cuadrados
triangulares y exagonales en dos dimensiones y cfibicos en
tres dimensiones.

El hecho de que se estudien tanto los modelos conti-

nuos como los discretos en varias dimensiones €s con el obje

to de, por un lado, analizar los efectos de la dimensi6én en



su comportamiento, y, por otro lado, simplificér en este as-
pecto el modelo para poder analizar el efecto de otros facto
res como son el potencial intermolecular o la estructura geo
métrica de los modelos.

En particular, los modelos discretos en dos dimensio
nes son bastante pré&cticos para este tipo de andlisis ya que
permiten estudiar varios tipos de estructuras, y las expre-
siones finales suelen ser mas sencillas que en el caso de
tres dimensiones y que en el caso de modelos continuos.

b) El potencial molecular.

Dentro de las variaciones a los modelos estructura-
les causadas por diferentes modelos de potencial interparti
cular, consideraremos los principalmente usados.

El modelo mas simple no trivial es el potencial duro
que mencionfbamos al hablar de los fluidos continuos. Este

potencial queda descrito por:

u(n)=+ew n<o
(I.7b=1)

u(r)=0 7>0

donde # es la separacifn entre moléculas y 0 es el didmetro

o longitud de las moléculas individuales. El modelo continuo
de esferas duras que emplea este potencial, presenta una tran
sicién de fase que se cree tiene un caracter muy semejante

al de fusibn de un cristal simple. Debido a gque este poten-

clal no contiene una parte atractiva, los fluidos estudiados

bajo este modelo, no presentan transicién liquido-gas.
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El potencial duro, o también llamado de repulsién in
finita ha sido utilizado al igual en modelos discretos.

Una extensidn de este modelo que si presenta una par
te atractiva y por lo tanto se obtienen con el transiciones

liquido~gas, es el potencial de pozo cuadrado definido por:

u(n)=+wo rgo
u(n)=-¢ o<n<ao
u(n)=0 ao<n

donde el par@metro a normalmente se toma entre 1 y 2.
Uno de los potenciales mas realistas, pero que com-
plican mucho las expresiones finales y por lo tanto su and-

lisis,es el de Lennard-Jones (n,m) definido como:

uln)= nfm {m(a/n)"-n(a/2)™} ,n>m>3

en el cual geheralmente se toman los valores n=12 y m=6.

En ellpresente trabajo, se estudiard un modelo de en
rejado exagonal en dos dimensiones con potencial repulsivo
infinito sobre los primeros vecinos finicamente. Resolveremos
este modelo bajo la aproximacifn de Percus-Yevick empleando

un método reciente que utiliza la teorfa de caminatas al azar

sobre enrejados de la cual resumiremos los principales con-

ceptos en la siguiente seccién.
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II.- Aplicacibn de la teoria de caminatas al azar en el cdlculo
de las funciones de correlacibn y la ecuacidn de estado de
un modelo de gas de enrejado exagonal.

1.-Teoria de caminatas al azar en enrejados.

Se ha demostrado recientemente, que el c8dlculo de _
las funciones de correlacibn de un gas de enrejado, bajo la
aproximacién de Percus-Yevick, es equivalente al cdlculo de
las propiedades de una caminata al azar sobre el mismo enre
jado {6}, {7}.

Damos aquf una breve introduccidn a la teoria de ca
minatas al azar en enrejados.

Empezaremos por definir un enrejado. Un enrejado es
un conjunto de puntos en el espacio k-dimensional definido
por los vectores A=(61,52,...4k), donde cada 4, es elemento
de un subconjunto de los enteros (por ejemplo s, puede tomar
los valores ...-4,-3,-1,0,2,3,5,6,...). De la misma manera,
podemos tener enrejados infinitos (si no existe cota superior
ni inferior para los posibles valores An), semi-infinitos
(si para alguna L existe cota superior y/o inferior) o fini
tos (si para toda s existe cota superior e inferior). En
nuestro caso trataremos siempre con enrejados infinitos.

Un paso del caminante en el enrejado es todo aquel
desplazamiento realizado entre dos puntos 4; y 4, elementos
del enrejado. La probabilidad de que se efectfie un desplaza

miento 42-41 se denota por p(s2-41). Es condicibn necesaria

que
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Ip(s)=1 (II1.1-1)
)

Definimos Pt(A) como la probabilidad de que el cami-
nante se encuentre en s después de t pasos, la cual satisfa

se la relacibn de recurrencia:

Pt+1(5)=§f(°“"Pt“') (11.1-2)
con
Pol(s)=8, , (I11-3)

Considerando la transformada (o expansién) de Fourier de p(s),
A(8)=Jp(s)exp(is.0), (I1.1-4)

4

es posible obtener de (II.1-2) y (II.1-4) la siguiente expre

sién para Pt(A):
ks ¥ k
Pe(8)=(1/2m %[ .. [ (A (0) Yexp(-1s.6)d"0 (II.1-5)
=
Llamemos también para usos posteriores
Ve(8)=] P.(s)exp(is.6) (II.1-6)
45

a la transformada de Fourier de Pt(b)‘

Consideraremos ahora algunas funciones generadoras
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que nos seran de utilidad. Sea P(4;z) la funcibn generadora

de las cantidades Pt(b):

P(ss2)= ] Po(s)2" (I1.1-7)
£=0 :

que para un enrejado arbitrario de dimensién k, es posible

obtener de las ecuaciones (II.1-5) y (II.1-7) la expresidén:

™ "
Plasz)=(1/2m) %[, [-S2RL218-0) gk (II.1-8)
-7

y en particular,la funcibén generadora de todas las caminatas

que comienzan y terminan en el mismo punto es

P(0; )=(1/2’)kf . f ake (I1.1-9)
42 ® A Cr 2N ) .

La transformada de Fourier de esta funcibn generado-

ra es
4 1
U(e;z)=] |} P.(8)z7exp(is.0) (I1.1-10)
814=0
que, intercambiando el orden de las sumas, adquiere la forma

U(e;z)=ZVt(e)zt (IT.1-11)
t=0

Otra funcién de interes para nosotros es aquella que

nos da la probabilidad de que el caminante llegue a un sitio
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4 por primera vez después de { pasos, FI(A), la cual se pue-

de definir a partir de Pt(é) como

z :
Pe(8)=1 Ft(a)Pt_j.w) si >0 (I1.1-12)

j=1

Es decir, para llegar a & despﬁés de t pasos el caminante de
bid llegar a s en algfin paso j, (f<t)y después volver a 4 en
(t-§) pasos.

De la misma manera, se define la funcibn generadora

de todas las caminatas que llegan por primgra vez a 4 como:
% £

F(s;z)= ] F (3)z (I1.1-13)
=1 %

Si consideramos las ecuaciones (II.1-3), (II.1-7),°
(I1.1-12) y (IX.1-13) es f&cil ver que F(4;z) estd relaciona
da con P(s;z) por medio de:

F(A- _ P(A;Z)-sb’o
,Z) Wo;z) (11‘1-14)

Es 1ﬁteresante notar de la expresién (II.1-13) que la
probabilidad de que el caminante alcance por primera vez el
punto 4 (independientemente del nGmero de pasos £) es preci-
samente F(4;1) y en el caso 4=0, F(0;1) es la probabilidad
de que el caminante regrese al origen sin importar el numero
de pasos. Polya {11} encontré que esta probabilidad es 1-pa-
ra una y dos dimensiones pero para tres o mas existe una
cierta probabilidad de escape del caminante.

Lo expresado anteriormente es todo lo que necesitamos



sobre teorfa de caminatas al azar para este trabajo. Una ex-
celente recopilacién de este tema es la realizada por E.W.Mon
trol y E.W.Montrol y G.H.Weiss a lo largo de tres articulos
citados en la bibliografia y de los cuales se resumib el pre
sente inciso.

La utilizacién de la teorfa de caminatas al azar en
el estudio de gases de enrejado es una idea reciente cuyo de
sarrollo fue hecho por A.Robledo y I.E.Farquhar en 1974 {6},
{1}

2.- Caminatas al azar en un enrejado exagonal.

El enrejado exagonal en dos dimensioﬁes se muestra
en la figura 2. Su estudio se facilita si tomamos en lugar
de ejes ortogonales, aquellos que aparecen en la figura 2c;
de esta manera, podemos asignar coordenadas enteras a cada

punto del enrejado cbmodamente.

(b)

Figura 2.



- 24 -

Es interesante e importante observar que este enreja
do por su propia naturaleza ofrece una peculiaridad ausente
en los enrejados cuadrado o triangular en dos dimensiones.
Esta peculiaridad se debe a que el enrejado esta constituido
por dos tipos de puntos en esencia diferentes debido a la o-
rientacibén de sus vecinos, como se ve claramente en las figu
ras 2b y 2a. Es decir, cuando el caminante se encuentra, por
ejemplo, en un sitio del tipo I y va a dar un paso a un pri_
mer vecino, es imposible que este desplazamiento éea (1,1)

y solo podré& ser o (1,0) o (0,1) o (-1,-1); cuando el sitio
es del tipo II la situacibn es inversa y éolo podrén ser po-
sibles pasos a vecinos situados en (-1,0), (0,-1) o (1,1).
Por lo tanto, la funcibén que representa la probabilidad de
dar un paso quedard dividida en dos partes, dependiendo cada
una del tipo de punto desde el cual se dari el paso, que

por comodidad llamaremos p,(d) y pz(A). En lo que sigue, con
sideraremos solo permitidos los pasos a un primer vecino en

un enrejado exagonal infinito. Entonces:

0 si 4=0
p1(6)=< % si 4=(0,1),(1,0),(~1,-1)
(0 si 4 es cualquier otro
S (0 si 80 (II.2-1)
p2(4)=< ; si 4=(0,-1),(-1,0),(1,1)
8 (0 si & es cualquier otro

donde,
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2p1(6)=2p2(-6)=1 (II.2-2)
V.Y v

Por lo tanto la ecuacibn (II.1-2) en este caso se

transformaré en:

= -t b ' -
Pt+7(6)—§'pt+,(b 8")P,(8") (I1.2-3)
donde pt+1(6-6') serd la probabilidad correspondiente al des
plazamiento (4-4') dependiendo de que tipo de punto sea 4',

Para salvar la incongruencia de subfndices tomaremos, si fes

par
Pt+1=P1
y si £ es non,

Pt+1=P2

por lo tanto tendremos una transformada de Fourier para cada

p;(4) que, de acuerdo con la ecuacibén (II.1-4), serén:

A1=%{exp(iel)+exp(i62)+exp(—i(e,+ez))} (I1.2~4a)

Az:%{eXp(-191)+exp(-i92)+eXp(i(91+92))} (II.2-4b)

A estas funciones se les conoce como funcidn de es-
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tructura del enrejado.

Se puede observar que la funcién de estructura Xi es

el conjugado de la funcibn de estructura A:;, es decir:

. .
A1 (8)= A2(0) (IT.2-5)
como era de esperarse, y que

A1(0)= A2(0)=1 (II.2-6)

Multiplicando la relacibén (II.2-3) por zt+1

, sumando
para toda £ y considerando (II.1-7), se puede observar que
la funcibn generadora P(4;z) satisface la ecuacidn de fun-

cibn de Green:
. - -2 o y - . = e
P(s;2) zp,(b) z E'péé A’)E”pfa' s YP(s";2) 55,0 (I1.2-7)

Efectuando la transformada de Fourier de ambos miem-
bros de esta ecuacibn y uséndo la relacién (II.1-10) obtene-

mos
w(B;2z)=zx1(8) =222, (8) A, (8)u(B;z)=1

O sea

=(1-2,(8)2) § (A h,) %22t
=0

1+zX,(6)
1-22X2 (9))\1 (6)

u(@;z)=

=141z A N2 284Xy Ay N5 23%0 s (II.2-8)
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De las ecuaciones (II.1-6) y (II.1-5) se obtiene, pa

ra este caso,la familia de funciones

V0(9)=1
V1 (e)=xl
V2(9)=X112

é (I1.2-9)

Vpe(0)=0022)

Vgeer ()= ar2) E1

por lo que sus antitransformadas son:

Po(a)=8, ;.
1 o
P,(s)= [ [riexp(-is.0)de
4n2% -7
: (II.2-10)
1 " 7
Pre8)=—=[ [(1)2)"exp(-1s.6)a0
4m? -q
T t
1’21,_”(,5)-4"2 I"Ih(hkz) exp(-is.6)de

Analizando las caracteristicas del enrejado, se pue-
de observar que después de un nfimero par de pasos a partir
de un punto 54 el caminante solo podr& estar en un punto del

mismo tipo que 4§, y despu&s de un nGmero impar de pasos; so-

lo podré estar en un punto de tipo distinto a §,..Esto impli

ca que la funcibn de Green del enrejado se exprese en dos
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partes como:

P(A;z)=Pp(4;z)=Z PZI(A)ZZtcuando el origen es

£ del mismo tipo que 4. (II.2-11a)

P(A;z)=Pn(6;Z)=ZP2t*1(5)22t+1 cuando sucede

& lo contrario. (II.2-11Db)

y por lo tanto las transformadas de Fourier“de Pp(b;z) y

Pn(é;z) son respectivamente:

1

u_(e;z)=————m—mm-— (II.2-12a)
P .lf-l]AzZz'
Y
Un(9;2)= A1z (II.2-12b)
1-X1l322

®

La funcifn de Green en su forma integral queda expre

sada como:

5 (II.2-13a)

m
-id
P(s;2)=P_(s32)=—L | XRL12.0) 4, 4
P 4"2 . l-llkzzz 1

si 4 conecta dos sitios del mismo tipo y

m .
Plo;2)=p (s;2)=—— [ [ SXRL18:00Miz 40 g5 (11.2-13b)
412 =17 1-x,A,27
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si 4 conecta sitios de diferente tipo, en lugar de las expre
siones obtenidas en (II.1-8).

Como caso particular cuando 4=0

1 ", de,de,
51 F -
474 -7 1‘11122

P(0;z)=Pp(0;z)= (II.2-14)
3.~ Un modelo de fluido clésico. El gas de enrejado exagonal
con exclusibn a primeros vecinos.

Por un gas de enrejado entendemos una coleccibn de
particulas confinadas a los sitios (o puntos) que forman un
cierto enrejédo infinito de dimensibn k. Las partifculas in-
teraccionan a través de una funcibn de potencial por pares.

Este tipo de modelo se ha venido estudiando desde
hace algfin tiempo con el fin de ahondar mas en el conocimien
to de las funciones de correlacibén y en su aplicacibén en el
cilculo de ecuaciones de estado. Han servido ademds para a-
plicar las diferentes aproximaciones citadas en los incisos
I.4y I.5 y para establecer su validez.

En la parte final de este trabajo, se discutirén
las diferencias fundamentales entre los resultados de varios
tipos de gases de enrejado con diferentes dimensiones, geo-
metrfa y potenciales presentes.

En este punto se estudiar§ solamente el gas de enre-
jado exagonal con exclusibn a primeros vecinos, es decir,.el

potencial interparticular es una repulsibn infinita para el

8itis donde se encuentra la partfcula lo mismo que para los
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sitios que son sus vecinos mas cercanos; el potencial es ce-
ro para cualquier otro sitio.

Este enrejado en particular, se escogid debido a que
no se habfa trabajado en €l bajo este mé&todo y debido a que
su estructura como mencionamos antes, presenta caractciiQti—
cas especiales por su peculiar geometria.

El estudio de este gas de enrejado se puede dividir
en dos partes, para la fase:fluida y para la posible fase s§
lida. En el estudio de la parte s6lida se requiere en todos
los casos de considerar dos (o mas) 'subenﬁfjados“ entreteji
dos con el fin de facilitar el estudid de Qoiuciones perib-
dicas de la densidad. En la parte fluida,para potenciales es
féricamente simétricos,no es necesaria esta subdivisibn ya
que el orden molecular solo es local. El enrejado exagonal,
sin embargo, debido a las caractéristicas que mencionamos an
tes , lleva intrinseca esa divisi8n en subenrejados al estu-
diar ambas fases, y lejos de dificultar el tratamiento de la
fase fluida, lo favorece, no por esto siendo menos complejo
el tratamiento en este enrejado que en otros de su misma di-
mensidn.

Consideraremos pues esta divisibn desde un principio,
y para hacerla mas explicita denotaremos los puntos del enre
jado de un mismo tipo por un simbolo diferente (ver figura 2),
tipo I(2a) y tipo II(2b).

Formalmente, la densidad tama das valores p; y p» pa
L]

ra cada subenrejado, y las funciones de correlacién quedan

expresadas como matrices dos por dos con elementos hij y cij

donde { y § son el tipo de puntos que se estin correlacio-



nando.
Consideremos pues, primero, la funcifn de correlacibn

directa y definamos

c11(0)= ¢,
c22(0)= ¢,

(II.3-1)
c12(1,0)=¢12(0,1)=c12(~-1,-1)=c3

e21(-1,0)=c21(0,-1)=c21(1,1)=c3

y cero para cualquier otro argumento 4§ .
En nuestro caso, la expansibdn de Fourier de la rela-

cibén de Ornstein-Zernicke (I.3-8) es {9}:

v z U Y 5
kij(6)=cif(e)+£hik(e)pkckj(6) b L §=1,1 (11.3-2)

donde

i ;(0)=]h,  (s)exp (is.6)
4

Y (I1,3-=3)

n N
cij.(e)-{c“- (8)exp(is.0)
4

por lo que nos queda, tomando en cuenta (II.3-1), el siguien

te sistema de ecuaciones
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k11(9)=cl+k11(9)0161+

+h12(8)p2cs (exp(-i6)1)+exp (-i02)+exp (i (61402)))

Ky2(8)=cs (exp(if,)+exp (i62)+exp (- 1(ex+ez)))+%ade)pzcz+

+h11(8)p1cs (exp (181 ) +exp (i82)+exp (=1 (81+62)))

k22(9)=Cz+kzz(e)chz+

+H51 (8)p1¢s (exp (101 )+exp (102 )+exp (-1 (01+62)))

kzl(e)—cs(exp('191)+exp( 102)+exp(i(91+92)))+%21(9)91c1+

+h22 (6)02(:3 (exp (-i61)+exp (-102)+exp(1 (601462)))
(II.3-4)

Ahora, si recordamos la definicibén de las funciones
de estructura A, y A2 (ecuaciones(II.2-4)) y si introducimos

la definicién

2_ 99192(3% s (11.3_5)
(1-p1c1) (1-p2c2)

podemos resolver el sistema de ecuaciones (II.3-4) para obte

ner:
e fpféﬁz’ -1} (II.3-6)
Y

?1412(9)" )\lz/(l—zzh)\z)
Vo102 (1=py¢,) (I-pzcz)

(I1.3-7)
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De la misma manera, resolviendo para %22(6) y %21(9),

se obtiene:

e
1, (1-z2a0)70
%22(9)_ [)_2{ (l-p:('.:) 1} (11.3-8)
y
Kar (6)=—r22/(1=22212;) (II.3-9)

/p1p2 (I-pic;) (I-pye,)

Comparando estas Gltimas expresiones con las obteni-

das en (II.2-12) podemos escribir:

u_(e;z)
=1 ’ - -
Ki1(0)= Dx{—T%:ETETT- 1} . (I1.3-10)
u_(0;z)
- - - -
B2z (0)= 3 (—fy— -1} (II.3-11)
U_(6;z)
K12(0) 2 (1T.3-12)
vp1p2 (1-pi1c1) (1-p2zc2)
y, de acuerdo con la igualdad (II.2-5)
*
u_(6;z)
K21 (0)= e (I1.3-13)

/p1pz (1=p1c¢1) (1-poc2)

*
y donde Un(e;z) significa el conjugado de Un(e;z).
Antitransformando, obtenemos las funciones de corre-

lacibn:

P {8;:2)

_ 1 =
h“(b)—p-l{ (1-p1cy) 6’5»0

} (II.3-14)
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ahora bien, recordando (II.2-11) y observando que estamos co

rrelacionando puntos del mismo tipo

P(s;2)

=1 - »
hyy(8)= pﬁ Tp.c; 65,0} (TI .3 }5)
y, similarmente

-1, P(s;2z) _ -
hao(8)= p-z{-l_—pw 66,0} (II.3-16)
Yy
hyp(s)= Plajz) (I1.3-17)

Y(1-pic,) (1-p2c2)p1p2

En el caso de hz,(s), se'puede demsotrar que es igual a
hi12(s8) ya que la funcibn P(s;z) es real.

Hemos entonces relacionado las funciones del pro-
blema de caminatas al azar con las funciones de correlacidn
del gas por medio de la identificacibén contenida en la ecua
cién (II.3-5). )

Empleando las condiciones a la frontera impuestas

por la forma del potencial que estamos empleando tenemos:

hy1(0)=hy2(0)=h,, (primer vecino)=h,; (primer vecino)=-1

(II.3-18)

Sustituyendo estas condiciones en las ecuacio-
nes (II.3-15) a (II.3-17), se cbtienen las funciones de cQ

rrelacidén directa que quedan expresadas como:
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1= pll {1~ —P{%";-f)— } (I1.3-19)
ea= 3 (1- P‘fg:) } (II.3-20)
y

es= 3 Eld;z) (II.3-21)

/p1p2 (1-p1) (1-p2)

partiendo .esta filtima de la definicibén de z (II.3-5) y de
(II.3-19) y (I1.3-20).

Si consideramos ahora la ecuacibén (II.2-3) y la va-
luamos para 4=0 teniendo en cuenta que al origen solo se

puede llegar en un nfimero par de pasos,

Pt+1(0)= E.pZ(-A')Pt(A') donde & es non

1+1

multiplicando por z , rearreglando, y sumando para toda %

o

t+1 < &
P, (0)z2"" "=z] p,(-8") ] P, (s")z
Zo AL 5! t=0 t

donde t es non, lo que se puede rearreglar en

o

T P,(0)2%=5, +2f p,(-s") § P (a2t
=0 1 4,0 e 2 =0 z

1 par Z non

pero como, de cualquier forma
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P1(0)=P3(0)=P5(0)=...=0 y
Ppls')=P,(8")=P,(s")=...=0 '

entonces,

P(0;z)=1+2zP(s';2) (I1.3-22).

Usando (II.3-22) junto con (II.3-15) y (II.3-16)
en (II.3-17) para primer vecino, se obtiene\la relacibn

adicional:

= p1p2 i\ N n
z/ =, i=sy P(052)=P(0;2)-1 (I1.3-23)

Si observamos la forma de las funciones de corre-
lacién total y las consideramos fuera del alcance de la
repulsibn, usando la ecuacibén (II.1-14), (II.3-19) y
(Ir.3-20) en (II.3-15), (II.3-16) y (II.3-17) y notando

que 6A 0=0, obtenemos la expresifn general:
?

=00 T0)  fiy;0 (II.3-24)

pipj"

hij(6)=

Ahora bien, como ya hemos obtenido expresiones para

las funciones de correlacién en término de las funciones

generadoras de las caminatas al azadey Fggsmgg calcular pro=
piedades termodin&micas, tales como la compresibilidad iso-
térmica, en términos de las mismas funciones generadoras.

Asi por ejemplo, la compresibilidad isot&rmica para
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un fluido (no homogeneo) en espacio continuo estd dada por
la expresibn {9}:
-1 B_l -1_1 1 -1
B  kp=—— (3p/3p) '={1-lim —=ffp (11)p (r2)e (11 ,n2)dn,1d1,}
B o P e PR

(II.3~25)

donde kB es la compresibilidad isoté&rmica, Q representa el
volumen del sistema y B=1/kT.
En el caso del enrejado exagonal esta expresibn se

transforma en:

-1, 1 : 1 » =1 -
B kB—E{lm ey g%‘“% (m)cU (£-m))} (II.3-26)

A->oo

donde p=(p,;pz)/2, y donde { y f§ toman los valores 1 6 2
dependiendo del argumento £ o m .A representa el nfimero de
puntos en el enrejado.

Expandiendo la doble suma tenemos:
ggoi(t)pj(m)cij(z-m)=§1p,(z)pz(zl+1,zz)clz(1,o)+

+p1(£)p2(£y,82+1)e12(0,1)+p; (L) po(£3-1,£,-1)C,,(-1,-1)+

4

+p1(£)p1(L)cy11(0)

+%102(C)Dl(Ll+1,£z+1)czl(1,1)+Dz(£)01(51'1:£2)C21('1,0)
I

+p2(L)p1(£y,£2-1)c21(0,-1)+p2 (L) p, (L) c2(0)



la cual, cuando A tiende a infinito se transforma en:
ZZp.(L)p-(m)ci-(Z—M)=%{plpz(Clz(1,0)+Cu(0,1)+clz(-1,-1))+
tm * J J.

+p1p1c11(0)+p2pr (a1 (1,1)+c21(=1,0)+c21(1,1))+p2p2c2(0)}

(I1.3-27)

que, recordando la expresién (II.3-3) para Eij(e) nos queda

la expresibn (II.3-26) como

wle fps 1 n -1_
B kBT{l ﬁEIDiDJcLJ(O)} =

=1{

-l
= 1-2—15(p%c1+p§cz+6olpzca)} (II.3-28)

tomando en cuenta gque

p=—‘%& . (II.3-29)

s

y usando la relacibn de Orﬁstein-Zernicke (IT.3-2) y las con

diciones (II.3-18) se obtiene:
ci1==1+pi1ci1+3p2cs (II.3-30a)
Co==1+pyca+3p;)C3 (II.3-30b)

/

y, sustituyendo en la expresibén (II.3-28),



_39_

| -2
B ke—m—z— . (I1.3-31)

que, recordando (II.3-19) y (II.3-20) resulta en:

-1 —
B kB_

(I1.3-32)

2
AT _ P(0zz)
i S Ta A T

donde, considerando (II.1-14), da:

et T 1+(1-p1)F(0;2) 2+ (1-p2)F(052) .
B "kg= 2/ 4 f%-pxil%-F15;255 * ) (I-F(0;2)) 7

(II.3-33)
si llamamos
-1, _ _(1=p;) (1-F(0;2)) )
y kBI p1+(1-py1)F(0;2) (II.3-34a)
Y

-1 = _(1-po) (1-F(0;2)) =
B kg " et (i F(052) .30

a las compresibilidades isot&rmicas de los subenrejados

I y 11 respectivamente, se obtiene:

L A Tt B (II.3-35)
B -7 thg kg

4.- La funcibn de distribucibn de una sola particula (densi

dad local) y las funciones de correlacibn de pares con

acoplamiento parcial.



Jancovici {9} ha utilizado con &xito, en su estudio
de la fase s6lida en gases de enrejado, una ecuacibn integral
exacta que relaciona la funcién de distribuciﬁn de una parti
cula o densidad local de un sistema de partfculas en espacio
continuo, con la funcibén de distribucién de pares con acopla
miento parcial.

En general, esta ecuacibn puede escribirse como:

p(n1)=y exp{-B‘fV(A1-&z)(z g(ni,n2;8)dE)p(n2)dn,}

-5 (I1.4-1)
donde p(n) es la funcibn de distribucifn de una sola particu
la, Y es la fugacidad, B tiene su significado usual, V(1) es
la funcibn de potencial y g(ni,%2;§) es la funcibn de distri
bucién de pares entre las particulas 1 y 2 donde la particu-
la 1 esta acoplada parcialmente mediante un potencial debili
tado EV(QI“&L) a cualquier otra particula f;.é es el pari-
metro de acoplamiento y toma los valores 0<£<l. El andlogo
a la ecuacién (II.4-1) paré nuestro enrejado, esta dado por

el par de ecuaciones {9}:

1
—Tg%T— =y exp{lim —Bw({ 3g12(1,0;E)dE) py} (II.4-2a)
W+
1
_Ig'éz_ =y exp{lim -B«»({ 3g21(-1,0;£)dE)p1} (II.4-2b)
W

Para derivar las expresiones de gij(primer vecino;§),
consideremos la expansibn de Fourier de la relacibn de

Ornstein-Zernicke con acoplamiento parcial {9}:
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. =¥ (61 ] . - e
%ij(e,g) cij(e'€)+k=§,2kLk(e'g)pkckj(e) (II.4-3)
donde

kij(6;£)=§hij(b;£)exp(15.6) (II.4-4a)
y

n, .

cij(e.s)-gcij(a;a)exp(lb.e) (II.4-4b)

Es claro que

T11(8;E)=c11(05E)=c; (£)

€22 (85E)=C55 (05E)=c, (£)

€12(058)=C12(1,0;E)exp (10:)+c1, (0,1;E) exp (i62)+
+ei12(=1,-1;E)exp (-i(0,+62))= (II.4-5)

=c3(E) (exp(if;)+exp(ig,)+exp(-1i(0,+6,)))
por lo tanto tenemos el sistema de ecuaciones

W11 (85E)=cy (E)+Ky1 (85E) pycy+
+K12(85E) p2cyy (exXp(~101)+exp (~10,)+exp (1(0:+6,)))
(II.4-6)
K12(058)=cy,(0;E) (exp(i0,)+exp (10,)+exp (~1i(8,+8,)))+
+K11005E)p10,2(exp (i) +exp (i0,)+exp (=i (0,+8,)))+

+k12le;E)OzC2
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Considerando las ecuaciones (II.2-4ab) y (II.3-5) en
(II.4-5), resolviendo para kll(e;g) y klxe;g), identificando
la funcién U(6;z) como en la seccifn anterior y antitransfor

mando se ebtiene:

e & p I cy (E)+c3 (&) (1-pjcy) oy _C3(&)
hyy(0;E)= == {_"AEL_L_%?TTEE%ETT"EL—l_'P(0'Z) __%;5__}

(II.4-7)

h12(1,0;E)=hy2(0,1;E)=h;,(-1,-1;&)= /
{(1-pyeyles (E)+e; (E)paesdP(8';2) (17 4.9
e3 /pip2 (1=-p;ic;) (1=pac,) '

donde s' es el vector de posicibn de un primer vecino;

pero, recordando la ecuacibn (II.3-22)

{(1-pi1cr)es(E)+ea(E)prca}t o _P(0;2)-1
c3vp1p2 (1-pie;) (1-payc,) %

hi12(8';2)=

(IT1.4-9)

de la misma manera, se obtienen expresiones similares

ha1(8';2) y ha2(052):

{(1-pocy)e; (E)+c, (E)poes} , P(O52)-1
esv/p1p2 (1-pyc,;) (1-p,cy) z

h21(6';2)=

(II1.4-10)
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i1 . pacacs E)4es €) (Impgey)  _ ey (E)
hzz (o)z)_pz { Cg 1_p2c2) cs }

(II.4-11)

Tomando en cuenta las ecuaciones (II.3-15), (II.3-16),
(II.3-17) y (II.3-22) se pueden reducir las ecuaciones an-

teriores a:

hay (038)=er ) (1-p1)- —2 8L {11y ey 41} (II.4-12)
has (05E)=cz (E) (1-p,) - —“3_3&’— { (1-pz ) ez +1} (II.4-13)
bz (875E)= =prey (6) =28 (1-pyc) (II.4-14)
hay (873€)= "-pz.c, (g)-Eg—:ﬂu-pzez) (II.4-15)

Las condiciones impuestas para gij(é;g) son:

1) g,:(0;8)=832(0;E)=0 ; ya que no hay ocupacibn m@ltiple
en un sitio dado (ver ecuaciones (II.3-18) y (I.3-3)) y
ii) e¢3(E)=g,, (primer vecino;g){1l-exp(BEw)} que es la aproxi
macién de Percus-Yevick (ver ecuacién (I.5-1)) asumiendo un
potencial repulsivo acoplado.
Por lo tanto, de la expresibn (II.4-12)y la condi-

cibn i), obtenemos:

1 1

¢
=—L —————— e - -
¢y (€) te=* =7 te,y (€) =7 (II.4-16)
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que substituyendo en (II.4-14) junto con la condicibén ii) da:
g12(1,0;&)=c3/{1-exp (BEw) }+c3 (1-py) (II.4-17)
Y, de la misma manera,
g21(=1,0;&)=c3/{1-exp (BEw) }+c3 (1-p2) (IT.4-18)

sustituyendo las expresiones (II.4-17) y (II.4-18) en

(IT.4-2a) obtenemos:

1 ae
pP1 = ’
o1 Y exp{i_’i: 3°’B‘°pz({ (1+c¢3(1-p,) ~exp(BEw)) )}

y resolviendo 1la integrél,

1 - -3¢3p02 - "
—Tgs:—--Y exp {—I;E;T%:BTT— log(|es| (1=py))} (II.4~19)

similarmente

2 - -3¢ - i
—i'ng-Y exp {Tﬁ%}_—p;}— log(|es| (1=p2))} (I1.4-20)

La expresidn para la fugacidad se obtiene despejando

de cualquiera de las ecuaciones (II.4-19) o (II.4-20):

P
1-p,

i exp { 1if._:%i_mf log(|es| (1-p1))} (11.4-21)

ademis, combinando las ecuaciones (II.4-19) y (II.4-20) se
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obtiene la relacidn:

(1-p,)  _ 3pjcs - -
_%ﬁf:%fr =exP{ 7, (1-p,) 109(lesl (@ _pz))

3
- I+c,"?'i_(1l-p,) log(|es| (1-p1))} (II.4-22)

5.- Las soluciones de la densidad para el gas de enrejado.
a) Proéed;miento.

Las soluciones para las densidades p; y p, serdn a-
quellas que satisfagan el sistema de ecuaciones (II.3-21),
.(II.3—23),(II.3—19) y (II.4-20) donde P(0;z) estd relacio-
nada con z por medio de su definicibn (II.2-14) y (II.2-4).

Los cdlculos para resolver dicho sistema de ecuacio-
nes se hicieron en la computadora Burroughs 6700 del C.S.C.
de la U.N.A.M. por medio de un programa en Fortran cuyo
procedimiento era el siguiente.

Primero, se itera el valor de z en el rango 0>z>-1
(los valores que toma z son dentro del intervalo sefalado
antes como se puede observar de la ecuacibén (II.3-23) ya que
P(0;z)31 para toda z real y P(0;z)»~ para z=t1) c§n el que
se calcula la integral (II.2-14) para la funcién de Green
(P(0;2z)), utilizando la funcidn estructura del enrejado
(Ii.2-4), por medio del mé&todo de integracibén de Gauss.

Calculada esta, procede a iterar el valor de p prome

dio y dentro de esta iteracibén hay otra para iterar p;. El

valor de p, queda fijo con la relacién (II.3-29).

Con los valo:es de z, P(0;z), p1 ¥ p2, Se calcula c3
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por medio de la ecuacibén (II.3-21) y con esto la relacidn
(II.4-22), cuyo valor se compara con la misma relacifn obte
nida de los valores de p, Yy p, en ese momento de iteracibn.
Si los valores ae ambas relaciones concuerdan (+0.1%), el
programa procede a calcular y por medio de la relacibn
(II.4-21), y a escribir los resultados. Las ternas (p;,p2,2)
solucibn del problema, fueron alimentadas como datos a un se
gundo programa que calculaba las funciones de correlacibn
directa y total por medio de las expresiones (II.3-19) a
(II.3-21) y (II.3-15) a (II.3-17) respectivamente, ademds de
propiedades termodindmicas tales como la presibén y el poten-

cial quimico por medio de las relaciones

B(3p/3p)=p(3(log z)/3p)

Bu= log y

De los resultados de este Gltimo programa, se obtu-
vieron las gr&ficas y resultados que discutiremos en el

inciso siguiente.
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b) Resultados.

En esta seccifn se presentan y discuten una serie de
resultados numéricos (presentados en forma grédfica) del gas
de enrejado exagomal con exclusidn a primeros vecinos.

Recordamos que hemos reducido el problema de la de-
terminacibn de las soluciones de las densidades de los iub-
enrejados a la resolucifn del sistema de ecuaciones (II.3-23)
y (II.4-22), donde la primera contiene la condicibén de exclu-
8idn a primeros vecinos dado por el potencial duro, y la segun
da representa la condicifn de que ambos subenrejados estén en
equilibrio termodin@mico, es decir, que sus fugacidades sean
iguales (y;=Y2).

En la figura 5, se observa la relacibn entre p, y p;
que resulta’ de resolver las ecuaciones antes mencionadas. Esta
solucibn consta de dos ramas, la rama fluida (p1=p.) y la ra-
ma sb6lida. La interseccidn de ambas ramas representa una tran
sicién de fase, y la densidad de transicibén que se obtiene es
de 0.3466, arriba de la cual existe un fluido metaestable que
termina en p;=p2=0.5. En general, en todos los modelos de gas
de enrejado en una y dos dimensiones se obtiene esta solucibn
fluida y la finica diferencia que se encuentra es la densidad
a la cual esta intersecta a la rama s6lida; asi por ejemplo,
en el gas de enrejado lineal con exclusifn a primeros vecinos
dicha interseccibn se presenta a la densidad de empacamiento

®
total(p1=p2=0.5)" y para el gas de enrejado cuadrado también

*

La rama s81ida para el enrejado lineal representa una solu-

cibén ficticia para una fase sflida, pues ocurre a la densidad
de mé&ximo empacamiento y a fugacidad infinita por lo que este

sistema no presenta transicibn de fase {7}.
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con exclusibn a primeros vecinos, la densidad de la transicibn
se encuentra en p;=p2=0.273.

En la figura 6 se observa la dependencia de las densi
dades p;vy p=(p1+p2)/2 con el parSmetro z. La transicibn ocu-
rre cuando z=-0.9709, en donde se separan la rama fluida meta
estable(-0.9709>z>-1) y la rama s6lida(-0.9709<z<0, pi1#p2).

En esta figura se observa adem8s que para la densidad
méxima (pmax=0.5) z=0 para la rama sb6lida y z=-1 para el flu-
ido metaestable.

Observando las expresiones (II.4-19) y (II.4-20) es
claro que se satisfacen trivialmente cuando p1=p2 sin importar
la forma particular de la funcibén de Green P((¢;z) por lo que
la fase fluida queda Gnicamente determinada por la ecuacidn
(II.3-23). La solucibn due representa el s6lido es una solu=-
cién no trivial de las ecuaciones (II.4-19) y (II.4-20).

Por otro lado, la funcién de Green valuada en el ori-
gen P(0;z) (ver ecuacibn (II.2-14)) solo depende de z, o de p
a través de z, y su comportamiento se puede ver en las figuras
7 y 8. Cuando z+-1, P(0;2)+ y cuando z=0, P(0;z)=1.

La dependencia de la fugacidad con respecto a z y a p
se puede observar -en las figuras 9 y 10 respectivamente.

En las figuras 11 y 12 se tiene el comportamiento de
las funciones de correlacibn directa ¢, ¢2 y ¢3 con respecto

a zyap. En el punto de transicibn ci1=c2==6.15 y cs=-2.9,

Las propiedades termodindmicas calculadas para este

modelo son la presibn p y el potencial quimico u.
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Las figuras 13 y 14 muestran la variacién de p con z
y P respectivamente. El punto de transicifn se encuentra cuan
do Bp=0.89, en donde se separa una rama superior correspon-
diente al fluido metaestable y una inferior que corresponde a
la fase s8lida.

La variacién de y con z y p se muestra en las figuras
15 y 16 respectivamente. El potencial Bu en la transicibén co-
rresponde a 1.55 y de nuevo se separan dos ramas en ese punto,
la superior para el fluido metaestable y la inferior para la

fase sb6lida.
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III.- Un andlisis geométrico sobre la ocurrencia de la transicidn
de fase en los modelos de gas de enrejado.
Como vimos en el capfitulo anterior, el problema del
gas de enrejado exagonal se reduce a la resolucibn del siste-

ma de ecuaciones en las variables pi, p2 Y Z:

- pi1p2 - B Y
4 (T=p,3 (1=p3) P(0;z)=P(0;z)-1 (II.3-23)

py(1-p2) _ 3103 ) )
P2 (1-p1) =exp{ +Cs (1-p, log(|es| (1-p2))
3psc
- ‘I—&n_r‘w,z _.’.p, log(|es| (1=p1))} (II.4-22)

donde ¢c3 y P(0;z) estdn dadas por las ecuaciones (II.3-21) y
(II.2-14).

La ecuacibn (II.3-23) representa, como dijimos antes,
la condicibn impuesta al potencial interparticular, y la ecua
cibn (II.4-22) representa la condici6n de que ambos subenreja
dos esté&n en equilibrio termodindmico (yi=y2).

Podemos considerar a cada una de dichas ecuaciones co
mo una superficie en el espacio (pi, P2, z) cuya interseccibn
es el conjunto de valores (pi1, P2, z) que puede tomar el mode

lo de gas de enrejado. Es entonces de inter&s analizar la for

ma de dichas superficies para entender como su interseccibn

da lugar a las diferentes soluciones para las densidades p,; y
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p, de los subenrejados.

Consideraremos dos tipos de gasés de enrejado:el gas
de enrejado cuadrado con exclusibn a primeros vecinos (8Q1)
con una transicibén de fase semejante a la del exagonal y el
gas de enrejado lineal con exclusifn también a primeros veci-
nos (L1l) que no presenta transiciGn de fase (ver pie de la
pégina 47).

1.- El gas de enrejado lineal con exclusibn a primeros vecinos
(L1).

Este modelo, por razones obvias el inico de una dimen-
sibn, se puede definir como aquel en que las partfculas pueden
ocupar puntos cuyas coordenadas se pueden representar por un
Gnico nGmero entero s, y en el cual, si una particula ocupa el
sitio § imposibilita la ocupacibn tanto del sitio § como la de
los sitios (§-1) y (§+71).

Como mencionabamos en el inciso II.3 al introducir el
gas de enrejado exagonal, se suelen dividir los sitios de los
enrejados en dos tipos o subenrejados, los cuales facilitan
el estudio de soluciones peribdicas de la densidad en la fase
s6lida. En el caso del gas de enrejado lineal con exclusibn a
primeros vecinos esta subdivisibén en subenrejados tambi&n se

introduce, y una representacibn gr&fica de dicho modelo es:
- - -k o * o * ° * © * 0 - - =

Fiqura 3,
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Los andlogos de las ecuaciones (II.3-23) y (II.4-22)

para este modelo son {7}:

P1P2 - s Y - _
'Z/ (I=p1) (1-p2) P(OJZ) P(OJZ) 1 (III.ll)

p1(1-p2) _ 2p;c _ _
p2(1-p1) exp { 1+Q3h_pz—') log(|es|(1-p2))

WP, ¢ T— - -
Tres(iopy to9(lesf(2 p}))} (II1.1-2)

y en donde la integral P(0;z) puede expresarse analiticamen-
te, lo que facilita el c8lculo de la sﬁperficie correspondien
te a la primera ecuacibn (ec. (III.1l-1)).

Las ecuaciones para P(0;z) y c3 para este modelo son:

eorg Lt o A8 _ 1
P(0;2)= "{ TZcos8 ~ i (II1.1-3)
. .
ca= 2Pi022) (III.1-4)

2/p1p2(1=p;) (1=p,)

Los puntos (pi, P2, 2z) que satisfacen cada ecuacibn
por separado fueron calculados por medio de un programa de

computadora y los resultados fueron log siguientea.

La superficie generada por la ecuacibén (III.1-1) se
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muestra en la figura 17. Puede observarse que la superficie
intersecta al plano z=0 en las rectas p1=0 y pP2=0 y al pla-
no z=-1 en la recta p;=1l-p;.

La superficie correspondiente a al ecuacién (III.1-2)
resultd ser la formada por los planos pi1=p2 y z=-1. La parte
de esta superficie correspondiente a pi1=p2 es una solucibn
trivial ya que ambos lados de la ecuacibn (III.1-2) se‘igua-
lan a 1. La parte de la superficie para Z=-1 ocurre cuando
las fugacidades de los dos subenrejados son infinitas y.cual
quier valor de p: y P2 satisfacen la ecuacién (III.1-2). Las

fugacidades de los subenrejados estdn dadas por las expresio

nes:

y1= —2l—exp{ 2¢3p2 log(|es| (1-p1))}
1-p, 1+(‘,3(1—Dl)

Yy

y2= T%E,Texp{—if—ﬁfpri:)?r log(|es| (1-p2))}

Considerando ahora la interseccidn de ambas superfi-
cies, obtenemos las siguientes soluciones para las densida-

des p1 y P2:

i) p1=p2=p , pe [0,1/27]

p1+p2

i1) p1=l=py y D3 m——=1/1
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La primera solucibén representa la fase fluida y la
seqgunda solucidn, dado que ocurre a la m&xima densidad p=1/2
y a fugacidad infinita, no puede considerarse como una fase
s6lida. Este modelo no muestra transicién de fase.

2.- E1 gas de enrejado cuadrado con exclusibn a primeros
vecinos (SQ1).

Este modelo bidimensional difiere del gas de enreja-
do exagonal que hemos estudiado Gnicamente en el arreglo geo
métrico de los puntos del enrejado, por lo que es de esperar
se que su comportamiento sea similar al dg} exagonal. Este
es el caso como puede verse en la referenéiﬁ {7} donde se es
tudia ampliamente y como veremos mas adelante.

El gas de enrejado cuadrado con exclusibdn a primeros
vecinos se puede definir como aquel en el que las particulas
pueden ocupar sitios cuyas coordenadas son de la forma (a, b)
donde a y b pueden ser cualquier entero, y en el que, si una
particula ocupa el sitio (si, s.) imposibilita la ocupacibn
tanto del sitio (s,, s,), como de los sitios (s, s,+1),

(s1, s2-1), (s1+1, s2) y (s1-1, s2).
En este modelo la subdivisién en subenrejados se pue

de representar gréficamente como sigue:

'
'
* o %* o * o * o *

o * o * ° * ° * -]
—_— - * o * ° * ° * o * - — -

* ° * ° * o * ] *
|
'

Figura 4.
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En este modelo, las ecuaciones a resolver son {7}:

Pi1P2 Saiah . ..
-Z//.(l-plf(l—pz) P(0;2)=P(0;2)-1 [ET1.2~1)

(1-p2) _ 4p,c
_%tTT:%%T- =exp{ —T:E%%Tfazy— log(|es| (1-p2))-

4psc .
- Tre, (e teg(les| (1-p1))}  (III.2-2)

en donde la integral P(0;z) resulta ser la integral eliptica
completa de primera clase con argumento z2?. Las correspondien

tes expresiones para P(0;z) y c3 son:

™
| de,de, o D (III.2-3)
P(O,z)—ﬁ“ o — = 2K(z?)
&y cosb,+cosb,)
Y
ca= 2P {0sz) (IIT.2-4)

4/p1p2 (1=p;) (1-p2)

También por medio de un programa de computadora, fue
ron calculadas por separado las ternas (pi, P2, Z) que satis
facen cada una de las ecuaciones (III.2-1)y (III.2-2).

La superficie resultante de la ecuacibén (III.2-1) re

sultd ser muy similar a la calculada con la ecuacibén (III.1-1)

para .el gas de enrejado lineal con exclusibén a primeros veci-
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nos, excepto que se acerca mas rdpidamente al eje Z a medida
que z tiende a cero. Dicha superficie se muestra en la fiqu-
ra 18.

La segunda superficie, la correspondiente a la ecua-
cién (III.2-2) se puede dividir en tres paftes. Dos de-ellas
son idénticas a las del gas de enrejado lineal con exclusibn
a primeros vecinos; estas son: el plano p,=p: y el plano
z==1. La razbn de que en este modelo tambi&n aparezcan estas
superficies es la misma que apuntdbamos en el inciso anterior
y es de suponer gue son comunes a este tipg*de modelos.

La tercera parte de esta seéunda sﬁpérficie tiene una
forma similar a la de un paraboloide hiperb6lico y cuyo dia-
gfama de contorno aparece en la figura 19. En la figura 20
se ha tratado de bosquejar la forma de esta superficie qui-
tando parte de la hoja anterior con la intencifén de facilitar
al lector la explicacibén de la interseccibn de esta‘superfi—
cie derivada de la ecuacibén (III.2-2) con la superficie que
cumple la ecuacibén (III.2-1). Para esto ademis, se ha trazado
con linea punteada tanto en la figura 18 (ec.(III.2-1)) como
en la figura 20 (ec.(III.2-2)) la interseccibn de cada una
de ellas con la otra, omitiéndose, para mayor claridad, los
planos z==1y p1=p2.

La densidad de transicibén (o interseccifn) obtenida

es p1=p2=0.273 con un valor de z=-0.924.
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IV.- Discusibén y conclusiones.

El estudio del gas de enrejado exagonal con exclusibn
a primeros vecinos bajo la aproximacibén de Percus-Yevick re-
sulté ser andlogo a un problema de caminatas al azar con pa-
sos solo a primeros vecinos en un enrejado del mismo tipo,
resultando la analogia, solamente de la definicién del pard
metro Z por medio de la ecuacidn (II.3-5) y de la identifica
cibén de las funciones P(s;z) dentro de las expresiones obte-
nidas para las funciones de correlacibén total y directa.

El desarrollo del método introducido por A. Robledo
y I.E. Farquhar {6} y que el primero aplic6 en otros gases
de enrejado del tipo del cuadrado con exclusibn a primeros
vecinos {7}, tuvo que ser modificado en varias etapas del de
sarrollo aebido al peculiar arreglo geométrico de los puntos
del enrejado exagonal. .

Bajo este método de aplicacién de la aproximacibn de
Percus-Yevick, el gas de enrejado exagonal con exclusibn a
primeros vecinos, presenta una transicibén entre dos fases,
una desordenada (el fluido) a bajas densidades y otra orde-
nada (s6lido) a densidades mayores.

Los resultados obtenidos difieren de los calculados
por métodos exactos {12} cualitativa y cuantitativamente. La
calculada por métodos exactos aparece a uha densidad p=0.421
mientras que por este método obtenemos p=0.346. El tipo de

transicibén que se obtiene mediante mé&todos exactos es del ti

po "A" eontinua ¢ bajo esta aproximacidn es de segundo orden
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de Ehrenfest; no obstante, el margen de error es similar al
obtenido para los gases de enrejado cuadrado y lineal ambos
con exclusibn a primeros vecinos bajo la misma aproximacidn
(Percus-Yevick) .

El &nfasis en este trabajo se dirigif a la aplicﬁ—
cibn de estos métodos y aproximaciones a enrejados con arre-
glo geométrico diferente al de los enrejados cfibicos simples
de dimensibn k. No se pretendi6 emplear un m&todo con aproxi
maciones mejores a la de Percus-Yevick y solo nos limitamos
a comparar los valores obtenidos con los dg}los llamados mé&-
todos exactos.

Respecto al andlisis de las superficies que resultan
de las ecuaciones que representan las caracteristicas del mo
delo, andlisis que se realizb especificamente sobre dos mode
los de gases de enrejado diferentes al gas de enrejado exago
nal con exclusibn a primeros vecinos,podemos apuntar varias
cuestiones.

La existencia de las superficies p;=p, y z=-1 en am-
bos modelos, el L1 y el SQI, sugieren que en todo modelo de
gas de enrejado con exclusibn a primeros vecinos en que el
enrejado sea simétrico para ambos subenrejados, se van a pre
sentar dichas superficies, sugerencia que se confirma al ob-
servar, primero, que la simetria con respecto a p; y a p; en
la ecuacibn correspondiente a la condicibén de equilibrio ter

modindmico (yi1=y:) (ver ecuaciones(III,1-2) Y (II142-2)) iMe

plica que cuando p;=p,, o bien cuando z=-1, Yy,=y, y tenemos
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pues las soluciones representadas por las superficies antes
mencionadas. Por otro lado, la forma de la ecuacibén Y=Y, es
semejante para cualquier modelo de gas de enrejado con exclu
sién a primeros vecinos.

Una diferencia fundamental que se encontrb con res-
pecto a las superficies que resultan de la condicibn y;=y»
en los modelos estudiados, es la aparicidn de una tercera su
perficie en el caso del gas de enrejado cuadrado con exclusidn
a primeros vecinos. La aparicidn de esta superficie (ver fi-
guras 19 y 20) es 1a_causante de que en el modelo SQl1 exista
transicifén de fase y en el modelo L1 no la haya. Esta superfi
cie es la que produce la rama s6lida en la solucibn del enre
jado, al intersectarse con la superficie correspondiente a la
condicién de potencial duro.

Por otro lado, la superficie correspondiente a la con
dicién de potencial duro en primeros vecinos, es muy similar
en ambos modelos y su finica diferencia es que en el modelo SQ1
presenta una concavidad mayor que en el modelo L1l. La razbn
de esta mayor concavidad es debida,quizi, a la dimensibn del
enrejado y al mayor nlimero de primeros vecinos que presenta
el modelo SQ1.

Ls interesante observar que el "punto silla" que pre-
senta una de las superficies que constituyen la condicidn de
equilibrio termodindmico se encuentra muy cercano al valor de

la densidad en la transicidn que se ha calculado por métodos

oxactoe{12}.
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Aunque la aproximacién de Percus-Yevick afecta a las
dos superficies cuya interseccibén da la rama s6lida, es de
pensarse que afecte menos a la superficie correspondiente al
equilibrio termodindmico y mas a la que corresponde a la con-
dicibén de potencial duro desplazando la interseccibn a una
densidad menor.

Se podria especular si el punto silla en la*superfi-
cie Y=Y, debe corresponder a la transicibén de fase del gas

de enrejado.
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Figura 3.
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Pigura 11,
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Figura 12.
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i*] La rama de la izquierda y la central corresponden a la
fase s6lida y su diferencia se debe a que la primera fue
calculada por medio de y y la segunda por medio de ¢: y c:.
Si el método fuera exacto, ambas coincidirian.

Figura 13.
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Figura 15.
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Fiqura 16.
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Ecuaciébn (III.1-1) (L1)

P2

Ecuacibn (III.2-1) (SQ1)
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Figura 21.
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