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INTRODUCCION 

El objet..ivo de ést..a t..ésis es proporcionar la herra.mient.a 

necesaria en el t.rat.amient.o de la relat.ividad ¡;-eneral en el 

est.udio del espint.ensor de Lanczos. Asi como el de revisar los 

avances del pot.encial ¡;-enerador del t.ensor de Weyl, conocido con 

el nombre de espint.ensor de LANCZOS. El t.rabajo se encuent.ra 

dividido de la siguient.e manera: 

En el capit.ulo I se present.a el marco del desarrollo de est.e 

t..rabajo abordándose de manera resumida la t.eoria general de la 

l'elat.ividad asi como sus herramient..as básicas para su descripción, 

t.. al es como: el análisis t.ensorial, la g-eomet.rta diíerencial de 

Riemann, las t.ét..radas reales y la t.ranst·ormación de Lorent.z. Se 

describe la expresión para el t.ensor de Weyl en el rormalismo 

t.ensorial. 

A cont.inuación. en el cap1t..ulo II se aborda mediant.e una 

exposición sist..emat..ica el íormalismo de Newman-Penrose NP <1962), 

describiéndose 

coeíicient..es de 

inicialment.e 

es pin 

las 

las 

t.étradas 

t.ét.radas 

nulas NP, 

principales 

los 

de 

Debever-Penrose y las ident.idades de Bianchl, asi mismo se realiza 

la clasi:ficación algebraica del t.ensor de Weyl t.odo est.o en el 

t•ormalismo de coe:ficientes de esp1n. 

En el captt.ulo III, se aborda la const.rucción del esplnt..ensor 

de Lanczos y se present.a en ambos rormalismos: t.ensorial y de 

coeíicientes de esptn. Se proporcionan expresiones del potencial 

de Lanczos para diversas mét.ricas y finalmente se describe un 

mét..odo para el calculo del esplnt..ensor para el espacio-t.iempo 

segun clasiíicación de Pet.rov. 

F"inalment.e en el capit.ulo IV se hacen los cálculos del 



espint.ensor de Lanczos para al:;unas mét.ricas de int.erés en la 

relat.ividad general t.ales como la mét.I'ica de Bianchi t.ipo VI y 

pal'a la mét.rica t.ipo "C" de KinneI'sley. También se calcula el 

espínt.ensor corI'espondient.e a la mét.I'ica de Roberson-WalkeI' de ¡;I'an 

int.erés en la cosmologia y en el est.udio del problema del 

corI'imient.o hacia el rojo. 
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CAPITULO 

TE O RIA O E N E R A L -o E LA RELATIVIDAD 

1.0 INTRODUCCION. 

Est.ablecer las leyes f'isicas que gobiernan la relat.ividad 

gene1•al es un problema complejo desde su plant.eamient.o. Por- lo que 

es necesario involucrar algunas herr-amient.as mat.emát.icas para su 

descripción y est.udio. El análisis t.ensorial y la · :;eomet.ria 

dif'er-encial son las relaciones usuales en la t.eoria de la 

Relat.ividad, el análisis t.ensorial opera con ent.es y propiedades 

que son independient.es del sist..ema de ref"erencia elegido, 

const.it.uyendo una herramient.a ideal para el est.udio de las leyes 

de la nat.uraleza. La . ut.ilidad de est.as expresiones consist.e en que 

las ecuaciones que pueden íormularse son invariant.es con respect.o 

a una gran variedad de sist.emas de 1•ef'erencia. Por ot.ra part.e la 

t.eoria moderna de la geomet.ria se desarrolla a part.ir de la 

geomet.r-ia dif'erencial de superf'icies en el espacio Euclideano por 

el usual proceso de abst.racción; una super-f'icie es un espacio 

ordi:"lar-io Euclideano que puede describirse por- medio de un sist.ema 

de coordenadas Cart.esiano en el cual los punt.os se caract.erizan 

por- sus coordenadas P 

t.odos los punt.os p 

anaU t.ica: 

las superf'icies asi 

def'inición más general: 

X ) 
3 

X 
l 

<xt., x
2

, x
3
), las cuales se localizan para 

cuyas coordenadas sat.ist'acen la relación 

def'inidas son un caso part.icular de la 
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cu;v> e -D s 1R2 > 

en donde f, ¡¡; y h son funciones cont.inuas definidas en una re¡¡;ion 

de IR2
• 

El est.udio de la t.ransformación de coordenadas de un sist.ema 

a ot.ro se hace a t.ravés de una t.ransformación de Lorent.z. El uso 

de est.a t.ransformación se debe a que est.a deja invariant.e la 

cant.idad ds
2

, est.a invariancia es equivalent.e a la invariancia de 

velocidad de la luz para t.odo observador inercial {1.,;H' 

post.ulado de la relat.ividad de Einst.ein ). Por ot.ra part.e el 

t.ensor de Weyl t.iene su origen en el est.udio de los espacios 

con:formales, siendo est.e t.ensor único cuando dos espacios 

Riemannianos pert..enecen a la misma clase cont'ormal. 

1.1 LA TEORIA ESPECIAL. DE LA RELATIVIDAD 

En 1905 Einst.ein propuso dos post.ulados uno de los cuales 

expresa la invariancia !'ormal de las leyes t'1sicas y el ot.ro 

resume el result.ado de la invariancia de la velocidad de la luz. 

Las leyes y los principios fisicos tienen la misma forma en todos 

los sistemas Galileanos: es decir sistemas de referencia que se 

mueven unos con respecto a otros con velocidad constante. 

2° La velocidad de la luz en el espacio líbre tiene el mismo valor 

constante en todos los .sistemas inerciales. 

En esencia, con est.os dos post.ulados se ¡¡;arant.iza que bajo 

ningún experiment.o es posible det.ect.ar el movimient.o absolut.o de 

un sist.ema inercial de rererencia. 
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La t.rayect.oria de una part.icula en el espacio- t.íempo def'ine lo quE! 

se conoce como la linea -_de- universo del observador. El t.iempo 

medido por el observador con sus relojes recibe el nombre de 

t.iempo propio T , el cual- se det.ermina por: 

ds
2 = -dt. 2 + dx2 + dy2 + dz

2 
< con c = 1 ) <1.1.1) 

donde t.,x,y,z son las coordenadas de Minkowski de un observador a 

lo lar-~o de su t.rayect.oria .. La velocidad de la luz, const.ant.e se 

represent.a por- c, si c ~ 1 ent.onces : 

- Ú'( 2 
2 c 

La velocidad t.et.radimensíonal <uª> t.iene component.es: 

(
dt. dx dv dz) 

--;:¡---:r,--;:¡---:r ·~' --;:¡---:r 

d<uª> 
y la aceleración t.et.radimensional <a"'> = --;:¡---:r , t.iene component.es: 

' dzyz' dzz2)• 
d T d Y-

en la linea de univer-so. Las 

component.es cont.r-avariant.es de esos vect.ores t.et.radimensionales, 

se denot.an por: u a 
b_ 

A 9 a d 
los lndices lat.inos (o 

superindices) indican component.es 1,2,3 y 4 y si se usan 

let.r-as griegas .;,n los indices est.as indican variación 1, 2 y 3. 

C:..-!:::t.e una convención en la escrit.ura de indices repet.idos debida 

a Einst.ein. la cual consist.e en quit.ax- el slmbolo de suma Z para 

lndices r-epet.ido:s: , la cant.idad: 

a 



u 
V V e 

u 

expresa un vect.or como ,~ª ' sumáé' ''de' ''Ias' 'c,omponent.es ~de, vect.ores 
~,";'; ', ~·~-.o , ' --~J 

cont.ravariant.es mul't.iplicada por' 

e 
L 

(0,0,1,0) e .. (0,0,0,1). 

Por ot.ra part.e, el product.o es invariant.e para dos. vect.ores 

t.et.radimensionales en las coordenadas de Minkowski : 

el cual puede escribirs,e como 

la cant.idad Au se conoce como las component.es covariant.es de A , y 

se definen a t.ravés de 

A•..1 nuv Av , o bien 

A , en donde: 
V 

o o 
o 

o 
~ ] 



de manera aoálog:a se define ..,..,uv Los vect.ores r-eciben el nombr-e de 

espacialoides t.emporaloides 6 nulos, dependiendo del r-esult.ado 

de v•v , si est.e es posit.ivo, ne~at.ivo o cer-o, r-espect.ivament.e. Las 

mat.r-ices >? y n'.v son inver-sas una de la ot.ra. 
uv 

Si dos sist.emas de !'et'er-encia difieren en una velocidad 

t.r-idimensional relat.iva 6 po!' una rot.ación espacial 6 por- una 

Gombinación de velocidades v r-ot.aciones y si t.,x,y,z represent.an 

las coordenadas en un sist.ema " S " , ent.onces las coordenadas en 

un sist.ema dist..int..o º S" , t.endr.á. por coordenadas t.,"'. x', y,~ z'. 

El vect.or:- component.e en el sist.ema " $' " se 
u· 

escribe como A , B u' 

et.e. y los vect.ores base son e Los 
U' 

vect.or-es base y las 

component.es de los vect.or-es en en el sist.ema " S " se relacionan a 

t.ravés de: 

en donde A..... es la mat.r-iz inver-sa de A"' , las mat.rices " A " son 
~ ~ 

conocidas como las mat.r-ices de t.r-anst'or-mación de Lorent.z. Es de 

especial int.er-és la f'or-ma de la mat.riz en la Lransf'or-mación por 

cambio de velocidad sin la rot.ación , par-a el pr-imer- sist.ema " S " 

con velocidad (3 = '.:'.. en la dir-ección ":><": 
e 

A 
.... 
V 

- y(3 
r 
o 
o 
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en donde y (1 La velocidad ent.re los sist.emas. 

algunas veces se param.>t.~iza e por e 
parámet.ro de rapidez). 

1.2 ANALISIS TENSORIAL Y GEOMETRIA DIFERENCIAL 

El análisis t.ensorial se cent.ra en el est.udio de ent..es 

abst.ract.os llamados t.ensores cuyas propiedades son independient.es 

de los sist.emas de reíerencia empleados para det.erminarlos. Un 

t..ensor est..á represent,ado en un sist,ema de ret~erencia part.icular 

medlant.e un conjunt.o de íunciones llamadas component.es. Por ot.ra 

part.e la geomet.ria diíerencial es:t.udia, aplicando mét.odos del 

análisis mat.emát.ico, imágenes geomét.ricas, curvas y super!"iciés, 

ambas Íorman la herramient.a mat.emát.ica para el est.udio de la 

t.eoria de la relat.ividad. 

El espacio- t.iempo en la relat.ividad especial puede 

di::-scr·itir·s.::: n1e: jor por las coordenadas curvilineas generalizadas 

que por las inerciales <Minkowski), las coordenadas de un punt.o 

son 

donde x v son las coordenadas de Minkowski, y í" son cuat.t-o 

íunciones at-bi t.rarias. Los vect.ores base y las component.es de un 

vect.or en el nuevo sist.ema de coordenadas se relacionan con el 

ant.iguo por 

11 



C1' a K 
(1 a u 

V 
u u K C1' 

V __ _ __ V 
.. V 

u --a.--= a lL a K 

a K 
u a (1. 

K 
V -·---- V· V V 

(1' 

a 
(1. u a u C1' 

K K 

u• 
i1 X u• 

A en ot.ras palabras la mat.riz de t.ransf'ormación 
o. a x" 

reemplaza a la mat.riz de Lorent.z . menos general (la cual sólo es 

aplicable a dos sistemas de coordenadas de Minkowski). 

En coordenadas generales, la relación A• B puede escribirse como: 

que en t.érminos de la mét.rica puede expresarse como; A = y¡ Au • 
u uv 

Por ot.ra part.e el tensor coorespondient.e a t.odo sist.ema de 

coordenadas es el t.ensor mét.rico con component.es de tal 

manera que 

como A i;u"A 

por lo que A puede escribirse 

en donde, ~uv es la mat,riz inversa de ~ 
uv 

Eidst.en varias det'iniciones f'ormales de un t.ensor, sin embargo 

será swiciente decir que es un objet.o ¡;eomét.rico, el cual se 

asemeja a un vect..or, t.eniendo en sus component.es valores numéricos 

dist.int.os, en sistemas de coordenadas dif'erentes. Un t.ensor Bu 

en IR .. t.iene 4n componentes, donde n es el ran¡;o (número de índices 

para las component.es). Los tensores se denominan cont.ravariant.es 

cuando t.ienen superindices ó covariant..es si t.ienen subíndices: 

mat.riz: <3 
u· 

R" 
bcd 

sus índices covariant.es 

111ult..iplit.:u11, ..,1 

t.ensores: 

Los ~enseres se t.ransforman con una 

Los tensores pueden contraerse <en 

y cont.ravariantes), o bien si se 

producto directo, se obt.ienen nuevos 

12 



0 = R°" F = A B Un caso especial es el 
UV YO.V uv U V 

de la cont.racción de un t.ensor con un t.ensor mét.rico Fu = ¡; F"o., 
V VO. 

el t.ensor result.ant.e es una expresión con indices no libres. Las 

expresiones ó R pº9 6 son cant.idades 
bg 

escalares , es decir. son números por lo que est.as expresiones son 

invariant.es en t.odos los sist.emas. 

La not.acion de índices libres, represent.a el product.o direct.o, por 

se escribe como F 0 A ta cont.racción se 

represent.a F • A para Fue.A 
"'-

la derivada parcial se denot.a por 

Las derivadas parciales de un t.ensor o de un vect.or con respect.o a 

~u:=; c:onT"'óP.n~<l-=-s: espac.tales < A u ó Q,,ib, · no son componen"t;es 
,.v de ... ,v 

de un t.ensor. Las coordenadas curvilineas son opcionales en un 

espacio plano, pero inevi~ables en un espacio curvo, est.as seran 

usadas para precisa:!' la idea de una difel'enciación covariant.e. 

El t.ensor f'ormado por una dif"erenciación de un t.ensol' Q con 

component.es se denot.a por Q cuyas component.es se 

expresan como: 

Q""b 
fg ••• ¡h 

+ r O QO.V 

vh fg .. 
+ 

rv Qo.b ••• 
dh r 9. 

en el cual exist.en t.érminos de corrección para t.odos los indices 

de Q. Las cant.idades r se conocen como s1mbolos de Ch.rist.oífel o 

coef'lcient.es de conexión af'ln; las derivadas pax-ciales se 

13 



relacionan con la mét.ricaº :a- t.ravés de 

rª 
bg 

las cantidades r son conjunt.os de números pero no son un t.ensor. 

La derivada covariant.e da lugoar a la derivada .direccional 

('? Q) o 
V 

u . 

Si el vect.or u es tan¡;ent.e a la curva paramet.rizada por "-

ent.onces u podrá escribirse como: 

u 

Para los vect.ores base se escribe como: = '? Q en 
• C1 

t.érminos de los vectores base , la cone>Ci6n con los coeficient.es 

puede escribirse como : 

1.•1 

e 
" 

r" 
o.b 

e 6 

covari~Le 

r = e ua.b u 

obedece a 

e. 
o. 

las relaciones 

,;;s¡:.,;;r-ad.as .:J,;;l .:.¡:..;;r·ador derivada except.o que en el espacio curvo 

si u es un vect.or t.angent.e a la curva un t.ens:or Q se dice ser 

pat'alelo a lo largo de la cUI-va si: '? Q o si el vect.or 

" n 

const.ant.e dei vect.or t.angent.e). La CUI"Va es una 

geodésica la :;enerallzación de una Unea rect.a en un espacio 

14 



plano. Si xOc) es 0 la c;eodéslca ·(con 
Cl. 

u ent.onces las 

ccmponent.es ·de la ecuación c;eodésica son 

o = <? Cl + u 

aqu1 >-. es un paramet.ro ajust.able a lo lar:;o de la curva para 

curvas no nulas, el paramet.ro ~- es proporcional a la lon:;it.ud 

propia. 

El est.udio de la curvat.ura se basa en el t.ensor de curvat.ura de 

Riemann, 

R" 
vab 

a r .... 
V b 

a x" 

a r'-' 
V Cl 

+ r" 
pa 

rP - r" 
vb pb 

en un sist..ema coordenado. Las component.es covariant.es del t..ensor 

de Riemann sat.lstacen las relaciones de simet.ria: 

R , = R 
o.bcd cda.b 

R 
o.bcd 

R" Cbcd J 
= o 

Las simet.l'ias del t.ensor de Ricci son: 

R a R'"' 
o.b a.bu 

R • R" 
Cl 

El t.ensor de Ricci junt.o con el t.ensor de Riemann tol'man el t.ensor 

15 



de Weyl 

R - 2 [gt: Rúk - gtk R -- M°""- R -+-gc--R J + tuvk uv "yv lk uk ---iv- -C -

+ 1 { ~ - guv} R 6 glv "uk ~(k 

1.3 TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD 

El espacio-t.iempo íué modelado por Einst.ein <1916) mediant.e 

una variedad Pseudo-Riemanniana de cuat.r-o dimensiones IR .. 
est.ablecida í1sicament.e por- un sist.ema arbi t.r-ar-io de coor-denadas y 

r-elojes necesarios para la descripción de los event.os. La t.eorla 

de la r-elat.ividad ¡;ener-al considera al pr-oblema de la Gr-avit.ación 

incluido en est.e cont.ext.o. Nuest.ro est.udio pr-ocede, en pr-incipio, 

de acuél'do a los íundament.os de dicha t.éol'ia; as1 que considér-amos 

que la gr-avit.ación es la maniíest.ación de la curvat.ura de IR ... 

A cont.inuación se hace un breve repaso dé las ecuaciones 

t-undament.ales de la t.eol'1a de la relatividad ¡;eneral. 

En IR.... la dist.ancia inva.riant.e Sé det.ermina por la primera Íorma 

f"undament.al 6 t.ensor mét.rico s. <xl) segl!n la 1·orma cuadrát.ica 
ck 

las !"unciones 
L 

¡;Lk (X ) cont.ienen t. oda 

(1.3.l) 

la 1n.f'ormaci6n ¡;eomét.rica de 

IR... La mayor pa.rt.e de la cual se obt.iene a part.ir dé sus primeras 

y Sé¡;undas der-ivadas. La coneldón aí1n del espacio se da por los 

16 



slmbolos de Chr-ist.o!Tel. 

(1.3.2) 

que t'ept'esent.a a la int.ensidad del campo :;ravi t.acional. Al 

consider-ar las fuerzas sobre las part.iculas de prueba est.as se 

mueven si¡;uíendo la linea que se det.et'mina pot' la ecuación de las 

g"eodésicas 

' ~ u u 
;k 

donde ' u es la cuadr-i velocidad de 

no-t.ensorial de r' 
jk 

es la razon por 

(1.3.3) 

la part.1cula. El caráct.er 

la cual es dií'lcil medir 

cont.enldo ener¡;ét.ico del campo ¡;ravit.acional <y en consecuencia 

defini:r la radiación i;i-avit.acional). 

el 

La t.r.anslación de un vect.or- A' sobre desplazam.íent.os int'init.esimales 

se realiza media.nt.e las t'elaciones lineales 

que per-nút.en definir la derivada covariant.e 

(1.3.4) 

en !R . ... La t.r-anslación 

sobre cont.ornos cerrados irúinit.esimales deja invariant.e a los 

vect.ot-es sólo en los espacios planos , no asi en los curvos. 

El t.ensor- de curvat.ura de Riemann es det.erminant.e en el cat'áct.er 

plano o curvo de !R
4 

r' - r' + r' r" - r' 
km,l kl.m nl km 

(1.3.5) 
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al t.rasladar el vect.or Ac sobre un cent.orno cerrado --se ~alt;era-

respect.o a su valor inicial en la cant.idad 

<i.3.6) 

donde t>. f"lm represent.a la 2-superf"icie limit.ada por el cent.orno, 

p.:.r· la que 

•• Un espacio-tiempo es plano si y sólo si R\lm (} ... 
C1.3.7) 

El ef"ect.o f"lsico de la curvat.ura de IR_. se percibe en t.érminos de 

desviación de la ecuación geodésica que describe la aceleración 

relat.iva de dos part.lculas de prueba Cse consideran est'éricas y 

suf"icient.ement.e cercaoas ent.re sl) 

donde ' u es la cuadrivelocidad de 

o 

una de 

(1.3.8) 

las part.lculas ' y w su 

vect.or de desplazamient.o a la ot.ra part.1cula, ort.ogonal a la linea 

de universo de ést.a últ.ima. 

El t.ensor de 

simet.rla: 

ANTISIMETRIA: 

PROPIEDAD CICLICA: 

Riemann, 

R 
t..klm 

t.iene las siguient.es 

R +R +R =O 
t..klm 1.mlcl t.lmlc 
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Las cuales implican : 

(1.3;9) 

est.as propiedades t.ambién las cumple el t.ensor de Weyl y además 

est.e últ.imo sat.isf"ace: o de modo que el t.ensor de 

Riemann t.iene 20 component.es independient.es mient.ras que el de Weyl 

t.iene solament.e 10; como se vera más adelant.e, las propiedades 

ant.eriores serán llamadas propiedades de simet.r1a de Riemann, 

ellas limit.an el número de component.es independient.es de un t.ensoI' 

de cuart.o orden por- lo que result.a convenient..e condensarlas en una 

mat.I'iz de 6x6 , R "ª, de acuerdo a la siguient.e asociación de indices 

int.roducida por Ruse en <1948), (8): 

ik 6 lm 

A ó B 

La mat.riz R 
AB 

23 31 12 14 24 34 

2 3 4 5 6 

es simét.I'ica en virt.ud de (1.3.9), R 
AB 

R 
DA 

En 

est.e arreglo exist.en veit.e component.es independient.es debido a la 

propiedad cíclica 

R + R + R = O <1.3.10) 
4123 4912 4231 

est.ableciéndose que: 

"El tensor de Riemann en !R .. tiene 20 cantidades independientes". 
<1 . 3.11) 

Se def"ine el t.ensor simét.rico de Ricci a part.ir del de Riemann por 

(1.3.12) 

el cual cont.iene 10 cant.idades independient.es relacionadas a las 
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fuent.es del campo ¡;ravit.acional por medio de las ecuaciones de 

Einst.ein 

<1.3.13) 

donde t. l es el t.ensor de mat.eria, R es la curvat.ura escalar Ri.. y 
k . • 

C
0 

es una consLant.e universal. Est.as ecuaciones son no lineales y 

por ello no admit.en la superposición de soluciones, lo que 

const.it.uye una gran dificult.ad para i:-esolverlas. De · ellas es 

inmediat.o que 

"En el vacio Ct.•k = Q) resulta Rkl = O" <1.3.14) 

el t.ensor de Ricci copt.iene la mit.ad de las component.es del t.ensor 

de Riemann, las ot.ras diez cant.idades est.án cont.enidas en el t.ensor 

conforma! de Weyl, definido en IR.._ como: 

<1.3.15) 

Est.as cant.idades son independient.es de aquéllas que fi¡;uran en el 

t.ensor de Ricci, est.o se ase¡;ura por la ident.idad: 

ci. • o 
kli. 

(1.3.16) 

La caract.ei:-ist.ica principal del t.ensor de Weyl consist.e en que, no 

aparece relacionado direct.ament.e con las t'uent.es; 
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"El tensor -conforma( de Weyl contiene las propiedades intrinsecas 

del campo cravitacional no relacionadas directamente con las 

J ............. __ (1.3.17) 

El t.ensor de Riemann aparece dividido en aquella part.e det.erminada 

por las fuent.es y ot.ra que mide las propiedades del campo 

{ Ricrnann Ricci + "'eyl + Curvat.ura Escalar (1.3.18) 

Hast.a aqul se han dado algunos punt.os esenciales de la t.eo:ria de 

la relat.ividad ¡;eneral. 

1.4 TETRADAS REALES . TRANSFORMACIONES DE LORENTZ 

El est.ablecer las leyes f"isicas en relat.ividad general es un 

problema bast.ant.e complicado, lo que viene relacionado con la 

covarianza necesaria en la que deben expresarse esas leyes para 

t..engan signif"icado f"isico. La necesidad de at.ribuirles un 

..:;!br-..i!'icado preciso a las coordenadas nos lleva a buscar 

pudieran 

p&rmanecer ocult.as en ot.ros; uno de ellos es el f"ormalismo de las 

t.ét.radas reales Dicho t.rat.amient.o fué 

g¿,nerallzó por Pi:rani 

Newman-Penrose (1962). 

sugerido por 

(1957), Sachs 

Einst.ein 

(1961) y 

Las proyecciones de un t.ensor, segun los vect.ores de la t.et.rada 

son cant.idades escalares que cualquier- obse:rvador rnide en un punt.o 
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de IR 
4

.• poz- ello el t.z-at.anúent.o es covariant.e en si mismo y 

proporciona un ent.endimiento claro del si~nificado de las 

cantidades usadas en los problemas locales: postez-iorment.e al 

est.udlar la traslación de una tét.z-ada, se .Cacili t.a la compz-ension 

y manejo de los problemas no-locales. Est.o últ.imo no se expone en 

este trabajo. 

Tres vect.ores de una t.ét.z-ada son t.ipo espacialoide e~ ' e 
2 

localizados en el punt.o P del espacio-tiempo, Cartesianos, est.o 

es, ort.onormales. Un observador en movimient.o respecto a P 

det.ez-núna por su velocidad un cuaz-t.o vector tipo temporaloide 

i 
e 

4 
As1 t.enemos las sig-uient.es condiciones 

' e e 
a. bl 

n 
ab 

d~f Diag<1,1,1.-t) <1.4.D 

en donde se usan las pz-imeras !et.ras del al.cabet.o lat.ino para 

et.iquet.az- los vectoz-es; a menos que se especi.Cique ot.z-a cosa, los 

indices numéricos que aparezcan e'q>licit.ament.e se reriez-en a las 

et.iquet.as y no a las component.es t.ensoriales. La sig-natUI'a es +2. 

La mat.z-iz es aut.oinversa ob 
n 

const.ruimos los vectores duales de la tét.rada, 

"' e · ab 
n ª' e e 

ec 
a.b 

n e 
ce 

a.b 
n 

con ella 

n = 6° 
be e 

(1.4.2) 

Lo que pez-nút.e usar los indices que numez-an la tét.rada como 

indices tensoriales donde las 

estilo del tensoz- métrico, 

mat.z-ices n 
ab 

' e 
;,, 

a n e 
o.b 

o.b y n se 

(1.4.3) 

emplean al 



el espacio en la vecindad del punt.o P es de Minkowski y la t.ét.rada 

es una base para los vect.ores de est.a vecindad. Podemos t'ormar 

t.ambién bases para los t.ensores de se¡;undo orden de la t'orma e~ e~ , 

en part.icular para el t.ensor simét.rico, la base es 

w e e w e 
2i 

e 
1lJ H 1J 2'1 2j 

w 
31.j 

e e w 
4\.j 

e e 
3, 3j .. , 4J 

w = e e w e e 
5'J <h 2lJ CSl.j C.1i. 3> 

w e 
<1i. 

e w 
ai.j 

e 
,2i. 

e 
3>j 7LJ 4>j 

w e e w 
.10\.j 

e 
<3i. 

e 
4>j 9i.j c2i. 4>j 

(1.4.4) 

donde se debe simet.rizar respect.o de los subindices que aparecen 

junt.o a los parént.esis, de acuerdo con: 

e + (1.4.5) 

El desarrollo al!;ebraico del t.ensor mét.rico proporciona la 

relación ent.re él y la t.ét.rada, 

10 

w 
9 'J 

la que se reduce considerablement.e, por ejemplo: 

e 
H 

A e. +A e +A e +A e. 
.1 1\. 5 2L 6 ::h. 7 41.. 

(1.4.6) 

(1.4.7) 

de donde, por la independencia lineal de los vect.ores la t.ét.rada, 

A 
1 

1, A 
5 

A 
" 

O; desarrollos análO!;OS para los 
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vect.ores proporci.Onan: 

A 
2 

A 

" 

" 

1 -• 

e e 
' G J 

-1 , A 
e 

G e 

A 
!) 

A o 
'º-

(1.4.8) 

en donde se acept.a la convención de suma sobre los l.ndices <>,b.c: .... 

lo cual haremos de aqw en adelant.e. 

Si a cada punt.o del espacio se le ha asignado una t.ét.rada real, 

ent.onces por (1.4.3) se det.ermina su mét.rica. Reciprocament.e, dado 

el t.ensor met.rico puede generarse una t.ét.rada real para cada punt.o 

de IR 
4

, la det.erminación no es untvoca puest.o que en las t.ét.radas 

t.enemos diesciséis cant.idades a elegir y sujet.as solament.e a las 

diez rest.ricciones <1.4.8). As!.: 

"Una tétrada real determina seis cantidades 

independientes". (i.4.9) 

est.e t'ormalismo permit.e det'inir las proyecciones de un t.ensor 

sobre la t.ét.rada; si A' es un vect.or, det'inimos las siguient.es 

cant.idades escalares: 

A A 
' 

' e 
" 

, Aª • " e 

El mismo vect.or A' se recupera de sus proyecciones 

A A' 
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Pal'a un t.ensor de mayor orden se deíinen X-elaciones análo~as. En 

paI't.iculaI', para el t.ensor mét.rico t.enemos 

demost.rcunos ahox-a que 

e . 
C\ 

e 
e. 

J 

est.o últ.imo 

n 
<>C 

est.á 

(1.4.12) 

x-elacionado con la 

posibilidad de dennir nuevas coordenadas t.ales que en ellas el 

t.ensor- mét.rico se reduce a su t·or-ma Minkowskiana ;;. = Diag(1,t,1,-t) ,, 
Sea por ejemplo: 

X ª <P) o (1.4.13) 

donde E es un punt.o arbi t.ra:r-io de IR.. y P aquel donde est.á si t.uada 

la t.et.rada, por (1.4.8) podemos invert.ir la t.ranst'ormación 

x•<E) "' XL<P) ... x "<E) el <.P) <1.4.14) 
a 

de est..as 1'6rmulas obt.enemos 

(p) (1.4.15) 

por- lo que result.a que: 

'"Las componentes tensor-iales de un vector- o de un tensor- en 

las nuevas coor-denadas. coinciden con sus pr-oyección". 

(1.4.16) 

por- ejemplo: 



' e. A. (1.4.17) 
J ' 

que coincide. córi •.<t.4.10) ;.Para· " • í . . . ·,·,:~ ,,, 
Ent.onces .. poI' }í'.4'.1':2)'• 

·.·;-;· , ... ,,., ... 
·~ ''.. ~-~- ~ 

;;. ·~<P.) = n . = Diag(l.1,1,-1) 
1.-J . 'L. J 

(1.4.18) 

es import.ant.e not.ar que las proyecciones go.b del t.ernsor rnét.rico 

son las n1ismas independient.ernent.e de la t.ét.rada · part.icular 

escogida para el p•1nt.o P. Si X' ~· y X son coordenadas definidas 

al est.ilo de (1.4.14) con t.ét.radas reales " et (p) 

respect.ivament.e, el invariant.e t'undarnent.al est.ablece: 

n 
,;ib 

<±.x " ctx "' n 
:.b 

ct.x " dx b (1.4.19) 

y <P), 

Lo cual significa que las dit-erenciales de las coordenadas est.an 

relacionadas por· una t..ranst·orntación de LorenLz: 

ti.X L"' dX b 

·~ 
(1.4.20) 

Ele:;ir ot.ra t.ét.rada equivale a t.omar et.ro sist.ema Cart.esinno de 

vectores espaciales. est.o ~s una rot.ación espacial en P por t.res 

pat'.~met.r-os la vez velocidad del obsel'v.a.dol' móvil. 

definida t.ambien por t.res paI"'amet.ros. complet..ando un t..ot...al de seis 

variables independíent.es. La t..t'anst"ormac1on de Lor-~nt.z posee est .... :t 

propiedad v do? hecho relaciona l.a.s t.et.radas. pues de <1.4.13) se 

26 



que al sust.it.uirse -en. (1.4.20) :-Y debido de las 

d.Xl se obt.iene : 

<1.4.21) 

La ecuacion <1.4.1) que def'ine una t.ét.rada debe quedar sat.ist'echa 

si (1.4.21) se usa para def'inir la nueva t.ét.rada. Ast obt.enemos 

diez ecuaciones que deberá sat.ist·acer t.oda nlaLriz de Lorent.z L: 

de donde 

.o.e 
n 

cil 
e 

C1.4.22) 

El problema de obt.ener la t.ransrormación de Lorent.z mas ;;eneral. o 

sea. hallar la 1nat..riz nla.s c;eneral dependient.e de seis parantet..ros 

que sat..isíace a <1.4.22). fue resuelt.o parcíaln1ent..e por S.achs 

Ct96t) y t.ot...alment.e por <3reenber;;-Kn.auer (1974): est..a solucion 

comple.t..a se describe mediant.e dos nun1eros reales A98 y de dos 

Las ...: ... ~nt.üiadt2-s L _.i son : , 

. ' ' ·9 - - '8 - ) ·.: L"'. u + .,,",) + .,, . º + -:>J'j) 

ic(e'ªu - .;.,n - ~ ·ª<1 - ,;v'j)) 

de manera que pueda 
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L>. c (e'ª<(J a> + e 'ª<(J c.)) 
3 

L>. c(e'
8 <(3 + ª' + e 'ª<1 + a-m) .. 

L2 ic [~'ª<1 + •;t¡J) - e 'º<1 + arnJ 
1 

L2 
2 

-e e ~ <o?'i -[ -·a 1) + e 'º<Ci.i< - 1)) 
Lz 

3 
le e <n -( -,e - a) - e iB({J a)) 

Lz ( -,e ¡1) 'ª - m) ic e <a + - e (e< + .. 
L" e (e A (e< + ;::t) - A <{1 + ¡?)) - e 

l 

L3 . ( A (a ;;) - ... 
<{1 ?h] lC e - + e 

2 

L3 e (e A (1 - ;:C<) 
- ... 

¡1{h J + e (1 -
3 

L3 c (e A (1 ;::;.:.) - A rr?h) + - e (t + .. 
L .. e (e A ª 

- A 
<{1 + {?) J (Ct + ) + e 

1 

L .. • ( A (~-, - A (/1 - 0)) lC e - ·.:< ) - €> 
2 

L .. ( A (1 C';Ct) 
- A 

/1¡1) J c e - e <1 -
3 

L·• ( ,\ (1 Oc1) - A 
(1¡1)) 0.4.23) c e + + '!' (1 + .. 

De aqui podemos obt.eneI' t.res clases part.iculares de t.I'ansformacion 

de Lo:rent.z. 

CLASE L La cual cor-responde a una rot.ación nula. se t.iene a O y 

L .. 
3 

L" 
3 

L• = cos B L' = - sen B 
1 2 

Lz L' L" = L' 
1 2 2 1 

L3 . ' e-A({? /j) = - + 
1 2 

2 (e"' + 
-A e <1 orh J 

L .. ==-L 3 

1 1 

L' 

Lz 
3 

L .. .. 

3 

L3 
2 

L" .. 

-
- L' = Re <O e'"> .. 
L2 == Im <(! ~:.n) .. 

' -A /i> == e <n -
2 

1 (e"' - 8-A(l + {1fj)) 
2 

2 (e" + e-"<t + n?f>) 
< 1 .4.24) 



CLASE II. (3= o 

Lt.= cos (3 
' 

Lt. = - sen (3 
1 2 

i.;'-. = L1 - Re ·<a~e 'ª) 
' 3, " 4 -- - '· .--~--·- - e_. __ ··-=-

Lz 
"' - L' . Lz = L' 

1 2 2 1 
L2 = L 2 

- Im<;;: e{
9

) 
3 "· ·" "·, -.·.' ,.-. 

L" = 
l A 

<o. + ª' e 
1 2 

. L" )2.·· ~"<ci.' .. ;~) 
:2"'• .· '\·· ' 

L" l 
(e"<t - ""ª' + e-") 

" 2 
L~ ···~ (e~¿i :t- o.a> -<e-A) 

L., L" L"" = L" 
l .. 2 2 

L .. = • ( e"<t - ""ª' e-AJ L .. 

" 2 .. .. ( A (1 + ""ª' + e-") e 
2 

(1.4.25) 

CLASE III. C< (3 o. 

L'- = Lz cos B L
1 = - L

2 = - sen e 
1 2 2 .. 

L" L" = cosh A 
3 .. L3 L4 = senh A 

.. 3 

y las component,.,es rest.ant.es son i¡;uales a cero. 

1.5 TENSOR DE WEYL 

En el est.udio del t.enso:r de \.'eyl most.ramos sus propiedades de 

simet.r1a, ident.idades (del t.ipo de las de Bianchi), el papel que 

desttn1pei'ia en la descomposición irreducible del t.ensor de Riemann, 

se calcula el dual y el aut.odual en un sist.ema de coordenadas 

Lorent.zianas incluyendo los del t.ensor de Riemann most.rándose sus 

simet.rias e int.errelaciones. 

El t.;;nsor de \.'eyl t.iene su origen en el est.udio de los espacios 

con:formales. Precisament.e, \.'eyl ha demost.rado que para que dos 

espacios Riemanianos pert.enezcan a la misma clase coníormal, sus 

met.rlcas deberán est.a.r en la relación 

29 



20 e 

<1.5.1) 

es necesario y suficient.e que el t.ensor que lleva su nombre sea el 

20 
mismo para ambos espacios, e es un t'actor de norma que es f"uncion 

de las coordenadas solament.e. 

El t.ensor de \.Jeyl est.a definido para ';< por: 

+ 
n - 2 - R 

'"' 

+ R:.:m 
'"· l J 

R 
<n-l)(n-2) 

- R 
kl º\..m + 

~k l ) 

(1.5.2) 

donde R,klm es el t.ensor de Riemann cuya definición es la misma 

que para un iR
4

• ver {1.3.5). R .. ~ , R son las cont.racciones de Ricci. 

El t.ensor de Riemann tiene un total de n"<nz 1)/12 component.es 

independientes que para iR
4 

equivale a 20. 

El t.ensor de \.levl satist·ace las relaciones de simet.ria de Riemann, 

ver <t.3.9) que reproducimos aqui: 

ant.isimet.rias: e = - e = - e 
\. i;. l M k \.- t ?'n dcrnl 

propiedad ciclica: e + e + e = o 
~~l~ ~mkl ~tmk 

que sabemos implican a: 

e 
!.lc\.m 

<1.5.3a) 

<1.5.3b) 

<t.5.3c) 

ademáS, cualesquiera de las contracciones del tensor de \.Jeyl se 

anu.ta idénticamente: 
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Cl.5.4) 

Esta propiedad hace que EH ten5or , de Weyl presente un nl1mero de 

componentes independientes ·menor '-qu~- ias que tiene el tensor de 

Riemann. Para n 4 arroja valor de 10 componentes 

independient.es. 

El tensor de Riemaiin satisface las ident.idades de Bianchl <1902). 

o 

que al aplicarse sobre el resulta: 

R 
>J 

.' ·, ' '-.' ._ - 7, 

en t.anto que para el tensor. de Wey1 ·encontramos: 

e" + e" + (:? - = 1 (ó~ R + ¿;~ R 
~ } k : t dd; J < l J ; k n - 2 ~kl ... l 

+ ó~ R + e;\. k: R". + ;;; 
\. jk J ' ~ t 

donde 

R 
\ J k 

n - 2 
n 3 L < i : k - L < k :i 

L 
' J 

R. --
'· ·J 

R 
2<n - 1) ~,,. 

(1.5.5a) 

C1.5.5b) 

+ 
J 

RP + ;;; 
k J ' j 

n.5.6) 

RP 
l k 

Así. el t.ensor de Veyl satist'ace identidades d"'l t,ipo de lc.s d<> 

31 

) 



Bianchi únicament.e si se anula el t.ensor Ri.Jk , lo que por (1.5.6) 

equivale a ia condicion 

.. /<,~·· .. ···••· (1.5.7) 

¡;ran part.e del est.udio de la :;~avÚ.aGió;:;.! ~~-. ;;1 análisis del t...ensor 

de Riemann, pues el espacio es-.cl.lrvo'; o_::~;~ según que est.e t.ensor 

sea dist.int.o de cero o no. Para est.udiar el t.ensor de Riemann se 

ha pensado en descomponerlo en t.ensores al~ebraicament..e 

irreducibles. Debever-Géhéniau (1956) [56], cada uno de los cuales 

describir8 propiedades especificas del campo El 

t .. ensor de Weyl es uno de esos t..ensores que se presun1e deben poseer 

propiedades int..rtnsecas de la gravit.ación de acuerdo con el 

e-squenia n1encior1ado ant.erior1nent..e. v.e-1' (1.3.17, 18) 1nostra.1'€Hnos el 

pap~l que el t..erisor t.le. Weyl desentpei'ia en est..a descon1posición. 

Definirnos para cuat.ro dimensiones 

Los t..ensores ~ 

-=>,_klm 

~\.. k lm 

R 
~ 

o cm 

S - R + 
~klm \. k t m 12 ºi.klm 

s' 
k l i. 

y 

R 
kl 

R .. 

sat.isfacen a 

Ct.5.Ba) 

<t.5.Bb) 

(1.5.Bc) 

las propiedades de 

sime>t.ria de Riemann C1.3.9). La t.raza del t.ensor simet.rico S es 
·•l 

nula s· O. por lo que cont..iene solan1ent.e tlíecinU8'V~ de l.:.s 
' 

component.es independient..es del Lensor de Riemann en la que se ha 

separado la curvat.ura Ase.alar- R: 
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R 
12 ¡;iklm 

ahora se define al t.ensor - E,klm de_' ·mariera que involucra solament.e 

las nueve component.es def ·t.erisoi.:'_ ~k~ y sat.ist"ace las simet.rlas del 

t.ensor de Riemann 

E 
Lklm 2 ( 5 tt ¡;km - 5 tm ¡;kl - skl i;,m + skm_ g,l ) 

<t.5.9) 

est.e t.ensor equivale a la diferencia ent.re s,klm y el t.ensor de 

Weyl e 
\.klm 

,por esto, la descomposición 

Riemann viene a ser: 

R - C +E 
lklm \.klm Lklm 

R 
1 2 

final del t.ensor de 

<t.5.10) 

debido a la propiedaq. (1.5.4) del t.ensor de Weyl, se concluye que, 

est.e y el t.ensor de Ricci cont.ienen in!'ormación independient.e, lo 

que just.ifica el uso de la t"órmula (1.3.18). 
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CAPITULO II 

2.- FORMALISMO DE NE\t/MAN-PENROSE 

2.0 INTRODUCCION 

En 1962 Newman-Penrose desarrollaron un método para la 

investi¡;ación de la relatividad general en la que se dest.aca la 

importancia del cono nulo, a t.raves del est.udio de la evolución de 

las cant.idades principales de la t.et.rada nula NP denominadas 

coeíicient.es de esp1n. La principal ventaja de ést.e método, 

consist.e en que las ecuaciones de campo del t.ensor mét.rico en el 

t-ormalismo de NP son de primer grado respecto de los coeficientes 

de esp1n (mient.ras que las ecuaciones son de se~undo :;rado 

respecto del tensor métrico), ademas por ser lineales I'esulta 

evidente la partici9n del t..ensor de Riemann, en una parte 

relacionada a la mat.eria <tensoI' de Ricci), de aquella I'et'erida a 

la i;ravit.ación pura <represent.ada por el tensor de WeyD. 

En este capitulo, part.iendo de una t.ét.rada arbitraria de NP, se 

construye una base para el espacio de tensores que cumplen con las 

simetr1as de Riemann y se expande el t.ensor de Weyl en !"unción de 

est.a, resultando cinco cant.idades complejas 'I' , 
r 

O, ... ,4 

equivalent.es a las diez cantidades reales independient.es de este 

t.ensor. 

2.t TETRADAS NULAS DE NE'WMAN-PENROSE <NP) 

La descripción de los event.os del espacio-tiempo se hace 

posible al construirse una base vectorial t"ormada por una t.ét.rada 
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real ort.onormal arbit.raria e._, e
2

, e
3

, e .. t. res de 

son espaciales y uno t.emporal, los cuales sat.isíacen: 

donde 

n n 
..... ( o.) ( b) 

n . 
<o.Hj> 

Dia¡; <1,1,1,-1) 

est.os vect.ore'> 

(2.1.1) 

el s1mbolo - denot.a a la t.raza de la mat.riz cuadrada de t.amai'ío 4, 

la si¡;nat.ura es +2, los indices ent.re parént.esis denot.an elementos 

de la t.ét.rada, Y), o.> , b > es equi valent.e a: 

e e 6 
( ' ) ( J > r •i 

r' o =1,2,3 e e ,,r 
(') ( 4 > r 

e e - 1 
( ... , < • > r 

<2.1.2) 

En 1905 Ovando most.ró que en í'orma nat.ural se const.ruye la t.ét.rada 

nula compleja, íormada por los vect.ores < mr, iñr, lr, nr), los 

cuales se relacionan con los vect.ores de la base real ort.onormal 

r = 
.. <e r - i r) m y-;:- e 

1 2 

r = 
.. <e r r) m y-;:- e 

1 3 -· lr = o. <e r - r) 
-rz e .. 3 

r = 
o. 

<e 
r + r) n 72- e .. 3 

<2.1.3) 

Q es un parámetro arbit.rario, Q = 1 ó ..f2 , = -Y---=--t en <2.1.3>.. los 
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vect..ores lr, 
r 

n son reales, 
-r 
m es el complejo conjugado de Los 

cuat.ro vect.ores const.it.uyen un.a base en el plano t.an:;ent.e a un 

punt.o de Los 

propiedades: 

vect.ores 

r r m m n 
r 

r 
m m .. 

lr m 
r 

1 

n 

r m, 

= r 

-r 
m, 

lr l 

- ¡• n = r 

n 
r 

m = o 
r 

r l'" 

r 
n n 

{, 

o 

1 

r 
n , sat.isíacen las 

<2.1.4) 

es decir. una t.ét.rada es t.ipo NP, si cumple las propiedades 

<2.1.4). La t.ét.rada rea! se puede obt.ener 

vect..ores r-.1> se~ú.n l~ expresiones: 

en la lit.~rat.ura 

t.ét.rada nula Z 
l 

se 

m. 

e:= -Tz--- <mr + iñr> 

r 
e .. ,. 

.. 
e = ... 

ut.iliza 

z 
2. 

m 

i 
<n 

r - lr) y-z 

i en•+ ¡_r) y-z 

la not.aci6n 

' z, 1 y z ... 

ort.onormalidad para la t.ét.rada son 

o o o 

o o o 

o o o -t. 

o o -i. o 
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con < x' a.' ( b') 

La mat.riz <2.1.1) coincide con su inversa 

-1 
n < n ) 

( (1) ( b> 

y permi t.e definir la ~ét..rada dual e <aJr 

<a.> r 
e 

e 
<e J 

es decir, con las mat.rices 

(a.> ( b> 
n 

r 
e, b> 

<o.>< b > <b>r 
n e 

-1 
n y n es posible subir 

indices con parént.esis. Asi result.an las propiedades : 

<a> r 
e 

1 a. 1 r 
e 

e 
< b > r 

e = ó:-
ca.> b b 

(2.1.6) 

<2.1.7) 

(2.1.8) 

y bajar 

<2.1.9) 

el t.ensor mét.rico se puede obt.ener de la t.ét.rada real: 

g 
' J 

(0.) 
e e = e e 

( a.) J ( 1 ) \. ( 1 ) J 
+ e e + 

( 2) \. ( 2) J 

+e e -e e 
< 3 >" <a> J e 4 >t. «4>J 

<2.1.tn) 

se puede expresar ¡;\.j en !"unción de la t.ét.rada nula <NP>: 

¡;\.j 
~ m m + m m - l n - 1 n x"'"b'z 

<a.h.z<b>j ' J J ' ' J J 

<2.1.11) 

los 

la mat.riz X{a.Hb> desempeña para la t.ét.rada nula,. la misma runción 
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que n"'"b' para la t.ét.rada real. 

De las relaciones (2.1.10) y (2.1.11) se puede concluir que 

conociendo la t.ét.rada real o la nula en un punt.o, se puede 

construir el t.ensor mét.rico en dicho punt.o. 

La t.ét.rada real puede concebirse como anclada en el event.o, al 

rot.arla generamos ot.ra t.ét.rada real ort.onormal ;;; <a.> que se obt,iene 
r 

de la primera mediant.e una t.ransiormación de Lorent.z, 

e 

L = ( L"'" ] 
<b> 

(C} 

'a 

<eHr> 
n 

(2.1.12) 

asi se observa que L queda en función de seis paramet.ros reales; 

la mat.riz L más general cumpliendo <2.p> fué obtenida por 

Greenberg-Knauer (1974). La t.ét.rada nula asociada a la nueva 

t.ét.rada real después de aplicar la transformación de Lorent.z es: 

- r e -o.e 
<m 

r ?i r Q-1 l' ?i Q-1 n'> m e + C< m + C< + 

= e •a <iñ r + (3 + <X Q { + (3 Q-1 n') m e a m 

l r -A 
<(3 

-1 r ?i 
-1- r l' + (3 ?i Q-2 n'> e e Q m + Q m + 

= e A <a Q 
r + Q iñ r + a a Qz i• + nr) n e m C< 

e = 1 - C< (3 ,-· 
(2.1.13) 

Las cant.idades A, B son !'unciones reales, a ¡1 son funciones 
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complejas con o.• (3 "" 1 , esto conduce a tres clases de rotaciones. 

CLASE l. o. = O; Rotación nula. la dirección n' permanece inalterada 

_,9 
<m 

r + ~ Q-t n') m e 

'ª <m + (3 Q-1 n') m e 

1 -A ((3 
-t r + ~ 

-1- r + { + (3 ~ e Q m Q m 

... r 
n e n 

CLASE II. (3 O; Rot.ación nula sin alt.erar la dirección 

;',', r =- e -i.s (mr + a Q l' ) 

m e'ª <m •+·a Q !' ) 

n 
... 

e <o o r 
m +_ a·Q-m r +a o. Q 2 

{ + n'> 

CLASE 111. o. (3 = o 

- r -t.B m e 

'ª m e m 

l r e -A l' 

A r 
n e n 

Q-2 n') 

<2.1.14) 

de l' 

(2.1.15) 

<2.1.16) 

si en <2.1.15) se hace B O, se obtiene una t.ranst'ormación de 

Lorent.z especial (boost.> en el plano { 

-- . -- .... -.._ ... _ ........ ~---· obtiene una rotación espacial 
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r - r 
m - m 

La evolución de las t.ét.radas nulas en [R.. iruorma de los cambios 

que sufren ot.ros objet.os t.ensoriales al moverse en presencia de la 

curvat.ura del espacio-t.iempo de manera equi valent.e, debernos 

calcular las derivadas covariant.es de: 

a == 1, ... ,4 

(2.1.17) 

la cual sat.ist'ace las relaciones de ort.onorrnalidad <2.1.4), por lo 

que se de.Cine: 
o 

-~] o o 

o o 

o -1 

<2.1.18) 

La mat.riz z-1 z = . ( z<cu<b>) permit.e definir la base asociada a 

<2.1.17> y <2.1.19) se concluye que 

Z (C1Jr -- z'aJ<b> z r 
cb> por lo t.ant.o: 

cz'ª'r) = ( iñ r mr, - n". - lr) 

<2.1.19) 

es decir las rnat.rices Z y Z- 1 f"uncionan como una "mét.rica" para 

subir y bajar lnillces de la t.ét.rada nula de NP. 

Las derivadas covariant.es de <2.1.17) son z,a>b:c' dicha expresión 

es un t.ensor de orden dos, no necesaria.rnent.e simé'Lrico en b y e, 

ést.e puede desarrollarse en t.érminos de una base l!;enerada por la 

t.ét.rada nula de acuerdo a la si¡;uient.e expresión: 

z "' y z'<1' z'\,' 
•O.Jb;c qa.h b e 

<2.1.20) 

en donde los coet'icient.es de la expansión, se conocen como 
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los coe:f"icient.es de rot.ación asociados a la t.et.rada bajo análisis .. 

Ut.ilizando las expresiones <2.1.17), <2.1.18) 

Z Z·c=Z. 
<p> e <h> - ~p><h> 

z,.,, b z'a> e = ~be 

(2.1.21) 

despejando y qo.h de (2.1.20): 

Z r Z 
r: t. <o.) <e) 

z 
CbHo.>:<e> 

(2.1.22) 

En donde los coe:f"icient.es de rot.ación son las proyecciones de 

z 
<Q..)r;t. 

sobre la t.ét.rada nula. La expresión (2.1.22) ref'leja el 

caract.er invariant.e de y o.be bajo la t.rans:f"ormación de coordenadas, 

sin embar¡;o, si cambia al variar la t.ét.rada. En la expresión 

<2.1.22) exist.e la ant.isimet.ría que puede observarse a t.ravés de 

las relaciones <2.1.18),. <2.1.19), <2.1.20) y <2.1.21): 

= [<z z r) - z z J z t 
y 

o.be e b > r (Q.) ; t. ( b > r (O.) ;t i e> 

z z r z 
e a> r ;t.. ( b> <C) 

<2.1.23) 

por consi¡;uient.e: 

y o.be ::r - y bo.e 

<2.1.24) 

la consecuencia de <2.1.24) es que y o.be solo t.iene 24 component.es 

independient.es como <2.1.17) es compleja ent.onces <2.1.22) no son 

reales except..o y 
433 

y y 
43 

• .- Al aplicar la coju~ación compleja a 

los coef'icient.es de rot.ación se obt.iene: 

123 y m 
:-;t. 

de donde 

sirnilarment.e y 134 = y
234 - 241 142 

, y = y 

m 
r;f. 

r 
m 

En conclusión al conju¡;ar <2.1.20) se int.ercambian 1 y 2; 
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y~ o. o. 
• 2 9 

ybbb conb;=~26¡;.~+-o;:+,"r<69o. +ó~.,.> 
1. 2 3 r __ r r r 

(2.1.25) 

para el proceso de obt.ener r qrc 
es necesario obtener las derivadas 

covariant.es <lo cual exige la det.erminación de- los simbolos de 

Christ.offeD. 

Sin embar;;o, t.ambién exist,e et.ro al;;orit.mo que emplea derivadas 

pax-ciales en lu;;ar de covariant.es: 

Los r,:2.bc son ant..isimét..ricos en <ab), t.ambién para la pareja (be), 

de <2.1.23) se obt.iene: 

y - y 
o.br o.rb [z,,,,p;q 

=e = - e 
o.br o.rb 

(2.1.26) 

ent.onces permut.aciones ciclicas de <abe) conducen a la expresión 

y bro. - r bo.r :::z abro. , y ro.b - y rba. = e ro.b 

<2.1.27) 

sumando las expresiones <2.1.27) se obt.iene: 

y o.br = ~ < e o. b r + e 
b ro. e > ra.b 

(2.1.28) 

y por la definición de derivada covariant.e <2.1.26) puede 

escribirse en la forma: 

e = -[z o.br < o..> p, q 

(2.1.29) 

En donde sólo se involucran derivadas parciales, surgiendo un 

proceso alt.ernat.ivo: 

1) dada la mét.rica ga.r 

2) se puede calcular z<o.>r y z<b>c.l 

3) se calcula e 
o.br 

4) calcular r,:ibr 
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5>t.eniendo los valores r o.br se pueden calcular los coeficfent.es -de 

esp1n. <ver la t.abla): 

TABLA DE LOS COEFICIENTES DE ESPIN DE NEW'MAN-PENROSE. <NP> 

o. b - n 
a.:b 

m m 

o. b 
y 411. - n 

a.:b 
m m 

V y293 l 
o.:b 

;,. lb m 

y292 l 
o.;b 

m m 

.:.. 
(r434 r 12 .. ) 2 

1 

(r 433 r123) 2 

.:.. 
(r,32 r122) 2 

1 (r 431 r121) 2 

b 

2 

1 

2 

(no.;b 

(10.;b 

~ (10.;b 

2 (no;b 

p y 412 

T r.u.3 

µ = Yzs1 = 

o. - n 
o.:b 

m 

o. - n 
o.:b 

m 

l 
o.:b 

iñ o. 

l iñ 
o.:b 

2.2 CLASIFICACION ALGEBRAICA DEL TENSOR DE WEYL. 

b 
m 

lb 

b 
m 

b 
n 

(2.1.30) 

Las t.ét.radas reales o nulas son út.iles en la clasi.ficación de 

Pet.rov, la cual se erect.úa sobre el t.ensor con.formal de Weyl, 

de:Cinido en cuat.ro dimensiones por: 

e 
\.jkm i; i k 

<2.2.1) 

donde R 
o.bcd 

Ro.b y R son los t.ensores de Riemann y R!cci, y la 

curvat.ura escalar respect.ivament.e, los cuales pueden expresarse 

como: 
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donde: 

Ri. = r i. 
jJcm jm,lc 

r' 
Jm 

i.r 
2 g 

son los s1mbolos de Christ.of"feL 

R R 
ab ba 

ri. 
cm 

e 
r ik 

g jm, r ) 

(2.2.2) 

8:: R 

(2.2.3) 

Las proyecciones de <2.2.1) sobre la t.ét.rada nula NP se conocen 

como cant.idades de NP. 

Considérense los t.enso:res U, V, M derinidos como: 

M 

u u 

Y= n 0 m 

mem+l®n=M 
a.b 

<2.2.4) 

ést.os const.i t. u yen una base para el espacio de bi vect.o:res 

aut.oduales, para los cálculos post.e:rio:res son ut.iles las 

cont.racciones: 

V V" -u,k if ,. o 
'k r r 

M,k ~ ,. 
@;,r r 

V if = n 1 - m m 
'k r e r 

V ~ .. - V 
'k cr 

u ~ u ' ck r 'r 

(2.2.5) 

de donde se deduce que los únicos product.os lnt.ernos en t. re los 
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U, V y M dist.int.os de. cero son: 

- U•V = 2 M•M = -4 

cualquier t.ensor aut.odual de cuart.o orden que cumple con las 

simet.rias de Riemann, se expande se¡;ún la siguient.e base: 

B U•U 
o 

B U•M + M•U 
l 

B U•V + V·U 
2 

B V•M + M•V 
3 

B V•V .. 
B M•M 

!5 

(2.2.6) 

la cual respet.a las condiciones de simet.ria de Riemann. El t.ensor 

conforma! se desarro~la por medio de coef·icient..es tpr, r :: 0,1,2,3,4 

que se conocen con el nombre de cant.idades de NP. ést.as no son 

independient.es porque el t.ensor de Weyl t.iene t.raza nula c'k = O 
k¡ 

lo que exige que >p
2 

sea i¡;ual a >p
5 

obt.eniéndose, 

w = e + t*c = 2¡ 'l'o uu + 111.<UM + MU> + '1'2<UV + vu +MM> + 

+ '1'
3 

<VM + MV> + 111
4 

<VV> 

(2.2.7) 

donde el f'act.or 2 se int.roduce por conveniencia y *e represent.a el 

conjugado del t.ensor coruormal. Las cinco cant.idades complejas 

independient.es de NP, 0, ... ,4 sust.it.uyen en f"orma 

equivalent.e a las diez component.es reales independient.es del 

t..ensor con.f'orn1al,. ést.as cant.idades fueron int.roducidas 

inicialment.e por Sachs <1961). Con las cant.idades NP para cada 

t.ipo Pet.rov de IR .. y mediant.e una rot.ación apropiada de la 
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t.ét.rada nula NP, es posible consec;uir que, el desarrollo del 

t.ensor de Weyl, se reduzca de acuerdo con la sic;uient.e t.abla 

Ti.po "'º 'I',_ 

I .:.,;>.. ;>.. ) o 
2 2 .. 

D o o 

II o o 

N o o 

III 
\. 

o o o ti o 

donde las cant.idades de NP se calculan const.ruyendo al tensor 

conforma! con base <U,V,M). 

1 V• c··v =: e np mq r B 

'/lo n m 
e pqrs 

- .. V• c··M e np lq r " 'I',_ n m 
16 pqrs 

1 V• e• •V "' e p lq r 
'1'2 rn n 

e pqrs 

- 1 U• e• •M =: e np lq r lª '1'3 m 
16 pqrs 

1 U· c··u =: e iñ p lq lª 
'11 .. m 

e pqrs 

<2.2.8) 

est.os cinco escalares complejos contienen la núsma información que 

las diez component.es independient.es de Co.b'J • Las cant.idades 'I', no 

se alt.eran bajo una t.ransf"ormación de coordenadas, pero si cambian 

al rot.ar la t.ét.rada nula; 

CLASE t. 

"'º 
2CA - i.B> 

e 

C< "' o 

"'º 
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- A e 

Z<-A 
e 

CLASE II. 

.. <A 
e 

1/12 + 

<-A e 

2<-A. 
e 

+ i.B 
<rp3 + (3 

-i 
Q 1/12 + -- iBl( -· 'P .. + 4 ~ vJ,, + 

(3 = o 

- i.B>( + 3 ~Ql/'2 + 3 'I' 1 

2 C( 

"'ª + e<2QZ>¡J 

- - .. 
+ \.8)( • + Q ) "'a "' tµ ... 

+. i.B> 
'!',. 

CLASE III. " = o 

Z<A - i.B> 
'!'º 

e 'Po 

... - 'ª 'I', e 'I' 1 

'1'2 = 'l'z 

2<-A ~ ~B> 
1.IJ

4 
e 1p

4
• 

3 (32 Q""'2'1'. (33 Q-" . ) + 
. i 'Po - -

{3ZQ-2¡µ í!;ªQ-ª'P. 6 +. 4 + 
- ·z 

c.2Q2'1' + 
- 3 

2.3 TETRADAS PRINCIPALES DE DEBEVER-PENROSE <D.P.) 

rf•Q-.. rp > 
~ o 

Los vect..ores de Debever-Penrose <t..ét..radas Principales) son 

las direcciones nulas de e . est..os vect..ores sat.isf'acen: 
'-Jkm 
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o 

K K o 

<2.3.1) 

E.n cada punt.o del espacio-t.iempo tenemos a lo más 4 vect.ores de 

<DP) los cuales pueden coincidir ent.re si, est.o conduce a una 

nomenclat.ura más precisa: 

W Km O 
brmn 

bl 
rm 

(2.3.2) 

(2.3.3) 

<2.3.4) 

<2.3.5) 

en donde K es un vect.or Debever-Penrose <DP), est.os se clasifican 

se~ún Ovando en: 

1> 4-degenerado si sat.isf"ace (2.3.2> 

2> 3-degenerado si sat.isf"ace <2.3.3), pero no sat.isf"ace (2.3.1) 

3) 2-degenerado si verifica (2.3.4>, y no sat.isf"ace <2.3.2) y 

(2.3.3>. 

4> no-degenerado o simple si cumple con (2.3.5> y no sat.isf"ace 

(2.3.2), <2.3.3) y (2.3.4). 

En opinión de Robinson <1982) la presencia de los vect.ores de DP 

ya habían sido indicados por Cart.an <1922), pero no se les 

consideró valiosos, sin embargo en la act.ualidad son relevant.es en 
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diversas invest.igaciones. Nót.ese que cualquier múlt.iplo de 

dirección principal nula, es nuevament.e un vect.or DP. 

En t.érminos de <2.3.2 a 4) se puede clasificar el t.ensor de Weyl 

de la siguient.e manera <clasificación de Pet.rov): 

1: [1111] 

11 [1121 

O: [221 

III 1 3 

N 4 l 

es decir, en el t.ipo 1 exist.en 4 direcciones principales simples, 

en II t.enemos dos vect.ores de DP simples y uno 2-degenerado, en D 

se cuent.a con dos vec;t.ores 2-degenerados, en Ill uno no degenerado 

y uno 3-degenerado y en N sólo t.enemos un vect.or 4-degenerado. 

Si ahora suponemos 

anulan lo cual 

que 

es 

r 
n y/o 

una 

son DP ent..onces se 

gran simplit"icación en diversas 

aplicaciones, en la siguient.e t.abla se muest.ran las !"unciones que 

se anulan: 

TABLA 2.3.1 
DEO ENERACION r 1 r n 

simple 'Po == o 1P 4 
:s o 

doble 'Po == 'Pi = o '1'3 1P 4 o 

t.riple 'I' 'I' - 'I' .. o '1'2 '1'3 'I'._ .. o 
o 1 2 

cuadruple 'Po .. 'I'. 
.. 

'1'2 "' '1'3 .. o 'I'. .. '1'2 .. 
'1'3 :s 'I', .. o 

La t.abla ant.erlor solo es válida cuando nr y/o l' son direcciones 

principales DP; t.ambién en est.a t.abla es valido el si y solo si, 

49 



es decir, por ejemplo: nr es 2-de¡;enerado # ·'1'
0 

= 11'
1 

O 6 bien, 

{ es simple # 'P 
4 

et.e. 

En Ovando C1985) se probó que exist.e una t.ét.radá ·nula'' de 'DP .. <no 

necesariament.e única) que llamaremos canónic_a t.al que: 

N: >¡J ... :: 1 , '/I o 
r 

r = 0,1,2,3 

1¡J o ; III : - ' "'ª = Y2, r = 0,.1,2,.3 ; i. ~ -.f-=t 

D 

II 

I : 'Po 

V-' 2 = A.1 , ~11"' = 1, 

"' ... = ~ º'2 - A.1) y 

l¡J 

r 

'P = o r- a 0,1,3,.4 
r 

o r = 0,1,3 
r 

'1'2 

en donde A.J son valores propios de la mat.riz de Pet.rov. 

<2.3.8) 

2.4 IDENTIDADES DE BIANCHI Y ECUACIONES DE NEWMAN-PENROSE 

Las ident.idades de Bianchi ric;en la evolución de la c;eomet.1'1a del 

espacio-t.iempo 

R + R + R O 
o.bcf;r o.bfr;c <:Lbrc:r 

(2.4.1) 

si ahora recol'damos que: 

R z''' z'i' z'l' z'"º 
<1.J<J><tHd> o. b e f 

y sust.it.uimos en <2.4.D y proyect.amos sobl'e la t.ét.rada NP se 

obt.iene: 

+ 

+ ;-' R + ' R + ' R + 
qh <t.HkHLHp) y ql <t.HkHpHh> 'Y qp <t.HkHlHh> 
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i. R yi. R r'- R + 
y Sch <i.Hq><tHp> - kl <i.HqHpHh> - kp <i.)(qHhHh 

+ < i. - i. )R + Cv' - i. - )R + 
y ph 'Y hp Ü.Hl><kHq> ' lp 'Y pl <i.><hHkHq> 

+ < i. - ' )R O y ht y lh "J<p><k><q> = . 

<2.4.2) 

Si en est.a expx-esión damos valox-es a los indices kqlph se 

deducen las ident.idades de Bianchi en el f"ox-malismo 

Newman-Penrose <1962): 

(a) Óipo - D•p 
1 -

(b) 

(c) 

Identidades de Bianchi: 

D.po1 + 64> 
·oo = (4o - rr)!p o - 2C2p + c)1f1, + 3K'f'

2 -
-
-

<;;. - 2; - 2(1)$00 2<c + p)</>01 -
2o;po1 + 2K<;t>

11 
+ K<Po:z 

<2.4.5) 

(4y - µ)'!'º· - 2<2-r + {3>VJ, + 3y!p2 -

- (2c - 2~ + p)<;P
02 

- 2Cñ - {3)\t>
01 

-

- 20'$ H + 2K<;l't:z + A.<P 00 

(2.4.6) 

<4c - p)'f'
4 

- 2C2n + a)1f1
3 

+ 3A.1f'
3 

-

C2y - 2y + -¡i><;t>
02 

- 2<T' - a)¡i}
12 

-

2 A\t>U + 2 1.>¡i}Oi + CY'f>22 

(2.4.7) 

(d) A1f'
3 

- 61¡t
4 

-Ócp
22 

+ A7f
12 

= C4{3 - T)'f'
4 

- 2<2µ + y»p
3 

+ 3L>>p
2 

-

- <r - 2(i - 2a>,p
22 

- 2<r + µ,¡¡;
12 

-

- 2 AtPiZ + 2 1.>\i>U + V ;¡;02 

(2.4.0) 
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<e> -

<h> 

(i) 

D111i - -Ói¡t
1
- -~¡p 

00 
+ ce¡) 

01 
--~R = ->-.,¡, 

0
.-+ 2<rt----.• -et)l¡I ,- _+ 3p111

2 
-

- 2K111
2
+ 2<r + o>q,~1 --:- <2r + 2y - ¡i>,p

00 

(2.4.9) 

-· ·-· ... 

+ 2vll', . _ 2cñ + ;,;-¡,1~ - .<-P - 2e - 2&>,p
22 

2AV', + 2<p - e>'4>12 - <2a - 2(1 -ñ>'4>02 + 

+ 2rr,p
11

_- 2µ-;j,
01 

- R,p
22 

<2.4.11) 

+ 2ay1
3 

- 2cµ - r>4'0 , - <r - 2"(1 + 2a>,p
02 

2Tt/>
11 

+ 2p</J
12 

+ Vt/J
00 

<2.4.12) 

<2y - µ + 2y - p) 4'00 + 

+ (rt - 2et - 2r><t> 
01 

+ 0
4'02 

+ 

+ <ñ - 2a- - 2-r)~ 
01 

+ 2(p + p>'f; .. + 

+ o-4> - i<.p - K;b 
02 12 12 

<2.4.13) 
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(j) D.P
12 

- 6.p
11 

- 6.p
02 

+ A.P
01 

+ ¡} 6R = <-2a + 2j'j + rr - T)<fJ
02 

+ 

+ <P" + 2p, 7 2&).p~2 + 2<iT - T).P
11 

+ 

+ <2r ;..; 2µ - 1);¡,~ +· -vr¡, - 5::' -;¡; + 
.. ·.·; ·' ,c.,;._ .. -.,,.,._ .01 ---~-- 00 01. 

+·a~ ··••:.: .. k.P .:.,. 
12· --. ·22 

<2.4.14) 

<k) D.P22 - 6~.2- ó.pi2 + A.Pu + =- L>R = < p + p - 2e -2&).p22 + 
e 

+ <2(i + 2TT - T)<;i>12 - 2(µ +.µ)<;i>u+ 

+ <2(3 + 2rt - T)';¡i12 + V\i>Oi + ;:;.p 01-

- ~ -;¡;02 - '>-4>02 • 

<2.4.15) 

Est.as 11 relaciones cont.ienen la n1isma información que la 

e><presión t.ensorial <2.4.1) y han sido escrit.as en ei mismo orden 

que en J A. Torres (1985). Las herramient.as que se ut.illzan para 

analizar el campo gravi t.acional son : 

RELATIVIDAD 

GENERAL 

ECUACIONES 
DE + 

CAMPO 

ECUACIONES 
DE + 
N-P 

IDENTIDADES 
DE + 

BIANCHI 

RELACIONES 
DE 

CONMUTACION 

<2.4.16) 

Por ot.ra part.e se t.ienen las ut.iles ecuaciones de Newman-Penrose: 

<a) Dp - ó>< 

(b) DO' - Ó>< 

(e) DT, - A>< 

ECUACIONES DE NEWMAN-PENROSE 

(p
2 

+ aa) + (e + e)p - ><T - ><(3ct + n - rr) - 4>
00 

(p + p)a + (3e - e)o - (T - IT + a + 3n)>< + W
0 

(T + rr)o + (T + TT)O + (e - C)T - <3y + y)>< + '1'
1 

- 4>
01

, 
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(d) º"' - 6& <p ·+ --e· .,..~- 2&)Q_.+ __ f3_'éi @_e - ,.;>,. - "Y +- (& + ,o>rr - ;p-01 --

<e) D/3 -
(_f) Dy 

<ir;> DA. 6n 

(h) Dµ órt 

(i) Dv - Arr 

(j) AA - Óv 

Ck) 6p Óc 

(1) Óól - 613 

Cm> óA. 6µ 

Cn)' 6v Aµ 

(o)- 6y A/3 (T 

(p) ÓT - Ac 

(q) AP ÓT -<p-¡i 

<r> Ao. Óy <p + 

donde: 

a. b - Q iñ b 

" y ... 14 
-n mn n m 

Q.;b a.~b 

a. b mºlb O' y 41.1. 
-n mm T r .. ,,, -n 

o;b "'b 

l 
a. lb = = l iñ b .... r 2"" o.;b 

m µ 
YZ31 o.:b 

m 

>,. 1 b = l iñ a. b 
r2,.2 m m Tt = r2,, .. n 

a;b a.:b 

l 

<r .. ,.2 - ) 
1 · 

Cn l"'n b iñ " b 
e i' 2 - m n 

2 124 o.:b c.:b 
1 

(y'"" - ) 
1 

<l nªlb - iñ " lb) y r 12" 
m 

2 2 a.:b a.;b 

(y ·<32 
) 1 

(l " iñ b m "' b) 
"' 2 r122 

n m m 
2 a.;b a:b 

~ 
l 

<r .. a1 - ) .. - l 
<n lo.m b - "' mb) r,z, m m 

2 2 a.;b a.:b 

E:st.as 12 cant.ldades complejas se conocen con el nombre de 

coeficient.es de esptn 
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Además las si~uient.es relaciones denot.an la evolución en 

espacio-t:.iempo de la t.et:.rada nula <de1,ivadas direccionales): 

6m = - ol + :Cn + <n - o)m 
"" e c. 

ól = -<;; + (1)1 + µm + :>-.m 
"' o. " 

Óm = -pl + µn +(et - (nm 
o. "" o. 

61 = - (et + 'j1) + :>-.m + µm 
a o. 

"'"' = --rl + vn 
o. 

+ <r - y)m 
o. 

fil = -<r + y)l + vn1 + vm 
·:>. o. o. 

Dm = - id + rrn + <e - &°)m 
o. o. a 

Dl = - <e + ;:)l + rrm + rrm 
o. a 

6iño. = - plo. + µ no. = <<i + (Diño., 

6n ,;,c¿c; +· tnn ~- pm-~---oiñ. 
o. o. o. o. 

.smci -a\ + x.~ ... +~ <73 .:..~coiño. 

:;;: : ~~;~;~~~~~~:/t~ .. 
• ··-·, '·' .. -· ; •• ' e ;,~;::.~:.~<: ·, 

An,, =\<ht;.·f:p;i: ~;.-m.,. - <m.,. 
-'.::."'-'-. . \; 

óiñ ª . = ..:';?<"1~- :.,· n-n~ + <& - ,, >iñ Cl 

4-tm - xnt 
Cl o. 

el 

Las eunciones ']) 
00 

4>..._, .4>22 son l'eales <P 12 
son 

con1plejos; 

~ o. b 
2Ecibnn 

en donde: 

+ m ) - -;; <iñ n + m. n )J 
·:i. ? 1.2 ':l. '"> ~ r:J,. 

b 
m 
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ESPINTENSOR DE LANCZOS 

3.0 INTROOUCCION 

El t.rabajo de Cornelius Lanczos C1962) [211 y C22l consist.ló 

en t.rat.ar de ¡;eomet.rizar el campo elect.romagnet.ico sin abandonar 

la ;;eomet.ria Riemanniana por lo que su invest.igacion 1·ué enrocada 

hacia la búsqueda de expresiones mat.ernát.icas que peI"nü t.íesen 

reproducir las ecuaciones d.e ~ta:-.:Vlell. de est.-a manera los i::ampos: 

eléct.rico y magnet.ico quedarian en de propiedades 

ín~rinsecas del espacio-t..iempo, a.si corno t.an1bién depender1an de la 

cu.r-vat.ura <desviación relat..iva <le las geodesicas v~cinas) v de 

ést .. a. n1anera se t"elacionar-1an con la ¡;ravedad. Desat~or-t..unadament.e. 

Ldn.czos t10 culrnino su oeon1.:t.rizacíon Uel can1po de )'1axwell pero 

lo~:ró detnost.rar que en t.odo 4-espacio de Riernann exist..e un t.ensor 

(no necesaría1nent.e tJníco) K llamado 2splnt..ensor-- que genera al 

t ... ensor conf'ormaL v1a una expresión al~ebraica-diierencial; est..o 

ult.imo es muy irnport.ant.e debido a que est.e result.ado no depende de 

las ecuaciones de campo, por lo que su validez se e"tiende en t.oda 

la t..eor1a .;;eon1et.rica de íR ..._.. 

En la Sección 3.1 se describe la expresión que corresponde al 

pot.encial de \.Jevl en el 1·ormalismo t,ensorial. En Ja Seccion 3.2 se 

.,,¡ esptnt.ensor de Lanczos en ,.¡ formalismo de 

N&wman.-Pen.rosa con la nnalidad de disponer un nl~t.odo 

sist..emat..ico para la const..r·uccíon del esp1nt.ensor- F'inalment..a.~ 

~n ia SBocción 3.3 se det...ertninan las expresiones pal"a ~l pot .. enc1al 
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de Lanczos_ .. para al11:u1~ de en relat.ividad 

c;eneraL 

3.1 POTENCIAL DEL TENSOR DE YIEYL <Generador del Tensor Conf"ormaD. 

FOR!'lALISMO TENSORIAL. 

Lanczos siempre est..uvo int.eresado en geom~t.rizar el campo 

elect.romagnet.ico bajo el mismo espirit.u con que Einst.ein habia 

geornet..riz.ado la gravedad. as1 desde 1931 hast.a su n1uert..e en 1974 

int.ent..ó ext.ender la relat.ividad ~eneral mediant.e ecuaciones de 

campo deducibles a par-t.ir de un principio variacional t.ipo Hilbert.. 

con La~rang:iana L cuadrat.ica en el t.ensor de Rie1nann en su 

art.iculo de 1938 demost.ro que cuando L L 
o 

-R•o.t-cd R . el 
"1~-::a 

proceso variacional conduc1a a O = O <debido a que la La;;ran;;iana 

es una divergencia exact.a), ver H.A. Buchdall [9J. es decir no 

aparecen ecuaciones de carnpo que rest..rinjan la ~eomet.rl.a del 

espacio-t.it:?mpo. dicho de ot.ra 1nanera, las consecuencias de : 

son validas para t.odo 

o 

íR de Riemann. Por ... 

<3.1.1) 

ot.ra par t.. e o o no 

producia beneficio alguno para el proceso variacional simbolizado 

por ó efect.uado sobre la met.rica < t.ecnica de Hilbert.). est.a 

s:it.11acion fue remediada por Lanczos (1962). C&.l .s:ug-er•ir realizar O 

variando y R 
~bcd independient.ement.e e int.roduciendo 

rnult..iplicador<?s de La~ran~e para t.omar en cuent..a l.J.s rest.ricciones 

·1ue -:st.12- -"?nt'o<iue •)ri;-ína. la .e-"-presion <.3.1.1) proporciona nueva 
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información sobre la e estruct.ura -de la ¡;eomet.ria _Riemanniana, uno 

de los 

simet.rias: 

e . 
pqJO 

donde 

mult.iplicadores 

K 

result.6 se~ 

+ 

(3.1.3) 

K a K. 
J r J r: a r¡ 

(3.1.4) 

En t.odo espacio-t.iempo exist.e un t.ensor de t.ercer orden que juega 

el papel de superpot.encial para el t.ensor de W'evl que a su vez es 

la part.e del t.ensor de Riernann, no lig-ada direct..ament.e al t.ensor 

de Ricci. Barnpi-Cavi:;lia <1983) (2J volvie1-on a probar <3.1.3) de 

1nanera rigurosa V probaron que <3.1.2.a) a <3.1.2.d) son 

f'undan1ent..ales par•a la e:-..'i.st.encia del pot.encial de Lanczos. 

En el proceso para debe considerarse que en un 

;aspacio-t.ientpo dddo se t.iene como dat.o la met.rica :; ,;.... por lo que 

de~ernünar C 8-S 
. ~re. 

rut...ina ya que ex.ist.e- una relacion det-inida que 

encadena a ~st.os t.ensores. por e jernplo con ;; ·¡p es posible calcular 

los stmbolos de Christ..ofíel v con ellos obt .. ener los t.ensores dt~ 

Riema.nn v Ricc1 que de inmediat .. o conducen aJ t .. ensor r:on.rormal .. .:ist 
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se -Liene que ct..J:ko.' ~· ci..ikO:~ -~pq .... _Spq;r 

no es .t'unción del' t.án5or mét.r.ic6 ._y 

, Spq;rb·~· sin embar~o, K'-JC 

de- sus primeras derivadas. 

hecho es· qu¡¡, ·· no· E!'XÍ~t.e; ré¡;ra' 6 xó:r:_mu!a que permit.a obt.ener 
··._ --

pot.éncial de >Lar:,c:¿'¡~;~ '.a part.ir de En las e"-presiones <3.3) 

El 

el 

los 

dat.os son la mét.rica al' dar valores a los índices pqjb 

result.a un sist.ema acoplado de ecuaciones dif"erenciales para las 

component.es KcJ<: y la dif"icult.ad de t'esolver est.;, sist.;,ma dependera 

de go.b' E'>l problema radica en que se debe int.e;;rar C3.l.3) para 

obt.enet' K por lo que se dice que ést.e t.ensor es no locaL El 
prt 

asp&ct.o no local de K se ha int.erpt-et.ado como que dicho t.ensor 
'.)T 

dependera en f"orma explícit.a de la geomet.r1a global de por lo 

que a muchos aut.ores les pareció una t.area realment.e muy compleja 

(Fernand<>Z (24]) frenando la const.rucción de los pot.enciales de 

Lc:tnczos para diversa!§>: n1et..rícas de in~eres en l'elat..ivídad ;;eneral. 

En 1962 Lanczos resolvió <3.1.3) para campos ;;ravi t.acionales debiles 

con. R :::.b O en dicha solución apal'ecio la e-cuacion de Dirac para 

¿spin aunque no est.aba claro a que part.1cula se de 

t.odos modos est.e hecho hizo que el t.ensor K se baut.izara con el 

nombre de esplnt.ensor. Sin embargo Taub (1966). considero el 

hallaz;;o de· la ecuación de Di:rac en dicho t,:rabajo accident.al y 

.sin in1port..ancia debido a que en nin~un n1oment..a se consíderal'Otl 

"?t~ect.os cuant.icoS_ 

Con ¡_,, idea de encadenar la ;;ra•.·i t.acion con la mecaníca cuant.ica 

Vl.1: K ~lahel'-Zund <1968-1975) [251 escribieron en forma 

~spinorL~l las exp:resiones <3.1.2.a-b). (3.1.3) y <3.1.4) y el 

re-sult.ado fu·~ la inesper-a.da presencia dt?- las e-cuaciones par-a una. 

part.1cuLa con masa cero V 8Spln 2. que algunos t..rat..an de 

idenLif"icar con 8-l ~r.avi t...on ~e"'man-G,:ienner (28] V (291 <1984) 
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at'irman que Asht.ekar óbt.uvo la' ·versión · espinorial .. de (3.1.2 

3.1.4) con t.oda la herranúent.a de cu.an~iza.:;Úm canónica de la 

gravedad. 

En la t.eorta de ~la».ñ"ell, al 4-pot.encial puede ag;regársele un 

.:;radient..e sin que se a.t~ect.e el correspondient.e t.ensor de Faraday 

ést.as t..ransrormaciones de nornta pueden ext...enderse al esp1nt..ensor, 

es decir si a J..: se le l"~ernplaza por k'. + B 
'.jC \.JC 

donde 
Je 

es cualquier é>Sptnt.ensor de Lanczos para un espacio 

conf'ormalment.e plano, ent.onces per1nanec:e inalt.erado el lado 

izquierdo de <3.1.3). dichas t .. 1 ... ansCormaciones nortna fueron 

sug;eridas por Zund <1975) v est...udladas por A.t...kins-Davis <1980) en 

t .. eorias de norma no - Abelianas~ el result.ado de LJnczos int..roduce 

un nuevo ¡;rupo de t.ranst~orrnaciones en rela.t.ividad ;;eneral. 

Cuando Lanczos Uarnó_ esp1nt..ensor a K sembro la idea de que 

dicho t..ensor es capaz de describir el esp1n de ciert.as part.1culas, 

est..a idea t"ué adopt.ada por aquellos que int.ant.an explicar la 

rot..ación de las pa1-t.iculas mediant...e una t..orsión del 4-espacio por 

lo que considerado como una cont..orsión t.eorías 

Einst.ein-Cart...an, vet' Da vis-A t.kins-Baker (1978). 

En 1948. Ruse rué el primero en est...udiar la est..ruct...ura alg;ebraica 

de C 1nediant.e la geon1et..r1a proyect.iva y el result.ado es lo que 
·.;op 

.:..hora conoce como clasiricacion de Pet..rov tGP) de .:;ran 

import.anc1a ton la relat.ividad act.ual. ver Ovando <1985). ~n su 

t.rabajo se enfat..iza que ~l t.ensor de \.le-yl t.iene ei:;envect.ores 

n.ulus Uan1ados: vect..ores de- Debever-Penrose tDP) ó direcciones 

nukis principales. Los invariant...es de C poseen un papel relevant..t? 

~n dicha clasificacion En el t,.rabajo de Becerril <1')86) s:~ 

pr-opont!'n dos c.anlinos para 8-t~ect,.uar la 1:1.ztsificacion de K 
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saber: 

a) Idea de J. Plebai'lski; 

Con el espínt.ensor const.ruir un t.ensor de cuart.o orden con las 

mismas simet.rías de e y ent.onces a dicho t.ensor aplicarle la CP 
t.jrC 

para asi obt.ener información algebraica de Kqr 

b) Idea adapt.ada de Collinson-Shaw {1972> 

Mediant.e K 
t.jc 

f'ormar un t.ensor sin1ét..rico de segundo orden 

t.raza nula y aplicar a est.e la clasificación Churchill-Plebal'lski. 

con 

En ambos casos sería int-eresant.e relacionar las direcciones 

principales del espint.ensor con los eigenvalores de los t.ensot·es 

de Weyl y Ricci, sin embargo, ot.ro posible camino a seguir est.á 

dado por Fernández (1986): 

e) Mét.odo de Fernández: 

El mét.odo para el an.állsis de la est.ruct.ura algebraica de K 
CJC 

el 

cual t.iene semejanza con el enroque mat.ricial Pet.rov para la C.P. 

consist.e en lo siguient.e: En un event.o dado del espacio-t.iempo se 

const.ruye una t.ét.rada ort.onormal arbit.raria y se proyect.a sobre 

ést.a al espínt.ensor, originándose así una mat.riz de 6x4 de 

acuerdo a: 

donde B 1, .. .,4 y 

1 

(a.> ( b> ( 2) (3) 

K"" 
e 

2 

( 3 > ( i.) 

K <a.> 

3 

< 1) ( 2 > 

'b> 

4 

( 1.) ( 4> 

ent.onces a la mat.riz rect.angular <!<"' ) 
e 
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( 2) (.4) ( 3) ( 4) 

(3.5.a) 

pueden obt.enérsele sus 



eisenvalores y vect.ores propios mediant.e el insenioso mét.odo de 

Lanczos (1958) [211, Lanczos ext.endió el problema de obt.ención de 

eig;envalores de mat.rices cuadradas a n\at.rices arbit.rarias. est.e 

t.rabajo le valió el premio Chauvet. en 1960, ver Scait'e (1974). 

Por ot.ra part.e Novello en 1990 reí' [511 y [521 desarrolla una 

t.eoria complet.a de campo con espín dos, usando para ello las 

variables de Fierz para el espacio-t.iempo plano ó curvo, 

est.as variables se relacionan con las variables est.ándar 'Pµv' 

sirviendo de puent.e para pasar de una represent.ación a ot.ra La 

t.eor1a de Novello no es la aproximación débil de Einst.ein de la 

relat.ividad ~eneral en la !"ormulación Jordan-Lichnerowicz [521. La 

t.eoria no-lineal se obt.iene de la acción cuadrát.ica del t.ensor d<> 

Weyl, usando para ello las variables de Fierz, la cual se 

t•elaciona con el pot.~ncial de Lanczos. Est.a nueva t.eoría present.a 

similit.ud con la t.eor1a elect.roma¡;nét.ica, desarrollada bajo un 

esquema de cuant.ización por Fermi-Gupt.a-Brewler [521. 

3.2 ESPINTENSOR DE LANCZOS EN EL FORMALISMO COEFICIENTES DE 

ESPIN DE NEW'MAN-PENROSE 

En la sección 3.1 se coment.ó que <3.1.3) en su forma t.ensorial no 

proporciona un mét.odo sist.emát.ico para encont.rar K . aún cuando 
-ie 

se proporcione como dat.o la met.rica de IR .. En est.a sección se 

presant.a la t.ranscripción al eruoqua NP, las relaciones que se 

obt.ienen permit.en obt.ener espínt.ensores con relat.lva facilidad. 

Los primeros en hacer est.o son Maher-Zund (1968-1975) [251. En 

est.a sección se usará la t.écnica de t.ét.radas nulas expuest.a en la 

Seccion 2.3. 
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Al aplicar el formalismo de NP al t.ensor de Weyl , se e"'Pande est.e 

<C + i *e > en !"unción de los bivect.ores V , U_b y M_b, 
o.bpq a.bpq o.b ..... ...... 

dando orl:;en a las cant.idades complejas: 'I' 
0 

, ..•. ,'// ... Aná.logament.e, 

usando la sugerencia de Zund <1969) para K • 
ire 

se const.ruye el 

t.ensor complejo: 

Q 
abe - K abe + •K con 

o.be 

•K n Kpq = r-;-
abe 2 a.bpq e 

<3.2.D 

y que sat.isf"ace las propiedades algebraicas (3.1.2) 

Qo. e o 

(3.2.2) 

la expresión (3.2.1) admit.e el desarrollo 

Q = 2 [ n u l + n <M l - u m > + n <V 1 - M m > 
o.be O a.b e 1 o.b e a.b e 2 a.b e a.b e 

09Vo.b me - n .. Uab me + 05<Uo.b n 

+ '\ vo.b ne] 

- M iñ > + n <M n - V m > + 
o.b e 6 o.b e o.b e 

<3.2.3) 

donde las cant.idades n 0, ... ,7 <ocho cant.idades complejas 

son equivalent.es a dieciséis component.es reales independient.es de 

K . ) son proyecciones del espint.ensor sobre la t.ét.rada nula 
C)C 

consideradas como adecuadas para ést.e propósit.o, F'ernández <1986> : 

O K 
• {1)(4)(1) 

O K 
1 <1H4H2) 

O K 
5 (j .. )(4)(9) 
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al const.ruir 

o z 

o 
3 

una 

K 
(9)(2)(4) 

K 
<9H2H2> 

clasificación 

o 
6 

o 
7 

algebraica de 

K 
(9)(2J<1.) 

K 
(3)(2)(9) 

K. 
'JC 

(3.2.4) 

mediant.e el 

l:'ormalismo de NP, el alc;orit.mo result.ant.e queda en t.érminos de las 

O de la expresión <3.1.2): 
a 

K _K e =O 
a.b a.b;e 

que al cont.raerse con la t.ét.rada nula, implica: 

N 
ll) ( h> 

K 
< l ><h.>; e r > 

< r > 
+ K<t><h> <r> 

- K < r > .. y < P > 
e p > < h> < l > < r > 

- K 

con los valores (t.)(h) 

z 
< r >; e 

< r > 
( l) ( p) 

(2)(3), 

y<p> 
<h><r> 

(1)(4), 

(3.1.2) 

(3.2.5) 

(1)(2), (3)(4), 

generándose t. res ecuaciones t.ipo NP, las cuales cont.ienen la misma 

información que (3.1.2): Zund <1975). 

6.0 - óO - 60 + D0
7 

- 2VO + (3µ + µ + y -y)Oz + 
2 " 6 • 

+ ,;;: - 3(> + T - rr)O + 2 >-. o + <-a - (i + ::¡:- - 3rr Xl + 
3 5 6 

(3& +& - p - p)O? o 

M"l - óO 60 + DO + <µ + µ - 3y - y)O + 
o • .. 5 o 

+ <a + (> + 3T - rr)O 2 o o + <3a - (i + ::¡:- - rr)O + 
~ z .. 

<& - e - p - 3p)05 + 2 K o = o , 
6 
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M1
1 

+ 60
2 

+ óo
5 

- D0
6 

+ vo
0 

+ <r + r - 2µ - µ >o, + 

+ (-a+(? - 2T + rr)0
2 

+ 0 0
3 

- \.º~-
0

+(- a_+f3~ T +-2n)0
5 

+ 

<-& - e + p + 2a>n
6 

- K n 
7 

o 

(3.2.6) 

bajo la misma f"ilosofia, se proyecta <3.1.3) sobre la t.ét.rada de 

para deducir el encadenamient.o exist.ent.e ent.re íl 
r 

y las 

cant.idades Y' • De <3.1.3) se ori¡;inan cinco ecuaciones t.ipo: 

-60. 
o 

+ DO .. - p)(l + .. 
+ 3Kn,,] • 

2ip
1 

L>D
0 

- 360, + 60 .. + 300
5 

+ C3y + y + 3µ - µ>0
0 

+ 

+ 3Ca + (? - rr - <>O, - 600
2 

+ < -3a + ~ - 3rr - r>o .. + 

+ 3(-c + & + p - p>0
5 
~ 6 K0

6 

'P2 = - M1 - óO + 60 + DO + VO + <2µ - .u +y + r:»o, + • 2 5 6 o 

+ co: - ¡1 - 1T - 2T)Ü - oo - :>..o + <-a + ~ - 2rr - r>O + 
2 3 .. .. 

+ <e + e - p + 2 p)O + K o 
6 7 

2>p3 s - 3M12 - 603 + 3606 + DO? + 3( -µ + µ + y - y 'º2 + 

+ 6Vo, + <a - 3¡1 - rr - 3r)0
3 

- 6:>..0
5 

+ 3< a + ~ - n - T°>0
6 

+ 

+ C3c + e + 3p - p>0
7 

, 

"'• • 2 [ - t..n
3 

+ 60
7 

+ 3V0
2 

+ c-z; - 3y + Y->o
3 

- 3:>.. 0
6 

+ 

+ C3et + (3 - T°>0
7 

] 

(3.2.7) 

si se combinan <3.2.6) y <3.2.7) se obt.iene un sist.ema equivalent.e 
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CFernAndez- (1986)) con ocho ecuaciones: 

WEYL LANCZOS 

>.µ .. 
o 

-60 + DO 
o 4 

- 200 -- _rro + 
2 4 

p)0
5 

+ 21<!\,] , 

•µ
2 

2[ -6C\ + D0
6 

+ 2µ0
1 

+ Ca - (1 - rr)0
2

_:- oÓ
3 

- 2rr0
5 

+ 

<+ (& + e - p)Oci + K0
7

] , 

AO + ÓO + 2VO 
2 ci 1 

+ C -µ_ + Y: - -y)0
2

- <0
3 

+ 

- V-0
5 
+<a+~ - r)0

6 
+ p0

7
] , 

•µ = 2[ -t.n + 60 + 3VO + < -µ - 3;v + y)O + 
4 3 7 2 3 

- 3>..0 + <3a + 'jj - T°)O ] , 
ó 7 

>.µ 1 = 2[ -t.n + 60 + ( -µ + 3y + ;v)0
0 

- 3T0 + 
o 4 1 

+ <-3o + i? - T'>n + 3p0,,] . .. 

'i' 2 
.. 2[ -Af) + 60 + VO + (y + y - 'ií>n - 2-rO - "'º + 

1 "' o 1 2 ' 
+ <-o + i? - T)O + 2p0ci] . 

" 
'I',. .. 2[ -60 + DO + 3µ02 + <Ci - 3($ - ñ>O - 3rr0 + 

3 7 3 d 

+ <3& + & - p)O ] 7 

(3,2,8) 
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para const.ruir los esp1nt.ensores sólo es necesario ut.ilizar las 

ecuaciones (3.2.8): con la mét.rica dada se ¡;enera un cuart.et.o de 

vect.ores nulos t.ipo ;-.'? (en dicho cuart.et.o conviene incluir a los 

vect.ores de Debever-Penrose debido a que est.os por lo ¡;eneral 

causan simplicidad en los coet-icient.es de espl.n) y con respect.o a 

ést..os se det.e:rmina ).¡;
0

, ...• t;J
4 

, o.,¡1,y, ... ,r,n,... con los operadores 

cS , 3" , ~ , D. Se resuelve el sist.ema <3.2.8) f"ormado por ecuaciones 

dif"erenciales parciales acopladas con las O<> 

Al proyect.ar <3.1.4) sobre la t.ét.rada nula, se obt.iene: 

+ K <q> Z <<>> 
(t..) ( h> ( q); (o.> 

+ K <q> 
(t.) ( h>; ( q> 

K <q_> 
( p> ( h> 

y. <p> 
(t.. >.<,Ql . 

... ·¡~( ·y·· .. : .• :·' p>. 
K •... · · .. 
- <;,t.-_>.~-~-p) ;" ' ( h) <q> 

con los valores (t.•)(h) (1)(1), (1)(2), (1)(3), (1)(4), (3)(3), 

(4)(4), •lo cual conduce al conjunt.o de ecuaciones <se ut.ilizaron 

las ecs. 3.2.6): 

K ó<n - ñ ) M1 + DO + v o + ~(20 - o ) + 
ti.HU 5 .. .. 3 o 1 1 

+ <-a + (3 3rr>ñ + <-p - e + s&>n + 
2 3 

+ (-µ - y + 3y)0 + <a - (? - 3T)0 + 2o\l oñ + Kñ .. 5 .. .. 7 

K óo óO + D<O + ñ ) + ¡:;o + µ(Í - ñn + 
(1.)(2) 5 5 .. tS 1 1 2 

r.:ñ + AO + AO + (et (i - 2r.:)0 + <a - ¡> - 2ñ°)ñ + 
2 .. .. 5 5 

+ <e + & - 2p)0<S + <e + & - 2p)0 + Kn + KO .. 7 7 

K óO + 6 ñ - t.<fi + o ) + v<n + 2ñ) ~o + 
(;1)(3) tS 3 2 5 1 1 2 

+ (y - -; 3Lí>o + <3?i - C1 - i=">o + VO + 
z 3 4 

+ <r - -; - 2u)0 + <a + (l - 2T)0 - di + ºº + ,d'l7 
5 .. .. 7 
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K -60 6 o + D<O + o ) + µo·.· + ~ñ - Tt o ... 
CU(") L .. 2 5 o o L 

(et 2;:r, ñ <& -' )() K ñ + + " - ... & - p + + 
1 2 3 

+ <3o. - '11 rtXl + <& - & - 3p)O,. - ñ + .. "' 
+ K<2n + ñ ) 

' cS 6 

K 60 + 65 - l>.(0 + ñ ) + vn + vn 5:'n + 
C3H3) ? ? ó 6 2 2 3 

>Jl + 2vn + 2v ñ - <y + y + 3µ)0cS - <y + r + 3µ)06 + 
" "' "' 

+ <--r + ;;: + 3¡1)!\ + <-:r + Ct + 3{bñ7 

-c5ñ + 6 o 
o o 

+ 2Kn + 2KO 
2 2 

(3.2.9) 

est.as relaciones (3.2.9) no son necesarias, si se t.rabaja con 

<3.1.3) en la obt.ención de superpot.enciales de Lanczos, sin 

embari;o sí son f"undament.ales en unión con (3.2.6) para const.ruir 

¡;eneradores para t.ensores simét.ricos de orden dos con t.raza y 

diverGencia nula. 

3.3 DETERMINACION DEL POTENCIAL DE LANCZOS PARA DIVERSAS METRICAS. 

Si se emplea la expresión C3.1.3) en la rorma t.ensorial, 

ent.onces aun cuando la mét.rica est.é dada es sumament.e dif"icil 

const.ruir el t.ensor conf"ormal, debido a la carencia de ecuaciones 

básicas, de ecuaciones cuyo análisis nos lleve a K . sólo 
~ l-C 

exist.e la esperanza de que las coordenadas ut.ilizadas simplif"iquen 

1.a derivada covariant.e y las component.es c .. ,kr' !uera de est.o, no 
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se t.iene libert.ad para int.roducir má.S simpli!'icaciones en <3.1.3). 

Por ot.ra pa:r-t.e si <3.1.3) se t.ransfiere al formalismo NP, ent.onces 

se adquiere mayor maniob:r-abilidad porque además de selecciona.:r- de 

manera a:r-bit.raria las coordenadas, t.ambién se t.iene libert..ad al 

esco~er un.a adecuada t.ét.rada nula pa:r-a simplifica:r- los 

coaficient.es de espln y los operadores ó D En est.a 

Sección se det.erminan los esp1nt.ensores para al~un.as met.I'icas de 

int.erés en relat.ividad ~ener-al. 

3.3.1 MODELO COSMOLOGICO DE GoDEL. 

La mét.:r-ica de est.e modelo es: 

<3.3.1.1) 

La expr-esión (3.3.1) desc:r-ibe a un fluido pe:r-t'ect.o en donde e , .. , 
cor-responde al vect.or de la 4-velocidad, vease t.ésis de Fernández 

<1986) (24J, si se considera la t.ét.:r-ada nula: 

junt.o con 

.. 
<mr) (1 -x o ' ) = ' 

-e 
' ' 72 

(lr) = 
1 (1 o -1 0) :v2 ' 

, 

(nr) = 
1 

(1 o 1 0) yz ' ' ' 

)( = o = T = V = A = 1T = o, 

~,µ=p=¡,e=-y 

O,r><2 
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r!> 
. 01 11

02 "'12 

sust.it.uyendo 

cSO 
.2 

Ml + 
2 

Ml + óO 
3 7 

Ml + ÓQ 
o 4 

Ml + ÓO 
J. 5 

~ + DO? 3 

La solución del sist.ema es : 

o 

a! sust.it.uit' en <3.2,3) implica: 

K 
'.JC. 18 

o ,¡,ºº 4>22 

= o ?" "' 1,6 

n ' 
1 d _1_9 

2,rp =-
11 .. 

cv 
'..J.b 

1· 

12 

12 

-U )m] 
<>b e 

<3.3.1.4) 

Si •~O (3.3.4) se SUSt.it.Üyen· las det"iriiciones par-a V•:.b' U.:.b y .'f:.b S".> 

K 
qe 
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donde, 

(e-< a > b e< "'" > i e . e )e + 
{3) ( \.) ( 4_)-{ b) { 4} ( J) 

con: 

+ 

e 
'3 l 

~ <e· . .·· -
3 . e .a> < b .> ~ < l >·e j > 

O, 1, 0) 
... 

- e . 
<3) ( \.) 

e, .. , , o.> = <_; 1, - e"' , O, 0) 

- ) º< b) ( j) 

<3.3.t.6) 

los vect.ores e<a.><b>' a 3,4 son de Killin:; con las propiedades 

o e e 
{ 3 ) (o.) ~3) 

e e o e e 
(al 

- 1 
'3) (a.> (4,.} < 4 ><a> (4) 

e = O 
¡ ..¡.); (C.) 

e e = O 
'..a.) ( 4) ( b) :o.. 

<3.3.1.7) 

con est.e ejemplo se· t.rat.a de ilust.rar el procedimient.o a seguir 

para hallar el esp1nt.ensor de Lanczos para una met.rica dada. 

Ense::;uida se aplica proceso a diversos can1pos 

~ra.vi"taciona.les. solo se most.ra1 .. an los r•esult.ad<=>S est::nci.ctles. 

3.3.2 METRICA DE SCHWARZSCHILD 

Las conocidas t.res pruebas a ravor de la relat.ividad ;;eneral se 

apoyan en la solución de Schwarzschild: 

~li;;iendo las coordenadas: 

X = r 
1 

(considerando la re~ión r > 2m ): 

" , 
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µ 
.1 

p = -~ 

R = O • C< 

valen cero 

1 

=72. 

-/2 : r <O ' 1 ' - sen e ' Q) 

zm· 

ct.i; e 
zyz;:-

J· 
.2 

26.·rz/1 

y los rest.ant.es coet'icient.es 

Las expresiones <3.3.2.2) sat.ísíacen R O. Dados por 

2m 

<3.3.2.2) 

Torres 

19135, [351 en donde se obt.uvieron las cant.idades de NP para el 

caso goeneral con simet..ia es:férica. .~l susLit..uir <3.3.2.2) en 

en 

<3.2.8) se ori;-ina un sist.ema de ecuaciones en donde n acept.a la 

solución : 

n o o. "' 1 6 

:1 o m 
) 2m <3.3.2.3) r 

l 6 -12 2 
I 3 

1 - 2m 
-1 

.:d;;o senl9jant.e puede hacerse para la re;;ión int..erna al 

horizont.e e r < 2m ). 
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3.3.3 SOLUCION DE TAUS 

La m1H.rica de Taub: 

K = et.e. ;e O 

C3.3.3.D 

La cual posee plana a lo largo del eje 

y sat.isí'ace R . = O . Obt.enida por Taub en (1954) en su est.udio 
""" 

de ;;rupos de movimientos admi t.idos por el espacio-t.iempo. 

Eligiendo: X 

' 
ent.onces para <3.3.3.D: 

y 

<m"") 

Cl"") = 
<n"') 

= 

X 
3 

r-•< 
Y2 
r < z 

t' 
z 

z 

º· 1. -
-1 o. 

( 1, º· 

X .. 

i, 

o 

O, 

= t. 

0) 

1) 

1) 

p = u = 4.: ' los demás-_ coe'ndent.es de espin 

se anulan, 

'P = o- r- ~;i! 2 
e 

K2 r-3 
'Pz = 

9 

R = o ó = o. 
a.b 

que en unión con <3.2.8) conduce a un esp1nt.ensor con 

n • o 
6 

K -1'2 

o r "' 1, 6 

K -/'2 
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3.3.4 METRICA DE BERTOTTI 

El element.o de linea es: 

con 1 + ' Q 1, 2 

(3.3.4.D 

propuest.o por Bert.ot.t.i (1959) :;enera. un !R... .en . presenci;:i de un 

campo elect.romagnet.ico uhit'orme. Si ''.. 

y x
4 

= t. , ut.ilizando: 

'X . ,. x· = y 
·2 

(m"°) = -/~ ( O., "/ hu , }-/ti ~ O l 
<l°:) = :Tz-.((· --~: -rt··.·r;.···.··.·.··f·;:·oÚ !)_, /:· JJ. 

(n"") = Tz _f · I •.:'0 1 Q r7r 
~·' ._ ·:·"':: __ -; ··.'-:- .. . . _,_,_: ... 

~.->\:t ;" ~-:· 
a 

X e y 
2 

-{ .2 f .• 2 r 

R 

'lJ o except.o 
o.b 4 '(~+ 

r 
L 

los c-oet~icient.es de esp1n no indicados valen cero . 

. .\qui es necesario considerar dos casos: 

L 

2 

2 

X 
3 

1 

2 
r· 

2 

= z 

J 
<3.3.4.2) 

Cuando 
z 

r "" 
z 

r 
z 

(t.ipo 0), ent.onces ut.illzando <3.3.4.2) 

Gonjunc1on con las ecuaciones <-3.2.B): 

en 



Cuando · rz· -·.= 
i 

. z 
r " 

2L-

(3.3.4.2) en conjunción 

3.3.5 ESPACIO DE KASNER 

o 

n 
l 

n 
ó 

a. ;i:: 1 _, 6 

-'x---

Consideremos ahora la mét.rica de Kasner (1921) 

donue p , a 
"' 

1,2,3 son const.ant.es, t.aÍes~:~;.,; 

p. + p~~t ~~-,~:F1 ' 
p~ +'.pi;¡ j': ~~·~' 

(3.3.4.3) 

ent.onces 

(3.3.4.4) 

(3.3.5.D 

<3.3.5.2) 

sean x 
l 

X 
2 

y x
3 

= z ~y x
4 

=·.t. , enLances en1pleamos: 

cm"") = l (t.-pl - i t.-pz o o] "T2 . 
(1,,) = l [o o - t. -p3, 1) ~ . 
<n"") = 

l (o o t. -p3 1) "T2 ' 

R = o ,-.:i = o 
~b 

- l 

2 -1 2 1 

75 



,\.=o ,µ=-(1,y=-e 

H : T • O • (1 • y • IT = 0 , 

el 

t.ipos Pet.rov, Fernández 

TIPO I: p1 "' p2 p3 "' o 

TIPO D: p1 p2 "' o p3 "' o 

PLANO p1 p2 P3 = o ó 

pl p2 o p3 o 

p p o p 

par.a los dos primeros" t.ipo I ~· D: 

•u o 
' "' "' 1 ,, 6 

-/2 p3 

·' o 
1 o o t. 

considerando el uso de las relaciones: 

2 
2 l 

(3.3.5.3) 

de 3 f'ormas <t.res 

<3.3.5.4) 

(3.3.5.5) 

<3.3.5.6) 

._¡ caso plano rue est.udiado por Ares V Becerril en <1985). 

3.3.6 SOLUCION DE NARLIKAR-KARMARJ<AR 

La mtt.r•1ca conf·ormalntent.~ plana <t.1ipo 0): 
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2 2 2 2 

ds
2 

A(/;) (dx
1 + dx2 + dx3 

- dx
4 

) 

(3.3.6) 

con A !"unción arbi t.raria de ( i.<4
, :fue obtenida por 

Narllkar-Karmarkar (1949). 

p = -

1 •/.z ºA <.1 , -i , 0, 0) 

~ co, o 1, 1) 

1 < O , O .• 1, -D 1/ Z A 

A' 

2p 

A' 

= T = -¡j. = -rr 

(3 = -y 

d A 
dT' 

-a. 

'" . "' 
1 

(.A A" .,- 3A'2 ) 
4. A 9 • 

o 

(3.3.6.2) 

ent.onces <3.3.6.1) y implican 

o = o a ?! 2, 6. 

o n A' 
2 d 

<.3.3.6.3) 

3,3,·¡ ESPACIO-TIEMPO DE CLASE DOS 

con:.; Lderando: 

z 2 2 2 

ds
2 f~/ 3 <d><1 

+ d:-.:2 ) + r 2 dx
3 

- dx
4 

K = et.e. 

<3.3.7.D 
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est.a mét.rica para est.udiar el proceso de inmersión para 

const.ruir nuevas soluciones de las ecuaciones de Einst.ein, ést.a es 

semejant.e a las met.ricas de Pet.rov (1962), la cual es t.ipo O y no 

sat.isf"ace R<>b = O, y f"ué const.ruida por Fernandez (1986), empleando: 

<mª) 
f"-2/3 

( 1 - i o ,0), "I 2 ' ' 
<l"') l 

( o o - c-1., D, :yrz , , 

<n"') = l 
( o, o r-• 1) 

72" . ' 
- r21K -12 K 

p = -µ = , & - y = 
3 f .. f 

los demás coef"icient.es de espin se anulan, 

'I',,. = o , 4>01 = t/>02 t/>12 

\t>oó = 1>22 = 4 "'u. 
,. K2 

' R 6 
4>00 

(3.3.7.2) 

de (3.3.7.1) y <3.2.8) se t.iene: 

o =o y e f 1-/S , e et.e. 

3.3.8 ESPACIO DE NOVOTNY-HORSKY 

El espacio de Einst.ein con: 

a et.e. 

<3.3.8.1) 

const.ruido para realizar la inmersión de IR de . .. Einst.ein, sumeri;ido 

en (E
6 

por Novot.ny-Horsky (1974). Considerando 

X -X X -y X -z X = t. 
1 2 3 .. 

<mr) l -Z/9 
i, O, 0) Tz 

sen (az)(1 -
<lr) = 1 

<O O, -1, senl/3 <az) sec(az)) 
Tz 
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,. Cf .. Cl (3 = rr =T 

µ p = - '.:. ..rz 
3 

o.-t2 [t.g(az) e y .. 
r/>bc == o 

'P ,. o ' r ,. 2 ' 'f 2 

16 
r 

3 

El pot.encial de Lanczos, est.á dado por: 

o O , r >" 1,6 
r 

o 
1 

o 
6 

3.3.9 METRICA TIPO N DE KAIGORODOV 

El espacio-t.iempo es homogéneo 

dsz "' 2v 

l< 

= '() = 

s lJiA Trs!S 
secWJJJ) /J[ L4 

;>,. = o 

ct.~<az> 

+ 1 

3 

z 

2 

" 

et.~ <az)l 

z 
" csc2~az) 

<> 

a. -(2 csc(az) 
<> 

dx + x du> 

(3.3.8.2) 

<3.3.8.3) 

K = et.e. 

(3.3.9.1) 

obt.enido por Ka.ii;orodov <1963). sat.isf"ace las condiciones de 

espacio de Einst.ein <Ro.b ~ :; ). Si !as coordenadas se et.iquet.an 
.. e>b 

como: x 
1 

= X , X2 

r • - rr 

y X 
3 

<m"') 

<l~) 

<n"> 

V ' l< .. 

K < K 
2 

, 

(0 , º· 
< o , 

u , entonces la t.ét.rada nula: 

iK - 0) V ' 2 

- -rx 1 ) 

~ 

o , -rx ' 
Q) 

" Cf ;>,. p ~ & ~ µ m y m O 

v K 
3 2 

5K ' R "' 6 . .2 a • 5(3 "' - 8-- K 
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'P a 
o , C1 ;J! 4 , ?JJ.,.. 

est.as cant.idades (3.3.9.2) .en 

Weyl-Lanczos <3.2.8) implican 

o =o o. "' 7 

3K2 

-2- , rpo.b 

o 
7 

3.3.10 SOLUCION TIPO Ill DE KAIGORODOV 

Espacio homogéneo de Kaigorodov (1963): 

o 

las 

K 
2 

(3.3.9.2) 

ecuaciones 

(3.3.9.3) 

ds
2 2<Kx>- 2 <dx2 + dv_ 2 ) - 2du<dv + ~x + ~ + 2x

3 
du), K = ct,e. x 3K y 

<3.3.10.D 

eli¡.:;iendo X 
1 X ' >< 

2 
V • ~ .. u , t.rabajando con: 

K l • ._,.__ + 2~2 
<mª) - < >< - ~ K ~ 0) - Z' -2-,-v a 

(1"°) = ( 0, o; -f2 X 

-12 x" 

O, - v2 x 2 
, 0) <n"') < o 

" p e a = ;>.. = O 

·-'< V K iK 

) 

.,. = - TT = " 2 ó 2 ' = '=-2 rl2 

'JJ o o. "' 3,4 ; 'P3 
·O. 

·t>.~b = o except,o <P
22 

= -

obt.•,niéndose el espint.ensor: 

- o 
6 

3.3.11 METRICA DE ROBINSON-TRAUTMAN 

mét.rícas Robinson-Tr.:-:tut..m.::..n 
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5¡¿ 

[57] 

15 

2 

s;on 

R = 

¡.,:" 

zoK 
19 

6K2 

->quellas 

de 

•11Je 



sat.ist·acen las pr-opiedades : 

i) Admit.en una congruencia nula r<nr), geodésica sin det'or-mación 

can expansión y sin rotación 

ii) sat.isf"acen las propiedades: 

R "' b n n = R 1b 
"' n mº = R 

"'º 
"' m m

0 = O en donde R 
'J 

es el t.ensor ,,,., 
de Ricci y m"' es un vect.or- nulo complejo t.al que no. m = O. 

En el rorrnalismo de NP las condiciones D y ii) equivalen a: 

><=a=O.p=p>'O o 

(3.3.11) 

La e!'--pr-esión de dicha met..rica es: 

2 1'z 2 2 
ds

2 = <dx1 + dx
2 

) - 2du dr - 2H du
2 

2 
p 

(3.3.11.2) 

donde p<x\x2 .u) y H(x
1 ,>/ ,r,u) son .funciones r-eales. Con la t.ét.1'ada 

(mr) = 
2

P r '(1.i,0,0) 

<{) = <0,0, -H,D 

- r p . ( m ) = zr (1.-1,0,0) 

<n") = (0.0,1,0) 

y los coeCicient.es de espln: 

•.:< 

!?. a 
:..> ay:¡ l' 

'tf = x1 + i x.2 

~ = n = T = A = o 
1 

p = - l' 

1 a p 
2-x: Tñ 

H 

.¡.J 

:J 

y 

....L 
p 

7!,.J = o 

H p 
1' 

(3.3.11.3) 

a p 
TU 

<3.3.11.4) 

lo cual signi.fica que la rnét.rica es algebraicament.e especial con 

lo a.nt..:ríor se obt.ien~n: 

o c 0.1.2,3 



n .. = p F.-

n 
'S 

n 
<> 

=~ {3 + G' 

(3.3.11.5) 

las int..egr-ales F y G se et'ect..úan sobra i¡ mant..enÍt;>ndo- const.ant..es Y] 

y u : en (3.3.11.5). 

3.4 CALCULO DEL ESPINTENSOR PARA EL ESPACIO-TIEMPO SEGUN 

LA CLASIFICACION DE PETROY. 

En la seccion 3.1 se dijo que Ruse (1948) y Pet..rov <.195·D, 

realizaron la clasit'icacion del campo ;;ravit..acional puro_, usando 

para ello L:is forn1as canonicas del t.ensor coní'ot-mal. La 

clnsificacíón conjun~a del ca1npo ¡c;ravi t..aciónal y sus ruent.es 

rueron abordadas por Pet.rov <.1961) y por -Míshra <1968) bajo 

dist.int.os punt.os de vist.a. el primero llega a numerar t.res t.ipos 

dist.int..os sin cont.ar las de~eneraciones y el seg-undo menciona 

nueve t.ipos de IR .. y sus t'uent.es <est.e problema no ha sido resuelt.o 

y se considera import.ant.e porque engloba el problema de resolver 

las ecuat::iones de Ein.st..ein). 

La clasificación de Pet.t'ov <.CP). se t·ealíza empleando la mat.riz 

compleja P de 3x3 que lleva el nombre de mat.1-íz de Pet.r-ov y que 

•111~ se 

por el nun1ero de vect..ores propios linealm.,,nt.e 

independient.es <.l.i.) y por- ~1 nurner•o de valo-res Pl"'Opios dist.ínt..os:. 
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t.re~ t.ipo_s __ de"!?-..,--- co_n _ s1,1s respect.ivas - de:;eneraciones: -

1 
T\. po 

D 

[ I 

N 

[ [ I 

o 

LOsTipos.Pet.rov de !R 

N=d9 &igenveclores 1 
lin~almente ¡ndependienL~9. 

3 

2 

2 

1 
·¡o 

r 

N da. va.lores 

pr_oplos dif~renles 

3 

2 

2 

M:et rt cas 

¡se nv".l.r::c hl.. t d 

(Ke r r 

l Kerr -

1-scl-n. td 

¡andas Ora.vt. L 

1

-:lC\.Ona.Leg 

planas 

\ Po\. r ov 

De S\.t~.a-r 

En est.a t.abla apax-ecen algunas met.i-icas que ejemplincan Jos: t-ipos 

Pet.rov. Se considera que exíst.en esencialrnent.e t.res t.ipos Pet.rov 

dist..int.os que se dif·erencian por- el numer-o de sus vect.ores propios 

linealment..e independient..es. el cual no puede ser 1nenoI"' que el 

nUn1ero de valores propios dist.int.os. La sunta de dichos 

eí;;envztlores es cero. La si;;uient.e ordenación de los t.ípos Pet..rov. 

se debe a Penrose (1960) <obt.enida con el cálculo espinoriaD. 
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Dia~ran\3. -de Penrose 

/l 
/'i/i 
~ ~ -. 

IIX N O 

3 veleras prop'.cs 

d. i. s t t. ntos 

2 vo.lor-es prop\.OS 

d l.St i~t.Os·. 

J. unieo vo.lor p-ropi.o 

1. veet.or 2.- .veet.ores "3 ve-et.ores 

prop~o- l .. i,._. ?rop\.o_s l. t... prop\.oS t. i.. 

El t.ipo se denonlina al:;ebraicament..e ~eneral y cualquier ot.ro. 

al;;ebraicarnent.e especial. Urí· t..ipo Pet.rov se considera mas especial 

:set;"ún lo indiquen las t-lechas en el dia;:rama. 

Cada t..ipo Pet.rov de ü<_.. t.iene su correspondient..e forma canonica 

Jordan y en consecuencia un polinomio m1nimo sat.ist-echo por la 

clasiíicación de P.at.rov. El si;;uient.e ai~orit.rno rue deducido por 

Ovando <1985): 
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Donde 

G 

Diagran1a de Ovando 

G = 2< 'Po '1'2 o 
2 + 

2 "'2 '#o1J.14.-

G = 2( 'P2'P._-.. 
I = G - G 2 ,, 

- 'I', ª) 

2>,µ. 1113 

>¡/) 
3 

J 
t 

3 

0 3 = 'l','P_, - '1'2'1'3 

G 2(i,v y; - '1'22) 
5 1 3 

<3.4.D 

El ak;orit.mo es válido para una t.ét.rada NP arbit.raria. La t.ét.rada 

'.'!: ,,, 
"' o •ji o r "' 4 

~ r 

ru: '"' "' o '" o r "' 3 
J r 

ü : '" "' o .,, = o r "' 2 
2 r 
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II : 'l'z 
;< o >p .. 

;< o >pr o ' r "' 2.4 

: 'Po = 'I',. 
;< o 'I' z ;< o lp 

r 
.O r ;< 1,3 

o >p 
r 

= o 0,1,2,3,4. 

(3.4.2) 

La idea de ut.illzar vect.ores nulos, es por que se anulan al:.;unas 'Jlr' 

y a la inversa si se anula al~una 11' ent.onces uno de los vect..ores 
r 

es proporcional a una dirección <vect..or) de DP. (direcciones 

principales nulas) 

3.4 CALCULO DEL ESPINTENSOR PARA EL ESPACIO-TIEMPO 

SEGUN LA CLASIFICACION DE PETROV 

La obt..ención de K para espacio-t..iempos a1-bit..rarios fue 
:J.':>-:; 

posible ¡;racias los pocenciales de Lanczos encont.rados por 

Becerril ;~ Fernandez los cuales su:;irieron una tnt.ima 

relación ent.re los coericient .. i?s de espln C\P) y J...'.::tb·=· 

La t..ét..rada nula de NP se ordena en la rorrna Cuna barr·a sobre una 

cant.idad denot..a su conju;;ad.a cornpleja) 

< Z(o.)r Z<b> ) rn'. m a :::::::: t, .... 4 

cumpliéndose las relaciones de ort.og-onalidad <si~nat.ura + 2 ). 

- ,, o ., 
1 

o ú 

( Z<a) Z<¡,.) ) = 
ú o ,, - 1 

•) ') - l <) j 

(3.4.3) 

Las simet..:rtas de la:i --?cuacion < :l.2:3) implican '1\Je po:s~e 8 



cornponent-es complejas _ind_e>pendient.es _ sobre la t.ét.rada nula, 

denot.adas por n ' ' "' o ..... 7 ' y que. l>eneran al t.ensor cont·ormal 

por la relación 

K_ 
abe Tabc + Tabc 

(3.4.4) 

en donde 

T 
abe 

O U l + O <M 1 - U m ) + O <V 1 
O o.b e i o.b e a.b e 2 o. b e 

Mm)-OVm+ 
o.b e 3 a.b e 

O U n + O <U n - M m > + n <M n - V m > + O V n . 
4 l';tb <: 5 a.b e ..:i.b e 6 a.b e a.b e 7 o.b e 

con 

V :onm -nm 
o.b o. b b- a. 

ua.b "' ::_la.mb + lbm .. 

1) Tipos O y N 

Eligiendo la t.é t. rada nula <NP>- -de manera qlle el t.ensor de Weyl 

t.eng-a la rorma: 

donde 

e 
pq¡b 

'IJ .. 

+ ,,, 
·4 

(3.4.5) 

t3.4.6) 

'IJ 
4 

"" O implica el t.ipo Pet.rov N y •p 
4 

"' O conduce al t.ipo O. 

Si se emplean los coericient-es de esp1n t?n la ecuación t3.4.:n se 

1.:Jb~iene: 
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o " o e o rr o ;.._ 
o o o r 

o -2-, 
1 6 2 o 3 2 .. 2" s o 

o t:. o L> 
(3.4.7) 

6 6 
. 

7 2 
sust.it.uyendo la ecuación (3.4.2) en (3.1.3) se obt.iene Ja ecuación 

(3.4.5), de est.a manera se ha deducido expllcit.ament.e el pot.encial 

de Lanczos para un IR .. arbi t.rario tipo o o N, el result.ado no 

depende de las ecuaciones de Einst.ein por lo que es valido para 

cualquie1• teoria ¡;ravi tacional que utilice un espacio-tiempo de 

Jos tipos Petrov. 

2) Tipos O y III 

Para "'st,os CR .. la tétrada nula puede seleccionarse de t'or-ma que 

e 'l'o (v M + V bM ) + iji <V M + v ¡;¡ ) 
pqbj PJ qb J pq 3 PJ jb ;b pq 

<3.4.8) 

e l"" b LJ - r con •¡; n m 
3 O.bJr 

<3.4.9} 

o genera el tipo O y 11'
3 

o genera el tipo III. Si en la 

ecuación <3.4 .3) se utiliza: 

:i o e o rr o ;.. o o ,, y -
C) 1 3 2 3 3 .. " 3 

(} !:!_ o = L> <3.4.10) 
6 3 7 

usando la ecuación <3.4.2) en la ecuación <3.1.3), de esta manera 

queda construido el esp1ntensor para cualquier espacio-tiempo t.ipo 

O o III (independientemente de las ecuaciones: de campo>. 

Pat-a checar la validez de las ecuaciones y 

conviene usar- las dieciocho ecuaciones de NP ret'.<44) Jos calculos 

son pero rut.inarios. A cont.inuación se consideran 

met.ricas <1e int.eres en relat~ividad general. 

i) Radiación pura Upo O 
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2 2 
ds

2
- ,;, =- 2-d.x1 d....:4 + sen2 <x.._)Cd>{ + d><3 

) 

eli¡;iendo _la t.ét.l'ada nula ·-

1 

m°' = 2~ 2 csc<x4
) <O-· 1,_-,1,«0), 

-la. ;,. <O • O; -O, 

o 
n 

que 

<t. o ,o , 

sat.isf'ace (3.4.5) con 

(3.4.8) con 
.. _-: ... ·.:'.:'' 
L.C.s co~respondient.es 

. ·.-.""' ,-

(3.4.11) 

<3.4.12) 

o o bien la ecuación 

coeficfont.es de espin se 

anulan salvo µ cC.t.<14>. Asi e_cuación (3.4.7) conduce al 

n 
- c¡-

- 2 dX1d><~- + 
, 2 .. 3 
senh <x )dx 

m..:i = 2 - 1
,.,..

2 <O • csc(x°') , - i csch<x"), 0). 

t"' = <O. 0, O, 1) 

a. 
n (1. o. o. 0) 

cumpli.:ndo as1 la ecu¿,cion (3.4.5) con ,., _ _. 

cot'?ficient.e-s de espin except.o,. 
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<3.4.13) 

2-

(3.4.14) 

<3.4.15) 

1. Se anulan t:.odos los 

<3.4.tr,) 



(l 
o 

iii) 

et.iquet.ando 

ent.onces: 

<o, o; i.:
1

,..
2 o> 

sólo sobreviven los coet'icient.es de espin 

r =: -~ v/3 = ></2. " = 511 = .:'.. " 9 

con '~ .. 3;/'/2. As1 la ecuacion <3.4.7) implica: 

;) = o ~ ;J! 2.5.7. 
. ,. 

iv) Kai;;orodov. Tipo I!I <29) 

3 .. 

(3.4.17) 

K et.e. 

3 
y. X 

... 
V, X 

(3.4.18) 

(3.4.19) 

(3.4.20) 

Las coordenadas s~ oLiquet.an como en el ca.so anLerioP. 

t..et.rada..s son. 

, 
:n <_::_ ;..:x -

2 
K x - -12 • - Kv + • 0) .. 
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o. (0, O, --12 z 0) n X' 

l"' < o 1 :s -Y2 Kx 
Z:>? -12 z - ·2-vzx-z); 

' - X . .. ·' 9 
<3.4.22) 

cumpliéndose la ecuación (3.4.8) con 'P3 Los 

coeíicient.es de esp1n, quedan 

" p = O' = e = o 

y µ/99 = ZA/4:> (jK/4)-!2, 

T (3 = -rr = cv'z = B/153 ,_. = K/z (3.4.23) 

ut.ilizando la ecuación <3.4.10) 

o o o o o = n -K/<S 
o 1 .. z " 

o .. ,, 
i K -f2 n 49 

K -12 o 153 
K 

3 <S 6 ' 7 1 <S 
(3.4.24) 

Las component.es NP del espint.ensor de Lanczos est.án asociadas a 

los coet'icient.es de espln pa1•a los t.ipos O, N, y III. 

Por ot.ra part.e en ~46), 1991 se obt.uvo el pot.encial de Lanczos 

pa1~a las once met.ricas vac1as t.ipo D de Kinnel'sley, el cual 

dernost.r•o que solo pueden exis:t..ir cJast?s de Jnet.ricas con R = u ., 
del t.ipo Pet.rov D. En dicho t.rabajo, t.ambien se demost.ro que los 

coeíicient.es de esp1n de NP generan las proyecciones de K . 
:inc 

la t.ét.rada nula. En los once casos solo se ut.iliza la t.ét.rada: 

sobre 

<m"' m • lo cual permi t.e obt.ener la correspondient.e 

n1et.rica v1a 
·i 

m 
-6 
m + nt~ -·i 

m 
o. 

n y los respect.ivos 

coericient.es de esp1n. Aden1as los vect.ores 1= v n siempre est..aran 

ali.neados con las dil'ecciones de Debever-Penrose. ent.onces 

o a ;r. 2 y de acuerdo con el t.eol'ema de <Joldber;;-Sachs (16) 

A = i; = O para t.odas las once rnet .. ricas de Kinnersley. 

Para las met..ricas de clase IV. se t.ienen dos casos: 

V. D i = ;1--::-¡-
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2 2 
b 

( O, o. 1, 0) 
,,.2 Za.mx + l<" - " ) 

n ' 2 2 
2Q.C a. 

b 
(~_, 

2r><( 
0) 111 = f ·2 2· 

+ X 

lb = ( º· 4 "r r 
2 

L 
1) (3.4.25) 

2 2 2 2 
o. + " 2CL.( o. + " ) 

donde c.,L y son const.ant.es reales. Las correspondienLes 

cant.idades de NP nos quedan:· 

µ = p =e = O = r l , r 
2 2 

Za.< a. - X 

'"' ·2 

+ (f 
~(x 

C< 
2 

o. 

2 2 + a. lx -
3 2 

ci m + t.a.(tx - 2amx -- a.mx 

[lx
3 

- 3a.mx
2 + .3o.

2
tx + 3 

" '" 
2 

- •.a.(lx 

217 (C< - ¡1) 
t. l > 

3 
- \. Q) 

- e") 

+ 2 
X 

(3.4.26) 

L.as éXpre-siones (3.4.26) ~n union con las ecuaciones de Wevl 

Lanczos (\./L) (3.2.8) pel'mit.en obtener 

esp1nt.ensol' de Lanczos: 

e iZ! 2,5,6,7 

(1 
o 3 

debido carece de unicidad, 

una de las múlLiples: soluciones de WL. 

V.2) Si se considera la t.et.rada: 

b 
n < o. O. 1, 0) 

z 
lº = ( o. o. cr 

1) 
2 

X 

b <( Zrf 0) ,z 
m .. 

' "f° -- ' X 

con e y m const.ant..es reales. Donde. 

. ....: = o ;; = o 

ent.onces. 

. r = -rr = -:.. + l1 

2 
Cr 
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c 

las 

+ 

las 

n 
2 

2 rry 

comporient.es 

a 
3 

(3.4.27) 

ecuaciones <3.4.27) 

(3.4.28) 

del 

son 



~( 3 !'!L _ ...... ----2 c;-c-->---=

. 4>< 2{ 
2 

X 

(3.4.29) 

asi la5 e_c~ciones de_ wi. <3.2.s) ··~oridu~en .a{ esipíntensor: ·- · 

}ti~"i ~-"\t (3.4.30) , e - ;e 2.5; 
z.:c 

fl o 
" 3ª 

- . -·.·:·:'· 

con (3.4.27) y (3.4.30) queda det.erminado'- Klj;: - para las mét.ricas 
·,· .·: 

de •.::!ase IV, las cuales son única$ con , µ · = pi= •O. 

En Las mét.ricas de clase IU, t.ambién se i¿¡~~en.·dos casos: 
··:·;·, --:::-:. 

V.3) Para 0<
4 

se t.rabaja con la t.ét.rada::nÜlá: 

<QE)uz ( O, O, 1, 0) 

E 

= <2D-vz <-4c.rrº, dn >< sn x :4~vt~*~~;:~,'.+ Spº~) (3.4.31) 
rr -." 2:~::·~ ~~(-'' '~"_ ... "~·;,· 

A = r - ip • ; ~~-;,; a~t'cr:. x , :;:: = A A 

dn -~ : 4 ::_;~-~~Í~t~~~~;f§~(.·E:icm-; .. n.>< >1rz dn 
-.-•,,/ 

z [• T' º - ~<A!"º.-~-~~-~/~ 2;;·~~ 2<pºr2 

r217 •2 .. -· ~:;.t:.~~·~J~-;~.,i1T•2•' 

[c sn >< 

•3] - 3p -

. 
:·, 'P <m + iD<dn - il'2 'º3 >< sn 

2 

+ 
3-lz <m - iv2 dn x) --- en X sn X .. c. 

µ <I º + 20 °11° - 2 
~ 3 02 

O TT ) 

t. 

l. = 1 dn x <1 - 2 sn
2

><) - ::J!i- sn >< <3 - 2 sn
2
x) (3.4.32) 

las cant.idades a. b. c. l. y m son const...ant..es arbit.rarias y 

en x . sn x 
1 

dn >< represent.an !'unciones <>llpt.icas dt- modulo =72"' 

En <-13) pa,;-. 1201 pueden consult.ar-se l.as expresiones par-a - l - .. 
y U las cuales p¿trt .. icipan en 11 

con <3.4.31) posible veI"'ificar la validez de <3.4.37), 
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p = Qµ , etc. (3.4.33) 

Las n son obt.enidas a part.ir de (3.4.38); 
e 

V.4) Si se selecciona la t.étrada - nula <est.e espacio-t.iempo t.ambién 

se conoce con10 " mét.rica C " y su espintensor ya .fué calculado 8-n 

<5D, la t.ét.rada se proporciona en <43): 

e 
n 

le = < O, 1, O, 0) 

me = ( O, ~-12 Rt'(x) 

con f'Cx) = (-2mx
3 + 

.:_ -/2 R -if'Cx), 
2 

ª"' ... b)i/2 

las canLidades m. a, b, son const.ant.es. 

(3.4.34) 

Est.a solución de la 

mét.rica constant.e t'ué discut.ida inicialment.e por Elhers-Kund en 

(1962). En las mét.ricas de clase U, exist.en seis casos, para 

t ... odas ellas el e::3p1nt.,ensor t,iene la nüsma est.ruct.ura. en donde 

sie-rnpre es posible t?lei:;"ÍI' la tet.rada nula de t.al rnanera que: 

rr • .:.. O • p - p = 2Co -:;:) rr ... rr = 2(0 ... ~) 

µ = Q p Q ,; • >µ2 4 Q (<:p - Qrr(1> , Q = :: 1 <"3.4.35) 

ut.ilizando las ecuaciones de WL implican: 

'1 o Q ·' ;) Q n Q e = <) 7 .. , ... 
= Q n .:: ... ·~ n n i!. ... rr 

-' 
1 6 '.J 12 2 " 3 12 

<3.4.36) 

Por lo que si se puede encont..rar una t.et.rada con las caracLer1st.icas 

(3.4.35), el correspondient.e pot.encial de Lanczos est.ará dado por 

C3.4.:.J6). 

V.5) Est.a mét.rica es la solución de Kerr-Nut. (47). 

n"" <- i ~ )u
2 < O. o. 1. 0) 

1° = C-2QRZ>-1
/

2 < O. 2a, R. 2<1' 2 + 12 + a 2
)) 

ntb = <2Z)-1
/Z e- i. ese x. O. a. sP.n '.\,'.' + 21 cot.. x) (3.4.38) 

donde Q = = 1 t.al que - OR > o v :\ = r - i<l -a cos x), 
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R 

con a, l y m const.ant.es reales 

2 
r 

2 
a 

cuando O se obt.iene la mét.rica de Kerr (48) <hoyo negro 

rot.ación) y si a O, ent.onces result.a, la solucion 

Schwarzschild, con (3.4.37) y <3.4.38) se cumple <3.4.35): 

p Qµ ' T rr = - a sen x <2:!:) -l/Z 

A 

= (1 = ese x 
( + leos - ir x> (2¿)-1/2 OI -a X cos 

2A' 
e = Qy = - _g_ 

[a
2 - mr - l" + i<m r)(l - a cos X)] [-2Q¿R J-u2 

2 A 

4Q <cp Qrr(1> <m + i 1) 
(3.4.39) 'P2 = - = -

A 3 

el espint.ensor correspondient.e est.a dado por (3.4.36) con Q - l 

en las rei;iones del espacio-t.iempo donde R < O (46). 

V.6) En est.e caso se ~li~e la t.et.rada: 

b ( QNJ 1/ 2 
n - 2'z < O. O, t. 0) 

m'> = (2:[)-l/Z <-i , csch x. 0, - a senh x + 21 cot..h x) 

con Q t.al que QN < O y A = r - i<a cosh x - D 

A .>: N = r
2 

+ 2mr 

se verit~ica <.3.4.35): 

Q = Qµ = ~ 
,,\. 

[- 2'.:!. JV2 
2Z 

a senh x 
. r IT 

(l csch x <a - 1 cosh x - ir cosh x) 
2 A' 

<3.4.40) 

[2z J-1/ 2 

Qy __2_ 
2 .:\ 

<m + il) 

[-mr + 1
2 

- a + i<m + r)(a cosh x - U] <-20NL) -u2 

- 3 

"' 
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Las O se det.er-minan de acuer-do a <3.4.36). 
e 

V.7) Par-a la det.er-minación del pot.encial de Lanczos la t.et.r-ada más 

convenient.e es (46): 

b ( QM )v·2 n -
2

:¡: < O, O, 1, 0) 

lb = <- 2QMZ)-1
"'

2 < O, 2a, M, 2<r-2 + 12 

mb = <2:t:)_1
,,

2 <-i , sech x, o, 21 t..anh x - a cosh x) 

donde Q = :!: 1 con QM > O y A r- - i <a senh x - D , ;¡: = . A A 

M = r
2 + 2mr- - a 2 

- 1'2 
<3.4.42) 

Las cant.idades NP adquier-en los valor-es: 

p Qµ = - (
- g~ ) 1/2 

22: A 
r = TT = a cosh x 

A 
~ (l = - sech X 

(a-+ l senh "' X + ir- senh x) <2:!:) -
1

"'
2 

2A' 

-Qr = - _g_ 
[-mr- + 

2 
+ ¿; a 

2 A 

'/J 
2 

sat.isf'aciéndose (3.4.36) y 

col'l'espondient.e esptnt.ensor-. 

V.8) Se t.iene la t.ét.r-ada: 

b ( QF ) 1...-2 
n - zz < O, U, 1. 0) 

A = r - i<ae:-< j) • z = AA 

12 + 

en 

i(m +r-)(a senh x - D J <- 2QM:t:)-v
2 

;~m + i 1) ..__ ___ _ 
A',. 

(3.4.43) 

consecuencia (3.4.36) apol"'t.a 

Q 

, Q F < O 

F = !'
2 + 2mI' (3.4.44) 

Las condiciones (3.4.35) se v~r-iíican con !as A-xpr-esiones: 
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o 

"' 

Qµ = e F ~~ CJ 1/2 

A 
(l + ir) 

(> -
2A" 

Qy = - Q_ [
- 2 A 
<m + i l) 

- 3 
A 

<2'.l:)-1/2 

' T 

Las O se obt.ienen de (3.4.36). 

" 
V.9) Si se selecciona la t.et.rada 

n"' [~ ~ b r-·2 ( o. o. 1, 0) 

t-= [z<mr + b) J-1/2 ( o ' 
1_, mr 

rr 

nula 

+ b, 

me = <2Z)-1/ 2 
( - i, 

2 

~ , O, " -bx - ~) 
4 

2 
r 

A = r - i(b + X ) 
2 

2:: = A A, ,_,_ 

•?nt.onces 

o = - µ ~ [~r ~ -~ )"'2 
'-< <2b - ><2 

- 2ir) <2:<:)~ 1 /2 

+ b2) 

m,_ b et.es: 

X ( 2 L)-1/2 

e.A 

4xA 

r 
<mA + 2b) 

4 A" 
[~ <mr ::~>]--1/2 

p 
2 

<m + i) 

- 3 
A 

"'l esp1nt.ensor se calcula de ac~erdo a (3.4.36), con Q -1. 

11.10) La met..rica se genera con 

-- Q T )1/2 
n (-

2 = 
l., <- 2QTZ>-u2 

., 
= (2:!:) -vz 

'" 
A = r - ix 

•Je tlonde 

rr 
2 

(-

( º· O, 1, 0) 

( º· 2, T, 2r
2 > 

i. 1, º· :·l> 

• l¡J2 
m 
- a 
,-'. 
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- QT > o 

, r 

(3.4.47) 
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Qy _g_ <1 - mr + im.'<) (-2QF:D-v2 

2::\ 
(3.4.47) 

El espint.ensor de Lanczos se det.ermina ut.ilizando C3.4.36). 

En las mét.ricas de clase I, los espacios vacios corresponden a las 

soluciones de :'lut. <49.50), su t.ét.rada nula est.a dada por: 

nb <O, O, 1, 0) 

b 
m ::.. ( - p 

A 

lb "' < O, O, - M 

donde 

A = r ic, 

)) "' " + iy 

!JI = '!' + 2i M c 
o 

e 

La cantidad· ~ º es una. cant.idad col'\St.ant.e :r-eal. 

(3 

µ = M p + L '!-' ... (p2 + pp) 
2 

o 

M o l/ 

2 -/2 

r = rr 

. r = 

o 

2 
C! 

2 

= 2yp, 

'P 

Las ecuaciones de W'eyl-Lanczos acept.an la solución ; 

n = o. 
e b "' 1.6 n e 

1 6 

pat·d. los t..res posibles valor-es de ·'1 . 
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4.0 APLICACIONES ADICIONALES 

En varios t'enón1enos invest.,igados en la f'isica e,,_i.st.e un 

det.erminado t.ipo de int.eracciones fundament.ales y direrent.es se 

observan ef ect.os ruert.es débiles Las int.eracciones 

nucleares y la int..eraccion e!ect.r-omagnet.ica pueden considerarse 

como débiles cuando el ran~o de int.eracción de las pa.rt.1culas 8'.S 

lo suficient.ement.e ;;rande. por ot.ra part.e para un gran ag'reg-ado de 

mat..eria, est.a se vuelve <:?léct~ricamenL<? neut..ra. En apariencia ~l 

fenómeno a e;ran escala en el Universo se ve fuert.en1ent.e at-ect.ado 

por la int.eracción gravit..acional. Si se considera a la g-ravedad 

con10 la inrluencia dominant.e9 ent..onces la t.eor1a de la relat.ividad 

;;eneral puede propor:cionar una descripción del Universo a. ¡;ran 

escala. 

En la const..r-ucción de un n1odelo cosrnológico acept.able para 

desc:ribi:r el Universo ~s necesario hallar un nurne:ro linüt..ci.do de 

observaciones de nat.uraleza ¡;lobal. Al~unas de las nlediciones 

ut...iles son la medición de dist..ancias. est..o se ha.ce a t.raves de la 

t..rian;ulacion para est.rellas cercanas (aproximadament.e cien anos 

luz), sin ~n1bargo para est..rellas lejanas que t.ienen paralaje 1nas 

pequeño se ut..illza un 1net.odo que involucra la n1edicion de la 

luminosid.3.d .:ipar-ent.12'. 

Con la det.erminacion de la luminosidad aparent.e de est.relia.s:. los 

ast..1 ... onomos det.t?rn1inan y ~::la.sifican sus hneas ...,:spect.r-a.les V 

•1escubren uu corr1nlient.o de conocidas lineas esp~ct.r-.ales. llamado: 

r::orr-1mient..o hacia ~l ro JO 
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dist.ancia de la ¡;alaxia. El Universo puede. visualizarse como en 

expansión de acuerdo a las observaciones de Hubble <1936), est.e 

L 
H - e 

ést.a expresión se- conoce result.ado puede expresarse por: ,Y..,/>.. 

como la ley de Hubble con = 5.6 X 101.7 
s. <la const.ant.e 

calculada por Sandaje en 1972). 

Para la aplicacion de las ecuaciones de Einstein del Universo 

act.ual es necesario el conocimienLo previo de la distribución 

fisica de la mat.eria. esta se representa por un t.ensor Tµv 

conocido como t.ensor de Energ-1a-,..toment.o. Si se hace la suposición 

ideal de que a una -?scala lo sut-icient.ement.e ;;rande la mat.eria 

puede considerarse homogeneamente distribuida. lo cual solo sucede 

en los cún1ulos de ;;alaxias, pero no a la escala de galaxias 

individuales ent.onces se puede considerar un Universo idealizado 

por una dist.ribucion ,de 1nat.eria unit-orn1en1ent..e cont..inua represent..ada por 

un:...'1. densidad const,ant.e de n1at.eria-energ-1a p:. La cual es la 

cornponent....e T del t.ensor f?ner;;1a-rnon1ent.o. Las ecuaciones de 

can1po para un espacio lleno homogenean1ent.e con mat..eria predicen 

la evolución del Universo en el t.iempo, lo cual puede compararse 

con n\ediciones ast.ronómicas. t. al es modelos corresponden 

Universos est,át.icos o dinamices. 

La t.area mat..enlat..ica pat""a resolver el problen1a cosmoló~ico 

consist..e en det.er-rninar una. met.rica a ~ran escala <le cual.ro 

dimensiones v una correspondient.e dist.ribucion que sat.ist-a:;a. las 

ecuaciones de Einst..ein. La n1et..rica debe predecir cómo las g-alahi.as 

y los rayos de luz se n1ueven a lo larg-o de Las ~eodésicas: en e-l 

8-Spacio cuadridimensional. 

Para rest.rin~ir las posibles t-ormas de una met.rica cosmolo~ica. se 

impone como prin1er requerimie-nt.o •1ue -?L ~spacio sea isot.rópico. lo 

100 



cual t.iene que ver con que el espacio sea homogéneo· a.•·una escala no 

muy grande . A cont.inuaci6n se present.an como nuevos ejemplos los 

espint.ensores correspondient.es a mét.ricas de ·gran · int.erés en la 

cosmología y en la t'elat.ividad general. 

Todos· los result.ados son nuevos, ya que. no 'Se encue'nt,ran 

report.ados en la lit.erat.ura referent.e a est.e t.ema. 

4.1 LA METRICA DE ROBERTSON-WALKER. 

Para la const.r·ucción de ést,a mét.rica se hace la suposición 

t"isica de que la mat.eria se dist.ribuye homogeneament.e en el 

Universo ademas se desea que la geomet.ria del espacio se det.ermine 

por la dist.ribución de mat.eria, est.e requerimient.o g-eneral se 

conoce con10 principio de Mach, el cual s:e enuncia co1no la 

inercia de un cuerpo se debe a la presencia de otros cuerpos en el 

Universo De acuerdo con el principio ant.erior. se requiere que 

la ~eon1et.ría de t.res dirnensiones espaciales sea homogeneo con 

r•espect.o a la dist.r•ibución de n1at..eria PARTIENDO DE CONCEPTOS 

PURAMENTE GEOMETRICOS t.ales como: la rnét.rica de un espacio t.et.rat.li

rnensional debe cont.ener al subespacio homogeneo t.ridin1ensional v 

basandose en las hipót.esis: 

Exist.e un t.iernpo c;lobal de coordenadas, las cuales sirven 

i::omo el ~ de un· síst.ema de coordenadas. 

El espacio t,et.radimensional para varios valores es 

localrnent.e isot.rópico. 

3 Dos observadores en Lliferent.es punt.os observan una f1sica 

sintilar. 

Se :;enera lo que se conoce como met.rica de Robert .. son-Walker, L:.i 

cual es de suma irnport.ancia "'3'-n La cosmolo~ia. 8-n part ... icular ~s 
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impor·t,a
0nt:e · para el. est.udio del corrimient.o hacia el rojo. 

(4.1.1) 

A part.ir de est.a mét.rica (4.1.1) se const.ruye la t.ét.rada nula 

usando para ello las · ecuaciones: <:1.3.1), (1.4.2) y <2.1.3), de 

ést.a manera se obt.iene: 

z = 1 <i.u,0,0) m = ~ u> r 

z 1 <-i, u,0,0) m ~ <2> 

z l 
1 C0,0,-u.u) 

(3) r ~ 

z 1 <O.O,u,u) n 
~ -(4) 

(4.1.2) 

En donde u es; 

A 
u 

(4.1.3) 

1.::on est...as expresiones s~ calculan los c.:oef"icient.es de espin de 

Newman-Penrose, ut.ilizando las ecuaciones: 

<2.1.26), <2.1.27), <2.1.28) , <2.1.29) y <2.1.30) obt.eniéndose: 

" = o 

,_;- = -p 2F'<y + z) 

r = TT = V = -2F X z 

µ = 2F<-y + z) 

( 
1 

F )(4v + 4Z + 2x) :¡ 

i' = ( 
1 

F :¡- )(4y + 4Z + 2:-.;) 
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en donde 

KA 
F' = 

(4.1.4) -

utilizando las ecuaciones <4.1.4)·:· ~2.2.4) y <3.2.3) se obtienen: 

o 
,, 

o 2 
o e F <x + z> 

1 6 3 

o rr - 1 
F' (>< ) 

2 6 3 

o X 
F (:< ) 

3 6 

n a 
= F <x ) ... 2 

n r 1 
F' (:< ) -

5 6 3 

o !:!.. 
3 F' <-y + z) 

6 6 

o J.; 
2F <>< ) 

? 2 

4.2 ALGUNAS METRICAS DEL TIPO ROBINSON-TRAUTMAN 

Las met..:ricas de Robinson-Traut,rnan t.ienen gran iJ11port.ancia en 

la relatividad :;eneral. ejemplos de estos tipos de espacio-t.iempo 

son: La solucion de Reissner-Nordst.róm, la de Schwarzschild. Jos 

espacios de Siklos. Pet..r-ov. Novot.ny-Horsky, Kasnel"". la rnet.r-ica de 

~linkowski, la me t. rica de t.ipo Bianchi VI y la met.rica est.át.ica 

tipo "C" de Kinnerslev ent.re ot.ras (571. 

En la tneLrica del t.ipo Robinson-Traut..man r ..,--:-s un par..:tm.et..ro 

es el tiempo ret.ardado. Para una superficie r u es const..ant.e. 

~st.os valores det..t?r-nlinan una especie de est'era dist.orsionada. Las 

soluciones de se rA-fieren 1 1na .jescripcíon de 

103 



radiación :;ravi t.acional est~érica,. aunque para que se t.en¡;an ondas 

gravit.acionales est·erícas es necesario que Á In p = K<u), 

y m 1. La ecuación muest.ra que la 

mét.rica es est.át.ica si m = O. Fisícament.e m represent.a la masa del 

sist.ema [581. 

Como ejemplos de la aplicación de la t.écnica para det.erminar el 

e-sp1ntensot" de Lanczos, se hacen los cálculos para las ntét..r•icas de 

la solución de t.ipo Bianchi VI y para la met.rica est.át.ica t.ipo C 

de Kinnersley Los result.ados encont.rados .;,n est.a Sección son 

nuevos y no se encuent.ran report..ados en la liteI"'atut"a. 

4.2.1 METRICA DE LA SOLUCION DE BIANCHI <TIPO IV). 

Las soluciones son del t.ipo III de Pet.rov (58] con m O lo 

cual implica que VJ
2 

= O, además se t.iene: 

C:. In p = " 3 Lf<I; ,µ) + f'<f,µ)J con y tt:.ln p) " "' u ,, 
por lo que p 

Ut,ilizando las e><presiones <3.3.11.3) 

<mr) <( + "()3/2 
i, 0) 

2 r 
(1, o, 

ciñ ') <( + i_')3/2 

2 
Cl, - i. O, 0) 

r 

(lr) = <O. 0.-H, 1) 

<n') <o. O, 1, 0) 

En donde H es una función del t.ipo H<(, f, r,u) arbit.raria. 

Ut.1 llzando Las t?cuaciones <3.3.11.4) se calculan los coeficient.es 

de espln de Newman-Penrose. 

>< = o 

,tJ m O 
>2 
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con los coeficient.es de espin y las ... eC:~a.;iones '(3.4.10) se obt.iene: 

n o o = o o 
2 9 " 

o 1 o a 
H o H 

i ar .. 2 ar d ar 
<e + f>3/2 a o H. 

7 r ;¡-:¡¡ 

4.2.2 METRICA ESTATICA TIPO C DE KINNERSLEY 

Ut.ilizando la mét.rica de Robinson-Traut.man (3.3.11.2) y 

considerando -2 + b + e al isual que (4.2.1), 

las t.ét.radas nulas quedan expresadas corno: 

(m'") = <1. i, O, 0) 

ciñ r) 
2 r 

<1 i, o, 0) 

<lr) = <O. O. - H, 1) 

Cnr) = <O. O, 1, 0) 

con est.as t.ét.radas y las ecuaciones (3.3.11.4) se obt.ienen 'los 

coet'icient.es de espin de Newman-Penrose: 

u = o = e = rr = r = ~ = O 

e- 2n 3 + bn + c)-
3

/
2 

2 
(ón + b) 

(- 2n 3 + bn + e) a 
l' ;)y¡ 11 
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ut.ilizando las ecuaciones <3.4.36) para 

clasi:ficación Pet.rov t.ipo D, se t.iene: 

o 
L 

o 
3 

o 
z 

n 
o 

o 
5 

o 
? 

1 
r 

o 

Q 

(!_ + rr 
ll ' z 
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CONCLUSIONES 

Con el análisis realizado en el present.e se 

most.rado la import.ancia de las t.et.radas nulas <formalismo N.P.) 

como una herramient.a alt.ernat.iva al calculo t.ensorial el 

est.udio y const.rucción del espl.nt.ensor de Lanczos <W-L), el cual 

c:;enera el t.ensor con.formal de \./evl <que con10 se sabe es sumament..e 

import.ant.e debido a que ést.e cont.iene las propiedades int.1nsecas 

del campo i;ravi t.acional no relacionadas con las ruent.es). La 

import.ancia del espl.nt.ensor de Lanczos radica en que dicha 

e>q>resion mat.emát.ica describe nsicament.e una densidad de moment.o 

an¡;ular <en la met.rica de Kerr). [181. Por ot.ra part.e el 

concept.o de esp1nt.enso1· si~hifica un paso hacia la 

unificacion de la t.eoria de la mecánica cuánt.ica y de la i;ravedad, 

Taub ([111 y [12D. En ést.a dirección Novello en 1990 ([511 ~-

(52]) desarrollo una t.eorl.a complet.a de campo con espl.n dos. 

En est.e Lrahato se ha resumido. la inf'ormacion •n1~s recient.e-

1•eferent.e al esp1nt.ensor de Lanczos. a la fecha se han 

det.erminado las expresiones correspondient.es del esp1nt.ensor 

para los t.ipos; Ill N, O, y t.odos los t.ipos O (cuando R 0). 

por ot.ra part.e en el capit.ulo 4 se aplícc· la t.ecnica descrit.a en 

los capit.ulos ant..oriores de est.e para hallar los 

espint.ensores de Lanczos pra las mét.ricas Robert.son-wal .. er 

Robinson-Traut..mann por su impol"t.ancia en la Pi si ca y en la 

Cosmolo.:;1a, es una aport..ación oribinal que no ha sido 

r-eport.ada en la lit.erat..ura. Sin embarg::o aur1 pe!"'n1anecen v.o:;n .. ias 

cuest.iones abiert...as: 

1) Det.er-n\inación de t.: t.. <esplnt .. ensor~ de- \...t-\•l-Lanczos) pétl'é:t 



t...odo o;.· no-vacto t...ipo D . .. 
2> Det.erminar expr·esiones de h'.,

1
t.. para [>·

4 
t.ipo I v t.ipo 11 d.,. 

1nane1·a ~enei·aL 

3> Const.ruccion de una t..eor1a que uni!'ique la ~ravedad con la 

t..E-or1a de la mecd.nica cuant.ica, aunque ya exist.en buenos 

int.ent.os realizados por Novello en 1990 ([51l,[52D. 
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