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PARTE I 

DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

1.1 INTRODUCCION, 

Es de gran importancia entender la influencia de los 

fenómenos meteorológicos sobre la variedad de las actividades del 

hombre; uno de los fenómenos meteorológicos más importantes es la 

lluvia, tanto para las regiones agricolas como para sus zonas 

urbanas. Será posible tener un mayor conocimiento de sus 

posibilidades de producción o desarrollo, si ayudamos a conocer los 

alcances de un recurso básico, el agua. De esta forma, un estudio 

que relacione un análisis estadistico con el problema de pronóstico 

de lluvia, será una ayuda para poder llevar a cabo una planeación 
para un uso más eficiente del agua tanto en el campo como en las 

ciudades resulta vital. 

El problema de pronóstico de lluvia podemos plantearlo 

tanto a corto plazo como a largo plazo. El pronóstico a corto plazo 

se relaciona con el problema de predecir lluvia para un dia 

determinado basándose en las caracteristicas de la lluvia o de otros 

fenómenos meteorológicos de los dias que anteceden al dia en 

cuestión. Este tipo de pronóstico esta determinado en gran medida 

por las condiciones atmosféricas que prevalecen en la región en el 

momento de hacer el pronóstico. 

En el pronóstico a largo plazo se pretende determinar la 

cantidad de lluvia que se espera tener en una región dada para un 

cierto periodo del año, bajo una medida de probabilidad. La mayoria 

de las veces éste pronóstico se hace para un mes o una semana 



cualesquiera del año. 

En el caso particular de México, hasta la fecha, las 
posibles soluciones que se han ofrecido sobre el pronóstico de 

lluvia a largo plazo no han resultado satisfactorias. Aunque la 

Secretaria de Agricultura y Recursos Hidraúlicos (S.A.R.H.), la 

Comisión Federal de Electricidad (C.F.E.),y algunas otras 

dependencias gubernamentales poseen registros de datos de lluvias 

para un gran número de regiones del pais, no se ha obtenido un gran 

beneficio de toda esta información, quizá debido a que no se ha 

aplicado una rnetodologia apropiada que permita resolver el problema. 

El propósito fundamental de este trabajo es ofrecer una 

solución al problema de pronóstico de precipitación pluvial a largo 

plazo presentando una rnetodologia estadistica que se adecue al tipo 

de Serie de Tiempo que presenta el problema. 

Inicialmente debernos definir el periodo de pronóstico, ya 

que es necesario tener un registro de lluvia para ese periodo, 

entonces utilizando ese registro y bajo la condición de que un 

registro (mensual) de lluvia 

estocástico, 

explique el 

el problema se 

de 

es una 

reduce 

dicho 

realización 

a encontrar 

proceso. Una 

de 

un 

un proceso 

modelo que 

vez hecho lo 

anterior es 

comportamiento 

posible hacer inferencia sobre la cantidad de lluvia 

esperada en un determinado periodo. 

1.2 Aspectos Generales Sobre el Estado de Morelos. 

1.2.1. Regiones naturales. 



El estado de Morelos cuenta con una gran diversidad de 

condiciones climáticas en su pequeño territorio, predominando el 

clima cálido, que se manifiesta en las zonas bajas de los rios 
Amacuzac y Nexapa. 

El Clima de tipo semicªlido se presenta, en una franja que 

va de Este a Oeste situada en la zona de transición entre la sierra 
y los valles. El templado se distribuye en las partes más altas de 
los valles de Cuernavaca y cuautla. Los climas semifrios se 

localizan en pequeñas áreas de las partes más altas de la sierra en 

el extremo norte, como son la Cordillera Neovolcánica y la Sierra 
Nevada. 

1.2.2. Hidrología y Balance del Agua. 

El estado queda comprendido en la región hidrológica "Rio 
Balsas" (No. 18) con una superficie de 4 958.22 Km2

, estando 

dividido en las siguientes cuencas: 

cuenca del Rio Atoyac, con una superficie dentro del estado de 

653.17 km2
; es uno de los principales formadores del rio Balsas. Se 

origina con los deshielos que descienden del franco oriental del 

Volcán Iztaccíhuatl, la aportación al estado de Morelos es mínima, 

ya que en la entidad sólo son escurrimientos que drenan hacia la 

corriente principal (Rio Atoyac). 

cuenca del Río Balsas-Mezcala, tiene una superficie dentro del 

estado de 1.66 km2
• El río Balsas corriente principal de esta 

cuenca, recibe en su largo recorriedo varios nombres: Zacatula, 
Atoyac y Mezcala. El aprovechamiento de este Río dentro del estado 

de Morelos es casi nulo. 



Cuenca del Rio Grande Amacuzac, tiene superficie dentro del 

estado de 4, 303. 39 km2 esta cuenca es la que ocupa la mayor parte 

del terriotorio y es uno de los principales afluentes del rio Balsas 

y se origina en las faldas del Nevado de Toluca. 

Los principales almacenamientos del estado, su capacidad y uso: 

NOMBRE 

Laguna el Rodeo 

Emiliano Zapata 

La Poza 

Las Teclas 

La Unión 

Cerro de la Era 

El Venado 

El Tecolote 

La Palapa 

Los Lavaderos 

Palo Prieto 

El ciruelo 

sin6n Cárdenas 

Los Tepetates 

coyotamate 

La Esperanza 

MUNICIPIO Cap. HilI.m 

Miacatlan 28.00 

Puente de Ixtla 6.00 

Tepalcingo 1.45 

Tepalcingo 0.42 

Villa de Ayala 0.30 

Zacualpan 0.30 

Jantetelco 0.27 

Jonacatepec 0.20 

Villa de Ayala 0.13 

Jantetelco 0:12 

Tepalcingo 0.10 

Jantetelco 0.10 

Villa de Ayala 0.10 

Axochiapan 0.90 

Jonacatepec O.SO 

Jantetelco 0.40 

uso 

riego. 

riego. 

riego. 

riego. 

riego. 

riego. 

riego. 

riego. 

riego. 

riego. 

riego. 

riego. 

riego. 

riego. 

riego. 

riego. 

Las áreas dedicadas a la agricultura de riego se 

distribuyen al centro y en menor proporción al este y oeste de la 

entidad. La práctica de la agricultura de temporal es la más usual 
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en el estado; dentro del sector primario, la agricultura sigue 

siendo la actividad más dinámica, destacando el cultivo de la caña 

de azucar. En términos generales el valor de la producción agricola 

ascedió en 1986 a 32.7 mil millones de pesos, de los cuales la caña 

de azucar aportó el 38.1%, rnaiz 13.8%, jitomate 13.3% y cebolla 

11.4%, que en conjunto aportaron el 76.6% del valor total de la 
producción. 

La superficie cosechada en 1985 fué de: 

47 990.1 has. de Riego. 

93 545.0 has. de Temporal. Total 141 535.1 has. 

La superficie total irrigada por sitema de riego: 

44 619.4 has. por gravedad. 

7 258.7 has. por bombeo de pozo. 

2 551. 6 has. bombeo por corriente. 

El problema de prónostico de lluvia para el estado de 

Morelos se estudia de acuerdo a la información recopilada para un 

total de catorce (14) estaciones climatológicas ubicadas en variados 

lugares del estado, ver tabla 1.1. 

Las estaciones seleccionadas poseen información 

pluviomét~ica que comprende el periodo que va desde Enero de 1937 

hasta Diciembre de 1989. 

El total de las catorce estaciones con información 

pluviométrica fui clasificado de acuerdo a regiones de igual 

precipitación ( isoyetas) obtenidas del mapa de la Región México 

Carta de Precipitación To ta 1 Anual 1: l. 000, 000 (segunda impresión, 



ESTACIONES CLIMA TOLOGICAS DEL ESTADO 

DE MORELOS 

MOR1 CUAUTLA 

MOR2 CUERNAVACA 

MOR3 EL RODEO 

MOR4 HUAJINTLAN 

MOR5 TEMILPA 

MOR6 TEMIXCO 

MOR? TEPALCINGO 

MORB TiLZAPOTLA 

MOR8 TLACOTEPEC 

MOR10 TLAYACAPAN 

MOR11 TOTOLAPAN 

MOR12 TRES CUMBRES 

MOR13 YAUTEPEC 

MOR14 ZACATEPEC 



1984) que publica la Secretaria 

atraves del Instituto Nacional 

Informática, ver tabla 1.2. 

de Programación y Presupuesto 

de Estadistica Geograf1a e , 

será d~notada IS0810, la 

y la de 1500 a 2000 mm., 

1.4 y 1.5 respectivamente. 

La isoyeta de 800 a 1000 mm. 
isoyeta de 1000 a 1200 mm., IS01012, 

IS01520, se enlistan en las Tablas 1.3, 

De ésta manera y de acuerdo a información que publica el 

Instituto Nacional de Estadistica Geografía e Informática, en la 

Serie "Cuadernos para la Planeación Estatal" Edición 1988, se 

encuentran las siguientes estad1sticas: la mayor actividad agr1cola 

se concentra en IS0810, alrededor del 90% de la superficie total de 

riego. La IS01012 sólo ocupa el 4% de la superficie irrigada, la 

IS01520 ocupa una sólo una pequeña fracción tanto de extención como 

de concentración de la población y de la actividad económica de 

alrededor del 2%. Sin embargo aproximadamente el 33% de la 

superficie cultivada de temporal se encuentra dentro de IS01012 y un 

65% en rsoa10. or lo que a la distribución de la población se 

refiere, alrededor del 35% se localiza dentro de la ISOSlO y un 60% 

en IS01012. En cuanto a la actividad industrial en !501012 se 

concentra el 40% de ella mientras que en IS01012 alrededor del 55%. 



ESTACIONES CLIMATOLOGICAS DEL ESTADO 

DE MORELOS 

CLASIFICACION POR ISOYET AS 

ISOYETA DE 800 A 1000 MM 

MOR1 CUAUTLA 

MOR3 EL RODEO 

MOR4 HUAJINTLAN 

MOR5 TEMILPA 

MORB TEMIXCO 

MOR? TEPALCINGO 

MOR8 TILZAPOTLA 

MOR9 TLACOTEPEC 

MOR13 YAUTEPEC 

MOR14 ZACATEPEC 

ISOYETA DE 1000 A 1200 MM 

MOR2 CUERNAVACA 

MOR10 TLAYACAPAN 

MOR11 TOTOLAPAN 

ISOYETA DE 1500 A 2000 MM. 

MOR12 TRES CUMBRES 

6 
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PARTE II 

DESCRIPCION DE METODOLOGIAS DE SERIES. DE . TIEMPO. 

2.1 PROMEDIOS HOVILES. 

Dado un conjunto de N observaciones, se tornan las primeras T 

observaciones como un conjunto inicializador y el resto de T+l hasta N 

como un conjunto prueba. El método de promedios móviles de orden T, o 

MA(T) esel siguiente: tomar el promedio de todos los datos en el 

conjunto inicialización como el pronóstico para el periodo (T+l). 

T 

X ¿ X/T = FT•t 
1 =t 

(Entonces como la observación del periodo (T+l) esta disponible, es 

posible calcular el error:) 

e = X - F 
T-+1 T+l T•l 

ahora para el periodo (T+2) la situación es: el conjuto inicializador 
;, .,¡ 
'l será de X

1
, ••• , XT,XT•l y el conjunto prueba será: XT<

2
, ••• ,XN. Es 

decir para el periodo (T+l) se tiene que: 

Promedio Móvil 

X
2 

+ .. :+ X 

X + 
1 + t 

T 

'T 

T•l 

+ X 
T• 1 

Pronóstico 

T•I 

F 
T•2 

x =Ix1¡T. 
1=2 

T+l 

F 
T+l X

1 
= l X /T 
J=l+I J 



Se observa que el promedio móvil de orden T tine las siguientes 

caracter1sticas: 

esta relacionado solamente con los ültinios T periodos de datos 

conocidos. 

- el nümero de observaciones en cada periodo no cambia cuando el 

tiempo avanza. 

Pero tiene las siguientes desventajas: 

todas las ültimas T observaciones deben ser almacenadas, no 

solamente el promedio. 

- no puede manejarse tendencia o estacionalidad adecuadamente. 

(Por ejemplo, el MA(l2), para datos mensuales, suavizaría efectos 

estacionales de las series y seria ütil en la descomposición de la 

serie, pero no serla efectivo sobre s1 mismo como herramienta de 

pronóstico en una serie que ya muestre tendencia y estacionalidad. 

2.2 SUAVIZAHIENTO EXPONENCIAL 

2.2.1 Suavizamiento exponencial Simple 

El método de suavizamiento exponecial se 

asignar mayor importancia a las observaciones más 

cuales tendrán mayor influencia en el pronóstico. 

caracteriza por 

recientes, las 

El metodo puede 

obtenerse de una variación del método de promedios móviles. 

Considere que se cuenta con N observaciones, y se selecciona 

un MA(N). 

Por lo que se tiene: 

Xt-N + ... + Xt-1 

N 



Xt-K+t + ... + Xt-t 
Ft+I 2.1 

N 

Asi que el caso más simple de suavizamiento exponencial 

puede desarrollarse de la ecuación 2.1, o más especificamente de una 

variación de esa ecuación, 

F 
l+I 2.2 

Supongamos que no se cuenta con la observación más vieja 

Xt-N, y usamos un valor aproximado en su lugar. Puede ser reemplazada 

por el pronóstico del periodo previo Ft. Sustituyendo en la ecuación 

2.1, llegamos a: 

o bien 

F 
l+I 

F 
l+I 

1 

N 

2.3 

1 
2.4 

N 

donde observando que N es número positivo, 1/N tenderá a una constante 

entre cero, si N es muy grande, y uno, si N = l. 

De la ecuación 2. 4 se puede ver que este pronóstico Ft+t 

está basado sobre el peso de las observaciones más recientes con un 

valor de peso 1/N y el pronóstico previo, al más reciente, con un peso 

de [ 1 - (1/N) ]. Observando que N es número positivo, l/N tenderá a 

una constante entre cero, si N oo , y uno, si N = l. Sustituyendo l/N 

por a la ecuación 2.4 queda: 

2.5 



La ecuaci6n 2. 5 representa la forma más general para el 

cálculo de pron6sticos, con el método de suavizamiento exponencial. 

Nótese, de 2. 5 que Ft•l puede escribirse como: 

2.2.2 

+ a(l-a)~1 X + a(l-a)H F • 
t- tH-1 l l-H 

2.6 

SUAVIZAHIENTO EXPONENCIAL SIMPLE CON APROXIHACION ADAPTIVA 

LINEAL. 

Al igual que el método anterior, este método elimina errores 

cuando se detecta una tendencia polinomial lineal en la serie 

observada. La ecuaci6n básica para pronóstico con este método es 

similar a la ecuación 2.5 excepto que a es reemplazada por at: 

donde 

a 
l+l 

con Et 

pt 

F 
l+I 

= 

(3 

(3 

l+-1 
e + ( t 

1et1 + 

1 - (3 ) E t-1 

--

( 1 - (3) p 
t-1 

donde a y (3 son parámetros entre cero y uno. 

2.7 

2.9 

2.10 

2.11 

El reemplazar a por at permite detectar los cambios 

provocados por la tendencia presente en la serie de tiempo. 



La ecuación 2. a indica que el valor de ex a usarse en el 

periodo de pronóstico (t+2) esta definido corno el valor absoluto de la 

razón de un término de error suavizado (Et) y un término de error 

absoluto suavizado (Pt) . Esos dos términos suavizados se obtienen 

unando suavizarniento exponencial simple, corno se muestra de las 

ecuaciones 2.9 y 2.10. 

2.2.3 DOBLE SUAVIZAMIENTO EXPONENCIAL: 

METODO LINEAL DE BROWN. 

El método aplica un doble suavizarniento exponencial a la 

serie observada. De la ecuación 2.5 se tine que: 

I . 
st ex xt + 1 - ex s 2.12 

l-1 

11 I I I 
s = ex s ( 

l l 
1 - ex ) s 

l -1 
2.13 

I I 

donde st es el valor del suavizarniento exponencial simple y St es el 

valor del doble suavizamiento esponencial. En seguida se tienen los 

parámetros: 

2.14 

ex -----e< - S:~1>. 
1 - ex 

2.15 

y el proóstico viene dado por: 2; 16 

donde m es el número de predicciones deseadas. 

2.2.4 TRIPLE SUAVIZAMIENTO EXPONENCIAL: 



HETODO CUADRATICO DE BROWN 

S6lo se usa para pronosticar datos cuando en la serie 

observada se detecta una tendencia polinomial de orden dos. Para ir 

del suavizamiento lineal al cuadrático, la aproximaci6n básica es 

incorporar un nivel adicional de suavizamiento y trabajar con una 

ecuaci6n de pron6stico cuadrático. Las ecuaciones de suavizamiento 

cuadrático son: 

' , 
s axt + (1 -

l 
a) 5 t-1 (primer suav1za.mlent.o}. 2 .17 

' ' ' '' s asl + (1 -l a) s l- 1 (segundo suavlzamlcnlo). 2.18 

' ' ' '' ''' s as + (1 l l - a) sl (tercer suavl zamlento) • 2.19 

el pron6stico viene dado por: 

con 

y 

2.2.5 

F 
l+m 

I - . . / 1 I 1 I 

-
2

-,
1
-_-a-)-=-2 [ (6-5a) st - (10,-sa) sl - (4-3a) sl ] . 

c= 
l 

I I I I 11 

(Sl - 2Sl + Sl ) . 
(l-a) 2 

TRIPLE SUAVIZAMIENTO EXPONENCIAL: METODO DE WINTER 

2.20 

2.21 

2.22 

2.23 

2.24 

Los métodos de promedios móviles, y de suavizamiento 

exponencial examinados hasta ahora pueden abordar casi cualquier tipo 



de datos estacionarios y no-estacionarios siempre y cuando los datos 

sean no-estacionales. cuando la estacionalidad exista, sin embargo, 

éstos métodos podrian acarrear a un pobre trabajo de pron6stico. 

El método de Winter trata de explicar comportamientos del 
tipo estacional y tendencia lineal, de tal manera que se expliquen 

dichas componentes que se presentan en la serie observada. 

Si los datos son estacionarios, entonces los promedios 

m6viles o los métodos de suavizamiento exponencial simple son 

apropiados. Si los datos exhiben una tendencia lineal, tanto el modelo 

lineal de Brown, como de Holt son apropiados. Pero si los datos son 

estacionales, esos métodos no pueden manejar bien el problema. El 

método de Winters, sin embargo, puede manejar directamente la 

estacionalidad. 

El método de Winters, esta basado en tres ecuaciones de 

suavizamiento -una para la estacionariedad, una para la tendencia y 

una para la estacinalidad. El método esta basado en las siguientes 

ecuaciones. 

sobre suavizamiento: 

s = ex 
t 

+ (1-cx) 

suavizamiento de tendencia: 

suavizamiento de estacionalidad: 

xt 
I = (3 -- + (1 - (3) I 

t S t t-L 

2.25 

2.26 

2.27 



pronóstico: 

2.28 

donde L es la longuitud de la estacionalidad presente en la serie 

observada, b es la componente de tendencia, I es el factor de ajuste 

estacional y Ft+m es el pron6stico para m periodos hacia adelante. 

2.3 MODELOS DE DESCOHPOSICION DE SERIE 

Con la metodología de descomposición de series se pretende 

identificar y estimar a cada una de las componentes de la serie de 

tiempo por separado. La representaci6n general de la descomposición de 

la serie es de la forma: 

donde 

xt es la serie de tiempo observada al tiempo t. 

sl es la componente estacional al tiempo t. 

Tt es la componente de tendencia al tiempo t. 

It es la componente estocástica al tiempo t. 

En los métodos de descomposición se identifica y separa de 

la serie de tiempo cada una de las componentes presentes, con el 

objetivo de realizar proyecciones sobre cada una de éstas. 

Hoy en día existen diversas metodologías desarrolladas con 

el propósito de realizar la parte del ajuste estacional de la serie; 

en los métodos basados en modelos, a cada componente de la serie se le 

pretende asociar su correspondiente modelo de comportamiento 

estocástico (metodología Box-Jenkins). De hecho el modelo básico, que 

muestra explicitamente la relación que guardan las componentes de una 

serie observada es: 



2.29 

A partir del modelo básico, el problema para el ajuste 

estacional se convierte en el de estimación de las componentes Tt, st 

e It para cada perioda t 1, 2, 3, ... , N. 

Aunque la forma funcional exacta de 2.29 depende del método 
de descomposición realmente usado. 

Cuando se usan métodos de regresión se aplican generalmente 
en los supuestos de que la estacionalidad, y en ocaciones la 

tendencia, pueden representarse de manera determinista mediante 

funciones de tiempo; para ello es común representar a la tendencia 

mediante una curva polinomial y a la estacionalidad mediante funciones 

periódicas (combinaciones de senos y coseno). Cuando se usan métodos 

de promedios móviles, éstos presuponen que tanto la tendencia como la 

estacionalidad, siguen comportamientos dinámicos en el tiempo¡ y en 

consecuencia la estimación de las componentes se usa localmente, de 

forma que la tendencia para un cierto tiempo t
0 

se estima como un 

promedio de observaciones previas y futuras al momento de observación. 

En la práctica se prefiere generalmente trabajar con los métodos de 

promedios móviles; o bien, con métodos basados en modelos (filtro 

Kalman). 

Para todos los métodos de descomposición 

similar y consiste de los siguientes pasos. tales pasos 

conjunto de reglas empíricas de lo que debe hacerse 

estacional de una serie (mensual, en este caso). 

el proceso es 

constituyen el 

en el ajuste 

1) De la srie original, calcule un promedio móvil de 12 términos 

centrado, para estimar inicialmete la componente de tendencia. 

2) Reste de la serie observada el promedio móvil de 1) para obtener 

como diferencia la componente de estacionalidad-irregularidad. 

3) Extrapole seis valores al pricipio y al final de la serie de 

estacionalidad-irregularidad, para sustituir los perdidos en 1). 



4)Calcule un promedio móvil de S términos de cada uno de los meses de 

la componente de estacionalidad-irregularidad, para estimar 

inicialmente a la co~ponente estacional. 

5)Ajuste las desviaciones estacionales para que su suna sea cero; para 

ello reste de las desviaciones estacionales su promedio móvil de 12 

términos centrado. 

6)Reste de la componente de esiacionalidad-irregularidad obtenidas en 

J) la componente obtenida e~ ~5) para estimar a la componente 
irregular. ;~ 

7) Calcule la desviación esÚnd~f;~fu
0

óvil de 5 términos de la componente 

irregular obtenida en 6) para'¿ cí.e:tectár valores extremos; reemplace 
valores extremos. 

8)Repita el paso 4) co la: serie obtenida en 7) para obtener otra 

estimación de la componente estacional. 

9)Repita 5) con la serie de 8). 

lO)Repita 6) con las series obtenidas en 7) y 9). 

ll)Reste de la serie original la componente estacional obtenida en 9) 

para obtener una primera estimación de la serie ajustada por 

estacionalidad. 

12)Calcule un promedio móvil Henderson (véase Kenny Durvin, 1882) a la 

serie ajustada por estacionalidad para obtener otra estimación de la 

componete de tendencia. 

lJ)Reste de la serie original la componente de tendencia calculada en 

12) para otra estimación de la componente estacionalidad 

irregularidad. 

14)Repita 7) con la componete de tendencia calculada en 10). 

15)Repita el paso 4) con la serie obtenida en 14), pero ahora calcule 

un promedio móvil .de 7 términos. 

16)Repita el paso 5) con la serie obtenida en 15). 

17)Repita el paso 11) usando como estimacipn de la componente 

estacional la serie 16) . 

18)Reste de la serie ajustada estacionalmente obtenida en 17), la 

componente de tendencia obtenida en 12), para obtener la estimación de 

la componete irregular. 



Las dificultades computacional~s~en que se incurre al usar 

métodos de descomposición son realmente considerables, en consecuencia 

es necesario un método más adecuado y computacionalmente eficiente. 
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2,4. EL METODO DE BOX-JENKINS 

La metodología propuesta por - Box-Jenkin_s (1976) para 

determinar los valores de p y q de un _ mo_del'o _ ARMA, consiste 

básicamente en el reconocimiento de patrones d~ las FAC teóricas, a 

partir, del comportamiento _observadó e~las, FAC.ínu~strales. 

2. 4. 1 FUNCION DE AUTOCORRELACION DE;UNMODELO·AR. 

El término Autorregresi.v¿;· .~~e . se le da al proceso 

representado por se -refie~re ai'(hecho de que tambien puede 
""-

expresarse como: 

-z -~z +~z + ••• +of>Z +a 
l 1 l-1 2 t-2 p l-p l 

la cual es básicamente una ecuación de regresión lineal, con la 

caracteristica especial de que el valor de la variable dependiente Z 

en el periodo t no depende de los valores de un cierto conjunto de 

variables independientes, corno sucede en el modelo de regresión, si no 

de sus propios valores observados en los periodos anteriores a t y 

ponderados de acuerdo a los coeficientes autorregresivos ~ 1 , ~ 2 , 

~p. 

Las propiedades generales de este modelo serán indicadas a 

partir del análisis de los casos particulares AR{l) y AR(2). 

i) Modelo AR(l) 

En este caso se tiene 

2.30 

Corno se sabe para que esta serie sea estacionaria se requiere que la 

raiz de la ecuación 

1 - ~ X o 2.31. 



se encuentre fuera del circulo unitario; esto es que, 1~1 < 1 o 
-- - - -

equivalentemente que Ud{B) = 1 y por lo tanto 2.31 toma la forma 

Otra posible 

estacionario , 2. 3 2, en 

exclusivamente, es 

representación 

términos de la 

del proceso autorregresivo 

serie de errores aleatorios 

1 ªt + </¡a + </¡2 a + ... 
t.-1 t.-2 

2.33 
1 - rpB 

de donde se observa que si !<fil 

E[ Zt] E[a + . l 
.2; 34 

2 {l 70 CJ' 
a 

+ <fi2 + <fi 4 + 

y 
CJ'2 <film! ., a 

<fJTm-1 m 1,2, ... .. 
1 - <fi2 

2.35 

y debido a que 7 k = 7 -k , se obtiene la fórmula general 

Tm m e 7l. 2.36 

de donde se obtiene que la autocorrelación 

2.37 

lo cual indica que, conforme m crece, la función 

tiende a cero. 

de autocorrelaci6n 

ii) Modelo AR(2). 
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El siguiente esquema autorregresivo a considerar ser~ el 

autorregresivo de segundo orden, esto es, se pasa ahora a estudiar el 

proceso AR(2) definido mediante 

2.38 

Para que el proceso 2; 38 . sea estacionario, debe cumplirse 
que las ralees del polinomio 

se encuentren fuera del circulo unitario o equivalentemente que 

Ud(B) = l y por lo tanto 2.38 toma la forma: 

2.39 

De acuerdo con el teorema de Schur (véase Chipman 1951, pag 119 - 120) 

las condiciones de estacionariedad estan dadas por 

2. 40 

Si el proceso AR(2) en estudio resulta ser estacionario, lo 

único que hace falta para describirlo completamente es obtener su 

funcion de autocovarianza, lo cual se logra como sigue: si E[Zt) = O 
se tiene que 

+ cfi2 7 + (j2 
2 • 

si m o. 
2.41 

si m > o. 

luego entonces, si 7
0 

< ~, se pueden dividir las autocovarianzas 7
1 

y 

7
2 

entre 7
0 

y obtener las llamadas ecuaciones de YULE-WALKER 

2.42 
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que permiten obtener los valores - de. 
. -

pl y P2 en función de los 

parametros c/Jl y q,2. 

En general la FAC satisfac~ 

p = c/Jlpm-1 + q,2p m·- m ?; 3 
"' 

iii) Modelo AR(p) 

Como caso general de un proceso autorregresivo, se puede 

ahora considerar el proceso AR(p) que se describe mediante la ecuación 

(8), la cual es equivalente a 

2.43 

un proceso AR(p) será estacionario si y sólo si las raíces de 

la ecuación característica 

l - ~ X - ~ X
2 

-
1 2 

o. 

se encuentran fuera del circulo uni_tario; esto es, U(B) 

tanto 2.43 toma la forma 

- c/J z = a 
p l-p t 

2.44 

l y por lo 

De acuerdo con el teorema de Schur las condiciones de estacionariedad 

surgen del requerimiento de que los p determinantes que se muestran a 

continuación, sean positivos 

-1 o tf¡p c/J p-1 

¡-ltf¡ p 1 
c/Jl -1 o c/Jp 

-º1 
tf¡ -1 

º2 tf¡p o -1 tf¡ 1 
p 

c/J p-1 tf¡p o -1 



-1 - o 

Ahora se tiene que 

7m E[ZlZl+mJ l[?;pl¿;[Z~~~.EJ + E[Ztal+m] 
I= 1 -

si m > O 2.45 

Luego entonces, si 7
0 

< ~, se pueden dividir las autocovarianzas 7
11 

7 2 , ••• , 7P entre 7
0 

y obtener las ecuaciones de Yule-Walker 

rfi1 + rfi2P1 + 

rfi1p1 + rfi2 + 

las demas autocorrelaciones se pueden obtener de la relación 

m "' p + 1 

2.46 

2.47 

que es en realidad otra manera de escribir la ecuación en diferencias 

;m;,:p+l 



con 

¡ = 1 

a partir 

expresar 

es decir 

l 
1/1 (B) = <fJ(B) o l 

estacionario, es posible 

aleatorios; es decir, 

2.48 

:.:· .. pueden obtenerse 

debe poderse 

<fJ(B) l/l(B) 2.49 

El argumento anterior conduce a pensa~ en la existencia de 

procesos que puedan representarse en términos de choques aleatorios. A 

este tipo de procesos se les denomina de promedios móviles y se les 

denota por MA. 

Por último es importante notar que existe solamenteuna FAC 

asociada con el proceso AR en estudio; para el caso general del 

proceso AR(p), dicha FAC queda completa y únicamente determinada por 

2. 49 y las condiciones iniciales que surgen de las ecuaciones de 

Yule-Walker. 

2.4.Z MODELOS DE PROMEDIOS MOVILES. 

La idea básica de estos modelos consiste en representar a un 

modelo estocástico Zt , cuyos valores pueden ser dependientes unos de 

otros, como suma f ínita ponderada de choques aleatorios independientes 

at ¡ o sea 



J 
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Las propiedades generales de estos modelos serán 

indicadas a partir del análisis de los casos particulares MA(l} y 

MA(2}. 

iv} Modelo MA(l}. 

El proceso de promedios móviles de orden uno es el más 
simple; dicho proceso MA(l) se expresa mediante 

z a - ea 
l t. t.-1 

para este modelo es inmediato obtener 

además, las autocovarianzas ~le~en 'd~:d,~s por 

E[z¡Z,~J f'.{i:~~ si ro 1 
2.50 

si ro ;o:: 2 

Por lo tanto, la FAC es 

- e si ro 1 

p = 1 + e2 
.. 1 2.51 

o ; si ro ;o:: 2 

lo anterior indica que el proceso MA(l) no "recuerda" más allá de lo 

ocurrido en el periodo anterior, es decir, tiene memoria limitada a un 

sólo periodo. 

Como se vió anteriormente, los procesos autorregresivos 

estacionarios pueden representarse también mediante modelos de 

promedios móviles; en particular, el proceso AR( } tiene una 
representación equivalente en el modelo MA(l}, pues 



una conclusión que surge de esto es que el proceso MA(l) puede 

representarse también en forma autorregresiva si 191 < l. 

En general, cuando un proceso puede expresarse mediante un 

modelo AR, se dirá que dicho proceso es INVERTIBLE, lo cual significa 

que tiene corno posible representación a 

IT(B) 

en donde 

IT(B) 

a 
l 

1 - rr B - rr B
2 

-
1 2 

con la condición de que 

IT(X) = 1 - 2= ir
1
X

1 

1 =1 

converge dentro o sobre el circulo unitario IXI ~ l. 

Nótese que en los argumentos recién expuestos aparece la 

idea de DUALIDAD entre estacionariedad para un proceso AR e 

invertibilidad para un proceso MA¡ en particular, todo proceso MA es 

estacionario, mientras que todo proceso AR es invertible. Además, las 

condiciones para invertibilidad de un proceso MA pueden obtenerse de 

manera similar a las condiciones de estacionariedad para un proceso 

AR; esto es, la condición de invertibilidad para un proceso MA se 

expresa también en términos del polinórnio e(B) através del 

requerimiento de que las raices de la ecuación 

e(X) = O 

se encuentren fuera del circulo unitario. 

La importancia del concepto invertibilidad radica en que 

todo proceso invertible esta determinado de manera ünica por su FAC, 



lo cual no ocurre con un proceso que no sea invertible. 

v) Modelos MA(2) 

El siguiente proceso a considerar será el MA(2) cuyo modelo 
es: 

- e - a 
2 t-2 

Dicho proceso tiene como media y varianza a 

y como función de 

- 8182 (at-lªt+m2 

+ e2 a a ] 
1 l-2 l+m-2 

l 
e + e e ) <T

2 si m l. 
1 1 2 a 

9 2CT~ si m 2 

si m ;,:: 3 

2.52 

Por lo tanto la FAC correspondiente es: 



e t ( 1 - e z> , si 1 rn 

1 + ez + ez 
t 2 

-e 
2 si In" 2 2.53 

1 + ez + ez 
t 2 

o si rn >: 3 

De las fórmulas anteriores es claro que el proceso es 

estacionario: 

para que el proceso sea invertible se requiere que las ralees de 

1 - e x - e x2 
= o 

1 2 

se encuentren fuera del circulo unitario o equivalentemente que 

y 

vi) Modelo MA(q) 

En general, un proceso estocástico se dira que sigue un 

esquema de promedios móviles q >: 1 si tiene la representación dada por 

(9), esto es 

a -ea -ea 
t 1 t-1 2 l-2 

- e a 
q t-q 

dicho proceso tiene corno media y varianza a 

y ( i + e 2 + e 2 + e 2 
) cr2 1 o = 1 2 q .. 

y corno función de covarianza 

e-e +e e +e e ) o-2
: sirn=l, 2, .• ,q 

m 1 m+ 1 q-m q a. 

7 2.53 . 
o ;sirn>:q + 1 



Por lo tanto, la correspondiente FAC viene a ser 

-9 

p = 1 +_ 9 2 
- + 9 2 + 

m 1 2 · 

2· 
+ 9-

q 

si m=l, 2, ... ,q 

·o si m "' q + 1 

2.54 

Lo cual muestra que el proceso MA(q) TIEHE UNA MEMORIA LIMITADA a q 

PERIODOS. Se puede ver que en las fórmulas an eriores que ni la media, 

ni la varianza, ni las covarianzas del proceso MA(q), dependen del 

tiempo, lo cual indica que el proceso es estacionario. si el proceso 

resulta ser invertible, admitirá también la representación 

en donde-los coeficientes rr
1

, rr
2

, ••• podrian obtenerse de la relación 

TI(B) 9 (B) = l. 



Z.5 MODELOS ARMA. 

Una generalización de los inodélos· AR y MA previamente 

descritos, consiste en combinar ambas clases de modelos para obtener 

lo que se conoce como modelos AUTORREGRESIVOS y DE PROMEDIOS MOVILES 

(ARMA). Estos modelos tienen la representación dada por 2.11. 

Dicha generalización surge del hecho de que las serie de 

tiempo que se observan en la práctica, muchas veces presentan 

caracterlsticas tanto de proceso AR como del proceso MA. 

vii) Modelos ARMA(l,l) 

El proceso autorregresivo y da promedios móviles de orden 

(1,1), está definido por 

2.56 

y, puesto que contiene tanto características autorregresivas como de 

promedios móviles, no tiene por que ser invertible ni estacionario, 

pero las condiciones de estacionariedad e invertibilidad se derivan 

fácilmente de las condiciones respectivas para procesos MA(l) y AR(l)¡ 

es decir, para que el proceso (JJ) sea invertible se requiere que la 

raíz de 1 - ex = o esté fuera del circulo unitario y, similarmente 

para que sea estacionario, es requisito que la raíz de 1 - ~X = o se 

encuentre fuera del círculo unitario. 

si el proceso resulta ser estacionario e invertible, 

1 entonces las representaciones 

Zl = l/l(B) ªl = 1 - l/ltªl-t - ."'zªt-2 -

y 2.57 



son tales que las sumas· 

y ·.2=··· IT J 

J = 1 

. , . . . 
son convergentes. 

'c.,, , 

Para obtener ·las .. autocovarianzas de. 2. 56 es coriveriiente 
escribirlo como 

en donde se sigue considerando que 

entonces la varianza se obtiene 

en donde para todo t 

puesto que z,_1 depende de los 

pero no depende de a,; asimismo 

= <P•! eo-! 
Por lo tanto, 2.58 se convierte en 

E[a a ) - 8E[a2 J 
l l-\ l-1 

7
0 

= </17
1 

+ u! - B(<fio-! - eu! ) 

De manera similar , las autocovarianzas vienen a ser 

si m 1 

si rn ~ 2 

lgUal a cero, 

. 2. 58 

el tiempo t-1, 

2.59 



.j 

nótese en esta expresión cómo las autocovarianzas para más de un 

retraso siguen la misma relación que un proceso AR(l). 

Notese que r
0 

y r
1 

se obtiene del seguiente sistema de ecuaciones 

r 
0 

.Pr 
1 

+ ¡ 1 - e ( .p - e) Jo-! 

7
1 

r/>r0 - ea-! 

que tiene por solución 

7 .. 
2.60 

71 

(1 ~ r/>G) {r/> - e)o-2 .. 
l. "'2 

De 2.59 y 2.60 pue_de concluirse que la función de aUtocovarianza es 

pues 7,. 

7,. 

r/>'"-17
1

, lo cual da origen a la FAC 

P,. 

r/>m-t (1 - r1>e) {r/> - e¡ 

1 - 2<1>e + e2 

m 1, 2 , ... 

m 1 t 2 I • • • 2 • 61 

nótese que debido al factor </>m-l y a la condición de estacionariedad 

l<t>l < 1, se sigue que pm tiene un decaimiento exponencial a cero a 

partir de p
1

• 

viii) Modelos ARMA (p,q). 

El caso general de un proceso se representa mediante 2.30, 

esto es por 



Para que el proceso autorregresivo y de promedios móviles 

ARMA(p,q) sea estacionario se requiere que todas las raíces de ~P(X) 

estén fuera del circulo unitario, esto es, Ud(B) = 1 y por lo tanto 
tamando e= o, 2.30 toma la forma 

2.62 

- e a 
q t.-p 

Zl definid~~ como en 
·--;;·, 

Se sigue que para m ~ O 
p 

7mE[ZlZl-m) ~ 2.63 
1=1 

,;,---:-.:. 
obsérvese que zl está afectada por l()s,: choques aleatorios a I -_ l-m 

ªl-m-1 1 

sigue que 
pero es independiente a : ª~-~+;z ,:'. . :'; de donde se 

. . - . 
y por lo tanto, 2.63 da por resultado 

7 .. ; m > q 2.64 

mientras que para m s q, 7m involucrará a los parametros 

, e. En particular, la varianza está dada por la ecuación 
q 

7
0 

="' 7 +"' 7 + . • . +t/l 7 +a
2 -e [a z ) -

"'1 1 "'z z p p a 1 l l 
2.64' 

e , .. f3 m+l / 

la cual, debido a que involucra a 7
1

, 7
2

, 7P tiene que ser 

resuelta simultaneamente para estas p autocovarianzas. 
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En lo qU:e respecta a las autocorreiacionés para procesos 

ARMA(p,q), éstas·· poár¡¡n· ob.terierse para .retrasos mayores a q, de la 

relación 

7 
"' 2.65 

y para retrasos menores o iguales a .cj, . ~a:;}'.~f§~or~e~~cion p"' in':'olucra 
a los parámetros e , e , . . . , e .. LO c¡.ial <significa: que si q .:: p, la. 

m m•l q ,,., .:/.::.··»~.:F/º···.·'~:;.;· >~;·;·,"-.::-~>.· · ·. 
FAC estará determinada tan solo por la e9u.aci~>n en diferencias 1 ' 

( l - t/l B - t/l B2 
- • • • - t/l BP) p = O 

1 2 p m . P.ara m > q 2.66 

sujeta a las condiciones iniciales p
1 

, p
2 

, 

Se sabe que la representación de los procesos definidos en 

, con las condiciones impuestas sobre t/lP(B) y eq(B), aseguran que 

at es la inovación de Zt en el tiempo t. Se dirá que esta expresión 

es MINIMAL, si t/lP{B) y eq(B) no tienen ralees comunes, se sabe también 

que dicha representación minimal existe, es única y es obtenida a 

partir de cualquier representación del tipo simplemente al 

eliminar las posibles ralees comunes de t/lP(B) y eq(B). Las ideas 

expuestas anteriormente dan la pauta para una primera caracterizacion 

de los procesos ARMA(p,q), la cual se llamará "representáción mínima! 

ARMA(p,q)'". A continuacón se da una definicón que posteriormente 

ayudará para formalizar estas ideas. 

considérese una sucesión de números reales s,.; rn e 7l. la cual 

satisface una ecuación en diferencias lineal de orden r para el rango 

R; esto es, existen t/l 1, t/¡ 2, ••• , t/lr; t/lr~ O tales que 



o sim?: R 

5m - tf¡ 1 s m - 1 - ~ • ; - tf¡ y s m - ·y 

,si-m R- 1 

tal sucesión también satisface otras ecuaciones en diferencias para m 

mayores que algún rango (posiblemente diferente de R). Entre todas las 

ecuaciónes, una tiene un orden minimal r
0

• El rango asociado con este 

orden se denotará por R
0 

y la sucesión Sm; m e il. se dirá que 

satisface una ecuación en diferencias de orden minimal r
0 

para el 

rango mínimo R
0

• Usando la definición anterior, se puede dar la 

primera caracterización de una representación minimal ARMA(p,q) ( ver 
Beguin y Gourieroux (1980) para más detalles). 

Nótese que hasta ahora se ha centrado la exposición en 

modelos que son estacionarios, pero en la práctica lo más común es que 

las series que se analizan sean no estacionarias, ya sea porque 

exhiben algún tipo de tendencia, porque su varianza no sea constante o 

porque estén influenciadas por algún factor de tipo semideterminista 

como puede ser la ESTACIONALIDAD. El caso de series influenciadas por 

elementos estacionales se verá posteriormente; si, en cambio, el 

problema es que se aprecia una Tendencia en el comportamiento de la 

serie, es posible que dicha tendencia sea de carácter polinomial 

adaptivo y que por lo tanto, pueda eliminarse mediante la aplicación 

del operador diferencia lo cual da origen a los modelos ARIMA. Por 

otro lado, si la no estacionariedad se debe también a que la varianza 

no fili constante, quizá la causa sea que en cada punto de observación 

t, la variable Z tiene varianza ~2 la cual es función de su media µt; 
t l 

de ocurrir esto, un argumento derivado del trabajo de Bartlett (1947), 

conduce a determinar una transformación potencia del tipo 

si il. ~ o 

si il. o 
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1 q 
-· 

~ J 
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J 
J 
j 

J 
_J 

dicha transformación puede .s.er .. útil par~ est:ábilizar la varianza de la 

serie, antes de cancel~r :ía.,'.po~Jl:)Je ten'den8i~ polinomial adaptiva . 
. . , . o-~·."'·<·.'}:?: :''> )}.:{~·.':-~ ~ .. '.~:-~-~·-· 

deducir 

orden 

Del estudi~: ·J~ .;h"a~f:'ftFndÜ5n''°'cdeF 'autocorrelacion se puede 

un cri_terfo par~: re8dn6fe;~ ~·l; proceso MA e identificar su 

i~é~~d~;~ :e) . proceso 
.,.-\ '~ 0 -:1:._._x:: ~:}' :::.:·i~;ir~ó_J;·-~ 

si __ pm·_ -= O tiene una 

representacion MA(q). 
'""> ' ' :~:-~,-· :~--{'·.· .. .. 

Se trata entonces de enéont~a/ bfr~·;·criterio de este tipo 

que permita reconocer los procesos AR; E~\:.~ -~riterio se obtendrá a 

partir de las ecuaciones de Yule-W~lker 2.46, las cuales pueden 

escribirse como 

en donde B{n,m) es una 

en 

de 

B(n,m) = 

rp nn 
IA(n,O) 1 

IB(n,O) 1 
2.67 

donde A{n,m) es una matriz compuesta por las n-1 primeras columnas 

la matriz B(n,m) y con la n-ésima columna dada por V = (p••I' P •• 2 • 



P.;.nl. Esto es,, -si -se supone que, el proceso es un ARMA(n,O), 

n ecuaciones de 

para el último 

entonces "' ~es la . solución: 
nn -.-·" ·" --: 

Yule-Walker -- obténidas 

coefi6ie~te -~~to1:}egresivo_. 

si no se 

habrá que hacer el 

relación 

</>nn ¡ pl 
IA(n,O) I 

I B(n, OÍ 1 

la práctica, 

la siguiente 

2.68 

que es conocida como la Función de AutoC:órrelación Parcial 

obsérvese que si zt es un AR(~) entonces 

(FACP). 

i) si n < p 

ii) si n = p 

iii) si n > p 

</>nn no será cero en general 

rf¡nn = rf¡P no es cero 

"'"" = o 

Se puede ver que en el caso de un proceso MA o de un modelo 

ARMA, la FACP no tiene ninguna razón para ser cero cuando los retrasos 

sobrepasan un cierto valor. Aunque se observa que en ambos casos, ésta 

decae en forma exponencial. 

De esta manera se ha llegado a'.un criterio para reconocer 

los procesos AR e identificar su orden: 

si "'= = O para n > p entonces el proceso 

En el caso en donde ni pm ni rfinn se 

Zt es .un AR(p). 

vuelvan cero para m o n 

suficientemente grande, habrá que buscar otro tipo de modelo, por 

ejemplo un ARMA. 

Bartlett (1946) dedujo, en el caso Gaussiano, la varianza de 

este estimador. En el caso en que el cálculo se hace para un MA(q) y 

para m > q esta varianza vale aproximadamente 



J 

var (pm) ~ .{ 1 + 2 ~1 pl } 2.69 

y puede ser estimada pori 

1 { -N- . 1+ 0 2. 2.70 

Igualmente, para un AR(p) y. para m> p, Gueriovill~ (l942) obtUvo la 

varianza de 4>nn y se encontró q~e apro.ximadamente 

2.71 

Además, para N suficientemente grande pm 4>nn tendrán una 

distribución Gaussiana . Se sabe que el valor absoluto de una variable 

aleatoria Gaussiaana tiene una probabilidad de aproximadamente 5% de 

sobrepasar dos veces su desviación estándar. 

Frente a una serie de tiempo, se calculan pm , 4>nn , 
A A 

y var(4>nn), se grafican las pm, indicando sus ordenadas 

(2 / v~r(p) 
m 

, - 2 /v~r(p) 
m 

Se podrá considerar que cualquier pm comprendida entre esos dos casos 

limite, corresponde a un valor cero de pm. Análogamente para la FACP 

se establece que 4>nn se encuentra fuera del intervalo definido por ± 2 

para n > p 

En conclusión, para llevar acabo la etapa de identificación 

es conveniente recordar las caracteristicas de la FAC y de la FACP; 

dichas caracteristicas se resumen en el cuadro (1) para una serie 

estacionaria Zt (ver Guerrero, 1983). 
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COHPORTAHIEITTO DE LAS FAC Y _FACS_ PARA PROCESOS AR, HA, Y ARHA 

PROCESO 

AR(p) 

HA(ql 

FAC 

CONVERGENCIA· A CERO, CON 

COHPORTAHIENTO O! CTAOD 

POR LA_ECUACION cPIBlp = 
O, PARA m :!: p m 

SOLO LAS PR [ HERA S q AUTO

CORR ELA C 1 OH ES SON O! ST!N

TAS DE CERO 

ARH.A(p,q) COMPORTAMIENTO IRREGULAR 

DE LAS PR!HERAS q AUTOCO

RRELACIONES y OESPUES cm¡ 

VERG E NC 1 A A. CERO O E A CUER 

00 CON <PIBlpm= O, PARA m 
) q 

fACP ~ 

SOLA H Elff E ÚS PR 1 H ERAS 

AUTIJCORRf.LAC[l)rlf:S PAR

CIALES SOtl DISTtNTAS 

DE CERO 

SUCES ION rnn:IITA COtl

VERC ENTE A CERO 

SUCES !011 !NF!ll!TA CON

VERGE un: A CERO 

En resumen, la técnica de Box-Jenkins para identificar 

modelos de series de tiempo, se basa en inferencias construidas a 

partir de patrones de la FAC Muestral (FACM) y de la FACP Muestral 

(FACPM) de la serie . Esto es, la técnica de Box-Jenkins usa el hecho 

de que si Zt es un ARMA(p, O), entonces q,
00 

"' O para n = p y q,
00 

= o, 

paran> p, mientras que si zt es un ARMA(O,q), entonces pm =O para 

m > q. Dicha técnica emplea la inspección visual de las gráficas de 

las FACM y FACPM. Sin embargo, cuando p y q son ambos diferentes de 

cero, la FACP y la FAC no poseen gráficas que determinen de manera 

única los valores de p y q por una simple inspección, en este caso las 

correspondientes caracteristicas de las funciones teóricas para varios 

tipos de modelos ARMA(p,q) han sido usadas como patrones de referencia 

(ver por ejemplo Box-Jenkins 1976 y Guerrero 1983). 

2.6. SERIES DE TIEMPO ESTACIONALES, 

Por una serie de tiempo estacional se entenderá una serie de 
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tiempo que, aparte de contener -tendencia (y/o ciclo) de larga 

duración, muestra Üuct~acÍ.oT\es :qu~}s~ ~eipiten - anualmente; quizá con 

cambios graduales através de los•añÓs. 

Una característica fundamental de las series estacionales 

con observaciones mensuales, es la similitud de comportamiento entre 

observaciones para el mismo mes en años consecutivos. De igual manera, 

si la serie estacional es de observaciones semestrales, existirán 

similitudes entre los mismos semestres para años consecutivos, de tal 

forma que los meses de diciembre fuesen similares a los meses de 

junio; además de que los diciembres muestran comportamiento similar 

entre si y de que los junios se comporten también de manera parecida. 

Por lo anterior, es conveniente hablar genéricamente de un 

periodo estacional que comprenda E observaciones contiguas. 

OPERADORES Y MODELOS PURAMENTE ESTACIONALES. 

El operador de diferencia estacio_nal Vm se define como 
E 

m 

L ( j )(- l)JztcJE 

J = \ 

para m = o, 1, y E = 1, 2 , ... 2. 72 

mientras que un polinómio de retraso estacional de orden K con 

coeficientes constantesa a
1

, a
2

, 

k 

1 - ¿ 
J =\ 

ª~ viene dado por 

a BJE 
J 

2.73 

Con la notación recién introducida es posible obtener 

representaciones puramente estacionales de tipo ARIMA(P,D,Q) cómo 



2.74 

: .: .·-E- -- -::-·- - .:.· 
en donde µ. es la media de Zl ·~ ( B ) representa a un polinómio 

autorregresivo estacional de orderi E', O(B'-) denota a un polinómio de 

promedios móviles estacional de Ord~-n~Q y· la sucesión {a } es ruido 
'' ,_>_,:-· __ ' __ : . . t 

blanco. Para observar la analogía del modelo estacional 2. 73 con el 

modelo no estacional ( 10), es ~ori~~rii.ente considerar algunos casos 

particulares de 2.74. 

Considérese el proceso ARIMA (l,O,O)E descrito por 

<l>Z + a 
l-E l 

2.75 

para este proceso se tiene la varianza 

7 = E[(<l>Z +a )
2

] = <1>
2

E(Z2
] +2<l>E[Z a]+ E[a2

) 
O l-E l l-E ·. ·· - -l-E l l 

en donde, suponiendo estacionariedad para {Zl}¡ se obtiene 

•o <!>2•0 + 
2 _. 

<T .. 
es decir 

0-2 

•o • 
1 - .¡.2 

y, de manera semejante, se obtienen también las autocovarianzas 

1 - .¡.2 

1' 2E = 

1 - .¡.2 
para i z: o 



mientras que>-r,;;;= ·?~ PªJ:"ª m; "· iE ... 
Por lo tanto, la FAC de' 2 .. 7 5 . viene a· ser 

:con,i 0, 1 I .2 t 

2.76 

Otro caso particular de lo constituye el proceso ARIMA(O,Otl)E 
representado mediante la expr~stb~ 

y para el cual se tiene la función 

( 1 + 8
2 

) CT
2 . 

1' o para m·"' E 

que, en términos de la FAC, implica· 

si m E 
2. 77 

si m ;,: 1 con m "' E 

o sea que existirá únicamente una autocorrelación diferente de cero, 

correspondiente al retraso m = E. 

De 2.37 y 2.76 se puede apreciar la analogía que existe 

entre las FAC'S de los procesos AR(l) y AR(l)EJ lo mismo ocurre con 

las relaciones 2. 51 y 2. 77. Dicha a na logia se generaliza de manera 

obvia a los modelos más generales AR(P) E y de igual forma a los 

modelos mixtos puramente estacionales ARMA(P,Q)E y ARIMA(P,D,Q)E • De 

esta manera la metodología de construcción de modelos para el caso no 

estacional expuesta previamente se aplica sin mayores modificaciones a 



los procesos que son puramente estacionales. Sin embargo este hecho, 

aunque aparentemente importante, es de poca utilidad en la práctica ya 

que en raras ocasiones la serie en estudio será puramente estacional 

y, por el contrario, mostrará tanto efectos estacionales 

no-estacionales. 

1.7. MODELO MULTIPLICATIVO ESTACIONAL, 

cómo 

Para tener en cuenta a~bos tipos de efectos, estacionales y 

no-estacionales, BOX-JENKINS (1~7o~~h~~ propuesto un modelo general de 

la forma 

2.78 

en donde las variables {al} no se suponen ruido blanco, sino generadas 

por un proceso ARIMA(p,d,q), o sea 

2.79 

con {al) un proceso de ruido blanco. De estas últimas expresiones se 

obtiene el modelo multiplicativo estacional 

denotado por ARIMA(p,d,q) x (P,D,Q)E • La importancia de este modelo 

radica en que, para series con observaciones mensuales, como las del 

problema en cuestión, se tienen en cuenta posibles relaciones 

i) entre meses contiguos dentro de los años, debido a 2.79 y 

ii) entre años para los mismos meses, a causa de 2.78. 

En particular esto significa que por ejemplo, la elevación 
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•.lel nivel de la precipitación plt1vial en los meses de Junio, Julio Y 

/\gesto en algunos estados. de .la República .Mexicana, debe poder 

explicarse tanto por el compo~~amiento de estas observacionesen unos 

cuantos meses previos a Junio, Julio y A9osto, así corno por el nivel 

alcanzado por la precipitación pluviril en los meses de Junio, Julio y 

Agosto del o de los afies anterior~s~, 

Corno es de suponer, a mayor complejidad del modelo deberá 

corresponder una estructura de autocorrelación más compleja. 

1,..8 IDENTIFICACION DE MODELOS PARA SERIES DE TIEMPO ESTACIONALES, 

El proceso de construcción de modelos para series de tiempo 

estacionales es el mismo que para series de no-estacionales, pero 

ahora la etapa de identificación es un tanto más complicada debido a 

que el número de modelos que podrían postularse para representar a una 

serie de tiempo dada, aumenta considerablemente. 

Cabe notar que en la forma explicita de los modelos que aquí 

se trataran se hace uso, no de la variable original Zt , sino de la 

variable estacionaria Wt definida por 

w 
t 

2. 80 

para algunas variables de d, D y alguna transformación apropiada 

T(Zt). Los valores D y d deben determinarse de tal manera que la serie 

resultante, {Wt), sea aproximadamente estacionaria; para esto podrian 

graficarse las FAC muestrales de {T(Zt)}, {17T(Zt)}, {17
2
T(Zt)} 

{17 T(Z) }, {1717T(Z)} y {17
2

17 T{Z)}, la inspeccion visual de estas 
E t t E t 

gráficas permitirá decidir el grado de diferenciación requerido para 

estacinarizar la serie. otra ayuda para decidir los valores de d y D 

consiste en calcular la desviación estándar de las series anteriores y 



quizá de la serie diferenciada una vei más~ tanto regular como 

estacionalmente; la idea es pues cal~ular'.los valores 

ti 

s 2 (j, i) 1 ·~· 
N -E - J - 1 

1 

para J, i o, 1, 2. 2.81 

ya que la serie que satisfaga el criterio 

S(d,D) = min { S(i,j) ; . i;j o, 1, 2 } 2.82 

de manera aproximada. 



1 

1 

j 

:] 
' 

PARTE III 

ESTUDIO COMPARATIVO Y SELECCION DE METODOLOGIA. 

INTRODUCCION, 

El problema de prónostico de lluvia para el estado de 

Morelos se estudia de acuerdo a la información recopilada para un 

total de catorce (14) estaciones climatológicas ubicadas en variados 

lugares del estado. 

Las estaciones seleccionadas poseen información 

pluviométrica que comprende el periodo que va desde Enero de 1937 

a Diciembre de 1989. 

El total de las catorce estaciones con información 

pluviométrica fue clasificado de acuerdo a regiones de igual 

precipitación (isoyetas) obtenidas del mapa de la Región México Carta 

de Precipitación Total Anual 1:1.000,000 (segunda impresión, 1984} que 

publica la Secretaria de Programación y Presupuesto a traves del 

Instituto Nacional de Estadistica Geografia e Informática. 

Se estudia la isoyeta de 1000 mm. a 1200 mm. de prcipitación 

total anual, Tabla 3.1, para elaborar su pronóstico conforme a algunos 

de los métodos descritos en la Parte II y comparar los resultados que 

ellos arrojan, a fin de seleccionar un método adecuado para estudiar 

el tipo de serie de tiempo que se precenta en éste problema y realizar 

un pronóstico para todo el estado. 



3,1 ESTUDIO DE LA ISOYETA 1000~ - 1200 mm. 

3,1;1 METODOLOGIA BOX-JENKINS. 

En esta parte se ejemplifica la metodologia para la 
construcción de modelos de Series de Tiempo desarrollada por 
Box-Jenkins, haciendo uso de la información correspondiente a la 
isoyeta 1000 - 1200 mm. del Estado de Morelos. 

Todos los modelos fueron obtenidos de manera análoga 

siguiendo la estrategia de construcción de modelos para series de 

tiempo desarrollada por Box-Jenkins (1970). 

i) Identificación de un posible modelo dentro de la clase de modelos 

ARIMA (p,d,q) X (P,D,Q). 

En ésta etapa se tiene como objetivo determinar los ordenes 

de los polinomios autorregresivo (AR) y de promedios móviles (MA), 

tanto regulares como estacionales, asi como el número de veces que se 

aplicará el operador diferencia para cancelar la no-estacionariedad. 

La tabla 3.1 muestra los datos de la serie de precipitación 

pluvial mensual acumulada del periodo Enero de 1937 a Diciembre de 

1989 de la isoyeta 1000 - 1200 mm., denotada IS0-1012, y en la figura 

3.2 se presenta la gráfica de los datos observados. 

i) Identificación del modelo. 

Este tipo de serie no requiere estabilizar su varianza, asi 

que se procede a aplicar el operador diferencia para estabilizar el 

~ nivel de la serie. Para conocer el grado de diferenciación obtenemos 

1 
_¡ 
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.oo'-' n.;.1 193.57 99.73 128.63 m,50 10.u .20 .oo 
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7.30 .67 23.07 1.33 13.97 63.50 292.97 529,07 237.70 55,03 1.00 .10 

.oo .oo ·ºº 1.67 17.90 216.47 273.53 176.77 324.60 40.43 19.07 .00 

.47 .00 3.03 23.93 41.60 273.40 146.10 247.80 377.67 193.20 9.00 8,67 

.oo .00 20.50 45.00 84.83 356.10 253.53 121.67 215.50 67.27 30.67 .67 

.oo 0.67 2,33 40.83 50.63 332.47 230,97 376.50 329,63 190.33 10,33 1.03 
,50 6,00 32.13 21.BO 69.17 211,33 214;50 166,00 195,33 8,67 6.33 ,00 

21.83 1.83 .oo 2.00 69.33 230.00 241.33 262.40 232.47 51.67 .oo .oo 
2.50 5.67 12.00 38.03 37.83 102.33 369.50 230.83 -146.67 212.17 35,33 7.50 
3.17 4.00 .oo 7.00 75.33 167.17 118.33 233.40 171.67 47.00 12.17 1.67 
3.00 10.03 26.17 q3 41.87 227.17 168.73 251.63 314.13 122.47 22.07 7.17 

11.70 15.37 10.11 20.21 4.B.17 193.03 m.eo 242.37 201.11 76.60 5.23 20.13 
91.17 2.23 ·ºº 11.13 70.93 136.37 193.60 441.77 251.23 118.17 17.23 9.00 
37.47 28.23 74.30 31.73 48.30 308.40 m.33 352.03 m.5o 60.10 .67 .oo 

.00 10.77 2.2l 18.57 139.90 235.50 195,30 96.40 162.13 106.07 .67 .67 . ) 
20.10 31.90 5.50 .00 18.03 151.93 265,63 163.37 369.40 59,50 16.10 2.37. ;,/:\:~.: 
23.30 3.53 .53 .oo 61.03 224.37 226,23 169.13 244.60 48.60 .oo 6.53 
U7 7.00 2.83 17.17 26.07 209,67 252,60 119.80 190,80 40.13 23.03 .00 
.oo 1.50 .50 24.40 85.53 107.63 119,97 197.63 150.37 94.27 2ÚO 1.00 

1.33 .40 10.93 29.10 !0,$3 230.37 365,10 162,23 219.60 IB.90 26,43 .00 
.00 7.40 14.BO B.37 23.50 312.90 201,37 298.10 168,90 45.60 14.~ · .00 ·. . 
.00 .37 3.73 11.73 30,73 IBl.17 180.83 223.30 216,87 77.20 22,33: ··1,57 '1999":->_ :.• .. ·.·:---------... ----------------------------------------------------------------·----------------------------
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la FAC muestral, ya que como_sabemos, un decaimiento rápido a cero de 

las autocorrelaciones indica que la serie es estacionaria en cuanto al 

nivel se refiere. 

En la figura 3.3 se presentan las gráficas de la FAC 

muestral de la Serie y de algunas de sus diferencias; la figura {~.~d) 

presenta un decaimiento rápido a cero excepto en el retiS.o 12, por lo 

que se empieza a notar que se requiere una diferencia estacional para 

estacionar izar la serie complementariamente se calculan las 

desviaciones estandar muestrales para la serie diferenciada tanto 

regular como estacionalmente, ya que al tomar diferencias sucesivas la 

varianza de la serie se altera de tal manera que decrece hasta que la 

serie es estacionaria y comienza a crecer con la sobre diferenciación. 

Las desviaciones estándar de las diferencias indicadas 

fueron las siguientes: 

s o,o 105.5816 

s 1,1 90.6001 

s 2,0 130.5769 

s 0,1 66.7506 * 
s 1,1 90.0649 

s 2,1 153.2154 

s 0,2 118.0196 

s 1,2 159.1524 

s 2,2 271 5380 

se decide, por lo tanto, que las diferencias requeridas son: 

una estacional de orden 12¡ es decir, la serie aproximadamente 

estacionaria que se analizará resulta ser: 

V Z 
12 t 
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es decir se tiene que: 

'J z 
12 t 

al aplicar una diferencia estacional a la serie de precipitación 

pluvial mensual acumulada, se obtiene la serie de flujos anuales de 

precipitación. Puesto que La serie zt de referencia es una serie 

mensual que cubre el periodo Enero de 1937 a Diciembre de 1989, por lo 

tanto consta de 636 observaciones originales, tal número de 

observaciones se reduce a 624 al aplicar el operador diferencia 'J
12 

Nota: para realizar los cálculos estadisticos se hace uso del paquete 

PC SCA Statistical System. de la Scientific Computing Associates. 

El siguiente paso en la etapa de identificación consiste en 

asociar la FAC muestral con un posible proceso generador del tipo 

ARIMA (p,d,q) X (P,D,Q). 

La gráfica de las autocorrelaciones de la figura 3.3 d) es 

caracteristica de un modelo multiplicativo estacional: 

ARIMA ( O , O , 1) X ( O , 1 , 1) 

3 .1.1 

ii) Estimación de los parámetros involucrados en el modelo. 

Lo que procede es obtener los mejores valores de los 

parámetros a
1 

y e
2 

para que dicho modelo represente apropiadamente a 

la serie en consideración. 

Una vez propuesto el modelo 3 .1.1se realiza la estimación de 

los parámetros que están involucrados. 
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El valor obt.enido en la estimacióp de los -parámetros resultó 

ser: 

; . . ': 

•·· o'.9s:lo 

no estando correlacionados los parámetros. 

iii) Verificación de que el modelo proporciona un ajuste adecuado y 
que los supuestos básicos se satisfacen. En caso de que los supuestos 

no se cumplan, se determinan las modificaciones necesarias al modelo. 

Habrá que elegir el modelo que presente menos fallas, hasta que la 

verificación indique resultados aceptables. 

El análisis de los residuales nos permite observar las 

posibles violaciones que presente el modelo a los supuestos. Asi, los 

residuales son aquella parte de las observaciones que no pueden ser 

explicadas por el modelo y nos mediran por lo tanto, la discrepancia 

entre los valores observados y los valores estimados por el modelo. 

cuando el tamaño de muestra es grande, los errores 

aleatorios y los residuales son escencialmente iguales; por lo que al 

analizar los rsiduales observados { at } se analiza básicamente lo que 

debria ser una realización del proceso de ruido blanco { ªt }. 

En la gráfica de residuales que se presenta en la figura 3.4 

para el modelo 3.W.podemos apreciar que ellos son estadisticamente cero 

por lo tanto el modelo es prácticamente aceptable. 

at } tiene media cero. 

Una vez teniendo calculada la media y la desviación estándar 
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Si.. · .. ( 

se .dice >que no 

blanco 

Asi resulta que: 

m ( a ) = 0.4778 y 

por lo que el cociente 

T624 (0.4778) 

47.4444 0.2516 < 2 

y en consecuencia se tiene media cero. 

Para determinar la significación estadistica individual de 

las autocorrelaciones de los residuales se calcula 1 rk(a) 1 ~ .os, se 

dirá que la autocorrelación k-ésima es significativamente distinta de 

cero. Sin embargo esta prueba de significación no es suficiente y se 

realiza una prueba conjunta. 

Se calcula el estadistico Q de Box y Pierce para realizar la 

prueba de significación conjunta. de un total de k autocorrelaciones 

simultaneamente, en nuestra caso se escoge k=24, por lo que Q sigue 

aproximadamente una distribución Ji-cuadrada con k-r grados de 

libertad, donde r es el número de parámetros involucrados. Es decir, 

el valor de Q calculado será comparado con valores de tablas de 

Ji-cuadrada con los correspondientes grados de libertad, debiendo ser 

recomendablemente menor. 

Para el modelo 3 .1.1 se tienen 22 grados de libertad y un 



valor de: Q 

El 

es de 33.92 . 

{ ªt } tiene t. 

Si se cumple que la media de los residuales sea cero, se 

espera que a lo más un total de (623)/20 observaciones se localizaran 

fuera del intervalo (-2 ~a' 2 ~al· 

Debe verificarse también que no existan observaciones aberrantes, 

o ajenas a la serie de estudio.. Por ejemplo un residual que se 

encuentre fuera de (-3 ~a' 3 ~al implicará que: sucedió un evento cuya 

probabilidad de ocurrencia era de aproximadamente 0.2% o el residual 

en cuestión corresponde a una observación que no fué generada por el 

mismo proceso que generó el resto de la serie. 

Existen otros elementos que considerar para verificar el 

modelo, y que es bueno mencionar: 

-El modelo debe ser parsimonioso; es decir, que no podemos reducir el 

número de parámetros involucrados, puesto que todos son necesarios 

para explicar el comportamiento del fenómeno. Por lo tanto construimos 

intervalos de confianza de aproximadamente el 95% del tipo: 

e - 2(s.e.l, e+ 2(s.e.l l· 

donde s.e. es el error estandar calculado al parámetro, por lo que 

resulta que: 

sus internalos de confianza para 9
1 

y 9
2 

respectivamente son: 



_;0.1697 ,, -O; 0101) 

O. ~316, ~·O .~:14:4) .. 

y observamos si los va lo.res". cero ó uno se encuentran dentro del 

intervalo. Pueden existir ~{itµai:·J.;n.es en las que el conocimiento del 
' -· ·-··- --

fenómeno sea indicativo de; qu.e el parámetro deba aparecer, aun cuando 
la verificación no rechace la~ipótesis de que su valor sea cero. 

-El modelo es estable en los parámetros. 

Esto indica que debemos cuidar las correlaciones altas > de 0.5 
positivas o negativas) entre parámetros estimados, podrian ser 

causantes de posible inestabilidad. Debemos entonces calcular las 

correlaciones entre parejas de parámetros estimados. En caso de 

existir problema podemos cancelar alguno de los parámetros o bien 

eliminando factores aproximadamente comunes en los polinomios AR y MA, 

sin embargo si la inclusión es necesaria para obtener una 
representación adecuada de la serie y no se encuentran factores 

aproximadamente comunes, se aceptará el hecho de que existan 

correlaciones altas. 

El modelo que sea aceptado para realizar el pronóstico 

deberá violar la menor cantidad de supuestos. Por lo que el modelo 

propuesto 3.1.1 esstá cumpliendo con los supuestos y se acepta para 

realizar el pronóstico. 

Sin embargo, si .analizamos de manera semejante a 3. 1.1 el 

modelo siguiente: 

(1 3. l. 2 

observamos que todos los supuestos sobre el modelo se cumplen de igual 



l 
1 

manera: 

La estimación de l.os parámetros nos indica que: 

e
1

, o.9525 e .con .un e·rror estandar de: O. 0110. 

·can error estandar de: 0.0399. 

por lo tanto los ~ntervalos de confianza del 95% son respectivamente: 

(0.9305, 0.9745) 

(0.0082, 0.1678) 

la matriz de correlación no indica correlaciones altas entre los 

parámetros. 

Al realizar el análisis. de los residuales para el modelo 

3.1.2 se tiene que: 

A 

m ( a 0.6091 y cr ( a l 47.4979. 

por lo que el cociente 1 ( n ) 1
n m(a) / cr(a) 1 • 

reulta ser igual a 0.3201 < 2. 

No se presentan residuales individuales significativamente 

distintos de cero, como se aprecia en la figura 3.5. 

con et. 

El estad1stico Q 

.050. 

15.2, es menor que una x~(22)= 33.92. 

Tampoco existen observaciones cuyos residuales sean 

estad1sticamente distintos de cero. Por lo que _el modelo 3.1.2 cumple 
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i 
1 
1 

de igual manera que 3.1.1 con los supuestos, y por lo tanto debe ser 

considerado como un modelo representativo del proceso generador de la 
serie. 

En general todas las etapas de verificación de modelos 

podriamos resumirlas en la tabla siguiente: 

RESUMEN DE RESULTADOS DE LA ESTIMACIÓN DE MODELOS 

SERIE Zt = 1501012 

PERIODO = ENERO DE 1937 A DICIEllBRE DE 1989. 

H\JKERO OE OBSERVACIONES = 636 OBSERVACIONES (MENSUALES). 

llODELO PARAllETROS INTERVALOS PARAKETROS 

DE CONFIANZA CORru:L. 

V z = e
1
=-.0899 (-.1697,-.0101) 

1 2. t 

c1-e
1 
B) c1-e

2
B

12
) ªt e = 

2. 
.9530 (.9316, .9744) 

(1-ql
1
B) V zt = e = .9525 ( .9305, .9745) 1 2. 

2. 

(1-e B 12
) a ~ (.0082, .1678) 

2. t ql = .0880 
1 



A H A L ! 5 ! 5 o E R E 5 l o u A L E 5 

A A COC!EllTE Q = 
m ( a ) CT ( a ) C. L. = rk (a)"º 

15.4 
0.4778 47.4444 0.2516 

22 

15.2 
0.6091 47.4979 0.3201 

22 

Como podemos observar ambos modelos, 3.1.1 y 3.1.2 cumplen 

satisfactoriamente los supuestos sobre la estimación de modelos. Sin 

embargo, veamos nuevamente los modelos que se tienen, para decidir con 

que modelo resulta más adecuado para realizar el pronóstico: 

3 .1. l 

3 .1.2 

El modelo 3. 1. 1 posee sólo la parte correspondiente a el 

promedio móvil (regular y estacional) , mientras que el modelo 3. 1. 2 

posee tanto la parte de promedio móvil (estacional) como 

autorregresiva (regular) . Esto ayuda a una realizar una interpretación 

más adecuada del fenómeno, como consecuencia tanto de una situación 

aleatoria como de otra 1 "-semideterm-in-is-ta-'li y no solamente de efectos 

puramente aleatorios como lo indica J.1.1. 

As1 se tiene que la lluvia, para la isoyeta 1000 - 1200 mm. 

del estado de Morelos para un cierto mes del año, es consecuencia de 



efectos. aleatorios debidos a la lluvia del mes respectivo del año 

anterior t-12, asi como a la lluvia del mes anterior al mes en 

cuestión t-1, y no solamente de efectos aleatorios debidos al mes 

respectivo del año anterior y al mes anterior del mismo año. 

De ésta forma el modelo que resulta más adecuado para el 

realizar el pronóstico es 3.1.2, puesto que la construcción misma del 

modelo está intimamente ligada con el pronóstico, como vimos al 

calcular los residuales se obtienen primero los valores estimados por 

el modelo, que no son otra cosa más que los valores pronosticados de 
la variable en el tiempo t, con base en las observaciones hasta el 

tiempo t-1, es decir, los pronósticos un periodo hacia adelante. 

Sólo mencionaremes que el criterio para determinar la 

optimalidad del pronóstico será el del error cuadrático medio minimo, 

es decir, Wl(h) deberá satisfacer: 

E [W - W (h) )
2 

t t+h t min El [Wl+h - Wl (h) ] 
2

• 

wl Ch> 

donde wl Ch> es un pronóstico cualquiera que se 

combinación lineal de los valores de la serie {~l} I y en 

de los errores {al} 1 el pronóstico óptimo es wl (h) I E l 
esperanza condicional, dada toda la información hasta el 

obtenga como 

consecuencia 

denota a la 

momento t. 

El paquete estadistico s. e. A. 

pronósticos (En el Macro 1 se lleva a 

pronóstico y se presenta en el Anexo 1): 

arroja los siguientes 

cabo la generación del 

Pronóstico de lluvia mensual acumulada para rso1012, para el 

periodo Ene 1990 a Die 1990. 

Enero 11.57 



Febrero 6.82 

Marzo 9.68 

Abril 19.60 

Mayo 57.15 

Junio 217.11 

Julio 225.21 

Agosto 223.29 

Septiembre 230.22 

octubre 85.79 

Noviembre 15.37 
Diciembre 4.97 

en la figura 3.6 se muestra la gráfica de los datos ajustados por el 

modelo 3.1.2 considerando sólamante el periodo: Enero de 1985 a 

diciembre de 1989. En la fugura 3.7 se muestran los datos ajustados 

por el modelo junto con el pronóstico y los datos históricos de la 

serie de !501012. 

3.2. METODO DE WINTERS 

Winters propuso dos métodos de suavizamiento exponencial 

para series de tiempo una componente estacional: un método aditivo y 

uno multiplicativo. Estos métodos difieren en su suposición de cómo la 

componente estacional afecta la serie de tiempo. 

Asi, el 

modelo: 

método aditivo 

Z T 
n+ j n+j 

supone 

+ s n+ J 

que 

+ a n+ J 

los datos siguen 

3. 2. l. 

el 

donde Tn+J = µn + ~nj es una componente de tendencia, sn+J es< un 

factor aditivo estacional, y µn y ~n son el nivel y slope de la serie 

al tiempo t=n. El periodo estacional para el modelo es s y existen s 
factores estacionales tales que: 

ll 

l1) 

5 1 = 5 1 •• = 5 +1+2• 

51 + 52 + ••• + s. o • 
l= t,2, ... .• , y 
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El método resulta apropiado para series de tiempo en las 

cuales la amplitud del efecto estacional no depende del nivel medio de 

la serie {Montgomery y Johnson, 1976). Como vimos el método de Winter 

es una extención del método de dos parámetros de Holt en el cual en 

término estacional es incluido. Los pronósticos para el método aditivo 

involucran pesos actualizados de el nivel, la slope y los factores 

estacionales. Tres diferentes constantes de suavizamiento podrian ser 

empleadas para actualizar µ, (3 y los factores estacionales. Los 

pronósticos para observaciones futuras son: 

1= 1,2, ... ,s. 

A A 

µn +,(3nl" +,sn+l-2•' l=s+ 1 1.~+2, ... , 2s. 

·"· 
donde µ ª1 cz§~f~r: :r ci"-~l>"<~n_:~': (3~~1> 

"f"";· 

Calculo de Z (1). 
n 

Es necesario especificar tres constantes de suavizamiento 

{a
1
,a

2
,a

3
) en el calculo del 1-ésirno paso del pronóstico de Zn(l}. La 

estimación de los otros parámetros son calculados internamente por el 

sistema. 

Relación con un modelo ARIMA. 

Los pronósticos derivados 

exponencial aditivo de Winters son 

modelo ARIMA: 

del método 

equivalentes 

de suavizamiento 

a aquellos de un 



3.2.3 

el.onde 

e 1 1': ct~(l~c9/ 
e ~ix'ct 

J h 2 . ·· .. 

e (1:-a. ) ·~ a. c.x··:.a. j , 
E , ·: . · 3. '.• ,· t z.. 3 ·. 

eE+t = -(l_;ct
1

) (1..:a;) ... 3.2.4. 

con a
1

, a
2

, a
3 

las constantes de suavizamiento. 

El método multiplicativo de Winters , análogo al método 

de Winters aditivo, asume que la serie de tiempo sigue un modelo: 

z 
n+j 

3.2.S 

donde (µ
0 

+ (3
0 

j) es una componente de tendencia, Sn+j es un factor 

multiplicativo estacional, y µ
0 

y {3
0 

son el vivel y la slope de la 

serie al tiempo t=n. El modelo multiplicativo es usualmente aplicado y 

se adecua a 'series de tiempo en las cuales la amplitud del patron 

estacional es proporcional a el nivel de la serie. Por lo que se usa 

el modelo aditivo estacional de Winters para realizar el pronóstico de 

la serie IS01215 del estado de Morelos. 

En el Anexo 1 se presenta el Macro3 usado para realizar el 

pronóstico mediante Winters aditivo, también atraves del sistema 

S.C.A. 

Se tienen los siguientes resultados: 

Enero 5.80 Julio 211. 08 

Febrero 4.47 Agosto 207.45 

Marzo 3.92 Septiembre 204.51 

Abril 1.12 octubre 69.04 

Mayo 34.96 Noviembre 25.00 

Junio 210.41 Diciembre 4.05 



El pr~nÓstico. de ~~su Ú.~,( mljy , :s~'.n .. ;,;fble al 

constantes de suav.Í.zamient~ las c:iia1e·;;.<fue'rbn .. obtenidas usando 

las 

las 

ecuaciones 3;2.4. y :toínando.•la xentaTa· ~e;: l':i.relaciÓn con los modelos 

ARIMA. E.l prC:Ínó;;tico arroja ún"e~¿br::•m'édiéJ~s\andar MSE = 3389.3. 

3.3 CONCLUSIONES 

El análisis de Box-Jenkins ofrece una metodologia mucho más 

completa de la realización del pronóstico comparada al método de 

posibles Winters, se tiene por una parte, mayor variedad de 

interpretaciones para el pronóstico de la lluvia arrojado por el 

modelo. El método de Winters incurre en errores muy significativos al 

variar las constantes de suavizamiento del modelo. Es decir, el Método 

de Winters resulta sumamente sencible a los cambios de valor de las 

constantes. 

Desde el punto de .. :vis.ta~:: computacional; 

realizar un pronóstico usan.do·" el ·.·s.lstema s.c.A. 

Box-Jenkins. 

y 

resulta comedo 

la me todo logia 

Sin embargo, Box-Jenkins incurre en deficiencias para 

tres 

los 

realizar un pronóstico a periodos estacionales grandes (a más de 

periodos estacionales los pronósticos vienen a ser prácticamente 

mismos), asl, resulta adecuado para realizar pronóstico de uno a dos 

periodos estacionales, se recomienda la actualización con datos reales 

para ejecuciones poster-ior-es. Por éstas razones la metodologia 

seleccionada para efectuar el pronóstico de la lluvia para el estado 

de Morelos resulta ser Box-Jenkins ya implantada en el sistema de 

computo estadistico S.C.A. y adecuado a la información que se posee. 



PARTE IV 

IMPLANT ACION DEL MODELO 

PRONOSTICO PARA EL ESTADO DE MORELOS 

En éste capítulo se implanta un modelo de pronóstico 
haciendo uso de la metodología Box-Jenkins, que resultó más adecuada 

para tratar el tipo de Series de Tiempo de lluvia que se presentan en 
el Estado de Morelos. 

Se ejemplifica la metodología para la construcción de 

modelos de Series de Tiempo desarrollada por Box-Jenkins, haciendo uso 

de la información correspondiente a todas las isoyetas que se 

presentan en el Estado de Morelos. 

Todos los modelos fueron obtenidos de 

siguiendo la estrategia de construcción 

tiempo desarrollada por Box-Jenkins 

detalle en la parte J.1. 

de modelos 

(1970) 1 y 

manera análoga 

para series de 

presentada en 

El propósito es seguir la metodología de manera sistemática 

y realizar el pronóstico haciendo uso de las ventajas de calculo que 

provee el paquete de cómputo estadístico s. c. A. de forma tal que, 

usando Box-Jenkins, realizar el pronóstico sea accesible al usuario. 

4.1 Pronóstico de la Isoyeta 800 - 1000 mm. 

i) Identificación de un posible modelo dentro de la clase de modelos 

ARIMA (p,d,q) X (P,D,Q). 
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La figura 4.1 muestra los datos de la serie de precipitación 

pluvial mensual acumulada del periodo Enero de 1937 a Diciembre de 

1989 de la isoyeta 800 - 1000 mm., denotada IS0-810. En la figura 4.2 

se presenta la gráfica de los datos observados . En la figura 4.3 se 

presentan las graficas de la FAC muestral de la Serie y de algunas de 

sus diferencias¡ para determinar el grado de diferenciación necesario 

para volver estacionaria la serie; también se calculan las 
desviaciones estandar muestrales para la serie diferenciada tanto 

regular como estacionalmente. 

Las desviaciones estándar de las diferencias indicadas 

fueron las siguientes: 

s o,o 85.7098 

s 1,0 74.0941 

s 2,0 107.9951 

s 0,1 53.0348 * 
s 1,1 73.6421 

s 2,1 127.1380 

s 0,2 93.5158 

s 1,2 129.2799 

s 2,2 222.8723 

Se decide, por lo tanto, que las 

una estacional de orden 12; es decir, 

estacionaria que se analizará resulta ser: 

se tiene: 

¡.¡ 
l 

diferencias requeridas son: 

la serie aproximadamente 

J al aplicar una diferencia estacional a la serie de precipitación 

1 
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pluvial mensual acumulada, 

precipitación. Puesto que 

se obtiene la serie de flujos anuales de 

la serie Z de referencia es una serie 
t 

mensual que cubre el periodo Enero de 1937 a Diciembre de 1989, por lo 

tanto consta de 636 observaciones originales, tal número de 

cbservaciones se reduce a 624 al aplicar el operador diferencia V
12 

La gráfica de las autocorrelaciones de la figura 4.3 d) es 

caracteristica de un modelo multiplicativo estacional: 

ARIMA (O,O,O)X(0,1,1) 

4.1.l Primer modelo propuesto. 

V Z = (1-9 B12
) 

12 t 2 ªt. 4.1.1 

ii) Estimación de los parámetros involucrados en el modelo. 

Una vez propuesto el modelo 4. i.i se realiza la estimación 

delos parámetros que están involucrados. 

El valor estimado del parámetro resultó ser: 

ª2 0.9265 

su internalo de confianza es: 

( 0.8987, 0.9543 ) 

iii) Verificación de que el modelo proporciona un ajuste adecuado y 

que los supuestos básicos se satisfacen. En caso de que los supuestos 

no se cumplan, se determinan las modificaciones necesarias al modelo. 

En la gráfica de residuales que se presenta en la figura 4.4 
para el model 4.1.1 podemos apreciar que ellos son estadisticamente 

cero por lo tanto el modelo es practicamente aceptable. 
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{ ªt } tiene media cero. 

Una vez teniendo calculada la media y la desviación estándar 

muestral de los residuales se checa la h:i.póte,s,is: 

Si ( n ) 112 m(a) / <T(a) < 

que la media del proceso de ruido 

tanto no se rechaza el supuesto. 

Asi que se tiene: 

m ( a ) = l. 8863 

v'62il (1.8863) 

37.9096 1.2429 

por lo tanto se considera con media cero. 

r; (. a ) 37.9096. 

Para determinar la significación estadistica individual de 

las autocorrelaciones de los residuales se calcula 1 rk(a) 1 ~ .08. 

y se tiene r
13 

(a) = .13. (Problema No. l ) . 

Sin embargo esta prueba de significación no es suficiente y 
se realiza una prueba conjunta. 

Se calcula el estadistico Q de Box y Pierce de un total de k 

autocorrelaciones simultaneamente, en nuestra caso se escoge k=24, por 

lo que Q sigue aproximadamente una distribución Ji-cuadrada con k-r 

grados de libertad, donde r es el número de parámetros involucrados. 

El valor de Q calculado será comparado con valores de tablas de 

Ji-cuadrada con los correspondientes grados de libertad, debiendo ser 

menor. 



Para el modelo 4. 1. 1 se tienen 23 grados de libertad y un 

valor de: Q = 25.2 para la autocorrelación número 24. 

El valor de Ji-cuadrada con 23 grados de libertad al 0.05, 

es de 35.17. 

{ al } tiene distribución normal, para toda t. 

Si se cumple que la media de los residuales sea cero, se 

espera que a lo más un total de (623)/20 observaciones se localizaran 

fuera del intervalo (-2 ; , 2 ; ) . 
a a 

No se encuentran residuales fuera de (-3 crª, 3 era) , es decir, no se 

tienen observaciones aberrantes, observaciones que no fueron generadas 

por el mismo proceso que generó el resto de la serie. 

Los otros elementos a considerar para verificar el modelo, y 

que siempre es bueno revisar, los podemos enlistar rápidamente: 

-El modelo debe ser parsimonioso; es decir, que no podemos reducir el 

número de parámetros involucrados, puesto que todos son necesarios 

para explicar el comportamiento del fenómeno. 

su internalo de confianza de e
2 

es: 

( 0.8987, 0.9543) 

y observamos si los valores cero 6 uno se encuentran dentro del 

intervalo. Pueden existir situaciones en las que el conocimiento del 

fenómeno sea indicativo de que el parámetro deba aparecer, aun cuando 

la verificación no rechace la hipótesis de que su valor sea cero. 

-El modelo es estable en los parámetros. 



Cuidado de las correlaciones altas ( > de 0.5 positiv•s o negativas) 

entre parámetros estimados, podrian ser éausantes de posible 

inestabilidad. En este caso no se tiene correlación alta entre los 

parámetros. 

4.1.2. Segundo Modelo propuesto. 

V Z (1 9B
12

) (1 - 9B
13

) 12 l = - 1 2 ~.1.2 

observarnos que todos los supuestos sobre el modelo se cumplen de igual 
manera: 

La estimación de los parámetros nos indica que: 

0.9273 error estandar 0.0146. 

o .1180 error estandar 0.0400. 

por lo tanto los intervalos de confianza del 95% son respectivamente: 

(0.8981, 0.9565) 

(0.0380, 0.1580) 

la matriz de correlación no indica correlaciones altas entre los 

parámetros. 

Análisis de los residuales para el modelo 4.1.2 

se tiene que: 

m a l -2.1448 y rJ' { a ) 37.6153. 

por lo que el cociente ( n ) 112 m(a) / <J'{a) 1 = l.4243 < 2. 

No se presentan residuales individuales significativamente 
distintos de cero. 



El estadistico Q 

0.050. 

14.8, es menor que una X~(22)= 33.92. 

con ex 

Tampoco existen observaciones cuyos residuales sean 

estadisticamente distintos de cero. Por lo que el modelo 4.1.2 cumple 

con los supuestos, y por lo tanto debe ser considerado corno un modelo 

representativo del proceso generador de la serie. 

4.1.3. Tercer Modelo propuesto. 

( 1-"' B
12

) '\l Z 
'I' 1 12 l 

( 1 - 9 B
12 

1 .(L-.• e B
13

) a . 
·. 2 l 

4 .1.3 

observarnos que todos los supuestos sobre el modelo se cumplen de igual 

manera: 

La estimación de los parámetros nos indica que: 

4> 1 =-0.1106 error estandar 0.0413. 

A 

e 
1 

0.9259 error estandar 0.0149. 

A 

e 
2 

0.0967 error estandar 0.0407. 

por lo tanto los intervalos de confianza del 95% son respectivamente: 

(-0.1932,-0.0280) 

(0.8961, 0.9557) 

(0.0153, 0.1781) 

La matriz de correlación no indica correlaciones altas entre los 

parámetros. 

Análisis de los residuales para el modelo 4.1.3. 



se tiene: 
"m·· (-a')- y cr.'c-a.) ='37.~3353. 

por lo que el cociente 

. . 

No se presentan residuales individuales significativamente 

distintos de cero, como se aprecia en la figura (~.S). 

con ex 

El estadístico Q 

o.oso. 

2 
13.9, es menor que una xcx (21) 32.67. 

Tampoco existen observaciones cuyos residuales sean 

estadísticamente distintos de cero. Por lo que el modelo 4.1.3 viola 

algunos supuestos, y por lo tanto no puede ser considerado como un 

modelo representativo del proceso generador de la serie. 

4.1.4 cuarto Modelo Propuesto. 

( 1-4> B13
) V z = ( 1 - e B

12 
) a . 

1 12 l 1 l 
4. l. 4. 

La estimación de los parámetros nos indica que: 

A 

4>¡ =-0.1157 error estandar 0.0399. 

0.9322 error estandar o. 0141. 

por lo tanto los intervalos de confianza del 95% son respectivamente: 

(-0.1955, -0.0359) 

(0.9040, 0.9604) 

La matriz de correlación no indica correlaciones altas entre los 

parámetros. 



AnAlisis de los residuales para el modelo 4.1.4. 

se tiene: 

m ( a ) 2. 1317 y a ) ,; 37.5:232. 

por lo que el cociente ( n ) 
11

·
2 m(a) / cr(a) 1 = 1.4043<< 2. 

No se presentan residuales individuales significái::ivamente 

distintos de cero, coma:--s~¡n'eG~ra:r( ) • 

con o: 

El estadistico Q 

0.050. 

Tampoco existen 

2 18.8, es menor que una Xo:(22)= 33.92. 

observaciones cuyos residuales sean 

estadisticamente distintos de cero. Por lo que el modelo 4. 1. 4 no 

viola supuestos, por lo que puede ser considerado como un modelo 

representativo del proceso generador de la serie. 

En general todas las etapas de verificación de modelos 

podriamos resumirlas en la tabla siguiente: 



! 
1 

RESUMEN DE RESULTADOS DE LA ESTIMACIÓN DE MODELOS 

SERIE Zt = IS0810. 

PERIODO = ENERO DE 1937 A D!C!EHBRE: DE 1989. 

ll\JMERO DE OBSERVACIONES = 636 OBSERVACIONES IHEllSUALESJ. 

K O O !:LO PARAHETROS INTERVALOS PARAHETROS 

DE COllf'lANZA CORREL. 

A 

íJ z = e= 0.9265 (. 8987' .9543) 
1 2 t 1 r

13
= 0.13 

( 1-e t Bt z) a t 

íJ zt = A 

12 e = . 9273 (. 8981,. 9565) 
1 

{1-e B
12

) {1-e B
12

)a e= .1180 (. 0380,. 1580) 1 2 l 
2 

{1-tjl B12) V Z= tP = -.1106 (- .1932 ,- • 0280) 
Al 1 12 t e= 0.9259 (.8961, .9557) 

(1-9 B 12
) {1-e B 13)a Al 

1 2 l e= 0.0967 (.0153,.1781) 
2 

{l-tjl 813) 
A 

V Z= <{>1=-0.1157 (-.1955,-.0359) 
1 12 t 

(l-9 B12
) a e

1
=0.9J22 (.9040, .9604) 

1 t 



11 

A H A L l s l s o e: R E 5 l o U A L E S 

A A e o e¡ EN TE Q = 
m ( a ) O' ( a ) G.L. = 

rk(a)"'O 

-1. 8863 37.9096 l. 2429 25.2 

23 

-2.1448 37.6153 1.4243 14 .a 

22 

13.9 
2.1506 37.3353 1.4250 21 

18.8 
2 .1317 37.5232 l. 4043 22 

Observemos que el modelo 4. l. 2 es un modelo parecido al 

modelo propuesto 3.1 para IS01012, sólo que introduciendo el factor 

(1-e
2
B13

) (debido a que la autocorrelaci6n 13 resulta ser 

estadisticamente distinta de cero), as1 que por las mismas razones no 

se considera. 

Los siguientes modelos, 4. l. 3 y 4 .1.4 cumplen 

satisfactoriamente los supuestos sobre la estimación de modelos. Sin 

embargo, veámoslos nuevamente , para decidir que modelo resulta m~s 

adecuado para realizar el pronóstico: 

( 1-e B12
) (1-e B13

) 
l 2 ªt· 4. l. 3 

4.1.4 

Si observarnos las tablas de resultados podemos darnos cuenta 



de varios factores por los que el modelo 4.1.3 resulta más conveniente 

que el modelo 4.1.4 para efectuar el pronóstico: 

4.1.3 tiene menor ; y Q que el modelo 4.1.4. Además de que 
a 

con el fin de proporcionar una explicación para el pronóstico de la 

lluvia en el modelo 4. 1. 3 proporciona una explicación más adecuada. 

Asi, la lluvia para la isoyeta 800 - 1000 mm. de un cierto mes t, es 

debida a la lluvia del mismo mes del año anterior t-12 así como a 

efectos aleat..irios más un efecto aleatorio del mes anterior al mes 

t-13 correspondiente del año pasado. 

De ésta forma el modelo que resulta más adecuado para el 

realizar el pronóstico es 4.1.3. 

Nuevamente se tienen los pronósticos. 

Pronóstico de lluvia mensual acumulada para !50810, para el 

periodo Ene 1990 - Die 1990. 

Enero 9.57 Julio 181. 39 

Febrero 5.05 Agosto 170.23 

Marzo 5.51 Septiembre 164.98 

Abril 13.21 octubre 58.99 

Mayo 62.04 Noviembre 8.42 

Junio 209.86 Diciembre 3.08 

En la figura 4.4 se presenta la gráfica de los datos 

ajustados a la se~ie !50810 mostrando sólo el periodo Enero de 1985 a 

Diciembre de 1989. 

En la .figura 4.5 se presenta la gráfica de los datos 

ajustados con el .. pronóstico para 1990 y la serie !50810 de datos 

históricos, mostrando sólo el periodo enero de 1985 a diciembre de 

1990 (para la serie ajustada y su pronóstico) 

4.2 PRONOSTICO DE LA ISOYETA 1500 - 2000 111111 , 
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i) Identificación de un posible modelo dentro de la clase de modelos 

ARIMA (p,d,q) X (P,D,Q). 

La tabla 4.8 muestra los datos de la serie de precipitación 

pluvial mensual acumulada del periodo Enero de 1937 a Diciembre de 

1989 de la isoyeta 1500 - 2000 mm., denotada IS01520. En la figura 4.9 

se presenta la gráfica de los datos observados . En la figura 4.10 se 

presentan las graficas de la FAC muestra! de la con UNA DIFERENCIA 

ESTACIONAL ; para determinar el grado de diferenciación necesario y 

volver estacionaria la serie; también se calculan las desviaciones 

estandar muestrales para la serie diferenciada tanto regular como 

estacionalmente. 

Las desviaciones estándar de las diferencias indicadas 

fueron las siguientes: 

s o,o 168.3066 

s 1,0 140.1971 

s 2,0 197.1794 

s 0,1 111. 5636 * 
s 1,1 148.0685 

s 2,1 257.0472 

s 0,2 192.0573 

s 1,2 255.1143 

s 2,2 443.2477 

Se decide, por lo tanto, que las diferencias requeridas son: 

una estacional de orden 12; es decir, la serie aproximadamente 

estacionaria que se analizará resulta ser: 

como antes al aplicar una diferencia estacional a la serie de 

precipitación pluvial mensual acumulada, se obtiene la serie de flujos 

anuales de precipitación. Puesto que la serie Zt de referencia es una 

serie mensual que cubre el periodo Enero de 1937 a Diciembre de 1989, 
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por lo tanto consta de .636 ol:iservac:i.ones ~originales, tal número de 

observaciones se reduce a 624 al aplicar el operador 'Q • 
. . 12 

11.10 
La gráfica de las autocorrelaciones de la figura ·4-.·.2;-3. es 

caracteristica de un modelo multiplicativo estacional: 

ARIMA {O,O,O)X(0,1,1) 

4.2.1 Primer modelo propuesto. 

4.2.1 

ii) Estimación de los parámetros involucrados en el modelo. 

Una vez propuesto el modelo 4.2.1 se realiza la estimación 

de los parámetros que están involucrados. 

El valor estimado a los parámetros resulta ser: 

ª1 -0.1108 

sus internalos de confianza son respectivamente: 

-0.1505, -0.0711 

0.9136, 0.9422 ) 

por lo que no se tiene problema con los parámetros. 

iii) Verificación de que el modelo proporciona un ajuste adecuado y 

que los supuestos básicos se satisfacen. En caso de que los supuestos 

no se cumplan, se determinan las modificaciones necesarias al modelo. 

{ al } tiene media cero. 



Una vez teniendo calculada la media y la desviación estándar 

muestral de los residuales se checa la hipótesis: 

Si ( n ) 112 m(a) / <T(a) < 2. se dice que no hay evidencia de 
que la media del proceso de ruido blanco sea distinta de cero y por lo 
tanto no se rechaza el supuesto. 

Asi que se tiene: 

m ( a ) = -2.0353 <T ( a ) 83.2552. 

rG24 (2. 0353) 
83. 2552 . = Ó}Giój ;¿ 2 • 

por lo tanto se considera con media cero. 

Para determinar la significación estadistica individual de 
las autocorrelaciones de 

se encuentra que r 
1 

(a) 
No. 1 ). 

los residuales se calcula 

.13 y r
11

(a) 

rk(a) 

= .11. 

1 2:: .os.y 
(Problema 

De hecho cuando se presenta un problema de este tipo se 

recomienda probar otro modelo y abandonar el que se estudia. 

En la prueba conjunta se calcula el estadistico Q de un 

total de k autocorrelaciones simultaneamente, en nuestra caso se 

escoge k = 24, por lo que Q sigue aproximadamente una distribución 

Ji-cuadrada con k-r grados de libertad, donde r es el número de 

parámetros involucrados. El valor de Q calculado es comparado con 

valores de tablas de Ji-cuadrada con los correspondientes grados de 

libertad, debiendo ser menor. 

Para el modelo 4. 2. 1 se tienen 22 grados de libertad y un 
valor de: Q = 35.0 para la autocorrelación número 24. 



El valor de Ji-cuadrada con 22 grados de libertad al O.OS, 

es de 33.92, por lo que el valor de Q es mayor (Problema No. 2). 

Lo mejor en este caso es proponer otro modelo y dejar de 

revizar los supuestos restantes. 

4.2.2. Segundo Modelo propuesto. 

4.2.2 

observamos que los supuestos sobre el modelo se cumplan de igual 

manera: 

La estimación de los parámetros nos indica que: 

~ 

r/> 1 0.6539 

9 
1 

o.5231 

9 z 0.9226 

93 = .-o .1260 

por lo tanto los intervalos de confianza de:( 95% son respectivamente: 

(0.3497,0.9581) 

(0.1803, 0.8659) 

(0.8912, 0.9540) 

(-0.2062,-0.0458) 

la matriz de correlación indica correlaciones altas entre los 

parámetros r/>
1 

y 9
1 

del 98%. 



Análisis de l~s re~ld:u'~1íás pará el. modelo 4. 2. 2 
se tiene que: 

por lo 

con ex 

m ( 

Se 

El estadístico 

0.050. 

El modelo 4.2.2 no cumple adecuadamente con los supuestos, y 
por lo tanto debe ser considerado otro modelo representativo del 

proceso generador de la serie. 

4.2.3. Tercer Modelo propuesto. 

(1- e B
12

- e B
13

) a . 
2 3 l 

4.2.3 

observemos que los supuestos sobre el modelo se cumplen de igual 

manera: 

La estimación de los parámetros nos indica que: 

~ 

cp 1 0.1173 error estandar 0.0399. 

~ 

cp2 0;1144 error estandar 0.0400. 

~ 

e -0.1275 error estandar 0.0400. 
1 

e 0.9395 error estandar 0.0135. 
2 

e 0.0364 error estandar 0.0145. 
3 



por lo tanto los- -intervalos 'dé ,Ó0)1fianza del 95% son respectivamente: 

La matriz de 

parámetros. 

Análisis de 
se tiene: 

m ( a 

por lo que el cociente 

No 

distintos de cero. 

con ex 

El estadistico Q 

0.050. 

altas entre los 

modelo 4.2.3. 

8J.. 7853. -

30.14. 

Tampoco existen observaciones cuyos residuales sean 

estadisticamente distintos de cero. Por lo que el modelo 4.2.3 puede 

ser considerado como un modelo representativo del proceso generador de 

la serie, por lo tanto es usado para el pronóstico de IS01520. 

En general podemos resumir los resultados de los tres 

modelos propuestos en las siguiente tablas. 



RESUMEN DE RESULTADOS DE LA ESTIMACIÓN DE MODELOS 

SERIE Zt = IS01520. 

PERIODO ENERO DE 1937 OIClEMORE OE 1909. 

NUMERO DE OBSERVACIONES = 636 OBSERVACIONES (MENSUALES). 

HODELO PARA METROS INTERVALOS PARAMETROS 
OE CONFIANZA CORREL. 

A 
V zt = 8 =-O .1108 (-.1505,-.0711) 

1 2 1 

(1-8 B) (1-8 B
12

)a 
A 
8 = 0.9279 (.91.36, .9422) 

1 2 l 2 

A 
( 1-cfl 

1 
B) V z = 8 = 0.5231 (.1803, .8659) 

1 2 l Al 

(l-8
1
B) (1-8 BI 1) 8 = 0.9226 (. 8912,. 9540) 

A2 
2 

8 = -0.1260 (-.2062,-.0458) 
(1-8 B

12
) a A3 

3 l 
cfl = • 6539 (.3497, .9581) 

1 

(1-cfl B-cfl B
2

)V Z = 8 = -0.1275 (-.2075,-.0475) 
Al 

1 2 1 2 l 
8 = o.9395 (.9125,.9665) 
A2 

(1-8 B
11

) 
8= 0.0364 (.0074, .0654) 
A3 

1 
<fi = 0.1173 (.0375,.1971} 

( 1-8 B i 2 _9 B i 3) a Al 

1 3 l cfl = 0.1144 (.0344,.1944) 
2 



A N A L I s 1 D u A L E S 

Q = rk(a)"O m ( a ) (]' ( a G. L. 

35.0 r = .1.2 
-2.0353 83.2552 1 

22 r = . 1.3 
2 

r = 
1 1 

.1.2 

-1..001.B 82 .1.1.1.5 1.7.9 r 1 3 .1.0 

20 

1.4.0 
-1..8936 81..7853 1.9 

El modelo 4. 2. 3 es el que cumple satisfactoriamente los 

supuestos sobre la estimación de modelos.por lo tanto es usado para 

realizar el pronóstico de IS01520. 

Interpretamos la consecuencia de la lluvia, para un cierto 

mes t; debida a efectos aleatorios de los meses t-1. y t-2 (del mismo 

año) asi como a la lluvia de los meses t-1.1., t-1.2 y t-1.3 del año 

anterior (meses posterior y anterior del mes correspondiente pero del 

año anterior) . 

Nuevamente se tienen los pronósticos. 

Pronóstico de lluvia mensual acumulada para IS081.0, para el 

periodo Ene 1.990 - Die 1.990. 



Enero 

Febrero 

Marzo 

Abril 

Mayo 

Junio 

15.39 

11. 98. 

8.15 

28.83 

88.08 

319.91 

Julio 419.68 

Agosto 361.19 

Septiembre 246.91 

octubre 118.79 

Noviembre 27.31 

Diciembre 4.27 

En la figura 4.9 se muestra la gráfica de los datos 

ajustados por el modelo a la serie IS01520, mostrando sólo el periodo 

Ene. 1985 a Dic. 1989, y en la figura 4.10 se presenta la gráfica de 

los datos ajustados y el pronóstico junto con los datos históricos de 

la serie IS01520. 

4.3 PRONOSTICO DE LA ISOYETA 1000 - 1200 mm. 

El pronóstico para ésta isoyeta fué estudiado en la parte 

J.l, y nos proporcionó los siguientes datos. 

Enero 11. 57 Julio 225.21 

Febrero 6.82 Agosto 223.29 

Marzo 9.68 Septiembre 230.22 

Abril 19.60 Octubre 85.79 

Mayo 57.15 Noviembre 15.37 

Junio 217.11 Diciembre 4.97 

4.4 PRONOSTICO GENERAL PARA EL ESTADO DE HORELOS. 

Hagamos un breve resumen del pronóstico obtenido mediante la 

metodología de Box-Jenkins; en las siguientes tablas se presenta el 

modelo y el pronóstico obtenido, con dicho modelo, además de los 
intervalos de confianza para el pronóstico arrojado por la metodología 

Box-Jenkins, para cada región de interés en el estado de Morelos y 

catalogadas como ISOBlO, IS01012 e IS01520. 
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MORELOS 

REGION: IS0810 
ISOYETA 800 - 1000 mm. 

' ·,, 

MODELO 

(l+0.1106 e
12

JV12 Zl= (1-0.9259 o 12) 1 3 
(1-0.09,67 B. ) "t· 

PRONOSTICO 

AÑO ENE FEB KAR ABR KAY JUN JUL AGO SEP OCT NOV DIC 

LS 81. 9 77.Z 78.1 85. Z 1Z9. 9 Z76.0 Z48.6 Z50.Z Z45.4 133.9 83.9 76.0 

91 9.5 5.0 5.5 13.Z 6Z.O Z09.8 181.3 170.Z 164.9 58.9 8.4 3.0 

LI o.o o.o o.o o.o o.o 1Z8.6 101. Z 10Z. 8 98.0 o.o o.o o.o 

REGION: IS0101Z 

ISOYETA 1000 - 1ZOO mm. 

MODELO 

<1-0.oaao e
13

JV12 Zl=<1-o.9s2s o
12

lal 

PRONOSTICO 

AÑO ENE FEB KAR A BR HA Y JUN JUL AGO SEP OCT NOV DIC 

LS 105. 3 100.3 103.1113.1150. 6 310.6 318.7 316.7 3Z3.7 179.3 108.8 98.4 

91 11. 5 6.8 9.6 19.6 57.1 Z17.1 2Z5. 2 2Z3. 2 230. Z 85.7 15.3 4.9 

LI o.o o.o o.o o.o o.o 123.6 131. 7 1Z9. 7 136. 7 o.o o.o o.o 



MORELOS 

REGION: 1$01520 
ISOYETA 1500 - 2000 mm. 

MODELO 

(1-01173 e e 12
JV12 Zt (t+. 1275 

11 12 1 3 - o. 11 4 4 ~ e J e 1 - • 9 3 9 se - o. 036 4 e > .. 
l 

PRONOSTICO 

AÑO ENE f"EB HAR ABR HAY JUN JUL ACO SEP OCT NOV DIC 

LS 182.5 175.8 174.2 197. 2 252. 5 473.4 575.7 537.5 421.9 284.8 192. o 168. 8 

91 15.3 11. 9 8.1 28.8 as.o 319.9 419. 6 361.1246.9 118. 7 27.3 4.2 

LI o.o o.o o.o o.o o.o 144.6 246.9 208.7 93.1 o.o o.o o.o 



ANEXO 1 

A) MACRO 1 (==DATOS) 

B) MACRO 2 (==MODELO) 

C) MACRO 3 (==MODELOl) 



"'=:DATOS 
e PROCEDIMIENTO USADO PARA TRANSMICION DE DATOS AL SISTEMA SCA 
C OPCIONES DE ARCHIVO PARA MORELOS: IS0810.DAT, IS01012.DAT Y IS01520.DAT 

INPUT VARIABLE IS ZT. @ 
FORMAT IS FREE(l,110). @ 
FILE IS ºA:IS0810.DAT'. 

e PROCEDIMIENTO USADO PARA CALCULO DE LAS FAC DE ZT. 
ACF VARIABLE IS ZT. @ 

MAXLAG IS 50. @ 

HOLD ACF( FAC). 

c PROCEDIMIENTO USADO PARA CALCULO DE LAS FAC DE D-l(ZT). 
ACF VARIABLE IS ZT. @ 

DFORDER IS l. @ 

MAXLAG IS 50. @ 

HOLD ACF( FAClO). 

G PHOCEDIMIENTO USADO PARA CALCULO DE.LA FAC.D2:70(_ZT) 
ACF VARIABLE IS ZT. 

DFORDER IS 1, l. 
MAXLAG IS 50. 
HOLD ACF(FAC20). 

C PROCEDIMIENTO USADO PARA 
ACF VARIABLE IS ZT. 

DFORDER IS 12. 
l1AXLAG IS 50. 
HOLD ACF( FACOl). 

C PROCEDIMIENTO USADO PARA 
ACF VARIABLE IS ZT. 

DFORDER IS 1, 12. 
MAXLAG IS 50. 
HOLD ACF( FACll). 

C PROCEDIMIENTO USADO PARA 
ACF VARIABLE IS ZT. 

DFORDER IS 1,1,12. 
MAXLAG IS 50. 
HOLD ACF( FAC21). 

@ 

@ 

@ 

CALCULO DE LA FAC DE DO-l(ZT) 
@··. 

--·@ ·--·-··--

_.@._ •.. 

CALCULO DE LA ;Ar§ DE .. Dl-l(ZT) 
: 'f.@ ·.;; 

··@. 

:.(!/ 

CALCULO DE LA FAé DE D2.é.l(ZT) 
. @. 
•@ 

@ 

C PROCEDIMIENTO USADO PARA CALCULO DE LA FAC DE DO.:..Z(ZT) 
ACF VARIABLE IS ZT. @ 

DFORDER IS 12,12. @ 
MAXLAG IS 50. @ 
HOLD ACF(FAC02). 

C PROCEDIMIENTO USADO PARA CALCULO DE LA FAC DE Dl-2(ZT) 
ACF VARIABLE IS ZT. @ 

DFORDER IS 1,12,12. @ 
11AXLAG IS 50. @ 
HOLD ACF(FAC12). 

C PROCEDIMIENTO USADO PARA 
ACF VARIABLE IS ZT. 

CALCULO DE LA FAC DE D2-2(ZT) 
@ 

DFORDER IS 1,1,12,12. 
MAXLAG IS 50. 

@ 

@ 

HOLD ACF(FAC22). 

mnuRN 
Ftl!•. 



==MODELO 

C ESTIMACION DE MODELOS CORRESPONDIENTES A LAS ISOYETAS DEL 
C ESTADO DE MORELOS. ISOYETAS: IS0810.DAT, 
C IS01012.DAT Y IS01520.DAT 

C LECTURA DE LA ISOYETA: IS0810.DAT 
INPUT VARIABLE IS ZT. @ 

FORMAT IS FREE(l,110). @ 
FILE IS 'A:IS0810.DAT'. 

C PROCEDIMIENTO USADO PARA ESPECIFICAR EL MODELO 
C A PROBAR 

IJTSMODEL NAME IS MARIMA. @ 
MODEL IS (1-PHil*B**12)ZT((l-B**l2))= @ 
(1-TETAl*B**12)(1-TETA2*B**13)NOISE. @ 
SHOW. @ 
CHECK. 

C PROCEDIMIENTO USADO PARA ESTIMAR PARAMETROS DEL MODELO 
UESTIM MODEL IS MARIMA. @ 

STOP-CRITERIA ARE MAXIT(20). @ 
OUTPUT IS LEVEL(DETAILED). @ 
HOLD RESIDUALS(RESI), FITTED(XT), VARIANCE(G). 

C PROCEDIMIENTO USADO PARA PRONOSTICAR VALORES DE LA SERIE ZT. 
UFORCAST MODEL IS MARIMA. @ 

METHOD IS CONDITIONAL. @ 
HOLD FORECASTS(PREDI), STD_ERRS(DES). 

C PROCEDIMIENTO USADO PARA CALCULAR FAC DE LOS RESIDUALES 
ACF VARIABLE IS RESI. @ 

MAXLAG IS 50. 

C PROCEDIMIENTO PARA SALVAR VARIABLES: XT, RESI, PREDI Y DES. 
SAVE VARIABLE ARE XT. 

FORMAT IS '6F9.2'. 
FILE IS 'A:PREDil.DAT'. 
REMARKS ARE 'DATOS AJUSTADOSº. 
REWIND. 

@ 

@ 
@ 

@ 

SAVE VARIABLE ARE RESI. @ 
FORMAT IS '6F9.2'. @ 
FILE IS "A:PREDil.DAT'. @ 
REMARKS ARE 'RESIDUALESº. 

SAVE VARIABLE ARE DES. @ 
FORMAT IS '6F9.2º. @ 
FILE IS 'A:PREDil.DAT'. @ 
REt1ARKS ARE . DESVIACION ESTANDAR •. 

SAVE VARIABLES ARE PREDI. @ 
FORMAT IS "6F9.2º. @ 
FILE IS 'A:PREDil.DAT'. @ 
REMARKS ARE 'PRONOSTICOS PARA 1990/1991 DE rsoa10·. 

RETURN 
END. 



~~MODELO 

C PRONOSTICO GENERAL MEDIANTE SUAVIZAMIENTO EXPONENCIAL 
C USANDO EL METODO ADITIVO DE WINTER' 
C CORRESPONDIENTES A LA ISOYETA DEL ESTADO DE MORELOS: 

C IS01012.DAT. •... ····~· ··•·••· < C UPCIONES DE ARCHIVO: ISOB10.~AT;.':1.S01012.DAT, 1S01520.DAT 

e LECTURA DE LA ISOYETA: IS01ói2.riAf· 

INPUT VARIABLE IS ZT. • 
FORMAT IS FREE(l,110). @ 
FILE IS 'E: IS01012.DAT'. 

C ESTE PROCEDIMIENTO ES USADO PARA EFECTUAR EL PRONOSTICO 
C CORRESPONDIENTE MEDIANTE EL METODO DE WINTER ADITIVO 

GFORECAST VARIABLE IS ZT. @ 

RETURN. 
END. 

METHOD IS AWJNTERS. @ 
WEJGHTS ARE .57, .007 , .43 . @ 
SEASONALJTY IS 12. @ 



@ 
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