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INTRODUCCION

Este estudio 1lleva como propdsito recuperar el modelo de
sistemas de dos estados atémicos con el cual Einstein obtuvo la ley de
radiaciéon de Planck y demostré que en la emisién y absorcién de radiacién de
paquetes de energia se intercambia momento unidireccional entre la radiacién

y los sistemas atémicos.

Para demostrar que el moderno desarrollo de la teoria de
procesos estocasticos -desconocido en los tiempos en que se desarrollé la
vieja teoria cuantica- permite retomar muchas de las ideas fisicas manejadas
en aquella época, se estudia el intercambio de energia entre slistemas

atémicos de dos niveles y una radiacién formada por fotones.

Se considera que la mecanica cuantica es una teoria fisica
util porque proporciona formalismos matematicos que predicen resultados
confrontables con el experimento, pero que no brinda imagenes intuitivas de
la naturaleza. Por lo tanto, se intenta establecer una diferencia entre las
concepciones fisicas con 1las cuales abordaban sus investigaciones los
constructores de la vieja teoria cuantica, respecto de aquéllas a las cuales
recurrieron los autores de la mecadnica cuantica en su forma madura.
Adjudicamos a los primeros una visién de la fisica como una ciencia capaz de

proporcionar tanto los formalismos como las imdagenes intuitivas sefialadas.

Para evitar consideraciones flloséficas que ya han sido

abordadas por muchos estudiosos de la filosofia de la fisica(bd), se recurre

1) (5-6)

direclamente a revisar los trabajos originales de Planck Einstein N

7 5 .
(), acerca del quantum de energia, selecclondndose aquellos materiales

Dirac
mas representativos de las dos concepciones de hacer fisica que aqui se
distinguen (con y sin imagenes de la naturaleza),buscando demostrar con las
mismas consideraciones de los autores la aseveracién arriba mencionada.

)

Es claro de diversos estudios'® que los constructores de la
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Es claro de diversos estudxos“

que 'los “constructores .de la
teoria cuantica madura basaron sus actividades en fisica en una concepcién
filoséfica que fundamentaba su concepto de una ciencia sin imagenes; sin
embargo, este aspecto no se revisa aqui. Nos concretamos a analizar en el
primer capitulo de este estudio el trabajo que lleva a Max Planck a la

hipétesis del quantum de energia, el de Einstein sobre creaciéon y
transformaciéon de la luz (mal llamado del efecto fotoeléctrico), el de
Einstein sobre la férmula de fluctuaciones de la radiacién y de los
coeficientes AB, asi como el de Dirac acerca de la cuantizacién del campo

electromagnético.

Solo se incluyen aquellas partes de sus trabajos que a mi
juicio indican claramente las ideas fisicas que Planck, Einstein y Dirac
tenian en mente. Al terminar el tercer capitulo se resume la teoria de la
segunda cuantizacién en su versién moderna, con el fin de reforzar la tesis
de que las ideas formalizadoras de Dirac -en realidad de casi todos lo
creadores de la versién madura de la teoria cudntica- dieron origen a un
formalismo matematico que conjunta las concepciones ondulatoria y corpuscular

de la luz, pero sbélo en el formalismo matemdtico.

En el cuarto capitulo se revisan varias alternativas que se
han intentado para explicar fendmenos de interaccién de &tomos con radiacién
electromagnética sin necesidad de recurrir a la electrodindmica cuantica. En
este caso se tocan brevemente: las estocastizaciones del campo
electromagnético con base en la mecdnica cuantica estocatica, el llamado
enfoque semicldsico -consistente en cuantizar la particula manteniendo una
descripeion clasica del campo-, y por ultimo la Electrodinamica Estocastica y
la Optica Estocdstica. En este capitulo no se busca presentar discusiones
exhaustivas del formalismo y de las ideas fisicas en su totalidad, sélo se
exponen aquellas que tienen importancia para los fines de este trabajo, que
en este punto radican en el objetivo de demostrar que la electrodindmica
cuantica es motivo de insatisfaccién para muchos fisicos y que esto puede
deberse a la ausencia de una imagen concreta de la naturaleza, asociada con

el formalismo matematico.



las ideas fislicas aparentemente abandonadas, como es ‘el ‘caso delffbasfondo
estocdstico de la mecidnica cuantica (especulacién planteadé porASchrédinger
ya en 1931), la interpretacién electromagnética del cuadrado del valor
absoluto de la funcién de onda (también de Schrédinger), la existencia de una
radiacién del punto cero (inicialmente planteada por Planck y explorada luego
por Einstein), en realidad son ideas que han permanecido latentes y que
podrian llevar a planteamientos importantes en la revisién de los fundamentos
de la teoria cuantica. Sobre la consideracién de que recurrir a viejas
ideas, con nuevos conceptos y nuevos formalismos matemdticos, permite ofrecer
alternativas menos misteriosas que la teoria cuintica, se trabaja el modelo

de dos estadosw)

utilizado por Einstein en 1917 para obtener la ley de
Planck y la transmisién de un impulso en la emisidén de paquetes de energia;
se demuestra que sin recurrir al formalismo matemdtico de la mecdnica
cudntica madura se pueden obtener todas las propledades termodinamicas de la
radiacién del cuerpo negro y se hace ver que este mismo modelo de Einstein
puede permitir el estudio de una radiacién electromagnética en un proceso de
relajacién hacia el equilibrio. Por 0ltimo, sec plantea a nivel de conjetura
la idea de que el estudio de la transmisién del impulso junto con la emisién
de paquetes de energia podria ofrecer descripciones interesantes de la

interaccién de cargas eléctricas con radiacién.



CAPITULO I

. En su estudio sobre la radlaclén contenida en una cavidad,
Planck se basa en que la ley de Kirchhoff es valida independientemente del
material de las paredes de dicha cavidad. Por consiguiente, para establecer
un modelo matematico de la interaccién de la radiacién con dichas paredes,
selecciona el sistema que permite una descripcién mas simple: una particula

cargada moviéndose en potenciales de oscilador arménico de frecuencia w dada.

Su modelo matematico consiste, por lo tanto, en una particula
cargada bajo la influencia de una fuerza lineal, un campo eléctrico periédico
en el tiempo (la radiaclén encerrada en la cavidad) y wuna fuerza de
amortiguamiento proporcional a la velocidad de la particula, que le permite
modelar la transmisién de energia de la particula a la radiacidn. Si la
radiacién es isotrédpica podemos analizar sélo una de las coordenadas del

oscilador; se tiene entonces la siguiente ecuacidén de movimiento

(1.1)

donde e es la carga de la particula, m su masa y w la frecuencia con que

vibra y ex la componente x del campo eléctrico de la radiacién incidente.

Si la radiacién y las paredes de la cavidad estan en
equilibrio térmico, es de esperarse que el movimiento de la particula cargada

sea estacionario; por consiguiente, se propone

x(t) = | X(Q)Exp(iQt)dQ
(1.2)
—w
e+
g (t) = ?sx(msxp(mt)dn ,



se sustituye (1.2) enf’(fi';‘i)‘:- staclonaria de la

ecuaclén diferericlal y s calctla

ycl'la_db‘f-‘: ‘promediada
en un periodo T

(1.1)

Yy se encuentra

(1.4)

Si la radiacidén es lsotrépic'a‘,{ 1; tres "6omponentes espaciales

del campo contribuyen a la densidad de .energ . don' la misma cantidad

promediada en un periodo, luego

1 - i
Uus—— <6 + & + B> =—<B.> s - E (1.5)
amn X y z t AT Tkt : ]
pero de que
0
&> =| |8 @faa ,
x t x
-
se tiene
oo 00
3 2 3 2
u = |8 (@)|7de =~ |& (Q)['ae (1.6)
~00 0



por otro lado

u = J plo,t)dw , o : (1.7)
donde p(w,T) es la densidad espectral del campo. -Por " lo’ tanto, .comparando
(1:7) con (1.6) y usando (1.5) se establece .

2
w

plw, t) = _z——a(E>t (1.8)
‘mc

que relaclona la densidad espectral con la energia del oscilador promediada
en el tiempo. Una vez obtenida esta ecuacidn, Planck puede estudiar las

propiedades de la radiacién .trabajando con el oscilador arriba descrito.

En consideracién a una critica de Boltzmann al trabajo de
Planck(m), este ultimo plantea una analogia con la hipotesis del caos
molecular del primero y propone la que llama radiacién natural, conforme a la
cual las vibraciones arménicas parciales, que componen una onda de radlacién

R 11
térmica, son completamente incoherentes‘ '

En lo sucesivo, para simplificar la notacién denotaremos

<E>:=U‘ Planck asocla a los osciladores una entropia S dada de la forma

s=—1""5g5 (1.9)

donde v es la frecuencia del oscilador (dada por v=w/2m), e es el numero de
Euler ¥ a y b son constantes. Enseguida considera dos osciladores
cualesquiera de la pared, de frecuencias, entropias y energias v, S, U; v’,

S' y U’ respectivamente. Impone las condiciones de conservacién de la



energia y de equilibrio térmico mediante:las gxprqsiones

(1.10)
calcula
as 1 wu
3S = U = — 1n[ ] ,
a-u av L by
andlogamente
y usando (1.10) resulta
1 u 1 u
- ln[ ebv ] T av’ [ ebv') '
av
de donde obtiene que
1 u Lo :
- ln[‘g;—] =B , (1.11)
av



; G e aigr
con B constante. Por otro lado, de la ‘termodinamica ——— = —— ", por lo que

puede proponer B=1/T y escribir

1
T

resolviendo para U resulta

~-av
U = buExp[ T ] . ’ (1.12)

finalmente usa (1.8) y. encuentra ia ley de radiacién de ' Wien

N -av.. - g
pv,T) = cV:‘Exp[ T ] (1.13)

Como es sabido, los resultados tanto teoricoclasicos como experimentales
indican que a bajas frecuencias 1la ley de radiacién correcta es la de

Rayleigh

p(v,T) = \ (1.14)

Planck observa que la entropia de radiacién dada por (1.9) cumple con
2

ss .y2» mientras que la entropia que puede llevar a (1.14) cumple con
2

au

a%s

—"‘2~ U ". Entonces propone una interpolacién de la forma

au :

a"s a
— - — (1.15)
U(U+b) )



que contiene a ambas -como“caso’1fmi

1
T 8

e integrando e invirtiendo resulta:

Uus=s —m——/m——m—m——— A (1.16)

y usando (1.8) obtiene

2
sn:bv/ca 7
p(v,T) = —T T C (17

Exp[;?-] -1

que Planck llama una mejora a la ley de radiacién de Wien y contiene a (1.13)

y (1.14) como casos limite.

Con el trabajo desarrollado haste este punto Planck tiene un
panorama en el cual las diversas definiciones de entropia lo llevan a
distintas leyes de radiacién. Sin embargo, sélo una es correcta, de donde
concluye que necesita un criterio fisico para seleccionar sélamente una de
las entropias posibles, a saber, aquella que cumpla con (L.15). Para
construir la entropfa, desarrolla entonces el enfoque microscépico que se

esboza a continuacion:

Sean N osciladores arménicos de frecuencia v en las paredes de
la cavidad, sea SN su entropia y UP=NU su energia. Siguiendo el enfoque
N

microscépico de Boltzmann, Planck propone
S =klnw , (1.18)

10



donde W es el numero total de posibles distribuciones de la energia UN entre

los N osciladores y k es la ahora llamada constante de Boltzmann.

Planck no sigue completamente a Boltzmann, puesto gque no
maximiza la entropia dada en (1.18),pero utiliza un método de conteo de

estados como sigue:

Divididé la energia total UN de los osciladores en P elementos
de magnitud €, susceptibles de ser repartidos entre los N osciladores
arménicos. Se trataba, entonces, de distribuir P objetos en N lugares
separades por N-1 separadores, lo cual en conteo estadistice vino a ser
equivalente a distribuir en diferentes formas N+P-1 objetos. Esto le dié por
resultado (N+P-1)! formas distintas de distribuir los elementos de energia y
los separadores. Por otro lado, considerando que al intercambiar los
separadores no puede haber ningin efecto fisico, Planck dividié entre (N-1)!,
pero ademds, como tampoco puede haber efecto si intercambiamos los P

elementos de energia, dividié entre P! Esto le dié por resultado que

(N+P)!
We —— (1.19)
N!P!

1
y con la férmula de Stirling, n!=(2m)z n"'2 Exp(-n) valida para n muy grande,

aproximé

(N+P) (N+P)

E
[}

NYp?

Al parecer Planck procedldé de esta forma porque asi obtenia una expresidn
para la entropia con la propiedad dada en (1.15), pero aparentemente fue

Ehrenfest, hasta 1911, qulen puso en claro el razonamiento del primero. A la

11



luz de los conocimientos actuales es claro que lo que Planck estaba haciendo
era introducir los conceptos basicos de la estadistica de Bose y Einstein,
pues estaba contando sobre estados fisicos y no sobre particulas, ademas de

que estaba Introduclendo el concepto de indistinguibilidad.

Sustituyendo la expresién dada para W y usando N = UN/U y
P=NU/e, después de un manipuleo algebraico Planck llegé a la relacién
u U
_ U u ——In "/
s, = Nk[(1+ 73 n s Y - — c] . (1.20)
Planck esperaba tomar el limite e£-20 con P-x, tal que UN=const., siguiendo el

mismo artificio de conteo utilizado por Boltzmann con anterioridad.

La contribucidén de cada oscilador a la entropia es

_ S as
S = N/U, calculando /aU obtuvo
as Kk n e+U
—— o ——— U R
au €

razonamiento que debe seguir siendo cierto si el miembro izquierdo es igual a

1/T, luego, resolviendo para U, llegd a que

e
U= Exp(e/KkT) ~ 1 (1.21)
Por otro lado, de la ley de Wien debe tenerse que
U= vplosT) (1.22)
con' $(v/T) una funcién desconocida hasta el momento. Para que (1.21)

12



cumpliera con  (1.22),. Planck fuvo",qugﬂ"pr‘opb;nigr, &=hi 'y usando (1.8) pudo

establecer

2 hy

pw,T) = : (1.23)
c Exp(hv/kT) - 1

En este punto Planck encontré que tomando h-o perdia su ley de radiacién,
obteniendo la que ahora conocemos como ley de Rayleigh y Jeans. Ademas de
que al calcular la ley de Stephan y Boltzmann la constante h quedaba
relacionada con la constante de Boltzmann y permitia calcular, entre otras
cosas, una expresién muy precisa para la carga elemental del electrén.
Concluyé asi que la unica forma de obtener la densidad espectral correcta,

era suponer que la energia so6lo podia ser intercambiada en paquetes.

13



CAPITULO II' -7,
El trabajo de Einstein sobre la cuantizacién
2.1 Una analogia entre un gas ideal y la radiacién monocromatica.

En su articulo "Sobre un punto de vista heuristico acerca de

la emisién y transformacién de la luz", Einstein(S)

presenté un conjunto de
consideraciones introductorias que establecen con claridad que desde entonces
parecia tener wuna imagen fisica de la 1luz como un fenémeno con

caracteristicas corpusculares. Ellas son las siguientes:

1)Existe wuna diferencia tedérica entre los conceptos
desarrollados por los fisicos para gases y otros cuerpos
ponderables respecto de los wutilizados en 1la teoria
electromagnética de Maxwell. Esta diferencia consiste en
que a los primeros se les asocia un nimero muy grande, pero
finito, de numeros que especifiquen su posicién y su
velocidad, mientras que para los segundos se utilizan

funciones continuas de la posiclién y del tiempo.

2)Tal diferencia lleva a que la energia electromagnética de
una onda sea considerada como una funcién espacial continua,
que, por ejemplo, para ondas esféricas salientes se dispersa
en una superficie creciente con el tiempo, mientras que para
cuerpos ponderables la energia estd contenida en atomos y
electrones, sin que pueda ser subdividida en partes

arbitrariamente pequeiias.

3}La teoria ondulatoria de la luz, que opera con funciones
continuas, es til si se aplica a difraccién, reflexién,
refraccion, etc., que son fendémenos en los cuales se trata
con observaciones que se refieren a tiempos promedios, mas
que a valores instéantaneos. A pesar de la confirmacidén de
la teoria en experimentos con fenémenos épticos, ésta podria

llevar a contradiccliones con la practica cuando se aplica a

14



la-‘emision y transformacién de la luz.

4)Las observaclones asociadas con la radiacién del cuerpé
negro, fluorescencia, produccién de rayos catédicosvpor luz
ultravioleta, etc., son mas rdpidamente entendidos si uno
supone que la energia de la 1luz esta discentinuamente

distribuida en el espacio.

Enseguida Einstein considera radlacién en una cavidad de
volumen V, con densidad espectral p(v,T) y entropia por unidad de volumen
¢(v)dv para frecuenclas en el intervalo (v,v+dv). Supone que ¢=¢(p,v) y

escribe la entropia S de toda la cavidad como

co
S =V J¢(p,v)dv 5 (2.1)

[}

impone sobre la radiacién la. condicién de equilibrio. térmico.

=]
Slolp,vidy

o

frente a un cambio infinitesimal en p y obtiene la siguiente expresién con el
método de multiplicadores de Lagrange y la conservacién de la energia

media como condiclén complementaria:

o

% sp - asplav =0
ap
o]

donde A es una constante. De aqui se sigue que
— = A (2.2)

15



es decir, 6¢/a§'eéi ne péﬁdiehté‘de la frecuencia.

‘"Si ia{rad1aci6n incrementa en  dT su temperatufa,,qcurre un

cambio dS en la-entropia dada por

con la densidad de radiacién u dada por (1.7) encuentra

a.¢
das = du (2.3)
ap

de la termodinadmica se tiene que [dS/dUl=1/T, luego

1
T (2.4)

Las leyes de radiacién dadas por (1.13), (1.14) y (1.23)
contienen expresiones que resueltas para 1/T y sustituidas en (2.4)

proporclonan una ecuacién diferencial para ¢ en términos de p.
De esta forma Elnstein puede trabajar el problema inverso de

Planck, que consiste en obtener una entropia a partir de una ley de

radiacién.

16



Enseguida trabaja con la ley de Wien para tomar lo que llama

"forma asintética de la entropia deﬁradlaéibn monocromatica en densidades de

radiacién bajas". Resolvlehdo én”(i.}S)'ﬁéré‘l/T y ‘sustituyendo en (2.4)

resulta

e integrando

de donde se tiene que la entropia $ para una radiacién con frecuencias en

(v.v+dv) esta dada por

Vp P
S =~ Vg(p,v)dv = - — ln——; - 1|dv -,

Bv

como E=pVdy es la energia de la radiacién, queda

(2.5)

Para una expansién libre en la que E permanece constante y el

volumen V cambia a Vo, el cambio de entropia sera

v (E/Bv)
AS =S -5 = ln[“—}

- 17
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A continuacién Einstein considera un slistema fisico formado
por n puntos méviles en una cavidad de volumen V. Su cambio de entropia AS

para una expansioén libre como la mencionada arriba sera

R
AS = InW ,
N

donde R es la constante de universal de los gases, N es el numero de Avogadro
y W es la probabilidad de que el sistema pase del estado fisico con volumen V
a otro de volumen VO.

Para gases ideales y soluciones diluidas la probabilidad de

transicién de uno de estos puntos méviles es V/Vb y para n particulas
independientes

v, 1"
”‘[ /vo] . (2.8)

Sustituyendo (2.8) en (2.7)

(2.9)

Estableciendo una analogia entre este gas de puntos méviles y la radiacién,

Einstein compara (2.8) con {2.6) y resulta

nRBv
E =

N . (2.10)

de donde se tiene que la energia de la radiacién esta formada por n paquetes

18



de energia proporcional a:la‘frecuencia.

Con est’e resultado Einstein explica lo que entonces; be'x:aw‘
llamada -ley  de Stokes, la fotolonizacién de 1los gases: vy e} 'éfecto

fotoeléctrico en la forma ya conocida en los textos.
2.2 La teoria de fluctuaciones de Einstein.

En 1909 Einsteln desarrolla un nuevo trabajo sobre la
cuantizacién, que puede ser considerado el primer paso firme haclia el

establecimiento de un caricter corpuscular y ondulatorio de la luz.

Presenta una nueva derivacién de su ley de fluctuacién de la

. (12}
energia

2 5 38 E
<g”™> = kT |— (2.11)
BTV

Adoptando enseguida la posicién pragmitica que consiste en
tomar como punto de partida correcto a la ley de Planck, busca investigar
cuales son los aspectos fisicos que se encuentran partiendo de la ley de
radiacién dada en (1.23). Entonces, para una radiacién con frecuencia en

(v,v+dv), en un volumen V, la energia promedlo es

E = Vp(v,T)ldv (2.12)
y sustituyendo en (2.11)
snhv3 8
<e?> = kTZ__a__ —_|Exp[hu/kT] ~ 1lvdv
c arT
smh?v? 1 1

= 3 + 5 vdv
c Exp(hv/kT) - 1 (Exp(hv/k’r) - 1] ,
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luego

3
c

2y a2 :

<e"> = [hvp‘i TP ]Vdv (2.13)

:x{s%4

Si en (2.12) se utiliza la ley de Rayleigh y Jeans, en (2.13) resulta sélo el
segundo término, que Einstein demostré, mediante un andlisis dimensional, que
tiene un origen ondulatorio. En 1916 Lorentz didé una demostraciodon rigurosa

con base en la electrodinamica clasica.

En cambio, si se utiliza la ley de radiacién de Wien en la
férmula de fluctuacién de Einstein, sdélo aparece el primer término, mismo que
puede ser encontrado partiendo del supuesto de que la radiacién consiste de
un gas de particulas con energia hv, contenidas en un volumen V y
distribuidas aleatoriamente con igual probabilidad en todos los puntos del

espaclo.

De lo anterior resulta que el primer término de (2.13) revela
una estructura corpuscular de la radiacién, mientras que el segundo indica un
comportamiento ondulatorio. A partir de entonces Einstein planteé la
necesidad de desarrollar una teoria de la radiacién que incorporara ambas

concepcliones de la luz.
2.3 E1 modelo de dos estados de Einstein.

En 1916 Einstein desarrollé otra derivacién de la ley de
Planck, que fué publicada en 1917, y en la que partia de suponer moléculas
con niveles energéticos discretos zl,zz,...,zn,... con energias internas EU
A NEEES ademds de su movimiento traslacional. Si estas moléculas
pertenecen a un gas a temperatura T, una fraccioén wn de ellas estard en el

estado estacionario zn, con Wn dada por

wn = anxp(—cn/kT) (2.16)
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y pnel peso estadistico del estado z. En el lenguaje moderno diriamos que

el gas obedece la estadistica de Maxwell-Boltzmann.

Considerando sistemas de dos estados z., 2., con energias e,
€. Einstein propone que en la interaccién de estos sistemas con la
radiacién, ocurren procesos de absorcién y de emisién que describe

estadisticamente como sigue:

Para el fendmeno de emisién plantea la exlstencia de procesos
en los que ocurre una transicién de z a zn, con la emisién de radiacién de
m
frecuencia v y sin que medie causa externa. La probabilidad dW de que esta

transicién ocurra en el intervalo (0,dt) esti dada por

dW = A:dt . (2.17)

Postula ademds la existencia de precesos en que la transicién de z az es
inducida por una radiacién de densidad espectral p y frecuencia v. En este

caso construye las probabilidades de transicién en (0,dt) como

daW = Bpdt . (2.18)
m

Para el fenémeno de absorcién propone la existencia de procesos en que la
transicién de zn a 2z es inducida por una radiacién de densidad espectral p y
m

frecuencia v, tal que

dw = B:pdt . (2.19)

Ademés la probabilidad de transicién debe ser proporcional a la fraccidn de
estados en z vy z respectivamente, por consiguiente, la probabilidad de

emisién dwe se obtiene sumando (2.17) con (2.18) y multiplicando por el
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factor correspondiente dado por-(2:11) “:~
dW_ = mexp(fgm/}fiI') [Am + Bmp]dt (2.20)
andlogamente para la probabilidad de absorcion dw‘1

_ _ m
aw_ = anxp( en/kT)Bnpdt . (2.21)

Donde las constantes A y B son caracteristicas atémicas, y por lo tanto,
son independientes de la temperatura. Para que la radiacidén no perturbe la

distribucién de estados dada por (2.16), Einstein propone la siguiente
condicién de equilibrio

R (2.22)

sustituyendo (2.20}) y (2.21) en (2.22) y tomando el limite p-x cuando T e,
encuentra

pB” = pB (2.23)

con lo cual escribe (2.22) como

n _ - n
mem[Exp( en/kT) Exp(-em/kT)]p = me_‘xp( t:m/kT)Am
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y resolviendo para p, resulta

o CA"/B
R moome
p == — . (2.24)
:Expl(e =€ )/KT] - 1
m n

Para que exista coincldencia con la ley de Wien p=mv3¢(v/T), propone

A
h 3
— v (2.25a)
n
Bm
g - €& = hy (2.25b)
y obtlene
3
av
plv,T) = —————™— , (2.26}

Exp(hv/kT) - 1

la ley de radiacién de Planck y el postulado de Bohr como un resultado de la
teoria.

Enseguida estudia el movimiento de una molécula de masa M en
el campo de radiacién, que sufre cambios por dos razones en un intervalo

pequefio de tiempo [0.T], como sigue:

-Una fuerza originada por 1la radiacién, que se opone al
movimiente y que es proporclonal a la velocidad, seria de la

forma -Rv.

-Un impulso A que proviene de las irregularidades de las

transiciones radiativas.
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En t=0 el momento es
Mv -
en t=t el momento es

Mv-RvT+A .,
Para que la distribucién de velqcidades sea: constanteen el’ tiempo. debe

cumplirse que

<(Mv < Rvt + M) = <(Mv3)> ..

Desarrollande el cuadrado del lado izquierdo, despreciando el término
cuadraticos en T y suponiendo que <vA>=0, pues Einstein argumenta que se

tiene interés en el efecto sistemdtico de v sobre la molécula, resulta

<A®> = 2RMecvDT . (2.27)

Pero <v®> debe ser igual a la que resulta de las leyes de los gases para
moléculas a temperatura T, pues de 1lo contrario las moléculas aqui
consideradas perturbarian el equilibrio térmico de 1la radiacién con un gas

arbitrario mantenido a la misma temperatura, por lo tanto

M<v3s kT

=== - (2.28)
2 2

y sustituyendo en (2.27) encuentra
A%
—'= 2RKkT . (2.29)
T
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- A continuacién Einstein plantea el sigulente argumento: se
puede ‘calcular <a® y R por separado, que sustituldas en (2.29), deben. llevar
a.una identidad sliempre que p sea expresada en términos de la ley de Planck.
S5i esto se cumple se estaria demostrando que la ley de Planck implica emisién

individual de la radiacién.

Para calcular la constante R considera una molécula moviéndose
a una velocidad relativa v, en la direccién x, en un sistema de referencia K.
Ademds considera un sistema de referencia K’, tal que respecto a &1 la

molécula esta en reposo.

Respecto a K, la radiacién es isotrépica, por lo tanto, la
radiacién por unidad de volumen en un rango de frecuencias (v,v+dv) y

comprendida en un angulo sélido relativo a su direccién de propagacién, es

dg
pdv— (2.30)
4w

con p una funcién de la frecuencia pero no de la direccién.

Observada desde K', la radiacién es

dae’
p' W, )dv —
an

con ¢' el &angulo respecto al eje X y ¢’ el angulo respecto al planoc Y'2’'.

Anadlogamente, la direccién de dQ en K se determina con los angulos ¢ y y.

Einstein propone que la ley de transformacién entre (2.30) y
(2.31) debe ser la misma que la existente para el cuadrado de la amplitud de
una onda plana con la direccién correspondiente. Visto desde K, dicha

amplitud al cuadarado seri AZ y desde K' se tendra A2, Por consiguiente, a
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primer orden-en-v/c

pv’ ¢ Jdv' d’ .
-_— =1 - 2[ / ]cos¢ , (2.32)
p{v)dvd C. ) i
reacomodando
dv dQ v
p(v’,9') = ply)y— — [1 - 2[ /c]c05¢] (2.33)
dv’ dQ' : o

De la teoria de la relatividad se tiene, a primer orden 'en

v/c, la siguiente expresion para el efecto Doppler

v = v[l - [V/C]cos¢] (2.34a)
v v 2
cosg’ = cosp - — + — cos'¢ (2.34b)
c c
o=y (2.34c)

la transformacidén inversa sera
= 1, v
v =7p [1 + (/c]cos:ﬁ] ,

por lo tanto p(v)=p(v'}[1+(v/clcosg], desarrollando en serie de Taylor y
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usando. las ecuacione55(2.34)Q se obtiene -

Sy
v’
que sustituidas en (2.33) ‘1levan-a

v
plv',¢9') = [p(v) + - V'cos¢’[ap/av]][l - 3[v/c]cos¢'] (2.35)
c .

A continuacién Einstein esfudia la absércién de momento de ‘la
molécula a partir de la radiacién, tal que en cada absorcidén recibe una

cantidad

" cos¢’

de momento en la direccién x.
De las consideraciones anteriores se tiene que hay

o daQ’
B p ' ,¢')—
4an

absorciones por segundo y por molécula en el estado n, pero considerandoc que
las moléculas no se regresan instantidneamente al estado z , sino que
n

permanecen un tiempo finito en el estado z, sélo una fraccidén de ellas, dada
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por

p Exp(~e /kT)
n n

anxp(—cn/kT) + anxp(—em/kT)

puede realizar la transicién z z en un instante dado, por consiguiente,

el numero de transiciones por segundo sera

p Exp(-g /kT) ,
n n B (7,97 ) 22 (2.36)
S am

con

S = anxp(—sn/kT) + mexp(—cm/kT)

Para emisiones el numero de transiciones z » z sera
m n

p Exp{(-£ /kT) ,
m S - T PR (2.37)
S amn

y el momento transferido estara dado por
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luego, la transferenc;a‘tdtal de'momeniorpor;u idad de:tiempo seré

<. (2.38)

sustituyendo tiene. para el momento

iﬁtegréhdox se
transferido ;

hopeTviapy
- ——‘[p'— ; ;E]pan[Exp(fen/kT) —,Exp(-em/kT)]v )

con lo cual podemos identificar

hv v 8 o
R = -;—[p - - -f]pan[Exp(-cn/kT) - Exp(-cm/kT)] . (2.39)
c”s 3 dv

Una vez oblenida la expresién para R, Einstein procede a
calcular <A%> como sigue: Sea una molécula en reposoc que recibe un impulso en
la direccidén x como resultado de un momento transferide A, de forma tal que
la transferencia ocurre conforme a una ley estadistica que da un momento

transferido que promedia cero.

Sea
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con v=1,2,... -7.10s - distintos momentos

individuales
S v R
<AD> =< >
A LAy (2.40)
si <Av2>=<A2> para toda v, después de 1 eventos se tiene
< =103

tal que si el impulso 'se transfiere unidireccionalmente en cada proceso, se

tiene
hvy
A = — 0S¢ (2.42)
c
con ¢ un angulo respecto a x seleccionado al azar. Elevando (2.42) al

cuadrado y promediando sobre dQ/4m, se tiene que en cada direccién ortogonal

la molécula recibe un momento cuadrado promedio dado por

2 hv 2
@ = [ /c] . (2.13)

Si hay 1 eventos en [0,t], seran el doble del ndmero de

transiclones z zm, por lo tanto

2
1=-
s

m.
panExp(-cn/kT)pt , (2.44)
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SERL N SR
hV)C]PanE¥P(an/kT) . (2.45)

Por ultimo, con p dada por la ley de Planck, se sustituye
(2.45) y (2.39) en (2.29), obteniéndose la identidad esperada. Entonces
Einstein concluye que una teoria de 1la radiacién en 1la que ocurran
transferencias de momento unidireccional a la vez que ocurren transferencias
de energia, estd en concordancia con la teoria del calor. Ademas,
considerando que en una emisién de ondas ésfericas no hay transferencia de
momento, Einstein propone que este tipo de radiacién no existe, sino que la
emisién y absorcién debe ccurrir mediante eventos direccionales. Esta era
para Einstein la conclusidén mas importante de su trabajo y es considerada por
A Pais‘?® como el paso definitivo de Einstein hacia el concepto corpuscular
de la luz en toda la magnitud del término particula, es decir como un ente
individual con energia y momento bien definido. Sin embargo, como el proplo
Pais discute en la referencia citada arriba, la condicién de concordancia de
la teoria de la radiacién {corpuscular en este caso), con la teoria del
calor, venia a ser una condicién necesaria pero no suficiente, en el sentido
de que no eliminaba la posibilidad de que otras teorias de radiacion también
ofrecieran la misma concordancia. Este aspecto fue discutido por Pauli en la
misma direccién y en 1923 Breitu4) apuntd que del éxito de la demostracién
aqui tratada no se seguia que el caracter cospuscular de la luz era la uUnica
hipbétesis posible. De hecho Breit presentdé una derivacién clésica de la

misma relacién.
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CAPITULO III

La teoria de Dirac sobre emisioén

y absorcidn de radiacién
3.1 Antecedentes del trabajo de Dirac.

En sus estudios sobre dispersién de ondas electromagnéticas en
medios dieléctricos, que lo llevaron a predecir la existencia del ahora
llamado efecto Ramhan, Heisenberg desarrolla una notacién en la cual las
frecuencias de 1la 1luz dispersada contienen como subindice 1los nlUmeros
cuadnticos que numeran los estados entre los cuales se efectia la transicién
que da lugar a la radiacién considerada. Por ejemplo v(a,8) indica que una
transicion del estado cudntico a al B dié lugar a una emisién de radiacléon de
frecuencia v. Una notacién andloga es introducida por el mismo autor para
las amplitudes utilizadas en desarrollos en serie de Fourier, de forma tal

< 15}
que, utilizando de manera novedosa'

el principio de correspondencia de
Bohr, Heisenberg toma las ecuaciones de movimiento que proporciona la
mecédnica clasica, sustituye sus magnitudes por otras de caracter cuantico y
se plantea el problema de coémo calcular potencias superiores de una variable
dada, siempre que se tenga su descomposicién en serie de Fourier. Cuidando
que se cumpla el postulado de Bohr para emisién y absorcién de radiacién,

=h_1(Ea-E ), Heisenberg construye su conocida regla de multiplicacién.

] B8

Después de que Born identifica la regla de multiplicacién de
Heisenberg como producto de matrices, se inicia un trabajo conjunto de ambos
con Jordan, que culmina en una formulacién de la teoria cudntica mediante una
mecanica matricial que reconoce como azspecto {undamental de la misma la regla

de conmutacién de las matrices que representan a las magnitudes fisicas.

Conociendo el trabajo de Heisenberg, Dirac desarrolla un
trabajo equivalente, en el cual utiliza una teoria de operadores que no
conmutan, que llama numeros-q, y construye una mecé&nica cuadntica a partir de
sustituir por conmutadores los corchetes de Poisson utilizados en la mecanica

clasica.
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e)_ .. .
aplican -su teoria

Por su parte, Born, Jordan y Heisenberg
de matrices al estudio de una cuerda vibrante, modelada mediante una cadena

de osciladores arménicos cudnticos y encuentran la relacién

<E?>
<A2> = hu<E> + ——— ,
ZVV

dada por Einstein en 1909 para la energia de fluctuacién de la radiacién
electromagnética en wuna cavidad. Concluyen entonces que el campo
electromagnético puede ser estudiado con éxito mediante el procedimiento

arriba mencionado.

3.2 La cuantizacién del campo segin Dirac.

. 17)
Du‘ac‘

considera un atomo interactuando con un campo de
radiacién confinado en una cavidad, tal que el atomo tiene un conjunto
discreto de grados de libertad y la radiacién es expresada en serie de
Fourier, de modo que la energia y la fase de cada componente de las

vibraciones son las variables dindmicas que describen al campo.

Cuando no hay interaccién entre la radiacién y el &tomo, el

hamiltoniano es

H=H +TE , (3.1

r

donde Ho es el hamiltoniano del atomo y Er es la energia de la r-ésima

componente del campo. Las ecuaciones de movimiento de la radiacién son

E=-— =0 , 8 =—=1, (3.2)
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con Br la fase de la r-ésima componente.

Cuando hay interaccién entre el campo y el atomo, Dirac recurre
a la teoria clasica para adicionar un término de interaccién al hanmiltoniano
(3.1). En este punto estd usando el princlipio de correspondencia de Bohr en

la forma introducida por Heisenberg.

En sus consideracliones introductorias Dirac hace dos
diferencias entre una onda de luz y una de Schrodinger o de de Broglie

asociada con los quanta de luz. Son las sigulentes:

Primero: La onda de luz es siempre real y la de de Broglie

asociada a un quantum de luz que se mueve en direccién definida es compleja.

Segundo: El concepto de intensidad utilizado en cada una es
diferente, asi, para una onda de luz, la intensidad es proporcional a la
energia por unidad de volumen de la onda, que dividida entre hv, da el numero
de paquetes de luz por unidad de volumen asociados a una onda de luz
monocromatica; en cambio, una onda de de Broglie de amplitud a representa a\2

quanta de luz de todas las frecuencias por unidad de volumen.

Para Dirac, esta interpretacién de onda de de Broglie para
quanta de luz es un caso especial de la regla general para interpretar el
analisis matricial, conforme al cual l/la, (€') (o (& ]a’) como él la denota) es

tal que [\ba.[E’)IZ es la probabilidad de que cada Ek se localice en

(E'k,E'k+d§'k).

Segun Dirac la onda cuya intensidad es interpretada en la
primera de esas dos formas aparece sélo cuando se trata de un ensamble de
particulas que satisfacen la estadistica de Bose-Einstein, mientras que ese

tipo de ondas no puede asociarse a electrones.

Enseguida considera un sistema cuyo hamiltoniano no perturbado
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es Ho‘sujéto a:u‘na perturbacién V. . Parte de la ecuacién de Schrodinger

ay CRRLT i
th—= = (H + V) ; (3.3)
at R

propone W=Zarwr con wr eigenfunciones de Ho y a, dependientes del tiempo,
r
impone la condicién de normalizacién Z[ar|2=1 y obtlene para ellas la
. r

ecuaclién

da
i—" =%V a (3.4)

por el mismo camino que ahora aparece en los textos de mecanica cuantica, de
hecho, aqui se genera la forma usual de la teoria de perturbaciones
dependientes del tiempo. En (3.4} Vrs son los elementos de matriz de V,

calculadas respecto a las wr.

Proponiendo

»
Fl =X arvrsas , . (3.5)
r,s
escribe (3.4) y su conjugada como
»

da, F, da _OF,
—= (7= , = -tumT—= (3.6)
dt aar dat z';?ar
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de donde se tiene que a 'y ihar. pueden ser -conslderadas varliables canénicas
conJugadas, con Fl como hamiltonliano.

Si Nr es el numero mas probable de sistemas en el estado r,
una transformacién unitaria de las variables (ar,ar.) a las variables
(Nr,¢r), con

- 1/2
a, = N®Exp(-i¢ /h) , a_ = N_ Exp(ig_sh) , (3.7
el nuevo hamiltoniano sera
F, = ZVPSNUZNUZE‘xp[i[:p ¢ sOml . . (3.8)
r,s .
con las ecuaciones canédnicas dadas por
aF1 aF
N o=-—" g =1
r 3¢ r 8N (3.9)
r r

Otras variables para llegar a la misma formalizacién son
(b ,b ") dadas por
r T

: » -
b = a Exp(-iW t/h) y b = a Exp(iW_ts/h) , (3.10)
r r r r r r

con W energia del sistema en el estado r.
r
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-Derivando r‘especto'"av't?“ ‘L‘vil’t'iplicah"d‘or por fh'y definiendo

tal que V., es cons‘tante" cdéndpjvr’

iﬁb =Wb +):.v"b
r rr rs s

y definiendo H =W & +V , encuentra
rs r rs rs

inb = L H b. ., (3.11)

donde Hrs son los elementos de matriz de H°+‘V."

Con el hamiltoniano

"
F= Z errsbs ’ (3.12)

r,s

puede escribir (3.11) y su conjugada como ecuaciones candnicas.

Para hacer la transformacién (br,b'r)-t(Nr,el_) propone - la

transformacién unitaria

»
b = N"2Exp(-ie »n) , b = N"%Exp(ie /h) , (3.13)
r r r r r r

donde @ es la nueva fase de la representacién en serie de Fourier.
r
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El hamiltonianio sera.

LH. N”ZN“zEpr(e = e /h] (3.14)

N=-—" " g=—"1." (3.15)
r a0 " aN
r 'I‘

Escribiendo en (3.14)'1a definicién explicita de Hrs escfibe,

=LWN +Tv N”ZN"ZExpu(e - e/l (3.16)

r T, 5

donde el segundo término es el operador de la energia de interacciédn.
A continuacion Dirac considera un ensamble de sistemas que
satisfacen la estadistica de Bose-Einstein y busca la ecuacidédn de Schrodinger

como sigue:

Para que las variables (br,b.r) sean numeros-q deben

satisfacer la relacién

»
b (ihb ) - (ihb‘)b = ih ,
r r r'r

o bien

" -
bb -bb
rr

rr
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o en general

bb -bb =8 . (3.17)
r s i

Sin embargo esta regla de conmutacién no se cumplira si
conservamos las ecuacliones (3.13) en su forma actual, por lo tanto, se puede

proponer que N_y er son numeros-g gue no conmutan, tales que
r

/2 172

b = (N+ 1) Expl(-i8 s/h) = Exp{-i8 /h)N (3.18a)
r r r r r
»

b = N2Explie /h) = Exp(ig /h)(N + 1)172, (3.18b)
r r ro. : = r r

con las cuales es directo demostrar que en (3.12) tenemos que el hamiltoniano

se escribe como

F = T NY%Exp(i6 /n)H_ (N +1)17?
r r rs -3

rys

Exp(-ies/h) ,

pero usando (3.18b) se tiene que el término en la sumatoria es igual a

H NN+ 1) "?Expli(e ~ 8 )/b) si res
rs r 5 r s
H Nl/lelexp[j(B - 8 )/h] sl r=s ,
re r 5 r 8

con lo cual resulta gue el hamiltoniano sera

F=YH NZN+1~8 ) Explite ~ 8 )/a] , (3.19);
rs r -3 rs r s

r,s
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donde los elementos de matriz Hrs son numeros-—c.

‘Otra forma de eécribiijj s sﬁé}iiﬁir“éxbliéifaméhté‘la

expresioén para Hrs; resulta

_ 125
F=LWN_ +rzsvrsNr (N

v (3.19")
B - .
r,s -

que difiere de (3.16) en que el campo ya ha sldo cuantizado.

Este hamiltoniano actuard sobre una funcién de onda ' que

depende de las variables Nr y la ecuacidén de onda sera

8¥(N' N ,...) _ "N
i— 12 = FW(N:'Nz"") . (3.20)
at

Con ¥ definida en el espacio de las N-s y el operador er tal

que

luego

a
Exp[tie /h] = Exp[i —]
i aN

Como las Nr son discretas, a/aNr se entiende en el sentido de aumentar o
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disminuir en 1 la variable N, “segun. sea. el “signo ‘que..antecede: al- operador,

entonces

Exp [’:m,ﬂ‘] FINLNZ

Usando esta regla en (3.20) con F dado por (3.19), se obtiene

8 WIN',...) =T H NYAN'+1-5 2N, ,N'=1,...,N"+1,...) .
ih — 1 i rs r B rs 1 r s

at (3.21)

Comparando con el lenguaje moderno, las fases juegan el papel
de los operadores de creacién y aniquilacién y las ¥(N-s), estan definidas en

el espacio de Fock“s’.

En este punto cabe hacer notar que el uso de la
teorfa de Schrédinger plantea la dificultad de que implica que el nimero de
particulas se conserva., Aspecto que es salvado por Dirac de la forma que se

vera posteriormente.

Si el ensamble contiene sélo un elemento W(N;,...):W(q) y
todos los términos son cero, excepto cuando r=q, la ecuacién (3.21} se reduce

a

a¥(q)

ih =y Hqs\lf(s) ,

at s

que es andloga a la ecuacion (3.4). Por lo tanto, esta teoria reproduce la

establecida inicialmente.

Hasta este punto no estd claro que el ensamble de sistemas
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descritos por (3.21) obedece la estadfstica de Bose-Einstein, por lo tanto,

para demostrar que asi es, Dirac procede como sigue.

Sea un ensamble con un nimero arbitrario de sistemas que
obedecen la estadistica de Bose-Einstein, para que se cumpla esta condicién,
Dirac sigue un trabajo elaborado con anterioridad“g) e impone la condicién
equivalente de que las funciones sean simétricas bajo intercambios de las

variables que describen a todos los sistemas del ensamble.

Sean rl. rz,... las variables que especifican los estados
estacionarios en los cuales se colocan los sistemas y sea H(n) el

hamiltoniano del n-ésimo sistema, El hamiltoniano sera HA=):H(n) y la
n

ecuacién de Schrédinger se escribird de la forma

b 1) = 7 (3.22)

T H (r.r,,... ;sl,sz,...)b(sl.sz,...) s

sl.sz,‘..

donde HA(rl,rz....;sl,sz,...) son los elementos de matriz de HA. Mediante
una transformacién de las variables (rl.rz,...) a las variables (Nx'Nz"")'

donde Nr es el numero mas probable de sistemas en el estado r, obtiene

bIN ,...) =T T NYZN +1)2H_bBIN ,...,N -1,...,N +1,...)
1 r s rs 1 r 8
r s¥r
. (3.23)
+ Z-NrH”b(Nl,...) ,
r
que es idéntica a la ecuacién (3.21). Por consiguiente, el método de

cuantizacién del campo utilizado es tal que la radiacién que se describe

obedece la estadistica de Bose-Einstein.
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Ensegulda considera un sistema perturbador A descrito por
variables Jk, L tal que las J-s son integrales primeras cuando esta
aislado. A interacciona con un sistema perturbado B formado por un conjunto
de sistemas no interactuantes entre si y que obedecen la estadistica de Bose
Einstein. El obJetivo que se plantea es el de dar una descripcién

mecanicocuantica de esta interaccién.

Sea HP el hamiltoniano de A y H(n)=H°(nJ+V el del n-ésimo
sistema B, tal que V(n) es la energia de interaccién con A. E1l hamiltoniano

total es

Hy = H,(J) '+ T H(n)

n

y la ecuacién de Schrodinger es

ihb(J? 'Ni'Nz’ ) =HP(J ;)Abe N

"'E ZN:_I/Z )1/2
J* 5 48 _ 4.
12

(N +1-5 H(J?, 9B (I, N
s rs r S‘

que corresponde al hamiltoniano

12
r

172
)

F = HP(J) + ¥ H”N Fxp:[,“-e",— es)/h]; , (3.24)

r,s

(N + 1~
S el rg

donde Hrs=H(Jr.ws) son los elementos de matriz. De que

H =W 3 +v .
rs r rs rs
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‘escribir como

)/h), . (3.25)

con H_(J) el hamiltoniano de ‘A-cuando esté}éislédqf~ZWrN;el“de'B, también

N : . S r
alslado y el tercer término.como.el hamiltoniano de interaccién de A con B.

Antes de aplicar su teoria a paquetes de luz, Dirac obtiene la
seccién eficaz de dispersion de una particula que se representa en el
infinito ccmo una onda plana y se dispersa un &ngulo 8',¢’. Llega a la

siguiente expresioéon

E'E ) p’ Y aa A’
. 2o]v(p ’po)I; sen8’ de’ d¢

] [o]

con E’, p’ la energia y el momento antes de la colisién, Eo' po energia y

momento después de ella y v(p',po) el elemento de matriz correspondiente.

Enseguida considera paquetes de luz interactuando con sistemas
atomicos tales que uno de estos paquetes estd en un estado estacionario
cuando se mueve en linea recta con momento bien definido. Segun Dirac "El
paquete de luz tiene la peculiaridad de que aparentemente deja de existir
cuando esta en uno de sus estados estacionarios, el estado cero, en el cual
su momento, y por consiguiente su energia, son cero. Cuando un paquete de
luz es absorbido puede considerarse que salta a este estado cero, y cuandc un
paquete es emitide salta a partir del estado cero a uno en el cual es

fisicamente evidente, asi que parece haber sido creado.”

El wuso de la frase aparentemente deja de existir es
interesante en varios aspectos. Puede verse que Dirac no esta considerando
que la funcién W(Ni....) describe particulas que se crean y destruyen, sino
paquetes de energia que pasan a estados fisicamente evidentes en el caso de

emisién, o bien, al estado cero, donde dejan de serlo. Asi salva la
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dificultad que menclionamos anteriormente. Por otro lado, si conslideramos que
este trabajo fue publicado en 1927, afios antes de su teoria de hoyos para el
electrén y el positrén, puede apreclarse que aqui se encuentra un antecedente

de las ideas manejadas en torno a las "particulas"” del llamado mar de Dirac.

Si N0 es el numero de paquetes de luz en el estado cero, Dirac
argumenta para hacer ver que su valor tiene que ser infinito y que la

ecuacién de la variable canonica conjugada 90 sera de la forma

ar

8 =~ =W + términos proporcionales a N
o N [¢}
° + términos proporcionales a (N+1)'/2

1/2

tal que wo es cero. Para que el hamiltoniano F, dado por (3.25)} sea finito,

propone que v _ debe ser infinitamente pequefia para s=0, (éstas son VoV
Yo }, luego define el r-ésimo estado de paquetes de luz como
T
~ 172 .
v, = vm(NO+ 1} Exp( 160/h)
(3.26)
* 1s2 -
v, = Vo,-No Exp(leo/h) ,
tal que v sea finita. Reescribe el hamiltoniano (3.25) como sigue
r
172 . * 1/2 .
F=H(J)+THN +7F [v N ""Exp{i® /h) + v (N + 1) "“Exp(-ie /h)
P - rr 20 rr r r r r

12 (3'27);

172
+L Ly NTUN+1 -3 )

Expli(e = @ )/h] -,
r#0 s#0 s r s

Los términos que describen la radiacién son el tercero y el

cuarto y se interpretan como se expone a continuacién:

-El1 término conteniendo Exp(ier/h) debe ser de absorcién, por

lo tanto, de que la probabilidad de transicién entre estados
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es  proporcional:.al cuadrado de -los elementos de matriz
corresppnqiente,;'lé:'prohabilidad de: absorciéon “debe: ser
Vpréborgiqnélia Nr‘si‘el paquete'dé 11Uz tiene una frecuencia
LAt
;El término. conteniendo Exp(-i6 /h) debe ser de emision, de
““"donde resulta que la probabilidad correspondiente es

proporcional a N +1.

~-El término conteniendo Exp[I(er-es)/h] baja un quantum de
luz al estado cero pero sube otro al estado s, de donde se

infiere que debe tratarse de dispersion.

Enseguida Dirac considera wuna cavidad de volumen finito
conteniendo radiacién y demuestra que la probabilidad de absorcién debe ser
proporcional a la Intensidad Ir de la radiacliéon incidente, que la
probabilidad de emisién debe ser proporcional a Ir+hv:/c3 y las
identifica como las leyes de Einstein. Demuestra también que la probabilidad
de dispersion de un paquete de luz es proporcional a I(Is+vi/c2), donde
donde Ir es intensidad de la radiacion incidente e I5 es la de la radiacién

dispersada. Esta ultima la identifica como la ley de Pauli.

Finalmente calcula el coeficiente de probabilidad para
procesos de absorcién, que Einstein introdujo en 1917 de forma fenomenolégica
para sistemas de dos estados y hace ver que el de emision se calcula de forma

analoga. Con esto recupera la relacién de Einstein y la ley de Planck.
3.3 El1 enfoque moderno para la segunda cuantizacidn.

La técnica de segunda cuantizacién mediante fases y amplitudes
en la forma en que fue introducida por Dirac ya no se usa en la teoria de
campos, en su lugar se utiliza un enfoque que consiste en buscar una densidad
lagrangiana que es una funcional del campo, se define una accién tal que,
mediante un principio de Hamilton, se obtienen las ecuaciones de
Euler-Lagrange que llevan a la ecuacién diferencial para el campo, al calculo

de los momentos conjugados y de la densidad hamiltoniana. Enseguida se
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resuelve la ecuaciéon del campo mediante un desarrollo de ondas planas y se
expresa la densidad hamiltoniana en términos de los coeficlentes de la serie
de Fourier obtenida. Esto permite interpretar al campo como un conjunto
infinito de osciladores arménicos, de forma tal que se cuantizan en la misma

forma que se procede con el oscilador en la teoria cudntica no relativista.

En el caso de la radiacién electromagnética es conocida la

funcién hamiltoniana

donde kx=kx-wt. Haciendo

« ke ke (3.30)
-1 -
Pra = -iwc (Cka - Cka) ,
se calcula la funcién hamiltoniana
H = 1 2 -1aA 2| ,3 Poa 2 2
2 |vxA]|"+ |e ;:| dx = E E TP, * W Ao (3.31)
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Postulando' que 1las variables de campo

son operadores que

cumplen con la sligulente relacién canénica de conmutacion

se definen los operadores :

a = wq + Ip
ke (Zhwluz[ ka ka]

cuya relacién de conmutacion resulta ser
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y “actdan ®sobre’; los’ en . la

‘sigulente ‘forma

(3.36)

172,507
in+1>

'a+ln> = (n+1)

Los operadores a, a+ reciben el nombre de operadores de
aniquilacidén y creacién de fotones de frecuencia w. Al conjunto {In>} se le

llama espacio de Fock y el hamiltoniano

+

H= (1/2)Y ¥ hw[a+ a +a a ]
. o 4

ko ko ka k (3.37)
k a
pasa a ser un operador actuando sobre este espacio.
Definiendo el operador de namero
+
N =a a
ke koo ke (3.38)
se reescribe el hamiltoniano como
1
H=Y ¥ [N +—]hw . (3.39)
ka 2

k «

Cualquier estado |n> se puede escribir en términos del estado
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.de vacio |n> mediante la aplicacifm'5uce51Va"de1"6péré&of~de creacién

(3.40)

El potenciai v;éq:'t,oxjia ser un' operador actuando sobre

el mismo espacio de Fock

- 172
A(x,t) = V-VZZ X cea[' h/zw)“ [a Exp(ikx) + at Exp(—jkx)] , (3.41)
k « : ka ka

la funcién

hiy1sz,
Akc(cx.t)=c[m] emExp(ikx) , (3.42)

puede interpretarse como la funcién de onda de un fotén de momento p=hk y
polarizacioén €,» pero sin recibir la interpretacién probabilista de 1la
funcién ¥ que aparece en la teoria cuantica no relativista. La razén

fisica que se esgrime parte de que del principio de Heisenberg
ApAgsh (3.43)

se infiere, haciendo Apzmc, las sigulentes relaciones

h he
Agq g — = — , (3.44)
mec e

para el caso ultrarrelativista e=pc, por lo tanto

Aq=h/p (3.45)
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En el caso de un electrén ultrarrelativista tiene sentido
hablar de la localizacién de una particula cuando Jas dimensiones del
problema son muy grandes comparadas con su longitud de onda de de Broglie,
pero para un fotén se trata del limite cldsico de la 6ptica geométrica. Por
lo tanto, introducir wuna funcién de onda W¥{q) tal que ]‘P(q)lqu es la
probabilidad de que el fotén esté en el intervalo {(q,q+dq), carece de sentido
si de entrada no estd resuelto el problema de asociar una coordenada a un
fotén. Ademas, existe la limitacién matemdtica de que no es posible
construir una densidad de probabilidad que cumpla con la invarianza

- .., (20)
relativista y sea no negativa = .

Para obtener una descripcién del electron en segunda
cuantizacién, se toma como cldsico al espinor ¥, que es la solucién a la

ecuacién de Dirac. Se parte de la densidad lagrangiana de campo libre

- aq’ 2=
£ = -ch¥y — - mc¥W , (3.46)
ax
"

donde m es la masa en reposos del electrén y 7“ (u=4,...,4), son las matrices

de Dirac, que cumplen con la relacién de anticonmutacién

Ty T Ty, =28 (3.47)

v=te, (3.48)
y cumple con la ecuacién adjunta
aly  mc _
~—Hy—¥=0 . (3.49)
ax h
M
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De las ecuaciones .de Euler-Lagrange

El [ 3¢ } [:14
— == -— =0 (3.50)
av , .
ax“ a[__s] a\pB
ax
n

aplicadas a la densidad lagrangiana dada por (3.46), se obtiene la ecuacién

adjunta (3.49). Ademas, el momento conjugado resulta ser

:24 .
e = 5fe%) = ihdg (3.51)
at
y la densidad hamiltoniana resulta
av
[ . - .
H=cp — - £ =1V (~ihca.V + Bnc )V . (3.52)
B 8x

La solucién en ondas planas de la ecuacién de Dirac es

¥ = (ch/Ev)Uzur(p)Exp[i(p.x - Et)/h] (3.53)

con r=1,2 y E= (p ® + m2c*) %0

v = (mcz/lElv)Vzur(p)Exp[i(p.x + Et)/ml (3.54)

2,4,172 4 .
con r=3,4 para E~~(p 2emc?) Las funciones ¥ pueden encontrarse
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tabuladas en el libro- de Sakurai‘,zn. por ‘e:jemplo. E

El deséﬁrdlio ‘en’ ondés'pianas es ’

2y ¥ (me®/ 1 el )”Zb;’(t)u"lp)sxp(zp.x) . (3.55)
p r=t

El cuadrivector i'a'“\ll que cumple con la ecuacién

L (3.56)

ax .
es tal que

S, = ic@r“w , (3.57)
puede ser interpretado como el cuadrivector de corriente. Su componente

temporal puede interpretarse como la densidad de probabilidad, en tanto que

las componentes espaciales
.= _ +
Sk = LC\PB’#‘P = c¥ ak\I/ , (3.58)

se identifican con el flujo de probabilidad.

La cxistencia de soluciones con energia negativa llevd a Dirac
a proponer, en 1930, lo que ahora se conoce como teoria de hoyos. Conforme a
ésta se postula que todos los estados de energia negativa estdn ocupados (a
este conjunto se le llama mar de Dirac) y no es posible una emisién de un
fotén con energia hw=2mc’ por que el principio de Pauli lo prohibe. Sin
embargo, con la absorcién de un fotén si es posible el salto de una particula
de un estado de energia negativa a otro de energia positiva, creando un hoyo

en el mar de Dirac. Al quedar vacante un estado de energia negativa, aparece

53



necesariamente una energia positiva que antes era anulada. Ademas, si Q es
la carga total del mar de Dirac'y Qvuc la del vacio, resulta que al

producirse la vacante

vac

Q=Q - e‘= Q;a?—(;lel) =Q + le| , ’ (3.;9)7
por lo tanto, la carga observable Qobs estd dada por
Qps™ vac (3.60)
de donde Dirac infirié la existencia de la particula que ahora llamamos

positrén.

Sin embargo esta interpretacién produce nuevas

dificultades®’,

campo, postulando que las br son operadores que actian sobre un espacio de

que pueden ser resueltas si se cuantiza, a su vez, el

Fock, pero cumplen con las relaciones de anticonmutacién

{b b’} =35,
rr (3.61)
(.o ¥=1{p b r=0 ,
r r r

, e
+ ‘=

en este caso b es el operador de creacién, pues
r

b0 = (1> , (3.62)
T r -

etc., a su vez de
blt>= 10> , (3.63)
r r

se sigue que br es el operador de aniquilacién.

54



El operador. de numero es

N='b:b . (3.64)

Con este procedimiento se pueden desarrollar formalismos de
segunda cuantizacién para particulas de espines diversos. Ejemplos de ellos

se desarrollan en cualquier texto de teoria de campos.

En segunda cuantizacién 1la interaccidén de electrones con

radiacién electromagnética se describe mediante el operador de interaccién

= 3
H = -jiel¥y YA d'x , 3.65
1 1eJ 7, VA, ( 5)

donde el campo electrénico ¥ y el foténico A# estdn cuantizados y acttan
sobre sus respectivos espacios de Fock. )
Sea 9°(t) el estado fisico de un sistema en la representacién

de Schrddinger; su ecuacién de movimiento es

i— = H9® (3.66)

con h=1 y H® el hamiltoniano en 1la representacién de Schrodinger dado

explicitamente por

S_ 8 s
H'= Hp» H (3.67)

con Hs° el hamiltoniano del sistema sin interaccién y Hsl el hamiltoniano de

interaccioén.
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Con la, 'trénsforma‘ci‘él:x:

(3.68)

i—=H¢ . (3.69)

La transformacién utilizada puede ser considerada un cambio de
la representacién de Schrddinger a otra llamada representacién de

interaccidén. Ahora la ecuacidn de movimiento de un operador es

o iqyS s
0= 1(H0,0] = 1[Ho,0] , (3.70)

de donde puede verse que la evolucién temporal de los operadores 0 esta
determinada por el hamiltoniano de particula libre. En cambio, la evolucién
temporal de la funcién de onda estd determinada por el hamiltoniano de la
interaccién, (ver la ecuacioéon (3.69)). Por esta razdn la representacién de
interaccién es de utilidad para calcular la amplitud de probabilidad para una
transicion de un estado inicial {i> a uno final [f>, permitiendo usar el

formalismo de campes libres para los operadores.
A partir de aqui normalmente se usa un método perturbativo

para calcular las probabilidades de transicién de un estado inicial a un

estado final.
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CAPITULO 1V

La busqueda de alternativas a la

electrodinamica cuantica

4.1 Introduccién.

Aunque no existen evidencias de discrepancias entre 1los
resultados experimentales y las predicciones de la electrodindmica cuantica,
se han realizado diversos esfuerzos tendientes a ofrecer alternativas
distintas a la segunda cuantizacion. Esta busqueda se fundamenta sobre
distintos argumentos, algunos de los cuales han sido resumidos por Crisp y

(22) .
como sigue:

Jaynes

Aunque se ha mejorado mucho la formulacidén de la teoria y se
han desarrollado métodos de calculo mas poderosos, la electrodinamica
cuantica contiene en la actualidad muchas dificultades légicas y matematicas.
En casl todos los calculos se encuentran integrales divergentes de las cuales
es necesario deshacerse por diversos procedimientos. La energia del punto
cero es sustraida arbitrariamente; algunas expresiones divergentes son
igualadas a cero con base en la Invarianza relativista, otras con fundamento
en la invarianza de norma, también se recurre a la renormalizacién de la masa

y de la carga.

Segun estos autores, aunque se ha adquirido experiencia en el
arte de manejar las divergencias para extraer resultados finitos
significativos, la mayoria de los fisicos teéricos estan de acuerdo en que se
requieren profundas modificaciones a la electrodinamica cuédntica. Por ctro
lado, la creencia generalizada de que la explicacién del efecto
fotoeléctrico, la dispersién de radiacién por electrones libres, la emisién
estimulada, etc., s6lo pueden ser explicadas recurriendo a la segunda
cuantizacidén, es una afirmacién carente de verdad. Por consiguiente, Jaynes,

Milonni ‘®®

y otros, han desarrollado un enfoque interesante que consiste en
cuantizar el comportamiento de 1las particulas cargadas, manteniendo un

comportamiento clasico para la radiacién electromagnética. Su teoria recibe
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el nombre de semicldsica y con ella ha sido posible explicar de manera
precisa varios resultados experimentales que cominmente son considerados
competencia exclusiva de la electrodindmica cudntica. Sin embargo, es un
hecho demostrado que no todos los fendémenos cuanticos pueden obtenerse con

este enfoque.

Otra direccion de desarrollo tiene sus origenes desde 1931,
cuando Schrodinger llama la atencién sobre la semejanza de la ecuacion de
onda de particula libre en mecdnica cudntica y la ecuacién de difusién del

. . . 24)
calor, estableciendo algunas analogias mteresantes( .

Aunque en la actualidad ya no se le reconoce vigencia a la
Ifnea iniciada por Schrdédinger, resulta interesante sefialar que Zambrini(zs)
ha demostrado recientemente que usando un tipo de procesos de difusion
llamados "procesos de Bernstein”, el programa iniciado por Schrédinger lleva

a la mecanica estocdstica que presentaremos brevemente mas adelante.

Esta mecanica estocastica, desarrollada inicialmente por
Nelson'2® y profundizada por diversos autores(zw, consiste en un enfoque
que permite generalizar la segunda ley de Newton al caso de procesos
estocdsticos sin friccién en el espacio de configuracién y obtener la

ecuacion de Schrodinger como una consecuencia.

Sobre esta base se ha desarrollado una  teoria de
estocastizacion del campo electromagnético, que ha podido ser generalizada a
otros campos. La hipétesis de trabajo consiste, como en la segunda
cuantizacion, en partir del desarrollo en ondas planas del campo e
interpretarlo como un conjunto infinito de osciladores arménicos con un
comportamiento estocdstico susceptible de ser desarrollado mediante la teoria

. . . . {28)
de Nelson o generalizaciones de la misma ™ .

Sobre la base de que la mecdnica cudntica acepta una
interpretacién estocastica, ha surgido la pregunta sobre Ja posibilidad de
construir una teoria que explique las causas fisicas de esa estocasticidad y
amplie las perspectivas de la teoria cudntica misma, en una forma semejante a

como ocurre con la teoria cinética y la termodindmica. En esta direccién se
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ha desarrollado la electrodinédmica estocéstica(zm,

que parte de asignar un
caracter real a la radiacién del punto cero, consideréndola como un campo
electromagnético estocastico que cuando interacciona con particulas cargadas
les imprime un comportamlenlo azarose que podria dar como resultado las
propiedades cuanticas observadas en la materia. En esta direccién también se
han explicado varios efectos fisicos(mhal) que comunmente son considerados

‘de explicacidn exclusiva de la mecdnica cuantica.

De este ultimo enfoque se ha desprendido en los Gltimos afos
una teoria de Marshall y Santosu2). que ellos llaman dptica estocastica y
busca competir con las aplicaciones de la electrodinamica cuantica en el
campo de los fendémenos épticos. Se trata de una teoria puramente ondulatoria
del campo electromagnético y sus ideas basicas consisten en tratar 1la
transmisién de la luz a través de lentes polarizadores, espejos, etc.,
exactamente como en la o6ptica clasica, pero incluyendo la existencia de la
radiacién del punto cero presente en todas partes. Cabe recordar, por ser
importante para las conclusiones que se busca fundamentar con este capitulo,
que la energia del punto cero aparecidé por primera vez en un trabajo de
Planck sobre su ley de radiacidén y que pocos meses después fue explorada por
Einstein como una alternativa para obtener la ley de Planck sobre una base

que ahora podriamos llamar estocastica.

Estos enfoques que parten de reconocer la existencla real del
campo del punto cero reproducen los resultados cuanticos conocidos, para
casos como el oscilador arménico cargado, la particula libre, dieléctricos
macroscopicos, pero no plantea una correspondencia uno a uno con la teoria
cuantica, sino que ofrece resultados diferentes, por ejemplo, para la
dispersién de energia en el estado base del oscilador arménico a cero grados,

< P , o . (33)
para la entropia de la radiacién a cerc grados Kelvin , etc.

4.2 Las estocastizaciones del campo electromagnético.
Sea x(t) un proceso estocdstico , debido a que en muchos casos

no es diferenciabke, resulta conveniente definir un sustituto de la derivada

temporal. Nelson propone la siguiente definicién para la derivada media
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hacia adelante

‘D x(t) lim <[x(t+At) = x(t)]/At> : (4.1
: At*O LT . . '

y -la derivada media hac’iaz.‘(e‘zt_r“a

D_x(t) = lim <[x(t+At) - x(t)]/At> : (4.2)
At>0" S

donde <"'>: indica el promedio bajo la condicién.de que el sistema esté en
x(t) al tiempo t, en tanto que o* y 0  indican que At tiende a cero por la

derecha y por la izquierda respectivamente. .

El sustituto de la aceleracién es entonces la aceleracién

estocastica dada por

a(t) = (1/2)[D D +- D D ]x(t) (4.3)

Se introduce un proceso de Wiener W(t), tal que el proceso

diferencial dW(t)} es gaussiano, con media cero y funcién correlacién dada por

<dw‘(t)dJW(’t)> = ZVBUdt ) (4.4)

donde v es el coeficiente de difusiéni i

Se postula que el proceso:x(t) satlsface la ecuacién '

dx(t) = b [x(t),tldt + AW (t) (a.5)



donde

D x(t) = b’ [x(t), t], . " (a.6)
También se:puede . definir

D_x(t) = b Ix(t),t] , (4.7)

desarrollando df[x(t),t] en serie de Taylor hasta segundo orden y tomando el
promedio <.‘.>t se infieren las siguientes expresiones aproximadas para D+ y

D

D, = 8/8t + b7V + ¥
- 5 (4.8)
D_=48/8t +b .V + 0" .,
que permiten escribir la aceleraclién estocastica como sigue
186"+ b7) 1 1 1
+ - -~ + 2, + -
a=-—— +=(b .V)b + —(b .V)b -~=vV(b-Db), (4.9)
2 8t 2 2 2
de modo que definiendo la velocidad de flujo
+ - 7 R .
v=1(1/72)(b'+ b}, : (4.10)
y la velocidad de difusién
+ =
u=(1/2)(b -b) , (4.11)
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se reescribe la ecuacién (4.9)'en la”forma equivalente

8v i ) . -
— =Va S (U F (LVUF pPu (4.12)
at

Esta cinematica permiti6 a Nelson formular una teorfa

estocdstica que lleva a la ecuacién de Schrodinger. Una definicién diferente

5}

de aceleracién estocdstica, dada por Davidson(a y que también reproduce los

resultados de Nelson es

a = [(D,+ D_}2* + BI(D,- D_)s2)* . (4.13)
Sobre esta base Guerra y Lof {‘redo(zs) plantearon una
estocastizacién del campo electromagnético como sigue: Sean las variables

dindmicas E(x,t), B(x,t), el hamiltoniano

1
H=- Jd“x[zz(x,t) + Bz(x,t)] , (4.14)"
2 :

que cumplen con los corchetes de Poisson

(El(x,t),EJ(y,t)) = (Bl(x,t),BJ(y, t)} =0

8 8(x-y) 4.5
(El(x,t),BJ(y,t)) = e”k—-— .

3y

Kk
Las ecuaciones candnicas serdn

BE‘ aBl
- = (E‘,H) , — = (Bx'H) (4.16)
at at

Supongamos ahora un espacio de funciones vectoriales {u (x)},
n

n=0, 1, 2, ... en el volumen Q, tal que cumplen con las condiciones de,
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ortonormalidad

Ju ) u a®x =68, (4.17)
. n Soen L mn
5 : :
completez
)E,unx(x‘)un,;‘,’(yr):‘= §‘J(x,_)_’,)" S » (4.18)
transversalidad ‘ ‘j
V.u(x) =0
.
) (4.19)
vPu (x) =~ = u.(x) .
n n
m
n
donde
, ! J nP
s, (x-y) = — dpExp[ip.(x—y)J[a ~
i) (2m)° 1) pz . (4.20)
Se introducen las coordenadas canodnicas {pn(t),qn(t)) tales
que

B(x,t) =} un(x)qn(t)
" (4.21)
E(x,t) = -} [qun(x)]pn(t)

n
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Un calculo directo permite ver que

resulta ser

y la lagrangiana

1
2(q.q) = ¥~ [mnq:r— q:] e o a2e)

n

que llevan a las ecuaciones de movimiento

g+~aq =0 . (4.25)

El campo es entonces un conjunte infinito de osciladores

arménicos independientes que pueden ser estocastizados usando la ecuacidn

dg (t) = b:(q.t)dt +aw (), (4.26)
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(2.27)

(4.28)
Las ecuaciones que seiobﬁienen para los campos son
DfB‘*'t):% —V*Ei(x.t) ‘
s (4.29)
- [D_E; + D+E_] = UxB ,
donde
*
E:(x,t) = -y manun(x)bn(q,t)
i (4.30)

dB(x,t) = —VxE+(x,t) + dW(x,t)

Las ecuaciones (4.29-4.30) son la generalizacidén estocastica

de las ecuaciones de Maxwell.

Una estocastizacion diferente, basandose en los potenciales y
en la definicién (4.13) de aceleracidn estocdstica, fué dada por Davidson en
'1979.

Estos enfoques fueron después generalizados a campos de Bose y
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de Fermi. Davidson = estudi6, ademdas, " la ~ estocastizacién.

gravitacional con las ecuaciones del campo linealizadas. . ..

De manera general, si A(t) 'y B(t) ‘son‘fopéhadﬁfés‘"f"actuanda

sobre un espacio de Hilbert, que obedecen a la relacién de conmutacién e

A(t)B(t’) - AB(t’)A(t) = I'(t’,t)

con A=-1 y TI(t,t'}) una funcién definida en los reales, U. Frisch y R.

36) .
¢ demostraron que en ciertos aspectos estos operadores se comportan

Bourret
como funciones aleatorias gaussianas, en el sentido de que se puede
establecer un isomorfismo entre los valores esperados de los primercs y los
momentos de las segundas. Por otro lado, motivado también por la falta de

37)

claridad conceptual de la teoria cuantica, E. Santos' construyé un

formalismo de tipo cuantico para variables aleatorias (Xl, Xz' ceey Xn). a
las cuales les asocié operadores en cspacios de Hilbert. Enseguida aplicé su
formalismo a un campo electromagnético de radiacién libre, obteniendo varias

semejanzas con el campo de segunda cuantizacion. La conclusién mas

importante de Santos vino a ser que la teorfa del campo cuantico pedria ser

4.3 El enfoque semicldsico de la interaccién de cargas

eléctricas con radiacién electromagnética.
Este enfoque consiste en tratar a la particula a base de la

ecuacidn de Schrodinger, mientras que los campos reciben una representacién

cldsica mediante funciones contrnuas.

H=H -~V , (4.31)

E! hamiltoniano es entonces el operador hermiteano

H=H +V , (4.31)
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donde HD es el hamiltoniano. del s;stema—étomico
electromagnéticos y V el término définteﬁacéi6nvqué'éﬁrgé d

los campos, entonces

camoro o O 4.32),

_ZAt)p . .

me

A

donde el término cuadratico ha sido despreciado bajo el supuesto de que se

trata de campos débiles.

Se supone que el atomo en el estado ¥(x,t) contiene corrientes

de carga dadas por

e
Jlx,t) =~ Re[w'(x,t)p\p(x.t)] (4.33)
; .

donde de nuevo se ha despreciade el término de orden superior

2
€ Ak, ) [u(x,t)®

mc

Se introducen los elementos de matriz

»*
oaB(t) = aB(t)aa(t) , (4.34)

donde a,{t) es tal que

B
¥0x,t) = T aglthpglo (4.35)
B
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donde C/IB es eigenfuncién de;

La densidad de.corriente gueda

“eh

A= Eﬁ[ca.ewawﬁ ” Togla™e ] . (4.36)

Para - calcular la ecuacién de evolucién de la matriz o,

derivamos respecto al tiempo en (4.34) y usamos que la ecuacién de evolucién

de los coeficientes del desarrollo \P(x,t)=):an[t:)¢n(x) esta dada por
n

. el
aB(t) = (ih)7Y VaB(t)aB(t) .
B - .

donde ¢n(x) son las eigenfunciones del hamiltoniano sin perturbar y VaB(t)

son los elementos de matriz del operador de 1la perturbacién calculados

respecto a las (bn(x]. Sustituyendo esta expresién en do-aB/dt, resulta 1la

ecuacidn de evolucién de la matriz o

} o (4.37)

Si la ecuacién (4.33) representa una densidad de corriente

debido a movimientos atodomicos, es conveniente ecscribirla en términos de las

eigenfuncliones ¢ y de la matriz e.

(4.33) y luego de un reacomodo resulta

Para lograrlo sustituimos (4.35} en

eh - .
J=—— Y (o, $ Vo, ~ a_.¢ Up_.)
omi .8 Ba'a’ "8 ae B

Las corrientes atdmicas crean un potencial vectorial que se
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puede escribir; como ‘

: Jt(x'~,tf|x¥x’l/c) s
WA(’*'“ - C-:‘ o avx’+ Ao(x.t) ,

T %% |

donde Jt(x.t) es la componente transversal de la densidad de corriente y
Ao(x,t) es el potencial vectorial debido a un campo externo. Si [x-x'|/c es
muy pequefio, se puede desarrollar en serie de Taylor en la variable temporal

para obtener

L83 1)
Jt(x',t’) = Jt(x’,t) - o [|x'-x"| + ...
: at

n'la expresion  de’

arriba para A, resulta

I L 0) ca
Alx,t) = Y — d°x’ -~ ¢ ; Jt(:‘c,,t‘)d x' o+ Ao(x,t)
lx-x" |

la expresion para J en términos de o y las eigenfunciones ¢ puede usarse

ahora para llevar a la expresioén

o

~ieh
Alx,t) =¥ aaB(t) 2 dk |dQ(«|Exp(-ik.x)V|B)Exp{ik.x)
a,B 2n mc

(4.38)

donde ﬁaB es el momento dipolar del atomo y na es la frecuencia .de la

B
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radiacién absorbida o emitida en una transicién de.|a>.a.: N estecaso’

la expresién del integrando significa

X ko

(«|Expl-ik.x)V]8) = - — x |—— x <a|Exp(=ik. wigs
Ikl k| SN

En la obtencién de (4.38) es necesario el uso de las siguientes identidades

(ver referencia (22)):

00

-1

Ix-x' |~} = (2n%)" " |dk | dRExpI i k. (x~-x")]

0
. ik k s ,,:,,:3.~
Jt(x'.t)Exp(-ik.x')d X mms S iy e J(x’.t)Exp(—ik.x’)d x'

T k]

Jo(x"1)d% = =Tk, ) d ke
t 3

Usando la ecuacién (4.38), la segunda de (4.32} y el hamiltoniano de la forma

(4.31) en la ecuacién (4.37), se obtiene después de despreciar los términos

(22)
no resonantes

. . -~ _ -1 -
i = —L(Q“_n ? (I'”-xjm)o‘“(t)]o‘lm [)J: 2 (AU+ AmJJcr”(t)}a'lm
A,(0,t) . -
. }J: (Q”u”o“‘m - c*ljﬂjmujm) s (4.39)

he
que es el punto de partida para la explicaciéon de varios efectos fisicos,

como es el caso de la emisidn espontanea para dtomos de dos nijveles. En este
punto esta teoria predice para la amplitud de probabilidad del estado

excitado un decaimiento exponencial sélo para tiempos largos. Primero ocurre
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un proceso de crecimiento del valor. del momento -dipolar, hasta que ocurre el
decaimiento. La electrodindmica cuantica, en cambio, predice un decaimiento
exponencial desde el principio.

(a8 de este

Han sido desarrolladas diversas presentaciones
enfoque de la teorfa semiclasica, pero por razones de espacio éstas no seran
expuestas aquf. En cambio, para los fines que persigue este trabajo,
pondremos atencién en algunos aspectos fisicos de la concepcién semiclasica.
Un punto importante es que de la ecuacién (4.33) resulta claro que se utiliza

B e Schrodinger de la funcién ¥, en contraposicién a la

la interpretacién
formulacién probabilista usual de la mecdnica cuantica. Por consiguiente, la
critica de los autores del enfoque semicldsico no va dirigida sélo al
formalismo matemdtico de 1a electrodindmica cudntica, sino también al

fundamento conceptual de la teoria.

Esta concepcion ha facilitado una interesante

(30)

interpretacién del fendémeno de interaccion de radiacién electromagnética

con atomos, que parte de la ecuacién de Schrodinger y entiende su solucién
¥(x,t) = F Cl(t)wl(x,t) ,
i

como una funciéon que describe un estado no estacionario que evoluciona en el
tiempo y que no es una eigenfuncién del operador hamiltoniano. La novedad

consiste en que si

p=cl¥l?® |

es interpretada como una densidad de carga, el paso de un estado estacionario
a otro, cuando se efectia una transicién, puede ser visualizado como un
estado fisico dondec el centro de carga efectta movimientos que dan lugar a
una radiacién cldsica. En el trabajo de referencia, Henderson presenta,
entre otros ejemplos, la transicibn de un estado 2P a otro 1S del &tomo

hidrogenoide, que una vez graficada con la ayuda de una computadora, nos deja
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ver claramente un paso continuo del estado 2P, con dos regiones de densidad
de carga muy definidas, al estado 1S, con una regién esférica alrededor de]
centro de masa. El paso de wuna distribucién de carga a otra se efectia
mediante oscilaciones que dan origen a un pulso electromagnético que el autor

identifica con un fotén.

Este enfoque semicldsico también ha permitido estudiar el

efecto Compton, el corrimiento Lamb™" y el efecto fotoeléctrico.

Para explicar el efecto Compton, Barwick utiliza un sistema de

dos estados cuya funcién de onda es
v=Cy +Cy, , ) (4.41)

que lleva a la distribucién de carga
= v = efcq® + CZ +CCyy + CCYY (
p =¥y = e[ ¥ 22 1S4 ¥e 1 2"’1"'2) , 4.42)

donde los dos primeros términos se entienden como una densidad de carga
estdtica para estados 1 y 2 del electrén, mientras que el tercero y el cuarto
dependen del tiempo. Estos ltimos términos producen una densidad de
corriente Jrad que da Jlugar a un potencial vectorial de radiacién A,
proporcional a una delta de Dirac 63(k;—w;r/c), de donde se infiere que la

energia dispersada es casi monocromdtica.

Para explicar el efecto Lamb, Barwick hace ver que en un
estado fisico dado, (n=2, I=1, m=1) por ejemplo, el electrén da lugar a una
energia magnética que tiene consecuencias sobre su velocidad y su energia

eléctrica, dando lugar a un ligero corrimiento en la energia.

Otro resultado interesante es el presentado por Cray, Shih y
Milonni(42). quienes estudian un sistema de dos estados y obtienen que la
causa de la emisién y la absorciéon inducida puede ser la interferencia del

campo dipolar eléctrico del atomo -modelable con un oscilador- con el campo
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eléctrico Incidente. En otro trabajo posterior, Milonni*?

ha podido
demostrar que "si hay un campo de reaccién de radiacién, entonces debe haber
un campo del punto cero y viceversa, de modo tal que si el espectro de la
radiacién de fondo va como wa, esto se debe a que la fuerza de reaccién de
radiacién va como la tercera derivada de la posicién." Ademas, él concluye

que ambos efectos dan lugar a la llamada emisién esponténea.

En general, este enfoque neocldsico puede ser considerado como
una muestra mas de Ja busqueda de explicaciones tangibles a nuestra
imaginacién macroscépica, es decir, como una negativa a admitir ciencia que
proporciona formalismos predictores de resultados experimentales, sin

imagenes inteligibles de la naturaleza.

El car&cter ondulatorio y continuo de la luz, versus su
comportamiento cuantizado, ha generado una larga discusién en torno a los
fenémenos opticos de interferometria, mismos que han podido ser explicados
tanto con la concepcién cudntica como con la ondulatoria de la radiacién. Se
trata de una larga sucesién de argumentos en que las dos posiciones se
rebaten entre si mutuamente. Sin embargo, en 1983, Milonni reconocié que el
fenémeno llamado "photon-antibunching", consistente en que la intensidad I(t)
de la radiacién proveniente de dtomos bajo la influencia de un campo externo
presenta correlaciéon <I{t)I{t+r)> cero para =0, puede ser explicado con la
electrodinamica cuantica peroc no con el enfoque semiclasico. Aparentemente,
ahora se reconoce, de manera general, que la teoria neoclasica no cubre toda

la gama de fendomenos que si explica la electrodinamica cuantica.
4.4 La electrodindmica y la 6ptica estocdastica.

Un enfoque difercnte, que ha sido manejado durante las uaitimas
décadas, llamado electrodinadmica estocdstica, busca entender el fendémeno
cuantico como el resultado de la interaccién de las particulas cargadas con
la radiaciéon de fondo, que es un campo electromagnético incongelable,

presente ain a cero grados Kelvin, cuya densidad espectral estd dada por

plw) = ho’/ran?c® (4.43)
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¥y cuyo potencial- vectorial puedé‘expresarsé mgdlante'onaas 'plan‘as,como’,sig'uer 2

A(x-nt) —anr[Z"hc /Vw:] ewawEfcpl ?{wnt - fkﬁ"x?];,+ c:.c. *;“'44)

donde los coeficientes. de Fourier son variables aleatorias: gaussianas. ‘tales

que

- {(4.45)

y la ecuacién fundamental de las particulas cargadas es

md®x/dt?s F(X) + mrd x/dt’+ eE + ec'dx/dt x B, (4:46)

con E y B los campos eléctrico y magnético, respectivamente.

Tomando al campo electromagnético como una perturbacién del
sistema mecanico, ha sido posible desarrollar una serie de calculos de las
propiedades fisicas de varios sistemas, obteniéndose resultados acordes con
la mecdnica cuantica solo para los casos de fuerza lineal y fuerza constante,
incluida la particula libre, de forma tal que el sistema fisico sigue un

proceso de relajacién que tiende asintéticamente al régimen cuantico.

Las dificultades encontradas con las fuerzas no lineales han
llevado a la disyuntiva de abandonar la teoria o modificarla. Trabajando en

(44)

la segunda direccién, L. de la Pefia y A. M. Cetto han desarrollado un

nuevo tratamiento que busca considerar al campo de radiacién de fondo como

una fuerza dominante en Ja interaccién y no como una simple perturbacién.

Bajo una serie de consideraciones todavia en desarrollo, cuya
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discusién nos aparta del objetivo fundamental de este trabajo, es posible
demostrar que la potencia media de absorciéon de energia de la partfcula se
compensa con la potencia de energfa perdida, siempre y cuando la densidad

espectral del campo sea de la forma

plw) = hwa/znzca , - (4.47)

es decir, se cumple el balance detallado con una radiacién que es solucién a
las ecuaciones de Maxwell, pero con espectro ws. salvandose el resultado
cldsico de que este balance sélo es posible cuando la distribucién espectral
es la de Rayleigh y Jeans. También es posible obtener la ley de radiacién de
Planck, los coeficientes A y B de Einstein, la férmula correcta del
corrimiento Lamb, asi como una conexién interesante con el formalismo de
Heisenberg de la mecanica cudntica.

En los dltimos cinco afios Marshall y Santos(gz) han
desarrollado una linea de trabajo que recibe el nombre de &ptica estocastica
y que igual que la electrodinamica estocastica parte de considerar como real
al campo de radiacion de fondo, presenta una discusién semicualitativa de
algunos fendémenos Opticos que comnmente se consideran reservados a la éptica
cudntica, incluido el fendémeno de correlacién cero Iltamado
"photon-antibunching”, que segin Milonni no es posible explicar con el

enfoque semicldsico como ya se dijo.

En esta concepcién el campo electromagnético es considerado
ondulatorio y aleatoriamente fluctuante. Marshall, por su parte, ha
realizado una serie de conferencias en las que expone este punto de vista y
presenta diversas consideraciones intcresantes. De ellas presentamos las

siguientes:

-La naturaleza de la luz esta bien establecida
experimentalmente, sin embargo, ;Puede decirse lo mismo de su
caracter corpuscular? Marshall responde que apenas en los

experimentos de Clauser y Grangier en 1974, y de Roger y Aspect
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en 1986, se ha logrado alguna evidencia directa. Los primeros
miden la desviacién de un &tomo individual ante la interaccién
de lo que podria llamarse un fotén y los segundos muestran una
expulsién  direccional del electrén durante el efecto
fotoeléctrico. Por lo demds, la presencia del fotén, siguiendo
a Marshall, ha permanecido siempre a nivel de una teoria cuyas
explicaciones pueden ser casi siempre reproducidas sobre la

base de una concepcion ondulatoria.

~Pensar que la luz esta cuantizada porque ocurren destellos en
la pantalla del experimento de la doble rendija cuando se baja
mucho la intensidad del haz, es como pensar que un viento
fuerte estd cuantizado porque tumba las ramas de algunos

arboles mientras deja ilesas a otras.

-Una alternativa posible a la concepcién corpuscular, versus la

ondulatoria de la luz, es la de de Broglie, conforme a la cual

una onda piloto, que no transporta energia, dirige a la
particula. Marshall considera que ésta iitima es wuna
posibilidad interesante.

Esta wultima concepcién ha sido manejada por F. Selleri(s),
quien propone la existencia de una onda tal que las probabilidades de
transicién de los atomos varian en funcién del valor que toma la onda en
distintos puntos del espacio. Con anterioridad, el mismo Einstein habia
manejado, en 1925, la posibilidad de un enfoque basado sobre la existencia de

w(5) e ‘e
, que cumpliria una funcién

una onda que el llamaba “onda fantasma
semejante a la onda piloto de de Broglie. Esta es una muestra mas de cémo
muchas ideas nuevas on {isica tienen su cuna en otras presentadas en el
pasado, pero que en su tiempo no recibieron la elaboracién, ni la atencién

que podria habérles dado una estructura més convincente.
La electrodindmica estocastica y la optica estocastica son

otro prototipo de esfuerzos tendientes a elaborar teorias fisicas que

eliminen el exceso de misterio en la teoria cuantica.
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CAPITULO V.
Una recuperacién del modelo de Einstein
5.1 Descripcion del sistema fisico.

Consideremos un gas compuesto de &tomos cuyo espectro de
energia consta de niveles discretos, con un peso estadistico descrito por la
estadistica de Maxwell-Boltzmann cuando se encuentra en equilibrio térmico

con una radiacién electromagnética.

En el lenguaje de los procesos estocasticos diremos que esta
radiacién se encuentra en un estado estaclonario cuando esta en equilibrio
térmico con el gas, gque se da como resultado de un balance detallado en el
cual dos niveles de energia 1 y 2 cualesquiera de los atomos del gas,
mantienen una radiacién monocromatica de frecuencia w=(El-Eé)/h, en un
régimen en el cual la probabilidad de una emisién es igual a la probabilidad

de una absorcién.

Esto nos permite simplificar nuestro enfoque y tratar
solamente un gas formado por atomos de dos niveles en interaccién con una
radiacién electromagnética monocromatica que postulamos compuesta por
fotones.

»

Puesto que el nimero de atomos intercambiando radiacién es muy
grande, no es posible especificar cuantos fotones hay por unidad de volumen
en un Instante dado; en consecuencia, buscaremos una descripcién estadistica
conforme a la cual asociaremos al gas de fotones una probabilidad por unlidad
de tiempo gm(t) de que el numero de fotones m(t) aumente en uno y una
probabilidad por unidad de tiempo rm(t) de que dicha densidad disminuya en
uno. Estas probabilidades dependeran de las propiedades de los sistemas
atémicos y de la radiacién y seran construidas sobre una base intuitiva,
siguiendo el razonamiento de Einsteinlexpuesto en el segundo capitulo. Esto

introduce un contenido fenomenolégico importante en la descripcién.

Sea Pm(t) la probabilidad de que al tiempo t la densidad de
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fotones tome el valor m(t), tal que en.el intervalo de tiempo (t,t+3t) puede

cambiar al valor Pm(t+6t)' como resultado de alguno de los siguientes eventos:

1) Al ‘tiempo t la densidad de fotones estd en el estado
m(t) con probabilidad Pm(t) y no ocurre ninguna emisién ni
absorcién. Este evento tendrd una probabilidad dada por,

(l—gmGt-rmét)Pm(t). m&s términos de orden superior en &t.

2) Al tiempo t la densidad de fotones estad en el estado m+1

y ocurre una disminuclién en una unidad. La probabilidad de

este evento sera r StP (t), mas términos de orden
m+1 m+1

superior en &t.

3) Al tiempo t la densidad de fotones estd en el estado m-1
y ocurre un incremento en una unidad. La probabilidad de
este evento sera gm_léth_l(t), mads términos de orden
superior en &t.

Sumando las tres contribuclones tendremos para la probabilidad
P (t+38t)
m

P (t+dt) = (1 - g &t - r 8t)P (t) + r &tP (t) + g StP  (t) ,
m m m m m+1 m+1 m—1

m-1

reacomodando, dividiendec entre &t y tomando el limite &t-0, se obtiene la

ecuacién para la evolucién temporal de la probabilidad Pm(t)

Pm(t) =r P (t) + gm_iP

+1 m+l m-1

(8) - (r+g)P (L) , (5.1)
m m’ m

que coincide con la ecuacién maestra (C.4) dada en el apéndice para procesos

de nacimiento y muerte.

Claramente la probabilidad r. de que ocurra una transicién del
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estado m al estado m-t esta dada por la probabilidad de que sea abosorvido. .un ‘

fotén, mientras que la probabilidad g del estado m al estado m+i estd dada

por la probabilidad de que sea emitido un fotdn.

PN
Ux‘,l .

i

Como se desprende de las consideraciones ~

>,
o
e‘?ltgyxoresp la,n

¢

evoluciéon de la densidad de fotones es descriptible, de manera nﬁﬁura,l,

mediante un proceso estocastico de nacimiento y muerte. Notese que no hemos

hecho alusiéon a la indistinguibilidad de las particulas.

Del material expuesto en el apéndice tenemos que, una vez que
logremos construir las probabilidades de transicién, estaremos en pdsib“idad
de calcular la evolucién temporal de todos los momentos de la densidad de
fotones, asi como la entropia de la radiacién. De que la densidad de energria
esta dada por p=mhw, obtendremos la energia E y la energia libre de Helmholtz
F=E-TS, donde T es la temperatura. Esto proporcionara los elementos

s s PR (26)
necesarios para una descripcion termodindmica del gas de fotones ' .

5.2 Determinacién de las probabilidades de transicién.

Los procesos de nacimiento y rmuerte se clasifican como
lineales o no lineales segun sea la dependencia funcional de las
probabilidades de transicion roy g, respecto del estado m. En las
aplicaciones de esta herramienta matematica, la no linealidad aparece cuando

53-55)
¢ . Por

hay interaccién entre los individuos o elementos bajo estudio
ejemplo, cuando se describen reacciones quimicas como resultado de colisiones
y disociaciones de moléculas para obtener las ecuaciones macroscépicas de la
cinética quimica, o bien, cuando se describe la evolucion de especies
biolégicas con competencia por alimentacién entre los individuos. etc.
Cuando no hay interaccién entre los elementos gque describe el proceso, las
probabilidades de transicién son lineales. En este caso se dice que el

proceso de nacimiento y muerte es lineal.

Desde el punto de vista de este enfoque, podemos catalogar
como ejemplos de interaccion entre fotones a la creacién y aniquilacién de
pares que se estudia en la fisica de altas energias. Pero para las

temperaturas en las cuales pueden formarse los sistemas atémicos, no son
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frecuentes este tipo de fendmenos, por lo que podemos restringir nuestro

tratamiento al caso 1lineal. Por otro lado, siguiendo el razonamiento de

Einstein ya mencionado, las probabilidades de transicién que se construyen

son lineales.

La argumentacién es como siguc:

1) La probabilidad de transicién rm es proporcional a la
probablilidad Rx(t) de que el sistema esté en en el estado i
de energia mas baja El y al nUmero de fotones m por unidad

de volumen, resulta

r (t) =a R (t)m(t) ' (5.2)
m (S

donde uu es Iindependiente de 1la temperatura y de la
energia del sistema atémico.

2) La probabilidad de transicién g es proporcional a la
probabilidad Rj(t) de que el sistema se encuentre en el
estado J de energia mas alta Ej y al numero de fotones m
por unidad de volumen. Ademas, considerando la emision
espontanea, debe existir un término proporcional a Rj(t)

pero no a m, de donde resulta

gm(t) = BURJ(t)m(t) + z'uRj(t) N (5.3)

con B” ;y“ independientes de la temperatura y de la

energia del sistema atémico.

Puesto que para tiempos grandes los sistemas atdmicos deben

obedecer la estadistica de Maxwell y Boltzmann, postulamos la condicioén

lim Rx

tow

S() = z"x:xp(-n:i KT (5.4)
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donde Z=[Exp(-E/kT)d’pd’q/h’

caso discreto. . .

Para: ‘las - prbbébiiidévdeylsj de tra’ns\igiqéhv ¢

dondicién del balance detallado en equilibrio

limg = 1im r -, . © . (5.5)
tom e tew e :

donde m es el estado estacionario de la radiacién,
e . B g

Sustituyendo (5.3) y (5.4).’—8};2(5.5), se obtiene
-1 - ~-1'~1 _' : P | R )
lx”Z Exp{ E[/kT)me —BJIZ ,Exp(,EJ(kT)me + 7”2 Exp( EJ/RT) s _(5.6)

suponiendo que m tiende a infinito cuando T tiende a infinito, resulta
a“=f3“-
tenemos que esta igualdad se mantiene para toda T.

Ademas, de que estas constantes no dependen de la temperatura,

Resolviendo en (5.6) para m_se obtiene

¥y /a
PRI ¥ ]

m= (5.7)
¢ Explhw/kT) - 1

de modo que la densidad de energia de la radiacioén resulta ser

[7“/04”]hw . ,
plw,T) = ——————— . (5.8)
Exp(hw/KT) - 1 . :
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Para determinar ‘las constantes S, "“"y’_""du”'fﬁ"aplicamos. la
condicién de que para w/T pequefia la’ radiacion: cumpla con el principio de

equiparticién de la energia

(5.9)

de donde resulta que @ =7 por lbytanfo,,.las probabilidades de transicién

pueden escribirse como

g (1) = B”‘Rj(t)[m(t) N 1]

(5.10)
rm(t) = cc”Rl (t)m(t) -,
En lo sucesivo, por simplicidad usaremos
a= ocURl(t)
(5.11)
b = t
BIJRJ( )

y solo hasta el final introduciremos explicitamente los valores de a y de b.

5.3 Calculo de las propiedades estadisticas de la radiacién

electromagnética en equilibrio.

Usando las expresiones (C.11) y (C.12) obtenidas en el
apéndice para el primero y segundo momento de m{t) y las probabilidades de

transicién dadas arribas, se obtiene

d<m>
—-== + (a-b)l<m> = b (5.12)
dt
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la ecuacién para el promedio. Para el caso de equilibrio tenemos que d<m>/dt

= 0, Juego, resolviendo para el valor de equilibrio <mo> resulta

Para el segundo momento la ecuacién sera

d<mz> b
——— + 2(a-b)}<m® = (a+3b) [<m(t=0)> - -—-]Exp[(b-a)t]
dt a-b
b(a+3b)
+——— + b
a-b

En el caso de equilibrio d<m2>°/dt = 0, después de sustituir (5.13), resulta

(a+3b)<m>0+b

<m2>o= —_—
2(a-b)

La varianza puede calcularse entonces de manera directa

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

y con a/b = Exp[(EJ—EI)/kT], se puede escribir el momento y la varianza como

1

<mp = —
® Exp(hw/kT) - 1
2 Exp(hw/kT)
D° = ,
m

[Exp(hw/kT) - 1]2
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que - reproducen Jos resultados. predichos por la ffisica estadistica cuantica

para los numeros de ocupacién del gas de fotones.
Usando la expresién (C.13) presentada en el apéndice se pueden
obtener los momentos de orden superior para el caso de equilibrio, mediante

un procedimiento algebraico que obtendremos enseguida:

Reescribiendo (C.13) tenemos

] [<m]gm> + (-1)k'l<m'rm>] : (5.18)

y sustituyendo {5.10) y (5.11), resulta, después de un reacomodo
K

d<m™> k-1, ’ 7
—_— [i‘] [b + (~1)k—’a] <m™> + bem'> . (5.19)
dt 1=0

Para el caso de equilibrio que estamos estudiando hacemos
k
d<m >°/dt =0 ,

resulta

k-1
¥ (lf] [b + (-I)Ha] <mm>o+ ) ()f] <m]>o= 0

1=0

y separando el (k-1)-ésimo sumando del primer término, se obtiene, después de

k
resolver para <m0>

k -1
<mo> =k ¥y
i=0

i

k-1
k-tk) - 1+ (-1) Exp(8)
<m >y

1oy
+ k"[gxp(e) - 1] by [.]<m'>o
Exp(8) -~ 1 1=o\!
(5.20)

con 8=hw/kT.
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Esta expresion permite calcular todos los momentos de la
densidad de fotones en equilibrio térmico mediante un procedimiento

algebraico relativamente simple. Por ejemplo, para k=l resulta

-1
<m>0= [Exp(e) - 1] (5.21)

como era de esperarse.. Para k=2 se obtiene

’2 Exp(6) + 1

<m®> = ————————
o [Exp(e) . 1]2 . (5.22)

Para k=3, la exbr¢§i6n (5.20) ofrece la siguiente expresion

) ) 1 - Exp(e) 1 + Expl(8)
'<m3>0= {[3] <m> ——————— + [3]<m2> —_———

0 0Exp(e) -1 ! OExp(e) -1

il Qe @)

1
3

y simplificando resulta

a Exp(26) + 4Exp(6) + 1
<m > = . (523)

0 3
[Exp(e) - 1]
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Para k=4, se obtiene de (5.20)

Y Exp(0)

1 . Sl :
<m4>0= - [g] <m>0*—%—;— ¥ <) e <m3>0-7-f—‘-—:—>
4 \MY S TExpl(e) : SN TExp(e) <1

+ + <m> + <m > _+ <m” >
Exp(6): - l[(o 1 a 2 o 3 ) N

de donde resulta

. Exp(30) + 11Exp(20) + 11Exp(8) + 1
<m > = . .- (5.24)

0 a
[Exp(e) - 1]

Para k=5 se sigue un procedimiento similar y se obtiene

s Exp(460) + 22Exp(36) + 66Exp(20) + 22Exp(8) + 1
<m > = . (5.25)

[ 5
[Exp(e) - 1]

Este algoritmo se puede repetir indefinidamente para obtener
< k < A -
cualquier momento <m°>, conociendo solamente las probabilidades de nacimienta
y muertie de fotones, sin necesidad de conocer las probabilidades P® de que
in

haya m fotones de frecuencia w por unidad de volumen.

En cambio, para obtener la entropia del gas de fotones no es
suficiente con la informacién que se c¢btienc a parlir de (5.20), en
consecuencia, resulta Gtil estudiar 1la solucién estacionaria P:, valida

cuando se ha alcanzado el equilibrio. Esta se obtiene con las ecuaciones
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(C.22), (C.24) y las probabilidades-de transicién da_dasharri‘ba, resulta’

P® = (1 - ba )b H™
m = R

Un enfoque distinto, .planteado por .C@atto;fy,

referencia (58), permite obtener la expresion

<pn> = (L~ e)g:'f E ,

donde e=ba”’ y <pn> es la distribucién de  probabilidad, promediada, de que
haya n fotodetecciones producidas por un campo de  radiacidén estocastico

clasico.

En este enfoque se considera un haz de luz monocromatica
incidiendo sobre un aparato de medicién. Se supone que la probabilidad P(t)
de una fotodetecciéon al tiempo t es proporcional a la intensidad I(t) del

haz, y por lo tanto, a la energia E(t).

Si U(t,t+At) es la probabilidad de una fotodetecciéon en el

intervalo de tiempo pequefio {t,t+At), ésta estd dada por

t+At

U(t,t+At) = |1(t")dt” . (5.28)

La probabilidad de n fotodetecciones en un intervalo finito

(t,t+At), estda dada por la distribucién de Poisson

1 n
pln) = —[aU] Exp(-alU) , (5.29)
n!

siempre que las fotodetecciones sean eventos independientes entre si.
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Si se trata de un campo incidente,,flqctuante, U. es una

variable estocastica, de donde se tiene que p(h) debe ser: promediada para

ajé;anotodetecciones en

obtener una probabilidad efectiva <p(n)> de que

(t,t+AT). Se tiene entonces

1 .
<p{n)> = ~—<{aU)"Exp(~aU)> = *. (5.30)
n! B

Por otro lado, usando la ecuacidén (5.47), que presentaremos
mas adelante, que el promedio de fotodetecciones estd dado por n=al y
desarrollando en serie de Taylor el lado derecho de (5.30), Cetto y de 1la

Pefia obtienen

(5.31)

En particular, si

O 1 o —c‘: - -
n = - RE , (5.32)
Exp(Bhw) = 1 1 -€

resulta la ecuacién (5.27) dada arriba.

Resulta entonces que un modelo de fotones como el aqui
planteado es equivalente, en lo que al primer momento se refiere, a un modelo
de fotodetecciones producidas por un campo estocastico clasico. Y lo que es
la probabilidad Pm de que haya m fotones por unidad de volumen, es analogo a
la probabilidad efectiva <p(m)> de que haya m fotodetecciones en un intervalo
finito de tiempo. El problema que el modelo cldasico deja abierto es porqué
existen fotodetecciones, en lugar de un intercambio continuo de energia en el

sentido usual de la electrodinamica cléasica.

Regresando a nuestro modelo, de la expresidén (5.26) se puede
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calcular el promedio de m en el estado estacionario, resulta
'<7m>7° = ——— (5.33)
Exp(hw/kT) -1 .

que ‘coincide con el promedio predicho mediante la relacién de recurrencia

dada en (5.20).

La expresién para la entropfa del proceso estocastico, dada en

(C.25), permite calcular la entropia de la radiacién, sea
S(w,T) = - k<InP®>
m
sustituyendo (5.18) en esta expresion y reacomodando se obtiene

hows/T
S{w,T) = —kln[l - Exp(—hw/k'l‘)] + —— s (5.34)
Explhw/kT) - 1

que coincide con la expresion dada por la fisica estadistica cudntica para la

. a6
entropia de un gas de rotones( ).

La expresiéon (5.26) se conoce con el nombre de distribucién
geomwtrica o de Pascal, y como es bien sabido de la teoria de procesos
estocdsticos, a partir de la distribucién de probabilidad se pueden obtener
todas las propicdades estadislicas del sistema. En términos de las variables
fisicas que caracterizan al gas de fotones, la ec. (5.26) se puede escribir

como sigue:

P; = (1 - Exp(—hw/kT))Exp(—mhw/kT) , (5.35)
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gue . coincide: con "'la d;stz"i’bucién"yde '-'pr,obabilidad que predice la fisica
estadistica cudntica para _un‘g‘asfdgjos'g:il'adox‘es arménicos independientes, en

contacto con un bafio térmico.”

Los momentos <m;> pugéden calcularse directamente a partir de

su definicién

k _ kes
<m'> o= %m P , (5.36)

m=0

pero la evaluacién de cada uno de ellos involucra trabajar con el limite de
una serie distinta en cada caso. Por lo tanto, resulta mas facil calcular

los momentos a partir de la funcidén caracteristica

{1
G(k) = <Exp(ikn> =ZPnExp(ixn) . (5.37)

n=0

Hacliendo ¥=Exp(-hw/kT)} en (5.35) y sustituyendo en (5.37) se

obtiene

o [+ m
Glk) =¥ (1 ~ 7)¢"Exp(ikm) = (1 - 2)¥ (a’Exp(l'K)) ,

m=0 m=0

luego, la funcién caracteristica sera

1 -7
G(k) = —m—————— . (5.38)
1 - ¥Explik)

De (A.5) resulta que

> = i7" lk=0) (5.39)
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donde G (x=0) -es '1a~;37¢§;m

vélhadazyeﬁ,'cerO,' de. la funcién
caracteristica. = Sustituyendo. (5.38):en (5 39);: se obtiene '

(5.40)

y comparando (5.40) con (5.20), se obtiene para- la k-ésima derivada de la

funcién caracteristica, valuada en cero,

S1# (=157 Exp(a)

1 k=2 /v
G(K'EO) = Tl LT Z[l;] <m“’lb>o - . -
i k(l - Exp(-e)] 1=0 T “TExp(8).~1
| 1 K « = l (5.41)
o Tty

Exp(8) -~ 1 1=0

Obteniendo la primera derivada de la-funcidn caracteristica a

partir de (5.38), resulta

iy(1 - 7)Exp(ik)

G' (k) = TN,
(1 ~ rExp(ix)]

valuando en =0 y usando {5.39) se obtiene

1
<m>° = B (5.42)
Exp(8) - 1

Anidlogamente, calculando la segunda y la tercera derivada de la funcién
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‘Explhw/kT) + 1

""1')27 V{Exp(hw_/k‘l‘) - 1)2

1o y7? Exp(38) + 4Exp(e) + 1

[Exp(e) - 1]3

' '(5.44)

que coinciden con las ecuaciones (5.21)-(5.23).

Aunque la expresién {(5.39) es mds simple que la ecuacién
(5.20), en la practica lleva a un cdlculo més complicado. De donde resulta

que el procedimiento empleado inicialmente es mds sencillo.

El k-ésimo momento de la energia por unidad de volumen, y por

modo normal de la radiacién, puede encontrarse mediante la relacion

<E*> = (hm)k<mk>0 . (5.45)

Los momentos de la energia de la radiacién calculados de esta
forma coinciden con los predichos por A. M. Cetto y L. de la Pefia en la
referencia (S8), mediante un enfoque enteramente distinto que consiste en lo
siguiente:

1.Sea un campo aleatorio en su estado de maxima entropia, tal

que cada uno de sus inodos tiene una energia media definida y

que su densidad estid normalizada a la unidad. Con estas

condiciones y definiendo la entropia como S=-k<inW>, se obtiene

WE) = 2 Exp(~¢E) {5.46)
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con  $(B) - (B=1/kT)  una  funcién: no especificada’ - de la

temperatura.

2.8i f(E) es una func'ic‘m:dé: la. energia, se define su promedio

como

<F(E)> = Z'IJI’(E)EXP(—¢E)dE . (5.47)

3.Retomando el enfoque utilizado por Einstein en 1906 para

estudiar los calores especificos, proponen

W(E) = ZExpl-BEg(E)} (5.48)

donde g(E) es una densidad de estados energéticos.

4.Encuentran que para obtener la ley de PLanck, g(E) tiene que

estar dada como

glE) = ¥ 8(E - ny) , (5.49)

n

donde 7=hw. Luego calculan

<E™> = ¥ E'WIE) T (5.50)
n

y obtienen la relacién

r
<E™> = (-1 z;‘a’zr/as' , (5.51)
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. con 2 =<E>+hu.

Si 'ap;l,ican‘i:o‘s; eysta“‘ecruacién‘ én, forma fsucesi‘va, resplfa

:hw K

By e ————— (5.52a)
- Exp(Bhw) - 1
(hw)z(Exp(Bhw) + 1]
<E®> = (5.52b)
' [Exp(Bhw] - 1]2
3[Exp(23hw) + AExp(Bhw) + 1] )
(he) (5.52¢)

[Exp(Bhw) - 1] 2

que coinciden con los momentos predichos mediante el modelo que

desarrollo en este capitulo.
5.4 Sobre la termodinamica de un gas de fotones.
Si <m(t)>0 dada por (5.19) es el promedio del numero de

fotones por unidad de volumen, con frecuencia y espin dado, y el calculo de

la densidad de estados en el espacio fase lleva a

dN(w) = w?dw/nc® \

entonces, la energia E de la radiacidén y el numero total de fotones en un

volumen V seran

vh [® wide
E= 2 3|Exp(hw/kT) -~ 1 (5.53)
n Co
VI oide
= | . (5.54)
nzcz Exp (hw/kT) 1
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La entropia estara dada " por

kv 1%, SR Ry T e S
S=--z 31 ln{l - Exp(—hw/kT))§w + Exp(ho/KT) = 1° ,(5.55_)‘ o
ne ‘ n eV, T
0 o SR

De donde se puede calcular la entropia libre de’ Helmholtz L

=E-TS para obtener

00
kTV 2
F = < 3l ln[l - Exp(hw/kT)] dw . (5.56)
nc

<

A partir de esta expresién es posible calcular las propiedades
. . .. 4’
termodindmicas de la radiacién del cuerpo negro( 7), como se puede ver a

continuacién:

Las variables independientes naturales cuando se utiliza Ia
energia libre de Helmholtz como potencial termodindmico son: la temperatura T

y el volumen V. A partir de alli se tiene

oF aF
S =- |— , P=-|— (5.57)
aT)v av)r

y también

s [F/T]] ) (5.58)
v
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pero como

resulta

donde

Haciendo x=hw/kT en {(5.56) Se tiene

';'m
;T

vk! x dx-
et ey ARTINT :
3n"hich [Exp(x) - 1
® 3 4
x"dx n
Exp(x) ~ 1 15
o
4o 4
F ooV
3¢
2k?
o=
6Oh3c2

26

(5.57) resulla

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(S5.62)



(5.63)

La capaéidad{calbfifiga}a»volumen constante

S 160 1.3 .
c= &l =—"" . (5.64)
SR ) S LR :

La ‘entalpia H=E+PV se obtiene de (5.62) y7(5.63). resulta

160 4
H=—"T . (5.65)
3c

5.5 Transferencia de momento de una radiacién monocromatica a un espejo.

En 1909 Einstein estudié¢ las fluctuaciones en el momento
transferido de una radiacién monocromatica a un espejo durante un intervalo
de duracioén . El enfoque de procesos de nacimiento y muerte que aqui
desarrollo permite encontrar, de manera muy sencilla, la misma expresién

obtenida por Einstein.

Sea un sistema formado por un espejo y un gas de fotones que
interacciona con él, de forma tal que son absorvidos con probabilidad roy
emitidos con probabilidad 8 . Sea m{t) el nimero neto de fotones emitidos en
una direccidén (Q,Q+dQ) con probabilidad dQ/4n. Llamaremos un nacimiento a la
emisién de un fotén y una muerte a la absorclién de un fotdén. Si cada uno de
ellos lleva un momento hw/c, entonces el momento transferido del espejo a la
radiacién, por unidad de &area y por unidad de tiempo, en la direccién

(Q,0+dQ), sera

m(tYhwdw 2ne
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Las probabllidades de transicién 8

sueden: ser. construlidas
con base -en: los “mismos argumentos que ;Lle 11) :El . problema

matematico es, por lo tanto, esencialmente. el mkqu forma tal“que

n{t)huk/c
serda el momento promedio transferido del espejo a cada modo normal de una
radiacién monocromatica, por unidad de area y por unidad de tiempo, en la
direccién k del semiespacio en que se encuentra la radiacién.
Porconsiguiente, para una radiacién con frecuencia en el intervalo (w,w+dw},

el momento promedio transferido a un espejo de &rea A, durante T segundos, en

una direccién k, sera

he’

<p>r = <m{t)> 2

- Atdwk . (5.68)

Para la-fluctuacion cuadratica se tendra

3
hw
p Atdw . (5.69)

<(ap)? = [<m2(t) - <m(t)>2]
mC

En el caso de equilibrio resultara

hw3 R
Atdwk
4

e
<p> = (5.70)
°  Exp(hw/kT) - 1

. Para la fluctuacién cuadratica tendremos

huw
<(Ap)2> = N[w)Ar——[<m2>o— <m>§]dw ,
c
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con N_(w);wz/nzc R Us‘ajh\do ji(S.i?)‘ tenémos ©

2’ " hw Exp(6)dw
. <(ap) >5= N{w)AT— 77—

f (5.71)
c [Exp(e) - 1]2

pero

Exp(8) 2
T T T S = <m >o+ <m>o
R [Exp[e) - 1]2

y escribiendo p(w.T)%N(wJ<m>o se obtiene de (5.71)

2 3
2 he dw re 2
<(ap°)> = At— p+ P , (5.72)
c

que es la férmula obtenida por Einstein en 1909.
5.6 Acerca del comportamiento fuera de equilibrio.

Supongamos ahora el caso mas general posible para las
probabilidades de transicion dadas en (5.11). Este es aquél en que las
probabilidades de ocupaciéon de los niveles energéticos E N dependen del
tiempo y no estan necesariamente dadas por la distr1buc1on de Boltzmann,
aunque esperariamos que tendieran a ella para tlempos muy grandes. ¢Que
ocurre con la evolucién temporal de los momentos <m*(t)> de la densidad de
fotones en la cavidad? Retomando 1la ecuacién (5.19), tenemos que

multiplicandola por b y haciendo abq=Exp[6(t)]. con e(t)=Rx(t)/RJ(t), se
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puede reescribir como

d<m > k-1 :
bl——— =} ['f]{ [1 . (—n""xzxple(m] <am'l> 4 <m‘>} ‘

reacomodando resulta

k

d<m™> k-1 k-1
pl——— =7 [l:] <m'> + T {k] [1 + (—1)""Exple(t)l] ',
dt 1=0 1=o\!

separando el (k-1)-ésimo sumando del segundo término del miembro derecho de

esta ecuacién y paséndolo al lado izquierdo, resulta

d<m®> k-1 k-2

-1 Kk, _ k i k k-1 1+1
b + k|Expl8(t) ~ I}j<cm™> =} i <m> + ¥ i 1 + (~1)" Exple(t)]i<m ">
dt i=0 1=0 ,
(5.73)

que es la ecuacién para la evolucién temporal del k-ésimo momento.

La solucién a esta ecuacién es de la forma
t
<m*(t)> = Exp[-A(t)1{<m(t=0)> + Q(t')Exp[A(t')]dt'} . (5.74)

o
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con
v

: kb(t')[zxp(e(c') —‘l]dt‘

y-Q(t’) “igual al miembro derecho de la ecuacion (5 73) : De (5.:74) es claro

que <m® (t)>" tendera a‘un valor finito dado por .

t.

<> = lim Expl-A(t)} o(t )Exp[A(t )Idt’ R {(5.75)
too ERA) :
o
siempre que A(t) sea positiva. Veamos bajS'Qgé'-cohdiéiones se cumple esta
condicién: = el ‘
Se tiene que
Rl (t)
g(t) = In— = 1n ,
b R (t)
J

donde Rr(t)' RJ(t) son las probabilidades de ocupacién de El, EJ
respectivamente (con E1<EJ)' De que la funcién ln(y) toma valores positivos
sdélo para y»>0, se tiene que 8(t) sera positiva siempre que R‘(t)>RJ(t) Pero
si 8(t} es positiva, entonces el integrando de la expresién que defi a Alt)
serd poslitivo, de donde resulta que A(t) serd positivo tombién. Por
consiguienle, <mk(t)> tenderda a un valor finito para tiempos muy grandes
siempre que la probabilidad de ocupacidn del nivel mas bajo sea mayor que la
probabilidad de ocupacién del nivel mas alto, o por lo menos, que esto ocurra
el tiempo suficiente como para que las contribuciones positivas del
integrando lleven a la integral que define a A(t) a converger a valores
positivos cuando t-»w. Esta condicién es de esperarse para los gases en un

proceso de relajacién hacia el equilibrio.
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Las ecuaciones obtenlidas en esta seccién sugieren que podria
existir una radiacién fuera de equilibrio cuando ésta estd en interaccién con
un gas de slistemas atdémicos que se encuentra fuera de equilibrio y en proceso
de relajacién haclia él. Entre otras cosas, deberia mantenerse una desviacién

respecto de la ley de Planck durante el tiempc de relajacién de la radiacién.
5.7 Algunas conclusiones y consideraciones generales.

Sin recurrir al formalismo de la mecdnica cuantica, y por
consiguiente, sin utilizar la fisica estadistica cuantica, ni el concepto de
indistinguibilidad de 1las particulas, la aplicacién de 1los procesos
estocasticos de nacimiento y muerte al modelo de Einstein de dos estados

atomicos permite encontrar lo siguiente:

1.Se obtienen todas las propiedades termodinamicas de un gas
de fotones a temperatura T en una cavidad y éstas coinciden

con los resultados que predice la fisica estadistica cuantica.

2.Se encuentra una relacién de recurrencia para calcular los
momentos estadisticos <mk>0 de la densidad de rotones en
equilibrio térmico, mediante un procedimiento

puramente algebraico.

3.Para el caso de equilibrio térmico, los tres primeros
momentos coinciden con los que se obtienen a partir de 1la
teoria que A. M. Cetto y L. de la Pefia llaman metaclasica y
que han desarrollado replanteando para la radiacién el enfogue
estadistico usado por Einstein en 1906 para estudiar 1los

calores especificos de los soélidos.

4.La funcidén de distribucién de probabilidad Pm de que haya m
fotones por u. de vol., en equilibrio, coincide con la
distribuciéon de probabilidad que se obtiene, a partir de la
fisica estadistica cuantica, para el numerc de ocupacién de un
gas de osciladores arménicos independientes, de la misma

frecuencia, y en contacto con un bafio térmico a temperatura T.
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S.Dicha funcién de distribucién Pm en  equilibrioc coincide
también con la obtenida por A. M. Cetto y L. de la Peha para
las fotodetecciones producidas por un campo estocastico
cldsico sobre un instrumento de medicién. Sélo que lo que en
mi modelo es la probabilidad de que haya m fotones por unidad
de volumen, viene a ser, en el modelo arriba citado, la
probabilidad de que ocurran m fotodetecciones en un intervalo

de tiempo finitofsg)

6.El modelo que he desarrollado permite obtener, también, la
férmula de fluctuaciones para la transferencia de momento
entre una radiacién y un espejo. Esta coincide con la que fué

obtenida por Einstein en 1909.

7.El formalismo matemdtico que obtengo proporciona ecuaciones
diferenciales para la evolucién temporal de todos los momentos

<m*(t)> de la densidad de fotones.

k . -
8.Estos momentos <m (t)> tenderdan a un valor finito para
tiempos muy grandes, siempre que el sistema de atomos de dos
estados con los cuales irnteracciona la radiacién se encuentren

en un proceso de relajacion hacia el equilibrio.

9.Este ultimo resultado sugiere que podria existir radiacién
fuera de equilibrio y que presentarfa desviaciones respecto de
la ley de Planck, durante el tiempo que dure el proceso de

relajacion.

Por consiguiente:

10. La teoria de procesos de nacimiento y muerte resulta ser
una herramienta apropiada, de manera natural, para la

descripcién estadistica de un gas de fotones en interaccién

con sistemas atéomicos de dos estados.
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11.E1 modelo utilizado por Einstein en 1917 para estudiar la
radiacién’ resulta ser potehclalmente'més‘rico de 1o’ qué revels

en la época en que fué planteado.

12.E1 éxito que brinda el estudio de transferencia de energia
lleva a pensar en el estudio de transferencia de momento, 1lo
cual posiblemente podria ofrecer nuevos resul tados
interesantes, especialmente en lo que se refiere a modelos
matematicos que faciliten una imagen tangible para nuestra
imaginacién macroscopica. Esto no puede ser expresado aqui

mas que como una conjetura.

13.Para reforzar el punto anterior, cabe traer a colacién la
discusidén, de actualidad como ha podido verse en el cuarto
capitulo de este trabajo, acerca del caracter de los fotones
como particulas reales o flicticias. No hay que olvidar el
hecho particular de que el modelo de Einstein lo llevé a
predecir la existencia de la emisién de radiacién como un

fenémeno direcclonal.

14.Un punto que no es cuestion de conjetura, es que la
aplicacién de los procesos de nacimiento y muerte al medelo de
Einstein permite estudiar la radiacién fuera de equilibrio,
siempre que se conozca la distribucién de energias del gas de

particulas atémicas ejecutando un proceso de relajacién.
5.8 Una evaluacidén breve de los distintos enfoques.

Entenderemos por enfoque original el intento de Einstein,
durante sus contribuciones a la teoria cuantica primitiva, por plantear una
relacién entre el concepto de onda y el de corpusculo que diera una imagen
fisica tangible de la naturaleza para nuestro pensamiento macroscépico.
Llamaremos enfoque moderno a la sintesis formalizadora desarrollada con los
trabajos de la mecanica ondulatoria y la matricial, hasta llevar al

formalismo de segunda cuantizacién. Por 1ltimo, hablaremos de nuevas
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alternativas para referirnos a los enfodues' de estocastizacioén formal,
neocléslco y..de la éptica y la electrodinémlca ‘estocastica’ que fueron

revisados en: el -cuarto capltulo

Como  se desprende de ;a revisién de los primeros tres
capitulos, existe una diferencia de fondo entre los creadores de la fisica
cuantica, en cuanto a la forma de percibir las teorias fisicas. Mientras que
Planck y Einstein buscan la formalizaclén de sus ideas a partir de una imagen
fisica definida y tangible para nuestro pensamiento macroscépico, los
trabajos que se suceden con el desarrollo de la mecdnica matriclal tienen una
tendencia formalizadora, que releva a la fisica de la obligaciéon de facilitar

imédgenes a un nivel ontolégico.

Aunque para Planck la cuantizacién surge como una hipétesis
irreconciliable con su punto de vista clasico, el quantum de energia aparece
dentro de una imagen fisica muy nitida de un sistema de osciladores arménicos

que simulan a la pared de la cavidad sobre la base del teorema de Kirchoff.

El caso de Einstein es mas notable, desde 1905, en las
consideraciones introductorias al primero de sus trabajos sobre radiacién,
describe un campo formado por particulas, de forma tal que su efecto promedio
sobre los dispositivos o6pticos llevaria a detectar un fendémeno ondulatorio,
mientras que los efectos instantaneos, que tendrian relacién con el
intercambio de energia entre los &atomes y 1la radiacién, necesariamente

_ deberian revelar un caracter corpuscular en el campo.

En su trabajo de 1917 Einstein considera la emision de
radiacién de un &atomo como ondas ésfericas, contraponiéndola a la emisién
direccional de paquetes de luz que tambiéen involucran transferencia de

momento.

Esta fisica que complementa la busqueda de formalismos
matematicos con la de imagenes descriptivas de los fenémenos naturales bajo
estudio, estd presente también en los trabajos iniciales de Bohr acerca del
4dtomo hidrogenoide y en los diversos estudios posteriores para analizar la

estructura del &atomo de helio. Sin embargo, esta concepcién de la fisica es
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abandonada después, cuando se adopta un punto de vista conforme al cual esta
ciencia debe proporcionar formalismos que permitan calcular valores de
magnitudes fisicas medibles en el laboratorio. El trabajo de Heisenberg
sobre la nueva cinematica para describir los fendémenos cudnticos es de este
tipo y es una consideracién metodolégica a la cual €l le concede ucha

8 pretende ver al

importancia. En sus articulos iniciales Schrodinger”
atomo como un proceso vibracional aprehensible a nuestra imaginacién
macroscopica, pero después su concepcién es abandonada cuando la
interpretacién ondulatoria que plantea no resiste la critica. Cabe recalcar,
sin embargo, que su interpretacién de la funcién de onda ha sido retomada en
las Gltimas décadas, acompafiada de argumentos que buscan resolver las

dificultades que llevaron a Schrodinger a abandonarla.

Todos los intentos posteriores gue buscan una interpretacion
del mundo microscépico sobre bases distintas a las de la escuela de Bohr, no
generan consenso, basicamente porque la interpretacion ortodoxa extiende su
éxito en un marco social y académico que facilita su aceptaciéon por razones

N o £49)
ajenas a la fisica’ .

A raiz de la maduracion de la teoria cudantica en 1925 y 1926,
la fisica avanza hacia una creciente formalizacién y abstraccién de la cual
el trabajo de Dirac es una buena muestra, quien en su estudio sobre la
cuantizacién del campo electromagnético vincula los conceptos de onda y de
particula en una sola teoria, exitosa porque obtiene las leyes de Einstein y
de Pauli con un solo formalismo, que asi demuestra su capacidad de sintesis y

lo acertado del enfoque.

Esa integraciéon de los conceptos corpuscular y ondulatorio se
da a un nivel formal, sin imdgencs de la naturaleza que se busca describir,
siendo este Ultime un requisito que la fisica no tiene que llenar en opinion

de los autores de la nueva teoria.

Otro aspecto que se debe hacer notar es el uso de un principio
de correspondencia cuya validez no resulta clara y que en realidad reduce Ia
teorfa un nivel fenomenolégico, toda vez que no existe un hilo conductor que

relacione nuestra intuicién con respuestas a preguntas como las siguientes:
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- = §Porqué es la regla de cuantizacién de Dirac correcta?

~ ' ¢Porqué funciona el principio de correspondencia cuando se
esta llevando a cabo un proceso de generalizacién hacia una
teoria - mas rica? ¢Cudles son las limitaciones de este
principio? En este punto es claro que una teoria mdas general
debe reproducir a otra considerada como caso limite, pero no
es tan evidente que a partir de una teoria particular sea
correcto construir ctra mas general. En este daltimo punto
cabe traer a colacién el andlisis presentado por Fine®”
sobre la diferencia metodolégica entre Einstein y Bohr acerca
del principio de correspondencia: Segun este autor, tanto
Einstein como Bohr estaban de acuerdo en el uso de la
propuesta metodolégica de Mach que consistia en investigar los
limites de aplicacién de un concepto, como un primer paso
hacia la <onstruccién de otro mas refinadc que el anterior.
De forma tal que el nuevo viniera a sustituir al viejo
concepto, conteniéndolo como un caso particular (caso limite).
En lo que no estuvieron de acuerdo fue en el segundo pasc, que
en el trabajo de Bohr vino a consistir en el desarrolio del
principio de complementariedad  para aplicar  conceptos
ondulatorios o corpusculares segun las condiciones del
fenémeno. Por su parte, Einstein consideraba que los
conceptos de la fisica clasica debian ser desplazados por
otros nuevos y no simplemente segregados a la manera del
principio de complementariedad de Bohr. La propuesta de

Einstein era, por lo tanto, mas radical.

Cuando hablamos del contenido fenomenolégico de la teoria
cuantica lo consideramos en un sentido un tanto diferente al caso de la
termodinamica y la fisica estadistica de procesos de equilibrio, aquf
catalogamos al formalismo cudntico como [enomenolégico, en particular a la
segunda cuantizacién, porque introduce y se guia por reglas cuyo uso y
Jjustificacion estdan fundamentadas en la precisién de los resultados a los que

llega, sin reparar en los requisitos que deben llenar sus puntos de partida.
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De hecho, 1la actitud pragmdtica que 1llevé al desarrollo del formalismo
cuantico no se fundamenta en un sistema de primeros principlos evidentes,
como ocurre con las teorias especlal y general de la relatividad, sino que
una vez descubicrto el aparato matricial y ondulatorio, se fueron
estableciendo axiomas para derivar el formalismo. A raiz de este proceso los
fisicos crearon una estructura matemdtica cuyo significado fisico no podian
entender completamente sobre la base de 1% Intulclén desarrollada con el
estudio de la fisica clasica. El proceso histérico para la construccidédn de
la teoria dio lugar a que en la mecdnica cuantica no quedara claro cual es el
origen del comportamiento probabilista, mientra que en la fisica estadistica

si se tiene una idea tangible del caos molecular.

Si aceptamos entonces la exigencia de tangibilidad como una
condicién a llenar por las teorias fisicas, resulta gue la mecdnica cuantica
tiene una caracteristica conceptual distinta de la de la fisica estadistica,
pues aungue en ambas existe el elemento probabilista, en la Gltima es claro
el origen pero en la primera no. A menos que se acepte la idea original de
Bohr, preconcebida desde su trabajo con Kramer y Slater, de que el electrén

es aleatorio per se.

En esta direccion cabe valorar las estocastizaciones del campo
basadas en la mecdnica de Nelson, pues tienden a dejar asentado, de manera
fehaciente, gue detras de la teoria cuantica pueden existir procesos azarosos
primarios que dan lugar al comportamiento cuantico. La limitacién de estas
teorias consiste en que no nos dicen cual es la causa fisica de ese

comportamiento estocastico.

El enfoque neoclasico es valioso en un terreno diferente: 1a
generalidad de los textos con fisica infunden la conviccién de que para
explicar el efecto fotoeléctrico, Compton, corrimiento Lamb, etc., es
necesario recurrir al formalismo de la electrodindmica cuantica. De los
traba jos desarrollados en el enfoque neocldsico resulta que esto no es
cierto, pues todos estos efectos pueden calcularse cuantizando solo
particulas y dejando al campo representado mediante funciones continuas. Por
consiguiente, el caracter corpuscular del campo no es tan directo, mis aun,

segun Marshall, no hay evidencia contundente de esta caracteristica
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corpuscular, como si la hay del! ondulatorio.

Otra enseflanza valiosa del enfoque neocldsico es la busqueda
de sencillez y de descripciones panordmicas -susceptibles de ser imaginadas-
de los fendémenos naturales. Ademas de que, al no reparar en las criticas a
la interpretacién de Schrodinger de la funcién de onda, plantea una muestra
de recuperacion de las ideas originales de los fisicos, a fin de extraer al
maximo sus posibilidades cientificas. Este ultimo punto es de particular

interés para la realizacion del Capftulo V de este trabajo.

La principal limitacién del enfoque neoclasico radica en que

no da respuesta a la pregunta, discutida por de la Pefia y Cettos"

¢Porqué
la Ecuacién de Schrodinger? y que en consecuencia, deja de lado toda una gama

de motivos de insatisfacciéon frente a la teoria cuantica.

En este ultimo sentido, el esfuerzo que gira alrededor de la
Electrodinadmica Estocdstica y la Optica Estocdstica es mas ambicioso en sus
propositos, se busca una teoria f{sica que ademds de llevarnos a una
explicaciéon de los fendmenos cuanticos, reproduciéndolos, nos daria -de tener
éxito- una base conceptual més clara. En mi opinién, proporcionaria una
descripcién tangible del fendmeno cudntico. Sin embargo, este camino ha sido
el menos fructifero de todos y se encuentra aldn bajo exploracién, sin que
pueda decirse todavia que ofrece resultados concluyentes. En consecuencia,
cabe una critica semejante a la de las alternativas anteriores, aunque ofrece

la ventaja de ser un campo explorable, y por sus objetivos, promisorio.

Estas tres alternativas revisadas dejan de lado la existencia
real del fotén y causan la impresion de que es, como sefiala Marshall, un

concepto obsolelo. Es aqui donde se inicia mi interés personal.

- Contrario a la impresion ampliamente difundida en los libros
de texto, el concepto de fotén necesita una revisién profunda y no existe
acuerdo de los fisicos sobre un modelo unico, aceptado por la comunidad de
fisicos. Como sefialan Kidd, Ardini y Anton(SZ). desde 1905 hasta la fecha se

han manejado cuando menos cuatro modelos de fotdn:
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- El fotén como una particula anéloga al electron. pero.sin

carga, ni.masa, espin distinto

- El' fotdn como una singularidadien el'espécio;

~ El modelo de fotén como una .paquete de onda o un pulsec

electromagnético.

- El modelo de fotén de la electrodinamica cudntica, que
lleva a tomarlo como aumentos y decrementos discretos

de coeflicientes de Fourler.

En lugar de emprender una defensa ciega a favor o en contra
del concepto de fotén como una particula realmente existente, puede ser
benéfico adoptar una posicién metodolégica similar a la atribuida a Mach por
parte de Fine. Esta consistiria en trabajar algunas viejas ideas a la luz de
la experiencia moderna, a fin de profundizar sus consecuencias y agotar sus
posibilidades para encontrar sus limitaciones, adquirir experiencia sobre su
campo de aplicacién y encontrar -si acaso fuera posible-~ nuevos enfoques
fisicos que vengan a coadyuvar en la solucién de las fuentes de

insatisfacciéon actual de la teoria cuantica.

Cabe entonces proponer la revision de viejos y nuevos
conceptos y modelos fisicos que fueron dejados de 1lade en el momento
histérico en que fueron presentados, como ha ocurrido en muchos casos en el
desarrollo de la fisica y sucede en la actualidad con la conjetura de
Schrodinger sobre las analogias del fendmeno de difusién con la particula
libre cuantica y un posible sustrato estocastico de la teoria, con la
interpretacion que ¢l dié de la funcidn ¥ v con la hipbdieslis de realidad de

la radiacién del campo de radiacién de fondo.



APENDICE

Algunos elementos acerca de los

: . _(53-87)
procesos estécasticos

A. Definiciones.

Una variable aleatoria se define mediante un conjunte de
valores posibles y una distribucién de probabilidad sobre un conjunto, que
recibe el nombre de rango, conjunto de estados, espacio fase, entre otros.

Este conjunto de valores posibles depende de la naturaleza del
fenémeno que los produce, puede ser discreto y finito, discreto e infinito,
continuo en un cierto intervalo, en una o mas variables, etc.

Si el conjunto es discreto y numerable, la distribucién de

probabilidad se da mediante un conjunto de nimeros no negativos P, tales que

n

rp=1 . (A.1}
n

Si el rango es un intervalo I del eje real, la distribucién de

probabilidad se determina mediante una funcién no negativa P(x) tal que

Jp(x’dx =1 (a.2)
i

a P(x) se le llama densidad de probabilidad.

Sea X una variable estocdstica (o aleatoria) con rango en

(-w,»), se definen sus momentos como
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o™ A
Se défihé"‘ ‘{able aleatoria X

como

Desarrollando

(~»,w) se tiene

@«

- U ien (.iK)m i

Glk) =} x"P(x)dx

m=0{ m!
-
de donde
o (k)"
Glk) =% u , (A.5)

m=0 m! "

con lo cual resulta que la funcién caracteristica es Gtil como generadora de

los momentos de la variable aleatoria X.

Tomando el logaritmo natural de G(K) y desarrollando en serie

podemos definir los cumulantes x tales que

[~ (.iK)m m
InG(x) = ¥ x . (A.6)
m=1 m!




donde el m-ésimo cumulante.de la \}ariabl_é‘

aleatoria: X debe-'ser“igial  al

m-ésimo término de la serie dé Tayl

Para una oo

- “de n componentes
x=(x1.x2, A ,xn) las expres’ion‘es,w '(f .se :gAeneralizan directamente
en términos de integrales ‘mﬁltip'lés v r “funcién caracteristica se tiene

G(k) = <Exp(inx)>, K, seeeam (A.7)

donde
: _‘m1 . mn ; .
B s e T . (A.8)
1 n
Si X es una variable aleatoria con rango en n=0, 1, ..., la
funcién caracteristica es ahora una serie de potencias en z=Exp(ikx). En

este caso se define la funcién generadora de probabilidad como

F(z) =anz" , (A.9)

n=0

donde el coeficiente de la n-ésima potencia de 2z da la probabilidad del

n-ésimo elemento del rango.

En este caso se pueden definir los momentos factoriales ¢
m

dados por

© (—Z)m ¢
F(1-z) =} m {A.10)
m=0 m!
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y los cumulantes fact§fi?}e$79mr}ai§§_qﬁg

P ,"mb(—z)n.‘ya
InF(1-z) =3 - n . (A.11)

m=1 m!

Como en los casos anteriores, dada F(z)} se cambia a las
variables 1-z, se desarrolla en serle de Taylor y se toma como ¢m al término
que acompafia a (-z)"/m! Analogamente para (A.11).

Sea y=f(x) una funcién definida de los reales en los reales,
se dice que y=f{x) es una funcién aleatoria si X y Y son dos variables
aleatorias relacionadas a través de la funcién f.

Si Px(x) es la densidad de probabilidad de 1la variable
aleatoria X, entonces la densidad de probabilidad de Y estad dada por

Py(y) = Ja[f(x) - y]Px(x)dx . (A.12)

También puede suceder que

Y(t) = £(t,x) , (A.13)

a estas funciones se les llama funciones estocasticas, el valor de y en un
punto t1 es una variable aleatoria. Generalmente: el parametro- t es el

tiempo.

Para y en el punto t1 se tiene

Pl(y.t) = Jélf(tl,x) - y]Px(x)dx (A.14)
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y valuando .en .n .instantes t

se tiene una'variable .aleatoria

n-dimensional con densldad “de’ pro bili

Pn(yl,tl;...yn,tn) = Ja[f(tl,g),—vyila-}SFf( x): ;:yn]Px(x)dx .

En lo sucesivo numeraremos los instantes tl, NN t; en forma cronoldgica, de
forma tal que tl<tj si i<j.
La sucesidén de estas funciones Pn definen a 1la funcién

estocastica y tienen las siguientes propiedades

i) P =0
n

ii) P no cambia al permutar dos pares
n

cualesquiera (xk,tk) y (x‘,t‘), (A.15)

iii) JPn(yl,tl;...;yn,tn)dyn = Pn-1(y1't1;"';yn-x’tn-;)

iv) JPl(yl,tl)dy1 =1

A" las funciones estocasticas generalmente se les llama procesos estocasticos.

Cuando se cumple que para cualquier intervalo <t
Py tis..iy,t) =PIy, t+z...5y,.t+7), (A.16)

se dice que y(t,x) es un procesc estacionario. En este caso la expresién
<y1(t1)y2(t2)>, que recibe el nombre de correlacién, depende sélo de la

diferencia de tiempos.

Se define la probabilidad condicional

P1|1(y1’t1ly2't2) ’
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como la’ Pro_bab'i,l_idad de que el proceso estqvcjést‘i 21 y'élof‘:iyz al’

tiempo tz':si ,ya_ﬁabia ‘tomado el valor"yl"al,"_ti

Esta probabilidad condici

Pi(yl'tl)Plll(yp’FiJY:

Usando (ili) de (A.15) para

A7) en-el.

integrando
P ly,t) = [Pl(yl.tl)Plll(y1 t |yt ; “%(A,.18)

Se pusde generalizar este conceépto pé;é,hablar de una densidad

de probabilidad condicional conjunta
k'l(yl'tl;'";yk'tklyktl’tk#l""'yk+l'tk+l) '

que da la probabilidad de que el proceso tome los valores yk“, Ceay ka en

los tiempos tk+ woeee, t ’ cuando ya ha tomado los valores Yyr sees Y, en

1
los tiempos tl, Lo, t

(A.19)

Pk(yl,tl;...;yk,tk)

Estas densidades de probabilidad condicionales conjuntas son importantes
cuando hay correlaciones entre las variables estocasticas a tiempos

diferentes. En este caso se dice que el proceso tiene memoria de su pasado.
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. n
n-dimensional con densidad de probabilidad.

y valuando en n instantes tl, viey to,..se’ tiene . iuna variable: aleatoria

P_n(y],tl;...yn.tn) = J&[f(tl,x) - yx‘]f “ : ‘yn]l"x(x)dx .
En lo sucesivo numeraremos los instantes t:" veey tn en. . forma croholdgica, de
forma tal que tx<t.J si i<j. -

La sucesién de estas funciones Pn definen a la funcién

estocédstica y tienen las siguientes propiedades

i) P_ 20
n
ii} i’n no cambia al permutar dos pares
cualesquiera (x ,t ) y (x ,t ), (A.15)
k' Tk [ ]
i) [P,,(Yl- toieesy ot ddy =P (y,tieay ot

iv) J'Px(y,,tl )dyl =1

A las funciones estocdsticas generalmente se les llama procesos estocdsticos.

Cuando se cumple que para cualquier intervalo T

Pn(yl,tl;.

iyt ) =Py t+ Ti.ay,t + 1), (A.16)
n on n"11 A n

se dice que y{t,x} es un proceso estacionario. En este caso la expresiéon
<yl(t1)y2(tz)>, que recibe el nombre de correlacién, .depende sélo de la

diferencia de tiempos.

Se define la probabilidad condicional

Pt lypty)

115



como la probabilidad de que el proceso’ estocéstlco y(t x) tome el valor y al

tiempo 1. si ya habia tomado el valor Y, al tlempo t <t

Esta probabilidad condiciqﬁal festév‘dadaqpor.

Pl(yl.t,)Plll(yl,t]ly,‘;.t'z)f: Plyptiyet) . o (A7)

Usando (iii} de (A.lsy)'pa'\ra; n=z .y sustituyendo (A.17): en el

integrando

P (y,t) = JPl(y],tl)Plll(yl,tl]yz,tz)dyl . L (A8)

Se puede generalizar este concepto para hablar de una densidad

de probabilidad condicional conjunta

7 ) .

(y t ly ke’ k+l

P [ ot Far?”

que da la probabilidad de que el proceso tome los valores Yeurr 0 ¥, €0
+

los tiempos tk+1' ey tk“, cuando ya ha tomado los valores yl, o ¥,oen

los tiempos tx’ e t

(A19) -

P (yl't ;”';yk'tk;yk+l'tk+l;‘“;yk+l'tk+l)

Py vty t)

Estas densidades de probabilidad condicionales conjuntas son importantes
cuando hay correlaciones entre las variables estocdsticas a tiempos

diferentes. En este caso se dice que el proceso tiene memoria de su pasado.

116



condicion

es decir, cuando el valor v, al tiempo tn estd determinado sélo por su valor’
inmediato anterior Yo

B. Ecuacion de Chapman y Kolmogorov y ecuacién maestra.

Para procesos de Markov se puede pensar en- que dos pasos

sucesivos son estadisticamente independientes y escribir

. N = . { .
Py tiy, tiyat) Pz(yl.tl.yz.tz)lel‘yl,tl.yz,tzlya,taJ (B.1)

=P lypt)IP |yt Iyt )P (vt iyt
integrando esta expresion en ¥,y dividiendo entre Pl(yl,tl) resulta
Plll(yl'tlly:i’tS) = J‘PJh(yl’tl;yz’tz)Px|1(y2't2|y3't3)dy2 , (B.2)

donde del lado izquierdo se usé (A.17).

A (B.2) se le llama ecuacién de Chapman y Kolmogorov y es

valida sélo para procesos de Markov.

Una ecuacién mas (til y que permite una interpretacion
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1B.3)

Pl(yz.tz)"= ;

JPl(yi.tl)?lll(y;,t‘lyz.tz)dyl “(B.4).

sea t,=t+T con T muy pequefio, se ' puede desarro'llén ~la’ 'pfobébilidad de

transicion del integrando en serie de Taylor

= 2y
Pm(y].tllyz,tl+ T) = Plll(yl'tl'yz'tl) +ta T+ o),

el desarrollo a primer orden debe contener la densidad de probabilidad de
pasar de y ay,en [tx’t1+ﬂ mas la densidad de probabilidad de que no haya

transiciones en ese intervalo, sea

Wt’(yl,yz) {B.5)

la probabilidad por unidad de tiempo de que haya una transicién de y, o2y,

entonces

-;Jwtl(yl.y)dy

es la probabilidad total de que alguna transicién parta de y, en el ‘intervalo
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ltl,tl-ﬂ:] y

1- rJth(yl,y)dy

es la probabilidad total de que no haya alguna transicién que parta de y, en

el intervalo mencionado. Podemos tener una densidad de probabilidad haciendo

6(y,-y2)[1 - TJWl!(yI,y)dy] . (B.’6)

Usando (B.5) y (B.6) podemos escribir

P:Ix(yl'txlyz't{" T) = s(yl—yz) [l - '-C,lel(yl'y)?y]
‘ : (B.7)
+ th‘(yx’y;); ,' 

sustituyendo (B.7) en (B.4)

Pl(yz.t1+ T) = Pl(yz.txJ + TIP](yl,tl)Wt‘(y].yz)dyl

(B.8)

'Tjdylpx(y,'t,’5‘5’1'5’2"[""1!”1'3”"3’ )
traba jando el tercer término
- -r[dyJ’dylPl(y],tl )Wt (yl,y)s(yx—yz)

1

= - rIdyPl(yz.tl)th(yz,y) ,
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sustituyendo esta expresién en (B.8), reacomodando,- tomando .el limite: 730 y )

homogeneizando la notacién

8P (y,.1)

=de1{W(yl,y2)Pl(yl,t) - W(yz,y)Pl(yz.t)} . (B.9)
dt

se obtiene la ecuacién maestra para la densidad de probabilidad P(y,t) del

proceso estocastico.

Para procesos estocdsticos discretos la ecuacién maestra es de

la forma

dP_(t) :
—_—= z [w P (}-w P (t)] . (B.10)
dt nn n n,n n

n'

donde Wm , es la matriz de probabilidad de transicién.
m
En esta forma queda claro el significado de la ecuacion
maestra: dado un estado n, (B.10) proporciona una ecuacién de ganancia y

pérdida de probabilidad de cada estado. Andlogamente ocurre para (B.9) y

procesos continuos.
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C.Procesos de nacimiento y muerte. .

Sea la matriz W-tal que

Wo=w <s Tw, (c.1)

de donde resulta

W si n#n’
nn

W,

nn— >
—z W . sin=n'
" nn

s .
donde Z indica sumatoria sobre todas las n’=n.
n

Notese que

ann P ()= Z.(wnn,- ann,znwn"n)Pn_(tJ
n n n
= Z'Wnn,}’n,(t) - ; .snn,;"wn,,npn ()

=) W P () -Z"wn,,npn(t) ,
n

r

cambiando n" ~» n
;Wnn}’n_(t) = Z'(Wnn,l’n,(t) - W P ),

por lo tanto, si W . es la matriz de transicion de (B.10) y Pn_(t) la
probabilidad del n-ésimo estado al tiempo t, la ecuacién maestra se reescribe

como
P (1) = ;Wnn,}’n.(t) . (c.2)
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Se . definen: los ~procesos “de . nacimiento. y . muerte..mediante la

matriz de transicién

r.é £gs
n* n,n’-1- ,gn' nyn'+l

-(r + gn)

que sustituyendo en (C.2) produce

Pn(t) = rmlel(t) + gann_l(t) —(rn+gn)Pn(t) (C.4)

la ecuacién maestra para procesos de nacimiento y muerte (PNMJ). A las

magnitudes r. g, se les llama probabilidades de transicién y dependen de la

naturaleza del problema.

Ejemplos de PNM son:

1) Los procesos de Poisson con

r= o |, g8=9 Pn(O) = 5n° (C.S‘)
la ecuacién maestra es
Pn= q(Pn~1_ Pn) . o (C.6)
2) Las caminatas aleatorias con tiempo continuo, donde
rn= [ ) gn= C
y la ecuacién maestra es
(C.7)

P (t) = C(P. +.P ) <2CP -
n n+l n-l : Vn
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con ¢ una constante.

.

Definimios el operador.'de paso E tal que
©UEf(n) = f(n+l) , Ef(n) = fn-1) (c.8)
donde f(n) es una funcién arbitraria de n y E™ es el inverso de E.

La ecuacién maestra (C.4) se puede escribir como

P=(E-UrP+ (E'-1NgP . (c.4*)
n nn nn

Enseguida obtendremos una propiedad importante del operador de

paso, sean f y g dos funciones arbitarias de n

N=1 N-1 N-1
z g(n)Ef(n) = Z g(mfin+) = Z fn+DE  g(n+1)
n=0 n=0 n=0 -

sea m=n+i

N
= Zf(m)lE'lg(m) s
ms1
se tiene
N-1 N .
Zg(n)rEf(n) = Zf(n)[E' g(n) . (c.9)
n=0 n=1

Esta propiedad nos permite obtener, a partir de la ecuacién
maestra, ecuaciones diferenciales para los momentos del proceso estocastico
n(t), que pueden ser resueltos sin necesidad de conocer la densidad de
probabilidad Pn(t).
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usando (C.9) en’ el primero y tercer término

= ~1 -1 =
Z nlIErnPrI = Z rnPnlE n . Z nE gnPn = Z gnPnlEn ,
n n n n
(C.10) se obtiene rapidamente, después de  reacomodar y

sustituyendo en
cancelar términos

E— ; nPn = ; gnPn - ; rnpn
dt

de donde

d<n>
=<g-r> (C:11)
n o n

dt

Para el segundo momento se multiplica n® por (C.4'), se suma

sobre sobre n y con un procedimiento andlogo se obtiene

d<n2>
=<g+r>- 2<n(gn— rn)> (C.12)

dt
Con el mismo procedimiento se obtiene la ecuacién para el

momento de orden k

k=1,2,...

Kk
d<n >
g [(n+l)k- nk]> - <r [nk- (n—l)k]>

dt
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(C.13)

donde

k!
['.‘]=—-— S ’ (C.14)

it{n-i)!

Los procesos de nacimiento 'y muerte pueden clasificarse en

tres subclases segun su rango

a) ~w<n<e
b) n=0,1,2,...
c¢) n=0,1,...,N .

En el caso de (b) y (c) existen uno y dos extremos
respectivamente, que se llaman fronteras y pueden ser clasificadas cada una

en

1) fronteras absocrbentes,

2) fronteras reflectantes.

Como su nombre lo indica, las fronteras absorbentes son tales que cuando el
cistema llcga a ese estado, se queda atrapado en él: mientras que las
fronteras reflectantes no permiten que el sistema se mantenga en ese estado y

lo regresan al interior del rango.

La aplicacién de PNM que se realiza en ese estudio es del tipo
(b), cabe sefialar sin embargo que las diversas combinaciones de (b) y (c) con
(1) y (2) requiere de atencién especial. En particular, la ecuacién maestra

se modifica en las fronteras.

Para el caso estacionario es sencillo resolver la ecuacién
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maestra, sea P =0
n

(€ = Dr P>+ (€7 2(Cas)
n'n S o
donde Pn’ es la solucién estacionaria. - Desarrollando: el ‘segundo término’. y
usando que EE '=I : -
(E - 1rP° - EE'gP® + E'gP° =0,
nn n n n n A
factorizando
(.- D P° - E'g Py =01 (C.16)
n n nn N N

pero esta ecuacién implica que la expresién dentro ‘de las- llaves no depende

de n, sea entonces
J=rP -E'gP (€17

usando (C.17) reescribimos la ecuaciéon maestra como

i=n= E - (-0, (C.18)

de donde se tiene que J puede ser interpretada comeo el flujo de probabijlidad

de n a los estados vecinos.

Para el caso n=0, !, ..., N, tenemos que n=0 es una f{rontera

donde la ecuacién maestra toma la forma

P = rlPl- &P, (C.19).
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con

o bien en la otra frontera (n=N)

P=g P -rP - (C.20)

en (C.20), es claro que

J=0, luego

s _VHﬂ Vrsi
r’nFn—IE g P

n n

para toda n. Resolviendo para Pns y aplicando E". resulta

-IP -1
s pmie (c.2n

que podemos utilizar como férmula de recurrencia y obtener

gn—lgn—Z."glgOP;
(c.22)

La cosntante Pos se determina imponiendo la condicién de normalizacién

N 5
PPa1,
nzln !
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de donde resulta

(C.24)

Por ultimo definiremos la entropfa del proceso n(t) para el caso estacionario

S = —k<InP®>
n

(C.25)

donde el promedio se calcula con la densidad de probabilidad dada por (C.22)._

y (C.24).
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C.Procesos de nacimiento y muerte.

Sea la matriz W tal que
W= W - s YW .. . (c.n

de donde resulta

’ .
donde Z indica sumatoria sobre todas las n'#n.

n - e

Nétese que

Z-W““ P = Z_(wnn,- 5nn_§"wn"n)Pn,(t)
= Z'wnn‘Pn‘(t) _Z_ 6nn‘Z"wn"n n ’(t)

»

cambiando n" » n
;wnn,Pn,(t) = ;[Wnn,Pn,(t) -w P (),

por lo tanto, si Wn es la matriz de transicién de (B.10) y P (1) la
n

o
probabilidad del n-ésimoc estado al tiempo t, la ecuacién maestra se reescribe

como

P (1) = Z‘Wnn_Pn_(t) . (c.2)
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Se . definen .. los procesos “:nacimiento “y: muérte mediante- la

matriz-de. transicién

YAC3)

que sustituyendo en {C.2) produce
Pn(t) = rmand(t) + gn_an_l(t) -(rn+gn)Pn(t) (C.4)
A las

la ecuaciéon maestra para procesos de nacimiento y muerte (PNM).

magnitudes r. g se les llama probabilidades de transicién y dependen de la

naturaleza de! problema.
Ejemplos de PNM son:

1) Los procesos de Poisson con

r= o , g=aq ) Pn(O) = 6n0 (C.5)
la ecuacién maestra es
Pn= q(Pn_l— Pn) . (C.6)
2) Las caminatas aleatorias con tiempo continuo, donde
rn= C , gn= [
y la ecuacion maestra es
(C.7)

P(t)=C(P + P )-2CP ,
n n+l n-1 n
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con ¢ una constante.
Definimos:el operador:de -paso E,'ﬁal que :
Ef(n) = f(€1)" 5 2 E'fn) =f(n-1) (c.8)
donde f(n) es una funcién arbitraria de n y E™! es el inverso de E.

La ecuacion maestra (C.4) se puede escribir como

P=(E-UrP+(E-1gpP . (c.4")
n nn n n

Enseguida obtendremos una propiedad importante del operador de

paso, sean f y g dos funciones arbitarias de n

N-t N-1 N-1 o
). gEM(n) = } gn)f(n+1) = § f(n+DE 'gln+1)
n=0 n=0 n=0
sea m=n+1
N
= Zf(m)l‘i-lg(m) s
m=1
se tiene

N-1 N
Z g(n)Ef(n) = Zf(n)EE_lg(n) . (C.9)
n=0 I

n=

Esta propiedad nos permite obtener, a partir de la ecuacién
maestra, ecuaciones diferenciales para los momentos del proceso estocastico
n{t), que pueden ser resueltos sin necesidad de conocer la densidad de

probabilidad Pn(t).
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Multiplicando (C.4'}‘por n'y sumando sébre,n

'an;n:i n(E : r)rvnp;(ytv)jffixi(ﬁﬂ ;l')gn»‘};r"(t‘)

oo R (c.10)
fl__ Z np_ =z nEr P - Z rP o+ Z hE—lgnPn - Z rignPn R
dt n n n n n

usando (C.9) en el primero y tercer término

y nEr P =Y rnpnnz“n - nlE"gnPn ) gPEn ,
n n

n n

sustituyendo en (C.10) se obtiene rapidamente,

después de reacomodar y
cancelar términos

de donde

d<n>

= <gn-— rn> . (C.11)
dt

Para el segundo momento se multiplica n® por {(C.4’), se suma

sobre sobre n y con un procedimiento analogo se obtiene

d<n®>

" = <gn+ rn> - 2<n(gn— rn)> . (C.12})

Con el mismo procedimiento se obtiene la ecuacién para el
momento de orden k

d<n®>

= <g [(n+1)“- n“]> - <r [nk— (n—n“]> k=1,2,...
dt n n
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. (C.13)

[] —_— (C.14)
' frin-ij.

Los procesos ‘de nacimiento y muerte pueden clasificarse en

tres subclases segun su rango

a) —w<n<o
b) n=0,1,2,...
c¢) n=0,1,...,N .

En el caso de (b) y (c) existen uno y dos extremos
' respectivamente, que se llaman fronteras y pueden ser clasificadas cada una

en

1) fronteras absorbentes,

2) fronteras reflectantes.

Como su nombre lo indica, las fronteras absorbentes son tales que cuando el
sistema llega a ese estado, se quecda atrapado en ¢€l: mientras que las
fronteras reflectantes no permiten que el sistema se mantenga en ese estado y

lo regresan al interjor del rango.

La aplicaciéon de PNM que se realiza en ese estudio es del tipo
(b), cabe sefialar sin embargo que las diversas combinaciones de (b) y (c) con
(1) y (2) requiere de atencién especial. En particular, la ecuacion maestra

se modifica en las fronteras.

Para el caso estacionario es sencillo resolver la ecuacién
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maestra, sea P =0
n

(E-Dr P+ (E-DgP*=0 , . (C.15)
nn nn .

.
donde PnB es la solucién estacionaria. Desarroliando el segundo término 'y

usando que EE '=]
8 ~1 ] -1 5 _
(E - l)rnPn - EE gnPn + E gnPn =0
factorizando
(€ - Dir P° -~ E'gP) =0 , (c.i6)
nn n n

pero esta ecuacién implica que la expresiéon dentro de las llaves no depende

de n, sea entonces
J=rP -e'gP , (c.1m
nn n n

usando (C.17) reescribimos la ecuacion maestra como
Pn= (E ~ 1)(-J) , (C.18)

de donde sec ticne que J puede ser interpretada como el flujo de probabilidad

de n a los estados vecinos.

Para el caso n=0, 1, ..., N, tenemos que n=0 es una frontera

donde la ecuacién maestra toma la forma

P°= rlPl- goPo (C.19)
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.con

r°= g_l= (0]
o bien en la otra frontera (n=N)
,':N= &y Pus " i-NpN ) ’ (C.20)
con
Tyer™ & = 0

haciendo n=1 en (C.17) y usando (C.19), o bien, n=N en (C.20), es claro que
J=0, luego

s =1 [
rnPn =t gnPn

para toda n. Resolviendo para Pns y aplicando lE_l, resulta

s

gn-l n-1

P — (c.21)

que podemos utilizar como férmula de recurrencia y obtener

s
gn—lgn—z. glgopo

PP a— (C.22)

n

La cosntante Pos se determina impcniendo la condiciéon de normalizacién

N
Feres
n=1
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de 'donde.”resul't:-»x

(C.24)

Por ultimo definiremos la entropia del proceso n(t) para el caso estacionario

S = -k<InP®>
n

(C.25)

donde el promedio se calcula con la densidad de probabilidad dada por (C.22)

y (C.24).
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