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INTRODUCCION 

Este estudio lleva como propósito recuperar el modelo de 

sistemas de dos estados atómicos con el cual Einstein obtuvo la ley de 

radiación de Planck y demostró que en la emisión y absorción de radiación de 

paquetes de energía se intercambia momento unidireccional entre la radiación 

y los sistemas atómicos. 

Para demostrar que el moderno desarrollo de la teoria de 

procesas estocásticos -desconocido en los tiempos en que se desarrolló la 

vieja teoría cuántica- permite retomar muchas de las ideas físicas manejadas 

en aquella época, se estudia el intercambio de energía entre sistemas 

atómicos de dos niveles y una radiación formada por fotones. 

Se considera que la mecánica cuántica es una teoría física 

útil porque proporciona formalismos matemáticos que predicen resultados 

canfrontables con el experimento, pero que no brinda imágenes intuitivas de 

la naturaleza. Por lo tanto, se intenta establecer una diferencia entre las 

concepciones físicas con las cuales abordaban sus investigaciones los 

constructores de la vieja teoría cuántica, respecto de aquéllas a las cuales 

recurrieron los autores de la mecánica cuántica en su forma madura. 

Adjudicamos a los primeros una visión de la física como una ciencia capaz de 

proporcionar tanto los formalismos como las imágenes intuitivas señaladas. 

Para evitar consideraclones filosóficas que ya han sido 

abordadas por muchas estudiosos de la filosofía de la física 0 - 3 >, se recurre 

direclamente a revisar los trabajos originales de Planck <4 >, Einstein cs-6 > y 

Dirac 17>, acerca del quantum de energía, selecclonándase aquellos materiales 

más representativas de las dos concepciones de hacer física que aqui se 

distinguen (con y sin imágenes de la naturaleza), buscando demostrar con las 

mismas consideraciones de los autores la aseveración arriba mencionada. 

Es claro de diversos estudias 18
> que los constructores de la 
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Es claro de diversos estudios18l que los constructores de la 

teoría cuántica madura basaron sus actividades en física en una concepción 

filosófica que fundamentaba su concepto 

embargo, este aspecto no se revisa aquí. 

primer capítulo de este estudio el trabajo 

hipótesis del quantum de energía, el 

transformación de la luz (mal llamado 

de una ciencia sin imágenes¡ sin 

Nos concretamos a analizar en el 

que lleva a Max Planck a la 

de Einstein sobre creación y 

del efecto fotoeléctrico), el de 

Einstein sobre la fórmula de fluctuaciones de la radiación y de los 

coeficientes AB, asi como el de Oirac acerca de la cuantización del campo 

electromagnético. 

Solo se incluyen aquellas partes de sus trabajos que a mi 

juicio indican claramente las ideas fisicas que Planck, Einstein y Oirac 

tenían en mente. Al terminar el tercer capítulo se resume la teoría de la 

segunda cuantización en su versión moderna, con el fin de reforzar la tesis 

de que las ideas formalizadoras de Dirac -en realidad de casi todos lo 

creadores de la versión madura de la teoría cuántica- dieron origen a un 

formalismo matemático que conjunta las concepciones ondulatoria y corpuscular 

de la luz, pero sólo en el formalismo matemático. 

En el cuarto capítulo se revisan varias alternativas que se 

han intentado para explicar fenómenos de interacción de átomos con radiación 

electromagnética sin necesidad de recurrir a la electrodinámica cuántica. En 

este caso se 

electromagnético 

tocan brevemente: las 

con base en la mecánica 

estocastizaciones del 

cuántica estocática, el 

campo 

llamado 

enfoque semic!ásico -consistente en cuantizar la partícula manteniendo una 

dc:;cripción clásica del campo-, y por último la Electrodinámica Estocástica y 

la Optica Estocástica. En este capítulo no se busca presentar discusiones 

exhaustivas del formalismo y de las ideas físicas en su totalidad, sólo se 

exponen aquellas que tienen importancia para los fines de este trabajo, que 

en este punto radican en el objetivo de demostrar que la electrodinámica 

cuántica es motivo de insatisfacción para muchos físicos y que esto puede 

deberse a la ausencia de una imagen concreta de la naturaleza, asociada con 

el formalismo matemático. 
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las ideas fisicas aparentemente abandonadas, como es el caso del trasfondo 

estocástico de la mecánica cuántica (especulación planteada por Schrodinger 

ya en 1931), la interpretación electromagnética del cuadrado del valor 

absoluto de la función de onda (también de Schrodinger), la existencia de una 

radiación del punto cero (inicialmente planteada por Planck y explorada luego 

por Einstein), en realidad son ideas que han permanecido latentes y que 

podrían llevar a planteamientos importantes en la revisión de los fundamentos 

de la teoría cuántica. Sobre la considerac.lón de que recurrir a viejas 

ideas, con nuevos conceptos y nuevos formalismos matemáticos, permite ofrecer 

alternativas menos misteriosas que la teorla cuántica, se trabaja el modelo 

de dos estados 19
> utilizado por Einstein en 1917 para obtener la ley de 

Planck y la transmisión de un impulso en la emisión de paquetes de energia; 

se demuestra que sin recurrir al formalismo matemático de la mecánica 

cuántica madura se pueden obtener todas las propiedades termodinámicas de la 

radiación del cuerpo negro y se hace ver que este mismo modelo de Einstein 

puede permitir el estudio de una radiación electromagnética en un proceso de 

relajación hacia el equilibrio. Por último, se plantea a nivel de conjetura 

la idea de que el estudio de la transmisión del impulso junto con la emisión 

de paquetes de energla podria ofrecer descripciones interesantes de la 

interacción de cargas eléctricas con radiación. 
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CAPITULO 1 

En su estudio sobre la radiación contenida en una cavidad, 

Planck se basa en que la ley de Kirchhoff es válida independientemente dei 

material de las paredes de dicha cavidad. Por consiguiente, para establecer 

un modelo matemático de la interacción de la radiación con dichas paredes, 

selecciona el sistema que permite una descripción más simple: una particula 

cargada moviéndose en potenciales de oscilador armónico de frecuencia w dada. 

Su modelo matemático consiste, por lo tanto, en una partícula 

cargada bajo la influencia de una fuerza lineal, un campo eléctrico periódico 

en el tiempo (la radiación encerrada en la cavidad) y una fuerza de 

amortiguamiento proporcional a la velocidad de la particula, que le permite 

modelar la transmisión de energia de la particula a la radiación. Si la 

radiación es isotrópica podemos analizar sólo una de las coordenadas del 

oscilador; se tiene entonces la siguiente ecuación de movimiento 

e 
15 (1.1) 

m X 

donde e es la carga de la particula, m su masa y w la frecuencia con que 

vibra y Sx la componente x del campo eléctrico de la radiación incidente. 

Si la radiación y las paredes de la cavidad están en 

equilibrio térmico, es de esperarse que el movimiento de la partícula cargada 

sea estacionario; por consiguiente, se propone 

x(t) j x(Q)Exp(iQt)dQ 

(l. 2) 

s. (t) = j g.x (n)Exp(int)dn 
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(1.2) en (1;1) para cá.lcu'i.irla'~sofuéí'ónest~cionariá. de 

ecuación diferencial y- se· cafoul'a la' erl~("iÚ¿ <E\. del~ o~cdador, promediada 

se sustituye la 

en un periodo 

y se encuentra 

<E> 
l 

·:-,.;;.< 

(1.1) 

(l. 4) 

Si la radiación es isotrópica, las tres' componentes espaciales 

del campo contribuyen a la densidad de energía ú, éon la misma cantidad 

promediada en un periodo, luego 

u 
4ll 

pero de que 

se tiene 

u 

<Fl + rf + ~ > 
X y Z l 

-co 

o 

6 

3 

=-<~·> 
4Tf X t 

(1.5) 

(l. 6) 



por otro lado 

u = J :(w, t)dw , 

o 
donde p(w,T) es la densidad espectral del campo. 

(1.7) con (1.6) y usando (1.5) se establece 

p(w,t) 
w2 
-- <E> 

2 3 t 
rr c 

(l. 7) 

Por lo tanto, comparando 

(l. 8) 

que relaciona la densidad espectral con la energía del oscilador promediada 

en el tiempo. Una vez obtenida esta ecuación, Planck puede estudiar las 

propiedades de la radiación ,trabajando con el oscilador arriba descrito. 

En consideración a una critica de Bol tzmann al trabajo de 

PlanckcioJ, este último plantea una analogía con la hipótesis del caos 

molecular del primero y propone la que llama radiación natural, conforme a la 

cual las vibraciones armónicas parciales, que componen una onda de radiación 

térmica, son completamente incoherentesc 111
• 

En lo sucesivo, para simplificar la notación denotaremos 

<E>t=U. Planck asocia a los osciladores una entropía S dada de la forma 

s U ln 
av 

u 
ebv (l. 9) 

donde ves la frecuencia del oscilador (dada por v=w/2rr), e es el número de 

Euler y a y b son constantes. Enseguida considera dos osciladores 

cualesquiera de la pared, de frecuencias, entropías y energías v, S, U; v', 

S' y U' respectivamente. Impone las condiciones de conservación de la 
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energía y de equilibrio térmico mediante las exp.resiones 

calcula 

análogamente 

y usando (1.10) resulta 

de donde obtiene que 

as 
oS 

a u 

a S' 
oS = 

a U' 

au .+. au· 
oS + oS' 

o U av 

1 
oU' av 

av ln( e~v ) av' 

o 

u 
ln(-¡;;;-) 

u .. 

ln(¡;;-) 

U' 
ln (--;;bv•) 

u 
av ln (-;,;-) B 

8 

(1. 10) 

(1.11) 



con B constante. Por otro lado, de la termodinámica 

puede proponer B=l/T y escribir 

T 

resolviendo para U resulta 

u 
-av 

bvExp(-T-) 

a s 

_a U T 

finalmente usa (1.8) y encuentra la ley de radiación de Wien 

p(v, TJ ( 

-av 
Cv

3
Exp -T-) 

, por lo que 

(1. 12) 

(1. 13) 

Como es sabido, los resultados tanto teoricoclásicos como experimentales 

indican que a bajas frecuencias la ley de radiación correcta es la de 

Rayleigh 

p(v,T) 

2 anv 

3 c 

kT 
(l. 11) 

Planck observa que la entropía de radiación dada por (1.9) cumple con 

a2 s ---u-2• mientras que la entropía que puede llevar a (l. 14) cumple con 

a u2 

a2s 

a u2 
Entonces propone una interpolación de la forma 

a 
(l. 15) 

@ U2 U(U+b) 



que contiene a ambas como caso -Uml_te._ :.: Luego 

T 

ª· s 
a u· 

e integrando e invirtiendo resulta: 

u 

f
. adU 

U(U+b) 

b 

b Exp(;¡:-) - l 

y usando (l. 8) obtiene 

p(v,T) 

(1.16) 

(l.17) 

que Planck llama una mejora a la ley de radiación de Wien y contiene a (l.13) 

y (l.14) como casos límite. 

Con el tr-abajo desarr-ollado haste este punto Planck tiene un 

panorama en el cual las diversas definiciones de entropía lo llevan a 

distintas leyes de radiación. Sin embargo, sólo una es correcta, de donde 

concluye que necesita un criterio físico para seleccionar sólamente una de 

las entropías posibles, a saber, aquella que cumpla con (1.15). Para 

construir la entropía, dcsari·olla entonces el enfoque microscópico que se 

esboza a continuación: 

Sean N osciladores armónicos de frecuencia v en las par-edes de 

la cavidad, sea SN su entropía y UN=NU su energía. 

microscópico de Boltzmann, Planck propone 

k In W 

10 

Siguiendo el enfoque 

(l.18) 



donde W es el número total de posibles distribuciones de la energia UN entre 

los N osciladores y k es la ahora llamada constante de Boltzmann. 

Planck no sigue completamente a Bol tzmann, puesto que no 

maximiza la entropia dada en (1.18) ,pero utiliza un método de conteo de 

estados como sigue: 

Dividió la energía total UN de los osciladores en P elementos 

de magnitud e, susceptibles de ser repartidos entre los N osciladores 

armónicos. Se trataba, entonces, de distribuir P objetos en N lugares 

separados por N-1 separadores, lo cual en conteo estadístico vino a ser 

equivalente a distribuir en diferentes formas N+P-1 objetos. Esto le dió por 

resultado (N+P-1)! formas distintas de distribuir los elementos de energia y 

los separadores. Por otro lado, considerando que al intercambiar los 

separadores no puede haber nlngún efecto físico, Planck dividió entre (N-1)!, 

pero además, como tampoco puede haber efecto sí intercambiamos los P 

elementos de energía, dividió entre P! Esto le dió por resultado que 

(N+Pll 
w (1.19) 

N!P! 

1 
y con la fórmula de Stirling, n!=(2rrla nn+2 Exp(-n) válida para n muy grande, 

aproximó 

w" 

Al parecer Planck procedió de esta forma porque así obtenía una expresión 

para la entropía con la propiedad dada en (1. 15), pero aparentemente fue 

Ehrenfest, hasta 1911, quien puso en claro el razonamiento del primero. A la 
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luz de los conocimientos actuales es claro que lo que Planck estaba haciendo 

era introducir los conceptos básicos de la estadistlca de Base y Einstein, 

pues estaba contando sobre estados fisicos y no sobre particulas, además de 

que estaba introduciendo el concepto de indistinguibilidad. 

Sustituyendo la expresión dada para \( y usando N = UN/U y 

P=NU/c' después de un manipuleo algebraico Planck llegó a la relación 

( 1.20) 

Planck esperaba tomar el limite c~o con P~oo, tal que UN=const., siguiendo el 

mismo artificio de conteo utilizado por Boltzmann con anterioridad. 

s 
La contribución de 

5N/U' calculando as/ obtuvo au 

a s k 

a u e 

cada oscilador a la entropía es 

( 
c+U) 

ln -U-

razonamiento que debe seguir siendo cierto si el miembro izquierdo es igual a 

l/T, luego, resolviendo para U, llegó a que 

e 
u Exp(c/kT) - 1 

( 1. 21) 

Por otro lado, de la ley de Wien debe tenerse que 

u v<j>(v/T) (l. 22) 

con <j>(v/T) una función desconocida hasta el momento. Para que (1.21) 
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cumpliera con ( 1. 22), Planck tuvo · que proponer_. c=hv y usando ( 1. 8) pudo 

establecer 

p(v, T) 

2 

ª"" 
3 c 

hv 

Exp(hv/kT) - 1 

En este punto Planck encontró que tomando h~o perdia su ley de 

obteniend_o la que ahora conocemos como ley de Rayleigh y Jeans. 

que al calcular la ley de Stephan y Boltzmann la constante 

(1.23) 

radiación, 

Además de 

h quedaba 

relacionada con la constante de Boltzmann y permitía calcular, entre otras 

cosas, una expresión muy precisa para la carga elemental del electrón. 

Concluyó asi que la única forma de obtener la densidad espectral correcta, 

era suponer que la energía sólo podia ser intercambiada en paquetes. 
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CAPITULO U 

El trabajo de Einstein sobre la cuantización 

2.1 Una analogía entre un gas ideal y la radiación monocromática. 

En su artículo "Sobre un punto de vista heurístico acerca de 

la emisión y transformación de la luz", Einstein es¡ presentó un conjunto de 

consideraciones introductorias que establecen con claridad que desde entonces 

parecía tener una imagen física de la luz como un fenómeno con 

características corpusculares. Ellas son las siguientes: 

1 )Existe una diferencia teórica entre los conceptos 

desarrollados por los físicos para gases y otros cuerpos 

ponderables respecto de los utilizados en la teoría 

electromagnética de Maxwel 1. Esta diferencia consiste en 

que a los primeros se les asocia un número muy grande, pero 

finito, de números que especifiquen su posición y su 

velocidad, mientras que para los segundos se utilizan 

funciones continuas de la posición y del tiempo. 

2)Tal diferencia lleva a que la energía electromagnética de 

una onda sea considerada como una función espacial continua, 

que, por ejemplo, para ondas esféricas salientes se dispersa 

en una superficie creciente con el tiempo, mientras que para 

cuerpos ponderables la energía está contenida en átomos y 

electrones, sin que pueda ser subdividida en partes 

arbitrariamente pcquefias. 

3)La teoría ondulatoria de la luz, que opera con funciones 

continuas, es útil si se aplica a difracción, reflexión, 

refracción, etc., que son fenómenos en los cuales se trata 

con observaciones que se refieren a tiempos promedios, más 

que a valores instántaneos. A pesar de la confirmación de 

la teoría en experimentos con fenómenos ópticos, ésta podría 

llevar a contradicciones con la práctica cuando se aplica a 
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la emisión y transformación de la luz. 

4)Las observaciones asociadas con la radiación del cuerpo 

negro, fluorescencia, producción de rayos catódicos por luz 

ul travloleta, etc., son más rápidamente entendidos si uno 

supone que la energía de la luz está discontinuamente 

distribuida en el espacio. 

Enseguida Einstein considera radiación en una cavidad de 

volumen V, con densidad espectral p(v, Tl y entropía por unidad de volumen 

if>(v)dv para frecuencias en el intervalo (v,v+dv). 

escribe la entropia S de toda la cavidad como 

s V I=(p,v)dv 

o 

Supone que ef>=ef>(p, v) y 

(2. 1) 

impone sobre la radiación la condición de equilibrio térmico, 

frente a un cambio lnflnlteslmal en p y obtiene la siguiente expresión con el 

método de multiplicadores de Lagrange y la conservación de la energía 

media como condición complementarla: 

~:; 'P - ''P]'" O 
o 

donde ~ es una constante. De aquí se sigue que 

15 

aq, 
ap (2.2) 



es decir, aq,/ap es· independiente de la frecuencia . 

. Si la .:radiación incrementa en dT su temperatura, ocurre un 

cambio dS en la entropia dada por 

dS ~dT 
a u 

trabajando para frecuencia dada d<f>=[ª"' / ap] dp y usando (2. 11 resuHa 

dS a "' v-
a P o 

con la densidad de radiación u dada por (1.7) encuentra 

dS 
du 

a P 

de la termodinámica se tiene que [dS/dU)=l/T, luego 

a "' 
a P T 

(2.3) 

(2.4) 

Las leyes de radiación dadas por (1.13), (1.14) y (1.23) 

contienen expresiones que resueltas para 1/T y sustituidas en (2.4) 

proporcionan una ecuación diferencial para q, en términos de p. 

De esta forma Einstein puede trabajar el problema inverso de 

Planck, que consiste en obtener una entropía a partir de una ley de 

radiación. 
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Enseguida trabaja con la ley_ de Wien para tomar lo que llama 

"forma asintótica de la entropia de radiación monocromática en densidades de 

radiación bajas". Resolviendo en (1.13) para l/T y sustituyendo en (2. 4) 

resulta 

a </> -1 ,p 
ln 

3 

a f3v cxv 
p 

e integrando 

tf>(p,v) 

de donde se tiene que la entropia S para una radiación con frecuencias en 

(v.v+dv) está dada por 

s - Vtf>(p,v)dv 

como E=pVdv es la energía de la radiación, queda 

s E [1n-E- 1] 
f3v Vdvcxv

3 
(2.5) 

Para una expansión libre en la que E permanece constante y el 

volumen V cambia a V
0

, el cambio de entropia será 

llS 

17 

[ 

V ] (E/f3v) 
ln --

Vo 
(2.6) 



A continuación Einstein considera un sistema físico formado 

por n puntos móviles en una cavidad de volumen V. Su cambio de entropía AS 

para una expansión libre como la mencionada arriba será 

R ln \./ AS 
N 

donde R es la constante de universal de los gases, N es el número de Avogadro 

y \./ es la probabilidad de que el sistema pase del estado físico con volumen V 

a otro de volumen V . 
o 

Para gases ideales y soluciones diluidas la probabilidad de 

transición de uno de estos puntos móviles es V/V
0 

y para n partículas 

independientes 

\./ (2.8) 

Sustituyendo (2.8) en (2.7) 

AS (2.9) 

Estableciendo una analogía entre este gas de puntos móviles y la radiación, 

Einstein compara (2.8) con (2.6) y resulta 

nR¡3v 
E 

N 
(2. 10) 

de donde se tiene que la energia de la radiación está formada por n paquetes 
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de energia proporcional a·la frecuencia: 

Con este resultado Einstein explica lo que entonces era 

llamada ley de Stokes, la fotolonización de los gases y el efecto 

fotoeléctrico en la forma ya conocida en los textos. 

2.2 La teoria de fluctuaciones de Einstein. 

En 1909 Einstein desarrolla un nuevo trabajo sobre la 

cuantizaclón, que puede ser considerado el primer paso firme hacla el 

establecimiento de un carácter corpuscular y ondulatorio de la luz. 

Presenta una nueva derivación de su ley de fluctuación de la 

energía 1121 

kr2 (~) 
a T V 

(2. 11) 

Adoptando enseguida la posición pragmática que consiste en 

tomar como punto de partida correcto a la ley de Planck, busca investigar 

cuales son los aspectos físicos que se encuentran partiendo de la ley de 

radiación dada en (1. 23). Entonces, para una radiación con frecuencia en 

(v,v+dv), en un volumen V, la energia promedio es 

Vp(v,T)dv (2.12) 

y sustituyendo en (2.11) 

<c2> = kT2 srrhv
3 ~[Exp[hv/kT] - l]Vdv 

c
3 a r 

srrh
2

v
4 

[ 1 + 1 )vdv 

c 3 Exp(hv/kT) - 1 (Exp(hv/kT) - 1) 2 
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luego 

c3 ] 

2 
.P

2 
Vdv 

87CV 
(2. 13) 

Si en (2.12) se utiliza la ley de Rayleigh y Jeans, en (2.13) resulta sólo el 

segundo término, que Einstein demostró, mediante un análisis dimensional, que 

tiene un origen ondulatorio. En 1916 Lorentz dió una demostración rigurosa 

con base en la electrodinámica clásica. 

En cambio, si se utiliza la ley de radiación de Wien en la 

fórmula de fluctuación de Einstein, sólo aparece el primer término, mismo que 

puede ser encontrado partiendo del supuesto de que la radiación consiste de 

un gas de partículas con energía hv, contenidas en un volumen V y 

distribuidas aleatoriamente con igual probabilidad en to<los los puntos del 

espacio. 

De lo anterior resulta que el primer término de (2.13) revela 

una. estructura corpuscular de la radiación, mientras que el segundo indica un 

comportamiento ondulatorio. A partir de entonces Einstein planteó la 

necesidad de desarrollar una teoría de la radiación que incorporara ambas 

concepciones de la luz. 

2.3 El modelo de dos estados de Einstein. 

En 1916 Ein,;lein desarrolló otra derivación de la ley de 

Planck, que fué publicada en 1917, y en la que partía de suponer moléculas 

con niveles energéticos discretos z
1

, z
2

, •.• , zn'... con energias internas c
1

, 

c
2

, ••• c
0

, .•• , además de su movimiento traslacional. Si estas moléculas 

pertenecen a un gas a temperatura T, una fracción W
0 

de ellas estará en el 

estado estacionario z
0

, con Wn dada por 

w 
n 

p Exp(-c /kT) 
n n 

(2.16) 
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Y p el peso estadistico del estado z . En el lenguaje moderno diríamos que 
n n 

el gas obedece la estadística de Maxwell-Boltzmann. 

Considerando sistemas de dos estados z , z , con energias ". n n m 
"m' Einstein propone que en la interacción de estos sistemas con la 

radiación, ocurren procesos de absorción y de emisión que describe 

estadísticamente como sigue: 

Para el fenómeno de emisión plantea la existencia de procesos 

en los que ocurre una transición de z a z , con la emisión de radiación de 
n 

frecuencia v y sin que medie causa externa. La probabilidad dW de que esta 

transición ocurra en el intervalo (O,dt) está dada por 

dW (2.17) 

Postula además la existencia de procesos en que la transición de zm a zn es 

inducida por una radiación d., densidad espectral p y frecuencia v. 

caso construye las probabilidades de transición en (0,dt) como 

dW 

En este 

(2.18) 

Para el fenómeno de absorción propone la existencia de procesos en que la 

transición de z a z es inducida por una radiación de densidad espectral p y 

frecuencia v, tal que 

dW (2.19) 

Además la probabilidad de transición debe ser proporcional a la fracción de 

estados en z y z respectivamente, por consiguiente, la probabilidad de 
n m 

emisión dW se obtiene sumando (2.17) con (2.18) y multiplicando por el 
e 
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factor correspondiente dado por (2.11) 

d\.I 
e 

p Exp(-c. /kT) [Aº + Bºp]dt 
m ,m m m 

análogamente para la probabilidad de absorción d\.I 
a 

d\.I 
a 

p Exp(-c /kT)Bmpdt 
n n n 

(2.20) 

(2.21) 

Donde las constantes A y B son caracteristicas atómicas, y por lo tanto, 

son independientes de la temperatura. Para que la radiación no perturbe la 

distribución de estados dada por (2.16), Einstein propone la siguiente 

condición de equilibrio 

d\.I d\.I (2.22) 
e a 

sustituyendo (2.20) y (2.21) en (2.22) y tomando el límite p~., cuando T~co, 

encuentra 

con lo cual escribe (2.22) como 

P Bº 
mm 

p sº[Exp(-c /kT) - Exp(-c /kT)]p 
m m n m 
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(2.23) 

p Exp(-c /kT)An 
m m m 



y resolviendo para p, resulta 

A" / B" 
m m 

p (2.24) 

Para que exista coincidencia con la ley de Wien p=av3~(v/TJ, propone 

Aº 
m 

3 av (2.25a) 
Bº 

m 

e - e hv (2.2Sb) 
m n 

y obtiene 

p(v,TJ (2.26) 
Exp(hv/kT) - 1 

la ley de radiación de Planck y el postulado de Bohr como un resultado de la 

teoria. 

Enseguida estudia el movimiento de una molécula de masa M en 

el campo de radiación, que sufre cambios por dos razones en un intervalo 

pequeño de tiempo [0.T], como sigue: 

-Una fuerza originada por la radiación, que se opone al 

movimiento y que es proporcional a la velocidad, seria de la 

forma -Rv. 

-Un impulso ti que proviene de las irregularidades de las 

transiciones radiativas. 
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En t=O el momento es 

Mv 

en t=T el momento es 

Mv-RvT+l> . 

Para que la distribución de velocidades sea constante en el tiempo debe 

cumplirse que 

Desarrollando el cuadrado del lado izquierdo, despreciando el término 

cuadrá tices en T y suponiendo que <vl>>=O, pues Einstein argumenta que se 

tiene interés en el efecto sistemático de v sÓbre la molécula, resulta 

(2.27) 

Pero <v2 > debe ser igual a la que resulta de las leyes de los gases para 

moléculas a temperatura T, pues de lo contrario las moléculas aquí 

consideradas perturbarían el equilibrio térmico de la radiación con un gas 

arbitrario mantenido a la misma temperatura, por lo tanto 

(2.28) 
2 2 

y sustituyendo en (2.27) encuentra 

2RkT • (2.29) 
T 
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A continuación Einstein plantea el siguiente argumento: se 

puede calcular <A2> y R por separado, que sustituidas en (2.29), deben llevar 

a una identidad siempre que p sea expresada en términos de la ley de Planck. 

Si esto se cumple se estarla demostrando que la ley de Planck implica emisión 

individual de la radiación. 

Para calcular la constante R considera una molécula moviéndose 

a una velocidad relativa v, en la dirección x, en un sistema de referencia K. 

Además considera un sistema de referencia K', tal que respecto a él la 

molécula está en reposo. 

Respecto a K, la radiación es isotrópica, por lo tanto, la 

radiación por unidad de volumen en un rango de frecuencias (v,v+dv) y 

comprendida en un ángulo sólido relativo a su dirección de propagación, es 

dn 
pdv-

41f 

con p una función de la frecuencia pero no de la dirección. 

Observada desde K' , la radiación es 

dO' 
p' (v' ,</>' Jdv'-

47r 

(2.30) 

con t/J' el ángulo respecto al eje X y "1' el ángulo respecto al plano Y' 2' . 

Análogamente, la dirección de dO en K se determina con los ángulos q, y l/J. 

Einstein propone que la ley de transformación entre (2.30) y 

(2.31) debe ser la misma que la existente para el cuadrado de la amplitud de 

una onda plana con la dirección correspondiente. Visto desde K, dicha 

amplitud al cuadarado será A2 y desde K' se tendrá A' 2
. Por consiguiente, a 
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primer orden en v/c 

reacomodando 

p(v' ,</>' )dv'dQ' 

p(v)dvdQ 

p(v' ,</>') 
dv dQ [ 

p(v)- - 1 -
dv'dQ' 

(2.32) 

(2.33) 

De la teoria de la relatividad se tiene, a primer orden en 

v/c, la siguiente expresión para el efecto Doppler 

v' + -(v/0 )cos<1>] (2.34a) 

V V 

cosrf>' costf¡ - + cos2rp (2.34b) 
e e 

l/J' l/J (2.34c) 

la transformación inversa será 

por lo tanto p(v)=p(v') [l+(v/c)cos<f>], desarrollando en serie de Taylor y 
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usando las ecuaciones (2.34), se obtiene 

dQ 

dQ' 

dv 

dv' 

que sustituidas en (2.33) llevan a 

p(v' ,</>') (2.35) 

A continuación Einstein estudia la absorción de momento de la 

molécula a partir de la radiación, tal que en cada absorción recibe una 

cantidad 

de momento en la dirección x. 

E - E 
m n 

c 

coscp' 

De las consideraciones anteriores se tiene que hay 

dn' 
Bmp' (v', </>' )­

n 
4Tl 

absorciones por segundo y por molécula en el estado n, pero considerando que 

las moléculas no se regresan instantáneamente al estado z , sino que 
n 

permanecen un tiempo finito en el estado zm, sólo una fracción de ellas, dada 
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por 

p Exp(-c /kT) 
n n 

puede realizar la transición z 
n 

zm en un instante dado, por consiguiente, 

el número de transiciones por segundo será 

con 

p Exp(-c /kT) 
n n Bmp' (v' , <f>' )dQ' 

n -

s 47r 

Para emisiones el número de transiciones z ~ z será 
m n 

(2.36) 

p Exp(-c /kTl 
m m B"p' (v' ,<f>' )dQ' (2.37) 

m -
s 41l 

y el momento transíerido estará dado por 

-(e - e ) 
º' n cos<f>' 

e 
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luego, la transferencia total de momento por unidad de, tiempo será 

sustituyendo 

transferido 

hv'p~s:[~~~cf:f~/gf)j~ 
es 

(2.35) en (~.'.3~¡ e integrando se tiene para 

- ~[p - v a~p Bm[Exp(-c /kT) - Exp(-c /kT)]v , 
c2S 3 aiJ n n n. m 

con lo cual podemos identificar 

R ~[p - V a~p sm[Exp(-c /kT) - Exp(-c /kT)] . 
e 25 3 avJ n n n m 

(2.38) 

el momento 

(2.39) 

Una vez obtenida la expresión para R, Einstein procede a 

calcular <fi
2 > como sigue: Sea una molécula en reposo que recibe un impulso en 

la dirección x como resultado de un momento transferido A, de forma tal que 

la transferencia ocurre conforme a una ley estadística que da un momento 

transferido que promedia cero. 

Sea 
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con v=l ,2, ... 

individuales 

Si no hay correlación ... entre los distintos momentos 

si <A 2>=<A2 > para toda v, después de l eventos se tiene 
V 

(2.40) 

tal que si el impulso se transfiere unidireccionalmente en cada proceso, se 

tiene 

hv costf> 
(2.42) 

c 

con tf> un ángulo respecto a x seleccionado al azar. Elevando (2.42) al 

cuadrado y promediando sobre dQ/4rr, se tiene que en cada dirección ortogonal 

la molécula recibe un momento cuadrado promedio dado por 

(2.13) 

Si hay 1 eventos en (O, T], serán el doble del número de 

transiciones z ~ z , por lo tanto 
n m 

1 
2 p BmExp(-c /kT)pT 

n n n 
(2.44) 

s 
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sustituyendo (2.43) y (2.44) en (2.41.)' resulta 

(2.45) 

T 

Por último, con p dada por la ley de Planck, se sustituye 

(2.45) y (2.39) en (2.29), obteniéndose la identidad esperada. Entonces 

Einstein concluye que una teoria de la radiación en la que ocurran 

transferencias de momento unidireccional a la vez que ocurren transferencias 

de energia, está en concordancia con la teoria del calor. Además, 

considerando que en una emisión de ondas ésfericas no hay transferencia de 

momento, Einstein propone que este tipo de radiación no existe, sino que la 

emisión y absorción debe ocurrir mediante eventos direccionales. Esta era 

para Einstein la conclusión más importante de su trabajo y es considerada por 

A. Pais< 13
> como el paso definitivo de Einstein hacia el concepto corpuscular 

de la luz en toda la magnitud del lérmino partícula, es decir como un ente 

individual con energía y momento bien definido. Sin embargo, como el propio 

Pais discute en la referencia citada arriba, la condición de concordancia de 

la teoria de la radiación (corpuscular en este caso), con la teoria del 

calor, venía a ser una condición necesaria pero no suficiente, en el sentido 

de que no eliminaba la posibilidad de que otras teorias de radiación también 

ofrecieran la misma concordancia. Este aspecto fue discutido por Pauli en la 

misma dirección y en 1923 Brei t Ct 4
> apuntó que del éxl to de la demostración 

aquí tratada no se seguia que el caracter cospuscular de la luz era la única 

hipótesis posible. 

misma relación. 

De hecho Breit presentó una derivación clásica de la 
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CAPITIJLO I II 

La teoria de Dirac sobre emisión 

y absorción de radiación 

3.1 Antecedentes del trabajo de Dirac. 

En sus estudios sobre dispersión de ondas electromagnéticas en 

medios dieléctricos. que lo llevaron a predecir la existencia del ahora 

llamado efecto Ramhan, Heisenberg desarrolla una notación en la cual las 

frecuencias de la luz dispersada contienen como subíndice los números 

cuánticos que numeran los estados entre los cuales se efectúa la transición 

que da lugar a la radiación considerada. Por ejemplo v(a,~) indica que una 

transición del estado cuántico a al ~ dió lugar a una emisión de radiación de 

frecuencia v. Una notación análoga es introducida por el mismo autor para 

las amplitudes utilizadas en desarrollos en serie de Fourier, de forma tal 

que, utilizando de manera novedosa os> el principio de correspondencia de 

Bohr, Heisenberg toma las ecuaciones de movimiento que proporciona la 

mecánica clásica, sustituye sus magnitudes por otras de caracter cuántico y 

se plantea el problema de cómo calcular potencias superiores de una variable 

dada, siempre que se tenga su descomposición en serie de Fourier. Cuidando 

que se cumpla el postulado de Bohr para emisión y absorción de radiación, 
-1 

va~=h (Ea-E~), Heisenberg construye su conocida regla de multiplicación. 

Después de que Born identifica la regla de multiplicación de 

Heisenberg como producto de matrices, se inicia un trabajo conjunto de ambos 

con Jordan 1 que culmina en una formulación de la teoría cuántica mediante una 

mecánica matricial que recnno~e como aspecto fundamental de la misma la regla 

de conmutación de las matrices que representan a las magnitudes físicas. 

Conociendo el trabajo de Heisenberg, Dirac desarrolla un 

trabajo equivalente, en el cual utiliza una teoría de operadores que no 

conmutan, que llama números-q, y construye una mecánica cuántica a partir de 

sustituir por conmutadores los corchetes de Poisson utilizados en la mecánica 

clásica. 
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Por su parte, Born, Jordan y Heisenbergu 61aplican su teoría 

de matrices al estudio de una cuerda vibrante, modelada mediante una cadena 

de osciladores armónicos cuánticos y encuentran Ja relación 

Z V 
V 

dada por Einstein en 1909 para Ja energía de fluctuación de Ja radiación 

electromagnética en una cavidad. Concluyen entonces que el campo 

electromagnético puede ser estudiado con éxito mediante el procedimiento 

arriba mencionado. 

3.2 La cuantización del campo según Dirac. 

Dirac07
> considera un átomo interactuando con un campo de 

radiación confinado en una cavidad, tal que el átomo tiene un conjunto 

discreto de grados de libertad y Ja radiación es expresada en serie de 

Fourier, de modo que la energía y Ja fase de cada componente de las 

vibraciones son las variables dinámicas que describen al campo. 

Cuando no hay interacción entre Ja radiación y el átomo, el 

hamiltoniano es 

H (3.1) 

donde H
0 

es el hamiltoniano del átomo y Er es Ja energía de Ja r-ésima 

componente del campo. Las ecuaciones de movimiento de Ja radiación son 

8H 
E 

ae 
r 
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con ar la fase de la r-ésima componente. 

Cuando hay interacción entre el campo y el átomo, Dirac recurre 

a la teoria clásica para adicionar un término de interacción al hamiltoniano 

(3.1). En este punto está usando el principio de correspondencia de Bohr en 

la forma introducida por Heisenberg. 

En sus consideraciones introductorias Dirac hace dos 

diferencias entre una onda de luz y una de Schrodinger o de de Broglle 

asociada con los quanta de luz. Son las siguientes: 

Primero: La onda de luz es siempre real y la de de Broglie 

asociada a un quantum de luz que se mueve en dirección definida es compleja. 

Segundo: El concepto de intensid~d utilizado en cada una es 

diferente, así, para una onda de luz, la intensidad es proporcional a la 

energia por unidad de volumen de la onda, que dividida entre hv, da el número 

de paquetes de luz por unidad de volumen asociados a una onda de luz 

monocromática; en cambio, una onda de de Broglie de amplitud a representa a 2 

quanta de luz de todas las frecuencias por unidad de volumen. 

Para Dlrac, esta interpretación de onda de de Broglie para 

quanta de luz es un caso especial de la r-egla general para interpretar el 

análisis matricial, conforme al cual 1/Ja' Cs' l (o Cs' la' l como él la denota) es 

tal que 11/Ja, (¡;;') 12 es la probabilidad de que cada .;k se localice en 

ci;· k.i;· k+di;' kJ. 

Según Dirac la onda cuya intensidad es interpretada en la 

primera de esas dos formas aparece sólo cuando se trata de un ensamble de 

particulas que satisfacen la estadística de Base-Einstein, mientras que ese 

tipo de ondas no puede asociarse a electrones. 

Enseguida considera un sistema cuyo hamiltoniano no perturbado 
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es H
0 

sujeto a una perturbación V. Parte de la ecuación de Schrodinger 

ª"' jf¡-

at 
(3.3) 

propone >ll='f.arr/Jr con r/Jr eigenfunciones de H
0 

y ar dependientes del tiempo, 
r 

impone la condición 

ecuación 

de normalización 

da 
jf¡-r 

dt 

y obtiene para ellas la 

(3.4) 

por el mismo camino que ahora aparece en los textos de mecánica cuántica, de 

hecho, aquí se genera la forma usual de la teoría de perturbaciones 

dependientes del tiempo. En (3.4) V son los elementos de matriz de V, 

calculadas respecto a las r/J r. 

Proponiendo 

escribe (3.4) y su conjugada como 

da 
r 

dt 
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• da 
_r 

dt 

(3.5) 

(3.6) 



de donde se 

conjugadas, 

tiene que ªr y iña: pueden ser consideradas variables canónicas 

con F como hamlltonlano. 
1 

Si N 
r 

una transformación 

es el número más probable de sistemas en el estado r, 

unitaria de las variables (a ,a 
0

) a las variables 
r r 

(N ,q, ) , con 
r r 

a 
r 

N1 /2Exp (-iq, /ñ J 
r r 

el nuevo hamiltoniano será 

• a 
r 

1/2 

N Exp(iq, /h) 
r r 

F = I V N1
/

2Nl/2Ex (1 (q, -q, J/h] 
1 rs r s p r _ s 

r,s 

con las ecuaciones canónicas dadas por 

N 
r 

aF 
_1 

aq, 
r 

aF 
_1 

aN 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

Otras variables para llegar a la misma formalización son 

(b ,b 
0

) dadas por 
r r 

b 
r 

a Exp(-iW t/h) 
r r 

con W energia del sistema en el estado r. 
r 
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Derivand.o respecto a t, ·multiplicarido por ih y definiendo 

tal que v rs 

·- ···- ·-------··--- .. -.-

V r• -Vr.~><~h c§j7~~JV~l 
~·-··;:".''.~ 7-· -~ : :Y•"" 

y definiendo H =W ó +V , encuentra 
rs r rs rs 

ihb 
r 

donde Hrs son los elementos de matriz de H
0

+V. 

Con el hamiltoniano 

F=I;b•H b 
r rs s 

r, !:> 

puede escribir (3.11) y su conjugada como ecuaciones canónicas. 

(3. 11) 

(3. 12) 

Para hacer la transformación ( b , b • l ~ (N . 0 ) propone la 
r r r r 

transformación unitaria 

b 
r 

N1/2Exp(-i0 /h) 
r r 

. 
b N1/ 2Exp(iO /h) 

r r 

donde e es la nueva fase de la representación en serie de Fourier. 
r 
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El hamlltonlanio será 

F =[H .. N1
/

2N1
/

2Exp[i (9 - a )/h] 
rs; r ~ s r s 

r,.s; 

y las ecuaciones canónicas serán 

8F 
N 

r 

ªª r 
a 

r 

aF 

aN 
r 

Escribiendo en (3.14) la definición explicita de H escribe 
rs 

F [ WrNr + [ vrsN~/2N:/2Exp[i(ar- 9
6
)/h] 

r, s 

donde el segundo término es el operador de la energia de interacción. 

(3. 14) 

(3. 15) 

(3.16) 

A continuación Dirac considera un ensamble de sistemas que 

satisfacen la estadística de Base-Einstein y busca la ecuación de Schrodinger 

como sigue: 

Para que las variables 

satisfacer la relación 

o bien 

• • b b - b b 
r r r r 
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o en general 

. . 
b b - b b o (3. 17) 

r s s r rs 

Sin embargo esta regla de conmutación no se cumplirá si 

conservamos las ecuaciones (3.13) en su forma actual, por lo tanto, se puede 

proponer que Nr y er son números-q que no conmutan, tales que 

b 
r 

(N + 1) 1
/

2 Exp(-10r/h) = Exp(-10 /h)N1
/

2 

r r r 
(3.18a) 

Exp(ie /h)(N + 1) 1
/

2 
, 

- _r r 
(3. 18b) 

con las cuales es directo demostrar que en (3.12) ten~mos que el hamiltoniano 

se escribe como 

F = [ N1
/

2Exp(i0 /h)H (N +1)
1

/
2Exp(-i0 /h) 

r r rs s s r,s 

pero usando (3.18b) se tiene que el término en la sumatoria es igual a 

si r:,¡es 

H N1
/

2 N1
/

2 Exp[J(0 - e.l/h] 
rs r s r 

si r=s , 

con lo cual resulta que el hamiltoniano será 

F = [ HrsN~/2 (N6+ 1 - ºrs)
1

/
2
Exp[i(0r- a.J/h] (3. 19) 

r,s 
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donde los elementos de matriz H son números-e. 
rs 

Otra forma de escribir C3,19J.'.es'sustfruir explicltamente la 

expresión para H,
6

; resulta 

.-,:-- -:· -- -~ ,; __ _ 

F = L W,N, + L v,6N~/2CI\+ 1··-
r 1 s r, s 

o•. l1;;EJ[i(~ 
rs ·:''· P r;--, (3.19') 

que difiere de (3.16) en que el campo ya ha sido cuantizado. 

Este hamiltoniano actuará sobre una función de onda que 

depende de las variables N y la ecuación de onda será 

que 

luego 

r 

8'i'(N',N', ... ) 
ih- 1 2 

at 

(3.20) 

Con .¡. definida en el espacio de las N-s y el operador e tal 

a 
e= Jh-

r 8N' 
r 

a 

aJ 
r 

Como las N son discretas, 8/BN se entiende en el sentido de aumentar o 
r r 
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disminuir en 1 la variable. N , segun sea el signo. que .. antecede al operador, 
r. 

entonces 

Exp (+Le /h] f(N'.;N', .. J 
- r 1 2 · · 

f(N' ,. .. ;1i1"+ 
1 --r 

Usando esta regla en (3.20) con F dado por (3.19), se obtiene 

a ll'CN', ... J = I: H N1nCN'+1-a J1n'l'(N', .. .,N'-1,. . .,N'+1,. .. J • 
ih _ 1 r • 

6 
rs r s rs 1 r 8 

8t (3.21) 

Comparando con el lenguaje moderno, las fases juegan el papel 

de los operadores de creación y aniquilación y las 'l'(N-s), están definidas en 

el espacio de Fock1181
• En este punto cabe hacer notar que el uso de la 

teoría de Schrodinger plantea la dificultad de que implica que el número de 

partículas se conserva. Aspecto que es salvado por Dirac de la forma que se 

verá posteriormente. 

Si el ensamble contiene sólo un elemento 'l'(N; .... )='l'(q) y 

todos los términos son cero, excepto cuando r=q, la ecuación (3.21) se reduce 

a 

8'l'(q) 

8t 

que es análoga a la ecuación (3.4). 

establecida inicialmente. 

Por lo tanto, esta teoría reproduce la 

Hasta este punto no está claro que el ensamble de sistemas 
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descritos por (3.21) obedece la estadística de Base-Einstein, por lo tanto, 

para demostrar que asi es, Dirac procede como sigue. 

Sea un ensamble con un número arbitrario de sistemas que 

obedecen la estadística de Base-Einstein, para que se cumpla esta condición, 

Dirac sigue un trabajo elaborado con anterioridad091 e impone la condición 

equivalente de que las funciones sean simétricas bajo intercambios de las 

variables que describen a todos los sistemas del ensamble. 

Sean r1' r 2···· las variables que especifican los estados 

estacionarios en los cuales se colocan los sistemas y sea H(n) el 

hamiltoniano del n-ésimo sistema. El hamiltoniano será HA=[H(n) y la 

ecuación de Schrodinger se escribirá de la forma 

(3.22) 

L HA(r1,r2, ... ;s1,s2, ... )b(s1,s2, ... ) 
8 1 15 2, •.. 

donde HA(r
1
,r

2
, ... ;s

1
,s

2
, ••• ) son los elementos de matriz 

una transformación de las variables (r
1
,r 

2
,. .. ) a las 

de H. 
A 

variables 

Mediante 

(N1,N2, ... ), 

donde N es el número más probable de sistemas en el estado r, obtiene 
r 

L L N1
/

2 (N +l)l/
2H b(N , ... ,N -1, ... ,N +!, ... ) 

s~r r s rs 1 r s 

+ :LNrHrrb(Nl, ... ) 
r 

(3.23) 

que es idéntica a la ecuación (3.21). Por consiguiente, el método de 

cuantización del campo utilizado es tal que Ja radiación que se describe 

obedece Ja estadística de Base-Einstein. 
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Enseguida considera un sistema perturbador A descrito por 

variables Jk, wk, tal que las J-s son integrales primeras cuando está 

aislado. A interacciona con un sistema perturbado B formado por un conjunto 

de sistemas no interactuantes entre si y que obedecén la estadística de Base 

Einstein. El objetivo que se plantea es el de dar una descripción 

mecanicocuántica de esta interacción. 

Sea HP el hamiltoniano de A y H(n)=H
0

(n)+V el del n-ésimo 

sistema B, tal que V(n) es la energia de interacción con A. El hamiltonlano 

total es 

y la ecuación de Schrodinge.r es _ 

ihb(J' , N~, N;, ... ) = HP (J' )b(J' ,N~,N~; ... ) 

+ L [N' 1
/

2 (N'+l-ó J 1
/

2H(J',J")b(J",N', .. , .... N'-l, ... ,N'+l, ... ) 
Jº r s rs r s '· 1· ·---· .. - '- r s 

sl, s2, . , . -

que corresponde al hamiltoniano 

F Hp(J) + L HrsN~/2 (Ns+ 1 - •\,ll/2
Exp[i(er- a.J/ñ] 

r,s 

donde H =H(J ,w ) son los elementos de matriz. De que 
rs r s 

H =W o +v 
rs r rs rs 
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con v =v ( J , J l , 
rs r s 

con H (J) el hamil toniano de A· cuándo está aislado, Dl.N~ el de B, también 
p r 

aislado y el tercer término como el hamiltoniano de interacción de A con B. 

Antes de aplicar su teoria a paquetes de luz, Dirac obtiene la 

sección eficaz de dispersión de una partícula que se representa en el 

infinito cerno una onda plana y se dispersa un ángulo e• , </>'. 

siguiente expresión 

E'E ' 
h-oJvCp' ,p

0
J I~ sene' de' de¡'>' 

c2 Po 

Llega a la 

con E' , p' la energía y el momento antes de la colisión, E
0

, p
0 

energia y 

momento después de ella y v(p' ,p
0

) el elemento de matriz correspondiente. 

Enseguida considera paquetes de luz interactuando con sistemas 

átomicos tales que uno de estos paquetes está en un estado estacionario 

cuando se mueve en línea recta con momento bien definido. Según Dirac "El 

paquete de luz tiene la peculiaridad de que aparentemente deja de existir 

cuando está en uno de sus estados estacionarios, el estado cero, en el cual 

su momento, y por consiguiente su energía, son cero. Cuando un paquete de 

luz es absorbido puede considerarse que salta a este estado Cf';>ro, y cu.ande un 

paquete es emitido sal ta a partir del estado cero a uno en el cual es 

físicamente evidente, así que parece haber sido creado. 11 

El uso de la frase aparentemente deja de existir es 

interesante en varios aspectos. Puede verse que Dirac no esta considerando 

que la función w(N
1

, .•. J describe particulas que se crean y destruyen, sino 

paquetes de energía que pasan a estados físicamente evidentes en el caso de 

emisión, o bien, al estado cero, donde dejan de serlo. Asi salva la 
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dificultad que mencionamos anteriormente. Por otro lado, si consideramos que 

este trabajo fue publicado en 1927, afies antes de su teoria de hoyos para el 

electrón y el positrón, puede apreciarse que aquí se encuentra un antecedente 

de las ideas manejadas en torno a las "particulas" del llamado mar de Dírac. 

Sí N
0 

es el número de paquetes de luz en el estado cero, Dírac 

argumenta para hacer ver que su valor tiene que ser infinito y que la 

ecuación de la variable canónica conjugada 9
0 

será de la forma 

e 
o 

BF 
W

0 
+ términos proporcionales a N1

/
2 

+ términos proporcionales a (N+l ¡-1
/

2 

tal que W
0 

es cero. Para que el hamiltoniano F, dado por (3.25) sea finito, 

propone que vrs debe ser infinitamente pequeña para s=O, (éstas son vro y 

v
0
r), luego define el r-ésimo estado de paquetes de luz como 

. 
V 

r 
V N1

/
2 Exp(ie /h) 

Or O O 

tal que v sea finita. Reescribe el hamiltoniano (3.25) como sigue 
r 

(3.26) 

F HP(J) + I:WrNr +[ [vrN~/2ExpCi9/hl + v:(Nr+ 1)
1

/
2
Exp(-iB/hl] 

r r*O 

(3.27) 

Los términos que describen la radiación son el tercero y el 

cuarto y se interpretan como se expone a continuación: 

-El término conteniendo Exp(i9 /h) debe ser de absorción, por 
r 

lo tanto, de que la probabilidad de transición entre estados 
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es proporcional al cuadrado de los elementos de matriz 

correspondiente, la probabilidad de absorción debe ser 

proporcional a N .si el paquete de luz tiene una frecuencia 

v. 
r 

-El término conteniendo Exp(-ía /h) debe ser de emisión, de 
r 

donde resulta que la probabilidad correspondiente es 

proporcional a Nr+l. 

-El término conteniendo Exp[J(er-es)/h] baja un quantum de 

luz al estado cero pero sube otro al estado s, de donde se 

infiere que debe tratarse de dispersión. 

Enseguida Dirac considera una cavidad de volumen finito 

conteniendo radiación y demuestra que la probabilidad de absorción debe ser 

proporcional a la intensidad I de la radiación incidente, 

I +hv
3 
/c

3 

que la 
r 

probabll idad de emisión debe ser 

identifica como las leyes de Einstein. 

de dispersión de un paquete de luz 

proporcional a 
r r 

y las 

Demuestra también que la probabilidad 

es proporcional a I (I +v2 /c2
), donde 

s s 

donde Ir es intensidad de la radiación incidente e Is es la de la radiación 

dispersada. Esta última la identifica como la ley de Pauli. 

Finalmente calcula el coeficiente de probabilidad para 

procesos de absorción, que Einstein introdujo en 1917 de forma fenomenológica 

para sistemas de dos estados y hace ver que el de emisión se calcula de forma 

análoga. Con esto recupera la relación de Einstein y la ley de Planck. 

3.3 El enfoque moderno para la segunda cuantización. 

La técnica de segunda cuantización mediante fases y amplitudes 

en la forma en que fue introducida por Dirac ya no se usa en la teoria de 

campos, en su lugar se utiliza un enfoque que consiste en buscar una densidad 

lagrangiana que es una funcional del campo, se define una acción tal que, 

mediante un principio de Hamil ton, se obtienen las ecuaciones de 

Euler-Lagrange que llevan a la ecuación diferencial para el campo, al cálculo 

de los momentos conjugados y de la densidad hamil toniana. Enseguida se 
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resuelve la ecuación del campo mediante un desarrollo de ondas planas y se 

expresa la densidad hamiltoniana en términos de los coeficientes de la serie 

de Fourier obtenida. Esto permite interpretar al campo como un conjunto 

infinito de osciladores armónicos, de forma tal que se cuantizan en la misma 

forma qu~ se procede con el oscilador en la teorla cuAntica no relativista. 

En el caso de la radiación electromagnética es conocida la 

función hamiltoniana 

.H (3.28) 

por lo tanto, podemos abreviar el p~oce~o' _arriba descrito y partir del 

siguiente desarrollo para el potenCiil-Í_':~¡'.;/ct-orlalé (que tomaremos en la norma de 

Coulomb) 

A(x,t) (3.29) 

donde kx=kx-wt. Haciendo 

(3.30) 

se calcula la función hamiltoniana 

H (3.31) 
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donde las variables de campo pka' _qko: cumple~;-con las ec:uaciories canónicas 

p 
ko: 

8H 

8q 
ko: 

q 
8H 

ko: 8p 
ko: 

(3.32) 

Postulando que las variables de campo son operadores que 

cumplen con la siguiente relación canónica de conmutación 

se definen los operadores 

[q 
ko: 

[q 
ko: 

[p 
ko: 

a 
ko: 

,p iño o 
k'o:' kk' 0:0:. 

,q o 
k' o:' 

,p o 
k' a.' 

1 ( --- wq + 
(2ñw)l/2 ko: 

ip ) 
ko: 

a+ -
1 

(wq - ip ) 
( 2ñw) 1/

2 ko: ka 

cuya relación de conmutación resulta ser 

[a + 0kk' 0o:o:' ,a 
ko: k'o:' 

[a [a + + ,a ,a 
ko: k'a' ko: k' o:' 
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y actúan· sobre los eigenv.ecfores 

siguiente.forma 

aln> = n 1 /
2 1n-i>. 

(3.36) 

Los operadores a, a+ reciben el nombre de operadores de 

aniquilación y creación de fotones de frecuencia w. Al conjunto {In>} se le 

llama espacio de Fock y el hamiltoniano 

H (1/2lí::Ihw[a+a +a a+] 
ka: ka: ka: ka: (3.37) 

k a: 

pasa a ser un operador actuando sobre este espacio. 

Definiendo el operador de número 

ka: 

+ a a 
ka: ka: 

(3.38) 
N 

se reescribe el hamiltoniano como 

H (3.39) 

Cualquier estado In> se puede escribir en términos del estado 
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de vacio 1 n> mediante la aplicación sucesiva .,de.l Óperador de creación 

(3.40) 

El potencial vectorial · .. Pa,sa 

el mismo espacio de Fock 

ser un operador actuando sobre 

A(x,t) v- 1/2¿ ¿e~ (· h/ )l/2

[a Exp(ikx) +a+ Exp(-ikx)] , (3.41) 
a: 2W ko: ko: 

la función 

k o: 

A (x,t) 
ko: 

( 
h ) 1/2. 

e ZVw co:Exp( ikx) (3.42) 

puede interpretarse como la función de onda de un fotón de momento p=hk y 

polarización "o:• pero sin recibir la interpretación probabilista de la 

función '!' que aparece en la teoria cuántica no relativista. 

física que se esgrime parte de que del principio de Helsenberg 

se infiere, haciendo llp=mc, las siguientes relaciones 

h he 
llq = -

me e 

para el caso ultrarrelativista c~pc, por lo tanto 

llq=h/p 
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En el caso de un electrón ultrarrelativista tiene sentido 

hablar de la localización de una partícula cuando las dimensiones del 

problema son muy grandes comparadas con su longitud de onda de de Broglie, 

pero para un fotón se trata del limite clásico de la óptica geométrica. Por 

Jo tanto, introducir una función de onda 'l'(q) tal que l 'l'(q) l 2dq es la 

probabilidad de que el fotón esté en el intervalo (q,q+dq), carece de sentido 

si de entrada no está resuelto el problema de asociar una coordenada a un 

fotón. Además, existe la limitación matemática de que no es posible 

construir una densidad de probabilidad que cumpla con la invarianza 

relativista y sea no negativa120l. 

Para obtener una descripción del electrón en segunda 

cuantización, se toma como clásico al espinar 'i', que es la solución a la 

ecuación de Dirac. Se parte de Ja densidad lagrangiana de campo libre 

2-- me.¡,.¡, (3.46) 

donde m es la masa en reposos del electrón y -,µ (µ=J, ... ,4), son las matrices 

de Dirac, que cumplen con la relación de anticonmutación 

la adjunta de Dirac ~ está dada por 

y cumple con la ecuación adjunta 

5! 

2ó µv 

o 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 



De las ecuaciones de Euler-Lagrange 

8!1! 
o (3.50) 

aplicadas a la densidad lagrangiana dada por (3.46), se obtiene la ecuación 

adjunta (3.49). Además, el momento conjugado resulta ser 

y la densidad hamiltoniana resulta 

+ - 2 w (-ihca.V +~me )W 

La solución en ondas planas de la ecuación de Dirac es 

(mc2
/Ev)

1
/

2
u (p)Exp[i(p.x - Et)/h) 

r 

(mc2
/fEfvJl/

2 u (p)Exp[i(p.x + Et)/h) 
r 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 

Las funciones w pueden encontrarse 
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tabuladas en el libro de Sakurai'20, por ejemplo. 

El desarrollo ·en ondas planas es 

4 
"1(x,t)' .;,-l/2¿ [ (mc2/f El ) 1/~ <r/t)u<r/p)Exp(íp.x) 

p r=l p 
(3.55) 

es tal que 

El cuadrivector ~;r µ "1 que cumple con la ecuación 

ah"' 
- µ o 
ax 

s 
µ 

µ 

!ch "1 
11 

puede ser interpretado como el cuadrivector de corriente. 

(3.56) 

(3.57) 

Su componente 

temporal puede interpretarse como la densidad de probabilidad, en tanto que 

las componentes espaciales 

(3.58) 

se identifican con el flujo de probabilidad. 

L:::i existencia de soluc.:iones con energía negativa llevó a Dirac 

a proponer, en 1930, lo que ahora se conoce como teoría de hoyos. Conforme a 

ésta se postula que todos los estados de energía negativa están ocupados (a 

este conjunto se le llama mar de Dirac) y no es posible una emisión de un 

fotón con energía ñw'=2mc2 por que el principio de Pauli lo prohibe. Sin 

embargo, con la absorción de un fotón si es posible el salto de una partícula 

de un estado de energía negativa a otro de energía positiva, creando un hoyo 

en el mar de Dirac. Al quedar vacante un estado de energía negativa, aparece 
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necesariamente una energia positiva que antes era anulada. Además, si Q es 

la carga total del mar de Dirac y Qvoc la del vacio, resulta que al 

producirse la vacante 

Q Q - e Q -(-Jel) Q + Jel 
voc vac vac 

por lo tanto, la carga observable Qobs está dada por 

Qobs = Q - 0vac 1e 1 

(3.59) 

(3.60) 

de donde Dirac infirió la existencia de la particula que ahora llamamos 

positrón. 

Sin embargo esta interpretación produce nuevas 

dificultades<21l, que pueden ser resueltas si se cuantiza, a su vez, el 

campo, postulando que las br son operadores que actúan sobre un espacio de 

Fock, pero cumplen con las relaciones de anticonmutación 

{b ,b'} =o 
r r rr' 

en este caso b+ es el operador de creación, pues 
r 

b+JO> 11 > 
r r 

etc., a su vez de 

b 11 > JO> 
r r 

se sigue que b es el operador de aniquilación. 
r 
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El operador de número es 

N = b+b (3.64) 
r r r 

Con este procedimiento se pueden desarrollar formalismos de 

segunda cuantización para partículas de espines diversos. 

se desarrollan en cualquier texto de teoria de campos. 

Ejemplos de ellos 

En segunda cuantización la interacción de electrones con 

radiación electromagnética se describe mediante el operador de interacción 

(3.65) 

donde el campo electrónico >V y el fotónico Aµ están cuantizados y actúan 

sobre sus respectivos esp~cios de Fock. 

Sea ~·(t) el estado físico de un sistema en la representación 

de Schrodinger; su ecuación de movimiento es 

(3.66) 

con ñ=l y Hs el hamiltoniano en la representación de Schrodinger dado 

explícitamente por 

Hs= H6 + H" 
O I (3.67) 

con Hs
0 

el hamiltoniano del sistema sin interacción y H"
1 

el hamiltoniano de 

interacción. 
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Con la transformación' 

la ecuación de movimiento se reescribe como 

a~ 
;-

at 

(3.68) 

(3.69) 

La transformación utilizada puede ser considerada un cambio de 

la representación de Schrodinger a otra llamada representación de 

interacción. Ahora la ecuación de movimiento de un operador es 

o (3.70) 

de donde puede verse que la evolución temporal de los operadores O está 

determinada por el hamil toniano de partícula libre. En cambio, la evolución 

temporal de la función de onda está determinada por el hami 1 toniano de la 

interacción, (ver la ecuación (3.69)). Por esta razón la representación de 

interacción es de utilidad para calcular la amplitud de probabilidad para una 

transición de un estado inicial 1 i> a uno final lf>, permitiendo usar el 

formalismo d~ i:ampos libres para los operadores. 

A partir de aqui normalmente se usa un método perturbativo 

para calcular las probabilidades de transición de un estado inicial a un 

estado final. 
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4.1 Introducción. 

CAPITIJLO IV 

La búsqueda de alternativas a la 

electrodinámica cuántica 

Aunque no existen evidencias de discrepancias entre los 

resultados experimentales y las predicciones de la electrodinámica cuántica, 

se han realizado diversos esfuerzos tendientes a ofrecer alternativas 

distintas a la segunda cuantización. Esta búsqueda se fundamenta sobre 

distintos argumentos, algunos de los cuales han sido resumidos por Crisp y 

Jaynes 1221 como sigue: 

Aunque se ha mejorado mucho la formulación de la teoría y se 

han desarrollado métodos de cálculo más poderosos, la electrodinámica 

cuántica contiene en la actualidad muchas dificultades lógicas y matemáticas. 

En casi todos los cálculos se encuentran integrales divergentes de las cuales 

es necesario deshacerse por diversos procedimientos. La energía del punto 

cero es sustr·aida arbitrariamente; algunas expresiones divergentes son 

igualadas a cero con base en la invarianza relativista, otras con fundamento 

en la invarianza de norma, también se recurre a la renormalización de la masa 

y de la carga. 

Segun estos autores, aunque se ha adquirido experiencia en el 

arte de manejar las divergencias para extraer resultados finitos 

significativos, la mayoria de los físicos teóricos están de acuerdo en que se 

requieren profundas modificaciones a la electrodinámica r.11#1ntica. Por ctro 

lado, la creencia generalizada de que la explicación del efecto 

fotoeléctrico, la dispersión de radiación por electrones libres, la emisión 

estimulada, etc., sólo pueden ser explicadas recurriendo a la segunda 

cuantización, es una afirmación carente de verdad. Por consiguiente, Jaynes, 

Milonni 123
¡ y otros, han desarrollado un enfoque interesante que consiste en 

cuantizar el comportamiento de las partículas cargadas, manteniendo un 

comportamiento clásico para la radiación electromagnética. Su teoría recibe 
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el nombre de semiclásica y con ella ha sido posible explicar de manera 

precisa varios resultados experimentales que comúnmente son considerados 

competencia exclusiva de Ja electrodinámica cuántica. Sin embargo, es un 

hecho demostrado que no todos los fenómenos cuánticos pueden obtenerse con 

este enfoque. 

Otra dirección de desarrollo tiene sus orígenes desde 1931, 

cuando Schrodinger llama la atención sobre la semejanza de la ecuación de 

onda de partfcula libre en mecánica cuántica y la ecuación de difusión del 

calor, estableciendo algunas analogías interesantes<2
•l. 

Aunque en la actualidad ya no se le reconoce vigencia a la 

línea iniciada por Schrodinger, resulta interesante señalar que Zambrini<25
l 

ha demostrado recientemente que usando un tipo de procesos de difusión 

llamados "procesos de Bernstein", el programa iniciado por Schri:idinger lleva 

a la mecánica estocástica que presentarernos brevemente más adelante. 

Esta mecánica estocástica, desarrollada inicialmente por 

Nelsonc26
l y profundizada por diversos autores127

l, consiste en un enfoque 

que permite generalizar la segunda ley de Newton al caso de procesos 

estocásticos sin fricción en el espacio de configuración y obtener la 

ecuación de SchrOdinger como una consecuencia. 

Sobre esta base se ha desarrollado una teoría de 

estocastización del campo electromagnético, que ha podido ser generalizada a 

otros campos. La hipótesis de trabajo consiste, como en la segunda 

cuantización, en partir del desarrollo en ondas planas del campo e 

interpretarlo como un conjunto infinito de osciladores armónicos con un 

comportamiento estocástico susceptible de ser desarrollado mediante la teoría 

de Nelson o generalizaciones de la mismac28
J. 

Sobre la base de que la mecánica cuántica acepta una 

interpretación estocástica, ha surgido la pregunta sobre la posibilidad de 

construir una teoría que explique las causas físicas de esa estocasticidad y 

amplíe las perspectivas de la teoría cuántica misma, en una forma semejante a 

como ocurre con la teoría cinética y la termodinámica. En esta dirección se 
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ha desarrollado la electrodinámica estocástica<29>, que parte de asignar un 

caracter real a la radiación del punto cero, considerándola como un campo 

electromagnético estocástico que cuando interacciona con partículas cargadas 

les imprime un comportamiento azaroso que podria dar como resultado las 

propiedades cuánticas observadas en la materia. En esta dirección también se 

han explicado varios efectos físicos <
30

-
31 

l que comúnmente son considerados 

de explicación exclusiva de la mecánica cuántica. 

De este último enfoque se ha desprendido en los últimos años 

una teoria de Marshall y Santos<
32>, que ellos llaman óptica estocástica y 

busca competir con las aplicaciones de la electrodinámica cuántica en el 

campo de los fenómenos ópticos. Se trata de una teoria puramente ondulatoria 

del campo electromagnético y sus ideas básicas consisten en tratar la 

transmisión de la luz a través de lentes polarizadores, espejos, etc., 

exactamente como en la óptica clásica, pero incluyendo la existencia de la 

radiación del punto cero presente en todas partes. Cabe recordar, por ser 

importante para las conclusiones que se busca fundamentar con este capitulo, 

que la energía del punto cero apareció por primera vez en un trabajo de 

Planck sobre su ley de radiación y que pocos meses después fue explorada por 

Einstein como una alternativa para obtener la ley de Planck sobre una base 

que ahora podríamos llamar estocástica. 

Estos enfoques que parten de reconocer la existencia real del 

campo del punto cero reproducen los resul tactos cuán tices conocidos, para 

casos como el oscilador armónico cargado, la partícula libre, dieléctricos 

macroscópicos, pero no plantea una correspondencia uno a uno con la teoría 

cuántica, sino que ofrece resultados diferentes, por ejemplo, para la 

dispersión de energía en el estado base del oscilador armónico a cero grados, 

para la entropía de la r~dia~i6n a cero grados K~lvin'33 ). etc. 

4.2 Las estocastizaciones del campo electromagnético. 

Sea x(t) un proceso estocástico , debido a que en muchos casos 

no es diferenciabke, resulta conveniente definir un sustituto de la derivada 

temporal. Nelson propone la siguiente definición para la derivada media 
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hacia· adelante 

b+xitl = lim <[x(t+6t) - x(t)]/6t> 
6t:+O+ t 

y la derivada media hacia.atra.s 

D_x(t) = lim <[x(t+6t) - x(t)]/6t>t 
6t-+o-

(4. 1) 

(4.2) 

donde< ... > indica el promedio bajo la condición de que el sistema esté en 
t + 

x(t) al tiempo t, en tanto que O y O indican que 6t tiende a cero por la 

derecha y por la izquierda respectivamente. 

El sus ti tu to de la aceleración es entonces la aceleración 

estocástica dada por 

a(t) 
(4.3) 

Se introduce un proceso de Wiener W(t), tal que el proceso 

diferencial dW(t) es gaussiano, con media cero y función correlación dada por 

<dW (t)d W(t)> 
l J 

(4.4) 

donde v es el coeficiente de difusión. 

Se postula que el proceso x(t) satisface la ecuación 

dx(t) (4.5) 
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donde 

(4.6) 

También se puede definir 

D_x(t) (4. 7) 

desarrollando df[x(t),t] en serie de Taylor hasta segundo orden y tomando el 

promedio < ... >l se infieren las siguientes expresiones aproximadas para D+ y 

D 

D 

B/Bt + b+.v + vV2 

B/Bt + b-.v + vV2 

que permiten escribir la aceleración estocástica como sigue 

a = 
2 

de modo que definiendo la velocidad de flujo 

V = 

y la velocidad de difusión 

u = 

61 

(4. 8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 



se reescribe la ecuación (4. 9) en la forma _equivalente 

av 
a - (v.V)v + (u.V)u + vV2u (4.12) 

at 

Esta cinemática permitió a Nelson formular una teoría 

estocástica que lleva a la ecuación de Schrodinger. Una definición diferente 

de aceleración estocástica, dada por Davidson135
¡ y que también reproduce los 

resultados de Nelson es 

(4.13) 

Sobre esta base Guerra y Loffredo128
¡ plantearon una 

estocastización del campo electromagnético como sigue: 

dinámicas E(x,t), B(x,t), el hamiltoniano 

Sean las variables 

H (4;14) 

que cumplen con los corchetes de Poisson 

n=O, 1, 2, 

{E
1
(x,tl,E}y,t)} = {B

1
(x,t),BJ(y, t)} =O 

a llCx-yJ 

Las ecuaciones canónicas serán 

BE 
_1 

8t 

ªª _1 

at 

(4.15) 

(4.16) 

Supongamos ahora un espacio de funciones vectoriales {u
0
(x)}, 

en el volumen íl, tal que cumplen con las condiciones de, 
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ortonormalidad 

completez 

transversalidad 

donde 

que 

e? (x-yJ 
ij 

J
u (x).u (x)d3x 

n n' 
e; 

nn' 

Q 

I u (x)u (y) 
n °1 ºJ 

17.u (x) =O 
n 

- - u (x) 
n m 

n 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

Se introducen las coordenadas canónicas {pn(t),qn(t)} tales 

B(x,t) = L un(x)qn(t) 
n (4.21) 

E(x,t) = -I [llxun(x)]pn(t) 
n 
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Un calculo directo permite ver que 

o 

(4.22) 

En términos ·de .: esfás ··coorde.nádas·· canónicas la hamil toniana 

resulta ser 

H 

y la lagrangiana 

~(q,i:¡) 
1 

¿ - (m e¡2 - q2) 
nZ nn n, 

que llevan a las ecuaciones de movimiento 

1 
q+-q 

n n 
m 

n 

o 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

El campo es entonces un conjunto infinito de osciladores 

armónicos independientes que pueden ser estocastizados usando la ecuación 

dq (t) 
n 

b+(q,t)dt + dW (t) 
n n 

(4.26) 
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con dW
0 

( t l un proceso gauss!ano,.cuyaJunción correlación es 

y generalizando la ecuación 

donde 

-q 
m n 

n 

o 

Las ecuaciones que se obtienen para los campos son 

D+B(x,t) = -17xE+(x,tl 

2 

- -

+ 
-¿ m017xu0 (x)b~(q,t) 

n 

dB(x,t) -17xE+(x,t) + dW(x,t) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 

Las ecuaciones (4.29-4.30) son la generalización estocástica 

de las ecuaciones de Maxwell. 

Una estocastización diferente, basándose en los potenciales y 

en la definición (4.13) de aceleración estocástica, fué dada por Davidson en 

'1979. 

Estos enfoques fueron después generalizados a campos de Bose y 
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de Fermi. Davidson estudió, además, la estocasi:izaclón . del · campo 

gravitacional con las ecuaciones del campo linealizadas. 

De manera general, si A(t) y B(t) son operadores· ·áctuancÍ~ 

sobre un espacio de Hilbert, que obedecen a la relación de conmutación 

A(t)B(t') - >.B(t')A(t) r(t' ,t) 

con ;l.>:-1 y r(t, t') una función definida en los reales, U. Frisch y R. 

Bourret CJbl demostraron que en ciertos aspectos estos operadores se comportan 

como funciones aleatorias gaussianas, en el sentido de que se puede 

establecer un isomorfismo entre Jos valores esperados de los primeros y Jos 

momentos de las segundas. Por otro lado, motivado también por Ja falta de 

claridad conceptual de Ja teoría cuántica, E. Santos<
37

l construyó un 

formalismo de tipo cuántico para variables aleatorias {X
1

, X
2

, Xn)' a 

las cuales les asoció operadores en espacios de Hilbert. Enseguida aplicó su 

formalismo a un campo electromagnético de radiación libre, obteniendo varias 

semejanzas con eJ campo de segunda cuantización. La conclusión más 

importante de Santos vino a ser que @. teoríª del campo g¡ántico podríª ~ 

§.óJamente ™ teoríª ~ campos estocásticos cuyo significado .[í2.kg ~ fondo 

ha estado escondido hasta ahora. 

4.3 El enfoque semiclásico de la interacción de cargas 

eléctricas con radiación electromagnética. 

Este enfoque consiste en tratar a Ja partícula a base de Ja 

ecuación de SchrodiJJger, mientras que los campos reciben una representación 

el ásica mediante funciones continuas. 

H 

El hamiltoniano es entonces el operador hermiteano 

66 

H = H +V o 
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donde H
0 

es el hamlltonlano del sistema átomico en, la,,ausencl.a'.cte .campos 

electromagnéticos y V el término de inter_a'c:cof~ry ~pé ;s~·;ie de' la'pr~sencia de 

los campos, entonces 

2m r 

V ==--A(x,t).p 

me 

(4.32) 

donde el término cuadrático ha sido despreciado bajo el supuesto de que se 

trata de campos débiles. 

Se supone que el átomo en el estado o/(x,t) contiene corrientes 

de carga dadas por 

J(x, ll e Re[/cx,t)po/(x,t)J 
m 

(4.33) 

donde de nuevo se ha despreciado el término de orden superior 

2 
:__A(x, t) lo/(x, t) 1

2 

me 

Se introducen los elementos de matriz 

donde a~(t) es tal que 

o/(x, tJ 
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donde l/J/3 es eigenfunc16n .de H
0

• 

La densidad de''corriente queda 

J(x,t) 
(4.36) 

Para calcular la ecuación de evolución de la matriz u, 

derivamos respecto al tiempo en (4.34) y usamos que la ecuación de evolución 

de los coeficientes del desarrollo w(x,tl=[an(t)cf>n(x) está dada por 
n 

UhJ-1
[ Vcx/3(tJa

13
(t) 

/3 

donde cf>n(x) son las eigenfuncioncs del hamiltoniano sin perturbar y Va:/3(t) 

son los elementos de matriz del operador de la perturbación calculados 

respecto a las cf>n(x). Sustituyendo esta expresión en d~cx/3/dt, resulta la 

ecuación de evolución de la matriz ~ 

ih& 
lm 

u H l 
l J jm 

(4.37) 

Si la ecuación (4.33) representa una densidad de corriente 

debido a movimientos atómicos, es convenient~ escribirla en términos de las 

eigcnfunciones t/J y de la matriz <J'. Para lograrlo sustituimos (4.35) en 

(4.33) y luego de un reacomodo resulta 

J 

Las corrientes atómicas crean un potencial vectorial que se 
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puede escribir como 

A(x, t) 

-J

Jt (x', t-Jx-x_' J/c) 
-1 

c 
Jx-x' 1 

donde Jt (x, t) es la componente transversal de la densidad de corriente y 

A
0
(x,t) es el potencial vectorial debido a un campo externo. Si lx-x' l/c es 

muy pequeño, se puede desarrollar en serie de Taylor en la variable temporal 

para obtener 

Jt (x', t' J 
aJCx', tl 

Jt (x', t) - c-
1 

Jx' -x" 1 + ... , 
at 

con t • =t-lx' -x" l/c. Sustituyendo esta =expre,;i\;it'pa~ii. J~ _-en la expresión de 

arriba para A, resulta 

A(x,t) -1 
e J

Jt(x',tJ 

lx-x' 1 

dr- - -3 -1 3 d x' - e - J (x', t)d x' + A Cx, t) 
dt t o 

La expresión para J en términos de cr y las eigenfunciones </> puede usarse 

ahora para llevar a la expresión 

[ 

-ieh 
Alx,t) = [ rro:/3(t) -

2
-

0:,¡3 Zrr me 
r:,JOOl•IEx,l-l,.xJOl•lEx,ll' xl 

o (4.38) 

donde µo:/3 es el momento dipolar del átomo y Qo:/3 es la frecuencia de la 
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radiación absorbida o emitida en una transición de 1 o:> a 1 f3>, En_ este casó 

la expresión del integrando significa 

k 
(o:JExp(-1k.x)l7ff3l "' - - x 

Jkl 
(,:, x <o:IExp(-ík.=kJVff3>). 

En la obtención de (4.38) es necesario el uso de las siguientes identidades 

(ver referencia (22)): 

lx-x' 1- 1 

-__ k._ x -1~ x_· _ JJ (x' .-t)Exp(-lk.x' )d
3
x·] 

Jkf Jkl ce: . • - -

Usando la ecuación (4.38), la segunda de (4.32) y el hamíltoniano de la forma 

(4.31) en la ecuación (4.37), se obtiene después de despreciar los términos 
(22) 

no resonantes 

& 
lm 

-r(n - E cr - r )cr (t))cr - (t 2-
1

CA +A )cr (t))cr -
1 m J 1 J Jm J J 1 m J IJ mJ JJ Im 

A (O, t) 
_º ___ ¿m¡; cr -cr Q ¡; J 

J IJ IJ Jm IJ Jm Jm 
(4.39) 

he 
que es el punto de partida para la explicación de varios efectos físicos, 

como es el caso de la emisión espontánea para átomos de dos niveles. En este 

punto esta teoría predice para la amplitud de probabilidad del estado 

excitado un decaimiento exponencial sólo para tiempos largos. Primero ocurre 
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un proceso de crecimiento del valor del momento dipolar, hasta que ocurre el 

decaimiento. La electrodinámica cuántica, en cambio, predice un decaimiento 

exponencial desde el principio. 

Han sido desarrolladas diversas presentaciones138
) de este 

enfoque de la teoría semiclásica, pero por razones de espacio éstas no serán 

expuestas aquí. En cambio, para los fines que persigue este trabajo, 

pondremos atención en algunos aspectos físicos de la concepción semiclásica. 

Un punto importante es que de la ecuación (4.33) resulta claro que se utiliza 

la interpretación 139
¡ de Schrodinger de la función >V, en contraposición a la 

formulación probabilista usual de la mecánica cuántica. Por consiguiente, Ja 

crítica de los autores del enfoque semiclásico no va dirigida sólo al 

formalismo matemático de la electrodinámica cuántica, sino también al 

fundamento conceptual de la teoría. 

Esta concepción ha facilitado una interesante 

interpretación140
> del fenómeno de interacción de radiación electromagnética 

con átomos, que parte de la ecuación de Schrodinger y entiende su solución 

>V(x,t) 

como una función que describe un estado no estacionario que evoluciona en el 

tiempo y que no es una eigenfunción del operador hamiltoniano. 

consiste en que si 

La novedad 

es interpretada como una densidad de carga, el paso de un estado estacionario 

a otro, cuando se efectúa una transición, puede ser visualizado como un 

estado físico donde el centro de carga efectúa movimientos que dan lugar a 

una radiación clásica. En el trabajo de referencia, Henderson presenta, 

entre otros ejemplos, la transición de un estado 2P a otro IS del átomo 

hidrogenoide, que una vez graficada con la ayuda de una computadora, nos deja 
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ver claramente un paso continuo del estado 2P, con dos regiones de densidad 

de carga muy definidas, al estado IS, con una región esférica alrededor del 

centro de masa. El paso de una distribución de carga a otra se efectúa 

mediante oscilaciones que dan origen a un pulso electromagnético que el autor 

identifica con un fotón. 

Este enfoque semiclásico también ha permitido estudiar el 

efecto Compton, el corrimiento Lamb14
1J y el efecto fotoeléctrico. 

Para explicar el efecto Compton, Barwick utiliza un sistema de 

dos estados cuya función de onda es 

(4.41) 

que lleva a la distribución de carga 

p (4.42) 

donde los dos primeros términos se entienden como una densidad de carga 

estática para estados l y 2 del electrón, mientras que el tercero y el cuarto 

dependen del tiempo. Estos últimos términos producen una densidad de 

corriente J rad que da Jugar a un potencial vectorial de radiación A, 

proporcional a una delta de Dirac li
3 (k;-w;r/c), de donde se infiere que la 

energía dispersada es casi monocromática. 

Para explicar el efecto Lamb, Barwick hace ver que en un 

estado físico dado, (n=2, l=l, m=l) por ejemplo, el electrón da lugar a una 

energía magnética que tiene consecuencias sobre su velocidad y su energía 

eléctrica, dando lugar a un ligero corrimiento en la energía. 

Otro resultado interesante es el presentado por Gray, Shih y 

Milonni 142>, quienes estudian un sistema de dos estados y obtienen que la 

causa de la emisión y la absorción inducida puede ser la interferencia del 

campo dipolar eléctrico del átomo -modelable con un oscilador- con el campo 
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eléctrico Incidente. En otro trabajo posterior, Milonni<43
> ha podido 

demostrar que "si hay un campo de reacción de radiación, entonces debe haber 

un campo del punto cero y viceversa, de modo tal que si el espectro de la 

radiación de fondo va como w
3

, esto se debe a que la fuerza de reacción de 

radiación va como la tercera derivada de la posición." Además, él concluye 

que ambos efectos dan lugar a la llamada emisión espontánea. 

En general, este enfoque neoclásico puede ser considerado como 

una muestra más de la búsqueda de explicaciones tangibles a nuestra 

imaginación macroscópica, 

proporciona formalismos 

es decir, como una negativa a admitir ciencia que 

predictores de resultados experimentales, sin 

imágenes inteligibles de la naturaleza. 

El carácter ondulatorio y continuo de la luz, versus su 

comportamiento cuantizado, ha generado una larga discusión en torno a los 

fenómenos ópticos de interferometría, mismos que han podido ser explicados 

tanto con la concepción cuántica como con la ondulatoria de la radiación. Se 

trata de una larga sucesión de argumentos en que las dos posiciones se 

rebaten entre si mutuamente. Sin embargo, en 1983, Milonni reconoció que el 

fenómeno llamado "photon-antibunching", consistente en que la intensidad l(t) 

de la radiación proveniente de átomos bajo la influencia de un campo externo 

presenta correlación <l(tJl(t+TJ> cero para T=O, puede ser explicado con la 

electrodinámica cuántica pero no con el enfoque semiclásico. Aparentemente, 

ahora se reconoce, de manera general, que la teoría neoclásica no cubre toda 

la gama de fenómenos que sí explica la electrodinámica cuántica. 

4.4 La electrodinámica y la óptica estocástica. 

Un enfoque diferente, qut: lia sido manejado durante las últimas 

décadas, llamado electrodinámica estocástica, busca entender el fenómeno 

cuántico como el resultado de la interacción de las partículas cargadas con 

la radiación de fondo, que es un campo electromagnético incongelable, 

presente aún a cero grados Kelvin, cuya densidad espectral está dada por 

p(w) (4.43) 
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y cuyo potencial vectorial puede expresarse mediante ondas planas como sigue 

11'2 

= E (2rrhc
2
/y 2); a Exp[-i(w t -w nO' ncr n 

n, cr n 
k .x)I + e.e. 

n 
(4.44) 

donde Jos coeficientes de Fourier son variables aleatorias gaussianas tales 

que 

<a > 
ncr 

o 

<a a > 
nU' n"U'' 

<a a > 
nU' n"U'' 

y Ja ecuación fundamental de las partículas cargadas es 

o 

con E y B Jos campos eléctrico y magnético, respectivamente. 

(4.45) 

(4.46) 

Tomando al campo electromagnético como una perturbación del 

sistema mecánico, ha sido posible desarrollar una serie de cálculos de las 

propiedades físicas de varios sistemas, obteniéndose resultados acordes con 

la mecánica cuántica sólo para los casos de fuerza lineal y fuerza constante, 

incluida la partícula libre, de forma tal que el sistema físico sigue un 

proceso de relajación que tiende asintóticamente al régimen cuántico. 

Las dificultades encontradas con las fuerzas no lineales han 

llevado a la disyuntiva de abandonar Ja teoría o modificarla. Trabajando en 

la segunda dirección, L. de Ja Peña y A. M. Cetto'44
¡ han desarrollado un 

nuevo tratamiento que busca considerar al campo de radiación de fondo como 

una fuerza dominante en Ja interacción y no como una simple perturbación. 

Bajo una serie de consideraciones todavía en desarrollo, cuya 
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discusión nos aparta del objetivo fundamental de este trabajo, es posible 

demostrar que Ja potencia media de absorción de energía de Ja partícula se 

compensa con Ja potencia de energía perdida, siempre y cuando Ja densidad 

espectral del campo sea de Ja forma 

p(w) (4.47) 

es decir, se cumple el balance detallado con una radiación que es solución a 

las ecuaciones de Maxwell, pero con espectro w
3

, salvándose el resultado 

clásico de que este balance sólo es posible cuando la distribución espectral 

es la de Rayleigh y Jeans. También es posible obtener la ley de radiación de 

Planck, los coeficientes A y B de Einstein, Ja fórmula correcta del 

corrimiento Lamb. así como una conexión interesante con el formalismo de 

Heisenberg de Ja mecánica cuántica. 

En los últimos cinco años Marshall y Santos(JZ) han 

desarrollado una línea de trabajo que recibe el nombre de óptica estocástica 

y que igual que la electrodinámica estocástica parte de considerar como real 

al campo de radiación de fondo, presenta una discusión semicualitativa de 

algunos fenómenos ópticos que comúnmente se consideran reservados a la óptica 

cuántica, incluí do el fenómeno de correlación cero llamado 

"photon-antibunching", que según Milonni no es posible explicar con el 

enfoque semiclásico como ya se dijo. 

En esta concepción el campo electromagnético es considerado 

ondulatorio y aleatoriamente fluctuante. Marshall, por su parte, ha 

realizado una serie de conferencias en las que expone este punto de vista y 

presenta diversas considerar:iones intcrcsanlt=s. 

siguientes: 

-La naturaleza de la Juz 

De ellas presentamos las 

está bien establecida 

experimentalmente, sin embargo, ¿Puede decirse lo mismo de su 

caracter corpuscular? Marshall responde que apenas en Jos 

experimentos de Clauser y Grangier en J974, y de Roger y Aspect 
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en 1986, se ha logrado alguna evidencia directa. Los primeros 

miden la desviación de un átomo individual ante Ja interacción 

de lo que podría llamarse un fotón y los segundos muestran una 

expulsión direccional del electrón durante el efecto 

fotoeléctrico. Por lo demás, la presencia del fotón, siguiendo 

a Marshall, ha permanecido siempre a nivel de una teoría cuyas 

explicaciones pueden ser casi siempre reproducidas sobre la 

base de una concepción ondulatoria. 

-Pensar que la luz está cuantizada porque ocurren destellos en 

la pantalla del experimento de la doble rendija cuando se baja 

mucho la intensidad del haz, es como pensar que un viento 

fuerte está cuantizado porque tumba las ramas de algunos 

árboles mientras deja ilesas a otras. 

-Una alternativa posible a la concepción corpuscular, versus la 

ondulatoria de Ja luz, es la de de Broglie, conforme a la cual 

una onda piloto, que r.o transporta energía, dirige a la 

partícula. Marshall considera que ésta última es una 

posibilidad interesante. 

Esta ultima concepción ha sido manejada por F. Selleri<3 >, 
quien propone la existencia de una onda tal que las probabilidades de 

transición de Jos átomos varían en función del valor que toma la onda en 

distintos puntos del espacio. Con anterioridad, el mismo Einstein había 

manejado, en 1925, Ja posibilidad de un enfoque basado sobre la existencia de 

una onda que el llamaba "onda fantasma"csi, que cumpliría una función 

semejante a la onda piloto de de Broglie. Esta es una muestra más de cómo 

muchas ideac; nuevas en física tienen su cuna en otras presentadas en el 

pasado, pero que en su tiempo no recibieron Ja elaboración, ni la atención 

que podría habérles dado una estructura más convincente. 

La electrodinámica estocástica y Ja óptica estocástica son 

otro prototipo de esfuerzos tendientes a elaborar teorías físicas que 

eliminen el exceso de misterio en la teoría cuántica. 
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CAPITULO V 

Una recuperación del modelo de Einstein 

5.1 Descripción del sistema físico. 

Consideremos un gas compuesto de átomos cuyo espectro de 

energía consta de niveles discretos, con un peso estadístico descrito por la 

estadística de Maxwell-Boltzmann cuando se encuentra en equilibrio térmico 

con una radiación electromagnética. 

En el lenguaje de los procesos estocásticos diremos que esta 

radiación se encuentra en un estado estacionario cuando está en equilibrio 

térmico con el gas, que se da como resultado de un balance detallado en el 

cual dos ni veles de energía y 2 cualesquiera de los átomos del gas, 

mantienen una radiación monocromática de frecuencia w=(E
1
-E

2
)/h, en un 

régimen en el cual la probabilidad de una emisión es igual a la probabilidad 

de una absorción. 

Esto nos permite simplificar nuestro enfoque y tratar 

solamente un gas formado por átomos de dos niveles en inter·acción con una 

radiación electromagnética monocromática que postulamos compuesta por 

fotones. 

Puesto que el número de átomos intercambiando radiación es muy 

grande, no es posible especificar cuántos fotones hay por unidad de volumen 

en un instante dado; en consecuencia, buscaremos una descripción estadística 

conforme a la cual asociaremos al gas de fotones una probabilidad por uuldad 

de tiempo gm(t) de que el número de fotones m(t) aumente en uno y una 

probabi lldad por unidad de tiempo r ( t) de que dicha densidad disminuya en 
m 

uno. Estas probabilidades dependerán de las propiedades de los sistemas 

atómicos y de la radiación y serán construidas sobre una base intuitiva, 

siguiendo el razonamiento de Einstein expuesto en el segundo capítulo. Esto 

introduce un contenido fenomenológico importante en la descripción. 

Sea P ( t J la probabilidad de que al tiempo t la densidad de 
m 
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fotones tome el valor m(t), tal que en el intervalo de tiempo (t,t+ot) puede 

cambiar al valor Pm(t+ot) como resultado de alguno de los siguientes eventos: 

P Ct+otl 
m 

P Ct+otl 
m 

1) Al tiempo t la densidad de fotones está en el estado 

m(t) con probabilidad Pm(t) y no ocurre ninguna emisión ni 

absorción. Este evento tendrá una probabilidad dada por, 

(1-g ot-r ot)P (t), más términos de orden superior en ot. 
m m m 

2) Al tiempo t la densidad de fotones está en el estado m+l 

y ocurre una disminución en una unidad. La probabilidad de 

este evento será r otP (tJ, 
m+l m+l 

más términos de orden 

superior en ot. 

3) Al tiempo t la densidad de fotones está en el estado m-1 

y ocurre un incremento en una unidad. La probabi 1 idad de 

este evento será gm_
1
otPm_

1
(t), más términos de orden 

superior en Ot. 

Sumando las tres contribuciones tendremos para la probabilidad 

reacomodando, dividiendo entre ot y tomando el límite ot~o. se obtiene la 

ecuación para la evolución temporal de la probabilidad P (t) 
m 

p (t) 
m 

r P (t) + g P (t) - (r + g )P (t) 
m+l m+l m-1 m-1 rn m m 

(5. 1) 

que coincide con la ecuación maestra (C.4) dada en el apéndice para procesos 

de nacimiento y muerte. 

Claramente la probabilidad rm de que ocurra una transición del 
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estado m al estado m-1 está dada por Ja probabilidad de que sea abosorvido un 

fotón, mientras que la probabilidad gm del estado m al estado m+I está dada 

por Ja probabilldad de que sea emitido un fotón. 
l~';·:.:"'"'-, 

['µ , ~f .,._ 
'!. ,.:: '/// l.[:';-;¡, 

Como se desprende de las consideraciones " ií"ntt:¡nioriisS la. 
''

1.t 1 n N/{ 
evolución de la densidad de fotones es descriptible, de manera nf¡~ur<rt< [}~"';,."-!;.,, 

mediante un proceso estocástico de nacimiento y muerte. Nótese que no henf~i[',;,, "-:­

hecho alusión a la indistinguibilidad de las partículas. 

Del material expuesto en el apéndice tenemos que, una vez que 

logremos construir las probabilidades de transición, estaremos en posibilidad 

de calcular Ja evolución temporal de todos los momentos de Ja densidad de 

fotones, asi como la entropía de la radiación. De que Ja densidad de energía 

esta dada por p=mhw, obtendremos la energía E y la energía libre de Helmholtz 

F=E-TS, donde T es la temperatura. Esto proporcionará Jos elementos 

necesarios para una descripción termodinámica del gas de fotones'46 >. 

5.2 Determinación de las probabilidades de transición. 

Los procesos de nacimiento y muerte se clasifican como 

lineales o no lineales segun sea la dependencia funcional de las 

probabilidades de transición r m y gm respecto del estado m. En las 

aplicaciones de esta herramienta matemática, la no linealidad aparece cuando 

hay interacción entre los individuos o elementos bajo estudio'53
•
55

>_ Por 

ejemplo, cuando se describen reacciones químicas como resultado de colisiones 

y disociaciones de moléculas para obtener las ecuaciones macroscópicas de Ja 

cinética química, o bien, cuando se describe la evolución de especies 

biológicas con competencia por alimentación entre los individuos. etc. 

Cuando no hay interacción entre los EJ'='mento:; que di:scribe el proceso, las 

probabilidades de transición son lineales. 

proceso de nacimiento y muerte es lineal. 

En este caso se dice que el 

Desde el punto de vista de este enfoque, podemos catalogar 

como ejemplos de interacción entre fotones a la creación y aniquilación de 

pares que se estudia en Ja física de altas energías. Pero para las 

temperaturas en las cuales pueden formarse los sistemas atómicos, no son 
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frecuentes este tipo de fenómenos, por lo que podemos restringir nuestro 

tratamiento al caso lineal. Por otro lado, siguiendo el razonamiento de 

Einstein ya mencionado, las probabilidades de transición que se construyen 

son lineales. La argumentación es como sigue: 

1 J La probabilidad de transición r m es proporcional a la 

probabilidad R
1
(t) de que el sistema esté en en el estado 1 

de energía mas baja E
1 

y al número de fotones m por unidad 

de volumen, resulta 

r (t) 
m 

donde "'iJ es independiente 

energía del sistema atómico. 

de la 

(5.2) 

temperatura y de la 

2) La probabilidad de transición gm es proporcional a la 

probabilidad RJ(t) de que el sistema se encuentre en el 

estado J de energia mas alta EJ y al número de fotones m 

por unidad de volumen. Además, considerando la emisión 

espontánea, debe existir un término proporcional a RJ(t) 

pero no a m, de donde resulta 

g (t) 
m 

con ff 1J, ºJI independientes 

energia del sistema atómico. 

de 

(5.3) 

la temperatura y de la 

Puesto que para tiempos grandes los sistemas atómicos deben 

obedecer la estadística de Maxwell y Boltzmann, postulamos la condición 

lim R (t) 
t~oo l,j 
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donde Z=JExp(-E/kT)d3pd3q/h3 en el caso. cont.lnuo y Z';'[Exp(.:.E/kT) para el 
1··· . ·, 1 ... ,. 

caso discreto. 

Para las probabilidades de trans.icfón ·:debemos ·· .t.erié'r la. 

condición del balance detallado en equilibrio 

llm g = lim r 
t--tcxi me t-+co me 

(5.5) 

donde m es el estado estacionario de la radiación. 

Sustituyendo (5.3) y (5.4) en (5.5) se obtiene 

a z-1Exp(-E /kT)m 
IJ l e 

/3 z-1EXp(.,-E /kT)m + • z-1Exp(-E /kT) • (5.6) 
JI J e Jl J 

suponiendo que m tiende a infinito cuando T tiende a infinito, resulta 
e 

Además, de que estas constantes no dependen de la temperatura, 

tenemos que esta igualdad se mantiene para toda T. 

Resolviendo en (5.6) para m se obtiene 
e 

m= 
e Exp(hw/kTJ - 1 

de modo que la densidad de energía de la radiación resulta ser 

(r /a )nw 
J 1 l J 

p(w,T) 
Exp(ñw/kT) -
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Para determinar las constantes -rJ1 .y _ o:1J aplicamos. la 

condición de que para wrr pequeña la radiación cumpla con. el principio de 

equipartición de la energía 

p(w,T) lli 
(5.9) 

de donde resulta que o:1J=-rJI' por lo tanto, .. las probabilidades de transición 

pueden escribirse como 

En lo sucesivo, por simplicidad usaremos 

y solo hasta el final introduciremos explícitamente los valores de a y de b. 

5.3 Cálculo de las propiedades estadísticas de la radiación 

electromagnética en equilibrio. 

(5.10) 

(5.11) 

Usando Jas expresiones (C.11) y (C.12) obtenidas en el 

apéndice para el primero y segundo momento de m(t) y las probabilidades de 

transición dadas arribas, se obtiene 

d<m> 
+ (a-b)<m> b (5.12) 

dt 
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la ecuación para el promedio. Para el caso de equilibrio tenemos que d<m>/dt 

= O, luego, resolviendo para el valor de equilibrio <m/ resulta 

<m> = ----­o ab- 1 -

Para el segundo momento la ecuación será 

+ 2(a-b)<m2 > 
dt 

En el caso de equilibrio d<m 2> 
0
/dt 

b 
(a+3b) (<m(t=O)> - -)Exp[(b-a)t) 

a-b 

b(a+3b) 
+---- + b 

a-b 

O, después de sustituir (5.13), resulta 

(a+3b)<m> +b 
o 

2(a-b) 

La varianza puede calcularse entonces de manera directa 

ab 

(a-b) 2 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

y con a/b Exp[(EJ-E
1
)/kT), se puede escribir el momento y la varianza como 

<m> = 
o Exp(hw/kT) - l 

Exp(hw/kT) 2 

oº 
m 

(Exp(hw/kT) - 1)
2 
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que reproducen Jos resultados predichos por la física estadlstica cuántica 

para los números de ocupación del gas de fotones. 

Usando la expresión (C.13) presentada en el apéndice se pueden 

obtener los momentos de orden superior para el caso de equilibrio, mediante 

un procedimiento algebraico que obtendremos enseguida: 

Reescribiendo (C.!3) tenemos 

d<mk> k- t k [ l k-1 ' ] --- = L (·) <m g > + (-!) <m r > 
dt l=O 1 m m 

y sustituyendo (5.10) y (5.11), resulta, después de un reacomodo 

Para el caso de equilibrio que estamos estudiando hacemos 

resulta 

(5.18) 

(5.19) 

y separando el (k-ll-ésimo sumando del primer término, se obtienf", dezpués de: 

resolver par:J. <m~> 

(5.20) 

con e=ñw/kT. 
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Esta expresión permite calcular todos los momentos de la 

densidad de fotones en equilibrio térmico mediante un procedimiento 

algebraico relativamente simple. Por ejemplo, para k=I resulta 

como era de esperarse. Para k=2 se obtiene 

Exp(B) + 
<m2> = ..,..-------..,.-

º ( Exp (e J I) 
2 

Para k,,;3, Ja expresión (5.20) ofrece la siguiente expresión 

<m > = - <m> 
~ 3 I { ( 3 ) I - Exp (e J 

0 
3 ° ºExp (el - I 

(
3 ) 2 1 + Exp(B) 

+ <m > ------
¡ ºExp(B) - 1 

y simplificando resulta 

---
1 

[(3) + (3)<m> + (~)<m2> 0J} Exp(O) - l O l o 

Exp(26) + 4Exp(O) + 1 
<111.3> = ----------­

º 
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Para k=4, se obtiene de (S.20) 

Exp(B) 

(
4). 

3 
1 + Exp(9) 

+ 2 <m >o · · 
Exp(B) - 1 

+ 

de donde resulta 

<m4> = 
o 

Exp(38) + 11Exp(28) + 11Exp(8) + 1 

(Exp(S) - 1) 
4 

Para k=S se sigue un procedimiento similar y se obtiene 

Exp(48) + 22Exp(39) + 66Exp(28) + 22Exp(8) + 1 

(Exp(O) - 1J5 

(S.24) 

(S.25) 

Este algoritmo se puede repetir indefinidamente para obtener 

cualquier momento <m~>. conociendo solamente las probabilidades de naclmientn 

y muertt" de fotones, sin necesidad de conocer las probabilidades P: de que 

haya m fotones de frecuencia w por unidad de volumen. 

En cambio, para obtener la entropía del gas de fotones no es 

suficiente con la información que se obtiene a parlir de (S.20), en 

consecuencia, resulta útil estudiar la solución estacionaria P5
• válida 

m 

cuando se ha alcanzado el equilibrio. Esta se obtiene con las ecuaci enes 
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(C.22), (C.24) y las probabilidades de transición dadas arriba, resulta 

pª 
m 

(5.26) 

Un enfoque distinto, planteado por Cetto:,. y dé :,ia Péña. en la 

referencia (58), permite obtener la expresión 

<p > 
n 

(1 - ele" (5.27) 

donde c=ba-1 y <p/ es la distribución de probabilidad, promediada, de que 

haya D. fotodetecciones producidas por un campo de radiación estocástico 

clásico. 

En este enfoque se considera un haz de luz monocromática 

incidiendo sobre un aparato de medición. Se supone que la probabilidad P(t) 

de una fotodetección al tiempo t es proporcional a Ja intensidad J(t) del 

haz, y por lo tanto, a la energía E(t). 

Si U(t, t+llt) es Ja probabilidad de una fotodetección en el 

intervalo de tiempo pequeño (t, t+llt), ésta está dada por 

U(t, t+llt) 

t-+b.t 

JI( t. )dt' (5.28) 

La probabilidad de n fotodetecciones en un intervalo finito 

(t, t+llt), está dada por la distribución de Poisson 

p(n) (5.29) 

siempre que las fotodetecciones sean eventos independientes entre sí. 
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Si se trata de un campo incidente fluctuante, U es una 

variable estocástica, de donde se tiene que p(n) ____ d_ebe ser promediada para 

obtener una probabilidad efectiva <p(n)> de que haya·, n fotodetecciones en 

(t,t+~T). Se tiene entonces 

<pCnJ> 
1 

-<(a:U)"Exp(-a:U)> 
n! 

(5.30) 

Por otro lado, usando la ecuación (S.47), que presentaremos 

más adelante, que el promedio de fotodetecciones está dado por ñ=aÜ y 

desarrollando en serie de Taylor el lado derecho de (S. 30), Cet to y de la 

Peña obtienen 

(S.31) 

En particular, si 

" n (S.32) 
Exp({3hw) - 1 1 - " 

resulta la ecuación (S.27) dada arriba. 

Resulta entonces que un modelo de fotones como el aquí 

planteado es equivalente, en lo que al primer momento se refiere, a un modelo 

de fotodetecciones producidas por un campo estocástico clásico. Y lo qu~ ~s 

J~ probabilidud Pm d~ que haya m fotones por unidad de volumen, es análogo a 

la probabilidad efectiva <p(m)> de que haya m fotodetecciones en un intervalo 

finito de tiempo. El problema que el modelo clásico deja abierto es porqué 

existen fotodetecciones, en lugar de un intercambio continuo de energía en el 

sentido usual de la electrodinámica clásica. 

Regresando a nuestro modelo, de la expresión (S.26) se puede 
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calcular el promedio de m en el estado estacionarlo, resulta 

<m> o Exp(hw/kT) - 1 
(5.33) 

que coincide con el promedio predicho mediante la relación de recurrencia 

dada en (5.20). 

La expresión para la entropía del proceso estocástico, dada en 

(C.25), permite calcular la entropía de la radiación, sea 

S(w,T) - k<lnP"> 
m 

sustituyendo (5.18) en esta expresión y reacomodando se obtiene 

S(w,Tl -kln (1 - Exp( -hw/kT)) + 
Exp(hw/kT) - 1 

hw/T 
(5.34) 

que coincide con la expresión dada por la física estadística cuántica para la 

entropía de un gas de fotones 140>. 

La expresión (5.26) se conoce con el nombre de distribución 

geomwtrica o de Pascal, y como es bien sabido de la teoría de procesos 

estocásticos, a .partir de la distribución de probabilidad se pueden obtener 

todas !as p:-opicdadcs i::Sta<lístic.:as del sistema. En términos de las variables 

físicas que caracterizan al gas de fotones, la ec. (5.26) se puede escribir 

como sigue: 

p• 
m 

( l - Exp(-hw/kT) J Exp(-mhw/kT) 
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que coincide con la distribución de probabilidad que predice la fisica 

estadistlca cuántica para un gas de os.cil'adores armónicos independientes, en 

contacto con un baño térmico. 

Los momentos <m~> pueden calcularse directamente a partir de 

su definición 

(5. 36) 

pero la evaluación de cada uno de ellos involucra trabajar con el límite de 

una serie distinta en cada caso. Por lo tanto, resulta más fácil calcular 

los momentos a partir de la función caracteristlca 

G(K) <Exp(iKn> = ¿ P
0
Exp(iKn) (S.37) 

n=O 

Haciendo ;=Exp(-ñw/kT) en (5.35) y sustituyendo en (5.37) se 

obtiene 

"' G(K) = I: (1 - ;J;mExp(iKm) 
m=O 

luego, la función característica será 

1 - • 
G(K) (5.38) 

- ;Exp(iK) 

De (A.5) resulta que 

(5.39) 
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donde G<k> (K=OJ es la k-ésimá:derl.vad~. valuada en cero, de la función 

característica. Sustituyendo (5.'~8) en (5;39); se obtiene 

- aExpClK) r1

1. 
K=O 

(5.40) 

y comparando (5.40) con (5.20), se obtiene para la k-ésima derivada de la 

función caracteristica, valuada en cero, 

1 {k 2 · 1 + ( -1 ~ - 1 
Exp (a J -------- r(~)<m1+1> --------

ikk(l - Exp(-eJ) 1=0 ° Exp(aJ - 1 

(5.41) 

Obteniendo la primera derivada de la función caracteristica a 

partir de (5.38), resulta 

G' (K) 
iaCl - alExpUKJ 

(1 - aExpUK))
2 

valuando en K=O y usando (5.39) se obtiene 

<m> o Exp(S) - 1 
(5.42) 

Análogamente, calculando la segunda y la tercera derivada de la función 
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característica, se 'iobtiene -de (5.39)_ 

Exp(hw/kT) + l 

(Exp(hw/kT) - 1) 2 

40 - 1+ ,-3 Exp(3el + 4Exp(eJ + l 

( Exp ( e l - l) 3 

que coinciden con las ecuaciones (5.21)-(5.23). 

(5.43) 

(5.44) 

Aunque la expresión (5.39) es más simple que la ecuación 

(5.20), en Ja práctica lleva a un cálculo más complicado. 

que el procedimiento empleado inicialmente es más sencillo. 

De donde resulta 

El k-ésimo momento de la energía por unidad de volumen, y por 

modo normal de la radiación, puede encontrarse mediante la relación 

(5.45) 

Los momentos de la energía de la radiación calculados de esta 

forma coinciden con los predichos por A. M. Cetto y L. de la Peña en la 

referencia (58), mediante un enfoque enteramente distinto que consiste en lo 

siguiente: 

l.Sea un campo aleatorio en su estado de máxima entropía, tal 

que cada 11no de sus rnudos tiene una energía media definida y 

que su densidad está normalizada a la unidad. Con estas 

condiciones y definiendo la entropía como S=-k<lnW>, se obtiene 

W(E) (5.46) 
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con <f>(f3) (/3=1/kT) una función no especificada de la 

temperatura. 

2.Si f(E) es una función de la energía, se define su promedio 

como 

(5.47) 

3.Retomando el enfoque utilizado por Einstein en 1906 para 

estudiar los calores específicos, proponen 

W(E) (5.48) 

donde g(E) es una densidad de estados energéticos. 

4.Encuentran que para obtener la ley de PLanck, g(EJ tiene que 

estar dada como 

g(E) ¿ o(E - n;r) 

donde ;r=hw. Luego calculan 

y obtienen la relación 
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<Er> 

(5.49) 
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con Z =<E>+hw. 
T 

Si aplicamos esta ecuación en forma sucesiva, res.ulta 

.hw 
<E:> = --'------

· Exp (f3hw) - 1 

(hw)
2

(Exp(/3hw) + 1) 
(Exp(f3hw) - 1) 2 

(hw)3(Exp(2f3hw) + 4Exp(f3hw) + 1) 
(Exp(f3hw) - 1) 2 

(5.52a) 

(5.52b) 

(5.52c) 

que coinciden con los momentos predichos mediante el modelo que 

desarrollo en este capitulo. 

5.4 Sobre la termodinámica de un gas de fotones. 

Si <m(t)>
0 

dada por (5.19) es el promedio del número de 

fotones por unidad de volumen, con frecuencia y espín dado, y el cálculo de 

la densidad de estados en el espacio fase lleva a 

dN(w) 

entonces. la energía E de la radiación y el número total de fotones en un 

volumen V serán 

Vh f' w
3

dw 
E 2 3 Exp(hw/kT) - 1 

(5.53) 
rr c 

o 

N 
V r w

2
dw 

rr2c~ Exp(hw/kT) - 1 
(5.54) 
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s 

La entropía estará dada por 

kY J"' - --;---; c.?1n (1 
7l C' 

o 

hY J"' w
3

dw 
- .Exp(-hw/kT))dw + 7t2c3Y Exp(hw/kT) 

o 

- 1 • (5.55) 

De donde se puede calcular la entropía libre de HelmhOltz 

F=E-TS para obtener 

F - Exp(hw/kT)) dw (5.56) 

o 

A partir de esta expres10n es posible calcular las propiedades 

termodinámicas de la radiación del cuerpo negro147l, como se puede ver a 

continuación: 

Las variables independientes naturales cuando se utiliza Ja 

energía libre de Helmholtz como potencial termodinámico son: la temperatura T 

y el volumen Y. A partir de allí se tiene 

s -(::L p (5.57) 

y también 

E (5.58) 
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pero como 

resulta 

donde 

Haciendo x=hw/kT en (5.56) se tiene 

F 

o 

e x 3
dx 

JExp(x) - 1 15 

o 

F 
4,,. vt4 
3c 

Usando la primera ecuación de (5.57) resulta 

s 
16a- VT3 

3c 

Usando la primera ecuación de (5.57) resulla 

p 

96 

4a- T4 

3c 

(5.59) 

(5.60) 

(5. 61) 

(5.62) 



De la ecuación,JS.58) .. r'esulta.;para la energía 

La capacidad caloriflca:a volumen constante 

C= 
V 

16cr VT3 

c 

(S.63) 

(S.64) 

La entalpía H=E+PV se obtiene de (S.62) y (S.63), resulta 

H 
16cr vr4 

3c 
(S.65) 

5.5 Transferencia de momento de una radiación monocromática a un espejo. 

En 1909 Einstein estudió las fluctuaciones en el momento 

transferido de una radiación monocromática a un espejo durante un intervalo 

de duración T. El enfoque de procesos de nacimiento y muerte que aqui 

desarrollo permite encontrar, de manera muy sencilla, la misma expresión 

obtenida por Einstein. 

Sea un sistema formado por un espejo y un gas de fotones que 

interacciona con él, de forma t.Al que !::en ctsurvidos con probabilidad rm y 

emitidos con probabilidad gm. Sea mft) el número neto de fotones emitidos en 

una dirección (Q,Q+dnJ con probabilidad dQ/4n. Llamaremos un nacimiento a la 

emisión de un fotón y una muerte a la absorción de un fotón. Si cada uno de 

ellos lleva un momento hw/c, entonces el momento transferido del espejo a la 

radiación, por unidad de área y por unidad de tiempo, en la dirección 

cn,n+dQ), será 

m(t)hwdw/2nc 
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Las probabilidades de transición· g , . r pueden ser construidas 
m. m 

con base en los mismos argumentas· que ·llevan> a .·ces. 11). El problema 

matemático es, por lo tanto, esencialmente eÍ mis~c(dé.·r~rma tal que 

m(t)hwk/c 

será el momento promedio transferido del espejo a cada modo normal de una 

radiación monocromática, por unidad de área y por unidad de tiempo, en la 

dirección k del semi espacio en que se encuentra la radiación. 

Porconsiguiente, para una radiación con frecuencia en el intervalo (w,w+dw), 

el momento promedio transferido a un espejo de área A, durante T segundos, en 

una dirección k, será 

<p> 
hw

3 ~ 
<m(tJ>--;-:¡- ATdwk 

7l c 

Para la fluctuación cuadrática se tendrá 

En el caso de equilibrio resultará 

ATdwk 

Exp(hw/kTJ - 1 

. Para la fluctuación cuadrática tendremos 

2 hw[ 2 ] <(llp) > = N(w)A'""": <rn >
0

- <rn>~ dw 
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pero 

Exp(B) 

y escribiendo p(w, Tl=N(w)<m> 
0 

se obtiene de (5. 71) 

hw [ AT- dw p + 
c 

2 3 
TC C 

2 w 

que es la fórmula obtenida por Einstein en 1909. 

5.6 Acerca del comportamiento fuera de equilibrio. 

(5. 71) 

(5. 72) 

Supongamos ahora el caso más general posible para las 

probabilidades de transición dadas en (5. 11). Este es aquél en que las 

probabilidades de ocupación de los niveles energéticos E
1
,J dependen del 

tiempo y no están necesariamente dadas por la distr ibucion de Bol tzmann, 

aunque esperaríamos que tendieran a ella para tiempos muy grandes. ¿Que 

ocurre con la evolución temporal de los momentos <mk(t.)> de la densidad de 

fotones en la cavidad? Retomando la ecuación (5.19), tenemos que 

multiplicándola por b-1 y haciendo ab-1=Exp[B(t)), con B(t)=R
1 
(t)/RJ(t), se 
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puede reescribir como 

reacomodando resulta 

d<mk> k-1 k-1 
-1 (k) l (k) [ k-1 ] l+l b --- = l: i <m > + l: i l + (-1) Exp[e(t)J <m > 

dt l=O l=O 

separando el (k-1)-ésimo sumando del segundo término del miembro derecho de 

esta ecuación y pasándolo al lado izquierdo, resulta 

que es la ecuación para Ja evolución temporal del k-ésimo momento. 

La solución a esta ecuación es de la forma 

t 

Exp[-A(t)]{<m(t=OJ> + JQ(t')Exp[A(t')]dt'} 

o 

100 

(S. 73) 

(5.74) 



con 

l 

A(t) Jkb(t' )[Exp(B(t') - 1)dt' 

o 

y Q(t') igual al miembro derecho de la ecuación (5. 73). De (5. 74) es claro 

que <mk(t)> tenderá a un valor finito dado por 

l 

<mk>
0
= llm Exp[-A(t)]JQ(t' )Exp[A(t' )]dt' (5. 75) 

t .. O> 

siempre que A(t) sea positiva. 

condición: 

Se tiene que 

B(t) 

o 

- ·--

Veamos bajo que condiciones se cumple esta 

a 
ln­

b 

R
1 
(t) 

ln--­

RJ(t) 

donde R
1 

( tJ, RJ ( t l son las probabilidades de ocupación de E
1

, EJ 

respectivamente (con E
1
<EJJ. De que la función ln(y) toma valores positivos 

sólo para y>O, se tiene que B(t) será positiva siempre que R
1
(t)>RJ[t). Pero 

si B(l) es positiva, entonces el integrando de la expresión que define a A(t) 

será positivo, de donde resulta que A(t) será 

con:>iguieole, <m•(tJ> tenderá a un valor finito 

positivrj t~mbiér1. Por 

para tiempos muy grandes 

siempre que la probabilidad de ocupación del nivel más bajo sea mayor que la 

probabilidad de ocupación del nivel más alto, o por lo menos, que esto ocurra 

el tiempo suficiente como para que las contribuciones positivas del 

integrando lleven a la inteeral que define a A(t) a converger a valores 

positivos cuando t .. oo. Esta condición es de esperarse para los gases en un 

proceso de relajación hacia el equilibrio. 
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Las ecuaciones obtenidas en esta sección sugieren que podrla 

existir una radiación fuera de equilibrio cuando ésta está en interacción con 

un gas de sistemas atómicos que se encuentra fuera de equilibrio y en proceso 

de relajación hacia él. Entre otras cosas, deberla mantenerse una desviación 

respecto de la ley de Planck durante el tiempo de relajación de la radiación. 

5.7 Algunas conclusiones y consideraciones generales. 

Sin recurrir al formalismo de la mecánica cuántica, y por 

consiguiente, sin utilizar la física estadística cuántica, ni el concepto de 

indistinguibilidad de las partículas, la aplicación de los procesos 

estocásticos de nacimiento y muerte al modelo de Einstein de dos estados 

atómicos permite encontrar lo siguiente: 

1. Se obtienen todas las propiedades termodinámicas de un gas 

de fotones a temperatura T en una cavidad y éstas coinciden 

con los resultados que predice la fisica estadistica cuántica. 

2.Se encuentra una relación de recurrencia para calcular los 

momentos estadísticos 

equilibrio térmico, 

puramente algebraico. 

<mk> de la 
o 

mediante 

densidad de 1~otones en 

un procedimiento 

3.Para el caso de equilibrio térmico, los tres primeros 

momentos coinciden con los que se obtienen a partir de la 

teoría que A. M. Cetto y L. de la Peña llaman metaclásica y 

que han desarrollado replanteando para la radiación ~1 enfoque 

estadístico usado por Einstein en 1906 para estudiar los 

calores especificas de los sólidos. 

4.La función de distribución de probabilidad Pm de que haya m 

fotones por u. de vol., en equilibrio, coincide con la 

distribución de probabilidad que se obtiene, a partir de la 

física estadistíca cuántica, para el número de ocupación de un 

gas de osciladores armónicos independientes, de la misma 

frecuencia, y en contacto con un baño térmico a temperatura T. 
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5.Dicha función de distrit>ución P m en equilibrio coincide 

también con la obtenida por A. M. Cetto y L. de la Peña para 

las fotodctecciones producidas por un campo estocástico 

clásico sobre un Instrumento de medición. Sólo que Jo que en 

mi modelo es la probabilidad de que haya m fotones por unidad 

de volumen, viene a ser, en el modelo arriba citado, la 

probabilidad de que ocurran m fotodetecciones en un intervalo 

de tiempo finito~s•> 

6.EI modelo que he desarrollado permite obtener, también, Ja 

fórmula de fluctuaciones para la transferencia de momento 

entre una radiación y un espejo. Esta coincide con Ja que fué 

obtenida por Einstein en 1909. 

7.EI formalismo matemático que obtengo proporciona ecuaciones 

diferenciales para la evolución temporal de todos los momentos 

<mk(t)> de la densidad de fotones. 

S.Estos momentos <mk(t)> tenderán a un valor finito para 

tiempos muy grandes, siempre que el sistema de átomos de dos 

estados con los cuales interacciona la radiación se encuentren 

en un proceso de relajación hacia el equilibrio. 

9.Este último resultado sugiere que podría existir radiación 

fuera de equilibrio y que presentaría desviaciones respecto de 

la ley de Planck, durante el tiempo que dure el proceso de 

relajación. 

Por consiguiente: 

10. La teoría de procesos de nacimiento y muerte resulta ser 

una herramienta apropiada, de manera natural, para la 

descripción estadística de un gas de fotones en interacción 

con sistemas atómicos de dos estados. 
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11.El modelo utilizado por, Einstein .en 1917 para estudiar la 

radiación resulta ser potencialmente más rico de lo que reveló 

en la época en que fué planteado. 

12.El éxito que brinda el estudio de transferencia de energia 

lleva a pensar en el estudio de transferencia de momento, lo 

cual posiblemente podría ofrecer nuevos resul tactos 

interesantes, especialmente en lo que se refier·e a modelos 

matemáticos que faciliten una imagen tangible para nuestra 

imaginación macroscópica. 

más que como una conjetura. 

Esto no puede ser expresado aquí 

13.Para reforzar el punto anterior, cabe traer a colación la 

discusión, de actualidad como ha podido verse en el cuarto 

capitulo de este trabajo, acerca del carácter de los fotones 

como partículas reales o ficticias. No hay que olvidar el 

hecho particular de que el modelo de Einstein lo llevó a 

predecir la existencia de la emisión de radiación como un 

fenómeno direcclonal. 

14.Un punto que no es cuestión de conjetura, es que la 

aplicación de los procesos de nacimiento y muerte al modelo de 

Einstein permite estudiar la radiación fuera de equilibrio, 

siempre que se conozca la distribución de energías del gas de 

partículas atómicas ejecutando un proceso de relajación. 

5.8 Una evaluación breve de los distintos enfoques. 

Entenderemos por enfoque original el intento de Einstein, 

durante sus contribuciones a la teoria cuántica primitiva, por plantear una 

relación entre el concepto de onda y el de corpúsculo que diera una imagen 

fisica tangible de la naturaleza para nuestro pensamiento macroscópico. 

Llamaremos enfoque moderno a la sintesis formalizadora desarrollada con los 

trabajos de la mecánica ondulatoria y la matricial, hasta llevar al 

formalismo de segunda cuantización. Por último, hablaremos de nuevas 
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alternalivas para referirnos a los enfoques· de 

neoclásico y de la óptica y la ·electrodinámica 

revisados en el cuarto capítulo. 

estocastización formal, 

estocástica que fueron 

Como se desprende de la revisión de los primeros tres 

capítulos, existe una diferencia de fondo entre los creadores de la fisica 

cuántica, en cuanto a la forma de percibir las teorias fisicas. Mientras que 

Planck y Einstein buscan la formalización de sus ideas a partir de una imagen 

física definida y tangible para nuestro pensamiento macroscópico, los 

trabajos que se suceden con el desarrollo de la mecánica matricial tienen una 

tendencia formalizadora, que releva a la fisica de la obligación de facilitar 

imágenes a un nivel ontológico. 

Aunque para Planck la cuantización surge como una hipótesis 

irreconciliable con su punto de vista clásico, el quantum de energía aparece 

dentro de una imagen física muy nítida de un sistema de osciladores armónicos 

que simulan a la pared de la cavidad sobre la base del teorema de Kirchoff. 

El caso de Einstein es más notable, desde 1905, en las 

consideraciones introductorias al primero de sus trabajos sobre radiación, 

describe un campo formado por partículas, de forma tal que su efecto promedio 

sobre los dispositivos ópticos llevaría a detectar un fenómeno ondulatorio, 

mientras que los efectos instantáneos, que tendrían relación con el 

intercambio de energía entre los átomos y la radiación, necesariamente 

deberían revelar un caracter corpuscular en el campo. 

En su trabajo de 1917 Einstein considera la emisión de 

radiación de un átomo como ondas ésfericas, contraponiéndola a la emisión 

dir~cciünal J~ µdquele~ de luz que también involucran transferencia de 

momento. 

Esta física que complementa la búsqueda de formalismos 

matemáticos con la de imágenes descriptivas de los fenómenos naturales bajo 

estudio, está presente también en los trabajos iniciales de Bohr acerca del 

átomo hidrogenoide y en los diversos estudios posteriores para analizar la 

estructura del átomo de helio. Sin embargo, esta concepción de la física es 
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abandonada después, cuando se adopta un punto de vista conforme al cual esta 

ciencia debe proporcionar formalismos que permitan calcular valores de 

magnitudes físicas medibles en el laboratorio. El trabajo de Heisenberg 

sobre la nueva cinemática para describir los fenómenos cuánticos es de este 

tipo y es una consideración metodológica a Ja cual él Je concede mucha 

importancia. En sus artículos iniciales Schrodinger'48
J pretende ver al 

átomo como un proceso vibracional aprehensible a nuestra imaginación 

macroscópica, pero después su concepción es abandonada cuando la 

interpretación ondulatoria que plantea no resiste la crítica. Cabe recalcar, 

sin embargo, que su interpretación de Ja función de onda ha sido retomada en 

las últimas décadas, acompañada de argumentos que buscan resolver las 

dificultades que llevaron a Schrodinger a abandonarla. 

Todos Jos intentos posteriores que buscan una interpretación 

del mundo microscópico sobre bases distintas a las de Ja escuela de Bohr, no 

generan consenso, básicamente porque la interpretación ortodoxa extiende su 

éxito en un marco social y académico que facilita su aceptación por razones 

ajenas a la física' 40l. 

A raíz de Ja maduración de Ja teoría cuántica en 1925 y 1926, 

Ja física avanza hacia una creciente formalización y abstracción de Ja cual 

el trabajo de Dirac es una buena muestra, quien en su estudio sobre Ja 

cuantización del campo electromagnético vincula Jos conceptos de onda y de 

partícula en una sola teoría, exitosa porque obtiene las leyes de Einstein y 

de Pauli con un solo formalismo, que asi demuestra su capacidad de síntesis y 

Jo acertado del enfoque. 

Esa integración de Jos conceptos corpuscular y ondulatorio se 

da a un nivel forma I, sin imágcnc:; de: la. naturaJeza que se busca describir, 

siendo este último un requisito que Ja física no tiene que llenar en opinión 

de Jos autores de Ja nueva teoría. 

Otro aspecto que se debe hacer notar es el uso de un principio 

de correspondencia cuya validez no resulta clara y que en realidad reduce la 

teoría un nivel fenomenológico, toda vez que no existe un hilo conductor que 

relacione nuestra intuición con respuestas a preguntas como las siguientes: 
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- ¿Porqué es la regla de cuantización de Dirac correcta? 

- ¿Porqué funciona el principio de correspondencia cuando se 

está lievando a cabo un proceso de generalización hacia una 

teoría más rica? ¿Cuáles son las limitaciones de este 

principio? En este punto es claro que una teoría más general 

debe reproducir a otra considerada como caso límite, pero no 

es tan evidente que a partir de una teoría particular sea 

correcto construir ctra más general. En este último punto 

cabe traer a colación el análisis presentado por FineCSOJ 

sobre Ja diferencia metodológica entre Einstein y Bohr acerca 

del principio de correspondencia: Segun este autor, tanto 

Einstein como Bohr estaban de acuerdo en el uso de la 

propuesta metodológica de Mach que consistía en investigar los 

límites de aplicación de un concepto, como un primer paso 

hacia la r.onstrucción de otro mas refinado que el anterior. 

De forn1a tal que el nuevo viniera a sustituir al viejo 

concepto, conteniéndolo como un caso particular (caso límite). 

En Jo que no estuvieron de acuerdo fue en el segundo pase, que 

en el trabajo de Bohr vino a consistir en el desarrollo del 

principio de complementariedad para aplicar conceptos 

ondulatorios 

fenómeno. 

o corpusculares segun Jas condiciones del 

Por su parte, Einstein consideraba que los 

conceptos de la física clásica debían ser desplazados por 

otros nuevos y no simplemente segregados a la manera del 

principio de complementariedad de Bohr. 

Einstein era, por Jo tanto, más radical. 

La propuesta de 

Cuando hablamos del contenido fenomenológico de Ja teoría 

cuántica lo consideramos en un sentido un tanto diferente al caso de Ja 

termodinámica y Ja física estadística de procesos de equilibrio, aquí 

catalogamos al formalismo cuántico como fenomenológico, en particular a Ja 

segunda cuantización, porque introduce y se guía por reglas cuyo uso y 

justificación están fundamentadas en la precisión de Jos resultados a Jos que 

llega, sin reparar en Jos requisitos que deben llenar sus puntos de partida. 
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De hecho, la actitud pragmática que llevó al desarrollo del formalismo 

cuántico no se fundamenta en un sistema de primeros principios evidentes, 

como ocurre con las teorías especial y general de la relatividad, sino que 

una vez descubierto el aparato matriclal y ondulatorio, se fueron 

estableciendo axiomas para derivar el formalismo. A raiz de este proceso los 

fisicos crearon una estructura matemática cuyo significado fisico no podían 

entender completamente sobre la base de 11i intuición desarrollada con el 

estudio de la física clásica. El proceso histórico para la construcción de 

la teoría dio lugar a que en la mecánica cuántica no quedara claro cuál es el 

origen del comportamiento probabilista, mientra que en la fisica estadística 

si se tiene una idea tangible del caos molecular. 

Si aceptamos entonces la exigencia de tangibilidad como una 

condición a llenar por las teorías físicas, resulta que la mecánica cuántica 

tiene una característica conceptual distinta de la de la física estadística, 

pues aunque en ambas existe el elemento probabilista, en la última es claro 

el origen pero en la primera no. A menos que se acepte la idea original de 

Bohr, preconcebida desde su trabajo con Kramer y Slater, de que el electrón 

es aleatorio per se. 

En esta dirección cabe valorar las estocastizaciones del campo 

basadas en la mecánica de Nelson, pues tienden a dejar asentado, de manera 

fehaciente, que detrás de la teoría cuántica pueden existir procesos azarosos 

primarios que dan lugar al comportamiento cuántico. La limitación de estas 

teorías consiste en que no nos dicen cual es la causa física de ese 

comportamiento estocástico. 

El enfoque neoclásico es valioso en un terreno diferente: la 

generalidad de los t.P.x\os en física infunden la convicción de que para 

explicar el efecto fotoeléctrico, Compton, corrimiento Lamb, etc., es 

necesario recurrir al formalismo de la electrodinámica cuántica. De los 

trabajos desarrollados en el enfoque neoclásico resulta que esto no es 

cierto, pues todos estos erectos pueden calcularse cuantizando solo 

partículas y dejando al campo representado mediante funciones continuas. Por 

consiguiente, el caracter corpuscular del campo no es tan directo, más aún, 

segun Marshall, no hay evidencia contundente de esta característica 
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corpuscular, como sl Ja hay del ondulatorio. 

Otra enseñanza valiosa del enfoque neoclásico es Ja búsqueda 

de sencillez y de descripciones panorámicas -susceptibles de ser imaginadas-

de los fenómenos naturales. Además de que, al no reparar en las críticas a 

la interpretación de Schrodinger de Ja función de onda, plantea una muestra 

de recuperación de las ideas originales de Jos físicos, a fin de extraer al 

máximo sus posibilidades científicas. Este último punto es de particular 

interés para la realización del Capítulo V de este trabajo. 

La principal limitación del enfoque neoclásico radica en que 

no da respuesta a Ja pregunta, discutida por de la Peña y Cetto151
' ¿Porqué 

la Ecuación de Schrodinger? y que en consecuencia, deja de lado toda una gama 

de motivos de insatisfacción frente a la teoría cuántica. 

En este último sentido, el esfuerzo que gira alrededor de Ja 

Electrodinámica Estocástica y Ja Optica Estocástica es más ambicioso en sus 

propósitos, se busca una teoría física que además de JJevarnos a una 

explicación de Jos fenómenos cuánticos, reproduciéndolos, nos daría -de tener 

éxito- una base conceptual más clara. En mi opinión, proporcionaría una 

descripción tangible del fenómeno cuántico. Sin embargo, este camino ha sido 

el menos fructífero de todos y se encuentra aún bajo exploración, sin que 

pueda decirse todavía que ofrece resultados concluyentes. En consecuencia, 

cabe una crítica semejante a la de las alternativas anteriores, aunque ofrece 

la ventaja de ser un campo explorable, y por sus objetivos, promisorio. 

Estas tres alternativas revisadas dejan de lado Ja existencia 

real del fotón y causan la impresión de que es, como señala Marshall, un 

concepto obsoI~to. Es aquí donde se inicia mi interés personal. 

· Contrario a la impresión ampliamente difundida en los libros 

de texto, el concepto de fotón necesita una revisión profunda y no existe 

acuerdo de los físicos sobre un modelo único, aceptado por la comunidad de 

físicos. Como señalan Kidd, Ardini y Anton
152

', desde 1905 hasta Ja fecha se 

han manejado cuando menos cuatro modelos de fotón: 
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- El fotón como una particula análoga al electrón, pero sin 

carga, ni .masa, espin distinto;. etc. 

- El fotón como una singularidad en el ·espacio; 

- El modelo de fotón como una paquete de onda o un pulso 

electromagnético. 

- El modelo de fotón de la electrodinámica cuántica, que 

lleva a tomarlo como aumentos y decrementos discretos 

de coeficientes de Fourier. 

En lugar de emprender una defensa ciega a favor o en contra 

del concepto de fotón como una particula realmente existente, puede ser 

benéfico adoptar una posición metodológica similar a la atribuida a Mach por 

parte de Fine. Esta consistiria en tr2bajar algunas viejas ideas a la luz de 

la experiencia moderna, a fin de profundizar sus consecuencias y agotar sus 

posibilidades para encontrar sus limitaciones, adquirir experiencia sobre su 

campo de aplicación y encontrar -si acaso fuera posible- nuevos enfoques 

físicos que vengan a coadyuvar en la solución de las fuentes de 

insatisfacción actual de la teoria cuántica. 

Cabe entonces proponer la revisión de viejos y nuevos 

conceptos y modelos f isicos que fueron dejados de lado en el momento 

histórico en que fueron presentados, como ha ocurrido en muchos casos en el 

desarrollo de la física y sucede en la actualidad con la conjetura de 

Schrodinger sobre las analogias del fenómeno de difusión con la partícula 

libre cuántica y un posible sustrato estocástico de la teoría, con la 

interpretación que él dió de la funr:-ión '!' y con la hlpótesl::; de realidad de 

la radiación del campo de radiación de fondo. 
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A. Definiciones. 

APENDICE 

Algunos elementos acerca de los 

procesos estócasticos'53
-
57' 

Una variable aleatoria se define mediante un conjunto de 

valores posibles y una distribución de probabilidad sobre un conjunto, que 

recibe el nombre de rango, conjunto de estados, espacio fase, entre otros. 

Este conjunto de valores posibles depende de la naturaleza del 

fenómeno que los produce, puede ser discreto y finito, discreto e infinito, 

continuo en un cierto intervalo, en una o mas variables, etc. 

Si el conjunto es discreto y numerable, la distribución de 

probabilidad se da mediante un conjunto de números no negativos p n tales que 

(A.l) 

Si el rango es un intervalo 1 del eje real, la distribución de 

probabilidad se determina mediante una función no negativa P(x) tal que 

(A.2) 

a P(x) se le llama densidad de probabilidad. 

Sea X una variable estocástica (o aleatoria) con rango en 

(-co,co), se definen sus momentos como 
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(A.3) 

como 

(A.4) 

en serie de Taylor, e integrando en 

(-00,00) se tiene 

de donde 

G(K) = I (A.5) 
m=O m! 

con lo cual resulta que la función característica es úlíl como generadora de 

los momentos de la variable aleatoria X. 

Tomando el logaritmo natural de G(Kl y desarrollando en serie 

podemos definir los cumulantes xm tales que 

lnG(K) 
a> UK)m m 
¿--X (A.6) 

m=l m! 
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donde el m-ésimo cumulante .de la .variable áleátoria X debe ser igual al 

m-ésimo término de la serie de Tayli?r de GÚ{J.· .. 

Para una variable·· ; '.Ye'~ioriaL . de n componentes 

X= (x
1

, x
2

, ••• , xn) las expresiones cft.ii2i'..;ic''¡~; '.,\¡ se generalizan directamente 

en términos de integrales múltiples·.~ p!ii'a"l'a•/un6ión característica se tiene 
·<·:{' 

.. 

G(K) <Exp(iKX)> 

(ik ;) 1 ... (ik ) mn 
"·· 1 , n 

. ¿--------µml,. .. ,mn 
"'1;· .. : . ,m (ml) ! • •. (mn) ! 

(A.7) 

donde 

'm m 
· 1 - n 
<x · · ·x > 

1 1 
(A.Sl 

Si X es una variable aleatoria con rango en n=O, 1, la 

función característica es ahora una serie de potencias en z=Exp( ikx). En 

este caso se define la función generadora de probabilidad como 

"' F(z) = [ pnzn (A.9) 
n=O 

donde el coeficiente de la n-ésima potencia de z da la probabilidad del 

n-ési.mo elemento del rango. 

dados por 

En este caso se pueden definir los momentos factoriales q,m 

"' (-z)m "' 
F(l-z) = ¿-- "'m 

m=O m! 
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y los cumulantes factoriales am _tales que 

., (-z)m 
lnF(l-z) = L -- 9m 

m=l m! 
(A.11) 

Como en los casos anteriores, dada F(z) se cambia a las 

variables 1-z, se desarrolla en serie de Taylor y se toma como ~m al término 

que acompaña a (-z)m/m! Análogamente para (A.11). 

Sea y=f(x) una función definida de los reales en los reales, 

se dice que y=f(x) es una función aleatoria si X y Y son dos variables 

aleatorias relacionadas a través de la función f. 

Si P (x) es la densidad de probabilidad de la variable 
X 

aleatoria X, entonces la densidad de probabilidad de Y está dada por 

p (y) 
y 

También puede suceder que 

Y( t) f(t ,x) 

(A.12) 

(A.13) 

a estas funciones se ·les llama funciones estocásticas, el valor de y en un 

punto 

tiempo. 

t es una variable aleatoria. 
1 

Generalmente el 

Para y en el punto t 1 se tiene 
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y valuando en n inslantes t
1

, 

n-dimensional con densidad ·de probabl.lidad 

P (y ,t ; ... y ,t) = J5[f(t ,x) - y)···~[f(t•;xl - y ]P (x)dx 
n11 nn 1 1 n nx 

a!ealoria 

En lo sucesivo numeraremos los instantes t
1

, tn en forma cronológica, de 

forma tal que t <tJ si i<j. 

La sucesión de estas funciones P definen a la función 
n 

estocástica y tienen las siguientes propiedades 

i) p "'º n 

ii) P no cambia al permutar dos pares 

cualesquiera (xk,tk) Y (x
1
,t

1
), 

iiilJP(y,t; ... ;y,t)dy=P (y,t; ... ;y ,t) 
n 1 1 n n n n-1 1 1 n-1 n-1 

(A. 15) 

iv) Jp (y ,t )dy = 1 
1 1 1 l 

A las funciones estocásticas generalmente se les llama procesos estocásticos. 

Cuando se cumple que para cualquier intervalo T 

p (y 't ; ... ; y • t ) 
n 1 l n n 

P(y,t+T; ... ;y,t+T). 
n 1 1 n n 

CA. 16) 

se dice que y(t,x) 

<y1(t1Jy2(t2J>, que 

es un proceso estacionarlo. En este caso la expresión 

recibe el nombre de correlación, depende sólo de la 

diferencia de tiempos. 

Se define la probabilidad condicional 
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como la probahilidad de que el proceso 

tiempo t
2 

si ya habla tomado el valor 

Esta probabilidad 

Usando Cili) de (A. 

integrando 

Se puede generalizar este concepto para ,.h~bi~r ·cie uña densidad 

de probabilidad condicional conjunta 

que da la probabilidad de que el proceso tome los valores yk+t' ... , yk+l en 

los tiempos tk+t, tk+l, cuando ya ha tomado los valores y
1

, .•• , yk en 

los tiempos t
1

, .•. , \ 

(A. !9j 

Estas densidades de probabilidad condicionales conjuntas son importantes 

cuando hay correlaciones entre las variables estocásticas a tiempos 

diferentes. En este caso se dice que el proceso tiene memoria de su pasado. 
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y valuando en n instantes \• tn' se' tiene una ·.variable aleatoria 

o-dimensional con densidad de probabilidad 

P {y ,t ; ... y ,t l = J<'l(f(t ,x) - y J· .:·.srfit ,xJ - y JP (x)dx . 
·n I 1 n n · 1 1 n · n _ x 

En lo sucesivo numeraremos los instantes t
1
, ••. , t en forma crohológica, de 

n 

forma tal que \ <t J si i<j. 

La sucesión de estas funciones P definen a la función 
n 

estocástica y tienen las siguientes propiedades 

i) p '"º n 

ii) P no cambia al permutar dos pares 
n 

cualesquiera (xk, tk) y {x
1

, t
1
), 

iii) JP {y ,t ; ... ;y ,t )dy =P (y,t; ... ;y ,t J 
n 1 1 n n n n- l l l n-1 n-1 

iv) Jp {y , t )dy = 1 
1 J I l 

(A.IS) 

A las funciones estocásticas generalmente se les llama procesos estocásticos. 

Cuando se cumple que para cualquier intervalo T 

p (y • t ; ... ;y 't ) 
n 1 J n n 

p {y ,t + T; .•. ;y , t + T) , 
n 1 l n n 

(A.16) 

se dice que y(t,x) es un proceso estacionario. En este caso la expresión 

<y
1
Ct/;

2
Ct)>. que recibe el nombre de correlación, depende sólo de la 

diferencia de tiempos. 

Se define Ja probabilidad condicional 
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como la probabilidad de que el proceso estocástico, y(t,.xl tome el valor. y 
2 

al 

tiempo t
2 

si ya había tomado el valor y
1

. al tiempo 1i <t
2

. 

Esta probabilidad condicional .·está dada.~por. 

(A.17) 

Usando (¡!!) de (A.IS) para n=z y sustituyendo (A.17) en el 

integrando 

(A.18) 

Se puede generalizar este concepto para hablar de una densidad 

de probabilidad condicional conjunta 

que da la probabilidad de que el proceso tome los valores yk+I' .... yk+I en 

los tiempos tk+l' t 
k+I' 

cuando ya ha tomado los valores yl, ... , yk en 

los tiempos t
1

, ... , t 
k 

(A.19) 

Estas densidades de probabilidad condicionales conjuntas son importantes 

cuando hay correlaciones entre las variables estocásticas a tiempos 

diferentes. En este caso se dice que el proceso tiene memoria de su pasado. 
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Se define un proceso de Markov como aquel. que cumpÍe. co'n la 

condición 

es decir, cuando el valor yn al tiempo tn está determinado sólo por su valor 

inmediato anterior y . 
n-1 

B. Ecuación de Chapman y Kolmogorov y ecuación maestra. 

Para procesos de Markov se puede pensar en que dos pasos 

sucesivos son estadísticamente independientes y escribir 

p z(Y1•\;Y z' tz)P 211 (y1•\ ;yz, t2 I y3, t3) (B.I) 

Pl(y1.\)Pl l 1(y1. tl IY2·1zlP1J1(y2' 1z;Y3' t3) • 

integrando esta expresión en y
2 

y dividiendo entre P
1
(y

1
, \l resulta 

donde del lado izquie1·do se usó (A.17). 

A (B.2) se le llama ecuación de Chapman y Kolmogorov y es 

válida sólo para procesos de Markov. 

Una ecuación mas útil y que permite una interpretación 

IJ7 



(B.3) 

integrando sobre y
1 

y usando 

CB.4) 

sea t
2 
=t

1 
+i: con i: muy pequeño, se puede desarrollar - la -- probabilidad de 

transición del integrando en serie de Taylor 

el desarrollo a primer orden debe contener la densidad de probabilidad de 

pasar de y
1 

a y
2 

en [\•\+•] mas la densidad de probabilidad de que no haya 

transiciones en ese intervalo, sea 

CB.SJ 

la probabilidad por unidad de tiempo de que haya una transición de y 
1 

a y 
2

, 

entonces 

·fw (y ,y)dy t l 
1 

es la probabilidad total de que alguna transición parta de y
1 

en el intervalo 
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1 - -rJw (y ,yJdy t, 1 

es la probabilidad total de que no haya alguna transición que parta de y
1 

en 

el intervalo mencionado. Podemos tener una densidad de probabilidad haciendo 

o(y -y >[1 - -rJw (y ,yJdy] 
l 2 \ l 

Usando (8.5) y (8.6) podemos escribir 

.s ¡y -y J [1 - .~.Jw (y ,yJdy] 1 ·2 ~ l l 
l 

sustituyendo (B.7) en (B.4) 

P
1
(y

2
,t

1
+ T) = P (y ,t) +TJP (y ,t )W (y ,y )dy 

1 2 1 J l l t J 2 1 
1 

- -rfdy P (y ,t JoCy -y ifw (y ,yJdy , 
1 1 l J 1 2 t 1 

1 

trabajando el tercer término 

- TJdyJdy P (y ,t )W (y ,y)O(y -y ) 
l l l 1 tl 1 1 2 

=-TJdyP(y,t)W (y,y) 
1 2 1 t l 2 
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sustituyendo esta expresión en (B.8), reacomodando, tomando el lí!llite·· .. _T-+a y 

homogeneizando Ja notación 

(B.9) 

se obtiene Ja ecuación maestra para Ja densidad de probabilidad P(y, t) del 

proceso estocástico. 

Para procesos estocásticos discretos Ja ecuación maestra es de 

Ja forma 

dP (t) 
m 

dt 
L [ W n,n'P n'(t) - W n,n'p n (t)] 

n' 

(B.10) 

donde W es Ja matriz de probabilidad de transición. 
mm' 

En esta forma queda claro el significado de Ja ecuación 

maestra: dado un estado n, (B.10) proporciona una ecuación de ganancia y 

pérdida de probabilidad de cada estado. 

procesos contínuos. 
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e.Procesos de nacimiento y muerte. 

Sea la matriz W tal que 

W =W -'5 r'w 
nn' nn' nn1L n"n 

n" 

de donde resulta 

{ • .. si n*n' 

wnn'= 

-['wn"n si n=n' 
n" 

donde r indi~a sumatoria sobre todas las n';t:n, 
n 

Nótese que 

"w P Ct>="cw - .s "w JP CtJ L nn' n• ¿ nn' nn•l n"n n' 
n' n' n" 

cambiando n" ..,. n' 

l w p (t) = L (W ,P ,Ctl - w ,P (t)J • 
n' nn• n' n' nn n nn n 

(C.!) 

por lo tanto, si W nn' es la matriz de transición de (B. !O) y P n'(t) la 

probabilidad del n-ésimo estado al tiempo t, la ecuación maestra se reescribe 

como 

P (t) = \'W ,P ,(t) 
n L nn n 

n' 
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,. ·.· ' 

Se definen los procesos de nai:imiento y ,,_muerte_ ,mediante la 

matriz de transición 

w -nn' 
(C.3) 

si n=n' ~ 

que sustituyendo en (C.2) produce 

p (t) 
n 

r P (t) + g P (t) -(r +g )P (t) 
n+l n+l n-1 n-1 n n n 

(C.4) 

la ecuación maestra para procesos de nacimiento y muerte (PNM). A las 

magnitudes r n' g
0 

se les llama probabilidades de transición y dependen de la 

naturaleza del problema. 

Ejemplos de PNM son: 

!) Los procesos de Poisson con 

la ecuación maestra es 

r =o 
n 

p (0) 
n 

ó no 

2) Las caminatas aleatorias con tiempo continuo, donde 

y la ecuación maestra es 

r = e 
n 

p (t) 
n 
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g =e 
n 

C(P + P ) -2CP 
n+l n-1 n 

(C.Sl 

(C.6) 

(C.7) 



con e una constante. 

Deflniinos el operador de paso IE tal. que 

IEf(n) f(n+l) f(n-1) (C.8) 

donde f(n) es una función arbitraria de n y IE-1 es el inverso de IE. 

La ecuación maestra (C.4) se puede escribir como 

P = (IE - l)r P + (IE-1
- l)g P 

n n n n n 
(C.4') 

Enseguida obtendremos una propiedad importante del operador de 

paso, sean f y g dos funciones arbitarias de n 

N-1 N-1 N-1 

[ g(n)IEf(nl = [ g(n)f(n+l) = [ f(n+l)IE-1g(n+I) 
n=O n=O n=O 

sea m=n+1 

N 

[ f(m)IE-1g(m) 
m=l 

se tiene 

N-1 N 

[ g(n)IEf(n) = [ f(n)IE- 1g(n) (C.9) 
n=O n=l 

Esta propiedad nos permite obtener, a partir de la ecuación 

maestra, ecuaciones diferenciales para los momentos del proceso estocástico 

n(t), que pueden ser resueltos sin necesidad de conocer la densidad de 

probabilidad P (t). 
n 
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Multiplicando (C.4') .por n y .sumando sobre .n 

l 
n 

•.ln n(IE -·: l)r .. ~.p~.·(.t) ._¿~(IEci- l)gp··(t) 
. .. ·._. n ··'~ . -.·.·, · .. ;. n. n 

nP 
n 

usando (C.9) en el primero y tercer término 

\' nlEr P l n n 
n 

\' g P IEn l n n 
n 

(C.10) 

sustituyendo en (C.10) se obtiene rápidamente, después de reacomodar y 

cancelar términos 

~L nP 
dt n 

de donde 

d<n> 

dt 
<g - r > 

n n 

\' g p 
l n n 
n 

-[ 
n 

r p 
n n 

(C,11) 

Para el segundo momento se multiplica n
2 

por (C.4'). se suma 

sobre sobre n y con un procedimiento análogo se obtiene 

(C.12) 
dt 

Con el mismo procedimiento se obtiene la ecuación para el 

momento de orden k 

k=l,2, ... 
dt 
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y usando la fórmula de Newton. para. .el _bh:iomio resulta'·' finalmente 

(C.13) 

donde 

(~) 
k! 

(C.14) 
i ! (n-i J ! 

Los procesos de nacimiento y muerte pueden clasificarse en 

tres subclases segun su rango 

a) -OJ<Il<OO 

bl n=0,1,2, .. . 

e) n=O,l, ... ,N 

En el caso de (b) y (e) existen uno y dos extremos 

respectivamente, que se llaman fronteras y pueden ser clasificadas cada una 

en 

l) fronteras absorbentes, 

2) fronteras reflectantes. 

Como su nombre lo indica, las fronteras absorbentes son tales que cuando el 

sistema llega a c:~t": estado, se queda atrapado en él: mientras que las 

fronteras reflectantes no permiten que el sistema se mantenga en ese estado y 

lo regresan al interior del rango. 

La aplicación de PNM que se realiza en ese estudio es del tipo 

(b), cabe señalar sin embargo que las diversas combinaciones de (b) y (e) con 

(1) y (2) requiere de atención especial. 

se modifica en las fronteras. 

En particular, la ecuación maestra 

Para el caso estacionario es sencillo resolver la ecuación 
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maestra, sea P =O 
n 

(IE - llr P" + (IE-1
- l)g p" O. 

n n n- n CC.15) 

donde P • es la solución estacionaria. 
n 

Desarrollando el segundo término y 

usando que IEIE-1
=1 

factorizando 

(IE - l)(r P 0 
- IE-1g P 5

) 
n n n n 

o (C.16) 

pero esta ecuación implica que la expresión dentro de las llaves no depende 

de n, sea entonces 

J (C.17) 

usando (C.17) reescribimos la ecuación maestra como 

p (IE - 1)(-J) (C.18) 

de donde se tiene que J puede ser interpretada como el flujo de prohabi!idaci 

de n a los estados vecinos. 

Para el caso n=O, 1, ... , N, tenemos que n=O es una frontera 

donde la ecuación maestra toma la forma 

(C.19) 
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con 

o bien en la otra frontera (n=Nl 

(C.20) 

con 

o 

haciendo n=1 en (C.17) y usando (C.19). o bieri,. n=:N en (C.20), es claro que 

J=O, luego 

para toda n. Resolviendo para P s y aplicando IE-1, resulta 
n 

p• 
n 

g p• 
n-1 n-1 

r 
n 

que podemos utilizar como fórmula de recurrencia y obtener 

p• 
n 

r ···r r 
n 2 J 

La cosntante P 
0

• se determina imponiendo la condición de normalización 
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de donde resulta 

p• 
o 

N gn-l 0 • •glgO 

+¿:------ (C.24) 

n=J rn···r
2

r 1 

Por último definiremos la entropía del proceso n(t) para el caso estacionario 

s -k<lnP5 > 
n 

(C.25) 

donde el promedio se calcula con la densidad de probabilidad dada por (C.22) 

y (C.24). 
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e.Procesos de nacimiento y muerte. 

Sea la matriz W tal que 

de donde resulta 

{· 
si 

wnn•= 
nn' 

-¿· wº .. º si 
n" 

donde t indica sumatoria sobre todas las n'*n. 
n 

Nótese que 

n;en• 

n=n' 

= \ w p ,(t) - \ ó \ w p (t) L nn' n L. nn•l. n"n n • 
n' n' n" 

= \ w p (t) - \ w .. p ( t) 
~, nn' n' ~,, n n n 

cambiando n" ... n' 

\W ,P ,Ctl L nn n 
n' 

por lo tanto, si W es la matriz de transición de 
nn' 

(C.!) 

(B.10) y p (t) 
n' 

la 

probabilidad del n-ésimo estado al tiempo t, la ecuación maestra se reescribe 

como 

p (t) = \' w p (t) 
n l nn' n' 

n' 
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Se definen los procesos de nacimiento y muerte .mediante la 

matriz de transición 

(C.3) 

-(r +g ¡· 
n- n __ _si :n=_ri 1 

que sustituyendo en (C.2) produce 

p (t) 
n 

r P (t) + g P (t) -(r +g JP (t) 
n+l n+l n-1 n-1 n n n 

(C.4) 

la ecuación maestra para procesos de nacimiento y muerte (PNM). A las 

magnitudes r , g se les llama probabilidades de transición y dependen de la 
n n 

naturaleza del problema. 

Ejemplos de PNM son: 

1) Los procesos de Poisson con 

la ecuación maestra es 

r =O 
n 

g = q 
n 

p (O) 
n 

ó no 

2) Las caminatas aleatorias con tiempo continuo, donde 

y la ecuación maestra es 

r =e 
n 

p (t) 
n 
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g =e 
n 

C(P + P ) -2CP 
n+l n-1 n 

(C.5) 

(C.6) 

(C.7) 



con e una constante. 

Definimos~ el operador de ~paso IE tal que 

IEf(n) f(n+l) (C.8) 

donde f(n) es una función arbitraria de n y IE-1 es el inverso de IE. 

La ecuación maestra (C.4) se puede escribir como 

P (IE - 1lr P + (IE- 1
- l)g P 

n n n n n 
(C.4') 

Enseguida obtendremos una propiedad importante del operador de 

paso, sean f y g dos funciones arbitarias de n 

N-1 N-J N-1 

[ g(n)IEf(n) = [ g(n)f(n+l) = [ f(n+lJIE-1g(n+l) 
n=O n=O n=O 

sea m=n+1 

N 

l f(m)IE- 1g(m) 
m:::.t 

se tiene 

N-1 N l g(n)IEf(n) = [ f(n)IE-1g(n) (C.9) 
n=O n=l 

Esta propiedad nos permite obtener, a partir de la ecuación 

maestra, ecuaciones diferenciales para los momentos del proceso estocástico 

n(t), que pueden ser resueltos sin necesidad de conocer la densidad de 

probabilidad P (t). 
n 
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Multiplicando (C.4') por n y sumando sobre n 

r n([ - 11r p (t) l n n 
·n 

+ l n([cl~ l)gnPn(t) 
n 

d r nPn = r n[r P - r r P + r n[-1g p L L n n L n n l n n 
- r ng p 

l n n 
n dt n n n n 

usando (C.9) en el primero y tercer término 

\' n[r P l n n 
n 

r g p [n 
l n n 
n 

(C.10) 

sustituyendo en (C.10) se obtiene rápidamente, después de reacomodar y 

cancelar términos 

.'.:__ L nP 

dt n 

de donde 

d<n> 

dt 
<g - r > 

n n 

rgP 
l n n 
n 

- ¿ r P 
n n 

(C.11) 

Para el segundo momento se multiplica n 2 por (C.4'), se suma 

sobre sobre n y con un procedimiento análogo se obtiene 

dt 
<g + r > - 2<n(g - r )> 

n n n n 
(C.12) 

Con el mismo procedimiento se obtiene Ja ecuación para el 

momento de orden k 

k=l,2, ... 
dt 
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y usando la fórmula de Newton para el_ ;b_in,omio .:res_ulta- finalmente 

(C.13) 

donde 

k! 
(C.14) 

i ! (ri-i) ! 

Los procesos de nacimiento y muerte pueden clasificarse en 

tres subclases segun su rango 

a) -o:><O<a:i 

b) n=0,1,2, ... 

c) n=O,I, .. .,N 

respectivamente, 

En el caso de (b) y (c) existen uno y dos extremos 
1 

que se llaman fronteras y pueden ser clasificadas cada una 

en 

1) fronteras absorbentes, 

2) fronteras reflectantes. 

Como su nombre lo indica, las fronteras absorbentes son tales que cuando el 

sistemr1 llPea a ese estado, se queda atrapado en t:l: mientras que Jas 

fronteras reflectantes no permiten que el sistema se mantenga en ese estado y 

lo regresan al interior del rango. 

La aplicación de PNM que se realiza en ese estudio es del tipo 

(b), cabe señalar sin embargo que las diversas combinaciones de (b) y (c) con 

(1) y (2) requiere de atención especial. 

se modifica en las fronteras. 

En particular, la ecuación maestra 

Para el caso estacionario es sencillo resolver la ecuación 
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maestra, sea P =O 
n 

(IE - l)r Pª + (IE-1
- I)g P" 

n n n n 
o (C.15) 

donde P • es Ja solución estacionaria. 
n 

Desarrollando el segundo término y 

usando que IEIE- 1=1 

factorizando 

(IE - l)(r p• - IE-1g P 0
) 

n n n n 
o (C.16) 

pero esta ecuación implica que Ja expresión dentro de las llaves no depende 

de n, sea entonces 

J (C.17) 

usando (C.17) reescribimos Ja ecuación maestra como 

p = (IE - 1)(-J) (C.18) 
n 

de donde se tieue que J puede ser interpretada como el flujo de probabilidad 

de n a Jos estados vecinos. 

Para el caso n=O, 1, ... , N, tenemos que n=O es una frontera 

donde Ja ecuación maestra toma la forma 

(C.19) 
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.con 

o bien en la otra frontera (n=N) 

(C.20) 

con 

o 

haciendo n=1 en (C.17) y usando (C.19), o bien, n=N en (C.20), es claro que 

J=O, luego 

para toda n. Resolviendo para Pn6 
y aplicando IE-1

, resulta 

gn-lp~-1 
p• 

n 
r 

que podemos utilizar como fórmula de recurrencia y obtener 

p• 
I"' •••J"' I"' 

n 2 1 

La cosntante P 
0

" se determina imponiendo la condición de normalización 
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(C.22) 



de donde. resulta 

pª 
o 

(C.24) 

Por último definiremos la entropía del proceso n(t) para el caso estacionario 

s -k<lnP"> 
n 

(C.25) 

donde el promedio se calcula con la densidad de probabilidad dada por (C.22) 

y (C.24). 
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