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Resumen: En la actualidad un problema común a nivel mundial es la 

contaminación de las aguas superficiales y subterráneas. 

Esto limita la cantidad y calidad del agua disponible que 

se puede utilizar principalmente para fines domésticos, de 

riego e industriales. 

Para mantener un control de la contaminación del agua, en 

el caso de las corrientes superficiales, es necesario 

conocer la capacidad de dichas corrientes para 

transportar, dispersar y diluir los contaminantes. Un 

parámetro importante que caracteriza esta capacidad de 

autodepuración de los ríos es el llamado "coeficiente de 

dispersión longitudinal. Su evaluación correcta permite 

predecir con buena aproximación la variación de la 

concentración a lo largo del escurrimiento, mediante el 

uso de la ecuación de dispersión unidimensional. 

En este trabajo además de presentar algunos métodos 

reportados en la literatura, se llega a proponer u~ método 

similar a los existentes. Al comparar los resultados que 

arrojan los métodos que se describen con mediciones de 

campo del coeficiente de dispersión, se demuestra que con 

el método propuesto se tienen mejores resultados. 

Adicionalmente se valida la aplicación de la ecuación de 

dispersión en corrientes naturales, utilizando el método 

propuesto para calcular el coeficiente de dispersión, con 

los resultados de estudios de trazado reportados en la 

11 teratura. 
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1. - INTRODUCCIÓN 

Actualmente un problema común a nivel mundial es la contaminación de las 

aguas superficiales y subterráneas. Si bien no es nuevo que el ser humano 

utilize los cuerpos de agua Críos, lagos, etc. J como un medio para eliminar 

sus desechos, hoy en día, debido al desarrollo industrial y al incremento de 

población, esta práctica ha provocado que se tengan serios problemas de 

contaminación de dichas aguas. 

Como las descargas residuales pueden contener desde innocuos inorgánicos 

hasta sustancias tóxicas como son los metales pesados y materiales 

radiactivos, los ingenieros hidráulicos ya no se encuentran solamente 

interesados con la cantidad del agua disponible sino además con la calidad 

de ella. Es decir, resulta necesario entender los procesos hidrodinámicos 

de mezclado y de transporte que se llevan a cabo. 

Existen un gran número de estudios de dispersión en ríos, donde se ha 

pretendido entender el fenómeno y tratado· de establecer algunos modelos para 

predecir el comportamiento de los contaminantes, tanto en la zona cercana a 

las descargas como hacia aguas abajo de éstas. Precisamente 'en. zonas ya 

alejadas de las descargas, donde se tiene un mezclado completo tran~versal 

del contaminante, el fenómeno cae dentro de lo que se llama dispersión 

longitudinal. 

A partir de la zona anterior, la simulación y la predicción del contaminante 

hacia aguas abajo, es descrita mediante la ecuación de dispersión 

unidimensional. Para poder utilizar dicha ecuación es necesario conocer de 

antemano un parámetro importante que caracteriza la autodepuración de los 

ríos, llamado coeficiente de dispersión longitudinal. 

El objetivo de este trabajo fue realizar una investigación bibliográfica 

sobre los métodos de cálculo del coeficiente de dispersión, comprobar los 

resultados de los distintos métodos y proponer una metodología para predecir 



adecuadamente dicho coeficiente. 

Durante el desarrollo de la investigación, se analizaron los valores medidos 

de los coeficientes en diversos ríos y aplicándose la técnica del análisis 

dimensional, se obtuvo un nuevo método para la estimación del coeficiente de 

dispersión, que arroja mejores resultados que los métodos analizados. 

Este trabajo consta, además de la presente introducción, de cinco capítulos 

donde se describen la teoría de difusión, los métodos analizados para la 

estimación del coeficiente, la comparación de dichos métodos con el método 

propuesto, así como las conclusiones derivadas del presente estudio. 

En el capítulo 2 se comentan los fundamentos de transferencia de masa, tanto 

a nivel molecular como turbulenta, iniciando primeramente con una breve 

descripción de los procesos de difusión en fluidos homogéneos. y 

no-homogéneos, presentando enseguida ciertas propiedades y características 

del flujo de mezclas y por último, se describen las ecuaciones de difusión 

tanto en régimen laminar como turbulento. 

En el capítulo 3 se presentan los fundamentos de dispersión en flujos 

cortantes así como su aplicación al mezclado en ríos, siguiendo el enfoque 

desarrollado por Fischer en 1967. 

En el cuarto ~apítulo, además de mostrar algunos métodos para el cálculo del 

coeficiente de dispersión reportados en la literatura, se llega a proponer 

un nuevo método de características similares a los existentes, con la 

salvedad de que proporciona mejores resultados. 

En el capítulo 5 se realiza una comparación de los métodos descritos en el 

capítulo anterior; y se demuestra que con el método propuesto se tienen 

mejores resultados. Adicionalmente se valida la aplicación del modela de 

dispersión unidimensional para el caso de contaminantes conservativos en 

ríos, haciéndose hincapie en lo importante que es el evaluar correctamente 

el coeficiente de dispersión loogitudinal. 
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Finalmente, en el capítulo 6 se presentan las conclusiones derivadas de este 

trabajo. 
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2. - FUNDAMENTOS DE DIFUSIÓN 

En los problemas relacionados con el movimiento de los f luldos, es necesario 

identificar el mecanismo predominante de transporle o de transferencia que 

se requiere estudiar y utilizar la ley correspondiente para solucionar 

correctamente el problema. Existen básicamente tres procesos de 

lransferencia que son: de masa, calor y de cantidad de movimiento, y si bien 

es cierto éstos se dan simulláneamente, es posible hacer una jerarquización 

de dichos procesos, dependiendo del fenómeno bajo estudio. Tal es el caso 

del transporte de contaminantes en ríos, donde interesa conocer la evolución 

de la concentración del contaminate en el transcurso de la corriente. Aquí, 

es importante determinar la transferencia de masa, lo que conduce a utilizar 

la ley de conservación de la materia. 

En esté capítulo se comentan los fundamentos de transferencia de masa, tanto 

a nivel molecular como turbulenta, iniciando primeramente con una breve 

descripción de los procesos de difusión en fluidos homogéneos y no 

homogéneos, presentando enseguida ciertas propiedades y características del 

flujo de mezclas y por último, se describen las ecuaciones de difusión tanto 

en régimen laminar como turbulento. 

2.1.-Procesos de difusión 

En general, todos los fluidos en movimiento deben satisfacer el principio de 

conservación de la materia, sin embargo, en el caso de procesos de difusión 

de sustancias en un medio fluido, es conveniente hacer una distin..:lón entre 

Jos fluidos homogéneos y los no homoeéneos. 



Un fluido se considera homogéneo cuando dentro de la región en estudio, éste 

es de una sola especie, m.ientras que en los no-homogéneos existen dos o más 

especies, caracterizándose éstos por las variaciones en la cantidad de una 

sustancia con respecto a otra. 

En los fluidos homogéneos, al aplicar la ley de conservación de la materia 

resulta una expresión conocida como ecuación de continuidad, la cual 

relaciona al tiempo y las variaciones espaciales de la densidad y la 

velocidad. Más aún, si el fluido se considera incompresible, la ecuación se 

reduce a una expresión en las derivadas de la velocidad, respecto a las 

variables de posición. 

Para un fluido no homogéneo, el principio de conservación de la materia debe 

ser aplicado a cada componente o especie de la mezcla del fluido. En este 

caso se tienen dos tipos de transferencia de masa, una debida a la velocidad 

local del flujo de la mezcla conocida como difusión convectiva, y la otra 

originada por las diferencias de concentración de un componente dentro del 

fluido, llamada difusión molecular. 

En los flujos turbulentos, como el escurrimiento en ríos, el intercambio 

macroscópico de partículas de fluido es más importante que el proceso 

molecular, sin embargo es necesario mencionar la difusión molecular antes de 

presentar la ecuación de difusión para flujos turbulentos, debido. a la 

analogía existente entre los dos procesos, 

transferencia de masa. 

en el fenómeno de la 

2.1.1.- Propiedades y características de fluidos no homogéneos 

A continuación se mencionan ciertas propiedades del fluido y algunos 

parámetros cinemáticos del mismo, que serán utilizados en el desarrollo del 

trabajo. Asimismo, se considerará que dicho fluido tendrá dos componentes, 

es decir, será un sistema binario. 

Densidad. Es la masa total de la mezcla contenida en la unidad de volumen 



p (2.1) 

donde pa y pb son las densidades de cada componente 

Concentración. Es la cantidad de masa de cada componente por unidad de 

masa de la mezcla. 

Para el componente A es igual a : 

Ca masa de A 
(2.2) masa de la mezcla 

Para el componente B 

Cb 
mása de B 

(2:3) masa de la mezcla 

Flujo de masa. El flujo de masa para cada componente por unidad de área es 

igual al producto de la densidad y la velocidad, es decir: 

Para la componente A 

Pa·ra la componente B 

donde V 
a son las 

Na 

Nb 

velocidades medias de las moléculas 

componente, medidas respecto a un sistema de coordenadas fijo. 

.(2.4) 

(2.5) 

de cada 

Velocidad hidrodinámica. Es el flujo de masa total por unidad de masa de la 

mezcla 
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v - (2. 6) 

utilizando las ecuaciones (2.2) y (2.3), la ecuación anterior resulta igual 

a : 

(2.7) 

Por último, podemos definir el Clujo de masa del componente A, respecto a la 

velocidad hidrodinámica V del fluido , como: 

Ja p ( V - V ) a a 

2.2.- DiCusión molecular 

(2.8) 

La difusión molecular es el proceso en el cual la masa se transporta a nivel 

molecular debido básicamente al movimiento browniano, donde las diferencias 

de concentración ,dentro del fluido tienden a cero en el tiempo sin 

importar la convección que se tenga dentro del sistema. En problemas de 

contaminación, este tipo de transferencia es importante en reacciones 

químicas y biológicas a escala molecular. 

Los fundamentos teóricos de su formulación están basados, como en otros 

procesos físicos, en una descripción empírica del fenómeno. 

Fick (1855), apoyándose, de manera analógica, en las bases del flujo de 

calor de Fourler (1822), estableció que el flujo de masa de una sustancia en 

una dirección dada es proporcional al gradiente de concentración de la 

sustancia en esa. dirección. Con ello, postuló lo que se llama primera ley 

de Fick. 

Para un proceso de difusión unidimensional, la ley anterior se escribe 

matemáticamente como 

8 



J=-pD~ 
X X 8 X 

(2.9) 

siendo Jx el flujo de masa, Dx es un coef. de proporcionalidad conocido como 

coeficiente de difusión y C es la concentración. Para el sistema binario 

considerado, la ecuación anterior para el componente A se expresa como 

Ja 

donde 

a Ca 
- p Dab ax (2.10) 

Ja es el flujo de masa de A, Dab el coeficiente de difusión molecular de A 
a Ca que se difunde en 8, y ax es el gradiente de la concentración de A. 

2.2.1.- Ecuación de conservación. de la mat.eria en f'luidos 

no homogéneos 

Una vez presentado el proceso de difusión de una sustancia a nivel 

molecular, se puede establecer la ecuación general de conservación de masa 

para flujos de mezclas, en régimen laminar. 

De acuerdo con el principio de conservación de la materia a~licado a un 

volumen de control diferencial dx, dy, dz en un sistema fijo de coordenadas, 

flg. 2.1, y el sistema binario considerado, para la componente A se ti·ene : 

[ 

El flujo neto de mua de Al [ La rapidez de producción del 
a trav6s del elemento de + la ma•a de A por reacción 
de f"luldo químlca o biológica dentro 

del elemento de fluido 

De la ec. (2. 8), V a 

[ 

La rapidez de acumulación de ] 
masa de A dentro de 1 elemento 

de fluido 

....:!!!._+ V y sustituyendo en (2.4) resulta 
Pa 

9 



Na + 17 (2.11) 

en la que, al utilizar la primera ley de Fick, ec.(2. 10), e introduciendo Pa 

= Ca p , resulta 

Na - p Dab 'JCa + p Ca l7 (2. 12) 

Ahora bien, al representar en forma matemática el principio de conservación 

de la materia, en las direcciones x, y y z quedaría : 

- a~N;)x dx dy dz 8(Na)y 
~ dx dy dz - B(Na)z d -¡¡z-- X dy dz + 

+ Ra dx dy dz 
a Pa 
at dx dy dz 

donde Ra es la masa de A producida por unidad de volumen y por unidad de 

tiempo. Si hubiera destrucción de masa de A, Ra sería negativa. 

dividiendo entre dx dy dz y reordenando 

+ 
8(Na)x 
if}( + 

8(Na)y 
~ 

+ 
B(Na)z 
-¡¡z--

en forma vectorial, la ecuación anterior resulta 

+'J Na Ra 

Ra 

(2. 13) 

Similarmente, al plantearse la ecuación de conservación de masa para el 

componente B se tiene : 

+'J.Nb Rb (2. 14) 

En un sistema binario y conservativo, la producción ó destrucción de A 

10 



ocurre solamente a expensas de B ya que la masa total de la mezcla debe 

conservarse, de aquí que Ra = - Rb. 

Al combinar las ecuaciones (2;13) y (2.14), se obtiene 

+ V Na 
a Pb 

+ ifT + V Nb 

y apoyándose en las ecs. (2. 1) y (2.6), resulta 

a P 

ifT + V ( p V o 

o 

(2.15) 

siendo ésta la ecuación general de conservación de masa para el flujo de 

mezclas de un sistema conservativo de cualquier número de componentes y 

completamente análoga a la de un fluido homogéneo. 

Ahora bien, considerando solamente el comportamiento de un componente y sea 

éste el soluto o contaminante respecto del disolvente, al retomar las 

ecuaciones (2.12) y (2.13) y recordando que Pa = p Ca ,se tiene: 

a (pCa) 

a t 

desarrollando términos 

a (pCa) 

a t 

+ V (- p Dab V Ca + p Ca V) Ra 

+ V (- p Dab V Ca) + V (p Ca V) Ra 

a ( pCa) 

a t + p Ca V V + V V -(p Ca) Ra + p Dab V2Ca + 

+ V Ca V ( p Dab) 

Si se considera flujo incompresible, V V = O; la mezcla diluida (es decir, 

tanto la densidad p como el coeficiente Dab son constantes) y la sustancia 

conservativa, quedaría : 

11 



a Ca 
p ar + p V V Ca 

a ca 
at + V V Ca (2. 16) 

En forma cartesiana, se tiene 

a Ca a ca a Ca a Ca 

ar + u ----¡f)( + V ay + w az 

[ a
2

ca 
a2

ca a2
ca 

Dab --- + + 
a x2 ay 2 a z 2 

(2.17) 

donde u, v y w son los componentes de velocidad en las direcciones x, y ·Y z 

respectivamente. 

A la ecuación (2. 16) ó (2.17) se le llama ecuación de la difusión 

convectiva, y es la expresión de conservación de masa para la sustancia A, 

en un· flujo laminar incompresible 

Si se supone que el cuerpo de agua en estudio está en reposo, entonces 

V(x,y,z,t) =O, y la ecuación (2.16) se reduce a: 

que expresada en forma cartesiana resulta 

a ca 

ar [ 
a2

Ca 
= Dab --- + 

a x 2 

(2. 18) 

(2.19) 

A la ecuación anterior se le conoce como la ecuación de difusión la cual 

describe la transferencia de masa mediante un proceso de difusión rickiano. 

12 



Analizando la difusión solamente en la dirección x y considerando Dab 

constante, se puede encontrar la solución fundamental de la ecuación (2. 19) 

para una cantidad de masa H introducida en el origen. 

la ecuación se simplifica a: 

a Ca 

ift 

Unidimensionalmente 

(2.20) 

Como se puede observar, debido a que la ecuación anterior es lineal, su 

solución es muy usada para construir soluciones a problemas con condiciones 

iniciales y de frontera más complejos. La solución fundamental se puede 

obtener con diversas técnicas matemáticas (Crank, 1956). Una de las más 

sencillas es la que utiliza el análisis dimensional (Fischer et al, 1979) y 

que se presenta a continuación el resultado: 

C(x,t) exp -(x2/4Dt) (2. 21) 

La concentración en este caso sigue una distribución gaussiana y cuando H =1 

a la distribución se le conoce como normal. Algunas propiedades 

estadísticas importantes de la distribución gaussiana, en términos de los 

momentos de dicha distribución son: 

µ=o 

donde µ y ~ª son la media y la varianza de la distribución respectivamente. 

En este caso se observa que la varianza es lineal respecto al tiempo, 

concepto importante que se considera en el estudio de difusión en 

los flujos turbulentos, como se verá en la siguiente sección. 

2.3.- Difusión turbulenta 

De acuerdo con la clasificación de los flujos con base en el tipo de 

régimen, la contraparte del escurrimiento laminar es el flujo turbulento. 

Este se caracteriza por el movimiento irregular de partículas, las cuales 

13 



siguen trayectorias fluctuantes y erráticas. Mientras que en un flujo 

laminar el mezclado o difusión de la masa presenta un patrón bien definido 

(recordar el experimento clásico de Reynolds), en un flujo turbulento, 

aparte de que se tiene una difusión más rápida, la masa se mezcla o dispersa 

transversalmente moviéndose irregularmente. 

Debido al carácter aleatorio de movimiento de las partículas, es lo que hace 

pensar que el flujo turbulento ocurre en rangos de tamafios o "escalas" de 

movimiento, donde para entender mejor el fenómeno es costumbre utilizar la 

teoría estadística cuya aplicación se debe a G. I. Taylor. Precisamente 

dicho investigador al utilizar dicha teoría en el análisis de la difusión de 

la masa en los flujos turbulentos, llegó a sugerir la existencia de un 

coeficiente de mezclado turbulento análogo al de difusión molecular, para 

describir el mezclado de sustancias en este tipo de escurrimientos. 

El objetivo de esta sección es mostrar cómo y bajo qué condiciones dicho 

coeficiente se usa para estudiar el fenómeno de mezclado de sustancias en 

ríos. Sin embargo, debido al carácter aleatorio del flujo turbulento, es 

conveniente mencionar antes algunos conceptos estadísticos propios de este 

tipo de régimen, que serán utilizados posteriormente. 

2.3.1.- Algunos conceptos estadísticos de .turbulencia 

Supóngase que una partícula de fluida en un flujo turbulento, en el tiempo 

to, se localiza en un punto cuyo vector de posición es X con las coordenadas 

cartesianas (1;, 11, i;). Para un tiempo después t, la partícula se mueve a 

una nueva posición teniendo el vector de posición X de coordenadas 

cartesianas (X, Y, Z). De aquí, se puede establecer que la trayectoria de 

la partícula estará dada par una relación funcional de la forma : 

X = X(x, t, to) (2.22) 

donde 

X X(l;,11,i;, t, to), Y Y(l;,11,i;, t, to), Z Z(l;,11,i;, t, to) (2.23) 

14 



Similarmente, si se observa el movimiento de otra partícula existirá una 

relación funcional diferente de X, reflejándose con ello la naturaleza 

aleatoria de las trayectorias de las partículas contenidas en un flujo 

turbulento. Por otro lado, el vector X se puede interpretar como una 

variable aleatoria en el tiempo para cualquier partícula anal izada, donde 

existe poca correlación entre la posición de la partícula en el tiempo t y 

una siguiente posición para el tiempo t+T, es decir X= X (t). 

Estas interpretaciones de la ecuación (2. 22) son importantes ya que las 

propiedades estadísticas del movimiento de alguna partícula pueden ser 

diferentes si se promedia respecto al número total de partículas analizadas 

o promediando individualmente para cada partícula respecto al. tiempo. 

Con la idea de diferenciar y esclarecer cada forma de análisis, se tomará en 

cuenta el siguiente experime.nto : Considere que en un punto fijo se descarga 

un número de partículas en diferentes tiempos, observando el desplazamiento 

X de cada partícula, para un mismo tiempo T fig. (2. 2). Enseguida se 

descarga una sola partícula la cual es seguida en su movimient~, observando 

el desplazamiento X durante un gran número de intervalos de tiempo 

(iguales al número de partículas descargadas en el caso anterior), de duración 

T cada intervalo. 

En el primer caso, las propiedades estadísticas de la variable aleatoria X 

se pueden determinar promediando los desplazamientos sobre todas las 

partículas descargadas, llamándose a esta forma promedio global". 

Respecto al segundo caso, X también es una variable aleatoria pero sus 

propiedades estadísticas pueden resultar diferentes a las obtenidas mediante 

el promedio global. 

igual entre las 

Cuando el promedio de los desplazamientos resulta ser 

dos formas de análisis se dice que el proceso 

satisface la propiedad de ergodicidad. 

A continuación se mencionan algunas propiedades estadísticas de la variable 

aleatoria X ; y considerando por razones de simplicidad movimiento solamente 

en una dirección , interesa describir las propiedades estadísticas de X = 
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X(i;,r¡,1:;, t, to). 

Media global. Para la variable X, ésta resulta de promediar los 

desplazamientos. de las partículas para un número considerable de pruebas, 

siendo igual a : 

<X>= E [X(x,t,to)) = ¡:
00 

X p(Xlx,t, to) dX (2.24) 

donde el paréntesis < > indica media global, E es el valor esperado de y 

p(Xlx,t,to)dX es la probabilidad de que X tenga un valor entre X y X+dX en 

el tiempo t partiendo de x en el tiempo to , siendo p(X¡x,t,to) una función 

de densidad de probabilidad de X. 

Similarmente, el k-éslmo momento de la distribución de probabilidad se 

define como : 

(2.25) 

La autocovarianza del desplazamiento X de la partícula se define como la 

esperanza de X teniendo el valor de Xi en el tiempo ti y X2 en el tiempo t2, 

siendo igual a 

Bxx(x, t1, t2, to) E [XI X2] 

00 00 

f-oo f-oo X1 X2 p(X1,X2¡x,t1,t2,to) dXt dX2 (2.26) 

en la que p(X1,x2¡x, t1, t2, to)dX1dX2 es la probabilidad de que X tenga un 

valor entre X1 y Xt+dX1 en el tiempo t1 y entre X2 y X2+dX2 en el tiempo t2, 

partiendo del valor X en el tiempo to. 

Finalmente, la covarianza cruzada entre las componentes del desplazamiento 

de la partícula, es decir, entre X y Y o X y Z, se define como la esperanza 

de XY o XZ, por ejemplo : 
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Bxy(;v_, t, to) E {X Y] 

(2.27) 

siendo p(X, Ylx. t, to) la función de densidad conjunta de probabilidad para 

las componentes X y Y del desplazamiento de la partícula. 

Por otro lado, no olvidando que el interés principal del tema es el control 

de la contaminación en ríos, es importante definir parámetros estadísticos 

relacionados con las concentraciones . 

Sea n(x, t) la concentración observada en el punto x en el tiempo t, y 

pCnJx,t)dn la probabilidad de que la concentración de la sustancia tenga un 

valor entren y n+dn en el punto x en el tiempo t, la función de densida4 se 

puede escribir como : 

C(x,t) < n(x,t) > r: n pCnJx. t) dn (2.28) 

donde C(x, t) es la media global de la concentración n(x, t) medida en el 

punto x en el tiempo t, después de muchas pruebas repetidas en las que 

varias nubes de partículas se descargan bajo las mismas condi'ciones 

estadísticas. 

La coordenada x del centro de masa de una nube de partículas resultante de 

un experimento en particular, se define como : 

1 I"' J"' I"' X = ~-H~ x n(x,y,z, t) dx dy dz 
-CtJ -co -m 

(2.29) 

donde H es la masa total de la nube, siendo igual a 

H (2.30) 

La varianza de la nube, que son los desplazamientos medios cuadrados x, con 
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relación al centro de masa de las particulas para una nube en particular, 

está dada por : 

.,.2 
X 1 J"' J"' J"' ~-H~ _

00 
_

00 
_

00 
(x-X) 2 n(x,y,z,t) dx dy dz (2.31) 

Para el caso de un conjunto de nubes, la posición media global esperada del 

centro de masa, para todo el grupo de nubes seria 

1 J"' J"' J"' <X>= ~-H~ _
00 

_
00 

_
00 

x C(x,y,z,t) dx dy dz (2.32) 

De aquí que la varianza de la concentración en este caso sea igual a 

1 J"' J"' J"' -H- _
00 

_
00 

_
00 

(x-<X>) 2C(x,y,z,t)_dx dy dz (2.33) 

Ahora bien, si se desarrolla la ec. (2. 31) y se toma la media global se 

tiene 

1 J"' J"' J"' <a-:> ~H~- _
00 

_
00 

_
00 

x 2 C(x,y,z,t) dx dy dz -

1 J"'J"'J"' 23 222 -- X C (x,y,z, t) dX dy dz H2 -oo -oo -oo 

Similarmente si se desarrolla la ecuación (2.33) y se compara con la 

expresión anterior, la varianza de la concentración para todo el conjunto de 

nubes se puede expresar como: 

<a- 2> + <(X-<X> )2> 
X 
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donde 

Jm Jm Jm 2 2 2 2 2 -m -m -m XC (x,y,z,t) dx dy dz -

Jm Jm Jm 2 2 2 2 2 -m -m -m 2x e (x,y,z,t) dx dy dz + 

1 Jm Jm Jm 2 2 2 2 2 
~ -m -m -m XC (x,y,z,t) dx dy dz 

La ecuación (2.34) nos dice que la varianza de un conjunto de nubes de 

partículas es igual al promedio global de la varianza de cada nube, más el 

desplazamiento medio cuadrado global del centro de masa_de cada nube. 

Por último, el tamaño de una nube en particular lo definimos como 

(2.35) 

donde se toma un promedio de las varianzas en las tres direcciones x,y,z, y 

el tamaño de un conjunto de nubes sería 

L(t) 
[ 

1 ( 2 2 + 2)] 1 /2 
3 Lx+Ly Lz '(2.36) 

2.3.2.- Definición del coeficiente de mezclado turbulento 

Anteriormente se mencionó que el mezclado en un flujo turbulento se puede 

estudiar mediante un coeficiente análogo al de difusión molecular. Taylor 

en 1921 publicó un artículo titulado " Difusión por movimientos continuos " 

en el cual presenta un análisis justamente de cómo y bajo qué condiciones se 

lleva a cabo la difusión en un flujo turbulento. Enseguida se presenta el 

desarrollo realizado por Taylor, aplicado al caso de la difusión de la 

concentración media global, cuyo resul tacto proporciona las propiedades de 

dicha concentración, demostrándose con ello la posibilidad de la existencia 
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del coeficiente de. mezclado turbulento. 

Antes de iniciar con la teoría de Taylor, conviene mencionar las 

características del flujo consideradas en el análisis realizado por él, 

siendo básicamente las siguientes : 

1) El flujo turbulento es homogéneo y estacionario. Un ejemplo de este 

campo de flujo sería el caso del flujo en una tubería recta de longitud 

seminfinita, donde existe solamente difusión en una sola dirección, es 

decir, en la dirección axial. 

2) La velocidad media del flujo es cero. En el ejemplo anterior, esto 

se cumple si el sistema de ejes coordenados se mueve con la velocidad media 

del flujo (lo que supone adoptar un punto de vista Lagrangiano). 

2.3.2.1.- Análisis de Taylor. Considere una serie de experimentos, donde en 

cada uno de ellos se introduce a cada partícula del fluido en el tiempo to y 

en el punto x. una masa "m" de materia. Al tomar en cuenta solamente 

difusión de la masa en la dirección X, las ecuaciones (2. 36) y (2. 33) se 
2 \ 2. simplifican (unidimensionalmente se puede establecer que L = L omitiendo 

el factor 1/3, Fischer et al 1979), teniéndose que: 

1 J" J" J" L2
(t) = l x

2 ~-H~ _
00 

_
00 

_
00 

x 2C(x,y,z, t) dx dy dz (2.37) 

donde H/m es el número de partículas descargadas. 

Si se desprecian los efectos de difusión molecular, la masa m adicionada a 

cada partícula permanecerá siempre con ésta, de manera que la concentración 

media C(x,t) medida en un punto fijo x en el espacio, será proporcional a la 

probabilidad de que la partícula esté en dicho punto, de aquí : 

C(x, t) H p(x\x, t, to) (2.38) 

sustituyendo (2.38) en (2.37) se tiene 
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Y recordando la definición del k-ésimo momento de distribución de 

probabilidad (ec.2.25), resulta 

111 

2 J 2 L (t) = _
111 

x p(x¡~,t,to) dx < x2 > (2.39) 

Si bien el resultado an_terior es válido si todas las partículas se mueven 

desde un mismo punto x. se puede obtener una expresión similar a (2.39) para 

cuando se tiene una nube de partículas distribuidas espacialmente, es decir, 

con una distribución C(x,to) en el tiempo to. Al superponer los efectos de 

cada partícula, la concentración media registrada en el punto fijo x, será : 

C(x, t) J C(x,to) p(xlx. t,to) d~ 
V 

(2.40) 

obsérvese en la expresión anterior que si bien la integración es sobre un 

volumen y la diferencial es una dirección solamente, significa que la masa 

total H tiene unidades de masa por unidad de área. Al sustituir (2. 40) en 

(2.39) y cambiando tanto el orden como el origen del dominio de integración, 

se tiene que (Fischer et al, 1979) 

(2.41) 

donde L
2 (to) es la longitud media de la nube de partículas en el tiempo 

inicial to. 

Así, el problema de determinar el tamaño o longitud media de la nube de 

partículas es equivalente a calcular los desplazamientos medios cuadrados de 

las partículas del fluido, siendo esto último, el problema resuelto por 

Taylor en 1921. 

El procedimiento es el siguiente Sea U la velocidad de la partícula, con 
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velocidad media igual a cero (el sistema coordenado se mueve con la 

velocidad media, Ü=O), para el punto ~=O y to=O, la posición de la partícula 

en cualquier tiempo seria 

l 

X(t) fo U dt 

por lo que 

[ f: U dTI ] [ f: U dT2 ] 

l l 

fo fo U(T1)U(T2) dTt dT2 (2.42) 

y la media, para un conjunto de partículas, resulta ser 

l l 

< X
2 

> = fo fo <U(T1)U(T2)> dT! dT2 (2.43) 

Como el término <U(T1)U(T2)> representa el promedio de un gran número de 

ensayes del producto de la velocidad de una partícula en TI con la velocidad 

de la misma partícula en el tiempo T2, y debido a que la turbulencia es 

estacionaria, este producto resulta ser función solamente de la diferencia 

entre Tt y T2, de tal manera que se puede definir un coeficiente de 

correlación como 

Rx(T2-Tt) = <U(Tt)U(T2)>/<U2> (2.44) 

donde a Rx se le llama función de autocorrelación Lagrangiana, y <U2> = 

<U(O)U(O)>. Sustituyendo (2.44) en (2.43), se tiene 

l l 

<X
2
(t)> = f 0 fo <U

2
> Rx(T2-Tt) dT2 dTt 

(2.45) 

La parte final del análisis de Taylor requiere solamente manipulaciones de 

la doble integral; no es necesario considerar hipótesis o recurrir a 
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aspectos físicos del fenómeno, razón por la que a dicho análisis se le 

considera como un clásico de la difusión. 

Haciendo el cambio de variables 

S = T2-TI y T = (Tt+T2)/2 

e integrando por partes respecto a T la ec.(2.45), resulta (Fischer et al, 

1979) 

2 2 Jl <X (t)> = 2 <U> 
0 

(t-s)Rx(s) ds (2.46) 

Analizando la expresión anterior, se tienen dos casos límites: para tiempos 

muy cortos después de que la masa de partículas es descargada, la velocidad 

de la partícula es casi constante y Rx se puede considerar igual a la 

unidad, de manera que 

(2.47) 

Por otro lado, para tiempos grandes es razonable suponer que Rx tienda a 

cero, debido a que los desplazamientos de las partículas. no pueden 

correlacionarse entre sí. De manera que suponiendo que las integrales 
l l J Rx(s)ds y J sRx(s)ds tienden a un valor a medida que t crece, la ec.(2.46) 
o o 

bajo estas condiciones, resulta 

<X2 (t)> = 2 <U2> lim 
t~co 

l J
0 

(t-s)Rx(s) ds 

2 <U2> Tx t + cont. (2.48) 

"' en la que Tx = J Rx(s)ds y se le conoce como escala de tiempo Lagrangiana. 
o 

Al diferenciar la ecuación anterior, se tiene 

(2.49) 
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La ecuación anterior señala que para tiempos grandes, la varianza de la 

distribución de la concentración media de nubes de partículas dispersas en 

un flujo turbulento, crec'e linealmente con el tiempo, siendo esto análogo 

para el caso de difusión molecular como se señaló en la sección anterior. 

Este resul tacto, siendo el más importante de la teoría de Taylor, permite 

definir un coeficiente de mezclado turbulento análogo al de difusión 

molecular, ya que una característica en cualquier proceso de difusión es que 

la varianza de la distribución en cuestión (calor, contaminantes, ect. ), se 

incrementa linealmente con el tiempo (rischer et al, 1979). 

De lo anterior, podemos definir a dicho coeficiente de la forma siguiente 

e 
X 

(2.50) 

donde e es el coeficiente de mezclado turbulento. 
X 

En el análisis de la ecuación (2. 46) se mencionaron, los términos "tiempos 

muy cortos y tiempos grandes", obteniendo en cada caso las ecs.(2.47) y 

(2.48) . Una forma más clara de diferenciar precisamente cuándo son válidas 

las ecs. anteriores, es que para tiempos mucho menores a la escala de tiempo 

Lagrangiana (t « Tx) es válida la ec.(2.47) y para tiempos mayores a Tx, la 

ec.(2.48). 

Ahora bien, debido a que es difícil conocer el tiempo cuando se tiene una 

descarga de contaminantes en una corriente, la forma de saber a partir de 

que ,condición es aplicable la ecuación de la difusión turbulenta, es 

mediante la determinación de la longitud o tamaño de la nube de partículas. 

Considerando difusión en tres dimensiones, apoyándose en la ec. (2. 48) y 

despreciando la constante, el tamaño de la nube sería 

donde L es el tamaño de la nube, TL 

definidas similarmente a Tx. 

(2.51) 

l/3(Tx + Ty + Tz) siendo Ty y Tz 



Al definir una escala de longitud Lagrangiana, lL, de la forma 

(2.52) 

se tiene que la condición a cumplir para utilizar la ecuación de difusión 

turbulenta, en términos del tamaño de la nube está dada por : 

(2.53) 

Resumiendo, el análisis de Taylor demuestra que la difusión de un grupo o 

nube de partículas en un flujo turbulento, se puede estudiar mediante la 

definición de un coeficiente análogo al de difusión molecular, donde las 

condiciones a satisfacer para utilizar la ecuación turbulenta son 

1) Flujo turbulento homogéneo y estacionario . 

2) La varianza de los desplazamientos de la nube de partículas crece 

linealmente con el tiempo, es decir, es posible admitir la ley de Fick 

(ec.2.9) para relacionar el flujo de masa del contaminante y el gradiente de 

la concentración utilizando un coeficiente de mezclado y 

3) El tamaño o longitud de la nube de partículas deberá ser mayor que 

la distancia donde los movimientos turbulentos se pueden correla.cionar . 

2.3.3.- Ecuación de difusión turbulenta 

Una vez demostrado que es posible estudiar el mezclado en ríos mediante la 

definición del coeficiente de mezclado turbulento, la ecuación de difusión 

turbulenta resulta simplemente de realizar un desarrollo similar al que se 

efectúa en la obtención de las ecuaciones de Reynolds (Daily, 1981). 

Antes de pasar a la deducción de la 

reglas. Sea A = - 1- fh A dh B = 
h o ' 

ecuación, considere las siguientes 
h 

1 f B dh , A = A+a' y B = B+b' donde 
h o 

a'y b' son componentP.s fluctuantes, entonces A y B satisfacen lo siguiente: 
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¡:¡ = A+a' T + a' donde ar = o 

8 = B+b' = 8 + b' donde b' o 

A+B = A+a' + B+b' = /i + 8 

/18 lis 8 a' = 8 a'= o 

T8 ( /i + a') ( 8 + b') =A 8 + A b'+ 8 a'+ a'b' 

AB /i 8 +~ 

8 A a (A+a' > a /i + a a:· ~ 
a s a s a s a s a s 

Ahora bien, volviendo a la ecuación (2. 17) 

a ca a ca a ca a ca 
-a-t-+uax•vay-+"'az 

Dab 
a

2
ca ] 

a z 2 
(2. 17) 

y realizando un desarrollo similar al que se efectúa en la obtención de las 

ecuaciones de Reynolds 

Sea u = u + u' 1 V = V + v' 1 w w + w' 1 Ca = Ca + ca· 

al desarrollar cada término de la ec.(2. 17), se tiene 

a ca a -a-t" at" (Ca+Ca') 
a ca a ca' 

-a-t" + -a-t" 

si se toma el valor medio 

a Ca a ca· a Ca' 
-a-t" -a-t" + -a-t" 

a ca _a_t_ 
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Para el término aca 
u-a X 

resulta que 

- ( a - ) (u+u') --¡¡-f (Ca+Ca') a Ca 
uax 

a Ca 
uax ( 

a Ca a Ca' 
(u+u') ax+~ 

a ca a Ca' a ca a Ca' 
u ax + u ~ + u' ~ + u' ~ 

tomando el valor medio, o la media 

o 

a Ca' a Ca 
u ---ª X 

-u aª xca -%· +u-ax+ + u' 
~ 

considerando las reglas antes vistas (por ejemplo A § 

anterior resulta 

A BJ, la expresión 

por otro lado 

a Ca' 

a Ca 
uax 

a(u'Ca') 
a X 

a(u'Ca') 

ü a Ca + u' a Ca' 
ax ax 

u' a Ca' 
+ Ca' 

a u' 
~ ~ 

a u' entonces u' 
~ a X 

- Ca' 
~ 

sustituyendo en la expresión correspondiente 

a Ca 
u ---ª X 

a ca 
uax+ 

a(u'Ca') _ Ca' a u' 
ax ~ 

similarmente para los otros términos, resultaría que 

a Ca va-y a Ca v--- + a Y 

27 

a(v'Ca') _ Ca' a v' 
a Y ----¡¡-y-

(2. 55) 

(2.56) 



a Ca - a ca a(w'Ca') - Ca' w iJZ w--- + a z a z 

a2ca a2ca a2ca a2ca 
a X 

2 a X 
2 a Y 

2 ay 2 

sustituyendo en la ecuación (2. 17) 

a ca a ca a(u'Ca') 
- Ca' _a_t_ + u ax + a X 

+ B(v'Ca') - Ca' a v' a Ca 
ay ay-+w---az-+ 

reordenando 

[ 

a2ca 
Dab --- + 

a x 2 

a2ca 

a z 2 

a u' 
8)( 

a w' 
---az-

a2ca 

a z 2 

+ 
a ca 

va-y-+ 

a ca [ - a ca ¡; a ca - a ca ] [ _a_t_ + u ax + ay + "' ---az- + 
a(u'Ca') + 
a X 

+ 
B(v'Ca') + 

8 y 

[ 

a2ca 
Dab --- + 

a x2 

+ a
2

ca ] 
a Y2 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 

Recordando que el flujo se ha considerado incompresible en la obtención de 

la ec.(2. 17), es decir, V q O, por lo que 

V q = V (q + q' ) O 

y puesto que dlv q O, entonces dlv q'= O. Con esto, la ecuación (2.59) 
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quedaría 

a Ca a Ca v a Ca a Ca 
~a~t- + u ~ + --¡¡-y-- + w ~ 

+ 
8(v'Ca') + 
a Y 

8(w'Ca') 
a z 

- [ 8(u'Ca') + 
8 X 

(2.60) 

En la ecuación anterior, el valor medio de los términos cruzados u' Ca', 

v' Ca' y w' Ca' representan los flujos de volumen por unidad de area de la 

sustancia A, debidos a la turbulencia del flujo. Al multiplicar dichos 

términos por la densidad media, nos resulta el flujo de masa de A por unidad 

de area. 

flujo turbulento de masa por unidad de area p(u'Ca') 

Por analogía con la primera ley de Fick, se puede suponer que el flujo 

turbulento es proporcional al gradiente de concentración media, es decir : 

p(u'Ca') = - p Ex aca 
8 X 

p(w' Ca') 

p(v'Ca') = - p Ey aca a Y 

aca 
- p Ez az 

donde Ex, Ey, Ez son los coeficientes de difusión turbulenta. 

Al sustituir en la ecuación (2.60) se tiene 

y 

a ca a ca a ca a ca 
~8~t- + U ~ + V --¡¡-y-- + W ~ 

_a_( Ex aca) + 
a x a x 

-ª-(E aca) + -ª-( Ez aca J 
a y Y a y a z a z [ 

a2ca 
+ Dab --- + 

a x2 

En casos prácticos, como el escurrimiento en ríos, el intercambio 
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macroscópico de partículas es más importante que el intercambio molecular, 

razón por la que es común despreciar el último término del segundo miembro 

de la ecuación anterior, quedando 

8 Ca 8 Ca + v 8 Ca + 8 Ca _a_t_ + u trX ay w ~ -ª-(Ex 8Ca) + 
8 X 8 X 

-ª-(E aca) + -ª-( Ez aca) 
8 y y 8 y 8 z 8 z (2. 61) 

Esta expresión es la forma más general de la ecuación de difusión 

turbulenta, donde se considera a los coeficientes variables respecto al 

espacio, cuya fundamentación teórica fué dada por Kolmogorov (1931,1933). 

Si bien se puede pensar que debido a la forma de expresar la ecuac:ión 

anterior se esté violando una de las restricciones del análisis de Taylor, 

es decir de turbulencia homogénea y estacionaria, en la práctica se ha 

verificado experimentalmente en diversos campos de flujo la existencia de 

procesos de gradiente de difusión, donde no se respetan estrictamente las 

restricciones del análisis de Taylor. 
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3.- ÜISPERSION EN FLUJOS CORTANTES 

En el capítulo anterior se establecieron las ecuaciones de difusión tanto 

para régimen laminar como turbulento. Mediante el análisis realizado por 

Taylor en 1921 de difusión por movimientos continuos, se mostró que es 

posible estudiar el mezclado en un flujo turbulento mediante la definición 

de un coeficiente de mezclado análogo al de difusión molecular, lo que 

significa precisamente que el mezclado debido a las fluctuaciones de 

velocidad temporales se puede expresar como un proceso de gradiente. de 

difusión. 

Desde el punto de vista práctico, la ec. (2.57) no es muy aplicable en el 

caso de mezclado en estuarios y ríos, donde es importante conocer las 

concentraciones medias ya sea respecto a la profundidad o transversalmente. 

Taylor al seguir analizando el fenómeno de dispersión de sustancias en un 

flujo, inicialmente en flujo laminar (1953) y después en flujo turbulento 

(1954), encontró que si se promedia espacialmente la ec. (2.57) en una. o más 

direcciones, el mezclado debido a las variaciones espaciales de velocidad 

también se puede expresar como un proceso de gradiente de difusión. 

Dicho proceso es descrito mediante un modelo unidimensional en el que la 

causa principal de la difusión del contaminante en la dirección del flujo es 

la no unlformidad del perfil de velocidades transversal en la sección, 

llamándose al fenómeno dispersión en flujos cortantes. 

En este capítulo se presentan los fundamentos de dispersión en flujos 

cortantes así como su aplicación al mezclado en ríos, siguiendo el enfoque 

desarrollado por Fischer en 1967. 
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3.1.- Dispersión en un Clujo laminar 

El análisis efectuado por Taylor en 1953 sobre el mezclado de partículas en 

una tubería en régimen laminar es similar al que realizó en 1921, de 

difusión por movimientos continuos, es decir, adopta un sistema coordenado 

moviéndose con la velocidad media del flujo de tal manera que la velocidad 

longitudinal de las partículas pueda tomarse como una función estacionaria 

en el tiempo, llegando a establecer que la dispersión longitudinal de un 

grupo de partículas descargadas en una sección x=O, tendrá un comportamiento 

similar a un proceso de gradiente de difusión, después de que ha pasado un 

tiempo considerable desde su descarga en el flujo. 

Los argumentos e ideas de este análisis según Taylor, son los siguientes : 

Si en un flujo laminar en una tubería con distribución de velocid~des 

transversal como la mostrada en la fig.3.1, se observa el movimiento de dos 

partículas localizadas una al centro de la tubería y la otra cerca de la 

pared, la separación entre ellas causada por la diferencia de velocidades 

será mucho mayor que la originada por el movimiento molecular. Asimismo, 

cualquier molécula tenderá a viajar aleatoriamente en todo lo ancho de la 

sección debido a la difusión molecular, después de que ha pasado bastante 

tiempo de que fué descargada. 

Lo anterior trae como consecuencia que, por un lado, al promediar la 

velocidad de cualquier partícula respecto al tiempo, ésta deberá ser igual 

al promedio transversal instantáneo de las velocidades de todas las 

partículas, y por otro, en algún punto la velocidad de la partícula será 

independiente de su velocidad inicial, lo cual es similar al análisis de 

difusión por movimientos continuos. 

Siguiendo Taylor con las ideas antes mencionadas, llegó a determinar un 

coeficiente de dispersión longitudinal, análogo al de difusión molecular, 

para el gradiente de la concentración media transversal en una tubería. El 

desarrollo se muestra a continuación . 
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Considere un flujo bidimensional como el mostrado en la fig.3.2, el cual 

fluye entre dos placas paralelas separadas por una distancia h, donde ias 

líneas de flujo son igualmente paralelas a las.paredes. La distribución de 

velocidades está dada por la función u(y) y la velocidad media es Ü . 

Al realizar un análisis similar al efectuado en la obtención de la ecuación 

de la difusión turbulenta, se tiene que sin importar el tipo de distribución 

de velocidades, la velocidad media está dada por 

ü = + r u dy 
o 

(3. 1) 

y la desviación de la velocidad respecto a la media transversal será 

u'(y) = u(y) - u (3.2) 

donde la sobrebarra denota la media transversal. Al transportar el flujo un 

soluto con una concentración C(x,t) y coeficiente de difusión molecular D, 

la concentración media transversal en cualquier sección es igual a 

1 
-h- (3.3) 

y como en el caso de la velocidad, la desviación de la concentración 

respecto a la· media resulta ser 

C' (y) C(y) - C (3.4) 

Al sustituir las expresiones anteriores en la ecuación de difusión 

unidimensional (ya que el flujo ocurre solamente en la dirección x), se 

tiene 

~ t (C+C') + (Ü+u') aªx (C+C') 
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[ 
a 2 

D --
a x2 

(C+C') (3.5) 

Al adoptar un sistema coordenado moviéndose con la velocidad media, es decir 

con el cambio de variables 

X - ut, 't = 

y haciendo uso de la regla de la cadena, 

a ~ a a -r a 
ax BT + ax- a-:r-

a 
BT 

a a a 
at 

a ~ a a -r a 8t a¡; + _a_t_ a:T -uaT+a-:t 

la ecuación (3.5) se transforma entonces en 

: -r (C+C' ) + u' ~ cc+c•) 

D --[ 
a 2 

. a ~2 
(C+C' ) 

(3.6) 

(3.7a) 

(3.-7b) 

(3.8) 

Una de las ideas de Taylor expuestas anteriormente, es que la dispersión en 

la dirección del flujo debida al perfil de velocidades es mucho mayor que la 

causada por difusión molecular, de aquí que se puede despreciar el primer 

término del segundo miembro de la ecuación anterior, teniéndose que 

a e 
a-:r 

a C' 
+ B-:r + u' 

a e 
~ 

+ u' 
a C' 

~ 
D (3.9) 

La limitante de la ecuación (3.9) es que al variar u' con y, se tiene una 

ecuación diferencial parcial con coeficientes variables siendo muy difícil 
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de manejar con los métodos disponibles actualmente. Al respecto, Taylor 

haciendo gala de una brillantez admirable, encontró la solución a dicha 

ecuación al despreciar tres de sus primeros cuatro términos de la ecuación, 

ac 
incluyendo el término 8T el cual expresa el grado de decaimiento de la 

concentración y siendo ésto justamente lo que interesa determinar. 

Con lo anterior, la ecuación (3.9) quedaría 

u' a e 
~ 

D , con a e· 
ay- o en y O,h (3. 10) 

La solución para C' (y) se puede obtener mediante la integración de la 

ecuación (3.10), sin embargo antes de presentar dicha solución conviene 

mencionar los argumentos de Taylor para justificar el haber simplificado la 

ec. (3.9) y asi entender mejor su anAlisis. 

BAsicamente, el problema tiene que ver con el orden de magnitud de los 

términos de la ecuación. Al aplicar el operador l/h Jo ( ) a cada miembro 

de la ec. (3.9), se tiene 

a e 
~+u' 

8 C' 

8T o ( 3. 11) 

donde la sobrebarra indica el promedio transversal de todo el término. 

Restando (3. 11) de (3.9) resulta 

.... ! .. E.'+ u' a e + u' a C' - u' 
8T ~ ~ 

8 C' 

8T D ( 3. 12) 

La primera hipótesis de Taylor fué que si C' y C son funciones que varían 

suavemente, donde e es mucho mayor que e· . entonces 

U
, a e· 
~ -
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con lo que la ec. (3. 12) quedaría 

: ~· - D - u' a e 
a¡; ( 3. 13) 

Taylor reconoció a la expresión anterior como una simple ecuación de 

difusión unidimensional, en la que el término - u' : ~ juega el papel de 

término fuente de intensidad variable, cuya contribución neta en todo lo 

ancho de la sección es cero (ya que u'= O) . 

Finalmente, si después de un tiempo bastante grande la fuente puede 

considerarse constante, el término : ~ se mantendrá igualmente constante 

teniéndose un estado uniforme (en el sistema de coordenadas móvil), de tal 
a e manera que -a-=r- es igual a cero. De aquí, la ecuación (3.13) se reduce a 

u' a e a¡; D ( 3. 14) 

siendo justamente esta expresión igual a la ec. (3.10), justificando con ello 

la simplificación efectuada a la ec. (3.9). 

Volviendo al análisis de Taylor, la solución de la ecuación (3. 9) resulta 

ser 

C'(y) = ~1~ a e [ Iy u' dy dy + C(O) 
D 8 X 

o o 

(3. 15) 

la cual implica según dicho investigador, la existencia de un balance entre 

el transporte convectivo longitudinal y el transporte difusivo transversal, 

ver flg. 3. 3. 

Ahora bien, el transporte total de masa en la dirección transversal estará 

dado por la integración del producto u' (y) e' (y), es decir 
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M = [ u'C' dy = + ~; ~ 
O jo 

U
• Jy Jy 

u' dy dy dy 

o o 

(3.16) 

donde el término ~u·{c· (O)} dy =O , ya que ~u'dy O . 

La ecuación (3.16) señala que el transporte total de masa en la dirección 

transversal es proporcional al gradiente de la concentración media en esa 

dirección, lo cual es precisamente la definición de un proceso de gradiente 

de difusión . 

Con base en este resultado tan importante, y considerando la analogía con el 

coeficiente de difusión molecular, se puede definir. un coeficiente de 

transporte de masa o coeficiente de dispersión mediante la ecuación 

H 
a e 

h Kax 

donde h, la profundidad, es el área por unidad de ancho del flujo. 

Al igualar las ecs. (3.16) y (3.17) se tiene 

K u' dy dy dy 

(3. 17) 

.( 3. 18) 

siendo K un coeficiente de dispersión, el cual expresa la propiedad difusiva 

de la distribución de velocidades y es conocido generalmente como 

coeficiente de dispersión longitudinal 

De lo anterior, se puede escribir la ecuación de difusión unidimensional 

promediada transversalmente, para el sistema coordenado moviéndose con la 

velocidad media del flujo, como 
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a e 
--¡¡:r K ( 3. 19) 

Al volver a un sistema de referencia fijo, la ecuación anterior se 

transforma en 

K (3.20) 

Esta ecuación es conocida como la ecuación de dispersión unidimensional, 

utilizada ampliamente en el análisis de la dispersión en ríos y estuarios. 

Por último, se recordará que cuando en el capítulo 2 se mostró el análisis 

de difusión por movimientos continuos y se llegó a definir un coeficiente de 

mezclado turbulento análogo al de difusión molecular, ·se establecieron las 

condiciones en que la ecuación de la difusión turbulenta es válida. En la 

presentación de la ec. (3.20) sucede lo mismo, es decir, es necesario definir 

las condiciones para cuando dicha ecuación es válida. 

Anteriormente se hizo mención, de acuerdo con Taylor, de la existencia de un 

balance entre el transporte convectivo y difusivo, expresado éste por la 

ec. (3. 15) y que además dicho balance ocurre cuando ha pasado un tiempo 

suficientemente grande después de que la masa de partículas ha sido 

descargada. Chatwin (1970) mediante el uso del análisis dimensional y la 

realización de una serie de experimentos, identificó un periodo difusivo en 

el que las hipótesis de Taylor se cumplen. 

Según Chatwin, 
h2 

la ecuación (3.20) es válida para tiempos mayores que --¡¡-
aunque de acuerdo con Fischer et al (1979) es razonable considerar un tiempo 

2 

t > 0.4 -%-• ya que para esta condición si bien no cumple exactamente con 

las restricciones del análisis de Taylor, sí se tiene una buena aproximación 

del problema (en este período ya la nube de contaminante crece linealmente 

con el tiempo). 
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3.2.- Dispersión en un flujo turbulento 

Un año después de haber publicado el análisis de dispersión en un flujo 

laminar en una tubería, Taylor (1954) hizo la extensión a los flujos 

turbulentos. Es decir, llegó a establecer que es posible anal izar la 

dispersión en un flujo turbulento mediante la ecuación de dispersión 

unidimensional bajo las restricciones ya señaladas, donde la variante es 

justamente el coeficiente de dispersión K . 

Las diferencias fundamentales entre los dos tipos de análisis es que para 

los flujos turbulentos consideró una ley empírica de distribución de 

velocidades logarítmica y la variación espacial del coeficiente turbulento 

transversal c(y) . 

De acuerdo con el análisis de flujo unidimensional turbulento en una 

tubería, las ecuaciones (3.10) y (3.18) resultan ser 

K 

, a e 
u~ 

1 
-h-

a a e' ay c(y) --ay- (3.21) 

u'dy dy dy (3.22) 

Para resolver las ecuaciones anteriores es necesario conocer la distribución 

de velocidades y el coeficiente de mezclado transversal c. Según Taylor, 

todos los flujos turbulentos en tuberías tienen un perfil de velocidades del 

tipo 

U = Uo - ./To 
p 

f(z) uo - u" f(z) 

donde To es el esfuerzo cortante en la pared del tubo, 

velocidad al cortante y f(z) es una función empírica . 
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Utilizando la analogía de Reynolds (1874), quién postuló que los mecanismos 

de transferencia de energía y momento son idénticos bajo ciertas 

condiciones; al aplicarse al caso de la transferencia de masa, los 

coeficientes de mezclado de momento y de masa son iguales. Con esto, el 

flujo de momento a través de la superficie equivalente al flujo de masa q es 

el esfuerzo cortante en la superficie dividido entre la densidad del fluido. 

Al realizar un balance de fuerzas en cualquier distancia r del centro de la 

tubería de radio a, el esfuerzo cortante en cada punto estará dado por <(r)= 

(r/a)To. De aquí se tiene que 

T a Z 
-d...,.--,,f-- u" 

CfZ 

Expresando en coordenadas radiales la ec. (3.21) 

, a e 
u~ =" [ ~+-1-~] a r2 r a r 

(3.24) 

(3.25) 

Si se tabula u' (r) = u(r) - u y c(r), se obtiene la solución para C' (r) al 

integrar numéricamente la ec. (3.25). Taylor al resolver (3.25) y (3.22) 

encontró que el coeficiente de dispersión de dispersión -para flujos 

turbulentos en conductos a presión, es igual a 

K = 10. 1 a U* (3.26) 

Como. se ha podido observar, el resultado final del análisis de Taylor ha 

sido justamente el cálculo de K, después de haber establecido que el estudio 

de la dispersión de contaminantes, se puede realizar mediante la ecuación de 

dispersión unidimensional. 

Lo anterior hace resaltar la gran importancia que tiene el conocer de 

antemano dicho coeficiente para solucionar adecuadamente la ecuación de 

dispersión, lo que ha originado la realización de numerosas investigaciones, 

tendientes a definir por diferentes métodos el valor del coeficiente K. 
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Tal es el caso de Elder (1959), el cual hizo la extensión del análisis de 

Taylor para flujos a superficie libre. Dicho investigador asume un flujo en 

un canal infinitamente ancho, donde la distribución vertical de la velocidad 

longitudinal está dada por el perfil de velocidades de Von Karman 

u' (~ ) ( 1 + ln y' ) (3.27) 

siendo k la constante de Von Karman igual a 0.4 y y'= y/d, donde d es el 

tirante y y es una distancia vertical. Al hacer un balance de fuerzas 

similar al de la tubería (ec.3.24), encontró que el coeficiente de mezclado 

e resulta ser igual a 

e= k y'( - y') d UN (3.28) 

Elder al sustituir (3.28) y (3.27) en (3.22), y realizando las integr~les 

correspondientes, determinó el siguiente valor del coeficiente de dispersión 

K = 5.93 d u* (3.29) 

En forma general, el coeficiente de dispersión longitudinal en flujos 

unidireccionales turbulentos expresado por la ec. (3.22) se pued~ plantear, al 

introducir en dicha ecuación las variables adimensionales y'= y/h; u"• 

u'/./1?"2 y e'= e/E siendo E el promedio en la sección transversal y . ./ur2 

la intensidad de la desviación de la velocidad, como (Fischer et al, 1979): 

h2 u' 2 
K • ---,E..--- 1 (3.30) 

donde I es la integral adimensional definida por: 

1 
1 [' y' f u' ' + f u' • dy' dy' dy' 

o o o 

(3.31) 

Finalmente, mediante analogía con el resultado de Chatwin para difusión 
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molecular, el tiempo para el cual se tiene un proceso de gradiente de 

difusión siendo válidas las ecuaciones (3.20) y (3.29), debe ser mayor que 

2 
0.4 _d_ 

cy 
(3.32) 

donde d es el tirante del flujo y cy el coeficiente de mezclado vertical 

igual a (k/6)(du"). Existen varias fórmulas del tipo de la ecuación (3.29); 

sin embargo, tienen el inconveniente de que como ésta, son aplicables 

solamente a canales (Acosta, 1986). 

En la sección siguiente se mencionará la formulación e ideas de Fischer 

(1967), y se presentará una expresión semejante a (3.22) aplicable al caso 

que nos ocupa, es decir, a la dispersión en ríos. 

3.3.- Dispersión longitudinal en ríos 

El proceso de dilución o mezclado en ríos se divide básicamente en tres 

etapas. En la primera de ellas el grado de dilución depende de los efectos 

provocados en la zona de descarga, es decir, de la magnitud y 

características del chorro descargado. Después, en una segunda etapa, el 

contaminante es mezclado transversalmente debido a la turbulencia del 

escurrimiento para que finalmente, se tenga la última etapa donde las 

variaciones de concentración en la dirección del flujo tienden a disminuir 

por efectos de la dispersión longitudinal. Es justamente en esta etapa 

donde Fischer (1967) aplicó la teoría de Taylor para obtener una expresión 

para el cálculo del coeficiente de dispersión longitudinal K en corrientes 

naturales. Enseguida se comentan las ideas de Fischer y el desarrollo 

condensado de su análisis. 

3.3.1.- Derivación teórica del coeficiente de dispersión longitudinal 

Al observarse que la ecuación propuesta por Elder (ec.3.29) subestima los 

valores del coeficiente de dispersión medidos en corrientes naturales, ver 
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por ejemplo Godfrey y Frederlck (1970), Flscher argumenta que mientras en el 

caso analizado por Elder la dispersión se debe a las variaciones de la 

velocidad entre la superficie del agua y la plantilla del canal, en una 

corriente natural la causa principal de dicha dispersión se debe a las 

diferencias de velocidad en el sentido transversal (ancho del cauce) a la 

dirección del flujo. 

Realizando un desarrollo similar al de Taylor (sección 3.1), Fischer 

establece la existencia de un balance entre la convección diferencial 

longitudinal y la difusión transversal promediada con respecto al tirante. 

En este caso, considerando un volumen de control como el mostrado en la 

fig.3.4, el balance o equilibrio está dado por la expresión 

r u' (y) d(y) 
a e ax- dy 

a C' 
d el ay-e- (3.33) 

donde u'(y) es la desviación local de la velocidad promediada con el 

tirante, respecto de la velocidad media transversal, C' (y) se define en 

forma similar a u' (y) y d es el tirante. 

Al integrar la ec.(3.33) se obtiene la solución para C'(y), con la que el 

flujo total de contaminante en todo lo ancho de la sección resulta de la 

integración del producto u' (y)C' (y); es decir 

y y 

e· (y) = ~ J - 1
- J u'(y) d(y) dy dy 

8 X O d et O 

y el flujo total de contaminante sería 

H J: u' (y) e' (y) 
a e 

ax- J: u' (y) r 1 

ere;: J: u'(y) d(y) dy dy 

Al utilizar la ecuación (3. 17) y al compararla con la expresión anterior se 

tiene: 
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K 

1 
-A-

A a e 
8 X 

JA u'C' dA 

u'd dy dy dy (3.34) 

en la que w es el ancho de la sección, et= 0.23 d u• (Elder,1959) y des el 

tirante. 

Según Fischer, la ec. (3.34) sirve para predecir coeficientes de dispersión 

para corrientes con relaciones w/d grandes (mayores a 6) y solamente se 

requiere conocer la geometría del canal, la distribución de velocidades 

transversal, u', y la velocidad al cortante u•. 

Finalmente, Fischer establece al igual que Taylor y Elder, que la ecuación 

de dispersión unidimensional es válida después de un periodo inicial 

convectivo, siendo el mezclado transversal el factor predominante. Así, 

determina que dicho periodo, en términos de la distancia medida a partir de 

la descarga, es igual a 

(3.35) 

siendo L la distancia medida a partir de la descarga, R el radio hidráulico 

y 1 es una longitud característica definida como la distancia entre la zona 

de máxima velocidad y el banco más alejado en la sección . 

En resumen, se puede decir que el factor común entre los análisis de Taylor, 

Elder y de Fischer, es la suposición de la existencia de un gradiente de 

difusión de mezclado debido a las desviaciones de velocidad respecto del 

valor medio (en el espacio o en el tiempo), y cuyo resultado proporciona el 

uso de la ecuación de dispersión unidimensional para simular el 

comportamiento de contaminantes, bajo ciertas restricciones. 
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Finalmente, debido a que la aplicación de la ec. (3.34) en corrientes 

naturales representa prácticamente un trabajo muy laborioso y engorroso de 

realizar (desde la captura de los datos necesarios como es la distribución 

transversal de velocidades, hasta la solución de la ecuación), con el fin de 

calcular en forma simple y rápida el coeficiente de dispersión K, se han 

propuesto varios métodos que están en función de las propiedades hidráulicas 

y geométricas de los ríos. En el siguiente capítulo se describen algunos de 

los métodos que reúnen dichas características. 
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4 • - MÉTODOS PARA CALCULAR EL COEFICIENTE DE 

DISPERSIÓN LONGITUDINAL 

En la sección anterior se formuló la ecuación de dispersión unidimensional 

(ec.3.20), dentro del contexto de dispersión en flujos cortantes, tanto en 

flujos laminares como turbulentos y se presentó además; la aplicación de 

dicha ecuación al caso de mezclado en ríos. En este último, Fischer llegó a 

proponer la ecuación (3.34) para calcular el coeficiente de dispersión 

longitudinal K, cuyo empleo no resulta tan simple desde el punto de vista 

práctico. Al respecto, se han propuesto varios métodos de aplicación más 

fácil que están en función de las propiedades geométricas e hidráulicas de 

la corriente. 

En este capítulo, además de mostrar algunos métodos reportados en la 

literatura, se llega a proponer un nuevo método de características similares 

a los existentes, con la salvedad de que proporciona mejores resultados. 

La importancia que encierra el coeficiente K no se debe menospreciar o pasar 

por alto. El resultado final tanto de Taylor y Elder como de Fi.scher, 

condujo justamente al establecimiento de una ecuación para determinar el 

valor de K en cada uno de sus análisis 

Antes de presentar los métodos que existen para evaluar el coeficiente de 

dispersión en corrientes naturales, y con la idea de entender el significado 

físico que representa una buena estimación de dicho coeficiente, se hará un 

experimento para ver cómo influye en la predicción de las concentraciones. 

4.1.- Análisis del coeficiente de disper•ión 

Mientras que la manera de solucionar la ecuación (3. 20) es un problema 
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netamente numérico, la estimación del coeficiente de dispersión tiene mucho 

que ver con el problema físico. 

La teoría de dispersión permite predecir el comportamiento del contaminante 

aguas abajo, conociendo la distribución de la concentración de dicho 

contaminante en una sección aguas arriba. 

En particular interesa conocer el tlempo que tarda en pasar la nube de 

contaminante y el valor de la concentración máxima. El predecir con buena 

aproximación dichos valores, dependerá mucho del valor del coeficiente K, ya 

que según Fischer (1968), un coeficiente de dispersión obtenido por 

cualquier método que no prediga correctamente los valores anteriores, no es 

de uso práctico. 

Con el fin de ver justamente la influencia del coeficiente de dispersión en 

los valores antes mencionados, se hará el siguiente experimento: 

Considere un río cuyas características geométricas e hidráulicas más 

importantes son : 

Ancho del cauce.
Pendiente del cauce.

Radio Hidráulico.
Velocidad media.

Velocidad al cortante.
Gasto 

W = 50 m 
s = .0002 
R = 1.4 m 

u= 1.5 m/s 
u• .052 mis 

Q 105 m3/s 

el cual se encuentra sujeto a una condición de descarga variada en el 

tiempo, con la ley siguiente: 

Conc. Tiempo(s) 

o.o o 
0.2 60 
0.6 120 
0.8 180 
l. o 240 
0.7 300 
0.4 360 
o.o 420 
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Y que para efectos de aplicación de la ec.(3.20), el contaminante ya se ha 

mezclado completamente en todo lo ancho del río, de tal manera que los 

valores de la tabla anterior se tomarán como la condición inicial del 

problema (x =O). Por último, el tramo bajo estudio tendrá una longitud de 

5 Km. y el tiempo de simulación será de 90 minutos. 

Básicamente el experimento consiste en suponer un coeficiente de dispersión, 

el cual es considerado como el correcto, y resolver la ec. (3.20). Enseguida 

se proporcionan otros valores de K, uno mayor al correcto y otro menor, y 

resolver de nuevo la ecuación en cada caso. 

correcto K=JOO m2/s, En este experimento se tomó como valor 

Ksup. =5Kcorr. =1500 m2/s y Klnf. =Kcorr/5=60 m2/s. 

de dispersión unidimensional, ecuación (3.20), 

desarrollado por León V. (1990). 

Para resol ver 

se utilizó 

la ecuación 

un programa 

De los resultados obtenidos, en 

concentraciones máximas (pico) para 

primer lugar, para 

los tres valores del 

comparar las 

coeficiente de 

dispersión, se generó la figura 4. 1 donde se muestran los valores de las 

concentraciones máximas, para todo el tramo del río en estudio. 

De esta figura se pueden hacer las siguientes observaciones : 

1) Existe un defasamiento en el valor de la concentración a lo largo 

del escurrimiento, siendo esto más notable para K=60 m2/s. 

2) Mientras K crece, el decaimiento de la concentración es mayor, es 

decir, se tiene claramente el efecto de una dispersión más rápida. 

3) Si quisiéramos comparar las concentraciones con algún criterio de 

calidad del agua, por ejemplo que en la sección a 2000 m la 

concentración máxima permisible fuera igual a 0.2, para K=60 m2/s se 

ve que el valor de la concentración está por arriba de C=0.2 y para 

los otros valores de K se tienen concentraciones ligeramente por 

debajo de la permisible. 

Pareciera que para un valor mayor que el correcto de K, no se tiene un 

efecto importante en el valor de la concentración; sin embargo, existe 

diferencia, como se demuestra a continuación. 

54 



Para aclarar la tercera observación, se dibujaron las concentraciones 

máximas contra los valores de los tiempos para los cuales dichas 

concentraciones se presentaron, figura 4.2. 

De-esta figura se observa que existe un efecto de defasamiento en el tiempo, 

similar a lo que ocurre en la figura 4.1, y que si bien para K=300 m2/s y 

K=lSOO m2/s los valores de la concentración máxima para la sección x=2000 m 

son parecidos, para la K mayor existe una evolución de la dispersión más 

rápida en el tiempo. 

Por otro lado, para mostrar la influencia del coeficiente de dispersión en 

el paso de la nube del contaminante para una determinada sección, se 

presenta la figura 4. 3 donde se muestra la variación de la concentración 

respecto al tiempo, para la sección x=2000 m. En este caso, el liempo total 

que tarda en pasar el contaminante es mayor a medida que el valor ·del 

coeficiente K crece, y recordando que el valor correcto es K=300 m2/s, se 

comete más error en la predicción de las concentraciones cuando se subestima 

dicho valor. 

Con lo anterior, queda bien ilustrada la importancia que tiene una correcta 

estimación del coeficiente de dispersión al tratar de predecir el transporte 

de contaminantes. 

Es importante mencionar que en este experimento se tomó un factor de 5 veces 

el valor correcto de K, y sin embargo al emplear algún método existente para 

su estimación, se pueden cometer fácilmente errores aún mayores de 5 veces 

el valor, e incluso de varios órdenes de magnitud. 

4.2.- Cálculo del coeficiente de dispersión en corrientes naturales 

El cálculo de la dispersión mediante la ecuación de dispersión 

unidimensional (ec.3.20) ha sido motivo de discusión en cuanto a la validez 

de su aplicación en corrientes naturales (ver por ejemplo Bel taos S., 1980, 

Liu H. y Cheng A., 1980, Nordin F. y Sabol V., 1974). 
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Debido a que los ríos son en general de geometría irregular, tienen tramos 

curvos, zonas muertas, 

difícilmente se cumplen 

dispersión es aplicable. 

etc., diversos investigadores señalan que 

las condiciones para las que la ecuación de 

Es decir, las características del modelo Fickiano 

de dispersión difieren de lo que se ha observado en varios ríos. 

Nordin y Sabol (1974), al analizar los resultados de 49 estudios de 

dispersión en ríos y en dos canales concluyen que 

describe adecuadamente la dispersión longitudinal 

principales diferencias que encontraron fueron: 

la teoría Fickiana no 

en muchos ríos. Las 

1 l La distribución de las concentraciones son sesgadas con descensos 

prolongados y valores pequeños de concentración y según la teoría Fickiana 

se debe tener distribución Gaussiana. 

2) La varianza de las concentraciones, como una medida de dispersión, 

se incrementa más rápido que linealmente con el tiempo. 

3) Las concentraciones máximas se atenúan más rápido que inversamente 

proporcional a la raíz cuadrada del tiempo. 

La explicación que se puede dar a lo señalado anteriormente es que 

definitivamente el rango de los estudios realizados difícilment'e alcanzaron. 

el periodo final de equilibrio donde la varianza crece linealmente i::on el 

tiempo (Valentine y Wood, 1977), como lo establece la teoría de Taylor 

(ec.3.15) y el desarrollo de Fischer para el caso de corrientes naturales 

(ec.3.33). 

Sin embargo, aún con los inconvenientes señalados anteriormente, la ecuación 

de dispersión describe aproximadamente la evolución de los contaminantes en 

ríos, siempre que se haga una buena estimación del coeficiente de 

dispersión. 

Con respecto a la estimación del coeficiente de dispersión longitudinal K, 

éste se puede realizar mediante técnicas de trazado en campo. Generalmente 

los métodos empleados para obtener los valores observados de K son el método 
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de cambio de momento (Fischer,1966b) y el método de ruteo (Fischer,1968). 

En el primero, la ecuación que se utiliza resulta realizando el siguiente 

procedimiento: suponga que se descarga una cantidad de trazador en un río 

donde interesa observar la distribución de la concentración del trazador en 

el tiempo. Al adoptar un sistema de referencia moviéndose con la velocidad 

media del flujo, la ecuación (3.20) se simplifica a 

Multiplicando ambos lados de 

a e 
at K 

la ecuación 

respecto de x
1 

desde -oo a oo resulta que: 

a e 
at 

(4. 1) 

anterior e integrando 

(4.2) 

Si 'se cambia el orden de diferenciación y de integración del miembro 

izquierdo de la ecuación (4.2) se tiene 

J
oo 2 ac 

xi at 
-oo J

oo 2 -
x

1 
e 

-oo 
(4.3) 

y al integrar por partes dos veces el miembro del lado derecho resulta 

donde N es la cantidad total del trazador. 

(4. 2) se tiene 

Debido a que /1 es constante 

1 d 

dx 
1 

1 

dx 
1 

2 K /1 . (4. 4) 

Sustituyendo (4.3) y (4.4) en 

2 K /1 

d 
e dx

1 

roo< 
{S:-:: ) e dx K ~ dt 1 2'dt 

f-oo 
e dx 

1 

Ahora 
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00 

e dx f-oox~ 

roo 
1 

a-
2 

, es la varianza o segundo momento de la distribución 
X 

e dx 
1 

de manera que al sustituir en la expresión correspondiente resulta 

K 

Si K se considera constante, dicho coeficiente se puede calcular midiendo a-2 

X 

de dos distribuciones de concentración en diferentes tiempos, al ir viajando 

con la velocidad media del flujo. De aquí que 

ti (a-2) 
J X 

2 --¡;-r-K (4.5) 

Sin embargo debido a que el realizar lo anterior r.esulta prácticamente 

imposible, es más factible medir la distribución de la concentración como 

una función del tiempo en dos secciones fijas. Dado que la razón de cambio 

de la concentración respecto al tiempo es pequeña, esto es ac/at tiende a o, 
dicha distribución temporal será aproximadamente igual a la distribución 

espacial con lo que la varianza de las dos distribuciones se pueden 

relacionar mediante la expresión: 

2 2 2 
rr u rr 

X t 

al sustituir dicha ecuación en (4.5) se tiene 

2 2 
1 

rr rr 
K 

2 2 1 
2 u 

I2 - I1 
(4.6) 

2 2 donde u es la velocidad media del flujo, a-
1 

y a-
2 

son las varianzas de las 

curvas de concentración respecto al tiempo en las secciones aguas arriba y 

aguas abajo respectivamente, y I1 y t2 son los tiempos medios de paso del 

contaminante por cada sección. 

El inconveniente de este método es que cuando se tienen curvas de 

concentraciones con descensos extendidos, es decir, variaciones pequeñas de 
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concentración en tiempos largos, el cálculo de la varianza se hace muy 

dificil. 

El método de Ruteo es un procedimiento de integración basado en la teoría de 

difusión y consiste básicamente en suponer un coeficiente de dispersión y 

utilizar como dato la curva de concentraciones contra el tiempo de una 

sección aguas arriba y predecir la curva de concentraciones aguas abajo. 

Si dicha curva no es aproximada a la observada, se selecciona otro valor de 

K y se repite el procedimiento hasta tener buenos resultados entre la curva 

calculada y la observada. 

Matemáticamente, el procedimiento es el siguiente : Si en un tiempo t=to se 

conoce una distribución inicial de trazador Co(~,to) donde~ varia desde -m 

a m, la masa total H del trazador será igual a 

y al considerar la ecuación (2.21) la concentración de dicho tra~ador para 

un tiempo después, será igual a: 

C(~, t) I"'c <~', t > 
o o 

m 
(4nK(t-t ))

112 

o 

(4.7) 

Mediante la transformación de los datos de concentraciones-tiempos a 

concentraciones-distancia con la expresión 

C(~,t) = C(Xo ,t) (4.8) 

donde ~ = u(to-t) y realizando un cambio de variables, la predicción de las 

concentraciones en la estación Xt estará dada por la ecuación: 

59 



C(X
1

, t) (4.9) 

donde : t
0 

y t
1 

son los tiempos medios de paso de la nube del contaminante 

en las secciones Xo y Xt respectivamente, u la velocidad media del flujo, K 

el coeficiente de dispersión longitudinal y t es el tiempo. 

Debido a que el coeficiente de dispersión obtenido por este método es por 

definición el que teóricamente da una mejor comparación entre los valores 

calculados y los observados de las concentraciones, dicho valor es, en un 

sentido objetivo, el mejor coeficiente de dispersión. 

El problema de utilizar cualesquiera de los métodos anteriores, es que se 

dependerá de la disponibilidad que se tenga tanto de personal calificado 

como del equipo para realizar el estudio de trazado, ya que se requiere de 

un gran esfuerzo de trabajo de campo y de laboratorio. 

Por otro lado, si bien existen mediciones reportadas de coeficientes de 

dispersión en corrientes naturales (Godfrey 1970), es imposible extrapolar 

estos valores a otros ríos debido a la gran variabilidad de éstos. 

Con el fin de contar con un método que prediga con buena aproximación 

coeficientes de dispersión y que sea sencillo de aplicar, se han propuesto 

varios métodos que están en función de las propiedades geométricas e 

hidráulicas de los ríos. En esta sección además de presentar algunos de 

ellos, se propone un nuevo método de características similares a los que se 

van a describir, con la salvedad de que sus resultados son más consistentes. 

4.2.1.- Método de HcQuivey y Keefer 

Con la idea de poder contar con un método simple para la obtención de 
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coeficientes de dispersión, McQuivey y Keefer (1974) proponen una ecuación 

en función de las propiedades geométricas e hidráulicas del cauce. 

Los fundamentos del método parten de hacer una analogía entre la dispersión 

de una onda y la dispersión de un contaminante. Las ecuaciones utilizadas en 

el análisis 

unidimensional 

y que pueden compararse entre sí son la de flujo 

a q a q 
_a_t_ + e [[)( p (4. 10) 

en la que q es el gasto unitario y la antes citada de dispersión 

unidimensional 

a e a e a c2 

_a_t_ + utifX K 
a x2 

(4.11) 

En este caso, en la ec. (4.10) el flujo q viaja con una velocidad C, y la 

dispersión a lo largo del canal está descrita por el coeficiente de 

dispersión del flujo P . Para la ec. (4.11), el contaminante e viaja a la 

velocidad correspondiente al tiempo medio de viaje de las partículas, Ut' y 

la dispersión está dada por el coeficiente K . 

Según McQuivey y Keefer, el hecho de que los dos procesos estén descritos 

por la misma ecuación diferencial con parámetros similares, hace posible 

determinar las condiciones para las que estos procesos son análogos. 

Examinando la relación entre C y Ut, R y K, con la ayuda de estudios de 

trazado y utilizando el método de Ruteo de Fischer para el cálculo de K, 

dichos investigadores establecen las siguientes expresiones : 

- para los coeficientes 

K 

- para las velocidades 
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al sustituir (4.13) en (4.12) resulta 

K 

1.79 u 
t 

0.115 p 

(4.13) 

(4. 14) 

Utilizando McQuivey y Keefer la expresión propuesta por Harley (1967) para 

el cálculo de P 

p Qo 
( 1 - (4. 15) 2 So Wo 

llegan a proponer la siguiente ecuación para el cálculo del coeficiente de 

dispersión : 

Qo 
K · 058 SoWo para F < 0.5 (4.16) 

donde Qo es el gasto, So la pendiente del río, Wo el ancho y F es el número 

de Fraude. El subíndice o indica condiciones de flujo uniforme 

Al comparar los resultados que arroja la ec. (4.16) con los valores de 

coeficientes observados, los autores de este método establecen que con él, 

se tiene un error estándar aproximadamente del 30% en la predicción de K 

4.2.2.- Método de Fischer 

El método que se describe a continuación resultó de una crítica que Fischer 

(1975) hizo al método descrito anteriormente. Mientras Fischer reconoce la 

originalidad del trabajo de McQuivey y Keefer, él no está de acuerdo en que 

el mecanismo de dispersión de una onda y el de un contaminante sean 

similares. Además según Fischer, la expresión (4.16) es muy parecida a la 

que él derivó en trabajos anteriores . 



Fischer inicia con la ecuación (3.30) 

K 
h2 u'z 

--..,.E,.-- I (3.30) 

donde I es la integral adimensional definida por la ecuación (3.31), u' es 

la desviación de la velocidad respecto a la media u, h es una longitud 

característica definida como la distancia entre la zona de máxima velocidad 

y el banco más alejado de dicha zona en la sección transversal. 

De acuerdo con experimentos de laboratorio realizados por este investigador, 

u' 2
/ Ü2 varía entre 0.17 - 0.25 y para el caso de corrientes naturales es 

razonable suponer que u' 2= 0.2 Ü2
, h = 0.7 W, I = 0.07 y E 

Al sustituir estos valores en la ec. (3.30) se tiene 

K 
ü2wz 

o . o 11 (i'liii"'" 

e = 0.6 d u•. 
z 

(4. 17) 

donde W es el ancho del río, d el tirante , u la velocidad media y u• es la 

velocidad al cortante. 

Al retomar los datos que presentan McQulvey y Keefer de coeficientes de 

dispersión observados y haciendo una especie de selección de ellos ( desecha 

los datos para los que se tienen velocidades Ut mayores del lOX que la 

velocidad media transversal V ), compara los valores obtenidos con la 

ec. (4. 13) y los observados, concluyendo que si bien el método no predice 

exactactamente el valor de K, sí proporciona resultados con errores de 

órdenes de magnitud aceptables . 

4.2.3.- Método de Liu 

Este método se basa en la ecuación (3.34) derivada por Fischer (1967): 
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K 
A a e ax 

w y r ---+-I u·dJ * o o l o 
u'd dy dy dy (3.34) 

Haciendo uso del análisis inspeccional (Birkhoff, 1955), aplicándolo a la 

ecuación anterior, Liu (1977) propone la siguiente expresión 

K (4. 18) 

donde U es la velocidad media, W el ancho de la sección, u• es la velocidad 

al cortante, A el área transversal y (3 es un factor qu~ depende de la forma 

tanto de la sección como de la distribución de velocidades transversal, 

siendo igual a : 

o o 

/3 -f-- J1

(h 0
- q0

) J2

(h 0
)-

2 J
2 

(hº- q0
) dz

0
dz

0
dz

0 

o o o 
(4.19) 

donde el superíndice denota cantidades adimensionales y en este caso qº= 

q/UR, hº= h/R, zº= z/w . 

Según Liu, el poder involucrar individualmente todos los factores que 

intervienen en la obtención del coeficiente K, como son la sinuosidad, las 

contracciones y expansiones, las zonas muertas, etc .. , es imposible, así que 

relaciona el parámetro (3 con la fricción ya que los factores antes 

mencionados están reflejados en ella. 

Tomando datos de corrientes naturales de varias fuentes publicadas, 

determina una relación entre (3 y el factor de fricción f de la ecuación de 

Darcy-Weisbach, considerando por razones prácticas la relación uº/U , que no 

es mas que Vl78 
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Al dibujar en un papel doble logarítmico los valores de (3 y u•/U, figura 

4.4, encontró que 

0. 18 (UN/U)" 1. 5 0.18 [~us 1· i.s 
(4.20) 

La ecuación (4.18) se puede expresar si U=QIA y AIW h R, como 

K (4.21) 

El método consiste en aplicar la ec. (4.2ll apoyándose en la ec. (4.20), el 

cual da coeficientes de dispersión dentro de factor de 6, según Liu . 

Al hacer una comparación de resultados de coeficientes de dispersión de 

estos métodos con mediciones en corrientes naturales (como se verá el 

siguiente capitulo), pudo descubrirse que el método que proporciona valores 

más cercanos a los medidos es variable, es decir, a veces es McQuivey, ó Liu 

ó Fischer e incluso es frecuente que entre ellos no se 

parecidos, lo que naturalmente origina la incertidumbre 

tengan valores 

de cuál método 

utilizar si se quiere calcular el coeficiente de dispersión K, previo a la 

solución de la ecuación (3.20), y el cálculo de la dispersión de cualquier 

comtaminante . 

De lo anterior, surgió la interrogante de que método utilizar en el cálculo 

de K y tener cierto grado de confianza en los resultados en la predicción de 

las concentraciones. Este hecho motivó a encontrar y proponer un método más 

consistente que los anteriores, basándose en comparaciones con mediciones de 

campo de coeficientes de dispersión. Dicho método se describe a 

continuación. 

4.2.4.- Método propuesto 

Este método se obtuvo en forma similar a los anteriores, es decir, 

empíricamente a partir de las mediciones de coeficientes de dispersión 
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reportados en la literatura especializada . 

Una diferencia importante, no obstante, es que se siguió un enfoque empírico 

casi puro; es decir sin tomar como base el análisis previo de Taylor o 

Fischer. 

Analizando las variables principales que intervienen en el fenómeno de la 

dispersión, se puede plantear la siguiente relación funcional 

f = ( K ' Q ' u ' s ' U* ' R ' w ) (4.22) 

al aplicar el teorema rr (Streeter, 1982), se llega a la expresión 

f1 (4.23) 

Estos parámetros fueron escogidos después de una cuidadosa selección y 

prueba con respecto a los datos mostrados en la tabla 4.1. El análisis 

consistió en observar la variación del coeficiente de dispersión respecto 

a los parámetros geométricos e hidráulicos de tal manera que de los 

parámetros anteriores, se seleccionaban aquellos que tenían un 

comportamiento más o menos definido al variar el coeficiente de dispersión. 

Al despejar de la ecuación (4.23) el parámetro que contiene al coeficiente 

de dispersión, resulta: 

K/Ru* (4.24) 

Utilizando los datos de la tabla 4. 1 se observó la variación de K/Ru* 

respecto a los parámetros de la ecuación (4.24). En este caso se encontró 

que el parámetro K/Ru* sigue un comportamiento definido sólamente con 

respecto al parámetro Q/WRu*S = U/uNS, como se ve en la figura 4.5. 

Sin embargo, de ella se observa que para valores de este parámetro menores a 

50000, existen varios valores de K/Ru* para un solo valor de Q/WRu*S, lo 

cual hizo pensar en hacer una distinción entre los efectos propios del 
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escurrimiento y la geometría de la corriente. 

Relacionando el parámetro Q/WRu* con el factor de fricción f, figura 4.6, y 

con la ayuda de la ecuación de ajuste resultante tanto de ésta figura como 

de la 4.5, se generó una nueva curva, que se muestra en la figura 4.7, donde 

el parámetro K/Ru" es función del coeficiente de fricción f de 

Darcy-Weisbach y la pendiente del cauce S. 

Al realizar un ajuste de regresión lineal múltiple a los puntos de la curva 

generada, se observó que la pendiente de cada recta era función del 

coeficiente de fricción f, con lo que al relacionar a éstos, como se ve en 

la figura 4.8, se determinó una ecuación para la pendiente en función de f, 

resultando por último la siguiente expresión, 

propuesto para el cálculo de coeficientes 

naturales 

la cual constituye el método 

de dispersión en corrientes 

131. 3524 + < . 102 r-· 527 
) [+] (4.25) 

donde K es el coeficiente de dispersión longitudinal, R el radio hidráulico, 

u" la velocidad al cortante, f el coeficiente de fricción y S es la 

pendiente del cauce. 

Una de las ventajas importantes de la ecuación anterior es que al tener 

separados los efectos del escurrimiento y la geometría de la corriente, es 

posible sensibilizarse con la física del problema a través del parámetro 

K/Ru" y que además proporciona un rango de valores de dicho parámetro mucho 

menor que el reportado por algunos investigadores (Beltaos, 1978). 

Adicionalmente, cabe mencionar que si bien la ecuación anterior se presenta 

en forma adimensional, solamente es válida para condiciones de campo , es 

decir, no se puede extrapolar para condiciones de laboratorio. 

Por otro lado, si presentamos los otros métodos en forma adimensional como 

la ecuación (4.25) resulta: 
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McQuiver y Keefer 0.164 f-o.s (1/S) 

Fischer 

Liu 

Una diferencia importante que se observa de lo anterior es que, mientras los 

métodos de Fischer y Liu relacionan a K/Ru* con f y (W/R), el método 

propuesto y el de McQuivey lo hacen con f y S. Precisamente dicha 

diferencia es la que hace que con los métodos propuesto y de McQuivey y 

Keefer, se obtengan mejores predicciones del coeficiente de dispersión K 

como se verá en el siguiente capítulo. 
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TABLA 4.1 CARACTERISTICAS HIDRAULICAS Y GEOHETRICAS 

Datos de Mcqulvey y Fischer 

RIO 11 u Q s d R u• 
(m) (m/s) (m3/s) (-) Cml Cm) (mis) 

Hissouri 196.72 1.53 936.30 0.00020 3.11 3.01 o.os 
Hissouri 201. 30 l. 27 913.60 0.00020 3.56 3.44 o.os 
Hissouri 1S3.00 0.93 3SO. 19 0.00020 2.23 2.17 0.07 
Nooksack 64.05 0.67 32.63 0.00050 0.76 0.74 0.06 

Sabine 103.70 0.56 119.17 0.00015 2.04 l. 96 o.os 
Wlnd/Bighorn 6S.63 l. 56 231. 24 0.00130 2. 17 2.04 o. 16 

Elkhorn 32.63 0.43 4.26 0.00073 0.30 0.30 0.05 
Elkhorn S0.94 0.46 9.93 0.00073 0.42 0.41 o.os 

Cllnch (below) S9.4S O.S6 SS .12 o.oooss 2.13 l. 99 o. 10 
Wlnd/Bighorn 67 .10 O.SS SS.02 0.00130 0.9S 0.95 o. 11 

Sabine 127.49 0.64 390. 12 O.OOOlS 4.7S 4.42 o.os 
Whlte Rlver 67 .10 0.3S 12.77 0.00036 O.S5 0.54 0.04 

Cllnch (below) S3.3S 0.79 Sl. 07 0.00060 2.10 l. 9S 0.11 
John Day 25.01 1.01 14. 19 0.00355 0.56 O.S4 o. 14 

Comi te 12.SO 0.31 0.99 0.0007S 0.26 0.25 0.04 
Comite 1S.S6 0.37 2.41 0.0007S 0.41 0.39 o.os 

Bayou Anacoco 19.S2 0.29 2.41 0.00050 0.42 0.40 0.04 
Antletam Creek 24.40 O.S2 S.94 0.00100 o. 71 0.67 o.os 

Honocacy 36.60 0.32 5.22 0.00060 0.4S 0.43 o.os 
Yadkin 71.67 0.77 212.79 0.00044 3.SS 3.47 o. 12 

Honocacy 47.SS 0.44 lS.44 0.00060 O.SS O.SS 0.07 
Cllnch (above) 3S.99 0.30 6.Sl 0.00043 O.SS 0.56 0.05 

Antletam Creek 19.S2 0.43 4.37 0.00100 O.S2 0.49 0.07 
Amlte 42.39 0.42 14. 19 0.00061 o.so 0.77 0.07 

Bayou Anacoco 36.60 0.40 13.4S 0.00050 0.92 O.SS 0.07 
Susquehanna 202.S2 0.39 106. 11 0.00032 l. 35 l. 33 0.06. 

Antietam Creek 1S.S6 0.32 l. 99 0.00100 0.39 0.37 0.06 
Chattahoochee 65.SS 0.39 29.0S 0.00052 l. 13 l. 09 0.07 

Sab-Texas 3S.07 0.21 7.3S O.OOOlS 0.99 0.93 0.04 
Bayou Anacoco 2S.93 0.34 S.23 o.oooso 0.94 O.S7 0.07 

Cooper C. lS.30 O.S2 S.Sl 0.00132 O.SS 0.7S 0.10 
Honocacy 3S.07 0.21 2.41 0.00060 0.32 0.32 0.04 

Huddy Creek 19.S2 0.4S 10.64 O.OOOS3 1. 20 l. 07 0.09 
Huddy Creek 13.42 0.37 3.97 O.OOOS3 O.Sl 0.72 o.os 

Yadkin 70. lS 0.43 70.93 0.00044 2.33 2.19 o. 10 
Amlte 36.60 0.29 S.6S 0.00061 O.Sl 0.77 0.07 

Cllnch (below) 46.97 0.28 9. 16 O.OOOS6 0.8S O.S2 0.07 
Cooper C 16. 16 0.2S l. 36 0.00139 0.49 0.46 o.os 

John Day 34. 16 O.S2 69.23 0.003S5 2.46 2. 15 0.27 
Powell 33.S5 0.16 3.97 0.0003S O.SS 0.81 0.06 

Cooper C. 1S.S6 0.21 l. S3 0.00139 0.49 0.46 o.os 
Nooksack S6.0l 1.20 303.S9 0.009SO 2.94 2.75 0.51 
Cooper C. lS.61 o. 14 13.70 0.00360 0.40 0.38 o. 12 
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Figura 4.1- Variación de las concentraciones máximas respecto 
a la distancia, para tres valores de K 
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Figura 4.2- Variación de las concentraciones max1mas respecto 
al tiempo, para tres valores de K. 
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Figura 4.3- Distribución de concentraciones para la sección 
x = 2000, para tres valores de K. 

Figura 4.4.- Relación entre By u*/U según Liu 
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Datos de Fischer y McQuivey 
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Figura 4.5- Variación de K/Ru* en función de Q/WRu*S 
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Figura 4.6- Variación de f respecto de Q/WRu* 
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Figura 4.7- Variación de K/Ru* en función de (f, 1/S) 
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Figura 4.8- Variación de Ja pendiente 'm', respecto de f 
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s. - COMPARACION DE METOOOS Y EJEMPLOS DE APLICACION 

En esta sección del trabajo además de realizar una comparación de los 

métodos descritos en el capítulo anterior; y demostrar que con el método 

propuesto se tienen mejores resultados, se valida la aplicación del modelo 

de dispersión unidimensional (ec. 3. 20), al caso de dispersión de 

contaminantes conservativos en ríos. 

5.1.-Comparación y análisis de resultados de los métodos 

Con el fin de mostrar los resultados que se tienen con el método propuesto y 

contrastarlos con los otros métodos, se tomaron los datos de varios ríos 

presentados en los trabajos de McQuivey (1974) y Fischer (1968). Las 

características geométricas e hidráulicas de los ríos considerados, 

corresponden a los presentados en la tabla 4.1 del capítulo anterior. 

El cálculo del coeficiente de dispersión con los distintos métodos y la 

comparación con los valores medidos en campo se muestra en la tabla S. 1. 

Al subrayar en dicha tabla los valores calculados más parecidos . a los 

medidos y considerando el número total de datos empleados (un total de 43), 

es posible darse cuenta que con el método propuesto se tienen 19 casos de 

valores mas parecidos a los medidos (44%), siguiendo en orden descendente el 

de McQuivey y Keefer con 13 (30%), Liu con 6 (14%) y Fischer con 5 (12%). 

Además, con la idea de tratar de definir si existe alguna relación en cuanto 

a Ja aplicación del método propuesto respecto al número de veces que 

arrojaron valores de coeficientes cercanos a los medidos, se establecieron 

intervalos de valores de los coeficientes medidos de tal forma que se 

tuviera un mismo número aproximado de datos en cada intervalo, el resultado 

se muestra a continuación : 
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INTERVALO DE K McQuivey Fischer Liu Propuesto 
o 20 6 2 2 6 

20 - 40 5 3 1 3 
40 - 100 1 2 3 

100 - 1000 1 1 7 

Como se puede observar de la tabla anterior, mientras que para coeficientes 

menores de 40 m2/s el mayor número de veces de cuando se tiene mejor 

predicción del coeficiente de dispersión está entre los métodos de McQuivey 

y el propuesto (en este rango se tiene el 65% del total de valores de 

coeficientes de dispersión medidos), para valores arriba de 40 m2/s el 

método propuesto predomina notablemente sobre los demás. De lo 

anterior se puede decir que en general, el método propuesto es mas 

consistente con sus resultados que los métodos existentes. 

Adicionalmente, si consideramos la aseveración de Fischer (1968) que dice 

que un coeficiente de dispersión que esté dentro de un factor de 4 es 

bastante aceptable, cuando éste se obtiene con base en las características 

hidráulicas y geométricas del cauce, con el método propuesto se tienen 

valores estimados cuando mucho dentro de un factor cercano a 3 (aproxim. 

2. 8), y mientras con los otros se tienen estimaciones incluso de varios 

órdenes de magnitud. 

Por otro lado, la confianza en su empleo aumenta si se analizan los 

resultados de acuerdo con la importancia que tiene el estimar correctamente 

el coeficiente de dispersión K (inciso 4.1). Es decir, para determinar el 

rango de error que se tiene con los métodos, se prepararon las tablas 5.2 y 

5.3 donde en la primera de ellas se muestra el error relativo medio para 

cada método y en la segunda se sefialan los porcentajes de error relativo al 

subestimar ó sobrestimar el valor del coeficiente de dispersión. 

De la tabla 5. 2 se observa que con el método propuesto se tiene un menor 

porcentaje de error relativo medio, definido éste como 

( IKmedldo-Kcalculadol/ Kmayor)• 100, en la estimación del coeficiente de 
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dispersión, siendo aproximadamente del 22%, siguiendo en orden ascendente el 

método de McQuivey y Keefer con un error del 27%, después el método de Liu 

con un 51% y por último el método de Fischer con un 59%. 

Si bien la diferencia del error relativo medio entre el método propuesto y 

el de McQuivey y Keefer no es grande, en la tabla 5. 3 si se aprecia que 

existe una importante diferencia en la subestimación del coeficiente de 

dispersión, siendo más acentuada obviamente para los métodos de Liu y 

Fischer. 

En conclusión, se puede decir que el método propuesto arroja mejores 

resultados que los otros métodos, teniéndose menos error tanto en la 

sobrestimación y subestimación del coeficiente de dispersión, siendo más 

notable en ésta última; y recordando que se comete mayor error en la 

predicción de las concentraciones al subestimar el coeficiente de 

dispersión, se resalta la importancia que tiene el método propuesto. 

5.2.-Ejemplos de aplicación del modelo de dispersión unidimensional 

Para validar la aplicación del modelo de dispersión o modelo Fickiano 

unidimensional al caso de dispersión en ríos, se tomaron algunos datos de 

estudios de trazado reportados en la literatura en diferentes ríos. .Dichos 

estudios son, en todos los casos, experimentos realizados en corrientes con 

trazadores fluorescentes, conservativos a corto plazo. 

La idea es resolver la ecuación (3.20) utilizando el coeficiente de 

dispersión calculado por el método propuesto y comparar los resultados con 

las mediciones que se tienen en cada estudio. La solución de la ecuación de 

dispersión se llevó a cabo mediante el programa DISPER, desarrollado por 

León (1990), en donde para efectos de dicho programa, se tomaron los valores 

reportados en la primera sección como condición inicial y se calcularon 

hacia aguas abajo las variaciones en la concentración para compararlos 

contra las mediciones en las secciones reportadas. 
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La tabla 5. 4 muestra las características generales de los casos 

seleccionados para las pruebas. El coeficiente de dispersión obtenido por 

el procedimiento de ruteo (Fischer, 1968), se presenta tal y como se reporta 

en las referencias indicadas. 

El coeficiente calculado con el método propuesto por la ecuación (4.25), se 

obtuvo con los valores medios reportados en la misma tabla 5.4. Las pruebas 

se realizaron con la siguiente metodología: 

a) De la referencia citada se ampliaron y obtuvieron los datos de 

concentración en el tiempo para las distintas secciones. 

b) En todos los casos se modificaron los tiempos, corriendo el eje cero 

a la llegada de la curva de concentración de la primera sección. 

c) Para la prueba (d), las concentraciones· se transformaron a 

concentraciones relativas -a la máxima medida-, con el objeto de tener 

valores entre cero y uno. Para fas restantes se dejaron en las unidades 

reportadas (mg/l). 

d) Se introdujeron los valores de las concentraciones respecto al 

tiempo de la primera sección como condición inicial y se procedió a correr 

el programa para obtener las concentraciones en las secciones deseadas y 

poder compararlas con las medidas. 

En las figuras 5.1 a 5.4 se muestran los resultados de la comparación , así 

como los errores obtenidos para las concentraciones máximas (pico) y tiempos 

de \iefase en la llegada de dicho máximo. Cabe destacar que las gráficas 

mostradas en las figuras fueron generadas a partir de los resultados 

arrojados por DISPER y manipulados con un paquete de graf icación. 

Como se puede observar de las figuras, los resultados que se obtienen al 

aplicar la ecuación de dispersión longitudinal al caso de corrientes 

naturales, tienen una excelente aproximación. El error más alto es del 

12.21Y. lo cual es bastante aceptable para problemas de dispersión (Fischer, 

1967). 

Adicionalmente a los ejemplos mostrados anteriormente, y tratando de 
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reafirmar la importancia de una buena estimación del coeficiente de 

dispersión asi como la aplicación del modelo unidimensional en ríos, se 

seleccionaron otros casos reportados en las siguiente ,f"ei~·~e~ci'as: . ··r: /)~ ...... ._¡ .. ~ • 
~ft- I .!~·.,; .~ ~· 
. .... r"'/J '~. .p:. -?~ 

Jobson ( 1989 l. En este trabajo se describe un modelo para predilí'.f:r,,.,e1<f 
·f.•t.,¡(l/(:¡, 

comportamiento de un cauce al presentarse diferentes hidrogramas de entrada•.<f 

a dicho cauce, es decir, se simula el efecto transitorio generado. Dicho 

modelo fue diseñado de tal manera que sus resultados se han utilizados para 

alimentar a un modelo de transporte desarrollado por Jobson y Schoellhamer 

(1987). 

Al presentar un ejemplo de aplicación de los modelos (de flujo y de 

transporte) en un río en particular, para el modelo de transporte menciona 

lo dificil que es el estimar el coeficiente de dispersión. En este caso, 

asume que el coeficiente de dispersión K es igual a 1000 veces el producto 

u•h. Si aplicamos los métodos para calcular K se tiene: Con Q= 85.11 m
3
/s, 

h = 1.77 m, u= 0.64 m/s y u•= .079 m/s, los valores de K son 

METO DO VALOR DE K(m2/s) 

McQuivey y Keefer 181.33 

Fischer 181.54 

Liu 129.42 

Propuesto 138.53 

Es decir, si calculamos el producto lOOO(u•h) se tiene un valor de K= 140 

m2/s de donde se observa que el método propuesto se acerca más a este valor. 

Elhadi et al (1984). Este articulo es un reporte del estado del arte del 

mezclado en ríos, donde se mencionan aspectos de modelación bidimensional y 

unidimensional. Con respecto a esta última, según los autores se demuestra 

que el modelo Fickiano no es aplicable en corrientes naturales, al problema 

de la dispersión longitudinal. 
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Con el fin de observar nuevamente la gran importancia del coeficiente de 

dispersión K y demostrar la aplicación del modelo Fickiano, se reprodujo el 

ejemplo de mezclado unidimensional reportado en este trabajo. 

Se desea conocer el posible impacto que podría ocasionar una planta 

industrial al tener una descarga accidental, en una zona localizada a 100 

km. aguas abajo de dicha planta, donde se tiene una importante area de 

criadero de peces. De acuerdo con la operación de la planta, la máxima 

cantidad que se podría descargar es de 2000 kg. Además, se sabe que para 

descargas instantáneas las concentraciones permisibles son de 400 µgil. 

Las condiciones hidráulicas y geométricas del escurrimiento son 

Q = 600 m
2
1s u= 1.1 mis h = 1.4 m 

W = 390 m s = 0.0005 

La solución de este problema se obtiene utilizando un modelo que considera 

el comportamiento no Fickiano de dispersión propuesto por Beltaos (1980), el 

cual se divide en tres fases De acuerdo con los datos que se tienen, la 

solución cae dentro de la primera fase llamada rango lineal, donde la 

expresión para calcular la concentración máxima es 

Cp 
M 

.G; A X 

donde M es la masa, A es el area de la sección, x la 
distancia y ~ es un factor que depende del parámetro u•/u 

De acuerdo con los datos, u"lu = 0.075 y al entrar a una gráfica se obtiene 

que el rango del valor de~ es 0.0018 < ~ < 0.004. Al sustituir los valores 

en la expresión de Cp resulta, en unidades de µgil (microgramos por litro) 

2000•10 9 2000•109 

390•1. 4•100•10 6
•/ 2•rr•. 004 

< Cp < 
390• 1. 4•100• 10 6

• / 2•rr•. 0018 

231 µgil < Cp < 345 µg/l, y el valor medio seria Cp = 288 µg/l 

Al compararse este resultado con el modelo Fickiano, concluyen que dicho 
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modelo subestima el valor de la concentración máxima durante el rango 

lineal, donde según Beltaos (1980) no se cumplen las restricciones impuestas 

por el modelo de dispersión unidimensional (ec.3.20). 

En este caso, la concentración máxima para una descarga instantánea para la 

ecuación de dispersión es igual a 

Cp = 11 

ZA jttKt 

donde /1 es la masa, A es el area de la sección, K el coeficiente de 

dispersión longitudinal y t es el tiempo. Al calcular Cp de la expresión 

anterior y al considerarse un coeficiente K obtenido de una gráfica 

propuesta por Beltaos, resulta 

34 µg/l < Cp < 109 µg/l para los valores de K entr~ 988 <K< 9880 m2/s 

teniéndose una concentración media de Cp = 71.5 µg/l, siendo mucho menor'que 

la calculada con el modelo propuesto por Beltaos. 

Sin embargo, si se calcula el coeficiente de dispersión con el método 

propuesto y los otros métodos, se tiene lo siguiente: 

Con McQuivey y Keefer K = 178.46 m2/s, para Fischer K = 17464 m2/s, con Liu 

se tiene que K = 5890 m2/s y con el método propuesto, K = 135.87 m2/s. Al 

sustituir los datos en la expresión correspondiente resulta 

-Para McQuivey y Keefer 

Cp = 256.54 µg/l 

-Con Liu 

Cp 44.655 µg/l 

-Para Fischer 

Cp = 25.93 µg/l 

-Con el método Propuesto 

Cp = 294 µg/l 

Como se puede observar de los resultados anteriores, y aceptando que el 

valor correcto de la concentración máxima o pico Cp es el que proporciona el 
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modelo de Beltaos, el coeficiente de dispersión longitudinal tiene mucho que 

ver con los resultados del modelo Fickiano de dispersión. Mientras que en 

este ejemplo reportado se utilizó un coeficiente de dispersión obtenido de 

una gráfica propuesta por Beltaos (teniéndose dos valores de K con un factor 

de 10), y mencionándose que el modelo Fickiano difícilmente se puede aplicar 

a corrientes naturales, de los cálculos efectuados queda demostrado que con 

una buena estimación del coeficiente de dispersión K, la ecuación de 

dispersión proporciona resultados bastante aceptables al aplicarse en ríos. 



TABLA 5.1 COMPARACióN DE MéTODOS EN EL CáLCULO DEL COEFICIENTE 
DE DISPERSióN LONGITUDINAL 

Coeficientes de dispersión Longitudinal (K) 

RIO K(Obs.) KH KF KL KP 

(m2 /s) (m2 /s) (m2 /s) (m2 /s) (m 2/s) 

11issouri 893.04 1380.23 4175.67 844.11 956.60 
11issourl 837.23 1316. 16 2478.01 735.86 905.30 
11issouri 465. 13 602.49 2207.68 718.46 418.57 
Nooksack 34.88 59.09 443.75 209.91 44.60 

Sablne 316.28 444.33 344.40 185.71 299.73 
Wind/Bighorn 162.79 150.33 358.97 235.45 137.27 

Elkhorn 9.30 10.36 158.62 94.94 8.55 
Elkhorn 20.93 15.49 267.97 185.27 13.03 

Glinch (below) 53.95 150.92 129. 14 ~ 145.97 
Wlnd/Blghorn 41.86 38.58 360. 11 281. 92 38.44 

Sablne 669.78 1183.21 193.00 173.98 ~ 
Whlte Rlver 30.23 30.66 250.91 191. 42 22.96 

Glinch (below) 46.51 93.11 86.72 29.61 125.37 
John Day 13.95 9.27 90.26 84.69 15.52 

Gamite 6.98 5.90 15.06 14.43 5. 11 
Gamite 13.95 11. 31 16.71 18. 18 9.83 

Bayou Anacoco 13.95 14. 11 20. 17 21. 92 11. 15 
Antletam Greek 25.58 21. 24 30.79 36.79 20.17 

11onocacy 13.95 13.79 67.07 74.06 11. 65 
Yadkin 260.47 391. 35 71. 42 100.32 ~ 

11onocacy 37.21 37.47 78.79 91. 53 31. 33 
Glinch(above) 8.09 25.34 45.92 62.88 18.35 

Antletam Greek 16.28 12.78 22.02 27.47 12.36 
Amlte 30.23 31. 82 63.44 76.08 26.80 

Bayou Anacoco 39.54 42.71 38.91 49.08 33.97 
Susquehanna 93.02 2,Ll.;! 777. 17 902.92 72.03 

Antletam Greek 9.30 7.26 12.41 18.81 L.;12 
Cha t t ahoochee 32.56 49.47 87.13 130.16 41.48 

Sab-Texas 39.54 67.77 15.43 24.65 46. 31 
Bayou Anacoco 32.56 36.82 13.80 23.69 29.62 

Gooper C. 21. 40 20.44 11.53 23.27 21. 76 
·11onocacy 4.65 6.65 44.40 69.69 5. 98. 
/1uddy Greek 32.56 38.09 7.74 16.67 34.85 
Nuddy Greek 13.95 20.68 4.28 9.45 19.10 

Yadkin 111. 63 133.29 44.75 94.45 107.73 
Ami te 23.26 22.48 23.00 47.97 20.63 

Gllnch (belo11) 13.95 20.21 32.54 47.92 22.34 
Gooper C. 9.49 3.52 4.54 7.85 7.76 
John Day 65. 12 33. 11 12.92 60.68 95.42 

Powell 9.49 17.91 7.01 19.08 18.40 
Gooper C. 19.54 4.03 3. 17 12.68 7.29 
Nooksack 153.49 20.89 77.82 434.44 197.72 
Cooper C. 9.86 11. 87 l. 70 3854.67 6.31 

Los subíndices (H,F,L,P) indican método de: NcQuivey, Fischer, Llu y Propuesto 
respectivamente 
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TABLA 5.2 COMPARACION DE METODOS 
(Error relativo medio El 

K(Obs.) EH Er EL EP 
( m2 !s) (7.) (7.) (%) (%) 

893 35.30 78.61 5.48 6.64 
837 36.39 66.21 12. 11 7.52 
465 22.80 78.93 35.26 10.01 

35 40.97 92.14 83.38 21. 78 
316 28.82 8. 16 41. 28 5.23 
163 7.65 54.65 30.86 15.68 

9 10.22 94. 14 90.20 8.09 
21 25.99 92.19 88.70 37.73 
54 64.25 58.22 19.42 63.04 
42 7.84 88.38 85.15 8. 17 

670 43.39 71. 18 74.02 13.28 
40 1. 38 87.95 84.21 24.07 
46 50.05 46.36 36.35 62.90 
14 33.59 84.54 83.52 10. 11 
7 15.36 53.66 51.66 26.73 

14 18.97 16.48 23.26 29.52 
14 1. 12 30.83 36.33 20.09 
26 16.95 16.93 30.47 21.14 
14 1.19 79.20 81.16 16.52 

260 33.44 72.58 61. 48 8.86 
37 0.69 52.77 59.35 15.79 

8 68.07 82.37 87 .13 55.89 
16 21. 48 26.05 40.74 24.05 
30 4.98 52.34 60.26 11.34 
39 7.44 1. 58 19.45 14.09 
93 1. 90 88.03 89.70 22.57 

9 21. 92 25.01 50.55 20.61 
33 34. 18 62.63 74.99 21. 52 
39 41.66 60.97 37.65 14.62 
33 11.56 57.60 27.23 9.04 
21 4.48 46.09 8.05 1. 67 

5 30.02 89.52 93.33 22.26 
33 14.52 76.23 48.81 6.56 
14 32.54 69.32 32.30 26.93 

112 16.25 59.92 15.39 3.49 
23 3.33 1. 11 51. 52 11.29 
14 30.95 57. 11 70.88 37. 55 

9 62.95 52.17 17.26 18.22 
65 49. 15 80. 15 6.82 31. 75 

9 47.02 26.14 50.27 48.43 
20 79.37 83.76 35. 12 62.70 

153 86.39 49.30 64.67 22.37 
10 16.91 82.73 99.74 35.99 

27.52 59.40 51.06 22.23 

Los subíndices (H,r,L,P) indican método ó error de: NcQuivey, Fischer, Liu y 
Propuesto respectivamente 
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T A 8 l A 5.3 ERROR RELATIVO RESPECTO A LA SUBESTIMACION Y SOBREST!MAC!ON 
DEL COEFICIENTE DE DISPERSION LONGITUDINAL 

RIO K(Obs.) McQ. y Keef. Fischer Liu Propuesto 
(ft2/s) Eso(%) Esu(%) Eso(%) Esu(%) Eso(%) Esu(%) Eso(%) Esu(%) 

Nissouri 893 -3S.30 -78.61 S.48 -6.64 
Nissouri 837 -36.39 -66.21 12. 11 -7.S2 
Nissouri 46S -22.80 -78.93 -3S.26 10.01 
Nooksack 3S -40.97 -92. 14 -83.38 -21. 78 
Sabine 316 -28.82 -8. 16 41. 28 S.23 

Wind/Big. 163 7.65 -S4.6S -30.86 15.68 
Elkhorn 9 -10.22 -94.14 -90.20 8.09 
Elkhorn 21 2S.99 -92. 19 -88.70 37.73 

Clinch S4 -64.2S -S8.22 -19.42 -63.04 
Wind/Big. 42 7.84 -88.38 -8S. lS 8.17 

Sabine 670 -43.39 71. 18 74.02 -13.28 
White R. 30 -l. 38 -87.9S -84.21 24.07 
Clinch 46 -so.os -46.36 36.3S -62.90 
John Day 14 33.S9 -84.S4 -83.S2 -10.11 

Comite 7 15.36 -S3.66 -Sl. 66 26.73 
Comite 14 18.97 -16.48 -23.26 29.S2 

Bayou An. 14 -1. 12 -30.83 -36.33 20.09 
Antietam 26 16.9S -16.93 -30.47 21:14 
Nonocacy 14 l. 19 -79.20 -81. 16 16.S2 

Yadkin 260 -33.44 72.S8 61. 48 -8.86 
Nonocacy 37 -0.69 -S2.77 -S9.3S lS.79 
Clinch 8 -68.07 -82.37 -87. 13 -SS.89 
Antietam 16 21. 48 -26.0S -40.74 24.05 

Amite 30 -4.98 -S2.34 -60.26 11.34 
Bayou An. 39 -7.44 l. S8 -19.4S 14.09 
Susqueh. 93 -1. 90 -88.03 -89.70 22.S7 
Antietam 9 21. 92 -2s.01 -SO.SS 20.61 
Chat tahoo 33 -34. 18 -62.63 -74.99 -21. S2 
Sab-Texas 39 -41. 66 60.97 37.6S -14.62 
Bayou An. 33 -ll.S6 S7.60 27.23 9.04 
Cooper C. 21 4.48 46.09 -8.0S -1.67 
Nonocacy s -30.02 -89.S2 -93.33 -22.26 
Nuddy C. 33 -14.S2 76.23 48.81 -6.S6 
Nuddy C. 14 -32.S4 69.32 32.30 -26.93 

Yadkin 112 -16.2S S9.92 lS.39 3.49 
Ami te 23 3.33 l. 11 -Sl.S2 11.29 

Clinch 14 -30.9S -S7.11 -70.88 -37.S5 
Cooper C. 9 62.9S S2. 17 17.26 18.22 
John Day 6S 49. lS 80. lS 6.82 -31. 7S 

Powel 1 9 -47.02 26. 14 -S0.27 -48.43 
Cooper C. 20 79.37 83.76 3S. 12 62.70 
Nooksack 1S3 86.39 49.30 -64.67 -22.37 
Cooper C. 10 -16.91 82.73 -99.74 3S.99 

HEDIAOO -26.92 28.54 -61.61 55.68 -60. 15 32.24 -25.46 19.67 
1 1 ' 1 ' 

Esu y Eso indican el porcentaje de error que se tienen con Jos métodos al 
subestimar ó sobrestimar el coeficiente de dispersión, de acuerdo con datos 

de campo. 
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T A B LA 5.4 DATOS EMPLEADOS EN LA VALIDACION DEL MODELO DE DISPERSION 
UNIDIMENSIONAL (Ecuación 3.20) 

Sitio Ancho Tirante Pendiente Velocidad Coefic¡ientes K 
(Referencia) medio medio media (Ruteo(~25:j·4.21) W (m) d (m) s 

u (m/s) 

a) Rio en 
'Copper Creek' 18.28 0.854 0.00132 0.518 21. 36 21. 7 
( F ischer, 1968) 

b) 'White River~. 67 O.SS 0.00036 0.347 30.2 22.9 
(HcQuivey, 1974 ) 

c) 'Wind/Bighorn 
River' .. 68.6 2.16 0.0013 l. 55 162.8 136.5 
(HcQuivey, 1974 

d) 'Monocacy Ri"t~r· 
47.5 0.876 0.0006 0.44 37.2 31. 3 (HcQuivey, 1974 ) 

. 
Valores reportados obtenidos con el procedtmlenlo de ruleo (Flscher, 1968) . .. 

Aunque de esta ref'erencla se lomar·on los datos, 6stos son reportados por 

otros autores y recopllad~s por HcQulvcy en 1974. 
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Rio en 'Copper Creek. Va.' 
(Plscher. 1968) 

concentracton (mg/l) 
l.W . 
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0.20 
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Figura 5. 1.- Comparación de resultados caso (a) 
Error relativo de pico: Ec=3.75 % Error de defasamiento: Et=7.24 % 
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'Whlte River' 
(McQu/vey. 1974) 
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Figura 5.2.- Comparación de resultados caso (b) 
Error relativo de pico: Ec=6.43 % Error de defasamiento: 

67 

Et=4. 07 % 



'Wind/Blghorn Rlver' 
(McQuJvey. 1974) 

1-(M) s•O J:ft -- (M) :l•.tftm .. (C) •••et~ t 

1:•136.0 m2/s 
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Figura 5.3.- Comparación de resultados caso (c) 
Error relativo de pico: Ec=l2.21 % Error de defasamiento: 

'Monocacy River' 
(McQulvey. 1974) 
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Figura 5.4.- Comparación 
(1) 

de resultados caso (d) 
(2) 

Ec=S. 48 % 
Et=O. 63 % 

Error relativo de pico: 
Error de defasamiento: 

Ec=7. 57 % 
Et=4.0S % 
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6. - CONCLUSIONES 

Un problema hoy en día a nivel mundial es la contaminación de los cuerpos de 

agua. Para poder mantener un control de la calidad del agua en el caso del 

escurrimiento en ríos, es necesario conocer la capacidad que tienen dichas 

corrientes para transportar, dispersar y diluir los contaminantes que son 

descargados en ellas. 

El primer estudio importante de dispersión en un flujo turbulento, fue 

realizado por Taylor en 1954 para el caso de flujo en tuberías, el cual fue 

extendido por Elder en 1959 para canales y por Fischer en 1967, para el caso 

de corrientes naturales. 

El factor común entre los análisis de Taylor, Elder y Fischer fue el suponer 

la existencia de un gradiente de difusión ó de mezclado debido a las 

variaciones de velocidad respecto del valor medio (en el espacio o en el 

tiempo), y cuyo resultado proporciona el uso de la ecuación de dispersión 

unidimensional para simular el comportamiento de contaminantes, bajo ciertas 

restricciones. 

Las hipótesis más importantes del flujo consideradas en dichos análisis 

fueron : 

l)Flujo unidimensional 

2)Turbulencia homogénea e isotrópica 

3)Flujo uniforme e incompresible 

4)Se adopta la primera ley de Fick de la difusión 

La diferencia entre los análisis fue la estimación del coeficiente de 

dispersión longitudinal K. A partir de los resul lados de Fischer, se 

desarrollaron diversas investigaciones con el fin de determinar dicho 

coeficiente en corrientes naturales, el cual es un factor importante de la 
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capacidad de autodepuración de éstas. 

En este trabajo, además de mostrar y analizar algunos de los métodos que 

existen para calcular el coeficiente de dispersión longitudinal, se propuso 

un nuevo método el cual se obtuvo empíricamente a partir de mediciones de 

coeficientes de dispersión reportados por diversos investigadores. 

Dicho método fué comparado con los existentes y se encontró que arroja 

mejores resultados. Mientras que con el método propuesto se tienen 

estimaciones bastantes aceptables, con los otros se llegaron a tener 

diferencias notables respecto a los medidos e incluso algunas veces de 

varios órdenes de magnitud. 

En cuanto al error cometido en la estimación del coeficiente de dispersión, 

ya sea al subestimarse ó al sobrestimarse, fiel reflejo de lo 

señalado en el párrafo anterior, para el método propuesto fué del 19.67% y 

25.46%, para McQuivey y Keefer del 28.54% y 26.9%, para Llu del 32.34% 

y 60.15% y para Fischer del 55.68% y 61.61%, respectivamente. 

Por otro lado, al presentar los métodos que se describieron en forma 

adimensional y similar al método propuesto, se encontró que los métodos de 

Fischer y Liu definen al parámetro K/Ru* como función de f y (W/R) mientras 

que el de McQuivey y Keefer y el método propuesto lo definen con f y .S. Es 

decir, con base en los resultados obtenidos en la comparación de los 

métodos, se puede decir que influye más la pendiente S que la relación (W/R) 

en la estimación del coeficiente de dispersión longitudinal K. 

Asimismo, ya que el método propuesto separa los efectos del escurrimiento y 

la geometría de la corriente, hace posible sensibilizarse con la física del 

problema a través del parámetro K/Ru* y proporciona además un rango de 

valores de dicho parámetro mucho menor que el reportado por algunos 

investigadores (Beltaos, 1978). Adicionalmente, si bien la ecuación 

propuesta se presenta en forma adimensional, solamente es válida para 

condiciones de campo , es decir, no se puede extrapolar para condiciones de 

laboratorio. 
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Por último, considerando los resultados de algunos estudios de trazado y 

algunos ejemplos reportados en la literatura, se demostró que si se estima 

correctamente el coeficiente de dispersión K, el modelo Fickiano sí describe 

adecuadamente el comportamiento de los contaminantes a lo largo del 

escurrimiento, una vez que se ha cumplido la restricción más importante de 

dicho modelo, que es la de haberse completado el mezclado transversal del 

contaminante desde su descarga. Al aplicar la ecuación de dispersión 

utizando el valor de K estimado con el método propuesto, se tuvieron 

resultados sumamente satisfactorios. 
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N O T A C I ó N U T I L I Z A D A ( c o n t i n u a c i ó n ) 

Tx,Ty,Tz escalas de tiempo lagrangiana 

u,v,w velocidades instantáneas en x,y,z 

u,v,w velocidades medias en x,y,z 

u' ,v' ,w' fluctuaciones de velocidad 

uK velocidad al cortante 

U velocidad media 

V vector velocidad 

W ancho del río 

x,y,z coordenadas cartesianas 

X vector de posición 

X(t) desplazamiento de una partícula 

B factor en función de (u"/U) 

6 incremento 

cx,cy,cz coeficientes de mezclado turbulento 

Ex,Ey,Ez coeficientes de difusión turbulenta 

rr número Pi 

p densidad 

X vector de posición con coordenadas C.~.~ 
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