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“"INTRODUCCION"

La wotivacion bamica del problema gue aqui xers tratado se
encuentra en las ecuanciones difeorenciales que sivrven de modelos a un
sinnumaro de fensmennc de naturaleza muy variada Un metodo tipico para

lineales con

buscar las soluciones deo ecuaciones diferenciat
coeficientes constantes consiste en buscartas como funciones
exponencialex, lo cual reduce ta ecuacion diferencial a un polinomio
Namado polinomio caracteristico, Por olro lado un teorema basico de la
Teoria de Estabilidad en el sentido de Lyapunov consiste en caractertzar
a una solucion trivial como esteble si Ia parte real de las raicas del
polinomio caractenintico o< negativa . Por esto os que resulta ralevante
plantearse el buscar los criterios bajo los cuales todas las ratces de

uri polinomio tienen parte roal nsgativa.

Los resuitados doscritos en ol presente trabajo =zon de tipo
cualitativo debido a que sin conocer lax raices de los polinomios se

obtiene informacion acerca de su comportamiento.

A modiados del siglo pasado las maquinas de vapaor eran poco
potentes, mity seguras y funcionaban adecuadamente con reguladores de
aspas de Watt. Posteriormente el incremento en la potencia y rapidez
atlcanzada por las maquinas hicieron que tales reguladores, por causas
que no se enptendian fallaran lo cual se manifestaba en problemas de

inestabilidad en su funcionamiento llegando incluseo a xu destruccion.

Kl fisico inglés Maxwell . fus el primero que  intentn
encontrar los principios bajo los cuales trabajan los reguladores
automiticos de las mAguinax de vapor. En 1868 publico un trabajo sobre
reguladores, donde por primera vez se da una explicacion, con base en la
invezstigacion tedsrica desarrollada, de las cawuxas del trabajo inestable
de las mAaquinas de vapaor. Para podorio analizar en forma teorica tuvoe
que imponer hipotesis simplificadoras que excluyeron el caso practico

tmportante de las maquinas de vapor con regulador de aspas de Watt.



De hecho con este trabajo se plantea el problema de buscar las

condiciones de estabilidad de polinamioz de cualquier grado.

Este problema fus planteado y resueltn por et matematico

franceés Hermite Cin, 17 afoz ontex que Maxwell; sin ewdargo, los

trabajos de Hermite pasaron desapercibidos porque a los ingenieros les
interesaban algoritmos practicos o féormulas, y los trabajos de Hermite

no llegaron a tal

En exe seontido tuvieron mayor repercusion  peactica  leos

resultados del Ing. Vishnegradskii, con su trabajo <1876> sobre

o dlive

regulailcros Ao A qun 1o dedico especificamente a  la

“maquina de vapor-regulador de Watt'; ast comon su investigacion tenrica
de un  criterio practico (Criterio 2 deol Capitulo 111> Yy una
interpretacion geometrica, que fueron swuy usados por proyectistas vy

constructores.

El problema planteado por Maxwell fue resuelto por el ingles
Rauzz (on 18757 wediante wun algoritso que con un numero finito de
operaciones aritméticas perwmitia determinar si un  polinomio cualquiera

era de tipo esxtable o no.

Por otro lado, el iniciador de Ila Teoria de Regulacion en
Turbinas fue el Ing. eslovaco Stodola, quien demostro 1a condician
necesaria de extabilidad para polinomioxs con coeficientes realex
(Teorema 2 del Capilulo 1. A zu vez de planted el problema de 1a
obtencién de condiciones necesarins y suficientes al matemaitico aleman
Hurwitz. Todo esto fue hecho en forma independiente al trabajo de Rauss
a fines del siglo pasado. Hurwitz con base en los trabajos de Hoermite

resolvié el problema mediante desigualdades.

Al inicio del presente siglo los trabajos de los franceses
Lienard y Shipard permitieron disminuir las operaciones para  ia

comprobacion de desigualdades Criterio de Ranss-Himwwitz a da wmitad.

Los ingenieros y lox ssatamaticos de alguna forma han
investigado y redescublerto los criterfos anteriormente mencionados;

ast por ejemplo, el jlamado Criterio Geemwtrico del Ing. Mijailov no



s6lo aparece en el Q.raha;in de Hermite, sinn que ex Ja base fundamental

de su investigacidn, Sin embargn en 1937 sa Criterio alcanzo fama e

circulox ingenieriles. En este trabajo aparece como el fOriterio 1 detl

Capitulo ITL :

Exte trabhajo correspornie & un tema clasico muy tratade en
articulos, monografias y libros de texto, por lo tantn, puoede
considerarse como un tema alternativamente xistematizado. El presente
trabajo, a pexar de no contener nuevos resultadoxs matematicos, da un
este enfoque logrado en gran parte gracias a los trabajos de Gantmajer
2] y Postnikov i3] que pratende hacer accesible el material incluso a
estudiantes de TIngenieria, incorporando para ello apéndices donde
aparecen casi todas las demostraciones de lax proposiciones, teoramas,

afirmacionses y criterios del taxto principal.

Fl contenidn de la presente tesis consiztn on e Caprtualo
donde por ia sencillez de los peolinomios tratados de grado 1 y 2 se
busca una condicion necesaria y suficiente para xu estabilidad a traves
de 1a obtencién explicita de las soluciones do tales polinomios., Sin
embargo en toda la tesix se¢e busca obtener resultados xin conocer
explicitamente lan soluciones. Por otro lado, la existencia de las
soluciones de tales ecuaciones queda garantizada por el Teorema
fundamental del Algebra. En el Capttulo Tl se sigue la metodologia de v
analizando casos particulares para ubicar regularidades gencrales; seo
introduce la caracteristica de amplitud de fasexs y la caracteristica de
faxes. En base al Capitulo If. en e} Capitulo III se legan a formualar
criterios especificos wsi wun polinomio es estable; particularmente el
Criterio 3, requiere técnicamente para ser resuelto un  aparato

e

matemitico altamente sistematizado, como 1o son los Inddices de Caoch

uma {fuscion racional. Extos son introducidos en el Capitulo IV y es

refornulado el Criterio 2 & travées de los Indices de Cauchy.



CAPITULO L

PRIMER INTENTO.

DEFINICION 1:
Liamaromos a un polinomio ESTABLE, si la parte real de todas sus rajices
es nogativa,

En este primor intento consideraremos a Jos polinomios de
coeficientes reales con ia restriccién de quu o} coeficients do su

maxima potencia a, woa positivo,

®El polnomio do primer grade:

P(z):.’noz + a, w€1.4d
tiene como Unica raiz al aimoro reak:
a
1
P a 1.2

o
luego eontonces la ralz sorda negativa =i y ssélo =i al>0. Véase al

APENDICE C(i.AD

— o -
oEl polinomic de segundo grado:
z
4+ F
Pezy=az’ + az v a, €13

tiene por rafcos a:

wlla

y los posibles casos cunndo sus partes roales son negativas so analizan

n travées de lox valores que toma el radicando.

En todos loz casos rosulta gue las raluaz tionon parte real
nogativa si y mdlo si a > 0 y a, > 4, bajo Iz hipdtosiz de @ > 0
Voaso ol APENDICE <1.B.

Los resultados que asoguran astabilidad de los polinomios do

primar y segundo grados estin contenidos en ol siguioente TEOREMA 1,



TEOREMA 1:
Los polinondos de primer y segundo grado, ¢on coeficientes reales y el
coeficiente de su maxima potencia mayor que cero, son establos 'si y

=x6lo si todos los dem&s cooficientos son positivos.

-0 -
Para polinomios de grados mayoras que dos la zitunacién cambia.
©®En efeclo ol polinomio de tercer grado:
PezI=z’+ 2"+ 2z + 8 wCLED

tiene todos sus coeficiontes positivos y sin ombargo dentro de sus
rafceos aparecen, ademis do una rarz con parte real negativa que es la

raiz real z‘c—z, dos rafces con parte real positiva que son:

1 Y15 3 1 Y15 i
2= T T 4 %z T T2

cuym obtonciétn me hizo wuzsando ol procedimlento dado on el
APENDICE (1.C).

El polinomio 1.5) sirve de contraejomplo o la proposiciéon de
que si los coeficicntes de un polinomio de grado tres son positivos,

antonces el polinomio oz establo.

Este ejoinplo nos da la pauta para enunciar of siguiente toorema

gonoral:

TEOREMA 4:
Zf ol polinomio
PCzd> =a 2" taz e 4a pRE N>
° 1 n
con coeficientos & k = 01,2,3..n0 reales vy a°>0 es establs,

ontonces todos sus coeficientas ax,:azr..,;x son  pozitivos.
n

La demostracion se dotalla en ol APENDICE (4.D),
El teorama reciproco ne es cierto, racusrdese ol polxnomio

<1.53,



‘CAPITULO 1L

BASES PARA EL METODO DE AMPLITUDES DE FASE (HERMITE-MIJAILOV)

¥ OTROS CRITERIOS.

En lo sucosivo consideraromos polinomios P: € » C,

Comencomos la primora otapa do oxte método estudiando a los
polinomios P restringisndo la variable z al ojo imaginario os decir,
consideromos comple jos z de ia forma iw, gue sirve para roparar las
rafcos con parte real nagativa y no negativa y estadiar la curva
resultante do separac la parte real de la parte imaginaria poniendo en

correspondoncia dicho polinomio con la represontacién parametrica;s

® = uCw)
y = vl
Para ilustrar la primora otapa del método, veamoslo funcionar

on ol caso do lox siguientes polinondas

oCaso

Pz vaz + a
o 1
. POwIsa {w +a
o 1

denctando la parte real ¢ imaginaria por x y y respaectivamonte tonomoxs

la siguionto P wacion p rica de la curva:
e 1 €200
y=a W J

que al variar o de -0y a +x» rosulta ser la recta vertical x=x L, YA que
an eoefecto al cambiar w de -® a o 8l punto x(wd),ylwdd = Ca‘,:cam)
pertonecionto a la recta x=a quo varia mondtonamonte sobro dicha racta
de abajo hacia arpiba y por lo tante su oriontacién os la indicadn o
La Fig, 2.1.

Pliwd

(.11 R

’ x %
Fig. 2.1,



P(zd=a z°+ a'z +a
o L 2

APCiudEa () + a tw +a
. o i 2
si-a_wta M taw

=3 2 1

- wz+-.
2 '2} €22

=AW
y=a,

Esta admite los sigulentes 2 subcasos discriminados por lox
posibles valoreos de A factor entre el cual hay gque dividir para

eliminar w en (2.2).

Subgcaso 1,
Si a‘=0, entonces al variar o de -® a3 sm ia curva tendria la
forma de una somirecta wn el cjc horizontal, ya2 que cuando w + -~® la

cur'va se roecorre do izquierda a deroecha hasta ay cuando w + +«o do

- Ta %
Fig. 2.2.

derecha a lzquierda, es declr siesmpre se tione quo x 2 a. Véase la
Fig. 2.2.

Subcaso, 2.
Si a‘# 0, ontonces en la representacién de la curva

€2.2) eliminemos e} parametro w, obtenisndose que

Esta os la ecuacién de una paridbola ablorta hacia la izquierda cuyo oje
coincide con el somieje que ega hasta a. La orientacion dJde la
parabola para ol czzo ?Xﬂ) v su contraria a‘<0 s0 ilustran on la Fig.

2.3. Lo cual os ficilmente porcibible en la computadora.



Fig. 2.3.

PCz) = a2 + az+ az +a
o 1 2z E]
APCiw) ﬂaa(iu)w*al(iu>z+az(iu)+ai

2
Bl~a o' ta It A2 w'ta_wl
% a [ 2z

xE~a w
STEe TRy } €23

?
y=E-m w taw
o 2

y = en esta curva hacemos variar w de -x a «» , cbtendromos lox casos
siguientes, discriminados por los valores de a‘ factor ontro il cual

hay que dividir para olindnar ol pardmotro w do (2.3),

i) Para a‘# o
Elimdnemos ol paramétro « de la representacién paramétrica
€2.33, para eollo dexpojamos w do Ia primora exprosion de (23> y la

sustituimos on la sogunda obteoniendo asi la parabola zomicubica :
w2
x-a,
y=-a°[ By ] +a, [

Una ocuacién mas manaiable noada
operaciones que se¢ realizan en APENDICEC2.A), La siguionte es la

Amren afacteionde

ecuacién simplificada do la parabola semicubica

2
y2 meCxma dCx-AY
2 a

= l

aa
cont  A=zn =~
3 £y

°
obzérvese que la forma de la curva depende de lox signos de a y a,

cosa que claramente se va en la tercora féormula del desarrollo del



APENDICE (2.A) que a su vez na;:‘ lleva ‘a los sigufentes tres casos
cualitativamente diferentes. Vease al APENDICE (2.B)S.

/
a‘ >0, az>0 a >0, azuo a >0, az<ﬂ.

Fig. 2.4.

Aqui la poricién del eje y queda determinada en términos del valor
de:

En particular el polinomio avaluado en {w pagaré por el origen
sl y sélo si: aaao, o bien AnmQ0, ez decir cuando o oama o, teniéndose

los sigulentes casos:

a >0, a <0 o )0, a >0
a <o ‘ 2 y ao ¢ 2
2 al<0, aw)O 3 al<0, az(o
El anAlisis de estos caxos poxibles puede hacerse conforme al
esquema indicado en el APENDICE (2.0).

i1) Para a‘-D:
En este caso observamos que las ecusciones paramdtricas €2.8)

degeneran en !

{ xmay 2.4

a 2
ym-n WA w meola Wma )
o 2 =3 2

esto significa que falal ez una recta vertical, pero ademis como la
y--m(aowz—az) cuando el valor abgoluto de w ez muy grande pero w en
i ol punto ey, de la curva 'en nuestro caso de la recta’

estari en la parte superior de la recta y al variar « desde dichoxz



valores  hasta valores muy grandos, pero positivos la recta x=a sora

recorrida de arriba hacia abajo,

Entonces al variar © de -» a +.» nuestra curva serad una racta
vertical dirigida hacia abajo, pero ademas el punto (x,y) montado on la
recta x=a_, s6lo dopendora del signo de a., o bien se mueve
monétonamoente hacia abajo, o bien roaliza una oscilacién al pasar por
su interseccion con ol oje harizontal

El anilisis mas detallado puode verse on ol APLCNDICE (2.D).

g
elo que hicimo= para los cazos anteriores podemoas
ganeralizerlc &l nelinemds Jdu grado n
P(zY=a 2™ az 'tta z +a
o 13 n-t n
donde a°>o, y ademas introducimoz las funciones u y v que ropresentan
las partos real e imaginaria del polinomio anterior respectivameonto al
ovaluar on zmiw, ex decir
PCwsa CGudta G +oda  (wd +a
o 1 n-g "

y la generalizacién a cualquier n pusde tomar la forma @

utwI=C-1"a " 40" a,

cuando n ox impar n=Zm+l: - . _
v(u)n(-i)maau -1 aw

n 1

utwIal-1>"a ° +¢-12""5
° z

m- 4 n-t m=-2 n-3
vCuwIm(~1) A + -1 - .ot @
n-

cuando n ex par n=2%; {
donde la validacion do estas férmulas pusde hacorso intuitivamonte
a partir de analizar lox cazor concrotos para nsf,2,3 y una vezx
propuostas las férmulasz de (2.5), estas pueden domostrar=zo por

indeccion.

For comodidad, como xe vera en eo! Capitulo IV, podemos

introducir las funciones U y V dofinidas por:



™ e N
a‘x 4'33):r ‘+...+:\ ,» s{ n=2m+t
ucxd = m m-t "
ax +azx +...+an, =i n=2Zm

«€2.63
{ ax" + ax"'+.ta , Si n=2m+1
z n-1

m-1 m-z :
ax + ax +.+ta , =i n=2m
1 a "1

Obsorvandose que las partos reales del polinomio par e impar
son tales que u(u):U(-uz), lo cual se comprueba diroctamoente
substituyendo x=-w® on U, Para las partes imaginarias deol polinomio
impar y par respectivamento tenemos:

B D B T2 W TReey™ !

1O a w

vis
¢-1>"'"‘a‘w"“«-n""‘aiu,_“'%. ..+an_lu=u(<-n”“‘a‘u"’z+<-1>""a,_u e oad
on las cuales observamos que vEwdIswvi-u?) lo qua se comprueba tambien

sustituyendo xa-w® an VOO y por endo

ulwd= UC-w?>
viwda wVi-w'

o sea, <
[ Peir=ticurriuve-u?> €27

Para ol caso deo coeficientes complejos se obtienen resultados

similares. Esto puede verse al inicio del Capitulo III,
Todo lo anterior lo podomos resumir on ol siguionte loma:

LEMA 1:
ol grado del polinomio u ot = n-91,

Si n es impar {

v el aradn del polinomin v ex = n,

el grado del polinomio u es = n,

Si n es par { y el grado del! polinomio v os = n~1,

La demostracién es on esencia la justificacién por induccién

de lax férmulas (2.5).



Ohzérvese que geomatricaments el comple jo PUwd describe wman

curva, al variar el numero real 2

en el intervalo (~wx,+wn), sobre el i s, Ve e
plano comple jo en el que la varia-

ble z toma sus valores. Tal curva

es descrita por las ercuasciones pa- Oi Fig. 2.5,

rametricas (el parametros ns w) son:

*xmerdwd
(283

yaviw)
donde =z = x *+ iy.

DEFINICION 1:
A las ecuaciones parametricas (2,87 se le flama caypva de  amplitud  de
fases del polinomic P, ¥ a la grafica de la curva (28> se le llama Ia

caracteristica de la amplitud de fazes del polinomio P.

Obszervemos que al variar w en R, el punto ie recorre al 'eje
imaginario" que representa la frontera de los semiplaros izgulerdo y
derecho. La caracteristica de amplitud de fases results ser la imagen

del ejo imaginario (iw? bajo la transformacion Pz del  plano,

Por otro lado tamhién obseérvese que la intcoduccion de los
polinomdox w y v o conveniente, dado gue un @, que hags
simultineament.e u(wo)nﬂ v v(mo)w() significa que tal v_es &l valng ded
parametro para el que Ia creewn (3,67 pasa por el origen de coordenadas,
o cual xignifica que imo ex ratz del polinomio original P lo que a
su vezr significa que el polinomio P no es estable, ya que la parte
ReCiw? =0, por todo esto se justifica el LEMA 2 y el COROLARIO
siguientes:

LEMA 2:
Fl polinomio P ticne por ratz imaginaria pura a z"=i<-)o =i vy soio si los
polinomios u y v tienen por ratz real comn a w .

La demostracién de este LEMA es inmediata.



COROLARIO 1: E
Si los polinomios u y v tienoen una ralz real cbmﬂn, esto os si la
caracteristica de amplitud de fases pasa por el. origen, entonces

e! polinomio P no es estable.

YV, Yav

Es suficiente con indagar j " / .

ci la curva que llamamos caracteris- L/f M \1 2
tica de amplitud de fases pasa o no

por el cero (Filg. 2.6, y 2.7.), Fig. 2.6. Fig., 2.7.

Obzérvose que de la estructura do P, con coeflcientes roales,

por haberse podido ilevar a la forma PGiw) = utw) + iv(w?, donde
- - 2
ulwrs U
2
{ viwI=wV{~w )
tondroemos que ml cambiar a w por -w la funciéon u no varia (u rosulia
sor una funcién par), mientras que v resulta ser una funcidn impar ya

que cambia de signo al variar w por -w Esto significa que la

caracteristica do amplitudes de fases:

xaudw)
y=vw)
L4

(LW ), Vi »
\,‘/o

w PCGiw)

ex simétrica rospocto al ejo horizontal x donde los puntos simétricos
corresponden a valores del parametro w con signos contrarios y por

tanto 1a grafica de dicha curva ex de la forma indicada en la Fig. 2.B.
Antes de empezar con la segundz parte de este método recuerdese

las dofinicionos basicas de numeros complejos, por @jemplo véanse en
4} o IS1L

10



sUsaramos las siguientos propledados cuya jJustificacién puads

verseo aen algun texto de variable complaoja, en particular en {41 o I5).

be) z
arg z z Sarg z‘-r arg 22] sdonde = %G € y osta igualdad =zo sigue

cumpliondo si on su parte derecha agregamoes un namers enterc de

vaeltas, es deocir si agrogamos 2k, con kel

Zz t Ia,blc R+ C v fa,blc R + R) fplw dz=arglz(w di=p
v - 31 0% 221%P,
ta,br

ZzzZ{wI=ulwrI+iviwded p=pludeC -n Cp = n
n o
®0
v {wd
tan pCwl= TR

/Para cualquior funciétn z no cero do variable rsal no cero con valores
complojos y continua en su dominio, exizte una utnica funcién p de

variable real con valores reales Lal que dado un  valor indciat

N o ik
p° SU bar @ (Q'nuiw‘/'

. 2 w?
/——‘—"‘—M)_
3 o

Fig. 2.9,
La funcitn pCw) la podemos interprotar para cada w como ol
argumanto del complojo =(w), esx dacir, como ol dngulo formade por el

vector de posxicién del mismo complejo z(wd. Véase la Fig. 2.9.

£n nuestro caso, esto es, en el caso de la caracteristica de
amplitud de fares, 0 ®ox para
Pwd=udwIHviwd
=re > fat PO
L
Podomos exprosar la propiedad arriba moncionada en ol siguaisnte

lama:

LEMA 3:
Si la parts real e imaginaria u y v del polnomic P(iw), no tiene
raices w gue preduzcan a <cere simudtinesnante los dos polinomios,

ontonces oxiste una unica funcidn o —» e<w), con © ¢ R, que satisfaco



~las siguientes propiodades:

1) plude <1R la funcion p eos continua para todo ).

iy =~ € pC0) £ 7 Qa funcion p on w=0 queda caracterizada por

Lal desigualdad 3,

uc? v<0d>
cox d0)= » san (=
/ ucer v veod® / ucod®+ veod®
viwd
ii1d tan plwd= oy ¢ YVweaeff.

.y
Obsérveso en particuler gue si P>(2) os ol polinomico de grado
Pezd=a z +a z" th.ta
. =) 1 n
con coeficientes reales ae Ry anxo, entonces
Pliv=a (1w ta (1) " hoda = aded + ivew)
oevajluado ~on w=0 tendromos

PLO)= a = O+ ivC0d= uCdd) + 10

n

pere a aesto valor puoden correspondor sdlo dos pezibles valores dol

angula 0,

1> 81 &x >0 :
'
wK08> v
sen C0)Y= -
w<0d?+ veod?
o o a“ “
» son 0= = »  p<Od=0 Fig. 240,
n
1Y Si & <0 :
n
. ulod
cos pC0 - ¥

/ ucor®+ vem?

a
» cos p(m:Ts:T 2 cos (0)=~1 » PC0¥=n a o M

Fig. 2.11.
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Hemos obtenido asi gue cuando P(z) os de coeficientos reales :

0, =i an)o
PO =1 nsioaco

DEFINICION 2:
piR + ®

A la funcién pmpCw) , que satisface las condiciones del LEMA 3

so 1o lNama funcién de fases del polinomic P y a su grafica

garacteristica de fases de dicho polinomio.

A esta funcién p se le puede intorprotar como el angulo dol
vector do posicién quo genera a la caractoristica de ampilitud do fasos,
aunque tiene su grafica propia que es lo gue uslames amando

caractoristica do fasies. Observese la ilustracién de ia Fig. 242,

caractoriztica de ampiitud

w P €D do fases.

udw)

plwd caracteristica de fasas.
° w
Fig. 2.12.
Lo fincidn do fagexr ¢ @ o = olw) nos guoda caracterizada para

ol caso genoral de wun polinomio PP deo grado n on los siguientes dos

subcasos, basados en el LEMA 1.

vECwd polinomto de grado n
i) Si n ex impar: tan plw

uCwd = polinomio do grado = n-1

lim tan plw) s
Wb

s lim tan p(w) =o , es decir {
LD

lim  tan pCw) =-©
W -

i3



polinomic de gradoe = n-i

i ar: L =
ii) Si p ex par: tan olw polinomio de grads

llrp tan plwd =0
s lim tan pdw) =0 , ex decir W@
oy ;
1im tan pCw) =0
W -

Todos estos casaos, porc desglosados los resumimos en @l siguionta:

LEMA 4:
Si la funciétn do fasoes o(wd admite la oxistoncia de sus lHmites

infinitos, los cuales serin denotadox por :

p(—m)n&irzxmw(w) -
pc'm)alﬁir‘nmp(m)

2o obzervan los siguientes caxos:

[p(*m)u ns/z2 + N
1) St n ez impan:
pleodn nrz v M

PC~wl= Nn

113 Si n oz par:
eCsmda Mrr

donde la N y ia M gon clortos nomaros enteoros.

A este LEMA 4 nodomos darle la siguiente interpretacisdn:

La caracterisztica de fasos, tienv dos asintotas horizoentalez en
cada caso (ya que tales asintotas horizontales estan dadas por los

lirdtes infinitos de @g(wd si oxiston, bir:xmp(w) y Lﬁir{:ﬁp(bﬂ kN

Si n os impar: wlwd
r lim pCwizn/2+Nn /2 + Nn
b - — — e e e e
L Lim_glwlsm zsMr
G Py i
wF ERE T T
Fig. 2.13,
Si n gz par: PCwd
[ &:i-w plwr= Na Nr
Lum wCed= Mn e o e e
e -
01 M
Fig. 2.14

14



Y como o] angulo final (o) monos el angulo inicial p(-m) os
igual en ambos casos a (M-N)a, osta sord la distancia entre las

asintotas descritas en las figuras (2.13), (2.14) y (2.15),

Fig. 2.15.

No obztante quo la grafica de las ramas infinitas de la curva
HauCwd
do amplitud de fasos {y-v(‘w)'

aproximan asintéticamente 3 los ojes <coordenados, pues ambas

cuando w -+ -® y W - e©, no we

coordencdas {X,y2 awmwoian zu valor =in cota alguna, la direccién del
voctor de posicién OM (M=¢x,y>) tiende a la direccién del eje vértical

si n es impar y xi n os par tionde a la diroccidén del! ojo horizontal,

En rigor para n impar la ordenada y crece on valor absoluto
significativamonte mas rapido quo la abscisa x o invorsamonte si n os

par.

Final te introduz = un NUeVOo paramstro Ap que caracteriza
ef numero de rwdiax vueltas quo da el angulo olw).

En otrax palabras definamos :

Ap = Cangulo final - Angulo inicial)/ n

1
pled = plawd

A
P n

/mide las medias vuoltaz que da el vecior do posicidtn.

Obsorvese que en efaecto Ppload = pleaod Mn ~ Nm
A = = = M-N.
P 3 n

/madias vueltas queda ol vector do pozicién de la caracteristica de

amplitud de fases/.



Analicomos de nuovo' los paunom_ioﬁ'oleniontalos:»

CASO n=t :

I L e xma,
P(zd)=a z +a con. a0,
<« 1. mEy = i B - y=acu

plod = plecd -

i a> A=
1 P

n
n/a=-<-n/z2>»
pl-oda-ns/z n = A =1 /da una wedia vuelta complota
plead=s /2 P P contrareloj/.
x
Fig. 2.16,
i a <o
1
-ans/z=(-n/2)

eC-dm=n/2

4L =
plexda-an/z P

Apn-i /da una media vaeslta completa, pero a relojs.

plw)

Fik. 2.17.
El cazo del polinomio P para n = 2 y 3 puede vorze desglozado an

APENDICE (2.ED.

16



Todos los casos desglosados para n = 3 en ‘ol 'APENDICE (2.E) los

podemos resumir on la siguiente:

PROPQSICION 1:
Para o] polinomio de tercer grado P(x)=a zz'mnlz:‘h:izz*'aa so cumplen :
o

1 Ap=3 & al>0, .—.z>o, aa>0 y a‘az>aoaEI

112 4 =1 & a <0 Cadomas, si a <0 y a >0 entoncos también a a <ax oD
P a 1 2 12 o 3

idid A »~1 & a >0 (ademiz, =i a >0 y a >0 entonces también a a <a )
P a 1 2 172z "o a

ivd) A =3 4 a <0, ad0, a<0 y a ada a.
P 1 z a 172" 0T

En todos lox casox %o supone quu P no tlene ralcas lmaginarias

Plwl=0, ex deocir que la caractoristica de amplitud de fasox no pasa
£ 2 .

por ol origen asto oxs A gy a, 11#.10:;3
El analisls do la caracteriztica de fases plw) se simplifica

modianto ol siguiento:

LEMA 5:
s P, ¥ v, =on las funciones de fases do loxz polinomios P‘ y Pz’
ontonces la funcién de fasa p del polinomdo P‘l’2 ests dada por:
p(m):a*(u)-*az(uo + 2nk
dondoe k=0,1,-1 y toda w ¢ R,
La demoxntracion do oxte LEMA 5 puede verzo en ol APENDICE
2.

COROLARIO 2:

Cualesquiera que sean lox polinomiosx F'l v Pd so tandrd qUS Gl wduwero de
madias vuoltas completas que roaliza efw> para ol polinomic producto
P‘P2 ostsh dade por:

A = A+ A
PP Py Py

La demoztracidn de este puode verze en el APENDICE <2.G2.
——g-~

Dotongamonos un momento para resumir lo quoe hemos hecho hasta

aqui, Para el polinomio P de grado n nos fijamos on PGiw) qus nos

17



genars PUwmudd+Hvied, es deetr  la  curva : ;":“:;‘;, cuya graflca

Ilamamos caracteristica de amplitud de fazeg. Asociado 2 esta curva

introdujimos la funcion » que describla el sngulo que formahir el vector

de poricién OM con la pe; o pozitiva del eje horlzontal. A la grafica
de tal funcién le llamamos caracteristica de fases. A través de esta
funcién p pudimos medir el numero de medlas vualtas campletas que
reallza el vectar de pasicion. Esto quedd exprezade a traves del numero

4 . Lo que nos fzlta para conclulr con este método consiste en dar lox

eriterior para caracterizar cuindo un pollnemic es ESTABLE.

18



CAPITULO 1L

CRITERIOS.
Recordemos que para o1 polinomio P de primer grado con
coaficiontes roales: ’

X=2

Plzd=a 2+a Pliwd=a +ia v , { , con a >0
o 1 1 o o

y=a w
obtuvimor que la condicién necesaria y suficiente para gue fuera

estable resultaba sor n‘>0. Véaso la Fig. 3.1.

Esto cignfica queo L funcion de fasos plw) quoda
vw)

ulw)
wita soer la de una funcidén

dofinida en forma Unica como: tan plw) = oz docir como:

plwd = arctan(a u/al), cuya grafica
o

monotona creciento. Yéaxe la Fig. 3.2,

Fig.3.1 Fig.3.2
oPara ol polinomio P con ¢l mizmo grado 1, poro donde ot

coeficiente a os complejo, digamos: as= o + &ﬁ‘, también tonemos:

Pw? 7 a +ilaw = a+ ilz w + 3
s o 1 ° 1

% = a
-
@ e = € + i1 e C
y = aw "ﬁ‘ » con Ocﬂ?,a‘ a ﬁ‘

Obtoniéndose que el polinomio aoz + 2, con aoe 02‘, ale C os

ostable si y solo =i Re am al>G. Para los detallos de la demostracion
véase el APENDICE (3.A),

Luego, la caracteristica de amplitud de fases do P secd 1a
recta x = a. Do la forma parametrica de y, y = aw + [i‘ so ve que al
variar » on (-m,+a@ la caracteristica do amplitud do fases de P so
rocorre de abajo hacia arriba independientemesnte dol signo deo ﬁl‘ Esto
so ilustra on ia Fig. 3.3. Consecusnio con asto resulta que si ax> o,

os decir el polinomio ex estable, ontoncos el fngulo ¢ roecorreria los
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valores de =-ns/z hasta +n/2. Véaso la Fig. 3.4, osto os, de nuovo la

funcién glw) =arctan (Caou + ﬁ‘)/u ) sera mandtona crecient.,
N 1 R

Fig. 3.3 Fig. 3.4
Incluso i tomamos do nuevo e) polinomio P do primer grado,
poro con ambos coeficientes complejox: a , a‘e €, con A *®0, o= a4+ i?
] - o B o
a o+ i .
Yy s f,
Plwle a+ da o = at i3+ ifa H2 do = a- fu + iR+ a )
t o 1 ] ° o 1 o 1 o

Luego, la forma paramétrica de la caracteoriztica de amplitud

X moa - 3w
1 -]
= +
y uom /‘:“

En ssteo caso puede demostrarse que P(z) oz oztabla si y sdlo

de fase es

=i (Re a Re a+ Im alm &2 )0, os decir =i y =6lo si (a a+ .3 >0.
o 1 o 1 o 1 o' 1

Véase la domostracion on el APENDICE (3.B).

Poro lo que aqui nos intoresa es vor qud ocurre can la funcidn
¢ al variar w de -o a «x, bajo la hipétaesis do que ol polinomio o=z
estable, osto ox bajo la hipétesizs de que Caeu.+ ﬁoﬁ) > 0. Lo que

ocurre con toados lns neoo

1o Cinca de wmignos diterontss que puodan

tomar . /?o, a,y /?1 con tal de quao (qou‘é— {?of?‘) > D, o= que do nuovo

1
la funcién de fases p = arctan((a‘— ﬁom)/(aou + /?‘) resulta sor
monétona creciente.

Estos casos son suficlentes como para sugorir la ciguiente

proposicién:

PROPOSICION 1.
Todo polinomio P estable tieno por funcitn de fasos ¢ a una funcién

monsétona craciqnto.z

2 Si ol polinomio P os Complotamonte Inestable ontonces tieno por

funcién de fases p monotdna docreciente.
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La demostracién de esta proposicién es .casi inmediata de 1a
representacion general de un polinomio y del LEMA 5 dol capitulo IL
Voase el APENDICE <3.C),

En forma analoga podemos demostrar el siguionte teorema:

TEOREMA PRINCIPAL:
Si el polinomio P no admite rafcox imaginarias puras, P(iw)=0, pero
tieno k rafcos con parte real negativa y 1 con parte real

pus:itivas, entonces

A= k-1 w (3.0
3

/numoro Jde madias vwueltas de p/.

La demostracién de esto teorvuma =8 encusntra en ol APENDICE
<3.D.

Do osta forma podemos ya enunciar losx criterlos antoriormonte
prometidos, donde el primero no ex since la acumulacidén do  las

proposiciones y teoremas demostrados anteriormente:

CRITERIO 1. (Criterio de Estabilidad do Amplitud de Fasss do Hermite -~
Mifailovd. :
El polinomio P de grado n, sin rafces imaginarias PUw=D, oz salabie,

si y =6lo <i:

w€3.2)

Obsérvose que on genoral -n £ 4_S n, tenidndoxe =t

phre quae el

nimero Ap ¥ @ son de la misma paridad.

3 Cada raiz la ostariamos contando tantas veces como su mulliplicidad

do manoera que: k+! = n =grado de P.
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El caso extremo: 4 = n caracteriza a los polUnomins estables,
i
mientras que AF- -n caracteriza a lo que podriamos llamar pollnomias

completament.e inestables (todas sus valcer tienen parte real posttiva y

por ende gu funcidvn de fases ¢ seri monodtona decreciente)d.

Regresamor al caso de polinomfos P de grado tres. Restringldas
a estor polinomies y con ayuda de lasz funciones de fase p (recusvdesze
la PROPOSICION 1 del capitulo II> podemons regresar al problema de
condicloner neceszarins y suficientes para la ecuaclén de tevcer grado
con coeficienters resales; problema que en el capitulo I quedéd resuelto
sélo para pollnomios de grado uno y das, ya que para los polinomlos de
grado 3 =6lo pudimos obtener una condicién necesaria, pero no

suficlente para que fuersn estabie,

CRITERIC 2, (Owitenin de Vyeshnesradskil),
El polinomia:

P(zdma 2+ a 27+ sz + a -.€3.3)>
o 1 2 a .

con coeflcientes reaealez y na>0, es ceetable =l y s6lo & a‘>0,n2)0, :-,)0

ad s a.,
yanz o 8

Una demortracién sencilla puede intentarse reducléndolo al

CRITERIO 1. Esta puede observarze en el APENDICE (9.ED.

Por otro lado vale la pena puntualizar que Vyshnegradskil

formulé su criterio sélo para pollnomiosz de la forma:

2oz’ 4z L3.4)

.y 2 2
con ¢>0 y 170 Pero dado que cualquier polliaciis o 7+ ~ * ezt oa,

pusde ser llevado & un polinoemio del tipo <(3.43 medianle la

tranaformacion z + Y 70" 2 . Egto puede verificarze en el APENDICE
€8.F).

El considenar soio pollnendes del tipo (3.4> esonclalmente no
restringe la generslidad de los resultador para la ecuscién general
cubica y =1, en cambio, permite dar una interpretaciin geométrica de

los resultados en el espacio de pardmetros ¢, t.



"> aal ia
S P z 3]
‘queda expresada com:

En efecto, dado que 5070,}11)‘0, ]

condléion dé estabilidad para la ecuacisén (:5.4)
ar > 1 (3357

Esto se debe a gque en Ia ecuacion (3.4) 30-1, am o asT y
a - i, ¥ por lo tanto al sustituir estos valores en la condicién

a’uz>n°a‘ se obtfene la condicion (353,

Luego cada ecuacién del tipo (3.4) cuys pareja <o,r) cas en
Ia regién superior de la rama derscha de Ia hipérboia v = ‘l/r} seri
estable y reciprocamente todo punto (&,7) de esta regién corresponde a
un paolinemio estable de tips (3.4). Véase Ila itlustracién de la Fig,
8.8.

CRITERIO 3. (Criterio de Hermite Rilere),
Para Hegar n este criterio tenemos gue cubrir varias etapas:

1% La primerza ctapa consiste on indagar el comportamiento de la
xuulw>

caracteristica de swplitud de fases o sea Ia grafica de 3 cuando

yaviw
ol paradmetro w tiende a -0 y a2+, sabliendo que zi tenemns un polinomo
estable P de grado n, al variae & de -m 2 vm, @} vector de pounicidn Ot
de la curva se muove mondtonasonte on In direccioun Toxitiva

(contrareloj).

Usando la metodologia de anatizar canos particulares concretos

y generalizando godemos lHegar a la TABLA 1 del APENDICE (3.G).
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W - 0 * M dol 1:' 0
W A e + - al 4'°
oo N + - dol 4'° 1
W ¥ ¥ at 1°°
W —w - - er

det 3
W+ +® 2 S et al zda 2
W@y 3 del 2¢° 3
W e 3 ————1 .1 3°F
w + -0 + + or

det 1
W +® 4 r e al 4'° [¢]
w > -m . + - dol 4'® ;
w o ew 5 o T a1 1°F
Wy ~m - - or

doi 3
W s 6 - 1 a1 2¢° 2
w2+ - - do
(AR S 7 - ~ d:: :2301 3
el . * * del 1°7 °
wo e —F a1 4°

Ademas podomas llegar por induccion =2l sziguionte resultado

goenoral:

Para e@! polinomio P de grado n con coeoficienites reoales, la
caracteristica de amplitud de fasoes sélo tiono los siguientes
comportamientos cuando w tionde a -® y a s

®Si N es impar n=2m +1, o bien la caractoeristica de oonglit

prtr=pt

ero

de fasex pasara del 4" cuadranto al 1 zi m oz par, o bjen pasarid

del ch al 3°" cuadrante cuando m es impar.

©Si n exs par n=2m, o bien la caracteristica de amplitud de

fasos pasara dol 177 cuadiants 28 4 =i m os par, o bien pasara del
3°" a1 2%° cuadrante cuando m es impar., Véase la Tabla 2 dol APENDICE

€3.6.
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Como sefialamos en la pagina 15 cuando « tiende a -» o0 a +o el

vector de posicion OM de 1a caracteristica de amplitud de fases tiende,
cuando n es impar, a la direccién del eje vertical, wmientras que =i n

es par tiende a ia direccion del eje horizontal

Si tomamos en cusnta el analisix detallado del APENDICE (3.G),
lo anterior significa que si el residuo r que resulta de dividir el

grado del polinomio n entre 4 es impar (1 y 3) entonces el vector de
pozicién OM tenders a la direccion del oje vertical, mientras que si ¢

es par (0 y 22, entonces OM tendera a la direccién del eje horizontal

Estos comportamientos se repiten periddicawonte, ya que los

unicos residuos r generados por ns+d son 0,1,2,3 (mod 42

Veamoz corn intersecta la caracteristica de anpHiud de fases

a los ejes coordenados. Siempre ocurre quo =n ol a2zpacio (,vy al
xerdw?y

vartiar o de -© a o la curva dada por y intersecta a alguno de

yuv lw
log ejes coordenados si y sdlo g1 xe reduce s cero el otro eje. Esto ce

tlustra en las Fig. 3.6 y 3.7.

e (I zo

u

f % viwrz=o

Fie.9.6, Fig 8.7,

Por consiguiente, la caracteristica de amplitud de fases

intersecta sucesivamente los ejes coordenados al variar o de -o a +m

oEs de hacer notar que =i el grado del polinondo estable P es
impar la graricea primcro intersectara al eje de las abscisas, luego al
de las ordenadas de nuevo al de las abscisas y ast sucesivamuanic hasta

por ultimo terminar intersectando al e¢je de lax abscisas, por e jemplo



para‘el pgllﬁo‘rvﬁo‘~‘;s£abl‘"e ‘con . n=d, 7'+ T4 22 + 1. Véasa 1a Fig. 3.8,

\\_/d‘"‘“\
P

Fig.3.8.

En este cazo al empezar por interzeclar al eje de las
abxcizax, significa que el eje de las ordenadas sersd - cero: v(m")ao y
por tanto al frse intercalanda en las intersecciones tendremos que

In- *
entonces la curva de ampltud de Tases intersecinrad al eje de las
abscisas,

v(mi )-vtma Yu,wmviw . Yyl Yy reciprocamente =1 en tnﬂwy- v(wk »=q,

ePor otro lado %i para el polirnondo e=izble 7 dicho grado n es
par l» curva primero intersectara al eje de las ordenadas, luego al de

las abscizas y de nusvo al de las ordenadas y asi sucesivamente con ia

Ultima interseccion en el ¢je de las ord d por ejermplo para n = 2

con el polinomio cstable z'+ = + 2. Véase la Fig. 3.9.

Fig.9.9.

Y reciprocamente i en wmw; ulw 0, entoncen ln curva intersectara al
1

eje de lnx ordenadas.
En este caxo se comenzara intersectando el eje de lax

ordenadas, es decir, cuando el eje de lax abscizas es revrc: u<ml7=u v

por tanto al  ir inlercalando dichas intersecciones tendremor
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para el polinbmio,‘esta:hlé }:un'n—ﬁ,, 234_‘ %+ 27+ 1. Véasae 1a Fig. 3.8,

TSN
P

Fig.8.8.

En este caso al ewparzar por intersectar al eje de las
abscizas, significa que &l efe de las ordenadas sera cero: v(‘mﬁ:nn v
por tanto al irse intercalands en las intersccciones tendremos que
v(w‘}uviug ‘m...nv(wl et Dm0 v reciprocamente =i en m-:my: v(mk Yred),
entonces la curva de meplitvd de fazes intersectard al eje de las

abscigas.

®#Por otro lado zi para el polinomio estable P dicho grade n es
par la curva primero intersectars a2l eje de lam ordenadaz, lusgo at de
laos abscimas y de nuevo al de ins ordenadas y asy sucesivamente con Ia
ltima interseccién en el eje de lax ordenndas por ejemplo para na=a 2
con el palinomio estnable 2%+ 2 + 2. Véaze In Fig. 3.9,

_‘-_N“-.k\
Lo ¢

Fig.9.9,

¥ reciprocamente si en w"{",: u(m")no, entionees ia curva intersectarid al

ejo de las ordenaduas.
En exte caso se comenzara intecxectando et ejde de las

ordenadas, es decir, cuando el ejo de las abscisas es ocoro: u(mx)=0 y

por tanto al f{r intercalando dichas interseccionax tendremas
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ulu Yyl I, moede =0,
3 3

?\’\~l>

En general en todaos los casos el numero de interscccidones de
Ia curva de amplitud de fases de un polinomio estable P de grado n con
lox ejes coordenados es de 2n-1. Esto se infiere del analisis de los
cazos particulares analizados con anterioridad y de que en general
habra tantas intersecciones con lox cjes como la suma de loxs grados de

los polinomios u y v que siempre surman 2n-1.

Supongamos que los valorexs de w  para  los cuales Ia
caracteristica de amplitud de fases intersecta a los ¢ jes coordenados
sean

Wy W ey W
17 727 Taney
lox cuales supondremos estan ya ordenados de menor a mayor
w € w €.k w < w
1 z 2Zn-z 7n-1
y como arriba ya fue obtenido =i:

Ws W ey @, sOR rafces del polinomioc v<w),
on ex impar
w_, & s w__son rafcer del polinomic wulw).
[ o0
W Wy W, SON rafces del pollnomio u(w),
en es pap
L W,5 W ey mzh“zsnn rafces del polinomto v<w),

11>Como megunda etapa veamos lo que le ocurre a la caracteristica
de fases. En todox los casoz p esta dada como:
vlw)
tan g = by T

ox decir
vCuwy
pwds arctan Frrey
que siempre toma valores en la franja de longitud nn teniendo por

asintotas (extremos de la franjad) a -nn/2 y a nn/2.

Todo esto ze manifiestz en la caracteriztica de fasex de la

sigulente forma:

Conzideremss ©l espacic de fazezs (wpY y en &l las ractas
Paralelas al eje horizontal: ly cuyas ecuaciones son

v(m‘(}: {R-nasS

N
G



‘Véase lailustracion. de la Fig. 3.40.

pkw)
SRR SV OR RSP -
! Yonas
i
'
Wit
fFig. 8.10

donde kwot,2,.,2n~1. Entonces si en uy-mk ia funcidn p intersecta a la
rects lktendremos que:

o514 k-n ex impar Ia u(wk)no

oSt k-u ez par la v(wk)mo
luego estas © resultan ser  las  mismas @, paea las que la
caracteristica de amplitud de fases intersects n los ejes coordenados y
laxs 1 resultan xer ios Angulox de lox vectores de posicidn de la
caracterfstica de awplitud de fases con Ia tnieszsecidn de los ejes

caordenados.

Todsz estas propiedadex pueden reswdrze en la siguiente

definicion:

PEFINIOION {1:
Las rafces de lox polinomios u y v ze les Haman jntopcaladas st
slos polinordos u y v admiten =6lo rafces realex simplos,

sentre dox rafces consecutivas de wune de los polinomios

aparece sb6lo una raiz del otro polinomio.

En parilcutars de estn definicién podemos concludr que Jos

polinomios v ¥ v no tienen ralces comurnres tson primms entre st

Por esc es que dichos polinordos tienen el mismo grado o bien

su grado differe en una unidead.

Por todo eosto podemos conclive con la sigulente proposicién:
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PROPOSICION 2: :
“Si- P es un bol{nomln est.able, entonces las rafces ‘de :u. y v”‘ son
intercaladas (donde por u y v recuérdese que se denota a 15 Re_(Pﬂ_u)) e
ImCPCiodd. R

Como los argumentos principales que se utluZaroﬁ paf'g llegar

a la proposicion anterior fueron:

©Que por ser el polinomio estable la caracteristica de fasex

era mondétona creciente.

oQue la caracteriztica de ampltud de fases realiza n mediax
vueltas completas positivas <contrareloj), por =ser el polinomio

estable.

Poro tales propiedades de ios polinomdos extablex no dependen

de que lox coeficientes del polinormdo mean reales, Iuego esta

PRoposicldn és Lambica vallda paite pollinosnios dastablios Cuin coeliclentes

comple jos Arbitrarios.

Finalmente qué tipo de condicitn nos exts definiendo la
PROPOSICION 2. Ex ovidents que hnasta aqui sdélo es unn condicién
necesaria. Por otro iado resulia que si wnallzamos los polinomios
completamente jnestables todos los razonardentos hechox para llegar a

ia PROPOSICICN Z meran jos shikdlares correspondientes.

Fxto se debe 2 que para tales polinomdos completamente
inestables la funcién de fases también ez mondtona aunque decreciente
¥ la caracteristica de amplitud de faxes también realiza n medias
vueltas completas, pero a reloj. Por todo esto, para los polinomdes P

commlctaments inoziaotioo

uw) y viw) tamblén se intercalan. Sin embargo resulta que las raices
de utw? y v(w) se intercalan xélo en estos 2 cavxox en los polinomios
estables y en lox completamente ineztables. Esto lo reosuminos en la
siguiente:
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PROPOSIGION 3: )
Si las rafces de lox polinomios ufw) y v(w) se intercalan, entonces el
polinordo P es estable o bien completamente inestabie. .
Esta proposiclén ex casi la reciproca de la PROPOSICION 2.
La demostracitn puede verse en el APENDICE (3.HD.

OROLARIO:
Si las rafces de los polinomdox ulw) y v<w) se intercalan, entonces cl
polinomio P tiene por funcién de fases p a una funcidén mondétona

creciente, o bien a una mondtona decreciente.

En terminos de la caracteristica de arplitud de fasexs esto
=zignifica que dicha caracteristica da vueltaxs en tma misma direccién,

La demostracién puede verse en el APENDICE (3.4).

RESUMIENDO:
Hemos recorrido un cardno sistemitice para llegar a poder caracterizar

cuando un polinomio P e¢x estable y cuando es completaraente inestable.

Después de todo este recorrido la respuesta a  esta
caracteorizaciéon es relativamente simple dado gue ia funcién de fases
nos asxegura que el polinomio P ex estable =i p es monétona creciente y

cowpletamente inestable =i p es wmondtona decreciente.

-— g ==

Por otro lado un resultado de Calculo Diferencial nox ssegurs
que una funcién ¢ es monétena crociente (deorociente) si su derivada
>0, (p’<0). Pero en nuestro caso conocemos la formula de ' la cual
toma el miswmo signo de su namerador @

Cuv’ - wvIw)

vy 1 v 4 uv’ ~u’'v
Zplw) ® arctan ——— » P = —— ] ()] 5 P I — W/
: ucwy 1+ v Y u? 4 v?

/véase ol LEMA 1 del APENDICE (3.HX./
por consiguiente el polinomio P mera estable (coupletamente inestable)
si Cuav’ ~ wvd(w) > 0 ( <0X..<3.86>
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Exs mas, es suficiente con determinar el signo de la anterfor

'expresién en un solo punto ©_, por ejemplo en 'uo=&

En particular obzervese que =l el polinosdo P es de
coeficientes reales el xigno de la expresion (3.6> en L.x°=0 se reduce al

signo de a A Todo exto nos llava sl

CRITERIO 3: (limrmite-Bijere).
Fl polinomic P es estable si y solamente si:
olas rafces de loz polinomioz u y v se intercalan.
oExisten al monos un ©_ para el cunl ze cumple
ude 3V 3 - u’(mo)v(mo) >0 €372

Obrervaciones:

SRecordando del LEMA 1 del capttulo [T que para el polinomdo P
de grado n, si:

@l grado del polinomio v es n
n es impar
el grado del polinomio u s = n-~f.

el grado del polinomio u es n
n es par
el gradc del polinomilo v e = n-1.

Obzervamor que cuando el polinordo F ez de coeficientes reales
los polinordos u y v se expresan a través de los polinomios auxiliares
¥ y V, introducidos en el capitulo 1.

uCdal C-w” >

Lv(w)-mv(—mz)
de donde obtenemos que:

1as rafces do u y v son simples =4 y sélo =i las raices de U
y V son simples y distintas de cera.

1i)Todas lax rafces de los polinomios u y v son reales si v
sélo si las rafces de U y V son reales y no positivas,

{iDdEntre dos raices sucesivax cualesquiera de alguno de lox
polinordos u 4 v =ze encuentra una rafz del otro polinomio si y

solamente si la misma propiedad la tiene U y V.
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Y finalmente como consecuencia
ivdLas rafces de los polinomios u y v se intercalan si
solament.e st Ilas rafces de U y V se intercalan y son negativas.

Todo ello por consiguiente desenvoca en el siguiente:

CRITERIO 3’, (Hermite Bilere para polinomios con coeficientes reales)
El polinomdo P con coeficientes reales o5 estable si y solamente
a3, 20 <o bien a!)o) vy 1lax rafces de los polinomios U y V
intercalan y son negativas.

Obgservemos qur ofectivemente como le dijimes al principio
este capitulo los CRITERIOS S y 8’ no presuponen que el polinomio P
tenga rafces imaginarias.
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CAPITULO v

INDICE DE CALCHY

®En el capitulo anteriocr se formuld ol CRITERIO 3 quae nos da
una condicién nocesaria y suficiente para qua un polinomio sea
astable. Tal criterio quodd oxprexzadc a través de las siguientes

condiciones:

i) que las rajcas do los polinomios u y v se intercalen,
iid> que exista al menos un W, para el cual se cumpla gue:
ulw MW ¥ - wlw dviw 3 > 0
o © o ©

an ia segunda condician de alguna manera nos dan las funciones y os
facil de comprobar, en cambio on la primora condicién os nocoxario por
introducir un criterio practico que naos ayude = decidi: =i las raices
det polinomio polinonde wzo intarczlan o no. Un criterio tal ostd basado

on el Indlce doe Cauchy.

Agqui nos ostamos proponiondo sin obtenor directamonte las
rajices de losx polinomjos « y v tener maneras de asegurar si tales
ralces se intorcatan sélo de ssta manora podemos usar en farma practica
@l CRITERIO 3.

Para lograr osto daremes primora algunas definicionoes.

LDEFINICIONES;

sP/Q : Do R LR
[
Rx) =PI{xI/QCx)
/Si P y Q son polinomdos ertchiives R = P/Q nos representa una funcidn
pacional, cuyo dominta B = ( ® € R Q(x) = 0 ¥/,

PCx> P‘(x)S(x}

SROD = gTxy * §,Gas00

sCualquiera que sea el palinomto S, supondremes que la funcion racional
R esta definida a través del cocients de polinomios P y Q primos entre
$i, os decir P y Q@ no tienon rajces comunes, esto as, P y @ son

polittomios irreducibles/.
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PCx) P{x>

—————, cory Q@ (x » ¥ D

O ~x 3% 0 €x) ° e

/Aqui suponemos que ol denominador § tisne una raiz x. de multiplicidad
n‘> y por ollo Q esta sustituida por su ropresentaciédn (x - xc)n¢ Qc(x),
donde Q° es otro polinomio de grado menor que el grado de Q. Esto
significa que x & D. Un tal x e lfama polo deo la funcion racional
R. En genoral para una funcién racional R = P/0), con P y Q
irreduciblox, & los puntos x & v  Jdos ® quo s{ son raices del
denominador Q3 xe les denomina polos de la funcidn R. El orden de un

polo es la multiplicidad do la misma ratz x  del denominadar Q/.
o

P(xo 3 def
‘ROEE?—-(X—) # 0
o o

/Al nimero R0 so le llama coeficiente princips! do la funcién racional
R on ¢l polo X En simbolos so oscribid guoe os diferonte de coro por
deofinicion, dada qua Oo(x;) # 0 por ser > polo do Q por hipdtasis y
adomas P(xo> # 0, ya que si fuera P(xa) B 0 la ¥ tendria ralz comin con
Q lo qua contradiriz la hipétasisx de quo P y Q won irreduciblos/.

©Si x_ o% un polo do orden n, do R = P/Q, «

Pk "
3 RCxY = oo con Q<Cx) = (x ~ xO) Qofx) -
Pax>
@ RCx) = , ¥ oA R »
n B

e~ x ) "0 6o
o a

" T PCxD
- ORI =
3 €x xo) RCx> = 00("7 R LI

LR P(xy
* AP ST ROO = Un gy o
o a "o
I PCx >
o o
Y ‘1{’101:1 x xo> RO = 6~—-(-x 5 4+
o o Xo
B
» [Him @ - x ¥ "R(x> = R »
A © s

@

cQué ocurrs con el mismo lmite poro con (2 ~ xo) elavado a una

potencia m respectivamente mayor o wmenor que la nc?
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m

m (x=x > P{x)
* lim Ox = x ) RGO = Lim- € e =
: > 2 ¥ axmx 2"eQ_Ox
B o
m m
Cx=x 2> PCxd Cx=x > 0, sim>n
SHE T lp = R i " = | >
o 5
o (x=x I s Q_Cx) e tx=x 3" |m, sim<n
° ° o ©
El! reciproco tamhién ez cierto.
De hecho hemos domostrado el siguiente:
LEMA 1:

La xa o8 un polo de orden no de la funcién racional R =l y =élo si:

. »si m>n
Lim Cx-x Y'RCX) = . °
EEE o w, mk m <A

donde R = lim (x-x > R{x)
PS4 °

2.CARACTERIZACION DE UNA FUNCION RACIONAL EN UN PQLO,

elim RO = o
xex

PCxY PCx)
/En efocto Iim R(x> = 1lim = lim =
X% x+x  QCx> e n
o o s (x~x ) oQ (x2
o °
1 P> 43
= u);-. ’l‘ir;\ = ° = w .
o txmx 30 Mo @ G Hm (x-x 2"
e a Xoax °

°
Partiremos do éste limite para podor caracterizar el comportamiento de
una funcién racional R = P/Q, con P y Q irreducibles en una vecindad

del polo xﬂ/.

Rix > = lim RCx
o Kos X
o
%<
a
°
RO = lim RCxD
o Xes %
°
x> %
©
/Esta ex la notzcidn de ios hmites latoerales cuando x tiende a x_ por
la izquiorda y derecha roezpoctivamente, los cuales nos caracterizan los

diforentes comportamiontos cualitativamente distintos de Ia grafica do
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R, o sea cuindo R(x D= tw y RX) = s /,

TABLA 4.1
{Tipo 1 2 3 4
B R(x;) - -m - -
T
RCx)> s —» - o
n‘ﬁ(l Rewy Rix. ROW

s

N
L

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 8 Tipo 4
Fig, 4.1

sTanto cn la TABLA 4.1 como en Fig. 4.4 quedan caractorizados los
comportamientos cualitativamontae distintos, a saber on todos otloxs

’l(‘i.t;! RC(X)> = w, pero habria los siguientes casos:
.

Tipo 1: Este tipo queda caracterizade porgue on ol pelo ® i=
funcion R tiene una discontinuidad infinita do -5 a o

Tipo 2: Este came ze caraclteriza porqus el saltoe infinite de i
funcion R en el polo x, o% do +x a -

Tipo 3: Se caracterizan porque 1la funcién R al pasar por of
polo x_  no cambia do signo quedandoso positiva.

Tipo 4: Tampaco hay cambio de signo, pero los valores que Loma

ia funcidén R al pasar por el polo x, pecrmanccen N gaiivass,

-
R = lim {x-x > ° RGO
£ X% o

. ZBtilizaremos oste limdto para caracterizar ol cowmportamionic de R en

una vecindad dol polo x . En efacto este lmite nos dice que para fas %
°
[
cercanas a x los valores de (x - x) ? RCx>  tiene el mismo signo

Pix? ) PAx>
BOXT = e "
que R:.’ ya gun ROxD T3] » RCx? =

 ammanee NPT SN € S xa)na ROx2>
CGemxe "o €
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POy .
B con Qotxo) 20 y Py Q polinomios continuos en x /.
. ° S

ECRTY)
.
ipo 1t R>0 vy n, impar
Tipo 2 RCO y n impar
#1El polo xo es de Tipo 3 Yy R® © v n: par
Tipo 4 RrR°< 0 y n_ par

©

°

/Esta proposicion se obtiene da desglosar los comportamiontos da la
funcion R comparada con (x - xo)—".-, Ro. Para su demostracién véase el
APENDICE <4.A)/.

3.INDICE DE CAUCHY.

daef +%, s1 R°>0 y n_ impar
¢lnd R = -1, si R°C0 y n° impar

*x o 5

. 0, st na as par
7/Asi queda deofinido el numero lianuwlo indice de unz funcion racional R

on el polo xO/.

ind‘ R = 4 x° o5 un polo de Tipo 1.
o IndX'R = -1 4 x_ 0s un polo do Tipo 2.
Indxnk = 05 x, @5 un polo de Tipo 30 4.

/Estas implicaciones so siguen de la definicién de indice y de la
condicidn necesaria y suficionte para que un polo sea del Tipo 1-4
dada al final del punto anterior/.

def

olndf R = [Ind R
acx v ¥o

ZEsta notacidn Xndg R so utiliza para denotar al indice de la funcién
vacizcna! R en el intervalo ablerto (3,b), donde la suma se oxtiende a

todos los polos *x, on a,bdx/.

13 :
elnda R = § sign Rk
acx b

.
n, mpo

/Esta representacion del indice de R en (a,bh) md R se exprasa o
dof (+1, si Rk>°
travas de la funcion signo, que por dofinicién es =zign R = _1, si R <O

y la sumatoria se extieonde a los polos x, de orden o perteneciontes

al intervalo abjorto (a,b) y donde (finalmente las Rk son los

coeficientos principales de la funcién R en los polos xk/.
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not
oind* ¥ R = Ind R

7Esta es una simple notacién/.

e-n £ Indé R £n
P d . .
ZEl indice de la funcidén racional R= —= queda acotado por ol grado del

Q

polinomio de su denominador Q/.
4.PROPIEDADES DEL INDICE.

Propiodad 1.

4
Para todo c portoneciente al intervalo (a,b) , que no sea

polo de la funcién racional R so cumpla:

Ind? R = Indd R + Indf R J ZRL

Propiledad 1’
Para todo ¢ del intervalo (a,b) que sea polo do la funcién

racional R se cumple:

IndS R = Ind R + Indd R + Indc R‘] . C4.2)

Sus demostraciones puedon verse on el APENDICE <(4.B).

Propiadad 2.

Si R y § son funciones racionales y =i X, @s un polo de orden
LN de la funcién racional R y ademis *x_ mno os polo, o bien es polo,
pero de orden menor que n, det la otra funcién racional S, entonces x,

es polo de orden LU do la funcién racional R + S y ademas:

[ Ind_ R + 5> = Ind ® | 3D
. ]

Véase la demostraciton en ol APENDICE (4.00.

1

En estas propiedades ol intervaio abierio {a,b3 admits

B

posibilidad extrema de que as-n y bz.n
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Propledad 3.
Cualessquiera que sean las funciones racionales Ry S en el
intervalo (a,b), tales que no tienen polos comunes ni del mismo orden,

entonces

Indd (R + S = IndS R + Ind S G484

Propledad 3’.
Si R y S son funciones racionales en ol intervalo (a,b) ¥ § no

tiene polos en (a,b), digamos por ojemplo un polinomio, entonces

Indd (R + S = Indi R 4.5

Véase las demostraciones en el APENDICE (4.D).

eDado aque ¢l calcule del indice del producte de funciones
racionales ez complicado aqui nos rostringiremos al siguiente caso

particular que nos intoreosa:

Propiedad 4.
Para toda funcién racional R en (a,b) y para toda S funcién
racional en (a,b) =in raices ni poloz on (&,b) (o sea que caonserva su

signo constante), entoncos

. Ind§ R , =i SCx? > 0 on Ca,bY
Ind2 RS = . ..€4.6)
-Ind R , =i SCx> < O on Ca,bd

Veéase la demostracion en el APENDICE (4.ED.

®Aqui de nuevo noex venos obligades a restringirnos a una
composicién  particular, dado que o} calculo del indice de Il
composicién para dos funciones racionales cualesquiora S y T ¢ ST :
X+ SCTIxI), resulta muy complicado. Compondremos, s0lo con la funcidén

particular que si uzaremos:

TCx> = -x°
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Prapiedad 5.
. @ . . .
Si la funcién racional R es do la forma RCx) = S(-xz'),‘dondu s
©s a su vez una funcion racional, con S{0)= S‘x 0, entonces todos lox

polos reales de R san de la forma - v~x° » €OR X o un puld nagativo
cualquiera de S y donde la multiplicidad de - w’-xm es igual al orden

dal polo x, de S. Adomis seo cumple que

nd_,—— R = Ind_S
? ’ CAT
Xndh,:;: R =-Indkn5

Véase la domottracion en ol APENDICE (4.F>,

ela sigulente propogsicién es una quo reolaciona al indice de
cualquier Jfuwpscisn cacional Ry su inversion 1/R (que también es
racional) a travées do la semidiforencia de ia funcise zigno al final y
al indcio deol intervalo (a,b). Sera basico usar &) hocho do gue un polo

de R os un core de la inversién 1/R y viceversa

PROPOSICION 1.
Toda funcion racional R definida on un intecvalo (a,b> tal que R
ovaluada en &4 ¥y b no sea coro ni infinito (o y b no pusdon ser coros o

polos de R). Entonces

zign RCbY ~ sign R<a

= ~<4.8)

1nd2 R + Indl /R =

Véase la demostracidn on ol APENDICE <4.G2.

Observaciones:
ePodemos definir la funcién signo de R{a), no ohstante quse N or
x=a astrictamente no osti doefinida porque a s el extrame izquiardo del

intervalo abierto C(ab),

Para toda funcion racional R y todao intervalo {ahd finito o

infinito tomamos a

daf
sign R(a) = sign R €492

para todo a’ > a, pero suficientemente cercanas a a

<0



Poro la ecuacion (4.9) permite deflinir sign R(ad a traveés del
sign R{a’) donde la funcién R si estia definida en  los puntos a’, dado

que a’ ¢ Ca,b), teniendose asi que sign RCa) = I

En forma analoga:

daf
Lsign R(bY = zign R’ ] - C4.10)

para tada b’ < b, pero suficientementeo cercanas a b, es decir que los

puntos b’ pertenecen al intervalo abierto (ab), teniendase ast que

sign R(b) = % 1.

@Si a y b no son coraos de la funcién racional R ni tampoco son

poloxs de la mismx, os decir

RCad = {2 v R(b> [m

entoncos N
sign Rad) y sign RC(bD

quedan definidox como arriba se explicé.

Otros cazos particulares son los sigulentes :
o5 awm -my 3 i&xz-m RCx> = A # 0 o sign RCad) = sign A,
®Si a= o y gimm RxY> = lo o sign RCa) = =ign Cood = Dot
e
oSi a os un polc de R, an docir R€a) = o y ’l(irgl RC¢x> = R€a®>
>
x)a

-« sign R(a) = sign rRCa™> algo analogo sucede para el extremo b.

oMientras aue porz Rl ~ 0y R(b) = 0 no se encueniran
definidos, paro puedon manipularse cemo loz =zign Rca) y sign R
respectivamonte, que depondo no s6lo de a o b, zino do xi ex el extromo

doerecho o izquierdo del intepvalo (a,bd.

Después do observar que se puede hablar en forma pirecisa dot

sign R{a) y del sign R{bY en todos exstos casos la férmula (4.8) quoda

completamonto justificada.
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5.CONDICIONES ' DE 'ESTABILIDAD A TRAVES DEL, INDIGE.

De nuevo consideroemos el polinomio P de grado n

PCz) = az" +az""4.4+a z+a
£ 1 n-t n
pero en goneral con coeficiontes complejos, luaego:
PCiw) = ulw) + ivied
donde u,v son funciones reales con valores reales (coeficientes roales)

b4 =uCwd
B y=viwd o < w < tw

nos define la curva que llamamos caracteristica de amplitud de fases
del polinomio P.

Si los polinomios u y v no tlenon ralcos reales comunes, us
decir, =i la caracteristica de amplitud de fases no pasa por @l origen
de coordenadas cero, entonces queda bion definida Ia funcidén deo fases ¢
que satisface la ocuaciétn

vwd)
tan pCw) =

ulw)
v
donde por s¢r u y v polinomios en w la funcidn o @5 una funcién

racional, junto con la funcién inversién 1/(v/ud = w/v, sin embargo no

supondremos a priori que U y v no tienen ralces roales comunes.

Supongamos que w = v, o5 un polo real arbitrario de la funcién
v/u, os decir quo e% raiz dol denominador u, poro no exs raiz del
nuUIK Cador V.

Entonces on w = w, la caracteristica do amplitud de faras
intersectara al ojo de las ordenadas (u(wo)=0 y v(uo)zﬂ) en un punto
distinto del origon de coordonadas. Véase la Fig 4.2,

v

Iy
T

€0,viw I
o

P
Fig. 4.2.

En forma analoga si W, es un polo roal cualquiera de us/v, o
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i.seal.raiz de v,.que no sea:dae u (Q(Qe:)=0' ¥ u(mo)x!)),r entonces . la

i X7 u(u’)_b' i 3 Crpbosi = o
curva o Cintersectara al coje -'de las - abscisas en w3 w..
y= VW) ) o e L °

Obsorvese la ilm@péc!éﬁ ‘de 'ia’-Fi\g

fu(mo) 20 o

Fig. 4.3.

Para deducir una condicién necezaria y sutficionte de la
estabilidad de un polinomio P a traves de el indice de la funcién

racional v/u y su inversién w/v enunciaremos el siguiente:

TEOREMA 1.{Condicién necesaria y suficionte de estabilidad a traves de
dos indices).

Todo polinomio P de grado n es estable =i y sélo si
v not v
nd<® e = Ind b = -n,si n os par
u (418>
{:nd - = n, i n es impar.

Lx demostracién puede verse en el APENDICE <4.H).

Poro para complotar osta domostracién hay quo demostrar un

rosultado auxiliar gque lo enunciamos como:

LEMA AUXILIAR,
v . x=uCw =0
= -1 si y s6lo si °

y=v(m°)&0

Ind —
w u
°

s/os decir la caracteristica de amplitud do fases intersecta al oje de
las ordenadas conlirareloj/.

La demostracién puede verse en al APENDICE <4.1D.
Con esto LEMA AUXILIAR queda completamente demostrada la

condicidén necesaria y suficionte para que un pblinunxio P sea estable a

través del indico de la funcidn racional v/u y su inversion w/v.
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SIMPLIFICACION 1. R B
La condicion necesaria y suficiente para que un polinomio P soa estable
dada por la exprosidn (4.11) para n par o impar pueds axpresarseo on 'una

forma simplificada si introducimos las funciones

- ~
u Yy v
definidas por
~ -1 v, si n=Zortt
u =
0" u, i n=2m
e $4.12

“ -7 i, 5i n=Zm+d
¢ =

1" Yy, si n=2m

con estos uucves polindmics u y v podomos reformular el TEOREMA 1 que
nos da la condicién necesaria y zoficiente para la estabilidad de un
polinomio, pearo a través del indice de una sola Tuncidn racional, a

saber

TEOREMA 1’.C(Condicién nocoesaria y suficionts de ostabilidad a través de
un indice).
El polinomio £ do grado n os estable si y sélo =i

~

s

Ind =~ = n

u
La demostracién pusde vorsoe en ol APENDICE (4.2,

SIMPLIFICACION 2.

8i los coeficientes del polinuaidc P son reales, entonces
Adef [(—n”‘v o (L R N I T I WA
” o= -

~13"u =17 D Ta W =1 a W e = a W e W e
a 2 n o 2

o sea quo ambas oxprogiones coinciden y por tanto

[ = oaw v au i e { €4,13)
o 2

y anslogamento

f C' = 2wt aw" e " L ‘ w€4,142
{ 1 3 5




Por esto la retacion ontre ol polinomio P .y los polinomios u ¥

i" PG = uCwd + iviwd €415

®Rocalquemos quo a diferencia del CRITERIO t de estabilidad
(Hermito-~Mijailov) on este TEOREMA 1t y 1 del polinoimdo P no se

prosupone que no admita ratcos imaginarias puras.

No obstante lo anterior, =i dicho presupuesto =i se cumple y
por tanto estad definido o! numero A, entonces para ol caso de los
"

polinomios estables:

Todo polinomio P oz estable =i y sélo si

u
Ind -5 =i n ex impar
A= v n€4.16)
e ~Ind bl =i n os par

o bien

Todo polinomio P os exstable =i y rélo =i

A = Ind
P

- C42.47)

c:i ¢

Estas proposiciones se comprusban do inmediato con ol Teoroma

1y 1 y ol Criterio [ del Capitulo II.

Observese que todo z¢ reduce al calculo do indicus=

o,Cusal esx ol grado de complsjidad del calculo del indice do
una funcién racional?

Lo quo podemos dacir ox gue tal complejidad croece con oGl
grado del polinomio del deonominador. En esto zentido ol TEOREMA 1 y 1’
nos dice que tisnon una complojidad n, dado que la funcién racional

invelucrads Livie por denominador a un polinomio deo grado n.

Tratar de disminuir tal complejidad, por lo tanto, consisto an

tratar de restringirse on cuanto a la clase de polinomios admisiblen.

Veamos, por ejemplo, gué ocurre si nos restringimos a los

polinomios con coeficientes reales. En tal caso como ya vimos an el

a5



Capitulo II.
) 2
ulw) = YC~w )

vew) = WV’

donde
-1
a,x"+ ax" Mt a , sion= 2m
U = ™ et
ax +ax +.+a ,sin=2m
) 2 n

m o me~
a ¢ oax

"t..4a  ,sion= 2mt
o n-1

Vi) = " 2
a x™ +a x" .t a ,Si n= 2m
E n-1
Podemos ahora introducir la funcién v© como
V) = ve-w?>
L v = @ v

Puode demostrarse queo

1A u
Si anah_l> 0, n=2m+t y lnd;—e n =i y =dlo =i Ind2w g o=m
. (4.18)
v °
Si a 20, na2m y Ind g =n si y =6lo si Ind-x =™
K449

La demostracién puede verze on ol APENDICE (4.KD.

Por otroe lado en el Capitule I logramws establecor que los
polinomios estables puoden sor z6lo los polinomios con coeficiontes

positivos. Por esto podemos restpingirnos a estudiar tales polinomios,

Esta nueva rostriccién de los polinomios P a considerar nos
lloeva a que entonces también los polinomios U y V tendran loxs

coaficienton ponitivus y por ende, no tendran ralces no negativas, es

decir las funcionos Yﬁ— :—— no admitiréan polos no negativos, par lo
cual:
VvV  not v
Ind%e = Ind:® g = Ind T
. U
Ind-o v = Ind ~v

Esto ultimo junto con los resultados obtenidos inmodiatameonte

antes, de hecho nos demuestran que:

46



Capitula II -

SUC—wty T

{v @)= WVl

dondeo

a x™ ax" Mt a5l one 2ot
Uexd = 4 ° : "o

m m=1 R :
ax +ax  +.ta ,sins 2m
-] 2 n

-4 m

m-1 .
aoxm + ax +..4a ,si n= 2mebt
VO = 2 , n-t
a ™ + a x +...t a ysi n= Z2m
1 a3 n-t

Podemos ahora introducir la funcién v' como
viwd = veeo®
L vewd = ow vt wd

Puedeo domostrarse quae :

L U
Si aa > 0 n=2mtt y Indg;—= n si y sélo si IndSm g- =m
(4,18
v \4
Si an = 0, ne2m y Ind a = ~n =t y solo si IndSw T = m
e (4.19>
La d tracion p | vorse en @l APENDICE (4K,

Por olro jado en ol Capitulo I logramo=z establecor quo los
polinomios establex pueden =er sélo los polinomios con coeficientos

positivos. Por esto podemosxs restringirnos a octudiar talex polinomios.

Esta nueva restriccién de los polinomios P &3 considsrar nos
1leva a que entoncos también lox polinomios U y V tendran los

coeficiantos pogilives y por onde, no tendrin rajces no negativas, es

decir las funcionocs ;—- g no admitiran polos no nogativos, por lo
cual:
v vV  not v
IndZem [l ndg i ° Ind it
. u u
Ind-g v = Ind -7

Esto ultimo junte con los result.ados obtenidos inmediatamente

antes, de hecho nos deamuestran quo:
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‘TEOREMA" 2, }
Todo polnomio PCz) = U’y + 2zv(z®, de grado n, es estable =t y s¢lo
si u

. ! Ind goE ™ si na Zmt

v

Ind g =™ si n= 2m

Observese que el TEOREMA 2 tiene una comple jidad 2 veces menor
que el TEOREMA 1 y 1 ya que para ol calculo dol indice sus

donominadores son de ordon m = n/2L
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APENDICE: 1.A

Sabemor que por hipdtesis a >0, ademias igualamas a cero el
polinomio para poder ast{ obtener las rafces

az +ani
o 1

En el texts se afirma que

al.
z--—‘;&(O « a‘>0

Demostnacién :

-~
¢
») —:A<0 > a‘<0 3 n‘)n.

a a
«) a >0 4 ~—! 30 ya que par hipétesis a 30 » -——'¢o.
1 ao =) ac. n

y par lo tanto el palinomio de primer grado ez estable =i y =mélo =i
ao)o y a‘>0.

APENDICE 1.8

Por hipétexia a°>0 , ademis igualamos el polinomio a cero para
obtener sus rafces
a zaﬂz z+n =l
o ¢ 2
porque aun para el polinomio de zegunda grado es sencillo hacerlo. En

el texto xe afirma que:

1
a >0
2

2 A 30
<0 &

Demostracidn;
Podermns anallzar el signe de las rafcez ml nos detenemos a

abservar log tres valares que puede tomar el radicando:



1) St a’-4a a <0
1 o 2

-a l /az— 40 o a >0

. + o 2 8l <
Re z"I-Re Zaa =T Zsa <a hd n‘bo
nz)a

Demostracion :
»)-a‘ﬂao <0 9 —-nl(o > In >3], pero ademis =ze cumple

z
2

3 2 :

A ~da 8. <0 4 al4na - aa>43_ -9 y por hipoLesls.

a
-] ﬂ‘ 8‘

3 a‘)D P a0 - 30<0s Re z‘g(o.
250 ° 2

2> Si  a'-Aa a_ w0
13 o 2

~a l /&2_ 4a a A >0

3 i a2 a )
Re z‘, mle. Ty ®m - = L0 e n‘>0
° 2 a >0

z

Damostracion |

obgervega:

- - 2
@3 n‘,’i’mo(n + -a <0 -‘, pero ademis me cumple

2

2 2 —t
a-da am0 4 alnda s, 3 me »; v por prtes!sl o)nl.
o s
ao)n s, a,
) a‘)o - ZQ) 0 a5 - ;;o( 0+ Re zm(a. -
az)o



9> 81 . a'4a’a >0
E3 e 2

. L
. -a .l _/az— 4 a -a.l /az‘-la a a >0
T t o 2 i 1 o 2 )
Re z 2-Ra - <0 & a‘>n
’ a >0
2

Damostracién

) /Z -
~a + /a"~4a a o s a"-4a o
L= L o a2 =7 T o2

/2
hd n‘> t 4'“:.'“2 + af)sf‘ 43_32 - 4:-0::2)0 -
ya que por hlpM.es:hz.

80)0

2 2 -

«d n‘>0 «+ ya que por hipotesis a, daoalﬂ) - /n‘ Aao.a’ e R,
& o)

2
ademaz a a se le resta algo poesitivo yo que a°>0, Ilz)ﬂ Y par tanuo

/a’--hx a <a
13 o 2 4

- < —a a’-4a a_ <0
Y s o

'
- /[
a -4a 8 <a
it o 2 4
2 2
- a+/a ~4aa ~a +/n"-4a a
1= Ta a2 - L o 2
<0.

A
3o <0 '> Re z“zm TS o
a o

Por lo tanto para ambas rafces z, VY =z, se cumple lo propuezto.

En loz tres valores pocihles que toma el radicande se cumple



que el _pnunom!o de segundo grado saa estable st y #olah\ente sl.,aa>0,
a SO, a 50, :
- 1 . 2 "

APENDICE 1.C

El palinomioc da grada 3:

>0
s ! S

usualmente se transfarma dividiendo par a, an

9 2
P(z‘)-naz +n‘z +azz a

2l rz szt 16,2
donde
”l a‘-’! a!
P -, R, b w103
E:3 & a
o o 3

Hevandase a su faorma reducida medlante la tran=famuascion que asegure
r
ia fzualdsd o cero dul coeficiento de zz, a zaber =z 4 zm

=z pztq (204D
donde
2 2
r n» =
pRs~—e— ,  qEZo— - = +t (108>
Lagz safcez de (1C4) se buscan Intreoduclendo dos nuevas
incognitas

z wxty . C1C.6)
lo gue nag genera una puava ecaacién a partin de (1C4) igualada o
cero:
'+ v+ ql + Cu + vICSuv + pdmd
obligando a qua el Wtimo factor del sepurndce Zluwndo Rea cerp:
Buv + p & O

~aer >

u9+ v9+ q = Q

I u’t v® = -q (108>

ohtendremas



N u‘n+ vim -q eloevands al Zuadrade

L u®+zuivis Qa - qz +
P stevando al cube y a9 a
av e - —e— ————— e ey 4qu v . m ~4{ps3) -
] multiplicands por 4. —
u®-2u’v’+ v¥ = q2+ 4(;:/3)9
2
L [ u*+ via -g cu’- v? m g+ 4cposd?
u via Y g 4 4pr? e u®- vy w Y + 4Cprd?
~— R

-  — —————
~a Y g7 + acpod® =
= uw® f-qs2 + Yeqr2>*+ pom

.. €8C.9)

a1 a e | ns/_qn v Seararis ooyt
F3
Del resultado obtenldo obzervamos que cada rajz cublca tandris
en el campo de los comple jos 8 valares. Combinando cusiquicr valor de wu
con cualquier valar de v obtendremas en total 9 sumaz posiblez utv,
pero entre dichas 9 sumaus rola 8 zerdn ralces de la ecuacién reducida
(1C.4), precizamente aguellar que satisfacen (1C7).

Larz anteriorez expresiones corresponden s las  formulas
de Cardano.

En ellag tenemoe 3 poribler casos cuando (q/Z)Z*(p/S)B}D

<< 0, w 0.

s (q/2)l§ (p/:!)‘I >0, entonces el dizcriminante
D » -4p°- 27q°m -1081(q/2>*+¢(p 33" <0 on arta cepce 1z ralz cuadeadn es
de un numera positive y por tanto la ralz cobica serd de un numero
real. Pero sabemos que la ratz cubica de un numaro real tiene un valor
real y doz valares comple jos canjugados.



Es este el caso que corresponde a la acuacién blént.enda

2%+ Z°+ 2z + B = 0

ya que
k] 2
2 3 v &r 2 e 2
a2’ (pra’s 25 - — + 222 (a5 doar™e
2 2 ?

1
2 a
-“5—7-" 3 +1/257+ l(2~—-§- >/31 >0 ~.C1C.40)
S1 suponemoz gqua u, es in rajz real de u en (1CH) y v, ia
correspondiente a v, pero asoclada con u‘ madiante (1C.7) también sori

real dado que el numero p que aparece en (1C.7) también ez resl Exto
stgnifica gque de 2063 la rayz

Zz®o u+t v
0 [y t

ranrid real

.

Las otras dor rafces me mabe que =c¢ obtiene como
2
Zo R4V E UL tveaus tve
2 2 2 [A'Y L2 [y 1]

E
T MUty m s MW muse v Ve
El 8 2 (Y 2 1 1

donde ] y & son ian ralces cubicas de 1a unidad
('11 meoa2kT/ Beizanizki o con k=n0,1,2, o zea qus las rafcez gon: 1,

2
£ MEMCLAM /e L2ENAT D0 -1/2+ /a2 ¥ £ T meanEI N rieannsm

~1/2+ 1/3/2).

T UtV R Us vt mu (12 13023 + v (-1/2- YA
2 2 a8 1 4 4 .
u t v u -~ v
N .

4 4
- + 1Y9

2 2

z = u5+vznulc2 + v e mu C1/2- 1YAr2) v (1024 194302)

u t+ v u - v
1 t

- = -~ 1¥S

En nuestro caso de (1C.9) y (1C.10) tendremnz quea :

z my +ve -2
4 i 4

z= 172 + V15,21

ERS 172 - Y1521
con Re z_ >0
2.8



APENDICE 1.D

TEOREMA 2 :
Si el polinomin
PCzdma z"+ta 2"t tata ,
o 3 n
con :.cm y sus ceoeficientes reales a s R (km0,1,2..n3 es estable,
entonces todos sus coeficientes son positivos.

Demostracién;

Partiremos del hecho de que cualquier polinomio con
coeficienter reales puede reprezentarse comoa praducto de polinamios
irreducibles de primero y segunde gradoz, os dectr comn nreducis do
polinondoz también con caeficientes reales, peroc de grados menores o

iguales que 2.

En efecto, ex conoctdo el hacho de que cualquler polinomio con
coeficientes reales puede ser expresado como el producto de polinomion
irreducibles de primer y segundo grados, ademiz de que cualquier natz

comple ja zpuxki- 1yk, también rezulta ser ralz de )n misma multiplicidad

que gu comple ja conjugads, ezto ex que EL X, = 1yk. Ez por esto que al

k

factarizar el polinamio en factares z-’.r.k log factorer sparecerin por
pares del tipo (z—zk)(z—Ek), pero (z-zk)(z-;h) L] 22+2pz+q, con pm-x, y
q-x:-h y:. Eg az! como cualquier polinomio de grado n con caeficientes

reasleg admite loc reprementaciones migulentes:

oS1 todans =us rafces zon distintac:
P(zlaa (z-z ¥ z-2z d.(z-z ).
o 1 2 n
oSl 2z er una rafiz de multiplicidad n con i,k 1
J

"¢ "2 Y
Plzdma (z-2 ) Cz-z 3 “.{z~-z D
> 1 2 b

can k<n ya quo n‘+na+y..+nk=n donde n as el grado del polinomio.
®Si hay r rafces reales y 2= comple jas tendremon:

' 2 2 2
P(z)-aotz-x‘)cz—xa)...(z-xt)(z + 2p‘= + (1‘7(2 + szz + qa)...tz + 2pnz + qn)
el grado del! polinomic ex ri2zun y donde x‘,xz,...,x' son rafces reales
mientres que lox Factoresx:

2+ 2p = + q‘),Cz=+ 2p,z + qz),...,cz’+ 2p 2 + q )



ison trinomios que provienen de pares conjugados de ralces complajas,
con p: < q k=t,. . . s{eata condiclén asegura que el polinomto proviene

de’ rafces comple jan conjugadas).

Tomando en cuenta que cualquier divizor de wun polinomio
estable ex también estable, entances esto junto con la afirmacién del
TEOREMA 1 del texto consistente en que un pollnomlo de primer y segunde
gradoz esx estable =1 y nélo si susz coeflcientes son pasitives, noex
IDevas a 1lax conclusién de que cualquier polinomic estable con
coeficlientes reales pasitives resulta ser el productio de polinomios con
coeficlentes pasitivos y por tanto el propioc polinomioc resulta tener
coefictentes positivox, ya que laz coeficlentes del producto total se
obtienen de coeficleantes de factores bajo multiplicaciones y =sumas,

pero sin ninguna resta.

Otra forma de ver lo mismo seria

13Cuando lar rafces zon ronlen tenamne:

Debida =z que el polinomlo ex estable y tiene como dlvisor a los
factoreg lneales de la formr (zZ-x) que a su vez son ectables, ya que
xj(u por lo tanto los coeficientes de los binomios serian todos
poritivos,

i1>Cuando lax rafces zon comple jma:

El polinomio de nuevo por hipotezis es estable y tlene caomo
divirores a loz trinomiox zz+7,p):v,+q] ngua = U vezx zon eslsbles, ya que
sus coeficlentes pj v q‘, son positivos, dado que pjn-xj y como las
partes realez de lax rafcerx son negativasz, entonces pj)a la mizma

sucade con qj-xj + y’)o.
bl

En el texta ya me apuntd que la proposicién reciprecna no es
clerta y ze da el contraejemplo (1.5), atmamne $pmhidn noeade ooevie de

contreajempls al polinomlio siguiente zg+zz+32+60, cuyas rafcez =mon

s 51 s 5T
=t =2 -



APENDICE 2.A

Para =simplificar el aspectec de 1a paribola
X=a a2 xK-a Ytz
N +a —°
Y o|"a 2|~a
1 t
elovemos al cuadrado ambos lados de la igualdad:
x-a_ Y2 x-a )z x=a
2 2 3 3 2 ]
y=a[ ] -Zaa{"—"‘] +a) [———]
si-a o z{-a 2 |-a
1 1 1
at 2 Zaiaz a* a?
wm—2 (x=a > Cx=a 24 —' P (x-a ) 41—~
a @ a a 2 z
o a
1 o
a® ) 2 2 Za‘az Za‘azaa a®
me—2 (x-a dix'-2a x+ al 4 ——i-Fe et ER, o
] 8 3 ) a a
a, ) °
2
S 2 202 22
= (x-a)) xH+2x a7 A, * a0 T3y
a o o
1
2
a aa 2
=, Cx—aa) xea, b
a 4
1
2
a) aa 2
me—_ x~a d|x~| a -
2 2 2 a
a o
1
a‘ a
Soa Am a- _a_z obteniéndose asi lo que queriamorn :

yP o =2 xma) x - AN

semicubica



" APENDICE 2.B

o Y0
<
X > D) 3
1
az)o az-o az<a
o <0
1]
V\ . ) . ‘/
a >0 = =0 a0



APENDICE 2.C

La scuacibn paramétrica de la curva de amplitud de fasus que

'senera al polinon'do de tercer grado on iw :

PCiw=a_(wd+a (iw)+a Ciwd+a
< 3 Z a

PUWEL-a w+a IH-2 W +a_w]
1 a © 2

Sem=2y m +aa
scon w & €m0/ w€2C.1>
y=-a, m+am swl-a w*a b

Tomemos: e}l primer caso para analizarlo detalladamente:

12 a0, a0, a a <a a € oa 20
1 2 12 o d 3

K+ -0

De (2C.1) podemos obsorvar que si w + -, ontonces y + w®

Esto significa quo la grafica de la curva (2C4) vieno dol

“infinitoc” por Ila parte izquioerda superior del plano J{sogundo
cuadrante). Véase la Fig. (2C.1).

X + -m

Cuando w + +®, ontonces y & - * lo cual significa que

1a grafica de la curva (2C1) se aleja al “infinito" por la parte

izquierda inferior del plano (tercor cuadrante), Obseorvese la Fig.

<2cC.1d.

‘El ejo horizontal y=0 ex interzectado por la curva en @

2 w =0 u‘SO ml-D
-a Lu'*n w =Wl a w=a =0 & ' - a =» »
) 2 o 2 & w s =0 z 2 LY
° z W B . [ g/a
a 2,3 o
© =mea que la curva (2C1) interseocta al oje horizontal primero on el

{x,y) correspondiente a w s az/ao , luego on el correspondiente a

X

h)lﬂl) y finalmente on ol quo correspondo a w. =+
puntos l-a‘az/acfaa,ul, (aa,o) v (-a‘az/aa‘i-aa,ol, que en la notacisn
indroducida son los puntos (A,0), (aa,o) y de nuavo (A0

o? es decir on los



- Ai-?su yai ‘el 'ejo“ vatical x=0 ox - intersectado por‘ 1a ‘curva

€2C.1> on’’ A o : o

o ez w42 =0
1 3

de donde

A,y 1uogo en o= /aa/a‘ , ya que por hipétesis

ai ﬂz al az - 3 - az
a‘az < aoa,, 1luego ~a > b » - > - < -
1 © 1 ° 1 o

que comparadas con ol cero ostax dos ultimas desigualdades nos dan :

a: ﬂz a &
== coce P [P
a 2K a &

1 o Y o 1

Esta desigualdad 1la podemozn interprelar do la sigudonte

primoro on w =

hlﬂl

manera: al variar mondtonamente w do -o a +w la curva (2C.1> primero

inteorzecta el ejo y on

& ? F3 a A _a a, (aa -~a a)d
3 2 a "3 2 o3 2z 1
y=~a |- —— +a_ |- -— = — —_ - s e e e T 2T D0
° a 2 EY a a z a a
1 1 Ey ES 1 t
luego tros voces intersecta ol eje horizontal sucesivamente on los
puntos con abscizas A--n‘(az/ao) +a=)0 » a‘)D y de nuevo en

A--a‘(az/a°)+a'>0 y finalmente de nuevo Iintersocta el ejo vertical

an el punto de ordenada

- a (o a ~a_= )
y= -— —_— =" <o
a a

1 1
Todo esto resumido aparece en la grafica de 1la Fig. <(2C.1.

Y

N
I\\A/ﬁ'\a’

En forma anidloga se hace ol anilisis do lox restantes casos.

Fig. 2C.1.

12



Nota: Todas fas "sr-éﬂ:cas fueron.generadas con el p%-og_vaw{a "Dovive" (7L

2 a‘)l)! gé)p, a">o;',a?ai >V'Va_‘°al

Fig. 2€.2

2 a0, apo, a<o X/\

Fig. 2C.3.

y
4> a‘)u, 32-0, aa>D \

li
53' a‘)o, az(D, ag)D

13



6Y @30, ‘a =0, ‘a0’
1 2 . ﬂ_

kgl a.>0, az<0, a'<0

8> a<0, a>0, a >0
1 2 2

9 a <0, ad0, =<0
1 2 3

Fig. 2C.7

¥

FamN

33 A x
Fig.\2C.2

b4

5 SO :

Fig. 2€C.9

14




10> 2 €0, ‘an, a0 - /
4 a L) g > - o
Fig) 2C. 10
11D a0, a<0, ad0 /
[3 a )

]
Flg. 2C.1t

i/
A
\u :

X

12Y a <0, = n0d, a <@
1 2 *
2y

Fig. 2C.12

13 a <0, =a <0, a <O
3 2 a

Fig. 2C.18

15



APENDICE 2.0

3 2
El caso n=3 : P(z) = az+ az'+ az+ a

repraesentacién paramétrica

2
X= =2 w ta
1 ]
3 +.C2D.3>
y= ~a wtaw
° z

nos lleva a’ la

En ol subcaso cuando a‘uo tonomos la curva
x= a2, . ,..(2D,42
y= ~wla w™=a)d
o z
queo reaimente os una recta vertical y como w varia do -© & +© tal rects
ex recorrida do arriba hacia abajo. Aqui queremos mostrar que on efecto

solo deponde del signo de a_ sl la orientxcién con la quo recorre dicha

recta os mondtona o lega a tener una oscilacidn.
En efecto

e

1> Si az(ﬂ. dado quou por hipdtesis ao)D, entoncos w, au - /az/ao

no es un numero real y por tanto =molo u‘uo as mandado al (a:,O) y por
ende la rocta cuando w varia do -® 2 +® 05 recorridz mondtonamente deo

arriba hacia abajo (véase la Fig. 2D.1).

w

a X
3

ii> Ssi nz)ﬂ, entonces al w recorrer los valorez de -© a -0 pazar#hs

Fig. 2D.1

s 2 —

por las raices de y= u(nou az)=0, es dacir por w‘no, uz,a /azlag b%
precisamente on al orden Wk, Y uz. Pero esto significa que al pasar
por la recta (2.4) pasa por el punto (an,ﬂ) hacia abajo, pero tiene
guo volver a subir porquo al llegar a sor w=w do nuevo pasa por (an,ﬂ)

y como de nuevo en w = wz tioene quo pazar por (33,0) s0 vo obligado a
regresar hacta abaljo,

Cvéaso la Fig. 2D.2).

lo cual constituye la oscilacidén moencionada

16



+
w,
2
w
1
w + *
(]
Fig. 2D.2.
APENDICE 2.€
Cago n=2 :
. xa-a_ w4z
Plzdma z"+a z+a con a >0, °
o 1 z o y=a v
pled= pC-o)
13 a >0, a >0 -]
1 2 P i
n-C=-nd
pLl-mdamn A s A =2 /da dos modias vueltas/.
olradam °

Fig. 2E1

1> a >0, a <O
1 2

pC-0d= n e . N
AP= Ap:o /no da ninguna maedia vuelta completas.
PCrdz 1
plwd
ks

Fig. 2E.2
“Empioza con un vector de posicidn quo os el eje horizonial negativo
Tormando un angulo 7, dicho Angule croce hasta legar a un angulo dondo



el voctor de posiclén es tangente a la grafica da_l:;‘_parépola, pero no
alcanza a dar una media vuelta complot‘.—n’y a con!;inuacién se mueve
simétricameonte con respecto al ejo de las x legando su angulo final a
tomar también el valor pCead=n/.

111> a <0, a >0
1 2

--rn
el Ap=-2/da dos medias vueltas, poro a reloj”.

pC-ma n

pleda~n P

n-n
eC-o= 1 Ap=T Ap= 0 /no da ninguna modia vuelta/.
pled= 1T

plw)

Fig. 2E.4
n-n
€Y .
e n 4 Ap= 0 /no dn ndnguna swdia vaeltas/,
pledm - "
y elwd
mw
> 4
v fa_ o ®
2 —
=3 w
Fig. 2E5

18



vid a= 0, 230
Y 2

e ‘n-n B .
L= ~ A = 0 /no’ da niriguna media vuolta/.
pCocdm 1T 4 ° o S

Cwd N
t4 N
n
L met
! ’
) i i
b v
2, * 5, |° [Hoo @

Fig. 2E.6

con a D0,
°

2
x=—a w ta
1 3
- Fin i
Yo s w

ta=0 y la grafica de la

Loz primoros 4 casoz tienen on coman
funcién de fasesz p zerad mondiona =i az<0 v le zparecen 2 jorobas =i
az>0. Si a'(O la funcién de fasex toma valorex de n/z a an/21 y si aB)O
variara entre -n/2 y n/2. El observar ol angulo inicial y final de cada
caso nos lleva a que N=0 y M=1 o bien -1 y por tanto ApnM-N serd 1 o

~-1.

1> awl, a <0, a <0 .. A wi
1 2 ] )

Fig. 2E.7
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{10 ‘@ 20, a <05 2. 20 A A wed
M e sty | P

-y,
b4
i
ORTE X% x
N
Fig. ZEB
111 a =0, 2 >0, a2 <0 . A =%
z z 3 [
e plw)
%
'~ \
—’) x
.’ N
4 1
!
'
+ Fig. 2E.0
ivd “;"o’ az>0. a;>D Apn-l
Yy
’
'
’
T < *

Fig. 2E.10

v)Analicomos detalladamente exte caso. En oste caso a1>0,
az>0, a“>0 Yy ataz< aa y la grifica do la caractoristica do amplitud
de fases ya fue doducida en la Fig, 2E.11. De la grafica observamos
que es simétrica con respecto al ejo horizontal y por tanto basta con

analizar la grafica generada por l2 variacién de » entre 0 y «x

Entonces al variar o do 0 = +» of radic vector OM /M=(xCwd,y(w))/
comlonza on la posiciéon horizontal so levanta y Ulega hasta una
posicidn donds ompliczz o hafar hasta de nuovo pasar por la posicién
horizontal deoexzpués de la cual seguira bajando, pasando por la vertical,
hasta llegar a una posicion tangente a la grafica, luego de lo cual de
nueve se empioza a levantar hasta quodar en la posicidén del ojo

vertical negativo. Como se en la Fi‘g. 2EA2 .

20



Y(p) B g . wlad

2€CL)

~R/T

Fig. 2E.11 Fig. 2E.12

Pero lo que realmentoe nos interesa es ol angulo v que toma el

voctor de posicion (—)ﬁ, wl cual empieza en po=0 aument.a hasta un maxino
L 4 Iusgo decreca hasta llegar de nuavo a ser cero sigue decrociendo
pasa por el valor -n/z sigue decrementando hasta Uogar a un minimo
LA (cuando ol vector de posicién eos tangento a la caracteristica de
amplitud de fased y do nuavo empioza a crecer tomando como posicion
final fa vortical nogativa o sea el angule limilc que os -~n/2 (esto

gquedn resumide en la Fig, 2E.42)0.

Fig. 2£.13
Por simetria ésta grifica queda como on la Fig., 2E13. Aqui

M=1 y N=G . A w1, Analogamonte za discuton todox Jox demais casos

observandose la coincidencia da algunos de dichos casox. Resuniendo:

21



wii> & >0, 2 38, a <0
[y z 3

viiid> a >0, a_Z0, a_>0
1 2 a3

.4 a1
P

Fig. 2E.15

Fig. 2E.16

o A ==y
P

Fig. 2E47
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x> 230, 2 50, a0 .. A=l
A 2 £l e

Fig. 2E.18B
x> a <0, a >0, a >0 .. A =1
1 2 3 p
Y‘
[
t .7
!
O'A v -
:\-\(A )
\ s
\
kY
Fig. 2E.19
xi} a €0, a >0, a2 20, a a_>a a_ .. A =3
'y 2 3 1 2 o 3 P 2Cwd

BTy T TTo ey

/2

Fig. 2E.20
\

*xii) al(O, al>0, aa(l), a‘az< aa, - Ap-i

Fig. 2E.21
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xiiid a <0, a 50, a_>0 . 4 =-1
t 2 a p

Flg. 2E.22

Fig. 2E.23

APENDICE 2.F

LEMA 5.

(44 Px’Pz; P =Pl Pz polinomioz)(3 PR P funciones de faxe) =
plwd = p‘(u) + pz(u) + 2in
con = 0,1,~1; no depende do w, V w & R,

Demostracion:
Dado que :
arg Pdw) = arg Pz““’ + arg Pz(iw)

significa que:

plw) = p’(w) + pz(u) + 2n, led
en pariicular

€0 = p C0> + p (0> + 2In
puro del LEMA 3 que nos asegura la exixtencia de p(w), una de cuyas
propiodades ex la restriccién do que su valor inicial estd acotado por

=t < pC0) £ n, luaego también:

24



<

- < p‘(l)) sn Sy ~n'< QZ(O) L n,

o Sea
"> -p €0 2 -n v "> p (0D 2 -n,

por 1o tanto
~3n € pl0d - p‘l(D —pzﬂ)) < 3n

pero entoncas
~3n < 2n < 3n
y por endo no so cumple para todos los I enteros, £ino xolo para
l= 0,1y

APENDICE 2.6

COROLARIO 2.
<Y P ,P_ polinomios) » 4 = A+ A
vz PyFs Py P2

Demost.racion:

pCr0) ~p(-) p‘(’m) + pz(om) + 2ln - plt-w) - pz(-m) - 2

=
lz0,1,-1

A = =
P, Py ™ z.F. n
P+ =~ p {-wd p €+ ~ pz(—oo>

= -t = 2 + 22 - =A A

Py Pz

25



" APENDICE "3.A

.
H + 2
P(z)=aazﬁa‘ 3 con aae [ a‘=(q:1x iﬁ‘ e C

EY
3

P
1 a

o

l F(zY es ostable « u‘>0 'l

Demost.racién:

a a‘-ﬂﬁ'
“+*)Re z‘<0 w Ra |-—"'1<0 » Ro (-~ ey

a
o

>
&, [CI 92 -a‘-iﬂl
@ >0 o -a <0 4 -—'<0 » Ro|--'-—'{<0 » Ro <0 w»
1 1 a 2 a a

a
<0 w» ~—"'<0 » a >0
a 1

a

o °

cx‘—uﬂn { a
% Rol- J(o - Ro l-— U Kola 3L
- a 1

APENDICE 3.B

Para n=i:

Plxd=a z+a ; con a =(a *iff1 Y e C y a =Ca +¥i 2 ¢ C
° 1 ° o o 1 1 1

[ P(z) os estable o (Re aoRa a‘+ Im aa!m al) >0

Demost.racion:

o

2, a‘; ] .,\‘.:o“
%) Ro 20 » Re {-~—"|<0 & Ro |-—="| <0 & Ro l-._._._ J <o s

o aa
LR

a
P.D. ¢ Ro = =Re {—-—‘](0 3 e Ca o, + 3350
1 [ o 1 o 1

Ca +173 d€a -153 > ac+ G p e 3~ af3d

1 1 o o o & S04 a1 1 o

» Ro [ =N /7‘ } <0 » Ro [ N ﬁz <0 =»
o o -3 <o

aa + f3f

o 4 o'y

5 <0 o ae* ﬁoﬁl>0.

°

- -

2
+
anﬁ
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o aoa‘+ EREN Qs * 3G
&Y aéa‘*‘—j?o/?‘)o > 30 = <0 o

2 2 z 2
o+ . ata
o nO = ﬂQ

. a‘;.) EY 2:0 a, :
Ro {-—in®l <0 o Ro |-—=%] <0 » Re |-—'| <0 = Ro 2 <0,
f= a,

APENDICE 3.C

PROPOSICION 1.

n
¢ Paf a, 2"

k=a

p14 4 EA E’(zk) = 0) (Re z, {0 » Cpluwd 1 b
k21,20 00,0
Demostracion:
En ol toxto para variantes do coeficientos de ia ecuacién deo
primer grado obtuvimos que la proposicidn es ciorta, pues on todos los
casoz en que =6 aseguraba que el polinomio era ostable 1a funcidtn de

fazses p(w) resulté gque era on vfwctc mondlona crocienta.

Para los polinondos de grados mi 8] andlisis directo eoxs
suficientemonte complicade, on particular, %i lox cooficienter son
comple jos. Por osto ex quo ¢ proforible gue ia demostracién o base en
ila repreosentatividad do cualquior pelinomio como producto de polinondos
de grado uno:

Y(z)aa°£:-z‘>(z~zz7...(z~z“)

Do esta manera es como caemos an las condicioneos da) LEMA 5,
as docir tenomos polinomios P‘stz-z‘) v PZS(z-zzL que si son astables,
antonces sus funcionos do fazas ‘o‘ Yy pz respoctivamants seran nwonbéitonas
crecientox por sor polinomios de¢ primer grado. En consecuencia et
oroducto de polinomios P‘Pz, por al LEMA & del Capitulo I, tendri por
funcidén de fases g

¢:<c:>ﬂp‘(m) + v’(m) + 2n, con =0,1 y -1
poro osto significa quo la nueva funcidén de faxes p» del producto de
ponnmnlc;; sora una suma do funciones monétonas con a lo mas otra
funcién constante & 2n & -2r, poro como sabemos suma deo funciones
crecienloz zegidra siendo creciente y como todo polinomio de grado n
Ltiono un numero finito n de productos de primer grado, entonces ol

polinomio de grado n sora ostable si y sélo si sus factores lincalos o



son, . luego entonces la funcién de fases resulta ser mondtona
craciente..

La demostracién del caso completamente inestable es similar.

APENDICE 3.D

Si e! polinomio P no admitoe rafces imaginavias puras PClwd=0,
pero tiene k ralfcoz con parte raeal negativa y 1 con parte real

positiva entonces Anw k - L

Demostracion:
P.

n .
¥ PCzI=p 2 z" T3P UW0Xz : Re z <OXP(z >=0X(z Re z >0XP(z I= O

k=o Son rzal...,k cons =i, i, L.
1
A ak-1,
P
Denotomos a k-1 por A; .
Mostremos quo A; o% Ap.
Sl P es un pollnomio de grado 1, ontonces A; - AP, ya qua
=1 y 1=0
K+lzn = 1 pero osto sélo 5o cumplo en dos casoz A = ] y por
K=0 y I=1

1 si tione una ralz con parte real neogativa
lo tanto A;- { . Por otro
i
-1
(los cualex fuoron calculados sn @l Capttulo IIJ, lusgo an ofecto para

-1 si tiene una raiz con parte real positival

lado zabemos guoe para los polinomios do grado 1 rospectivamonte AP=

polinomios do grado 1: L = LP.Por ol Corolaric 2 del Capitulo Y

A; F:-A; + A; » para polinomios arbitrarios LA de grado uno que no
1 1 2

Ltengan rafces imaglnarlas puraz, entoncas .’;; = A‘_ pars tode pelinomio P

sin rafces imaginarias que sea producto de polinomios de grado uno, es

docir FCz)aac(z-z‘}\’z—zz:...Cz—:n):’OK“K‘:.«!‘n. donds EE o0
rafces con parte rozl nogativa y con Ap‘“Apzﬂ..."Apkﬂi, Y O o
son raices con parte roal positiva vy con Apk“=ApL"z
entonces por el Corolario 2 dal Capitulo X

Ap=Ap“"Apz"‘...+Apk+Apk“"‘...+Apn por lo tanto Ap=KC(1)+1(~1) =K-1.

=...=Apn=‘1,

@> Y por lo tanto: AP=2k-n o bien An=n~2L
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Pero sabemos - qua todo polinomio tiene tal roprosontaciéh y por tanto

siempre tendremos qub A = 4.
N P pu

APENDICE = 3.E

CRITERIO 2.C1876).

Criterio de VYyshnegradskii,

El polinomio
Plzd=a z'+a z +a_z +a
o 1 2 3
con coeficientes raales y a°>0, es eostable =i y sé6lo =i a >0, a >0,
°

a >0, ad>0y a ad> a a.
2 ) tz o a

RPaemogtracion:
P.D. : a >0
A . . a‘>0
V¥ Plzima z+a z'+a z +a; a6 K, a e R 2Ro 20> w {350
) 1 2 3’ Tk ) ) 2
la >0
3
a adaa
£72" %% s

23St P o5 eostablo » P no tiene rafces imaginariac puras < P
cumple con el Critorio 1 » Apﬂ 3 =» por la PROPOSICION 1 del Capitulo IX
» a 20, a >0, a >0, a>0 yaadaa.
© 1 2 a 172" e
«ISi ao)o. a‘>0, az>0, .:::)0 y a‘az>a°a=, por un lado,
= P no tiene ralces imaginarias pues esto ocurre si y solo =i aanﬂ &
aa=aa., (cosa que aqui no se cumplo), pero por otro lado = del
CRITERIO 1 = Ap:ﬂ + P ez Estable.

. P es establa.

APENOICE  3.F

Todo polinomioc aoz“*a‘zz‘razz *aa puede levarseo modiante la

transformaciéon zshw al polinomioc W owit Tw o+ 1,

En eofaecto substituyondo la transformacidén on la ecuacién

original:
a
a APwira ATwita aw +a
o 1 2 a

obligando al primer coeficiente a ser 1, osto es dividiendo por ao,\’

29



obtenemos:

a Nw a_aw s 2
Wi e 4 -, _____z=
3
a A a X ac)\

do esta manera obligamos al término indepondiente también a sor t y ol

determinamos ol valor de A:

2

a

- =1 & A= 3 73
3 3" %
a
© 2 .
Es azl quo mediante la iransformacién z = Vaa/ae w,
obtendremos:
wit ow't Tw + 1
donde
a & a2
E3 1 L
aox aoag /a ag az
3 o 2 o
8: al ot az

¥ e

)

APENDICE 3.6

X .
* R, B tw (m =0 par’
E] % y =a
1
IS
n 3 y
5o e |1 50 <o € vieno del 4'° cuadrante>
PR 1 >0 >0 ¢ va al 1°7 cuadrante) .
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2
x =az_ aau
n =2 Gn =1 impar)
/J/al e
. n *® ¥y
w e+ - 2 <0 <a ¢ viono dol 3°° cuadrante)
W+ - 2 <o >a ¢ va al 29° cuadrants) .

N Y
m ’
X =a ~ AW
nta:{ 3 *

2 z
=a w v a o swla - a w)
=3 2z o

Y z
(m =i impar)
4

n ® y
w e -2 f 3 <a >0 ¢ viene dol qu cuadrante)
W o+ 3 <o <o ¢ va ai 3% cuadrante? .
Y
v
> sl Cma_ b 3w dba
z o +
n =d: y zwl-~a wita >
1 a
Y m o= 2 pard
n x by
w o @ 4 >0 >0 ¢ viens dot 1°7 cundranted
W e 4 >a <a ¢ va at 1'° cuadrantey .

K}



[xvn uz(—an-l' aw d+a

ni=5: y = wlw*C-a +a wr+a l
2 -3 4
b C m = 2 par)
n 13 Yy
w o - 5 >0 <0 ¢ viens del 4'° cuadranted
w > 4@ S >0 >0 C va al 1°7 cuadranted .

Observemos que cualltativamente ol caso n =1 coincide con ol
case n=S5, mientras que el ns2 dober{a coincidir con el n=é =i o5 que la
raegularidad observada os correcta

Yy

“
x = w'lw’Ca -~ a wd-al+a
n wé: 2 z ©2 ¢ @
y = wlu (-a_ta w ita_ )
a T o
4 Cm=a 3 impar)
* y
W - 6 <0 <0 ¢ viene del 3”7 cuadrante?
w A s & <o 20 ¢ va al 2'° cuadrantod

Como aefectivamente n =6 coincide cualitativamente con el cazo
n =2, antonces os presumible quo %o repitan los comportamientos
cunlitativos de la caracteristica de amplitud do fases cada cuatro
casos por lo tanto ol caso n =y debariz fde coincidir con al
comportamionto del caso degonarado n =0 .

Y

z, 2.2 2
® = W iolw'(-a, + a w d+a I-a J+a
° s s "8

=a.
v =2 L2
n {Y = wiw Xuz(-zn-atmz)-a 1+a_)
° 7

{m= 4 par )
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30 >a ¢ viwang del 1°7

{8

woh cuadrantae?

PR 8 >0 <0 C va al 4t° cuadrante) .

Por lo tanto el comportamisnto del case n =0 dobeoria sor

similar al dol case n =8,

Resumiondo lo anterior hecho podemos clasificar todos lox
casos on términos del grado del polinomio n o lo gque serta mas
convenionte observar el rosiduo do la divisién dol grado deol polinomio,
n, por 4, yx que Ia TABLA 1 que rosume los casos particulares
analizados refleja que a travées dol residuc paeda obsurvarse quo todos

loz caso¥ so repiten mbdulo 4.

TABLA L.
n % y cuadranta v residuo
@+ - 0 * M do i‘:' o
W @ + - at 4'°
oo . * " do1 a4'” .
* @ ¥ —F a1 17 i
W > -0 - -~ ar
del 3
w s em 2 et =4 24° 2
&+~ + < do
w o e 3 o~ s d:i gor 3
w o o + + or
dol 1
w4 s 4 r o e a1 a'° O
e + =
eiiel s dol 4.7 1
¥ £ at 1°
W ~m - - o
dol 3
W em 6 e aeae e at z9° 2
woae * - do1 29%¢ 3
W e - - A1 3°°
w4 ~m + + @
4ol 1
w4 e 8 —T a1 at® (o)
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Esto lo podemos generalizar por induccién a cualquier caso do
grado impar n =Zm + 1 y de grado par n =2m, dondoe la regularidad
obsorvada en ol cuadrante de partida y de llegada puede clasificarse a
través deo los m impares y paros m & $. Do la TABLA 1 observamos quo los
casos impares n =1 y n =5 provionen de valores de m pares, es decir
n 22¢0+1 con m =0 y n =2(2X1 con m =2 teniondose quo ambas comienzan
on el cuarto cuadranto y ierminan on cl primoro, de manera similar se
obsorva que para los impares n =3 y n =7, gue provienen de m impares
(m =1 y m =3> ambas curvas comionzan on ol segundo cuadranto y

finalizan on =al tercero.

En forma analoga =i n eos par n =2m tambion se daran 2 casos

Eogun que m soa par o impar. Esto queda resumido en la siguiente:

TABLA 2
x = utw) x = alw)
+
n =2m 1 y = viwd y = viwd
comienza en el: tormina on ol:

Si m impar 2'°cuadrante 3% cuadranto
Sim par 4'°cuadrante 1°"cuadranto
n =2Zm
Si m impar 3°" cuadranto zdacuadrant.o
Si m par 1" °cuadranto 4'°cuadranto

Esta TABLA 2 fue infuerida de lox cacos particularos anatizados
on la TABLA i, la demostraccién se puede obtener dJdirsctamonte por

induccién en m, para n impar y n par.

Demost.acién:
caso :

Para m par:

Para m =2 » n =5, on el toxto so demostré que oste tipo de
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polinomiox comienzan su «.aracém istica’ do amphtud dx! [.u‘:_. oy ﬂl 4™

cuadrante y finaliza on of 1% cuadrantvs

Supondremos quo la TABLA 2 es clorta para m =2k;.ontonces ol

grado dol polinomio sera de la forma n =4k + 1, s6 sSupone que por
x=ulwd

hipdtesis {y:v(w) va dol 4'° a1 1°"cuadranta.

Demoastromos quo la TABLA 2 es cierta para m =2(k+1), entonces
ol grado dol polinomio werd de la forma n =4(k+1) + 1 =» n =4k 4 5=
(4k+1d> + 4, por sor (mod 4), entances ol comportamiento on este caso s
ol mdsmo quo para ¢l caxo que por bipdtesis os clorto y que corresponde
on la ultima igualdad al primor paréntesis (4k+1d, por lo tanto 1a
proposicién dada por la TABLA 2 os ciorta para todas Iax m paros.

En forma similar se demostraria para m impar y también en
forma aniloga ol casc n par [5?2—:5], ruspectivaments con la misma

técnica para wm par o ilmpar.

APENDICE 3.H

Si las raices de ufw) y v<u) s intercalan, onionces el

polinomio P es ostable o hien complotamente inoestable.

Demostracién:

Fartiromos do que los polinomios ulwd y viw) inturcalan sus
raices,

Exto zignifica que ol punto Pdw) al moversze a la lavrgoe de 1la
caracteristica de amplitud fases, cuando w crece, sucesivamonto

intersecis = los o jes coordesnadaos.

De osto evidentomonts dobomox wxcluir gua la carwto~istica deo
amptitud de fases soa tangente a alguno de los o6jos coordonados (1a

demastracion de estn afirmacién queda pendiente para el final2,

Por lo tanic !a caracteristica do amplitud de fases sdlo pucds
intorsectar a los ojos coordenados en una zola diroccion a roloj o

contraralo j.



Para fijar ideay supongamos quo todans las interssecciones de la
caractoristica de amplitud de fases con los ojes coordenades ocurren

contrareloj (en direccion positival,

Entonces al movernos de una raiz de los polinomios uCw) y viwd
a la siguiente, la funcidn de fases » aumenta en /2. (Rucuordese que
por hipétesis los polinomios u y v no admiton raices roalos comumes y
por tanto para ol polinomio P estd definida su caracteristica de

amplitud de fases o)

Dado quo 6l numoro de rafces quo admiten uy vy por tanto el
numero de las intorsccciones do Ila caracteristica do fases p con las
raoctas horizontales lk as 2n-1, tendromozr quo a2l croecor W do -w @ oen la
funcidon do fases o aumonta por lo menox en (2Zn -~ 2dn/2 =(n - 1, ya
queo ol angulo inicial -n/2 =< wo( ns/2 y =i ol &ngulo inicial parto deo

“n/2, onloncas dars wann modi

adicivitsd, ws ducir nn; o que a

su vez significa que & > n-1,
»

Poro por otro lado sabomos que :.p y n tionon la mizma paridad
y smatisface: A;S n, lusgo entoncos Ap = n y por &1 CRITERIO 1 podemos

concluir quo ol polinomio P ox astablo.

En forma> aniloga zi 1o caracteeislica do amplitud de Fases
intersocta a los ejos coordenados en la dirroccién de las maneociilas
del roloj, entonces por razonamiontos similares obtondromos quo A4 =~n y

P

por endo ! polinomio P rosulta ser completamonte inustablo.n

oPara doemoztrar la afirmacién que quedd pondionte on la

antorior demostraccion lac cnvne oo Facilie WD jeais v Katsmasalos
deducida una formula para la derivada do la funcién do fases. La
deduccién deo tal férmula la onunciaremos como LEMA 1 y la de la

afirmacién pendiente como LEMA 2.

LEMA 1:
ta funciéon do fases ¢ del polinomio arbitraric P, sin raices
imaginarias, tione derivada para todo w € R y tal dorivada nos queda

dada por



UCudV P Cadmu? Cudvlad
Prewd = - €31
u? W) +viCwd

Demostracién:
Por definicién de la funcién de fases ¢, en cada intervalo del

ejo w que no tenga w que hagan coro al polinomic u(w), tenemos:

v{w)
pCd= arctan

brrons) + kn - (3H.2>

donde k er un cierto numerc oentoro que depende solo del intervalo
escogido (en un intervalo dado el numero k dependo continuamente do w y
por tanto tal numero ontero saria el mlsmo para todas

P laz w en tal
intervalo).

Derivando (3H.2) como composicion de Tunci

noicnos toendremos:

uv’ - u'v
1 udw> ]’ u? uv’~u’v
i) = — = L) = Cwd
4 [u(w)]z v{w) i+ v? u?+ 2
7303 T T
ua

valida para todas las w que no son rafces do u
Por otro lado on cada intervalo deo » quoe no tenga rafces de v
también podemos escribir:

udwd
plw) = arccot

frans) + kn . C3H.3)>

y derivando legamos a la misma tarmuia {3

law w aue no’
son rafces do v y on particular para todas las w que sean rafcos dol

polinomioc w.

Con esto quaeda demostrada la formula (3H1Y para todas las g

LEMA 2.

St las rafces de u y v se intercalan, ontonces la
caractopistica do fasoes p no oz tangente a ninguna de las rectas lk con
k=1,2,3,...,2n-1.



Demostracién: (Por roduccion al absurdo)d.

Supongamos quo lo que afirma ol LEMA 2 es falso.

Es decir que si existe algun W, y una recta lk ‘para las quo
p(ua) os tangento a dicha recta l;_.

Esto significa que tal W

ides raiz de v (si k~n o5 par), o bien de u (sl k-n es impar)
ides ralz do la derivada p’.

O sea que existo un w , tal queo :

o

{ 1o bian v(molsn, © bien u(w°>=0

B =

i1dp <u°>_o.
Poro =i go’(oxo)no, entoncesz de la formula (3H.1) dol LEMA 1:
u(wo)v’(m 2> - wiw dviw =0 .C(3H.4>
< e o
Pero antonce=z do i):

por (@M. 4>

= , . 2
o bien - ule I Cw I=0

por (aH. &)

o bien - Wlw dvle I=0 o fule =0

ya que on ol primer caso u(we)#o y en ol segundo caso v(uo)xo, pues on

(305D

cada caso 56 supone que u y v no tienon railcoxw reales comunes dado Que

por hipétesis las rafcos de u y v so intorcalan.

Por otro lado ol rosuitado (3H.5) indica quo =i w_  ©os ralz de
un polinomioc y de =su derivada, ontonces v, es una raiz mualtiple, lo
cual contradice quo lax rafces deo losx polinomios u y v son rafces

cdmemtan
simplos,

Hay que obsorvar que la condicién de que las rafces de los
polinomios sean intercaladas no es indispensable, pues basta con pedir
que estos polinomios no tengan raicos reales miltiples, adomas de que

no os admisible que tongan raices reales comunes.

Finalmonto el LEMA 2 para la caracteristica de amplitud de
fasos so manifiosta en que tal grafica sélo intersacta, pero nunca

rosulta zor tangente a dichos o jos.
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APENDICE 3.1
S1 las rafces de los polinomios ufw) y v(w) so intercalan,
entonces la funcidtn de fases » os mondtona crociente o bien mondlLona

docraecionte.

Demostracion:

De 1a hipstesis do que las raices de los polinomios u y v se
intercalan podemos deducir por la PROPOSICION 3 que el polinomio P es
estable o bion complotamente inestable, poro osto a su vez implica que
ia funclén do fazes p sea rospoctivamentoe mondtona crecionte o bien

monétona decreciente con base en la PROPOSICION l.m

. ik gﬁ‘i "SIV



APENDICE  4.A

ipo 1 R >0y n impar

x  polo |TiPo 2 - R°< 0 y n] impar
Tipo 3 R>0yn par

Tipo 4 R:( oy n: par

Denmwstraromos dotalladamento solo el primar caso:
El polo x es do Tipo 1 si y solo si RQ)O y n impar.
o
Demostracidn:

DRCx I= -
o
- X os un polo del Tipo 1 » »

RO DI= v
=3

.
ROCY = lim RGO = Lim —eos = Lim
X X X exmx 2"aQ CxD
x< X< K KER
° ° © L
. PCxY Px>
R(x°> = %m RCx) = &&m TG0 = Yim
L3
Yo x XX exmx 3"0Q €xD
X)Xu X))tﬂ x> W =3 o
= l{m lim = lim - R = w©
rolxmx 3 TN @ 0 T alxex e °
X< . o KR %< a =)
1 PCx> 1 n,«
= l!'.‘m l_i.m = lim =
P exex 3 *Tre @ o> T Faexmx I ©
K> X -3 ER LR o

- o @
Como doaseamos gque s cumpla i) y i) simultaneamante

necesitamos pedir que los rosultadoz finalos R D0 se cumpla en ambox
°
Ccosa que ocurre Y y simultaneameonte gue (noz n, unpary Moan i 0 e iy
= (nozn impar?}, rezumiondo llegamos a quo simultanearmwnte se dobe
°

cumplir que

n impar |.
o

IR° > Oi Y

«d)Rogresandore "Hteralmente" en forma inversa obtendremos que
=i Ro > 0 y no impar ontonces x_ os un polo Tipo i.u

En forma analoga so analizan los demis casos.
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APENDICE

Propledad 1. ’ T e e e

P o
e cabd VR, Q€ 0 s

Ind2 R & IndS R + Indl R .€C4B.1>

Demostracidn:

Esta demostraciétn consistird on z2nalizar todas las posibles
variantes donde se cumplan las hipdlesis.
Talos posibles casos so reducen a dos:

idCuando en (a,b? no hay ningun polo, por ende tampoco

existiran polos en los subintorvaloz (a,c) y (c,bd rospectivamonte,

pero una funcion racional R xin poleox zignifica:

sig
» def awvn polaos x,
mddR = L Ing R = 0O
alx _«b a
o
y adomas
IndS R = 0, Ind? R = 0

y por lo tanto la igualdad <(4B.1) so cumple.
iDdCuando en (a,b) oxisto al monos un polo Tdo R y por tanto

tal o tales polos do R estaran on alguno de los subintorvalos (a,cd y
€c,d) y como:
b def del! b dof
Indd R = § Ind R,IndiR = f 1Ind R,IndR = [ Ind R,
adx ¢b ° aix c - <‘.(K.<h °
a o

entonces se cumplira (48.1).n

APENDICE 4.C

Propiedad 2.

P 1
VR=—6,S=-6J

1

£

r Plred
REXY = —
Cx=x D200
o o

Qx> =0, 6 R
11ISGO=P O/ Cx-x " Q _(x), m < n
1 ° 10 o
P
z
[ T73Y <% T Ind  (R+S> = Ind_ R |
Cx=x I"0Q xD o .



Demostracitn:

Para domostrar quo ol Indx (R¥S) = In;iu R partiremos de ‘la
° .
caracterizacién de un polo xa de orden n :
o

POx) "y PCx)
RCx) = » Cx = X Y RX) = e
Cxmx 3"2Q_Cxd ° Qx>
° °

n P(x)
o .
M O m x> RGO = R g

B

-
¢ - x ) °R(x> = R
*® k-3 o

> fim
x

Pero por otro lado;

" n n
Hm Ox - x ) SCR+$¥Cx> = kim (x -~ x J ROO + lim €x - x ) °Sx) =
F34 o b ° HE84 o

o

R+ 0= S

por lo tanto las funcionez R y R+S tienen al mismo x  como polo de
o

orden no y sus cooticientes principalsus rooultaron woer ol mismo oS
decir RO y como finalmonte el indice de una funcién en un polo *, osta
definida a través de RO y n, entoncos las dos funcionaos R y R+S
tondran ol mismo indice por tener ol mismo Ro y n.

Xndx (R+S) = lndx R.ﬂ

APENDICE 4.0

Propiedad 3.

-

Q Q ©o si lox poseeo no tienen

P
W R = , S = _'.p = Ca,bd + B aNo tienon polos comunes,
* ordones comunes

- [ Ina% cr+sy = mndd R + nal s |

Demostracion:

Como R y S no tienon polos comunes, entonces para los polos *,

do R C(queo no zon deo $) teneomos:

Ind (R+S) = !ndx R (por la Propiodad 2J,
o~ °

Para los polos x‘ do S

Indx (R+SY = Indx S (por la propiedad 2),
1 1
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Si ahora swnamos todos los indices de  todox los  palos
tondramos:
L Ind (R¢S> s [ Ind R + L Ind_ S
aixeh arx b < B\x‘<b L
°

pera por definicidn estas sumatorias seran

Indd (R+S) = Indd R + Ind s.

Si admits R y S un polo comiun, pero no tionen ordenes comunes,
entoncos alguna de tales funciones tendra un polo de orden menar gquo la
otra y por la Propiledad 2 del indice de la funcién con pole do mayor
arden xora lgual al indico de !la suma de funciones, mas {2 IUa de
los indices do¢ las funcioncs wn los polozx no cowunes, pore el polo del
fndice de la funcion de ardon mayor zo lo agrega al intervalo (ab) de

la misma funcién obtoniendose asi lo que so queria domost

Propiedad 3.

P P
WR = S = -6’ PD S Cab) » B QG % 0 ¥x = (a,B)) »

Y

- [ 10d? <R+S> = 10ds &

Demogtracitn:

Como fa funcién racional § no tieno polos, entonces por 1a
Propiedad 2:
Ind {R+5) = Ind R
x *

sumando extos indlces en ol inlervalo (a,b) tendremos.

+
z Indx (RS> = T I“dx R

oln (b i PYRYEER ..
. .

rere 2o auevo por definicion tendremos que:

Ind} CR+S> = Indd ®

a
APENDICE 4 .E
Propisdad 4.
POXO PO
W RGO = —meog % & (@) (SO = g5 QG0 # 0y P x> = 0)
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R ndS R, si SCx> 0, x & Ca,bd
w1 Ind8 T (RSY = :

-Indd R, si SOO €0, x € Ca,bd

Damo‘stracio;-_;r
T i ; det

Ind3 (RSY = [ Ind, (RS>
aix b 2

& -
{=m;«{\ndx R = [Inda R] , S(xI0, x < €a,b?)

=-pnd R = -1nd3 R|, SCxX0, x & ca,»7]
: .

.Porque ol migno de S no cambia los tipos do polo de R por lo tanto no
cambia su indice.

-

Porquoe el signo do S cambia los tipos do polos do R si son de tipo 1

a tipo 2 o viceversa y por lo tanto cambia ol xigno de su indice.

APENDICE 4.F

Propiedad 5.

P def 2 P
Y R= < Y (R(x) = S(~x">> (S=-3‘) (S¢0> = § = 0>

1
n

¥x € OQ (x> = Cx= x> ° Q (x> €QUx) = (x- C¥~% 3 * Q x»

. nd_‘/:?: R = Xndx'XS
Ind Yo R=-~Ind S

Yo% x

o o

Demostracién:

Analicomos los cuatro casos posibles de x comparados con 0 y

e
o
1I0¢ % <7 - 0cx’e-x ., x <0
° B .
)(2
ROSY = dim__ RGO = tim St=x> = lim SCW = SCx')
s <% NI S i uax ° 2
. .
sve que Y T fex
x< VT a0 OF R : "

los demas casoz se obtionen en forma similar
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11I%>v-% O ) Yo x (d
© o @

: JeE ERAN
ROAT = lim_ RGO = M oSG = lim Scw s Sex )
wVex I N e ) ; uex
x)'l/:.x-° % <-(7‘—x.7 X B u“‘n;

HdxL-v~x + x> -x y % <0
o Q o°

z
- Jus-x )
Re=Y<x 2= 1im R(x) = lim S(-x 2 = lim S{u) = S{x >
. N
PRGN vy -x ‘-(-/T »”? uax
° ° m— 2
L .yas que (=Yex1 ='-x J=-x
k< ~¥mx E R & 2 ) v, N ° ¢
B s
177K _Cx0 w cv-x°>’> x>0 ~x %0
2
RT3 I=ldm RG> = lim S(;x 3% Lim Scw = sex7)
Py ENSTR we :
> —Y-a: LS A ey
H

por lo tanto de ios 2 primaros casos se concluye gue como los limites
latgrales on R primero por la izguierda y fuego por 1a dorecha,

resultan ser iguales para S, poro primero por la deorecha y luego por ia
izquierda por lo tanto si R en -/—xn es deo tipo 1, entoncos S en x

zwara de tipo 2 y viceversa, luoego =i para R sJg indice en Y-x oz de
signo contrario al indice do S an x :
= -Indx 3

.

y do los dos ultimos casos ¥e concluye que se conservan las tendencias
de sus limites lateralaes, y por lo tanto tendremos:

!nd_,/_-)‘—6 R = Xndan.n

APENDICE 4.6

Proposicién.

: P
(4]
(VRHT:Dn(a,b)»R)(R(a)#{m)(l{(h)#{z)n

sign R(b) -~ sign R{a)

| 1nad R + Indd 1/R = ~ m(4G.1)




Demostraciéon:

Lo quo queremos demostrar (4G.1) esx oquivalonto a

® b 1, =i RCaX<O RO
Inda R + Inda {/R = {~-1, si RCa)>0 R(bLXO «.(4G.2>
,» st RCadRCbI>0

donde Ia parte dorecha 1la homos obtonido da evaluar (4G.13> en los
valores de R on a y b indicados.

Para demostrar la ecuacitn (4G.2) consideremos un cero de R,
Ces decir un polo de 1/R).

La grafica de la funcién racional R en una vecindad de su cero

x solo puede sor do algunoc de los cuatro Tipos xiguientes:

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4

Al pasar por Al pagar por Al pasar por
el coro x do R @l cero x _de R ol coro x_ de R
osta funcisn esta funcién ol signo do oxta
cambia de signo cambia de signo funcidén permancece
do = a + . de + & ~.

Al pasar por
el cero x do R
el signo de esta
funcién permanece
posxitivo. negativo.

Los Tipus 1 y 2 do la funcién racional R en el cero x do
<a,b) son los uanicos polos X, do los Tipos 1 y 2 de la funcién
invorsién 1/R que contribuiran con valoros distintos du cero al calculo
de su indice en el mismo intervalo (a,b) : Indg 1/R.

Tales contribuciones distintas de cero solo toman los valoros
do +t y -1,

Basta con suponor qua

p = "numero total de ceros y polos de R on (a,b) del Tipo 1",
y g = “numero total de cerox y polos de 1/R on  (a,b2 del
para poder concluir quo

Tipo 2"

Ind2 R + IndS 1/R = 1ep + -1deq = p - q. .. C4G.32
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Calculomos de una manera distinta p-q para intontar demostrar
“la formula €(46.23. '
; Observemos como s¢ mueven los puntos de la grafica (x,R(x)) al

variar x en (a,h).

Los ceros o polos del Tipo 2 tienon la caracteristica R(a»0-y
R(bI0 en el intervalo (a,b), luego la funcidén racional comionza su
grafica on el somiplano positive y al pasar por e! cero o polo

trasladan grafica al semiplano inferior.

St R(ad>0 y RILO lo quo sucede as quo la grafica comienza en
@l somiplano positivo y a1 pasar por el polo o coro de la grafica la
funcién continua on ¢l semiplano positivo, 10 cual no contribuye on

nada al calculo del tndice de la funcién en el intervalo (a,bd,

De manora conlrarix se obzorva el comportamiento do los coros
mp:

o polos del Tipo 1.
Esto significa quo los coros o polos do la funcidén solo son de
los Tipos 1 y 2 y smo alternan en todo ol intoervalo (ab) ya que la

funcién no puede escaparse por lo que la funcitn zltorna su Tipo del
Tipo 1 al 2 o del 2 al 1 en todo e} intervalo, os doecir

= : " :
i ) v ' ’

Tipo 2 Tipo 1 Tipn 2, Tipo 1

=

Por ejemplo on esta grafica todesx los % =on ceros de la Yuncién R,

Do osto mismo s=e desprende que si la funcién es de la forma
RCad>0 ((6) y R(BI>O (KD) la funcién no cambia de semiplano por lo que
tiene ol comporizmionto dol Tipo 3 0o 4 y tales Tipos no contribuyen ai

calculo dol indice, os decir p=q.
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Si comenzamos con ol caso R(aX0 y R(bLIKO tondriamos el Tipo
2, donde si ol numoero de ceros o polos es impar en todo el intervalo
Ca,b) obtendremos que p tondra un numoro menor de coros o polos que q
por empozar la funcién R con los ceros o polos del Tipo 2, poro como so
alternan, entonces p+iaq, o s0a quo p-gq=-1. Loc ceros o polos pares no

contribuyen al cialculo de! indico.

Si ahora RCad<0 y R(bI>0 so eostaria ompezando con un pole o
cero dael Tipo 1, pero si suponemos que ol numero de polos o raices es
impar en todo ol intorvalo (a,b), entonces obtondramos quo p tondra un

cerc O polo mas quo q: p-t = q .. p-g=+ti.

En cambio i R{ad>0 0> y RO (KO, oentoncoes ol polo o ol
cero sora del Tipo 3 6 4 y por tanto 50 tondra un nimoro par de polos o
ceros, por lo que do la definicién de indice teondremos que p=q -
p-q=0.

Rosumiondo todos ostox casos tondromos que

=1, si RaX>0 RMbICO - (4G.4>
0, si RGAIRCLI>O

igualando (40.3) con <(4G.4> obtendromos que

1, =i R(a)<0 R<bIO
p-q =

" " 1, =i RCaX<0 R(bI>O
Inda R + Inda 1/R = {-1, si RCa»>0 R(bLIO ..(4G.2)>
0, =i RCaR(bI>O

APENDICE 4.H

Toorema 1.
v v
+@ Py
" r!nd-w a = Ind -4 =0, si n os par
P = 3 = hata ostabled o a
o n
llnd - = n, st n os impar
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Demastracion:

+3Si el polinomin F de grado - n ps r--:!.ablp Lim
S u y v son polinomios pmmnv Fnt.re ﬂ, es: declr irredurlhles
» p es mondtona creciente
x = ulw) ' L : L :
» la grafica de intersecta a.los ejes coordenados
= v o= R
contrarelo j.
Lema Auxtliar v ) u
para cada raiz W de u (de v) Ind e ~1 (Ind e = 1)
veane Apon «1? w 6 v

. B
» como todas lax raices de u (de v) son realen y distintas, el grado de

u es n para n par (y de v es n para n impar) =

v
nd o = =i n es par
. u .
ITnd -5 =™ si n es impar
v
nd —-— = .-"n, i Nn ex par
&2S1 (<} : £

Ind -5 =n, xi n es impar

6L n as par

Y la condicidén anterior mignifica : p ~ q@ = -n, con

P = "numero de polos de s— que tengan ifndice 1"
v »
q = 'numero de polos de 5 que tengan t(ndice -1

» como el grado de u, es n, para n par, tendremos: p + q < n =

5 p=0 y q=n -
» todas las raicer de u son reales, distintas y ningana es ralz de v

3 uy v son polinomios irreducibles <(primos entre i)
Lema Auxtiliar

Y la caracteristica de amplitud de fases intersecta al
eje de las ordenadas en puntos y cada vez contrareloj

2 siw y W, son 2 eaicon zutisivas de v y como ya sabemos v(m > 0
(suponga;nos v(<.:|) 20>

» bajo w = oW la caracteristica de amplitud de fases entra al
somiplano- izquierdo

B> bajo w = “\., la caracteristica de amplitud de fase zmaldra de
dicho semiplano izquierdo, incluso por ser contrareloj el movimiento

antra por el semiplano superior y sale por el semiplano inferior.
Fig.4H1,
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u(w;) =0

N R . u

U (0;)=0

Fig. 4H..

=+ al variar w de w o a m“‘la caracleristica de amplitud do
fases al monos una vez intorsecta al ejo do lax abscizas, o soa que on
(mk ,uu‘) al menos habra una raiz de v.

» dado que hay (n-1) intervalos (ml,u\“), ontonces ai Ienos
habra (n-1) rafces roales distintas do v intercaladas con las raices do
w

% como para n par sabemos que al grado do v o5 < n-1, lusgo
las raifces encontradas oatrs cada ('*;\"""ux) zgotzn lac posziblez rafces
de wv.

» osto demusstra que las raices de loz polinomios u y v so
intercaian,

w dado que s cuoenta con valorez dol parametro, por @ jemplo
las raicos do u, donde la funcidén do fases ¢ os creciento.

» @l CRITERIO 3 (Hormito RBiliero) asegura quo P ez ostable.‘

impar
- la condicién de partida gignifica : p - q = n, dondo

o
p = "numoro do poloz deo Frad que tengan indice 1"

ahora "
g = "nuwmoro do polos de -5 que tongan indice -1"

# de nuevo : p + g £ n

» p=rn qg=0

» todas las rafces v son roales distintas y ninguna do allag
es rafz de u.

» la caracteristica deo amplitud de fazeos intersocta al eje de

las abscisas en n puntos y cada vex conlrarsloj.
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- el polinowmta u tiene al menos (n-j‘) rajces - re;alns,
‘distintas y que intercalan con las raices de wv. :

& comn e] polinomio u ya no puede Q.éner otras .raices
adiclonalex, su grado sera £ n-1,

» puesto que en las ralces de v la funcion de_ fases. p es
'_creclent.e. :

» para P se cumple de nuevo el CRITERIO 3 (Hermite Bilere).

» P es esmnhle.w

APENDICE 4.1

LEMA AUXILIAR.
v

(Ind—:’- - -1] ' (La caracteristica de amplituad de fases en e

. . intersecta al aje da lac ordenadas Zahscisass o
Ind—— = 1 . :

v contrareloj, esto es en el semiplane superior

Zderecho/ de derecha a izquierda /de abajo hacia
arriba / y en el semiplana inferior Zizqtrierdo/ de

tzquierda a derecha /de arriba hacia abajos/).

Demost.racion:
v w
%) Stelind -— o -1 /Ind — = {1/
w u w v

» el polo W, es de Tipo 2 /Tipo 1/

+ la caractertstica de amplitud de fases on RN intersecta at
eje de las ordenadas (uw =0 y viw 0> seje de las abscisas/ a
contrareloj, ya sea en el semiplano superior /semiplano derecho/ de
derecha a izquierda /de abajo hacia arriba’, o bien en 1 semiplano
inferior /semiplano izquierdo/ de izquierda a derecha /de arriba hacia
abajors.

&) St en wa la caracteristica de amplitud de fases
intersecta n contrareloj al eje de las ordenadas Zeje de las abscisas/
en el semiplano superior Zen el semiplano derechos de derscha a
tzquierda /de abajo hacia arriba/.

Y v(m)l > 0 ("semiplano superior') /u(m)| >0/

=W LE
- "
("semiplano derecho"

» en todas laz « suficientemente cercanas a © @ v > 0
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+ eon todas  las « suficient we cer a wa viwY > 0
ZuCwd’ > 0/

» para oesas mdsmas w ¢ ‘de derecha
uCwICO CviwdId0), si w )w'
v

a izquierda o sea que ulu =0 y -G va de +«x & - al pasar por . /va

{u(m))ﬂ CvEd<0d, =i o <o

doe -m a «x al pasar por & ) os decir que w os un polo de Tipo 2 “Tipo
1/
v u

- Xndm i -1 (lndu - = l)-u
° o

APENDICE 4.J

Teorema {’.
N v
(Pa az +...+an establae> - {Ind ~= = nd
u
Demostracion:

o {c-u"‘ v, =i nazm+1

0" u, si ne2m
En efecto recordando que :

- dof (-l):‘_u, =1 na2m+1
v D" v, mi n=2m
oL n=am 5 =1>™ 1y v
- — o= =
u 1" u u

v -12 u u
» _—= Fyp—
u 1" v v
u u
Ind — = Ind ~— = n
v v

u v
Ind—;’-an - [Ind-Tun
u
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v
And .~ =gy L
nd g oy A par

N

. . : v oo

-~ BT L4 Ind = =
!nd’—‘-l-= n,'n impar o

APENDICE 4 K

v

Vv
(a = O (ps Zm2 {Ind —= -0 ) & [ Ind-& = =2'm ]
3 15 u

Partamos dol caszo [n= 2m suponiendo quo

Ueod=a x"+ax"euta _x+a | = a 20
o 3 L] nleza™ P

v
- ol punto ws0 no serd polo de la funcién <
Prop, t v - v ® v
- Ind ~—- & Ind-m ~—= + Inde «=
u [T} u
- °
Prop. 4 v v w ¥
< Ind ~ = ~Ind?m — + Inds™ ~—
u Y u
Prop. s v s N v
3 Ind g cIndew g - Ind-» o
v o v
0 Ind -~ & -2 Ind-a -
u u
-» - = ~2m
v
@ -2 Indw w5 = ~2m
v
« Ind?m — = m

v v
Ca » 0) (n= 2md> [lndwn-n] «[Ind-gz o =m] l
n u u

que o5 ia piopovicison (4.19) del toxtmm

@

T
€a_a_ > 0> (nz 2nt1) { Ind — = n] © [Ind~3: o = -m}
r~t n v v

Ahora tomemwz o! caso {p_sZm—H. suponiondo que
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YDwma " P ra " P elba fooma =0y
s o .+ At ixzo

n-f

UCOIma x4 X" Hira kA | e a2 0
) t ned nixza -

. . G s s
« ol punto LsD sord polo de orden 1 de la funcion v ya que

ulu) ye-w’s

4 )t - ’

veRdiese b veeu®y o
. ye-u?s a
con coeficiente principal Ro = d}ig\ - i

YC~w™ D et
« st - - 200 -
o

- lndo—-‘-'- = 1, ya quo ko>n v noni as impar

_Prop. i’ u u o Y u
- Ind ~— = Ind?® — + Inds = + Ind ~
v v v o Vv
Lema Auwx. RS 3 u . w
- T Ind e— = Indio - + Indd” —— 4 1
v v v
Prop .« 1 . o w
- Ind — & ~ind"m ~~ + Indo o~ + 1
v o o
Prop. s o o u
- Ind w— = ~Ind%p — - ad%m—  + 1
v v v
! <
- Ind — = -2 Indix ~y + 1
v v
- o s -2(-m> + 1
R u
* Ind~x - = m

o Y
a__ & > 03 (n= Zmr1d [ Ind — = n) . ( Imd-§ o = -m ]
net"n v v

que €5 la praposicién (4.48) de Loxto.n
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