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RESUMEN

SE PRESENTA EL MODELO DE BOSONES INTERACTUANTES, SUS FUNDAMENTOS
FIS1COS, ASI COMO SU ESTRUCTURA ALGEBRAICA FUNDAMENTAL MEDIANTE LA
TEOR(A DE GRUPOS. SE CONSTRUYE UNA BASE ADECUADA PARA LLEVAR A
CABO LA DIAGONALIZACION DEL HAMILTONIANO DEL MODELO PARA EL CALCU-
LO DE LOS NIVELES DE ENERGIA MAS BAJOS DE CARACTER COLECTIVO DE
NUCLEOS PAR-PAR. SE PRESENTA LA APLICACION DE ESTE MODELO A LAS
CADENAS DE 1SOTOPOS CON Z=62,82,78,78 Y 44 ASI COMO A LAS CADENAS
1SOTONOS coN N=88 v N=80.



INTRODUCCION

1. MODELO DE CAPAS.

Para conocer la estructura del micleo atdémico y poder comprender
su dindmica, es necesario utilizar un modelo nuclear. Al conjunto
de suposiciones matematicas con alguna interpretacién fisica méds o
menos simple, mediante las cuales se intenta reproducir e
interpretar tedricamente el comportamiento de los nﬁcieos, se le
llama modelo nuclear. Dentro de los objetivos de la Fisica Nuclear
esta el de formular un modelo mediante el cual las caracteristicas
de los sistemas nucleares sean descritos de la manera mas
aproximada posible; la validez de un modelo se justifica cuando
sus prediccionés son directamente comparadas con los resultados
experimentales.

Dado que el nucleo atomico es un sistema cuantico, a toda
observable fisica de interés se le asocia un operador hermiteano.
Para muchos estudios la observable de mayor importancia es la
energia total del sistema, por lo gque estaremos particularmente
interesados en su Hamiltoniano. De manera general, un modelo
nuclear esta definido por su correspondiente Hamiltoniano, con el
_cual se intenta describir los espectros de energia de los nicleos.
Para establecer la estructura del Hamiltoniano nuclear se han uti-
lizado ideas originadas en otras &reas de la Fisica, principalmen-

te de la Fisica Atdémica y Molecular.



3. La aparicién de espectros a bajas energias como los gque se
ilustran en la Fig. 1.1, gque sugieren que los estados de vibracion
y rotacidén de algunos nucleos pueden construirse con cuantos de

momento angular de 2h:

0 e———

(a) (b)
Espectro (a) t{plcamnte vibraclonal y (b) t{picamente rotacional

En estos modelos, en lugar de explicar el comportamiento de los
nicleos mediante sus 3A grados de libertad se introducen nuevas
coordenadas a[AJ(x“...,xM) que son a su vez funciones de las 3A
coordenadas nucleares originales (Xx""'xm)7 a estas nuevas
coordenadas d[A] se les llama coordenadas colectivas, Cualguier
modelo nuclear (Hamiltoniano) formulado en términos de tales coor-
denadas se le conoce correspondientemente como modelo colectivo.
Dado que no se conoce con precisién la relacion funcional entre
las coordenadas colectivas y las coordenadas nuclednicas, se parte
entonces de una imagen clasica del nucleo, idealizandolo por ejem-

plo-como una "gota de liquido de material nuclear" capaz de reali-



zar movimientos de caracter colectivo, tales como vibraciones
alrededor de una configuracidén de equilibrio y rotaciones.

Un método para introducir variables colectivas que describen el
movimiento de la superficie de un nicleo con deformaciones de tipo
cuadrupolar es haciendo un desarrollo de la superficie nuclear en
términos de los arménicos esféricos de orden dos alrededor de la

forma esférica, i.e.,

R(6,¢) = R [1 + i;‘m Y, (8.4)1, (1.4)
m=-
donde R es el radio del nicleo en la configuracién de equilibrio
y tomdndose como condicién gque el volumen nuclear permanhece
constante durante la deformacioén.
Dado gque el radio de un nucleo es una cantidad real, debe cum=-
plirse que

Lt = ] Yo (.

m

pero ya que
Y, (6.8) = (-1)" Y, (6,9), (1.6)
las variables o estdn sujetas a la constriccién

—_ - o
a = (-1)" a_. (1.7)
De acuerdo a la ec. (1.7), las cinco variables colectivas a
(con m=-2,...,2) constituyen un conjunto de cinco parametros, en

términos de los cuales las deformaciones de un nuicleo pueden estu-



diarse construyéndose un Hamiltoniano que dependa de ellos y de
sus respectivos momentos candnicos conjugados. Existe una gran
cantidad de Hamiltonianos gque pueden construirse mediante este
procedimiento, pero para nuestros propdsitos se describiran sdlo
tres casos limites que tienen soluciones analiticas concretas, ca-
da una correspondiendo a una dinamica nuclear definida. El primer
caso limite que se discutirda es el 1{mite vibracional, que se
presenta en nucleos cercanos a capas cerradas. Estos nmicleos
poseen una configuracién de equilibrio esférica y llevan a cabo
oscilaciones alrededor de ella. Espectros caracteristicos de tales
micleos son como los de la Fig. 1l.la. Para estos nucleos se puede
esperar que el Hamiltoniano clasico pueda ser aproximado por la

siguiente férmula:

1 v 1 2
H=38) |lg |*+35c) |al% (1.8)

que tiene la estructura de un oscilador armdénico en cinco
dimensiones. El siguiente paso consiste en cuantizar este Hamilto-
niano, y para ello resulta necesario considerar a las cantidades
o como variables dinamicas, y por tanto, como operadores.
Consecuentemente, se definen los momentos candnicamente conjugados
m de o mediante la siguiente forma operacional

m

7" = -ihd/da_, (1.9a)

" que da lugar a las relaciones de conmutacidn

rn' — 3 m
[am,n ] = 1h6m. (1.9b)



Asi se tiene

_ 1 2 1 2
H=38Y [n|®+5cy |«l® (1.10)

Resulta conveniente introducir operadores de creacidén y aniqui-
lacién para 1los cuanta de oscilacidén (fonones) mediante las
definiciones’

dl = ()%, - im), (1.11a)

-1/2

dm = (2) (am + inm), (1.11b)

que, debido a (1.9), satisfacen las siguientes relaciones de

conmutacidén:

(d",d'] = dd' - d'd" = &7, (1.12a)

n

(d,d)=(a,d=o. (1.12b)

En términos de estos operadores, « Y m sSe expresan como

-1/2

« = (Vd +d), (1.13a)

. -1/2
no= 1(2)

(d: -d), (1.13b)

de modo que el Hamiltoniano (1.10) toma la forma

.
Se considera unidades donde h=W=B=C=1.



H—-(ded'“+2) S (1.14)
El espectro que presenta este Hamiltoniano consiste de una se-
rie de niveles igualmente espaciados entre si por una diferencia

de energia hw:

2
oz 42568
02346
024

i

Fig. 1.2

De acuerdo a este espectro, los estados con dos fonones y
y momentos angulares 0°, 2" y 4’ estdn degenerados, asi como los

+ +

estados con tres fonones (n=3) y momentos angulares JU = o , 2,
3", 4 y 6. Experimentalmente no se observan exactamente estas
degeneraciones entre estados con estos momentos angulares, lo cual
quiere decir gue el Hamiltoniano (1.14) es sdélo aproximadamente
valido para la descripcién de niicleos vibracionales. El 1ligero
desdoblamiento experimental del triplete J=024 (que posee una
energia promedio de casi el doble de la del primer estado excitado
2*), es evidencia de términos anharméniceos, i.e., términos de
orden mayor en o y T gue necesitan agregarse al Hamiltoniano
(1.10).

La estructura gque presentan estos espectros se pierde para

nicleos lejanos a capas cerradas. Algunos de estos sistemas poseen

s r 0 . . ¢ . s ~
una configuracidn de equilibrio no esferica y realizan pequenas

0



" oscilaciones arménicas alrededor de ella, por lo que manifiestan
otra variedad de movimiento colectivo: el rotacional. E1 limite
correspondiente se conoce entonces como limite rotacional, vy
espectros tipicos de tales nucleos son como el representado en la
Fig. 1.1b. Para estudiar estos nucleos es necesario referir las
coordenadas colectivas « a un sistema de coordenadas fijo en el
nicleo y cuyos ejes coinciden con los ejes principales del

sistema
— 2 M ’
a = z [Dm.(e‘)] «, (1.15)

donde D:n(é) es la matriz de Wigner (Rose, 1957), que es funciodn
de los angulos de Euler 8, gque especifican la orientacién de los
ejes principales del nucleo respecto al sistema de coordenadas del
laboratorio. En el sistema de coordenadas de ejes principales de

la superficie nuclear, se tiene la condiciodn
o = oa . (1.16)

En lugar de usar a  y a, resulta conveniente utilizar las nue-

vas cooordenadas g y 7 definidas por

a, = Bcosy, a, = (Bsinv) /vV2 (1.17)
Las coordenadas intrinsicas B y ¥ son invariantes ante rotaciones
y cualquier funcidén escalar de las coordenadas originales o se
debe poder expresar en términos de B y 7. En particular, el

producto tensorial y el doble producto tensorial resultan estar

10



relacionadas con éstas de .la siguiente forma

[axaid=67(5", (1.182)

[ [axal] xa] ]‘; = -g%cosay (2/35) 2. (1.18b)
La ecuacidén (1.18a) puede escribirse como
2 2 2 s12 _ 2
B® =a + 2a, = Z ol | = Z [e_| (1.19)
m m
lo cual indica que B es una medida de la magnitud de 1la
deformacién cuadrupolar total del micleo. Por otro lado, 7 es una

medida de la desviacidn respecto a su simetria axial, como indica-

mos en la siguiente figura

T vibracién 8

Fig. 1.3

ﬁtilizando la ec. (1.4) se tiene que en el sistema de coordena-

das intrinsico, los radios a lo largo de los tres ejes principales

11



del nmicleo estan expresados por

R = R [1 + (5/41) ?geos (v~-21k/3) ] (1.20)

k

donde kx = 1,2,3.

En particular para =0, se tiene simetria axial prolata, ya que
R1 = R2 < RS. Conforme y aumenta desde este valor, la magnitud de
R a lo largo del eje de simetria disminuye mientras gue la corres-
pondiente a uno de 1los ejes principales menores aumenta,
rompiéndose asi la simetria axial del sistema. Cuando y=n/3 los
valores de R a lo largo de estos dos ejes son iguales pero mayores
que el tercero. De esta forma, cuando ¥ = mn/3, la superficie
nuclear presenta también simetria axial, pero ahora simetria axial
oblata. Si ¥ aumenta a ¥ + n(2n/3), donde n es un entero,
simplemente se reproducen las formas nucleares correspondientes a
los valores O0Osy=m/3, es decir, soélo se intercambian los papeles
que juegan los distintos ejes de simetria. Por tanto, los rangos

de B y ¥ pueden restringirse a los intervalos
0B <a, (1.21a)
0=s79 =mn/3 (1.21b)
de modo que cualguier configuracidn cuadrupolar de la superficie
nuclear es representada por un punto en un sistema de coordenadas
polares planas 8 y ¥, con los intervalos especificados en (1.21).
En términos de las variables B, 7 Yy s‘, la energia cinética

%BX[&[E puede escribirse en la forma

12



T =18(8 + £%°) + 2V 5.4 (1.22)

donde w, es la velocidad angular del eje k' con respecto al
sistema de laboratorio y Sk, son los momentos de inercia, dados

por

B = 4Bg%sin®(y-2nk’'/3). (1.23)

La expresion cuantica de la energia cinética (1.22) se obtiene
utilizando el método descrito por W. Paulil, que basicamnte consis-
te en el siguiente resultado: Dada la energia cinética clasica del

sistema

l . .
T=3)9 (044, (1.24)

donde gm)denota al tensor métrico, la contraparte cuantica es

T=-3% (o)) Sqm (1gD)*g™ @ 2qn ,

{1.25)

donde g™ denota al inverso de 9. Y lg| al determinante de g,
Aplicando este procedimiento a la energia cinética (1.22) y
agragandole la energia potencial V(B,y) se obtiene el siguiente

Hamiltoniano

13



1 { 18 a8 1 R i
H= - = —— (B + sin3y. i }
2 Ba a8 ( 8B ) ﬁzsinBW a7 ( 3 Y );

LZ . .
+ Z—zi‘al—_ + V(B,7), : (1.25b)

que es la expresidon derivada por JdAage Bohr (A. éohr, 1952). Este
Hamiltoniano ha sido el punto de partida para la elaboracidén del
modelo colectivo de Bohr-Mottelson (Bohr-Mottelson, 1953), median-~
te el cual se ha logrado describir de manera satisfactoria estados
colectivos nucleares a bajas energias.

Supongamos ahora que un nucleo estd en su estado de minima
energia en los parametros y=0, Yy B=Bo:0. Congelando estos grados
de 1libertad del sistema, el nucleo sélo podra llevar a cabo
rotaciones, y su Hamiltoniano sera el correspondiente al de un ro~
tor en donde las energias siguen la fdrmula

_
Ey = =53 J(I+1), (1.26)

y sus funciones de onda son de la forma

Yo = [(23+1)/80°1[Dy (6) + (-1)'D) (81, (1.27)

donde K=0,2,4,..., y la combinacidn [D;K(Bl) + (-l)JD‘}"_X(S;)] de
matrices D de Wigner surge de las consideraciones de simetria aso-~
ciadas con la eleccidn de los ejes principales (J. Eisenberg y W.
Greiner, 1987).

Si las variables B8 y 7 presentan pequehas oscilaciones

armonicas alrededor de sus valores de equilibrio ¥=0, y B=B°, se

14



obtiene -una serie de bandas rotacionales. La siméﬁria axial dél
sistema se ve inalterada ante variaciones de B, de modo que las
bandas excitadas correspondientes tienen la misma estructura que
la banda base ¢ fundamental, donde K=0. Las funciones de onda para
este caso difieren de la ec. (1.27) unicamente por el producto de
funciones de onda que representan estados con nB y n, cuanta en
los modos de oscilacion By 7.

2,172
v

mxnﬁn7= [(2J+1)/16m"] (7)

(D, (68,) + (‘”JDLK(QN%B(B)%T

(1.28)

El tercer caso limite corresponde a nicleos que tienen valores
B=BO¢O constantes, pero gue poseen una energia potencial que es
independiente de y. Como en este caso no hay preferencia por algun
valor particular para 7y, a este limite se le llama y-inestable. La
manera mds simple de comprender la estructura de este limite es
compararlo directamente con el problema de una particula que se
mueve en tres dimensiones y que estd sujeta a un potencial de
interaccién central con simetria esférica V(r), siendo este
independiente de los &ngulos 6 y ¢. Para este caso los estados
son clasificados por el numero cuantico radial n y el momento
angular total ¢, gque resulta ser un indice que describe las
propiedades de transformacién de las funciocnes de onda ante
rotaciones en el espacio. Este tercer «caso limite puede
considerarse como el caso analogo de este problema pero en cinco
dimensiones y en cuyo caso la variable f juega el papel de la
coordenada radial. Espectros para este tipo de potenciales son co-

mo el de la Fig. 1.4.

15



4
P J
I J
18
43
— " — 2 24
g - 4 24568
— —
-1 —1 2
. —1 == 3 0346
= h - 5 24567810
— — 0 0
—_— —_—2
_—g n=2 - 4 24568 n=2
— — 2
— P — 3 0346
— — 0 0
n=1 n=1
— —_—1 2
— —_—0 0
n=0 n=0
(a) (b)

Fig. 1.4

Espectro de un potencial que depende Gnicamente de la variable
radlal en (Q) tres dimenslones y (D) en cinco dimensiones. A3 es
es el nimero cudntico asociado a 0O(5), ver seccidn 3.3, pag. 44.

En base a modelos colectivos se ha podido interpretar diversos
fendmenos ademas de las vibraciones y rotaciones nucleares, tales
como la aparicién de las resonancias gigantes (Eisenberg vy
Greiner, 1987) y el fendmeno de la fisidén nuclear (Preston y
Bhaduri, 1975). Sin embargo, estos presentan sus limitaciones
1.~ No se conoce una clara relacién cuantitativa entre las coorde-

nadas colectivas y las coordenadas nuclednicas.

16



2.- E1 ajuste de espectros y probabilidades de transicién en
nicleos vecinos (como es el caso de los isotopos en nucleos
pesados) lleva en ocasiones a la construccién de sqperficies de
energia potencial muy distintas entre si, y la relacidén entre los
parametros que las definen no es la de una lenta transicion como
se esperaria para sistemas muy parecidos que difieren en un numero
pequefio de particulas.

3.~ En algunos espectros observados las frecuencias de rotacidén y
vibracién son de dérdenes de magnitud muy parecidos, dando lugar a
que no exista una clara distincidén entre los dos tipos de
movimiento.

4.~ Resulta ademas dificil interpretar los modelos colectivos des-
de un pusto de vista microscopico e incorporar en ellos conceptos

tan fundamentales como es el de estructura en capas del nacleo.

3, SIMETRIAS,

Aunque en apariencia diametralmente opuestos, los modelos colecti-
vo y de particula independiente han sido combinados en un modelo
unificado, y en el que se considera el movimiento de los nucleones
dentro de un potencial deformado. Una variante de este modelo es
el modelo de Nilsson (Nilsson, 1955).

El modelo unificado, en sus varias formas y extensiones, ha te-
nido mucho éxito. Sin embargo, en este trabajo se discutiran algu-
nos problemas de estructura nuclear de caracter colectivo bajo una
premisa diferente, a saber, de la existencia de modelos que son
computacionalmente mds viables y gque presentan una estructura
algebraica fundamental. Esto quiere decir que en ellos existe la

posibilidad de explotar un conjunto de simetrias dindmicas asocia-

17



das con un Hamiltoniano muy particular. Las simetrias de un siste-
ma fisico estan definidas por sus propiedades de invariancia ante
un conjunto de transformaciones (transformaciones de simetria) que
actuan sobre él, y que poseen matematicamente la estructura de un
grupo.

El uso de simetrias en problemas de la estructura nuclear tuvo
su origen en los trabajos clasicos de E. Wigner (Wigner, 1937) re-
laciondos al grupo SU(4) en la teoria de los supermultipletes, en-
contrandose importantes aplicaciones para la descripcién de
nicleos ligeros, utilizando propiedades de la interaccién entre
los nucleones.

Posteriormente, Elliott (Elliott, J.P., 1958) utilizé las
propiedades de simetria y degeneraciones del potencial del oscila-
dor armonico para la descripcion de nucleos ligeros en la capa
s-d, haciendo uso del grupo SU(3). Estas descripciones dejan de
ser validas para nucleos pesados debido principalmente a que la
simetria espin-isospin y la degeneracion tipica del oscilador
arménico dejan de ser validas para estos sistemas.

Pareceria entonces gque la aparicién de simetrias esta
restringida a sistemas nucleares de pocas particulas. Sin embargo,
se han implementado métodos algebraicos de la Teoria de Grupos
para la descripcién de sistemas nucleares mas pesados, idealizan-
dolos como sistemas mds simples y que permiten estudiar su estruc-
tura mediante sus simetrias. Esta técnica ha permitido correlacio-
nar una gran variedad de informacion experimental de carécter
colectivo a bajas energias con la elaboracidn de un nuevo modelo
para estructura nuclear conocido como modelo de bosones

interactuantes,

18



El propésito de este trabajo es presentar, por un lado, la
solucidén completa del problema matemdtico asociado al modelo de
bosones interactuantes mediante la teoria de grupos; asi mismo, se
aplica este modelo para la descripcidn espectroscopica de algunas
regiones de interés dentro de la tabla nuclear.

En el capitulo II se presenta el Hamiltoniano del modelo,
expresado en lenguaje de segunda cuantizacion y se menciona
algunos operadores de transicién electromagnética relevantes para
nuestro estudio.

En el capitulo III se presenta el tratamiento algebraico del
Hamiltoniano mads general del modelo, utilizando técnicas de 1la
teoria de grupos y conceptos fundamentales como el de simetria
dindmica.

En el capitulo IV se analizan los tres 1imites exactos del
modelo, que corresponden a los tres tipos de movimientos de carac-
ter colectivo observados en los nucleos.

En el capitulo V se aplican resultados desarrollados en los ca-
pitulos anteriores en el andlisis de algunas regiones especificas
de la tabla nuclear, en particular en aguéllas en donde se presen-
tan transiciones 6 cambios de estructura en los nucleos. Para ello
se utiliza un programa general de ajuste automdtico implementado
para la construccién y diagonalizacién del Hamiltoniano que se ob-
tiene del tratamiento algebraico presentado en el capitulo III.
Con este programa se predicen también niveles excitados nucleares
para los cuales la informacién experimental disponible es escasa.

En el capitulo VI se presenta las conclusiones y perspectivas

de este trabajo.
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EL. MODELO DE BOSONES INTERACTUANTES

1. INTRODUCCION.

El modelo de bosones interactuantes ha proporcionado un método
alternativo para la descripcion de fendémenos nucleares de caracter
colectivo a bajas energias. Este modelo tuvo sus inicios en los
trabajos de H. Feshbach y F. Iachello (Iachello, 1969; Feshbach y
Iachello, 1973, 1974) quienes en 1969 lograron describir propieda-
des de niucleos ligeros en términos de bosones interactuantes, y de
los trabajos de Janssen, Jolos y Doénau gue en 1974 sugirieron la
descripcidén de estados cuadrupolares colectivos en los nucleos en
términos del grupo SU(6).

Existen otras expansiones bosdnicas para las funciones de onda
nucleares, como las descritas en los trabajos de Sorensen (B.
Sorensen (B. Sorensen, 1973), Kashimoto et al (Kashimoto et al,
1977) y Marshalek (Marshalek, 1974), entre otros; sin embargo, en
el MBI el enfoque es diferente porque no se intenta derivar un Ha-
miltoniano bosdnico a partir de una base fermiodnica sino seguir el

procedimiento inverso.

EN EL MODELO DE BOSONES INTERACTUANTES, LOS NUCLEOS PAR~PAR SON

CONSIDERADOS COMO UN SISTEMA DE BOSONES MONOPOLARES CON MOMENTO

ANGULAR Y PARIDAD Jn = o' (BOSONES s) Y DE BOSONES CUADRUPOLARES

CON MOMENTO ANGULAR Y PARIDAD Jn = 2" {BOSONES d); ADICIONALMENTE,
LOS BOSONES 5 y d INTERACTUAN ENTRE SI CON INTERACCIONES DE UNO Y

DE DOS CUERPOS,

-
Avreviadamente MBI.
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Esta es la version mas simple del MBI (Arima y Iachello, 1975,
1976), conocida ahora como MBI-1. Posteriormente (Arima et al,
1977) se identificaron estos bosones como pares de nucleones
(fermiones) de manera similar a como se forman los pares de Cooper
(Cooper, 1956) en un gas de electrones de un metal superconductor.
Esta identificacidn resultd ser trascendental, porque did las
bases para una descripcion microscépica de los estados cuadrupola-
res colectivos, proporciondndose asi una conexién directa con el
modelo de capas. Una consecuencia inmediata de esta interpretacidén
fué la posibilidad de considerar estos bosones como pares de dos
protones (boson de protdén) o de dos neutrones (bosdn de neutrédn).
Estas ultimas consideraciones dieron lugar a una nueva version del
MBI, conocida actualmente como MBI-2. Subsecuentemente, este mode-
lo fué extendido con 1la introduccidén de fermiones no apareados,
llegandose asi a la posibilidad de tratar nucleos par-non y
non-non (Iachello, Scholten, 1979). Esto ultmo didé lugar al llama-
do modelo de bosones y fermiones interactuantes, dentro del cual
se conocen ya dos versiones, el MBFI-1 y el MBFI-2, cuyo estudio

abarca a muchos de los problemas actuales de estructura nuclear.

2. OPERADORES BOSONICOS.

Como se mencionod en la seccidn anterior, en el MBI-1 se establece
gue las excitaciones colectivas de los nicleos par-par pueden ser
descritas en términos de un sistema de bosones con £=0 (bosdén s) y
con ¢=2 (bosdén d). Como se trata de un problema de muchos cuerpos,
un formalismo adecuado para resolverlo es el del método de la
segunda cuantigzacidn’.

-
Véase apéndice 1.
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De acuerdo a ello, se introducen operadores bosénicos~ de

creacién (b;u) y aniquilacion (biu).,é°“ polaridad A=0,2 -y

componente u, i.e.,

o)
[
9]
o
]
Q.

(2.1)

o)
1]
)
[
Q,

(2.2)

y que satisfacen las relaciones de conmutacidn para bosones, i.e.,

A T A
(™, by, 01 = 83,80, (2.3a)
b. b = ' bt =0 (2.3b)
[ Aul 7‘1‘11] - [ Aul A'Ll’] = ’ .
o bien, explicitamente
(s,s"1=1, (s,51 =(s",s"1 =0, (2.4a)
uo Lt =M L - =
[d ld“l] hal auzy [du'du'] [duldul] ol (2'4b)
t Tt +
[s,du] = [s,du] = (s ,du] = (s ,du] = 0. (2.4c)

En la formulacidn de este modelo se establece ademas que el ni-
mero total de bosones es finito, con un valor fijo para un nucleo
determinado, como explicamos mds adelante.

El numero total de bosones del sistema estd dado por el

operador de numero definido mediante la siguiente expresion
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N=n +n, (2.9)

donde n_ = sTs yn, = d*~d son los operadores de numero para boso-

nes s y d respectivamente. Los simboloes dJr y d en la ecuacién
anterior denotan operadores tensoriales irreducibles esféricos de
rango dos, donde la componente contravariante del operador d esta

definido por'
a* = (—1)“d_“. (2.8)

Para nucleos par-par, el numero total de bosones esta dado por
la mitad del numero total de nucleones de valencia, siendo estos

referidos a la capa cerrada mds proxima (N,2=8,20,28,50,82,126).

: . 146 . .
Sea, por ejemplo, el nucleo 56Bago. En este caso se tiene seis

protones de valencia con respecto a la capa %=50, y ocho neutrones

de valencia referidos a la capa N=82. El numero total de bosones

146

es por tanto N = 3 + 4 = 7. Andlogamente para los nucleos 78Pt

118

128ye ; en ambos casos N = N_ + NV = 2 + 4 = 6, pero para el

Y S4 74 n

tgptus los protones y neutrones son referidos a las capas %Z=82 vy
N=126, respectivamente. Los bosones asi formados son por tanto, de
acuerdo al formalismo de particula-agujero derivado del modelo de
capas, llmados bosones agujero. Para el caso l3Xen, los protones
de valencia son referidos a la capa 2=50, que constituyen cuatro
protones partfcula Yy los cuales se aparean para formar dos bosones
particula. A su vez, para los neutrones se tiene gque son ocho neu-

trones de valencia tipo agujero (referidos a 1la capa N=82),

constituyendo asi cuatro bosones agujero.

.

En la 11iteratura suele utilizarse la notacidn alternativa a y d
. d d M

que corresponde en nuestra notaclon a m y » respectivamente.
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3. HAMILTONIANO.
El Hamiltoniano ma&s general que involucra interacciones de uno y

de dos cuerpos entre bosones s y d puede expresarse, en lenguaje

de sequnda cuantizacion, en la forma

1
= E + b b + = U b b b_b., (2.7)
z zaﬁwa aB¥S Ta B TY S

en donde los términos de la forma b+b representan las contribucio-
nes de un cuerpo, Y bp'p'bb 1las contribuciones de dos cuerpos. El
hecho de que en (2.7) el numero de operadores de creacioén sea
igual al numero de operadores de aniquilacién asegqgura la condicién
de que el numero total de bosones, N, se conserva.

Tal como estd expresado en la ec. (2.7), la condicion de gque el
Hamiltoniano sea un operador escalar (invariante) ante rotaciones
en el espacio no es evidente. Para que se cumpla este requisito

resulta conveniente escribirlo en la forma

— T-
H=E, +z£ce(b£ b,)

1 i) t ot W (Ly, (o)
+ZZ Z o 20 epe [Py Dy ) x (B Dy ) 1 g
212 12
(2.8)
4 () ' s
onde [A7'x B ] denota el acoplamiento de momento angular

’
del tensor AM Yy B""? a un momento angular (L'").

En la mayoria de los casos se considera términos que involucran

interacciones hasta de dos bosones.
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Explicitamente, en términos de bosones s y d, el Hamiltoniano

(2.8) es convencionalmente escrito en la siguiente forma:

* t
H = E0 + cs(s +s) + cd(d -d)

# Y sz 2L+ 12 c " x a1t x @ xa) Y

L=0,2,4
+ v/% vz[[dT % d"‘](Z) x [dx S](Z) + [d"' x S"'](Z) x [dX d)(z)](g)
+%Vo [[d'l‘xd'f'](())x [st](0)+ [S"' xs"'](o)x (d Xd)(O)]‘g)
+u, [[dar X s+](2)x {d x s]‘Z)]‘?
+ % u, (sTx 5T % s o« 51000 (2.9)

Este Hamiltoniano contiene dos parametros que involucran la in-
teraccién de un sdélo bosodn: .Y €, Estos parametros multiplican
respectivamente a los operadores de numero para bosones s y d.
Adicionalmente contiene siete parametros de interaccidén que

los cuales estén

involucran a dos bosones: co,ca,cd,vz,vb,uz,uw

relacionados con los elementos de matriz del Hamiltoniano (2.9)

con respecto a las funciones de onda de dos bosones como Sigue:

<dd L{H|dd L> = 2g, + ¢, (2.10a)
<ds D|H|ds D> = ¢_+ g, + (57 %, (2.10b)
<ss s|H|ss s> = 26+ g, (2.10c)
<dd D|{H|ds D> = (5)"’2v2, (2.104)
<dd s|H|ss s> = v_. (2.10e)

0

Para un valor fijo de bosones, N, el Hamiltoniano (2.10) puede
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modificarse eliminando el término para n . En particular, el
s

término cs(s*-s) puede escribirse como
T.s) = =c (N-n) = eN - ¢ (d-d) (2.11)
:E(s 5) = en = s( n) = ¢ . . .

Para un valor fijo de N, el operador N es diagonal y con eigen~

valor N. Eliminando n_en el Hamiltoniano (2.9) se tiene

H=E + e (dt-a)

+ Y172 (20+1)c ((d" « a1 ™ x dxd)‘; e
L=072,4

+ V% vz[[d* x dT 1 x (dx 1%+ (d x 71 x [d x a3

+ % v, [[d* . df](mx (s x S](0)+ [s+ N s*](°)+ (d x d](°’];°ﬂ
(2.12)

con

E, = e N+ 1/2 uN(N-1) (2.13a)

, 1

e = (e-c) + 5 W (N-1) - u (N-1), (2.13b)

c/ =c +u -2 u (2.13¢c)

L L o V5 “2f '

donde se utilizdé el hecho de gque

(0
z (2L + 1)1’2[[df . d*](“ x [d x d](L)]
L o
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= nd(nd— 1) (2.14a)

1 tye_2 _ 1 - -
Euo(s )'8% = 2uo[N(N 1) 2Nnd + nd(nd+ 1)], . (2.14Db)
Y
* )t _ -1/2 _
uz[d xd] 'ss = u2(5) nd(N nd) (2.14c)

De acuerdo al Hamiltoniano (2.12), el espectro de un niicleo con
numero de bosones N depende solamente de los seis parametros cé,
€,iC, €, Vv, ¥y V,. Los tres parametros restantes contribuyen con
una dependencia lineal y cuadratica en el numero total de bosones.
Estos términos son irrelevantes para la descripcidén del espectro
de excitacidén de un nucleo. Sin embargo, como veremos mas
adelante, sera necesario otro parametro que multiplica a Nn, cuan-

do consideremos series de isdtopos y de isdtonos.

4, OPERADORES DE. TRANSICION,

En el MBI-1 los operadores de transicién electromagnética son
construidos también desde un punto de vista fenomemologico. En su
definicidén se busca que tengan la mayor simplicidad posible, de
modo que a primera aproximacién sean expresados en términos de
operadores que involucran a un sdlo bosdén. Adicionalmente deben
cumplir las propiedades de invariancia adecuadas ante rotaciones.
Los estados descritos por el MBI-1 son estados con paridad par, de
modo que operadores de transicioén construidos con bosones s y d no

pueden dar lugar a transiciones de caracter eléctrico de grado im-
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par (como T(El)) o transiciones magnéticas de grado par. Siguiendo
estas consideraciones, los operadores de transicidn de menor orden

son definidos en primera aproximacién como:

T(EO) = an, + bond = aoN + (kk_ ab)nd, (2.15a)
T(M1) = a(d" x d 1" - a (10)7, (2.15b)
T(E2) = a (s'x d + d'x 53+ p 1% a1?. (2.15¢c)

Para un nucleo dado, N se mantiene fijo, de modo que el primer
término en T(EO) es constante, y por tanto no induce transiciones.
Para este caso, las transiciones T(E0) son proporcionales a los
elementos de matriz del operador de numero para bosones d.

Por otro lado, el operador T(M1l) es proporcional al momento an-
gular total del sistema y, por tanto, no da lugar a transiciones.
Para estudiar transiciones T(M1l) en esta versidn del modelo es ne-
cesario considerar términos de segundo orden de la forma [[d*x s)
« L}“)y [[d* y d](mx L](U
Finalmente, el operadoxr T(E2), para valores particulares de

az/b2 corresponde al operador cuadrupolar eléctrico.
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TRATAMIENTO ALGEBRAICO DEL HAMILTONIANG MBI-1

1. EL GRUPO U(6).
1.1 Generadores.
El Hamiltoniano del MBI-1, ec. 2.9, esta construido en términos de
los 36 productos bilineales de operadores bosdnicos de creacidn
+ . . ‘.
bMl y aniquilacion bAu para bosones s y d
oAt oty
g: CA“ = bAub (3.1)
donde A,A'=0,2 y M,M'=£2,%1,0. Estos productos satisfacen las re-

laciones de conmutacidn

i ’ t s L 110 tse ’ ’ YRS 1t/ N
[CA“ Al ]=CA [TEAEN T At GATTISHITT g )

At Care e A n Sy - YA sy e

De manera general, cualquier conjunto de operadores x“ que

satisfacen las relaciones de conmutacién

T

_ A
(X, %] ;Zi Cav*a (3.3)

donde c2v=—cﬁu, junto con la identidad de Jacobi
[ [xv,xu],xh] + [ [xu,xh),xv] + [ [xh,vaxu] =0, (3.4)

se dice que forman un Algebra de Lie.
De esta forma, los 36 productos bilineales de la ec.(3.1) cons~

tituyeh un Algebra de Lie, y son los generadores del grupo de
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transformaciones unitarias en seis dimensiones, el grupo U(6).

Las constantes sz son conocidas como las constantes de estruc-
tura del grupo, Yy para los generadores de la ec.(3.1) estas
constantes sodlo toman los valores 0 y * 1. Estos generadores defi-
nen transformaciones & rotaciones de un vector en seis dimensiones
y matematicamente poseen la estructura de un grupo.

Es util escribir los generadores del grupo U(6) definidos en la
ec.(3.1) en forma acoplada, es decir, utilizando el acoplamiento
de los tensores esféricos b;u y bA“ a un nuevo tensor esférico C;
De esta forma los 36 generadores de U(6) son escritos
simbdlicamente como

ey = by x b1Y

5 Zn <@ml'n|1M> by by, (3.5)
donde <m, &m’'|[LM> es un coeficiente de Clebsch-Gordan (Rose,
1957); en términos de los cuales las relaciones de conmutacidn

(3.2) adqguieren la forma
(L) , (L) ors gaas
[c e ety i)

172

-1 !
=Y sy (201 V2L Y Bemn [ Low > (<) T

L+’ +L" " [ L L L’ (L'’ PN
x [-n {07 ) spp el
_{L L’ L

SRS VAT
Lot YV e e n] (3.6)

En esta ecuacion los simbolos { } denotan coeficientes 6j de

Wigner.
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La expresion explicita de estos generadores, en términos de

bosones s y d, es la siguiente:

(0} + (0)

C%s,s) = ("« 1 1
c'Od,a) = (d" x a1 1
¢ da = a" x ay‘y) 3
CPda@ = (d xa)? 5 (3.7)
¢,y = (@ x a1y 7
¢ = d" x a')) 9
¢, = 1d" x5 2 5
C(Z)(Sld) _ [ST . d](i) 5

36

El nuimero de componentes independientes de cada tensor aparece in-
dicado a la derecha.
1.2 Subdlgebras bosdnicas.

Nos interesa clasificar estados y construir una base en términos
del grupo U(6). Para este propdsito necesitamos conocer las subal-
gebras del algebra dinamica U(6). En general, para un algebra g,
cualquier subconjunto A de ¢ que cierre ante conmutacidn se dice
que forman una subélgebra. Las funciones de onda nucleares
buscadas deben representar estados con buen momento angular; por
tanto, dentro de las subdlgebras de U(6), debe encontrarse siempre
el élgebra de rotaciones en tres dimensiones, representada por el
grupo especial ortogonal SO(3).

Subdlgebra bosdnica U(5).

Una subdlgebra de U(6) puede obtenerse considerando los 25

operadores en bosones d:
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@ x a1® N

(0)
clyi(d,a) = .
(1) _ + (1)
c'(d,a) = (@ xdiy 3
Ciltd,a) = (d" x a1} 5 (3.8)
{3} = 1 (3)
¢’y (d,d) = (d" xd1f} 7
(4) _ t (4)
¢’} (d,d) = [d xd)} 9
25

Estos operadores cierran formando el algebra U(5). Por otro lado,

los diez operadores

¢ = @ xa) 3
(3) _ + (3)
¢ = @ x a1y 7
10 . (3.9)

forman una subalgebra de U(5), el 5lgebra ortogonal en cinco
dimensiones, que se denota como 0(5). Los tres operadores
cYd,d) = [d" x d)t’ 3 (3.10)

u u
cierran y generan el algebra de rotaciones en el espacio en tres
dimensiones, SO0(3).

Finalmente, la componente
(1)

¢, @ = 1d" x a1} 1 (3.11)
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genera el &lgebra de rotaciones alrededor del eje z, que se denota’
como SO(2). Por consiguiente, se ha identificado la cadena de gru-

pos (algebras)
U(6)5U(5)30(5)>50(3)>50(2) (3.12)
Subdlgebra Bosdnica SU(3).

Se puede obtener una segunda cadena de grupos considerando las si-

guientes combinaciones de operadores

C'®s,s) + vE 'O (d,a) = (5" x 51 P+ VB (a" x a1y 1
(1) R (1)

¢’ @a = d" xay 3

2) (2) 1 (2)

CZs) + (s, ¢ BT 0 d,9)

="« s+ s x d];lm £ 3v7 (d' x d]L‘lz’ 5

9

(3.13)

Estos operadores cierran ante conmutaciodn y constituyen el algebra
de transformaciones unitarias en tres dimensiones, U(3); esto se
cumple para ambos signos (¥) en (3.13). El1 operador C(z)(d,s) +
C‘Z’(S,d) S ;/7 C‘Z’(d,d) es proporcional al operador cuadrupolar
eléctrico. Los signos * en este operador corresponden, respectiva-
mente, a momentos cuadrupolares positivos (+) y negativos (-). Da-
do que la gran mayoria de los nucleos exhiben momentos cuadrupola-

res negativos, usualmente se considera el signo negativo en la ec.

(3.13):

QIJ= [dJr x s + ST x d](fl)

- %ﬁ[d+ x dj‘z’ (3.14)
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Por otro lado, el operador C(g’

(s,s) + @C(g)(d,d) se identifica
como el operador de nidmero total de bosones, N, (ec. 2.5). Como
hemos mencionado ya, en el MBI-1 supondremos que este numero se
conserva, por lo que en lugar de utilizar el algebra U(3) es
conveniente considerar el &lgebra donde N se excluye. De acuerdo a
esto, se llega al algebra de transformaciones especiales unitarias

en tres dimensiones, SU(3); los generadores de esta algebra son

ocho, expresados por

(d'x d];“E vIo L, (3.15a)
Q= [s*xd+d1'xs](2)- 15 [d*xd](z’. (3.15b)
u 2 i
El &lgebra SU(3) incluye como subdalgebra a S0(3), formada por los

tres operadores

C(;’(d,d) = d" x a1y (3.16)
y a la subdlgebra SO(2) constituida por el unico operador
cVd,a) = (d" x a1 (3.17)
Por lo tanto, otra posible cadena de subdlgebras es
U(6)>8U(3)>80(3)>50(2) (3.18)

Subdlgebra bosdnica 0(6).
Una tercera cadena de subdlgebras surge cuando se considera los 15

operadores
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¢\ = at « a'y’ 3

'Y = td' x a3y’ 7

c'¥d,s) + s, = (d" % s+ st x a'? 5
15

(3.19)
Estos operadores cierran entre si definiendo el algebra 0(6) de
transformaciones ortogonales ortogonales en seis dimensiones.
Ignorando los cinco operadores Cﬁ)(d,s) + Cﬁ)(s,d), se tiene los

diez operadores

1) oot (1)

¢ i) = 1d « a1’} 3

(&3] = + (3)

cdd = d x a1} 7
10

(3.20)

que constituyen, como se menciond anteriormente, el &lgebra 0(5).
Nuevamente, subdlgebras de 0(5) las constituyen los tres operado-
res de la ec. 3.16 (subdlgebra SO(3)) y el operador (3.17), que

corresponde al subdlgebra SO(2). Por tanto, una tercera cadena es
U(6)>0(6)>0(5)>80(3)>50(2) (3.21)
1,3 Operadores de Casimir.
Para un algebra dada, existe un conjunto de operadofes C (llamados
operadores invariantes o de Casimir) tales que

[C,Xa] = 0, para toda a. (3.22)
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El numero de operadores invariantes de un algebra, llamado el ran-
go del algebra, es igual al numero de indices que se necesitan pa-
ra caracterizar las representaciones irreducibles del grupo.

En general, un operador de Casimir puede ser lineal,
cuadratico, cubico,... en los generadores. Al operador de Casimir
formado por el producto de p generadores, se le llamard correspon-
dientemente operador de Casimir de orden p.

En nuestro estudio sdlo sera necesario considerar hasta
operadores de Casimir cuadraticos., El1 operador de Casimir de
primer orden de U(6) es el operador de nidmero total de bosones, ya
mencionado antes, y el cual estd expresado por

)

(0)
cu(e) = C,

[o]

(s,s) + V5 C ' (d,d) = n_+n =N, (3.23)

Este operador claramente conmuta con los 36 generadores de
U(6), ya que éstos no cambian el numero total de bosones, siendo
+
de la forma bembUnV'
(w)

[N,CKMJW]=0 para todo L,M,¢,¢. (3.24)

El operador de Casimir de primer orden de U(5) se define como

el operador de nimero de bosones d:
cu(s) =n, = v5[d'x 017, (3.25)
el cual conmuta con todos los generadores del algebra, dados por

las ecs. (3.8).
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El operador de Casimir de 'segundo orden (cuadratico) de 0(5)

estd dado por

c,0(5) = 2{[d+ v dl™ o d e @™ e dt xa)® e [d" d]”’}
=n, (n+3) -50d" « a1 da x a1'@

(3.26)

El operador de Casimir cuadrdtico de SO(3) es el operador de

momento angular,

c,0(3) = L-L

i}

10[d* w d]. [df x dj®

6n, - 6[[d* « d11®- [d x d](m](?
- 3\/3[[d+ % d1'](2) x [d x c”(2)](2)
+1200d" x a1 x [d x a7V, (3.27)

Por otro lado, dado gue el grupo SU(3) incluyé como generadores
a las tres componentes L (u=0#1) del momento angular y las cinco
componentes Qu (u=%2,%1,0) del operador cuadrupolar {(ecs. 3.15),
el correspondiente operador de Casimir cuadratico resulta ser una

combinacién lineal de los productos escalares
& i
00 =) (-1n¥0 Y

(3.28)
H=-2

(3.29)

donde L? es el invariante (Casimir) de SO(3).
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El operador de Casimifbde”Sﬁ(Q)kéérgésﬁ¢ndé:é'1érddmbihaéi6n
c.su(3) = 200 + 3L-L (3.30)
2 3 2 * -
Finalmente, escribimos el operador de €, 0(6) como

C,0(6) = N(N + 4) - [(d*- dahy + (s“‘)z] [(d - d) + sz]
= c,0(5) - (d'- d') §* - (sNh%d a)

+2nn +n, + 5n. (3.31)

2. HAMILTONIANO MBI-1,

En las secciones anteriores se demostrd que U(6) es el grupo dina-
mico del Hamiltoniano para un sistema de bosones s y d con
interacciones de uno y de deos cuerpos. Esto significa que el espa-
"cio de Hilbert asociado a este operador estad caracterizado por una
sola representacidén irreducible de U(6), [N], que denota al numero
total de bosones.

En esta seccién se desmostrara que las interacciones entre
bosones s y d son tales que el Hamiltoniano de este sistema puede
ser escrito en términos de los operadores de Casimir (invariantes)
del grupo U(6), y sus subgrupos discutidos en la seccidn anterior.

En general, el Hamiltoniano (2.9) debe ser diagonalizado
numéricamente; sin embargo, en circunstancias especiales el
problema de eigenvalores correspondiente puede resolverse en forma
cerrada. Estas situaciones, llamadas SIMETRIAS DINAMICAS, tienen

un papel relevante en el desarrollo del modelo de bosones interac-
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tuantes. Estas simetrias dinamicas se presentan cuando el HAMILTO~
NIANO DE UN SISTEMA PUEDE ESCRIBIRSE EN TERMINOS DE LOS OPERADORES
DE CASIMIR DE UNA SOLA CADENA DE GRUPOS.

Examinando la ec. (2.9) para el Hamiltoniano del MBI-1, se tie-
ne que la parte de interaccidn entre dos bosones consiste de siete

interacciones hermiteanas independientes, que denotamos como

sigue:

A= r1d" «d"1%x @ x @y, (1=0,2,4)
B = [l:ﬁ.r x sT1¥% (d x 51,

&= st x 519 (s x s)w’](?,

b= d x d"1 (s x 51+ (5T« 5TV (@ xa 1Y

% = [[d* % dee)x (dx sl 2y, [d . S*](m x [d x d](m )

(3.32)

Los operadores AL (I=0,2,4) representan las interacciones inde-
pendientes que involucran unicamente a los bosones d, las cuales
pueden ser expresadas en términos de los operadores de Casimir
n., CZO(S) y L?; para demostrarlo, podemos considergr un
Hamiltoniano. para bosones s y d de la forma

= 1.4 A 30 A
H=en, + 5cA + 1/3/26:21&2 + 3¢ (3.33)

De acuerdo a la ec. (3.26) podemos escribir

5a,= -C,0(5) + n (n+3), (3.34)
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que junto con la ec. (3.27) Yy la relacién n (n-1) = AO + VBA, +
3a, constituyen un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas,

cuya solucidn permite escribir el Hamiltoniano (3.33) en la forma

H = en, + and(nd- 1)

+ Bn,(n+3) - C,0(5)] + 7(L? - 6n,3, (3.35)

donde

o = (1/14)(4c2+ 3c9,
B = (10)7(c, = (0/7)c, + (3/7)¢,],

¥ = (1/14)(c4-ca. (3.36)

Por otro lado, las interacciones B y C pueden expresarse en

términos de los operadores n_yn, mediante las siguientes ecs.

o>
i
=}
o}

(3.37)

a>
it

ns(ns-l). (3.38)

A su vez, utilizando la ec. (3.31), se tiene gque la interaccién

D puede expresarse COmMoO

-5 D = C,0(6) - CO0(3) - 2nn, - n - 50 (3.39)
Por tanto, sdlo falta reescribir la interaccion E en términos
de operadores de Casimir; para ello es necesario considerar la in-

2

teraccién cuadrupolo-cuadrupolo, Q° = Q-Q. Haciendo uso de la ec.

(3.14) para Q se tiene

40



(0)
0

Q® = V5[Q x Q)

It

Vg{%[[d* x d1'® x [d* N d](Z)](O)
_ V?[[d* x d]'® x [dT vs +sx dl(a](o;
+ [[d’r xs+stxd]Px(d xs+ s x d]‘z’]w’}
(3.40)

Utilizando técnicas de reacoplamiento de momento angular, Q°

puede expresarse como sigue:

Q® = _\/35{[[5’ xd 1% d1%s + sTd" < d x d]m] ‘°’}
0

2 1 1.2 7.2 2

+ 4P7 + -2-C20(5) + §L - ind - (11/2)1'1d + 4Nnd N° + 6N,

(3.41)
donde P°=P'-P est4 definido como
2 _ 1,40 Lt L

p° = Z(d d + s s )(dd+ s-s5), (3.42)

y el cual estd relacionado con C20(6) mediante la relacion

2 _1 _1

P® = IN(N+4) - 5C0(6). (3.43)

El operador P? es conocido como operador de apareamiento (pairing)
del grupo 0(6), y cuenta el numero total de bosones acoplados por

pares a L=0.
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Usando todos estos resultados se encuentra finalmente

A=2n (n, +3) - £ co, (3.44a)
A=~ (-L7 + 2C,0(5) + 2n (n,- 2)), (3.44D)
Ay=3 (31 -Lco) + En,n,-2), (3.44c)
B =2 (e in, (3.44d)
c = (N-n,) (N-n - 1), (3.44e)
b = 15 (c,0(5) = C,0(6) + 2Nn, - 2n’ + 5N - 4n,), (3.44F)
E = 7%-5- (-0 - 4p® + L c o(s) + $ - % n? - (11/2)n,

+ 4Nn - N% + 6N). (3.449)
El Hamiltoniano del MBI-1 puede expresarse por lo tanto como

_ 2 2 2 2
H = kind + kznd + ksl\lnd + kAL + ksczo(S) + ké? + k7Q

+ KN + ngz, (3.45)

en donde los términos kN vy nge contribuyen tudnicamente a
a las energfas de amarre y no necesitan ser incluidos para
determinar energias de excitacién, por lo que sélo se tiene siete
parametros ajustables. Como se ha mencionado .anteriormente, si se
considera un sélo nucleo, el operador de numero total de bosones
tiene un eigenvalor N constante y asi el término k,Nn no es inde~-
pendiente de klnd y so6lo se tiene, para este caso, seis parametros
ajustables.

Los pardmetros k1 estdn relacionados con las energias para un
s0lo bosén y con los elementos de matriz de la interaccidn entre

dos bosones de la ec. (2.9) mediante las siguientes ecuaciones:
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K, =c+ (3/10)c- 2 c - 22 o, +3u - Sz v F—Pie v,

kz = (l/lO)cO + % cz + (9/35)c4_ ég uz + % u°~ &5 vo: 2370 Vz
ka = Uyt é@ 4, * ég Yo * 7%5 Var

k, = -(1/14) ¢, + (1/14) ¢, - '—gV%T Var

k, = -(1/10) c_ + % c,= (3/70) e, + 2‘1/5 Vo ¥ 2&70 Var

ks 7%_ Vo ¥ _Véﬁ_ Var

k, =% __77%—~— Var

ky= e, = % Yo ¥ v Vo F vae Var

ky = % Y - hiég_ Ve ¥ _7%5— Var (3.46)

donde ¢ = €, - € El signo superior de v, corresponde al operador
cuadrupolar definido por Iachello y Arima (Arima et al, 1978) y el

signo inferior al usado por Castafios et al (Castafos et al, 1979).

3. ESTADOS BASE.
En la seccidn anterior se demostrd que el Hamiltoniano para un
sistema de bosones s y d con interacciones de uno y de dos cuerpos
puede expresarse en términos de los operadores de Casimir de las
tres cadenas del grupo dinamico U(6) dque cbntienen al grubo
ortogonal SO(3). Nuestro interés es ahora determinar los elementos
de matriz de este Hamiltoniano, y para ello resulta necesario dis-
poner de una base completa de estados gque esté caracterizada por
las representaciones irreducibles de alguna de las cadenas
discutidas.

En las siguientes secciones vamos a discutir las bases caracte-
rizadas por cada una de las subcadenas de grupos del grupo dinami-

co U(6) que contienen al grupo SO(3).
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3.1 Cadena U(6) > U(5) 570(5) > 0(3) > 0(2).
Para construir los estados caracterizados por las representaciones
irreducibles de la cadena gque aparece en el titulo de esta
subseccidn se consideraron primero los estados clasificados por la

cadena

U(5) > 0(5) > 0(3) (3.47)

que fueron determinados explicitamente por Chacdén, Moshinsky y
Sharp (Chacén et al, 1976), quienes resolvieron en forma exacta el
problema de las vibraciones cuadrupolares del nucleo, o equivalen-
temente, el problema asociado al oscilador arménico en cinco
dimensiones, cuya estructura de grupos estda dada por la cadena
(3.47).

De acuerdo a estos autores, los estados del oscilador armdnico
en cinco dimensiones estan clasifcados por las representaciones
irreducibles de la cadena de grupos (3.47) y son denotados por los

kets

[noTLM > (3.48)

Asi, estos estados son eigenfunciones de los siguientes operadores

nd]ndurLMl> = nd]ndutLML>, (3.49a)
CZO(S)]ndurIML> = u(us + 3)|ndutLML>, (3.49b)
2

L IndutLML> = L(L + 1)|ndur1ML>, (3.49¢)

Lzl n st > = M | nsTLM >, (3.494)
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En términos de las coordenadas del modelo colectivo y de los

angulos de Euler

B.v.6,,8,,6, (3.50)

estos estados toman la forma

[ndurLML> = F! (B)XTLH(V.S‘), (3.51)
donde j = (n, - v)/2 corresponde al numero cuantico radial.

Explicitamente,

. 172
Fie) = [ a—] L e a2,

(3.52a)
574 -15/2 TL
Xpp (7,8, = %272 Y g% () (D) (e) + (-1) D“(en,
(3.52b)
siendo Lwam(ﬁ ) polinomios de Laguerre. Las funciones xtuﬁv,aﬁ

juegan el mismo papel para la cadena de grupos (3.47) que los
arménicos esféricos Yhu(e'¢) para la cadena 0(3)>0(2).
Adicionalmente, el indice T es un entero no negativo, y el cual
denota el numero maximo de tripletes de bosones acoplados a L=0 en
la funcién de onda (véase apéndice II); para valores fijos de v y

L, el indice T satisface las desigualdades

v ~L s 3t = - (L/2), L par (3.53a)

v -~ L = 3t s - (L+3)/2, L non (3.53b)
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a partir de los cuales se puede demostrar (Chacdn et al, 1976) gque
el numero de estados diferentes para una & dada es du= %(u+1)(u+2)
(28+3), gue es exactamente la dimensidén de la representacidn irre-
ducible (us,0) de 0(5). Las relaciones (3.53) indican que, para va-
lores fijos de s y L, los valores de t que las satisfacen toman
todos los valores enteros posibles entre un minimo T, Y uno maximo
%o z T . De este modo en lugar de el indice T se utiliza un indice

s definido por
s=tT-T +1, (3.54)
y por lo tanto toma los valores s = 1,2,3,...,d(s,L), donde d(s,L)
es el numero de representaciones irreducibles L de O(3) contenidas
en una representacion s de 0(5)
d(s,L) = ED - T, * 1. (3.55)
Para el desarrollo del MBI-1, Arima e Iachello (Arima et al,
1975) consideran al bosén s junto con las cinco componentes del
bosén d. Asi en este modelo se necesita incluir a la cadena (3.47)
como subgrupos de U(6). Para tal propdsito se escribid el operador
de ndimero total de bosones s y d en la forma
+
N=n +s's. (3.56)
Los eigenestados del operador de numero n = s*s, i.e.,

(s*s)<&|ns> = ns<& n_>, (3.57)
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son las funciones de onda de un oscilador arménico unidimensional.

Por tanto, si se define (Castanos et al, 1979)
<o ,@|Nn ssLM> = <o |nssIM><&|n_>, (3.58)
m d m d s

se obtienen los eigenestados buscados, lo gue se demuestra median-
te la aplicacidn de las ecs. (3.49) y (3.56).

De este modo los estados [NndusLM> representan un conjunto com-
pleto no ortonormal de estados caracterizados por las
represéntaciones irreducibles de la cadena de grupos (3.12).

Para ortonormalizar estos estados se evalia el producto
escalar de las funciones xguxv,ex), definidas por la ec. (3.52b);

es decir, consideramos

u’ as’
J stx(v’sx)xs'L’n’(7’81)dv
. 3-8_9/2 -1
= 8,8 ,.8,,.2° " n7 % (2L+1)
" 8SL uvs’L
x [ Y eyt 9% " (v)sinsyay
0 ¥ i
= auu’ LL'SHH'MSS'(G’L) (3.59)
donde 4V = sin375in82d7d81d62d63, con 0562, y=n, 0581, 8 =21.
La matriz l]M“,(u,L)[I = M(s,L) es real y simétrica y por lo
tanto existe una matriz ortogonal O(s,L) = ||D“,(u,L)||, tal que
ImMo=a-=|le(s,L)5 ]|, (3.60)

donde ~ indica matriz transpuesta, y A es una matriz diagonal
cuyos eigenvalores cs(m,L), s=1,2,...,d(s,L) son todos reales Yy

positivos.
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Si definimos ahora

d (s3,L)

(v,8,) = Zl (e, (v,1)]

AS

~1/2,
XtLH

0 (e, L)x]  (7,0), (3.61)
se tiene, usando (3.59) y (3.60) que

U] '
[ Koo)X (ri8)aV = 8,5, .5,.8,, (3.62)
Podemos, por tanto, definir una base completa y ortonormal para la

cadena (3.12) como

(am,&INndutLM) = <&|ns>(am]ndutLM)
s

= <&| ns>F‘;(;3) Xt

(7,8,), (3.63)

con Xu

o (718)) definidas por (3.61), Yy <&|ns> representa la

e . s  os : 18
funcidén de onda de un oscilador arménico unidimensional con FJ(B)

dada por (3.52a).

3.2 Cadena U(6) > SU(3) > 0(3) > 0(2).
En esta secciodn se discute la estructura de las funciones de onda
de la cadena de grupos (3.18). El primer paso es encontrar la des-
composicidn de la representacién [N] de U(6) en las representacio-~
nes (f“fé) de SU(B).. En lugar de usar (f“fz) es mas comin en
Fisica Nuclear considerar los numeros A y u introducidos por J.P.

Elliott (Elliott, J.P., 1958)

[ TR U

.
Suele utlilizarse la notacidn f =h _h:i' f

=h2-h3, donde [h1h2h31
especifica el diagrama de Young de U(3).

2
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ASE ~f, (3.64a)

usf_. (3.64b)

Los valores de (A,u) contenidos en una representacidén simétrica
[N] de U(6) estan dados por la expresién

(N2} [ (H-k)/2)-k
(2N-6k-4k’, 2k’'), (3.65)

donde [X] es la parte entera de X. -

La cadena de grupos SU(3)>0(3) no es simplemente reducible y
por tanto se requiere de un indice adicional denotado por y, el
cual distingue I’s que se repiten dentro de una misma
representacidén de SU(3). La eleccién de y no es unica. En la lite-
ratura existen diversos métodos para construir estos estados,
siendo los mas citados los de Elliott (Elliott, J.P., 1958), Barg-
mann-Moshinsky (Bargmann-Moshinsky, 1961, 1962) y el de Vergados
(Vergados, 1963). En la base definida por Elliott (Elliott, 1958)
se utiliza el indice K (en lugar de x), el cual estd relacionado
con la proyeccidén de L a lo largo del eje z fijo en el cuerpo.

De acuerdo al trabajo de Elliott (Elliott, 1958), los valores
de L contenidos en cada representacion (A,u) de SU(3) estan dados

por el siguiente algoritmo

L =K, (K+l), (K+2),...,K + max{(a,u), (3.66)
donde
K = entero = min(A,u), min(a,u) -2,...,1, 6 0, (3.67)

49



con la”excepcidn-de~K=0;-para-el..cual
L = max{A,u), max(Ar,p) -2,...,1 6 0. (3.68)

La base de Elliott no es una base ortogonal. Es por esta razén
que resulta necesarioc introducir otra base, conocida como la base
de Vergados (Vergados, 1968) y gque puede ser construida a partir
de la base de Elliott. Para este propdsito consideremos los

indices K“ K, X ...Kn que ocurren en una representacion (Aa,u)

2 3!
dada y donde K< K, < :-+ < K. La nueva base es clasificada de a-
cuerdo a los indices Xyo Xyr Xgieee X, GO < X< ocec X

definidos como

L) %, DM > = [ () K, LY >,

FOwm) 2, LM > = % | (A,0) K, LM >0+ x| (A1), K, LMY>,

(3.69)

1
|, %L, > =J; %, | () R LM >

donde los estados l()\,u),K,L,M>o estan relacionados con los
estados de Elliott l(x,u),K,L,ML> mediante la convencidn de fase
_ s A2H
I(Alu)IKILIML>D =1 I()‘r“)lKrL:ML> (3'70)
y los coeficientes x,, se obtienen a partir de la condicién

<(A,u)’,;'€‘,L,ML| (Au) X LM > =8 (3.71)
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En el MBI-1, A es siempre un nimeroc par, de modo gue A + 2u es
par, dando lugar a gue la fase en la ecuacion (3.70) sea +1 6 -1.
Por otro lado, la secuencia de los indices i:’ir"'in es la misma
que la de los numeros Kx'”"Kn' pero los valores de L contenidos
en cada il resultan ser distintos gque los contenidos en K . Por
esta razén cuando L ocurre en una representacion (a,p) una sola
vez, entonces pertenece a la ¥ mas pequefia posible; si ocurre dos
veces pertenece a las dos ¥'s mas pequehas, etc., con la
excepcién de ¥ = 0, en cuyo caso los valores permitidos de L estan
restringidos a tener la misma paridad gque A (Vergados, 1963).

La clasificacién completa de los estados de la cadena (3.18)

esta dada por
l[N]!(}-ru)li‘flLrML>' (3.72)

En la siguiente tabla se indican los estados para N=1,2,3,4:

U{e) SU(3) 0(3)

L

xR

N (A, 1)

(0,0)
(2,0)
(4,0)
(0,2)
3 {6,0)
(2,2)

INFEY)

(0,0)
4 (8,0)
(4,2)
(0,4)
(2,0)

O OMNOOONOOODOO
N OLBMAROWDRANSNO
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3.3 Cadena U(6) > 0(6) > 0(5) > 0(3) > 0(2).
Para encontrar los estados caracterizados por las representaciones
irreducibles de la cadena de grupos que aparece en el titulo de
esta seccidén es necesario utilizar, en lugar de las coordenadas
&1317191182193 (3‘73)
definidas anteriormente, al nuevo conjunto

b,8,7,8,,8,,6, (3.74)

donde

f=3

= bcosd , B = bsiné, (3.75)

con 0 s &8 = w.
En términos de estas nuevas coordenadas el operador de numero N

toma la forma

16b56+1

Bs ab 8b B2

C,0(6) + b?y - 3, (3.76)

el cual estad relacionado directamente con el Hamiltoniano de un

oscilador arménico en seis dimensiones mediante la ecuacién
H=N+ 3. (3.77)

A su vez, el operador de Casimir c20(6) puede reescribirse en la

forma
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c,0(6) = C,0(5) + n(s's + 1) + (n, + 5y (& s)

- (8* - B &/6p - n, - 5)(s)°

- (8® + g o/og - n) (s, (3.78)
donde
g2 = Z @ o = Z @ (-1)%_ (3.79a)
ﬁ—g—— = i; an” = ig -1 am_, (3.79b)
n = % (8% + 1) - g , (3.79¢)

= - ;4 L gﬁ _ ;2 c,0(5)). (3.79d)

Utilizando propiedades de los polinomios de Laguerre (I.S.
Gradshteyn, I.M. Ryzhik, 1965), se puede encontrar el efecto de
Bz y B 8/8B8 sobre las funciones F?(B)

B + g -2 —[F%p) = (v + 25)F%B) - 203(s + 3 + 3/2) 17 F°_ (),
aB J J 3=1

(3.80a)

[6° - 8 S ]F00m) = (or2ien)FS0m) - 20(3+) (or3h 5720077, ().

(3.80b)

53



Con las nuevas coordenadas (3.75) el ‘operador CZQ(éinﬁgédé'Eém~h

bién escribirse en la forma

B 2 8° 1 8 13 1 -2
CO(8) = 000) — B = (=5 o P T T GO(5))R
8 - 8 8 - 8
+ (8 + 5)& + B & +1
( &4 ) aa o ( ax )
a® 3 1
= - — 4cots + —3I_— co(s). (3.81)
as? g sin®s 2

Por consiguiente, un eigenestado de los operadores N, CZO(G),
CZO(S), Lz, y l'..Z puede ser expresado en las nuevas coordenadas

(ec. 3.75) mediante funciones de onda de la forma (Castafos et al,

1979}
- T T ©
| NowsLM> = BNUUfJ(b)g&(ﬁ)st“(v,el), (3.82)
donde B es un coeficiente de normalizacidn.

HOA3
La funcidn gZ(B) es eigenfuncison de c&o(e), i.e., es soluciodn

de la ecuaciodn

d 5 {43+3 ) o - o
~ 4coté + g (8) = o{o+4)g, (8) (3.83)
ds as sins ) b “

y estd dada por

49+ 2

gh(8) = (sins)“cl 2 (coss). (3.84)
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Por otro'lado, ff(b) es eigenfuncidn:del operador de numero,

‘i,e,, satisface la ecuacidén

1, 1 d s d o(o+4) 2y c = aeC
[2(‘ o5 db bgp t T + b7 3]fJ(b) = Nf (b)),

(3.85)
donde J=(N-0)/2 es un numero entero, lo cual se cumple solamente
si N y ¢ tienen la misma paridad. Las funciones ff(b) gue satisfa-

cen esta ecuacidén estan ‘dadas por
£7(b) = 7L (%) exp (~b%/2), (3.86)

donde L es un polinomio de Laguerre.

Para determinar el coeficiente de normalizacidn B"a es necesa-

A
rio considerar las propiedades de ortonormalidad de las funciones
|NowsIM> con respecto a los indices N,o. Considerando que el

elemento de volumen en b,S es bs(sins)ddbda y las relaciones

n
. 205+ 4 W+ 2 8+ 2
Jo (sins) Ca_u(cosa)ca,_u(cosa)ds

'
"(°+U+3)‘5aa’

= ' (3.87a
(0+2)22% 2 (g=u) ! (6+1) 2 )
® 2 20°+5..0+2 2 o+2 2
Jo exp(=bIb L‘N-U)/Z(b )L(M'-cr)/z(b )db
_ [(N¥o) /2 ¥ 21!
= TTArN-o) 7210 S (3.87b)
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tenemos que

J J' (B,o) £ (D) £7 (b)g%(5)97 (3)b°(sins) dbds
v} o

T{o+s+3) L[ (N-0) /2 + 2](BNM)2

= = 1, (3.88)
(o+2) 22" (gmu) | (8+1) [ (N-n)/2]!
de modo gue
1542 (o=1) [(N-g}/2]! (o+2) 1Y*
Biow = 2 “‘*1”[ n(o+u+3§! [(N+cr)]/2 T ] . (3.89)

Estos son 1los coeficientes de normalizacidén de 1los Kkets

|NowTIM> .

4., PARENTESIS DE TRANSFORMACION.

Los estados caracterizados por las representaciones irreducibles
de las cadenas de grupos (3.12) y (3.21) son denotados respectiva-
mente por los kets |NnwsLM> y [NowsLM>. Estamos ahora interesados

en la expansion

[Now> = ) <Nn_u|Now>|Nn > (3.90)
i

d

y en particular en la expresion del paréntesis de transformacion
<NnJﬂNau>. Dado que 0(5)>0(3) es subcadena tanto de U(5) como de

0(6), los paréntesis de transformacidén son independientes de los
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indices s,L,M y diagonales en.s. Para un valor fijo de s podemos

elegir

s=1, L=M=2u, B (3.91)

de modo que los estados IN“d“> y |Nows> pueden escribirse como

(8*)exp (-B%/2)a; ,

2((nd-u)/2)! ]1u a3z

|Nn > = <o¢|n>[ M g2

F((nd+u+5)/2)

(3.92a)

. O . 0+2 2 —R2 s
|Now> = B oP Iﬁn-ovz(b Yexp(-b°/2) {(sins)

A3 A5+2

Chra(coss) (a,/8)°

(3.92b)

siendo <a|n> el estado para un oscilador arménico unidimensional.
Para este resultado se utilizdé el hecho de que la parte en 7 y 6‘

se reduce a

L]

X1 20,20

= (a/8)", (3.93)
excepto por factores de normalizacidn, que podemos omitir ya que
aparece en ambas ecuaciones. En lugar de desarrollar |Nows> en tér-
minos de coordenadas, conviene hacerlo en términos de operadores
bosdnicos de creacion (b;m). Para este propdsito es necesario usar
el Teorema de Dragt (A.J. Dragt, (1965)), que puede enunciarse co-

mo sigue:
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Teorema de Dragt: Si
P (o) /2 @) = 2 3.94
o (&0 a)expl=(aa)/2],  («a) =) a (3.94)

es una funcidn de onda (normalizada) para oscilador arménico en r
dimensiones con s quanta de energia y que es eigenfuncién del ope-

rador de Casimir de O(r) con eigenvalor s(s+r-2), entonces

¥

r/4.-48/2
n L

2 P

Lal, . d) o> (3.95)

d

es un estado normalizado con los mismos numeros cudnticos que
N
(3.94).

Una consecuencia de este teorema es gque para el polinomio

(3.94) y para cualquier entero positivo p, se cumple
(d-d) (d"-a")Pp (a") |0> = 2p(2p+r-2+26) (d"-d")* "B, (d") [0>, (3.96)

Esta relacion es consecuencia de que (d-d)Pu(d*)|0> = 0, y de la

equivalencia dp(d")|0> = (3/6d")p(d") |0>.
De acuerdo al teorema de Dragt, los estados [Nndu> de la cadena

U(6)>U(5) pueden escribirse entonces como

2 Y2 oia sz, ot as
| owe> = [_m] 74272 (d")*| 0>, (3.97)
donde se ha ignorado un factor de normalizacion que no es relevan-—
te. Del significado de s (numero de de bosones no acoplados a L=0)
es claro gue la ecuacién anterior puede generalizarse a los casos

n #s por aplicacion repetida cdel operador

Para su demostracién, véase apéndice III,
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(2,00=(d"-d"y, (3.98)

obteniéndose,

12
lOndu> - B],} [ 2 ] ns/42-wz(d1'_d*)(nd-u)/2

.
U572 (d;) 0>,

(3.99)

donde el coeficiente Bé » Se evalua usando repetidamente (3.96),
d

obteniéndose
_ {(n +06)/2 + 1])!(206+3)! 172
B, = (-1) T “”2[ d ] . (3.100)
d [(nd-u)/2].' (U+l)!(nd+u+3)
Como b*[nb> = (nb+1)‘&|nb+1>, se tiene finalmente que
[n_npw> = (nsl)l’a(s*)"slmdw. (3.101)

El factor de fase en (3.100) se escogidé de tal manera gque (3.101)
tenga la misma fase que (3.92a).
Para los estados |[Now>, correspondientes a la cadena U(6)>0(6),

se tiene del teorema de Dragt

loos> = B p3/ 210721 -8 (o+1) ! (d:)u
gows (o) ! (w+1) !
X as(s+)a-u-2s(d+.d+ + (S+)z)sl0>’ (3.102)
s

‘donde By €S el coeficiente de normalizacidén (3.89) de los esta-
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dos de la cadena U(6)>0(6) para,elrcasowparticular*N=07fy*"'

((8=0)/2) ((w~0+1)/2) ’
a = , : (3.103)
N s!(-cf—l)s

son coeficientes gue provienen de desarrollar el ©polinomio de

Gegenbauer Cg:z(cosa) y (x)S = x(x+l) - (x+s-1) es el simbolo de

Pochhammer. En analogia con la ec. (3.99), el estado general es

ahora |Now> = B;U(d*-d* + (s*)z)“FUVZ y |oos>, i.e.,
_ 3/2_ 072~ (o+1)! ot
[oow> = Boouw T2 (o—u) I (s+1) ! (d,)

Y a (s @ d" + (s o>, (3.104)

s
donde B;@ es determinado mediante aplicacidén repetida de (3.96),
llegandose a la expresion

172
B!, = (_1)LFUV2[ _ (c+2)! ] (3.105)
2T ((N-a)y/2) LN+ 2+ o2)0d .

El factor de fase en esta ecuacidn es determinado por la condicién

de que las expresiones (3.104) y (3.92b) tengan exactamente las

mismas fases.

El Gtltimo paso consiste en desarrollar el binomio

(df-d* . sfsi)sHN4”/2 (3.106)

gue aparece en la expresién para |Now>., Después de intercambiar
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-1/2

+
sumas y comparando con ]nsndu> =(n_!) (s )“s[Ondw, se llega a

la relacion (3.90), donde <Nndu|N¢m> adquiere la forma

<Nn s [Now> = (-1)‘"'”’“.1-"0)/2

g-n (0+1) 1 (0+2) ! (n, +u43) L (N-n ) ! ((N-0)/2) ! ]1/2

2
[ 2T (o) y2 +2) 1 (o-b) (c4+0+3) 1 ((n +6) /2 +1) ! ((ng=s)/2) !

((N=0)/2 +1)_((8=0)/2) ((s=0+1)/2)

wi~1

S!((N-0-nt8) /2 +5)! (=0-1) _ (3.107)

5. ELEMENTOS DE MATRIZ DE LOS OPERADORES

P2 ¥ 9% EN LA BASE |Nn otlM>.
Los unicos operadores gue no son diagonales en la base (3.48) son
p? y 0%; por lo tanto, nuestro objetivo sera determinar los
elementos de matriz de estos operadores con respecto a la base
(NndutLM> y poder llevar a cabo la diagonalizacioén del Hamiltonia-
no completo.

5.1 Elementos de matriz de P°.

Mediante las relaciones (3.82) se puede encontrar el efecto de

c20(6) sobre los estados de la base fundamental ]NndusLM>,

N3

ndn, [Nn;usLM>, (3.108)

C,0(6) |Np usLi> =;, A
d
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donde N=n+ n : usando la relacion (3.43) se puede determinar los

: 2 : ot
elementos de matriz. para.Pr.dpe s 7

<Nn’ssIM|P?|Nn ssiM> = A"y (3.1209)
d d n n':l
donde A;;‘,jn tiene como regla de seleccién n; = ndtz, nd; explicita-
d d
mente:
pe 1 - - -
An;nd = 4N(NM) [nd(2N+1 2nd) + 5(N nd) + w(u+3) 1], (3.110a)
Nu _ 1 - - - 172
n 2, = = § ((N=n,) (¥-n =1) (n -s+2) (n +u+5) 1", (3.110b)
N ¥ - - - 1/2
And-z.n Pl {(N-n_+1) (N=n_+2) (n ~6) (n +6+3) ] 7", (3.110¢)

5,2 Elementos de Matriz de Q7.
De la ec. (3.41) observamos gque 0° es una combinacién lineal de
operadores, donde solamente los dos primeros son no diagonales con
respecto a la base ]NndusLM>. Los elementos de matriz de P°
respecto a esta estdn dados por la ecuacioén (3.110), asi gue sola-
mente falta determinar los correspondientes elementos de matriz

del operador !

0= —/38 {[d* x d1® x4 19s + sTa’ x (4 x d]‘z’]‘g’}

(3.111)

para obtener los elementos de matriz de 0°.
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Notamos que el operador O es la suma de dos términos, cada uno
siendo el conjugado hermiteano del otro, de modo que es suficiente

encontrar los elementos de matriz del primero de ellos, i.e.,

@ (0)

x d)%s (3.112)

- v35r1dt x d')

a partir de los cuales los elementos de matriz del segundo término
gquedan determinados.
Utilizando las funciones de onda del oscilador arménico en una

dimension <a|n > se encuentran las relaciones
s

s*]ns> =vn+ 1in+ 1>, ) (3.113a)
s]ns> = /ff;lns— 1>, (3.113b)

A partir de las definiciones en términos de los operadores de

creacidn y aniquilacidén para coordenadas y momentos

i

+
ﬁ[bEm + b

o 7 (3.114a)

%tm

. * '
My 11/§[bem + by 1, (3.114b)

y de propiedades de los coeficientes de Clebsch-Gordan para 0(3)

se obtiene gue
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(0}

ﬁ[[a x «] '3 a] 2

0

(0)
+ a[m* x dt3® d]
0
(2} (o)
+ [[d x d) x d] . : {3.115)
0
Tomando los elementos de matriz de esta identidad respecto a
los estados (3.51) con n,y nd+ 1 cuantos de energia, se deduce

©)
<nd+lu’s’LM[—x/'5§[[df x d*](ﬂ % d] |n ssT2>
o

= - 2VZ/3<n+1¢’s’LM{{3,0}|npsIM>, (3.116)

donde {3,0} esta dado por

it

{3.0¢}

m’’ ’ N
v7y mfm}z <2zmn’ |2 -0 > @ a ,d,,

m

i

- V3R cos3y, (3.117)

donde g8, ¥ son las variables de deformacidn del modelo colectivo.
Este término es uno de los invariantes del modelo colectiveo y sus
elementos de matriz fueron obtenidos en la base ortonormalizada
de la ec. (3.63) (A. Frank, 1979).

Utilizando las ecuaciones (3.49) junto con los elementos de ma~

triz para A"  se encuentra gue los elementos de matriz de Qz_en

nin,
la base caracterizada por la cadena de grupos (3.12) vienen dados

por la expresidn
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<Nnfo’ t’ IM|Q® |Nn wtin>
1 1 2
= {~ 5 w(e+3) + 2 L(LH1) - 3/2 n’ - 3/2 0
+ 2N + sw}andn;amu,at‘,

172
- [(N-nd) (N-nd—l) (nd—u+2) (na+°+5)] an;nddaw,uat,t

1/2 Vel et
- 2v2/3 (N-n ) %<Nnle’t IM|{3,0}|Nn stiM> sn;nd’i ,

(3.118)

donde debido a la naturaleza simétrica de la matriz, se escriben
solamente los términos para los cuales n{ = n.. En la ecuacidén an-
terior hemos introducido el indice t correspondiente al conjunto
de estados ortonormalizados [NndutLM> de la ec. (3.63}).

. s . : s sondis
En el siguiente capitulo analizamos las simetrias dindmicas

exactas del MBI-1 y su relacidn con los datos experimentales.
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SIMETRIAS DINAMICAS EXACTAS DEL MBI-1

1., LIMITE VIBRACIONAL.

1.1 Hamiltoniano,
Los estados caracterizados por las representaciones irreducibles
de U(6)>U(5)>0(5)>0(3)>0(2) son denotados por los nimeros

cuanticos N, n, s, T, L y M, donde para una N dada

n =20,1, 2, 3,...,N, (4.1a)

w=mn,n - 2,40, 006 1. (4.1b)

Si definimos

CRLE 3T, (4.1c)

donde T es un entero positivo, se tiene entonces

L = Byt L, 2, Zuo -2, 2. (4.14d)

M=-L, -L+321,..., L -1, L. (4.1e)

La etiqueta T indica que la cadena de grupos O(5) > SO(3) no es
simplemente reducible; esto significa que una representacion de
0(5), s, puede contener un mismo valor del momento angular L mas
de una vez.

De acuerdo al concepto de simetria dinamica discutido en el ca-

pitulo anterior, el Hamiltoniano correspondiente a este linmite
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debe ser de la forma
_ 2 2
H = kxnd + kznd + kandN + qu + RSCZO(S), (4.2)
de modo que el eigenvalor correspondiente es

. o .,
E([NIngsIM) = kn, + kno + knaN + KL(L+1) + ku(u+3),
(4.3)

donde kl,kz,ks,k“k5 son parametros libres.

1.2 Espectro,
Vamos a considerar primexo un Hamiltoniano donde unicamente kfo;
el espectro correspondiente es el de un oscilador arménico en cin-
co dimensiones, donde 1los niveles de energia son igualmente
espaciados (véase Fig. 1.2). La degeneracion dentro de cada multi-
plete n, se mantiene fija cuando se considera k0, pero la
separacion entre ellos varia de acuerdo a si k>0 o k,<0. Conside-
rando un Hamiltoniano donde ademas ksxo, se presenta un rompimien-
to de 1los multipletes n, en las diferentes representaciones
irreducibles de 0(5) « que contiene. Finalmente si k4=o, se rompe
la degeneracion dentro de cada multiplete s. Este tipo de espectro
de energias es ilustrado en la Figura (4.1). En un espectro tipico
se distinguen bandas, siendo éstas definidas como un conjunto de
niveles conectados por grandes valores de la transicién T(E2). Si~-
guiendo la notacién usada por Arima e Iachello (Arima et al,
1976), las bandas mas importantes son denotadas como las bandas

Y,X,2,X,2' Y A.
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Utilizando la notacién INndurLM> ‘estas bandas Eéwc éréji.fjr.c nde. . -

acuerdo a las siguientes definiciones (Arima et al;

1976):

Banda Y: }nd,nd,o,k2nd,m>, v‘(4.4a)
Banda X: [nd,nd,O,L=2nd-2,M>, (4.4b)
Banda Z: |nd,nd,0,L=2nd—3,M>, (4.4c)
Banda X’ |n,,n,,0,L=2n-4,4>, (4.44d)
Banda 2’ [nd,nd,o,m.?nd-s,mx (4.4e)
E
(MeV)| | (ng.0) (nd,l) : (nd.2) <nd-2o) (ng-2,1) (ny-4,0) (n-6,0)

I2—--——//\

44 10— RN i

76—

IO-—B_ . . . 5_4—— ot q._ Ry

3. 77— 4...2._ 6 -
* 4,_ .
8¢ 3~ 0'— ot

— 0__ -> * .
S 2% R
29 ¢" 2= Ot i
e *
4=3— O o'

4=

1 o— -
2

040~ su(s)

Fig. 4.1

Espectro con simetrfa U(5) (para N=O).

nimeros cuanticos (n ,T) y & la lzquierda de cada estado

aparece el momento angular correspondlente.
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1.3 Transiciones electromagnéticas.

Transiciones T(EQ): El operador T(E0) definido como .

]

T(EO) on_ + (B'/\/S)nd

it

«(N-n,) + (B'/V5)n,

aN + (8/Y5)n,, (4.5)
es proporcional a n, y entonces

<i|T(EO0)|j> « n, <ifj> = 0, (4.6)
J .

para i#*j, de modo que no puede haber transiciones T(EO) en el

limite U(5).

Transiciones T(E2): El operador T(E2)

2) 2)

T(E2) = e ((s' xd+d xs1? + xfd" x 41, (4.7)
consiste de un término gque contribuye con And=i1 y otro con And=0.
Para que este operador cumpla con ser un generador de U(5) se debe

2 Esta eleccidén da

considerar unicamente el término x{dT x d}
lugar a elementos de matriz de T(E2) nulos para estados que difie-
ren por uno ¢ mas bosones d entre si. Sin embargo, los datos expe-
rimentales disponibles demuestran, entre estos estados, transicio-
nes cuadrupolareg; por esta razén se incluye el término (sJr x d +

d’ x s)m) en el operador T(E2) en el limite U(5). Este operador
permite obtener resultados muy similares a los predichos en el mo-

delo geométrico. Por ejemplo, es posible obtener el resultado

general
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2 : B(E2:N,n '+ 1,8,7T,Ls N,n_ s, ,1')
s LN :
— 2 -
= eE(nd + 1) (N nd), (4.8)

donde e, es una carga bosdnica efectiva. El1 factor (N-nd) surge de
la condicién de que en el MBI el numero de bosones para un nicleo
dado es finito. Para deducir la ec. (4.8) se utiliza el lema de
factorizacién de Racah para la cadena de grupos U(6)>U(5)>0(3)
(Wybourne, 1974).

Los valores de B(E2) para los estados u=nd, =0, L=2nd, son

determinados (para este limite) mediante la expresion

B(E2: nd+1, u=nd+1, =0, L’=2nd+2 = n,, v=n, =0, L=2nd)

2 (L+2)  (2N-L)

= eB 5 5 . (4.9a)

En particular, para transiciones entre los niveles mas bajos se

tiene

+ + P}
B(E2:2] » 0;) = elN (4.9Db)

B(E2:2) » 2)) = 2e§(N-1). (4.9¢)
1.4 Las regiones del 1{mite U(5).
Las regiones de la tabla nuclear en las cuales los nucleos son ti-
picamente vibracionales, son mostradas en la Fig. 4.2:
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P
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Fig. 4.2
Reglones de 1a Tabla Nuclear con comportamiento vibraclonal.

Una condicién necesaria mas no suficiente para establecer que
un nuicleo posee caracteristicas vibracionales consiste en que las
transiciones con An =2 sean pequefias y que un espectro vibracional
de dos fonones esté presente para el triplete 0%,2%,4", es decir,
que tenga energias muy cercanas al doble de la energia del primer
estado excitado 2:. En las regiones I a VI de la Fig. 4.2, los
nicleos se caracterizan por tener pocos neutrones y/o protones
fuera. de una capa cerrada. Las condiciones mds favorables surgen
cuando se tienen nucleos semimdgicos o con numero de neutrones y
protones fuera de capa cerrada del orden de 4-8 particulas.

1.5 Ejemplos tfpicos.

En las Figs. 4.3a-c se muestra tres ejemplos de nucleos gque

IIOCd

as et ¥ el

: 02
presentan estructura con simetria U(5): luRusn’

188 s .
,mPt“o. Existen algunos estados que no pueden ser descritos por
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el modelo s-d, tales como excitaciones octupoclares y estados

dos cuasiparticulas.

s
3 Eap Y XodZ A a
S N
—ter T L "":: —2" -4
=3 et 4' — 2

e —

i .
L —ha et 2 -
e o l U R B
. b —r———
: 2
102
L - 2 P .i. Y f .

w
1

—4
2l L)
P T =

l;{ Exp Y XondZ 8 8 1= "oCd

A S N . e
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2. LIMITE SU(3).

2.1 Hamiltoniano.
Los estados caracterizados por las representaciones irreducibles
de la cadena de grupos U(6)>55U(3)>50(3) son denotados por el nume-
ro total de bosones N y los numeros cuanticos de Elliott (A,u) y
el momento angular L. Las relaciones entre estos indices estan da-
das por las expresiones (3.65) a (3.68).

El Hamiltoniano mas general correspondiente a esta simetria di-
namica tiene la forma

Hyw = kL + k0% (4.10)

donde el operador 0 esta relacionado con el operador de Casimir

de SU(3) mediante la ecuacidn
_ 4,2 1.2
c,5U(3) = 30° + 3L% (4.11)
El eigenvalor de CZSU(3) esta dado por

E (A% + 1® A+ 3x + 3, (4.12)

= 2
c,su(3) ~ 3

de modo que la expresiodn para los eigenvalores del Hamiltoniano

(4.10) es
k" 2 2
E=2 (A %+ p %+ au o+ 3a 4 3p) + (k- 3k /8)L(L+1).
2

(4.13)
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2.2 Espectro.

Un espectro tipico de este limite se muestra en la Fig. 4.4, para
el caso donde N=8; este espectro también resulta ser similar al
predicho por el modelo geométrico (rotor simétrico). Después de la
banda base (clasificada por la representacidén (2N,0) con K=0), se
tiene la representacidén (2N-4,2) que consiste de las bandas con
K=0 y K=2 1las cuales corresponden, respectivamente, a las bandas
de excitacidén B y 7 en el modelo geométrico. Sin embargo, para el
limite SU(3) los niveles con momento angular par en las bandas K=0
y K=2 de esta representacién estan degenerados. Adicionalmente,
las vibraciones 8 y ¥ no son arménicas como en el caso geométrico,
i.e., la banda 28 (correspondiente a (2N-8,4) y K=0) no empieza a
una energia igual al doble de la energia de la banda B; esto se
cumple s6lo cuando N » ». Este hecho constituye uné diferencia con
el modelo geométrico. Para la misma representacion (2N-8,4), la
excitacién con K=2 corresponde (para bajas energias) a vibraciones
del tipo B¥. Un estado con K=0 resulta ser ambiguo porgue puede
ser de naturaleza BR o 7y7: se predice que ambos poseen la misma
energia. Finalmente, para la representacién (2N-6,0), también se
presenta una banda con K=0 y con energias ligeramente mas altas.

2.3 Transiciones electromagnéticas.

Transiciones T(EQ0): El operador T(EO), ec. 4.5 no es un genera-
dor de SU(3) y, por tanto, puede mezclar diferentes representacio-
nes. Por ejemplo, se presentan elementos de matriz para transicio-
nes entre la banda base y la banda K=0 (banda B8) de la
representa-cidén (2N~-4,2); en particular, para estados 0' éstas to-

man la forma
<(2N,0) ,K=0,L=0|T(EQ) | (2N-4,2) ,K=0,L=0>
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2 172
- eo[ 8 (N-1) (2N+1)N] (4.14)

9(2N-3) (2N-1¥

dt;nde e, = B/V5. De manera mas general, T(EO) se transforma como
una mezcla de tensores (0,0) y (2,2) ante SU(3), de modo que la
parte(2,2) puede combinar estados de la representacién (2N-4, 2)
con estados de las representaciones (2N,0), (2N-8,4) y (2N-6,0).
Por ejemplo, si N=8, los estados con momento angular L asociados a
la representacioén (12,2) puede sufrir transformaciones monopolares
con estados del mismo momento angular de las representaciones

(16,0), (8,4) y (10,0).

3r
.
6 o &=
. .
(2 10%— . 8-—7‘ 4._5:_ S:: K+0
. famd ) —
X . . 9% 6 &' 3‘:§" k0 (0,2
ia® = 0= e-s- : ®2  (4,0)
— A 5 . k0 " R
10— 10— 77 6‘ —d °
13t W gs_ 8% &L-6l—6l- 4% Fim I (2,4)
T a3 3= T K2
N Bt Bt —g—4= 0=
2rige Rt 0 3‘..3‘_ 6= 3= ka KO (g
'~ 6—6im6t— 4=~ ko0 K2 (0,8
3 Colot— 4 33T B (a.6)
® |la— 9 8;.: = ksq K-O
= gle8'— ko K2 (10,0}
wol e T -(8,4)
12— -
I 3"33:
10%— SK_,(') Ke2
g h2.2)
60
. .
old=
K«O
(16,0 y
Fig. 4.4

Espectro prlco con simetrfa SU(3) para N=8.
En paréntesls se indican los valores de Ay [
El momento anguiar L de cada estado sec muestra en la lzqulerda,
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Transiciones T(E2): Si se considéré el operador cuadrupolar en
la forma (3.14), se tiene que T(E2)=eBQ es un generador de SU(3),
de modo que no puede mezclar diferentes representaciones irreduci-
bles. Asi, unicamente transiciones electromagnéticas cuadrupolares
dentro de una misma representacién son permitidas. Por ejenplo,
transiciones cuadrupolares entre las bandas ¥ = g 6 8 » g estarian
prohibidas, en contraste con las predicciones del modelo geométri-
co. Transiciones cuadrupolares entre las bandas B =» % estarian
permitidas ya qgue pertenecen a la misma representacion de SU(3).
Las reglas de seleccidn mencionadas arriba para las transiciones
cuadrupolares se han observado en forma aproximada para algunos
nicleos deformados (Arima et al, 1978). Estas propiedades, sin em-
bargo pueden relajarse utilizando el operador cuadrupolar general
de la ec. (4.7).

E1 hecho de gue en el MBI se estd considerando un numero finito
de bosones se refleja también en los valores para los B(E2), que
se saturan y decrecen para valores grandes de los momentos angula-
res. Para la banda base (banda g) los valores de las B(E2) pueden
calcularse en forma analitica, utilizando los coeficientes reduci-
dos de Wigner de SU(3) (Vergados, 1968), y estan dados por la

expresion

. . _ 23 (IL+2) (L+1) _
B(E2:(2N,0):L+2 =» L) = e, 3 [ 2573) (2145 (2N-L) (2N+1+3).
(4.15)
En particular, para el primer estado excitado 2 se tiene
Lot +y _ 2 N(2N+3)
B(E2: 2, =»0) = e, — g (4.16)
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Notese qgue la ec. 4.15 tiende a cero cuando L =» 2N, y para valores
de L = (1/2)L,nax se aprecia una saturacion en los valores B(E2).
Esto es consecuencia directa de que N es finito. Sin embargo, para
la mayoria de los nucleos con deformacidén permanente parece no ob-
servarse esta saturacion en los valores B(E2).

En el limite cuando N>>1, la dependencia en los espines viene
dada por el factor entre paréntesis cuadrados de la ec. (4.15),
que da precisamente las reglas de Alaga. Por ejemplo, si N>>1, se

obtiene:

B(E2:4 = 2)

B(E2:2 = 0y ~ +%/7- (4.17)

También para N>>1 se tiene que B(E2: (2N,0): L+2 = L) = N°.

La
ec. (4.18) demuestra que, dentro del limite U(5), los valores de
las B(E2) (para N>>n ) son proporcionales a N. Esta diferencia es
resultado de la presencia, en el limite vibracional, de que an,
y del hecho de que un estado dado (e.g., 2:) siempre contiene el
mismo numero de bosones d [e.g. nd(z:)zl] independientemente de N.
Por tanto, en la derivacidn de la ec. (4.15) para el caso SU(3),
los operadores 5* y d (o d’ y s) contribuyen en un factor propoxr-
cional a N, mientras gque para el limite U(5) sdlo se tiene contri-
buciones por parte del operador s+.
2.4 Las regiones del limite SU(3).

En la Fig. 4.5 se muestra las regiones de la tabla nuclear para
las cuales los micleos presentan una estructura predominantemente
de tipo rotacional. Una condicidn necesaria es gue las energias en
la banda del estado base se comporten aproximadamente como L(L+1).

En la regidén I se incluyen micleos situados en la mitad de las ca-
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pas N=82-126 y 7%=50-82, mlentras que’ en la reglon ITI se encuentran

nicleos arriba de. las.capas. N—126,y Z= 82.}57_

Z 20 28 50 82 128
|
100 t— !
!
; I
! 82
1
}
50 30
! 28
| 20
| «
o 100 150

Fig. 4.5

Reglones del 1{mite SU(3)
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2.5 Ejemplos tipicos.

En las Figs.4.6a-c se muestra tres ejemplos

tipicos de nucleos gque

. ) . 156 170 234
resentan simetria aproximada SU(3 Gd Er .
p n 1 T prox (3) 64 g2’ 68 102 92 142
4
{Mev) Exp. Teor. Exp. Teor. Exp. Teor.
1.5}
. . 41355 __ 3
@ —i2e— 137 LT 245_:3,3
2, — :523'— 128 2—“54 1128
Lok 965 — 65 O 33— 1049
K0 K»2
. (20,2)
~ 585 . 5¢
0.51° 8 563
4 —— 288 . 268
2 v B3 — 8Q 156
oko"— 0 — o 548992
. K=0 :
(24,01
€
(hev) Exp. Teor. Exp, Teor. Exp. ‘Teor.
L5 ' :
10" — 1374 — 1374
4 1123 — 12t &E— 10 1—}521
1oF . 20— 960 — 0c6 3:02—
g — 913 —- 893 o—sm—sﬂ ®
K=0 . K=2
0.5.6 — 541 —- 525 (20,2}
4" — 260 — 250
2 73— TS 170
ol = 8= 7 68502
X»0
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E
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0 810 8io
" K:0 Ke2
05}-8 — 497 — 497 : (22,2)
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2 o 43 — At 234
[} y — =
0 0 ° 927142
K+0
(26,0}
Fig. 4.6a-c . Q&@i
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3. LIMITE y¥-INESTABLE.

3.1 Hamiltoniano,
Los estados caracterizados por las representaciones irreducibles
de la cadena de grupos U(6)>0(6)>0(5)20(3) son denotados por 1los
numeros cuanticos N, ¢, &, T, L y M donde el numero cuantico ¢ ad-

quiere los valores
o =N, N-2, N-4,...,0 6 1, (4.18)
mientras gue para la reduccidén a O(5) satisface la relacion
v =0, 0-1, 6-2,...,0. (4.19)

La  reduccion O(5) > 0(3) fué discutida previamente [véase ec.

correspondiente a este limi-

(4.1c)-(4.1e)]. EL Hamiltoniano Hmm

te es expresado en la forma
_ 2 2
Ho, = KP° + k.C0(5) + kL. (4.20)
donde P? esta relacionado con C20(6) mediante la ecuacién (3.43).
Por consiguiente los eigenvalores de H estdn dados por la ex-

[s31:3}

presidn
E = (k6/4)(N~U)(N+d+4) + ksw(u+3) “+ k4L(L+1). (4.21)
3.2 Espectro,
Un espectro tipico de esta simetria dinamica se ilustra en la Fig.

4.7 para valores positivos de kﬁ,ksﬂg. Los estados estan
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agrupados por familias, cada una caracterizada por un valor parti-
cular de ¢ {(donde ¢ = N, N-2, N-4,...). Dentro de cada familia los
estados se clasifican a su vez en multipletes asociados a cada va-
1$r de » (donde v = o, 0~2, 0~2,...,0). Las energias de separacion
.entre estos multipletes siguen la regla s(s + 3); finalmente, el
efecto de kAL(L + 1) es el de romper la degeneracidén dentro de
cada multiplete ». El espectro resultante es similar al predicho
por el modelo de Wilets y Jean (Wilets y Jean, 1956) para nucleos

¥~inestables.

E
' (6,0} (6,1) (6.2} . {4,0) {4,y  {2,0) (0,0}
{MeV) { i )
: 10 —~—¢
Qg
: T G oo .’
; 10— =3 o el
: 2- [ Y 4— 2. st
: 7....6___ - . . G ot +
. 5o 4___20— 6-—-4'____3*._- - 2.-__ [o )5
8——6- . . .o, 0 — &
5—g ot ‘2‘:‘2-
1< g% e
6‘ P o o
4o
2—
o_ o~ O(B) o]
Fig. 4.7

Espectro tfplco con simetrfa 0(6) y para N=6.
En paréntesis se Indican los valores para O y V..
El momento angular L de cada estado se muestra en la lzqulerda,
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En la Fig. 4.8 se ilustran los rompimientos de degeneracién al
incluir sucesivamente los términos kgﬁ, kjéO(S) y k}ﬁ en el Ha-

miltoniano (4.20).

Familia de nlveles

- con O = N - 4,
-
/
! o =N~-4
/
!
/
!
!
/ Familia de niveles
/ ’,—" con O = N ~ 2,
/ -7
i ettt = 7
.7 o =N-2
[
\
[N] \
\
1
\
'
1
e ———— e *
\ - 6
\ EZ m o —— 4"
\ i -~
\ - 8 = 3 SO m———————
- ~a
\ - sy
| ——
W
o =N AN\ > T G
(NN “‘-——\_—__-__.____.2
VN v o= 2
\ AN
\
\\ N . I
\ o= 1 <
\
\
\“~—__—_—__.._._o+
v = 0
Fig. 4.8

Generacidn del espectro ti{pico 0(6).
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3.3 Transiciones electromagnéticas. )

Transiciones electromagnéticas: Dado gque el opefador T(EO) es
diagonal respecto a la base U(5) debe cumplirse gue As=0. De
acuerdo a la ec. 4.5 se tiene ademds gque Ao=i2. Entonces la unica
transicioén T({E0) al estado base que es posible dentro de este
limite es desde el estado con o = N -2, » = 0, L = 0 y tiene la

forma (Casten et al, 1988)

<o=N,u=0,L=0| T (E0) |0=N-2,4=0,L=0>

_ (N-1) (N+3) (2N+4)7 172
- &f o

. (4.22)
8 (N+1)

Transiciones T(E2): Se conoce empiricamente que, en regiones

donde la simetria O(6) es aplicable, el segundo término del opera-
dor cuadrupolar eléctrico, ec. (4.7), tiene una contribucién
pequefia. Entonces, el operador de transiciones cuadrupolares se
define en esta regién mediante el operador

o'=efs' xd+d xs?, (4.23)

el cual es un generador del grupo O(6).
Por lo tanto, cuando se toma el elemento de matriz de este
operador con respecto a los eigenestados (3.82), se tienen las re-
glas de seleccién Ao=0 y Av=#1. Estls reglas indican gue (4.23) no
puede mezclar estados gque poseen un mismo valor de wu.

Para la banda base (donde o = LI 4 L = 2u) los valores de

B(E2) pueden evaluarse en forma analitica wutilizando 1los

paréntesis de transformacidn entre la base 0(6) y U(5), ecuacidn

83



(3.107). Por ejemplo, se puede obtener (Afimé3etfaly 1979)y el -re=

sultado

B(E2:([N],0=N,u+1,T=0,L'=26+2 » [N],0=N,s,7=0,1=24)

= el (N-s) (N+uta) (‘;Eg , (4.24)

que para valores grandes de N, siguen aproximadamente la regla NZ.
En particular, para la transicién 2; > 0:, se tiene

B(E2:2] » 0]) = e —ﬂgﬂl-. (4.25)

3,4 Las regiones del 1imite O(6).
En la Fig.4.9 se muestra las regiones de la tabla nuclear donde se

localizan nucleos que parecen seguir la dinamica asociada al grupo

0(6).

-7 2028 50 ’ 82 126
‘100

g2

50

_l—‘f-"_r |
id 28
fjﬂrﬂ‘rfrr» %

S0

kX

50 100 150

Fig. 4.9
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Resulta interesante comparar los valores de B(EZ) para ‘lcs tres
limites de manera simultdanea. Esto se ilustra en la Fig. 4.10 para
la banda base como funcidén -de L.  Los-valores de B(E2) son mayores
para los limites SU(3) (II) y O(6) (III), ya que, como se mencibné
antes, las B(E2) wvan como N en lugar de N, como sucede en U(5),

i.e., en (I).

B(E2; L+2-+L)/a}

Fig. 4.10
Valores de B{(E2) de la banda base en los tres I{mites:

I: U(S), 1Il: su(3), 11l: O(6), para_nicleos con N=6,
¥ en en unldades ege )

Para valores finitos de N, las B(E2) disminuyen a medida cue
L » 2N (efectos de corte). Como se ilustra en la Fig. 4.10 esta
disminucidén es similar para los limites SU(3) Yy O0(6), pero
contrastan con la que se presenta para el limite U(5); este hecho
indica que la simetria U(5) es intrinsicamente diferente qde SU(3)

y 0(6).
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" otras cantidades de interés que presentan algunas diferencias

adicionales en los tres tiposg de simetrias son las razones

B(E2:4’ = 2:)

+
R = : . , (4.26a)
B(E2:2" s 07)
1 1
y
B(E2:2; 5 2;)
R’ = ; " , (4.26b)
B(E2:2 = 0)
1 1
B(EZ:O; = 2;) .
R = 2 ! (4.26c)
B(E2:2] = 0])
Estas vienen dadas respectivamente por
= (N-1)
Rusy =2 77 w3 2 ¢ (4.27a)
_ (N-1) (2N+5)
Roym = (10/7) N (2N+3) W3w 1077 4 (4.27b)
- (N-1) (N+5) .
Ry, = (10/7) NENFT— wle 1077 (4.27¢)
. - (N-1)
Rysy = 2 N A (4.28a)
tom = O , (4.28Db)
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(N-1) (N+5)

R, (10/7) SRERL e 077, (4.28¢)
y

R =2 AL - (4.29a)

Ré;w) =0, (4.29b)
y

R =0 . (4.29¢)

En resumen, los limites de simetria se caracterizan por transi-
ciones cuadrupolares gque cumplen aproximadamente las siguientes

condiciones:

U(5):
(a) Transiciones para las cuales And = 2 deben ser

casi nulas.

%4
[
o

(b) R =R =R s 2[(N~1)/N]

SU(3): v

(a) B(E2:7 = g); B(E2: B »g) =»- 0

B(E2: B = q)
B(E2: 7 =» g)

(c) B(E2: 7 » B) =» magnitudes grandes

(b)
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0(6):
(a) Transiciones para las cuales A\ = 2 deben ser
“casi nulas. '

(N-1) (N+5)

(b) © R =R = (10/7) ey

(c) R = 0

3.5 Ejemplos t{picos.
Dos ejemplos de espectro con simetria aproximada O(6) se muestran
en las FIgs. 4.1la-b. Este tipo de espectro se observa también en
los isétopos del Xe, Ce, y Os, con numero de neutrones en el rango

74-78 y 114-120.

E 196, :
(MeV) 78 u8 v EXp. Teor.
34 _ - 1
{6,0) (6,1 {4,0) (2,0} (6,0 6. (4,00 (20
2 .\ ‘ + = 0=
. 2~ 0— .
20— ot &=
60— . . o — —
o 2 0 Fl 25
oo g O 1 3 0—
a— 0— "
2
2—
04 0°— IR 0(6)
Fig. 4.1lla
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. '/(s.m Jer”
g P ‘ 60 [
@l ! e
= a— .
fo 4o— 3
[ 0—
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1+ 2 4 22— .
2 2
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Fig. 4.11b

En el siguiente capitulo consideramos la

a cadenas de isodtopos e isodtonos.
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..con menos ambiglledad que la que se logra con los ajustes de nicleo
por nucleo, que en general pueden ajustarse para una amplia varie—
dad de parametros. Si uno deseara, posteriormente, un ajuste mas
fino de un nicleo particular, los parametros efectivos son en
general un buen punto de partida, cercano a la convergencia
individual (Casten et al, 1978, Chiang et al, 1985, Chiang et al,

1988) .

2. APLICACIONES Y DISCUSION.

1. Cadenas de Isétopos.
Come una aplicacion de las técnicas mateﬁéticas Y programas de
computo utilizados en este trabajo, se consideraron las siguientes

series 6 cadenas de isdtopos:

1. Samarios (Sm): z=62 A=146 a A=158
Uranios (U): 2=92 A=228 a A=240
2. Platinos (Pt): 2=78 A=182 a A=198
Osmios (O0s): Z=76 A=180 a A=192
3. Rutenios (Ru): 2Z=44 A=96 a A=102

1-a Isotopos del Sm (2=62).

148
Sm

Para esta cadena se consideraron los nucleos par-par del 26

al 158Sm%, ajusténdose un total de 52 niveles experimentales, los
cuales se muestran en la Fig. 5.1. E1l numero de bosones de protodn
es constante e igual a Nn=6 para toda la cadena. Los bosones de

. . ., 14
neutrén varian de Nv=2 (para 8

_ 158 .
Sm%) hasta Nv—7 (para Sm%),
el nuimero total de bosones varia entonces desde N=8 hasta N=13.

Los 52 niveles experimentales que fueron incluidos en el ajuste
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APLICACION DEL MBI-1 A CADENAS DE ISOTOPOS E ISOTONOS PAR-PAR

1. INTRODUCCION,
En este capitulo utilizaremos el Hamiltoniano derivado en el
capitulo III para el estudio de los estados excitados de caréicter

colectivo a bajas energias en nucleos par-par:
= - .y 2 2 2
H=%kn, +kn +knN+ kL + kCO0(5) + kP° + k0. (5.1)

Concretamente, se considerara este operador como un Hamiltoniano
efectivo, en el sentido de gue un mismo Hamiltoniano es utilizado
para la descripcidén de las lineas espectrales de toda una serie de
isctopos o de isdtonos par-par.

Con este Hamiltoniano se predicen también los espectros de
nicleos vecinos inestables localizados a ambos extremos de una ca-
dena especifica.

Nuestro objetivo es el de encontrar aguéllos parametros gue me-
jor reproducen los niveles de energia experimentales considerados
dentro del ajuste. Para este propdsito se utilizé un programa de
computo gque construye y diagonaliza 1las matrices de energia
asociadas al Hamiltoniano (5.1), y 1lleva a cabo un ajuste por
minimos cuadrados para determinar ‘los parametros correspondientes
del Hamiltoniano (A. Frank, 1979).

Estos ajustes tienen la ventaja de determinar los parametros

del modelo en la regidn bajo consideracién de manera mas precisa y
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por minimos cuadrados son reproducides con una desviacién
cuadratica media de 105 KeV., Los parametros utilizados en el
Hamiltoniano convergen a los valores mostrades en la Tabla 5.1. En
la Figura (5.1), los niveles experimentales y tedricos incluidos

en el ajuste estan conectados por lineas punteadas.

2k s T
e==t5
—_—2
4 — =3 L6
53 —_—lg
Foa -3 - —_—3
2 ——e NI — 2
G ——v 3 = 4
ST —_—
2 N T 4 == 3
P ° AN 2 i~ :
8 e nTEE 8
-0 8 .- R
P8 T 8 L Y
4 — —— 4 4 e —— 4
2 — ——2 2 e — 2
~~OF G0 — —a0 - § =TT 6
= Exp. Teor, Exp., Teor.
= 154 138
= S S
& o— B
8 = 2 L
E o ==y
53 o N
z .
m t4) e 3
b ¢ P b~
29,
7 ne——— 8
2 emme—— 2
L L
2.
or—"s.
—_—2
4 e 4
e — 0
o 2 TS see—es 2 o
4 ————
D ——— 2
O 0 ——— —— 0 e O — 0 b~ O e— —_— 0
xp, Teor. Exp, Teor. Exp, Teor,
132
LLEW 130¢ Sm

Isotopos del Samario:{2=62, A: 148 = 158)
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TABLA 5.1

Nucleo o k k k e k k 13

1 2 3 4 5 6 7
Sm 105 2.248 o ~.197 ~.00223 .0247 .00173 -.01582
u 27 .165 0 .0407 .00961 -.0347 .0242 ~.0183

Los valores experimentales son aproximados por sus respectivos

valores tedricos de manera muy razonable, siendo una excepcién el

estado 0; para el “BSm, cuyo valor tedrico es predicho a una

energia de 0.94 MeV, 0.49 MeV mas bajo que el correspondiente
valor experimental. Sin embargo, experimentos que involucran exci-
taciones coulombianas encuentran un nivel 0% a 1.15 MeV (Smither

et al, 1977), que estada mds cercano al valor predicho por el MBI-1.

El nucleo 1‘;:Smaa exhibe un espectro de energias de tipo vibra-

cional (o sea presenta las caracteristicas de la simetria U(5)).

1

A su vez, el nucleo *®sm tiene un espectro de tipo rotacional

(esto es, presenta caracteristicas de la simetria SU(3)). Por lo
tanto, a medida que se incrementa el numero de bosones, esta serie
de nicleos presenta una transicidén de un espectro vibracional (vi-

brador anarménico) al de un espectro rotacional (rotor simétrico).

. . 158 : .
La simetria SU(3) en el 52Sm96 se aprecia mds cuando el espec-

tro predicho por el MBI-1 es clasificado en bandas rotacionales

+

(base, B, 7). La banda base tiene Ia secuencia de espines JT = 0,

2:, 4;, 6:, 8: »++; la banda B (donde K=0) estad formada por los
niveles 0;, 2;, 4:, 6; -++; y la banda 7 (donde KX=2) de los
niveles 2;, 3:, 4; -+». 8in embargo, esta identificacién con el
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limite SU(3) es solo aproximada, porque en el limite SU(3) exacto

el nivel 2é estaria degenerado con el nivel 2;, el 4é con el 4;,

etc. Aqui no se presentan estas degeneraciones.

Finalmente, en la Fig. 5.2 se muestra el espectro predicho por

el modelo para el M8sm.

146 —
86

ENerc1a (MeV)
I

. Taor,

Fig., 5.2

146
Espectro predicho para el Sm
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1-b. Isétogos del Sm (ajuste ndcleo por nﬁcleo).

Dentro de esta serie de isdtopos se consideraron aqguéllos nucleos

150~154

con 10 & mas niveles experimentales. Dichos nucleos son Sm

En la tabla 5.2 se muestran los correspondientes parametros y RMS

. . . 150
obtenida para cada uno. Para los dos primeros nucleos (

Sm y
152Sm) los espectros correspondientes resultan ser analogos a los
representados en la Fig. 5.1. Por otro lado, el ajuste logrado pa-

S%gm resultoé mejor (véase Fig. 5.3), pues los niveles expe-

ra el
rimentales mas altos son aproximados por el modelo con mayor
precision que la obtenida al considerar la cadena completa (Fig.
5.1). En la Tabla 5.2 se ilustra la variacidn de los parametros al
cambiar de isdétopo, observandose un aumento en la magnitud del co-
ciente k7/k5 al pasar de A=150 a A=154. Por tanto, como ya se men-

ciono anteriormente, esta serie presenta una transicioén del limite

vibracional (U(5)) al limite rotacional (SU(3)).

TABLA 5.2
Nucleo @ X K K x k X x
1 2 3 a 5 6 7

1so_ 72 .2020 0 0 -.0047  .0260 ~-.0714 =-.0071
152 a3 .2466 0 o -.0014  .0226 .0024 -,0144

m
154 6 -.1337 0 o -.o0041 .0273 -,0095 -,0167

m

Los pardmetros kl—k,’ estdn dados en MeV y O en KeV.

95



=)

Enercia (MeV)
(o))
~No
%
&
~NY

cwmon

e

o~

O
S, JUN
L [l

10
2 e e 2

Fig. 5.3

154
Espectro del Sm.

1-b. Isdtopos del U (2=92).

En eésta cadena de isdtopos se consideraron los nucleos par-par del

20y al ¥%y ajustdndose un total de 48 niveles experimenta-

138 146 )
les. Usando el programa de coémputo mencionado anteriormente, estos

96



niveles son reproducidos con una desviacidn cuadratica media de
solo 27 KeV.
Para estos isdtopos, el numero de bésones de proton (Nn) es
constante e igual a N =5, y tiene un numero de bosones de neutrdn
238

de N =6 (para %) hasta N =10 (para “'U). Por lo tanto, el

numero total de bosones varia de N=11 a N=15.

(MeVv)
_QnL
Rty

Tk

ENERGIA

Fig. 5.4
Isdtopos del U: (2=92; A=230 = 238)

Los parametros del Hamiltoniano que producen el mejor ajuste se
listan en la Tabla 5.1. Como se esperaba, el Hamiltoniano es fuer-
temente dominado por la simetria SU(3) y sus niveles de energia
son dados en la Figura 5.4. Analogamente al caso anterior, los ni-
veles experimentales y tedricos incluidos en el ajuste estan

conectados por lineas punteadas.
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Se puede apreciar que el ajuste es excelente, con la excepcidn
de los niveles J' = 0;, 2;, y 4; en el 2%. Al parecer estos
niveles no pueden ser descritos por el MBI-1; como se demuestra en
un trabajo de Hess (P.O. Hess, 1980), utilizando el concepto de
superficie de energia potencial (SEP) dentro del modelo colectivo,
se encuentra que estos niveles corresponden a un segundo minimo en
la SEP para este nucleo. De acuerdo a un trabajo de Dieperink
(A.E.L. Dieperink, 1981) la simetria dinamica SU(3) tal como se
conoce en el MBI-1 corresponde a un sdlo minimo deformado en los
calculos de SEP.

. . 236 s
Sin embargo, experimentalmente se observa en el U que el ni-

vel 2% es degenerado con el 2; como se predice en el limite SU(3)
By
4; (pues estos niveles difieren experimentalmente en sodlo 0.01

MeV). El Hamiltoniano efectivo correspondiente a esta cadena de

exacto; esto se cumple (en forma aproximada) para los niveles 4

isdtopos reproduce, particularmente para este nucleo, dichas dege-
neraciones.

Finalmente, en la Fig. 5.5 se muestran los espectros predichos
por el modelo para nuicleos inestables situados en los extremos de

28y o1

la cadena bajo consideracidén. Dichos nucleos son el 029135

240
92(1149'

2-a Isdtopos del Pt (2=78).
Como tercera aplicacién de este modelo se consideré la cadena de
isétopos con Z=78, constituida por la serie de los platinos. En
esta serie se incluyeron isdétopos par-par con A=182 hasta A=198,

ajustédndose un total de 82 niveles experimentales.
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En esta serie todos los nucleos poseen protones activos referi-
dos a la capa 2=82, de modo que cada uno contiene dos hosones de -
protén ﬁipo agujero. A su vez, los neutrones activos son referidos
a la capa con N=126 y, por tantd, cada nicleo de la serie posee
boscnes activos para neutrones también de tipo agujero. Es decir,
el numero total de bosones varia desde N=5 (para el 19854 )

78 120
hasta N=13 (para el ’ith‘). Simultdneamente se predicen los ni-
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veles correspondientes a ndcleos inestables, localizados a ambos

0p¢ (con N=4) y el

extremos de la cadena, que son el 265122

180

mth2 (con N=14).

Considerando toda la cadena, los 82 niveles experimentales son
ajustados con una desviacién cuadratica media (RMS) de 140 KeV,
con los siguientes parametros:

k, = .5843, k, =0, k,=0, k,=.00731, kg = -.01369,

kg = .06577, k, = 0.

Sin embargo, para lograr un mejor ajuste (una RMS mas pequena),
fué necesario dividir a la serie completa en dos partes. La prime-

ra, llamada PTI, consiste de los primeros siete nicleos de la

198Pt al 188

cadena completa (del Pt) formada por un total de 53
niveles experimentales. Con estos niveles se logré una RMS de 88
KeV con los parametros mostrados en la primera parte de la Tabla
5.3.

En general, como puede verse en las Figs. 5.6a-f, los niveles
tedricos calculados por el modelo aproximan los correspondientes
niveles experimentales en forma adecuada, siendo excepciones los

niveles Jn=0; en los platinos 192, 194 y Jn=3: en los isdtopos en

192,194,196 196

los isotopos Pt. El isdtopo Pt es considerado como
prototipo de un nicleo con simetria O(6), aunque algunos autores
afirman evidencias de la simetria U(5) (A. Leviatan et al, 1986,
M.P. Fewell, 1986). De acuerdo a los parametros mostrados en la
Tabla 5.3, los niveles de la serie estdn fuertemente influenciados
por las simetrias U(5) y 0(6), representadas por los parametros k5
y ks' respectivamente. A su vez, el valor de k7 (correspondiente a

la interaccidén cuadrupolar) es pequefio en comparacién con ks Yy ky
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La simetria SU(3) no juega, por tanto, un papel importante en el

comportamiento de estos niveles nucleares.

TABLA 5.3

198 188 .
PtI: Pt- Pt, 53 niveles.
k k k k k
o kl k2 3 4 5 6 7
88 1.0287 .2112 ~.30104 .0099 -.1324 =-.39989 =-,00194
186 182 .
PtII: Pt~ Pt, 29 niveles.
o k k k k k k
1 2 3 4 s 6 7
34 .2898 .0127 .0087 .0040 -.0090 ~-.0062 ~.0085S

Los parémelros kl-k7 csla’n dados en MeV, y O en KeV.

La segunda parte de la cadena, llamada PtII, incluye a los ul-
timos cuatro nucleos de la serie; en ella se consideraron un total
de 29 niveles experimentales, los cuales fueron ajustados con una
RMS de 34 KeV con los parametros mostrados en la segunda parte de

la Tabla 5.3.
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Los espectros-de ‘efer§ia correspondiente a PtII se muestran en
las Figs. 5.7a-d. Se puede observar que todos los niveles calcula-
dos por el MBI-1 aproximan a los respectivos niveles experimenta-

les de manera satisfactoria.
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Los resultados obtenidos en este trabajo se aproximan mucho a
los encontrados por Chiang et al (Chiang et al, 1988). Por
ejemplo, en los dos ajustes se observa un fuerte descenso en los

niveles de la banda (B) para el nicleo 186

Pt. A su vez, como se
muestra en las figuras 5.7a~-c, el MBI-1 predice una sucesiodn de
dobletes en los niveles de energia de la banda y. Por otro lado,
los parametros correspondientes a las simetrias U(5) y 0(6) (ks Y
ks) no juegan un papel importante en esta cadena de isoétopos, en
contraste con los resultados discutidos anteriormente. En cambio,
con respecto al valor obtenido en la serie PtI, el valor de k,
aumentd su magnitud, lo cual indica que los nucleos de esta serie
muestran comportamientos de rotor simétrico.
2-b Isdtopos del Os (Z=76).

Otra serie de nucleos de interés la constituyen los isdtopos del
Osmio (donde Z=76). Nuevamente los protones son referidos a la ca-
pa %2=82, de modo que se tiene tres bosones de protdn tipo agujero
para toda la serie. A su vez, los neutrones activos son referidos
a la capa N=126, de modo que se tiene bosones de neutrdn tipo agu-

192Os, hasta once para el 180Os): por

jero (desde cinco para el
consiguiente, el numero total de bosones varia desde N=8 hasta
N=14.

Para esta serie de isdtopos se consideraron en total 71 niveles
experimentales, que con el método de 1los minimos cuadrados
lograron ajustarse con una desviacidén cuadratica me&ia (RMS) de 97
KeV., Los correspondientes pardmetros estan indicados en la Tabla

5.4; los respectivos espectros son mostrados estédn en las Figs.

5.8a-g, donde los niveles para cada nucleo han sido clasificados
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por bandas (base, B,7).

TABLA 5.4
Os: 19405—18005, 71 niveles
o k, k, k, k, k k, k,
71 .5914 .0929 -.1637 ., 0108 -.0425 -.,1664 -.0068

Los parametros ki-k'l estdn dados en HeV, y O en KeV.

De acuerdo a estas figuras, los niveles de la banda base son
aproximados por el modelo de bosones interactuantes de manera muy
188 186

i 0s. ). i
cercana (especialmente en el 76Osuz Yy en el 76 1m) El mismo

comentario se puede hacer para las otras dos bandas en cada nucleo

1 180

de la serie. Especialmente en el 86os Yy en el 0s, los niveles
de la banda (¥) son aproximados por este modelo con muy buena pre-
cisiodn,

En general, el modelo predice para los niveles de la banda (7)
un ascenso constante, a medida que aumenta el numero de bosones
activos (N). A su vez, en todos los niveles de la banda (), este
modelo predice que todos presentan un ligero ascenso a medida gque
también aumenta N; sin embargo, el espaciamiento relativo entre
estos niveles presentan la misma configuracion. De acuerdo a estas

figuras, se puede decir el mismo comentario para los niveles de la

banda (7).
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La serie formada por los osmios (como en los platinos) ha sido
tema de discusion de varios autores (Casten et al, 1978, 1984). De
acuerdo a estos autores, los niveles de la banda (B) presentan ca-
racteristicas de vibracion hexadecapplar, en donde estan presentes
estados de "dos cuasiparticulas" para protones. Por otro lado, en
los estados de la banda (¥) se presentan caracteristicas vibracio-

nales para dos fonones,

En la Fig. 5.9 se muestra el espectro predicho por el modelo para

el os.
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3-a Isdtopos del Ru (3=44)
Como ultima aplicacion del Hamiltoniano {(5.1) a cadenas de isdéto-
pos se considerd la serie constituida para 2=44 (correspondiente a
la serie de los rutenios). En particular se trataron los nicleos
96.

110 Y .
del RuSz al Ru“; para esta serie, el nimero de bosones de

protén (tipo agujero) es Nn=3' mientras que para bosones de

96

neutron (tipo particula) es Nv=l (para Run) hasta Nv=8 (para

noRués). Por tanto, el numero total de bosones activos varia res-
pectivamente desde N=4 hasta N=11.

Los 36 niveles experimentales incluidos en el ajuste son repro-
ducidos con una desviacidén cuadrdtica media de 122 KeV. Los para-
metros utilizados en el Hamiltoniano estdn indicados en la Tabla
5.5, y los correspondientes espectros son mostrados en las Figs.
5.11a-h, donde los niveles experimentales considerados en el ajus-
te estan conectados por sus respectivos niveles experimentales por

lineas punteadas. Nuevamente, los momentos angulares indicados en-

tre paréntesis corresponden a niveles experimentales dudosos.

TABLA 5.5
Ru: 96Ru—1loRu, 36 niveles.
o k1 k2 k3 k4 ks k6 k7
122 . 77927 0 -.02723 .007 .00692 .00692 o

Los para‘metros kl-k7 estdn dados en Hev, y O en KeV.
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EnerciA (MeV)

I

Fig. 5.10
E t dich el gi‘R
spectro predicho para 44 uso.

Los niveles predichos por el modelo aproximan en forma
razonable a los respectivos niveles experimentales, con 1la
excepcién del estado con I o= 2; en el ijus{ La transicidn que
presentan estos nucleos es la de un vibrador anarmdnico (limite
U(5)) al de uno con simetria 0(6) (y—inestable); por ejemplo, en
el *°Ru se observa que el MBI-1 reproduce los multipletes corres-

pondientes para n,=1,2,3y4 ilustrados en la Fig. 4.1 para la

simetria dindmica exacta U(5), discutida en el capitulo anterior.
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Por otro lado, como se observa en los primeros nicleos de esta se-
rie, el triplete que corresponde a n=2 esta situado a una altura
al doble respecto al nivel 1;2: tal como ocurriria en un espectro
con simetria U(5).

Finalmente, en las Figs. 5.10 y 5.12 se exhiben los espectros
de energias calculados para los isétopos ::Ruso y 1Z‘ERUGB, respec-

tivamente. Estos cdlculos pueden ser de gran relevancia en los es-

tudios de nucleos inestables y en la prediccidén de sus espectros.
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2. Cadenas de Isdtonos.
Como una segunda aplicacién de las técnicas de cémputo y métodos
matematicos discutados en este trabajo, se analizaron las cadenas
de isdétonos par-par con numero de neutrones N=88 y N=90. En analo-
gia al caso de los isotopos, también se considera al Hamiltoniano
(5.1) como un Hamiltoniano efectivo que incluye los parametros ca-
racteristicos de toda la cadena de isotonos bajo consideracidn.

1. cadena de isdtonos con N=88.

En particular para la cadena de isdétonos con N=88 se consideraron

14
51

146 148

152
Ce,
58 60

los siguientes nucleos: s

:Ba, Nd, cd, ‘Z:Dy,

Para los neutrones, la capa con N=82 es considerada como capa
cerrada (inerte); para los protones, las capas cerradas correspon-
dientes son en Z=50 y 2=82. Por consiguiente, toda la serie de
isétonos con N=88 contiene seis neutrones activos fuera de la capa
N=88, que en el MBI-1l corresponde a tres bosones de neutron tipo
particula. Para los primeros seis nicleos de la cadena, el nimero

de protones (particula) activos son referidos a la capa Z=50, due

en el MBI-1 constituyen 3,4,5,6,7 y 8 bosones de protdn tipo

154

particula. Notese que ©para el nucleo c6

Dy es equivalente

considerarlo como formado por ocho bosones particula referidos a

la capa 2Z=50, 6 por ocho bosones agujero referidos a 2=82. Para
PP . 158 156

los dos 1ultimos mnucleos de la cadena (70Yb Y 68Er), resulta

necesario considerar a los bosones activos para protones como

bosones agujero, ya gque el numero de éstos es mas cercano a la

capa Z2=82 gue con respecto a la capa Z=50. Por esta razodn resulta

conveniente considerar dos cadenas para toda la serie de isdtonos
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con N=88; la primera (denotada por IS088/A) incluye a los nicleos

144 146 148 150 152 154 .
56Ba, SeCe, 60Nd, 62Sm, mGd Yy 66Dy, mientras dgue la otra
(denotada por 1IS088/B) incluye a 122Dy, 1::Er y szb. El isz

esta incluido en ambas cadenas.

Andlisis para ISO88/A: En esta cadena se analizaron en total 49
niveles gue, mediante el procedimiento de minimos cuadrados son
ajustados con una desviacidn cuadrdtica media de 132 KeV. Los co-
rrespondientes parametros del ajuste estan listados en la tabla

5.6 y los espectros son mostrados en las 5.13a-f.

144

De acuerdo a estas figuras, los niveles para los nuicleos s6

Ba,

146 148 . . :
ssCC Y 60Nd son ajustados razonablemente, aungue existe una im-
. . M_* 148
portante diferencia para el estado J =0 del 60Nd.
TABLA 56
Isotonos g k k k k 4 k k
1 2 3 4 s 6 7
15088/4A 132 .2118 0 -.0027 .0042 =-.0157 -,1217 -.0066
1s088/B 88 .5445 0 .0364 .0054 -.0135 -,1233 -.0044
15088/4A 132 .2118 0 -.0027 .0042 =-.0157 -,1217 -.0056
Is088/B 88 .5445 0 .0364 .0054 -.0135 -.1233 -.0044

Los para’metros kl-k7 estin dados en HeV, y O en XeV.

Por otro lado, para el nucleo 1sz se observa que la banda ba-
se es aproximada por el modelo de manera muy precisa; sin embargo,
para momentos angulares mayores ¢ iguales a 8, los niveles tedri-
cos tienden a distanciarse respecto a los niveles experimentales.
Asi mismo se observa discrepancia en el estado con J"=3* de 1a

banda (7).
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Para el 1szd, 1os' estados de la banda base son reproducidos
por el modelo de manera precisa,  aunque no se logra el mismo re-
s.ultado con respecto a los niveles de las bandas (B) y (7): noétese
en particular la fuerte diferencia. en los estados con J"=3" Yy

J"=5" de la banda (7).

118



Finalmente, para el hﬁcleo 1ZDy, los niveles de la banda base
son bien aproximados por este modelo (a diferencia con lo discuti-
do para los niveles de las bandas B Y ¥).

Andlisis para IS088/B: En esta serie de isdtonos se considero
27 niveles experimentales. El ajuste logrado para esta cadena de
isétonos resultd ser excelente pues se obtuvo una RMS de .088 MeV:
los parametros que lograron este ajuste son los sehalados en la
Tabla 5.6.

Los espectros correspondientes son los ilustrados en las
Figuras 5.1l4a-c.

. s 1
Como se ha mencionado anteriormente, el

zzby puede considerar-
se como estar constituido tanmbién por bosones tipo agujero; esto
se confirma si se observan los espectros calculados en las dos se-
ries de isdtonos con N=88, ya que presentan basicamente la mnisma
estructura y no hay diferencias notables en los espectros asocia-

dos al l'::Dy. Para el '

:Er se tiene que la banda base es reprodu-
cida muy bién, aunque existe una ligera discrepancia con los valo-
res experimentales de los dos niveles con J=g" Yy J"=10%. E1
écuerdo con los datos experimentales es razonable, excepto el ni-
vel con momento angular cero.

Finalmente, en el fZYb, se observa que los unicos tres niveles
involucrados en el ajuste son aproximados por el Hamiltonian efec~

tive en forma muy razonable.

NOTA: La informacidn experimental utilizada en este trabajo fue
tomada de "Table of Isotopes'", de Lederer y Shirley (Lederer et
al, 1978) y de "Quasi-ground, quasi-beta and guasi-gamma bands" de
Sakai y Gono (Sakai et al, 1979).
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2. Cadena de isdtonos con N=90.

Para la cadena de isdtonos con N=90 se consideran los siguientes

154
64

156 158 160

146 148 150
D
667 68Er Y 70

a Gd
ssB ! 58 ! &0 ’

nicleos: Nd, 1zzsm, Yb.

Nuevamente la capa N=82 es considerada como capa cerrada inerte
para los neutrones, mientras que para los protones las capas res-
pectivas son en 2=50 y Z=82. Por tanto, en toda esta serie de iso~
tonos, los nucleos poseen ocho neutrones tipo particula para cons-

tituir cuatro bosones de neutrdn tipo particula. Por otra parte,

152 154

148 150,
Sm
62 ' 64

146
Ba Ce, e

Nd
s6 58 !

para los nucleos Gcd, 1ny, los

protones activos son referidos a la capa 2=50 constituyendo, res-

pectivamente, 4,5,6,7,8 y 9 bosones de protén tipo particula. En

154

analogia con el 66Dy, el nucleo '

2Dy puede suponerse gue posee
ocho bosones de protdén tipo particula referidos a la capa 2=50, 6

bien, ocho bosones de protén tipo agujero referidos a la capa

160

Z=82. A su vez, para los nucleos ler Yy 70Yb resulta conveniente

considerar a los bosones activos como bosones-agujero,
Por consiguiente, para analizar la cadena de isotonos con N=90
fué necesario dividirla en dos partes (en analogia a como se pro-

cedidé para los isdtonos con N=88), gque en este trabajo fueron de-

146 148 150, 152 154
c.Ba, ce, '°'Nd, Sm,

nominados IS090/A (que incluye 69 62 64

Gd,

158
66

156 PR .
66Dy esta incluido en ambas cadenas.

’jgyz:). Nétese que el

Dy) e IS090/B (que incluye ’i:Dy, ‘z:Er,
Analisis para IS090/A: En esta cadena se incluyen 61 niveles
experimentales que, mediante el proceso de minimos cuadrados, se
lograron ajustar con una RMS de .092 MeV, resultando como mejores
pardnetros para el Hamiltoniano los indicados en la Tabla 5.2.

Los espectros ajustados se muestran en las Figs. 5.15a-f.

121



EnerGIA (MEV)

Enercia (MeV)

~t

.. . =

— —
1 146p,
e s 569

Fie. 5.15a
N=9

—_

—_ —_ _

ja 1 - - :;

Fis, 5.15¢

122

EnerGia (MeV)

Enercia (MeV)

Fie. 5.158

=3

N=10

—_

1

L]
—_
—
— —
P—— o
—_—
—
—_—
—
—_—
o, Tour. [SS

Fre, 5.15p




Enereia (MEV)

n=11 | F16, 5,15¢

— — =1 ; N=12
[E3)
— =

. — s < _—_\J__‘"

— e —_— —_— — G —-——u_-“
t-1 —1 oz —

—1 w

—1 = —_—

——l——l LIJ r' —‘—l—‘.

— T l - . — -

—a 64 90 —r

- - lggDYgo
Fie. 5.15F —r

148

SBCe, observa-

146
De acuerdo a estos espectros, para el ssBa y el

mos que el MBI—l'reproduce muy bien los niveles de energias expe-

150

rimentales. Sin embargo, en todos los niveles calculados en e

Nd,

se presentan ligeras discrepancias con los respectivos niveles ex-
. . 152 .

perimentales. En el nucleo 62Sm observamos que los niveles de la

.
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154

banda B y ¥ son reproducidos razonablemente. Para el ,,0d el mo-

delo logra reproducir la banda base y (B) con buena aproximacion,

especialmente los estados con espines elevados. Similarmente se

156

puede decir respecto a los estados de la banda base y g del 66

Dy.
Sin embargo, resulta interesante observar la configuracidén que
presentan los niveles que forman el espectro de la banda (y). De
acuerdo al MBI-1, los niveles de esta banda tienden a "degenerarse
por parejas” i.e., el nivel 2° tiende a degenerarse con el 3*, el

4" con el 5°, el 6 con el 7%, etc. A excepcidén del J'=4' y =5

54 . .
en el ;4Gd esta tendencia parece no observarse experimentalmente.

156

Analisis para IS0$0/B: E1 ot

Dy es ajustado también dentro de

1 160

esta cadena, simultaneamente con el :gEr y el 70Yb. Para este
caso, los parametros son los indicados en la Tabla 5.6, mediante
los cuales se obtuvo una RMST de .069. Los espectros se muestran
en las Figs. 5.16a-c.

Con los parametros de la Tabla 5.6 se obtiene que las bandas
base y (B) en el 1::Dy son reproducidas razonablemente por el
modelo. A su vez, los niveles de la banda (¥) se ajustan mejor que
en la cadena IS03%0/A. Este ultimo resultado indica que es preferi-

156

ble considerar entonces al gDy como formado por bosones tipo

agujero para la capa de protones junto con el ler y el leb. En

el ler se observa gque los niveles son reproducidos razonablemen-
te, a excepcién del J'=0" de la banda (B) que difiere en .19 MeV

respecto a su valor experimental. Finalmente, los niveles de la

160.

banda base en el 70

Yb se ajustan con buena aproximacion.
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: . 154 :
...Finalmente, para el nucleo ;Dy, los niveles de la banda base

son bien aproximados por este modelo (a diferencia con lo discuti-
do para los niveles de las bandas By 7).

Andlisis para IS088/B: En esta serie de isdtonos se considerd
27 niveles experimentales. El ajuste logrado para esta cadena de
isotonos resultsé ser excelente pues se obtuvo una RMS de .088 MeV;
los parametros que lograron este ajuste son los sehalados en la
Tabla 5.6.

Los espectros correspondientes son los ilustrados en las
Figuras 5.14a-c.

s N 1
Como se ha mencionado anteriormente, el

sz puede considerar-
se como estar constituido también por bosones tipo agujero; esto
se confirma si se observan los espectros calculados en las dos se-
ries de isdtonos con N=88, ya gque presentan basicamente la misma

estructura y no hay diferencias notables en los espectros asocia-

1 156

dos al ZDy. Para el wEr se tiene que la banda base es reprodu-
cida muy bién, aungque existe una ligera discrepancia con los valo-
res experimentales de los dos niveles con JT=g* y J'=10". E1
acuerdo con los datos experimentales es razonable, excepto el ni-~
vel con momento angular cero.

. 1
Finalmente, en el

58 - .
70Yb, se observa que los unicos tres niveles
involucrados en el ajuste son aproximados por el Hamiltonian efec-

tivo en forma muy razonable.

NOTA: La informacidn experimental utilizada en este trabajo fue
tomada de "Table of Isotopes', de Lederer y Shirley (Lederer et
al, 1978) y de "Quasi-ground, quasi-beta and quasi-gamma bands" de
Sakai y Gono (Sakai et al, 1979).
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CONCLUSIONES

En este trabajo se ha estudiado la estructura algebriaica del
Hamiltoniano del MBI-1 desde el punto de vista de la Teoria de
Grupos. En particular, se hace uso del concepto de simetria
dindmica para estudiar soluciones analiticas del sistema Yy se
presenta la forma explicita de dos de ellas. Posteriormente se
construye el Hamiltoniano general expresado en términos de los in-
variantes de Casimir, que se utiliza para la prediccioén y compara-
cioén de niveles nucleares tedricos con los datos experimentales.

De acuerdo a este modelo, los sistemas nucleares son sistemas
finitos, es decir, estdn constituidos por un numero finito de N
bosones interactuantes, lo gque constituye una diferencia fundamen-
tal respeto a otros modelos nucleares, como el modelo geométrico.
El MBI-1 se fundamenta en el modelo nuclear de capas, gue es el
modelo microscépico fundamental de la estructura nuclear, ya que
los N bosones del sistema estan asociados a pares de nucleones ac-
tivos, referidos a la capa cerrada mas proxima.

Como se ha discutido en el capitulo 5, este modelo, a pesar de
su simplicidad, constituye un método poderoso para la descripcidn
de fendmenos de caracter colectivo, especialmente en las regiones
media y pesadas de la tabla nuclear. Mediante el ajuste global de
cadenas de isdtopos o isdtonos, se determinan los parametros
caracteristicos de la regién bajo consideracién, los cuales, en

general, son un buen punto de partida para lograr una convergencia
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individual (es decir, obtener los pardmetros de un nucleo en
particular). En algunos casos de convergencia individual este
modelo logra aproximar a los niveles experimentales de una manera

154Sm). Por otro lado, el

sorprendente (como fue en el caso del
modelo de bosones con interaccion simplifica considerablemente el
espacio del modelo de capas correspondiente. Como ejemplo de este
grado de simplificacidén, consideremos nuevamente el caso del
¥sm. En este micleo, los 12 protones de valencia pueden ocupar
todas las drbitas disponibles en la region 50-82, mientras que los
neutrones de valencia lo hacen en la capa 82-126. Aun ignorando
las excitaciones hacia capas mas altas y las del carozo, el numero
de estados predichos por el modelo de capa resulta ser muy grande.
Por ejemplo, existen 41, 654, 193, 516, 797 estados de paridad po-
sitiva con J=0; 364, 132, 652, 934, 889 péra estados con J=2 vy
530, 897, 397, 260, 575 estados con J=4. En el MBI-1, las matrices
correspondientes a este sistema (de 11 bosones activos) tienen-di-
mensiones 16, 26 y 30, para J=0,2,4, respectivamente.

Vemos entonces gue, a este nivel, la unica conexidén de este mo-
delo con el modelo nuclear de capas consiste en referir a los
bosones activos del sistema a la capa cerrada mas proxima. Sin em-
bargo, este modelo puede relacionarse de manera directa con el mo-
delo de capas (Iachello, F., 1980, Scholten, 0, 1981, Iachello et
al, 1987) por lo que constituye un puente entre los modelos colec-
tivos fenomenoldgicos con teorias was fundamentales de la
estructura nuclear.

Podemos concluir que el MBI-1 ha énriquecido en una manera im-

portante muchos de los trabajos tedricos en estudios de estructura

127



nuclear y que ha sido capaz de clasificar y unificar una gran va-
riedad de informacidén experimental.

Finalmente discutiré algunas extensiones gue se han formulado
de este modelo, qﬁe podrian ser utilizadas en estudios posteriores
de este trabajo, como por ejemplo, la determinacidén de espectros
de niveles par-non de las cadenas de isdtopos e isdétonos discuti-
dos. Una extensidn natural del MBI-1 consiste en hacer la distin-
cién entre bosones formados por pares de protones ¢ de neutrones.
Los constituyentes basicos del Hamiltoniano son los operadores s:,

+ + +

n' duv' dun' Esta extension del modelo es conocida como el MBI-2

(Arima et al, 1977). De esta manera se tiene NV bosones de neutrdn

S

Y Nn bosones de protdén y, nuevamente, los bosones activos son re-
feridos a las capas cerradas mas cercanas.

Una variante muy interesante del MBI-1 consiste en extenderlo a
sistemas nucleares con un numero impar de particulas. En estos ca-
sos, el nicleo es considerado como un sistema de bosones y fermio-
nes interactuantes. Los bosones representan de nuevo pares de par-
ticula acopladas a I=0 y L=2, mientras que los fermiones represen-
tan particulas no apareadas. El Hamiltoniano completo del sistema
es dividido en una parte bosdénica, una fermidnica y una parte "de

interaccidén":
H= HB + HF + HBF . (6.1)
La parte bosodnica H se fija con el requisito de gue sus eigenva-

lores describan a los nucleos par-par adyacentes. Por-  otro lado,

los parametros para la parte fermidnica pueden ser obtenidos a
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partir de consideraciones que involucran al modelo de capas. El
término Hm,contiene por lo comin muchos parametros por ajustar, y
generalmente incluyen interacciones de uno y de dos cuerpos sola-~
mente.

Es costumbre escribir el Hamiltoniano H_ en la siguiente for-
ma

t
H, z,zJFU [Qx(a xa

+ZA {[dfxd}“)) X{a+xa](0)](°)
‘;,)j bl 3

) I\jj,: rra’ x aj]” ) [a;‘, % ap e
t3, 3

(6.2)

donde d' Yy d son los operadores de creacidn y aniquilacidn para
bosones d, y Q es el operador cuadrupolar. Los simbolos d’ y d de-
notan los operadores de creacidn y aniquilacioén para fermiones; I
Y A son parédmetros. Las sumatorias involucran los valores de j pa-
ra los cuales existen orbitas permitidas para el nucledn no
apareado. Una hipétesis que se toma en el MBI-1 consiste en que
los operadores fermidnicos a+ y a conmutan con los operadores
bosdnicos. El modelo de bosones y fermiones interactuantes también
se presta a un andlisis mediante la Teoria de Grupos (van Isacker,
P., et al, 1984).

Otra generalizacidn del MBI-1 es la introduccién de un bosén g.

Esto tendria relevancla especialmente para niveles con energias de
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excitacién relativamente altas. Los niveles de energia mas bajos
son bien descritos por los bosones s y d. Sin embargo, diversos
hechos experimentales sugieren la necesidad de bosones con {=4;
uno de los mds importantes consiste del hecho de que valores para
B(E2) dentro de las bandas base en nucleos deformados no muestran
efectos de corte como se esperaria en un sistema en donde N es fi-

nito (Grosse et al, 1981; Ower, et al, 1982 y Emling, 1984).
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APENDICE A

EL METODO DE LA SEGUNDA CUANTIZACION.

En nuestro estudio del !MBI-1 se considera un sistema de muchas
particulas, en particular un sistema de bosones s y d, gue
interactuan entre si. En principio, la ecuacién de onda correspon-

diente resultaria de resolver 1la ecuacidén de Schrédinger no

relativista
2
h _éY(r,t) _ h 2 -
i ST v Ylr,t) + V(r,t)y(r,t) = 0, (A.1)

en el espacio de configuracidn de las particulas; pero resolver la
ecuacidn de Schrédinger mediante este método resulta dificil.
Existe, sin embargo, un método alternativo de resolver el problema
de un sistema de muchas particulas, conocido como el método de la
segunda cuantizacion. Dado que el Hamiltoniano mismo del MBI-1 y
demds operadores relevantes de este modelo (como los de transicidn
electromagnética) se expresan en este lenguaje, conviene presentar
un resumen de su formalismo y las ventajas gque presenta para la
solucioén de un sistema con muchas particulas.

Para comenzar, en el método de la segunda cuantizaciodn se le da
una nueva interpretacién a la ec. de Schrédinger:es una ecuacion
de campo para un "campo de materia". Y como tal se supondra que es
derivable a partir de un principio de minima accién. Es decir,

existe una integral de accién de la forma
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. ,
we [ e i, e, (A.2)
t
1

donde
2= [ Lo, i, t)de, (A.3)
es el Lagrangiano, L la densidad Lagrangiana, dr = dxdydz y la

integral para 2 es llevada a cabo sobre todo el espacio. La
funcional 2 debe ser tal gque la variacién de W con respecto a ¥
(con r y t fijos) con la condicidn 8y = 0 en t oy t2 da lugar a la
ecuaciodn de canmpo (A.l) (L.D. Landau, 1977, P. Roman, 1962).

Nuestro interés es ahora cuantizar el "campo de materia"
descrito por la ec. (A.1). La motivacion de proceder con este
enfoque surge de establecer una analogia entre este campo de mate-
ria con el campo electromagnético (descrito por las ecuaciones de
Maxwell). Es muy conocido el hecho de gque de la cuantizacidn del
campo electromagnético se llega naturalemente al concepto de
foton, de modo gue el campo electromagnético es interpretado como
un sistema de fotones. Con la cuantizacion de la ec. (A.l) se
esperaria entonces que el campo de materia descrito sea equivalen-
te a un sistema de muchas particulas. Dado que la ecuacién de
Schrédinger ya es en si misma un resultado directo de la Mecanica
Cudntica, al proceso de cuantizarla se le conoce entonces como la
segunda cuantizacion.

Para cuantizar (A.1l) se procede del modo siguiente: desarrolla-

mos la amplitud de onda (de materia) Y en términos de algun
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conjunto completo (ortonormal) de funciones hk;' en particular
estas funciones pueden ser las eigenfunciones de energia para una
particula que se mueve en el campo de fuerzas determinado por un

potencial V(r),

2
Hu (r) = - —— 9%u (x) + V(r)u (r)

ckuk(r) (A.4)
y como las funciones u forman un conjunto ortonormal completo se

tiene entonces

U(r,t) = Zj a (t)u, (t) (a.5)
ya que Y se considera ahora como un operador, los coeficientes de
expansion e son también operadores cuanticos (dependientes del
tiempo) 1los cuales actuan sobre elementos de un espacio de
Hilbert. las propiedades cuanticas de y estaran determinadas una
vez que las relaciones algebraicas entre los operadores a & su
vez se establezcan.

Como en el MBI-1 se estd considerando un sistema de bosones,

tomamos como axiomas de cuantizacioén las relaciones de conmutacién

[akla'z] = 6){2 (A.6a)

la ,a) =0 . (A.6Db)
t t

{a,,a,] = 0 (A-6c)
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donde a' significa el conjugado Hermitiano del operador a .

Consideremos ahora el operador
N = aIa (A.7)

del cual deseamos determinar sus eigenvalores, i.e., queremos re-

solver la ecuaciodn

N¢ =ngo , (A.8)
]
donde n_es el eigenvalor de N . Multiplicando (A.8) escalarmente
por ¢, se obtiene
+
(¢,a,a6) =n (¢,¢) =n , (A.9)
dado gque los eigenvectores de un operador Hermitiano son
normalizables. Podemos reescribir esta expresioén aun en la forma
. __ 2
n = (ak¢,ak¢) = a "= 0 (A.10)
dado gue (en un espacio de Hilbert con métrica positiva) la longi-
tud de un elemento no puede ser negativa. Por tanto, los
eigenvalores de n_son positivos.
Aplicando ahora sobre ak¢ el operador Ny utilizando las rela-

ciones (A.6) se encuentra que

N (a,@) = nag + (N,,a)¢
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o+ T
nkak¢ + ak¢

It

(n+ 1) (a/9), (A.11)

. : t ..
Por tanto, si ¢ es un eigenvector de Nk, entonces a es también un
eigenvector pero con eigenvalor n + 1.

De manera andloga, se obtiene

N (a¢) = (n- 1) (a,0), (A.12)
con lo que a&¢ es también eigenvector pero con eigenvalor n- 1.

Dado que el espectro de eigenvalores estd acotado inferiormente
(véase ec. A.10), debe entonces existir un vector de Hilbert ¢o
tal que a&¢o = 0. Entonces,

N¢ =0, (A.13)
es decir, ¢0 es un eigenvector con eigenvalor n = 0. Aplicando
sobre ¢o el operador a: se obtiene un vector ¢1 = a:¢o tal que, de
acuerdo a la ec. (A.1ll) ngﬁ1 = ¢1, es decir, ¢1 es un eigenvector

con eigenvalor n = 1. Continuando en esta forma se encuentra que

la expresion

(A.14)

es también un eigenvector que satisface la ecuacién
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Né = re. (A.15)
es decir, el eigenvalor de Nk es el entero (positivo) r. El espec-

tro de N _es el conjunto de enteros positivos
n =10,1,2,...,r. (A.16)

Al operador Nk se le llama operador numero de particulas. Asi mis-
+ .

mo, a los operadores a Yy a se les llama, respectivamente, opera-

dores bosdénicos de creacidén y aniquilacidn.

Para k#Z, los operadores Nk y Ne satisfacen
(N,N] =0 (A.17)

como puede demostrarse utilizando las relaciones de conmutacidn
(A.6). Los eigenvalores de estos operadores pueden, por tanto, ser
definidos simultaneamente; por tanto, es conveniente desarrollar
el espacio de Hilbert en términos de los eigenvectores simultaneos
del conjunto maximal de operadores N . Un vector de estado es cla-
. X
sificado entonces por el conjunto de eigenvalores Ny Nyyeeny
nk,...,i,e.,
[ hl = |n1,n2,...,nk,...>. (A.18)
El estado mds general ¢ es escrito como una superposicicn

lineal de estados como (A.18). El vector para el cual n = 0 (para
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toda k) se le llama estado base,

30 = |o',o,...,o,'.;.> 7 (A.19a)
y suponiendo gque estd normalizado, podemos escribir

<2®1e% = 1 (A.19b)
Para el estado base, es claro que

Nk¢ =0 (para toda k) (A.19¢c)

Esta propiedad define al estado base. De las ecs. (A.19) y (A.5)

se tiene que el estado base satisface la relaciodn
U(r,£)8° = o (A.20)

Un vector base (como el de la ec. (A.18)) se obtiene a partir
de ¢° por aplicacién repetida de los operadores de creacién. Por
tanto escribimos

1)“2_'_ "k,
2

_ +M '
) = C(a)) ‘(a <9 (A.21)
donde C es un factor de normalizacion, y para el cual puede demos-
trarse que viene dado

-1/2

Cc = (nI!n Leern 1eee) (A.22)

137



de modo que los vectores base (ortonormales) .son.dados. por

(A.23)

Consideremos ahora la interaccidén entre las particulas. Sea
F =Z £ (A.24)

donde ff; es el operador correspondiente a una cantidad fisica y
gue actua simulténeamente sobre las funciones de onda de las dos
particulas (a) y (b), i.e., wa(sa) Yy v wb(eb). En el formalismo de
la segunda cuantizacién este operador puede expresarse en términos

de los operadores aT y ax como (L.D. Landau, 1977, P. Roman, 1962)

2 _ 1 @, .t t
F 3 Z a376<aﬁlf |¥é> a,35%, % (A.25)
donde
<o |£® 7> = [[ uo (€ ug () £y, (615 (8,)d6,d8,  (A.26)

A +
En términos de operadores a,

interaccién de una sola particula

Yy a, un operador gque involucra la
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F(l) - z f(” SR ‘ e (K 27 e

es escrito en la forma

N
FY = z aB<a|f(ﬂlB> a,0g (A.28)
donde
8 _ . 1)
<lt®e = [ui ey, (g dg, (A.29)

Estas expresiones pueden utilizarse para escribir, en términos de

+ . . s . .
a Y a;, el Hamiltoniano correspondiente a un sistema con N parti-

culas interactuantes. Tenemos asi

+
N

o4
<dB|U(m|75> a a.a
L cars %8

+9%5 (A.30)

que es la forma gque posee el Hamiltoniano para el MBI-1 presentado
en el Cap. II. En esta expresién el numero de operadores de
creacion es el mismo que el de operadores de aniquilacidén, de modo
que las interacciones son tales que el nimero de particulas se

2 . .
@ es un potencial central, la correspondiente ex-

conserva. Si U
presion (A.25) debe ser escalar ante rotaciones y entonces es con-

veniente escribir (A.30) en la forma
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- 1y

L6, b 2

[¢B)]

+ + )
LRttt [[aex atl](L

Ly, (0}

x [ap, xap,, 171
(A.31)
Considerando un sistema de bosones que pueden ocupar dos estados

con momentos angulares cero y dos (£=0,2), el Hamiltoniano (A.31)

toma la forma indicada en la ecuacion (2.9).
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 APENDICE B

EL OSCILADOR ARMONICO EN CINCO DIMENSIONES.

En este apéndice se presenta un resumen de la solucidén exacta
del problema de las vibraciones cuadrupolares del nucleo, justifi-
candose asi las desigualdades (3.52), utilizadas en la reduccion
0(5)>0(3). Este problema fué analizado primeramente por A. Bohr vy
B. Mottelson (A. Bohr, B. Mottelson, 1953), al discutir las vibra-
ciones cuadrupolares de una gota de liquido desde el punto de vis-
ta de la Mecanica Cuéntica.

Las eigenfunciones buscadas estan caracterizadas por las repre-
sentaciones irreducibles de 1la cadena de grupos (3.47). Los
estados con momento angular pary mads bajo (i.e., para L=0) y N ®
arbitrarios fueron determinados por Bohr-Mottelson, lo mismo los
estados con momento angular impar mas bajo (i.e., 1=3).

Sin embargo, para estados con L,n,u arbitrarios, la solucidn
general, fué encontrada por Chacdn, Moshinsky y Sharp (Chacén, et
al, 1976) utilizando Teoria de Grupos. Concretamente el problema
consiste en determinar las eigenfunciones del Hamiltoniano de un
oscilador arménico en cinco dimensiones, que en el sistema fijo en
el cuerpo toma la forma
1 & 3 4 1

1,2
<] BT + 2% CZO(S) + Eﬁ (B.1)

con 020(5) denotando al operador de Casimir de 0(5), el cual esta

dado por
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— 2
sSin3dy

a 8 2 -1 2 :
—55~ Sindy — *Z_Ik L (B.2)

c,0(5) = -

Los eigenvalores de este operador son dados por u(u+3), con w
denotando a un entero positive. E1 término Ik=4sin2(7-2nk/3) estd
relacionado con los momentos de inercia a lo largo de los ejes

principales mediante la expresidn
B, = A1, (B.3)

Los eigenvalores del Hamiltoniano (B.1l) estan dados en términos

del numero n, (numero de cuanta) mediante la relacidn

(B.4)

NI

n, o+ g = 2n + o +

donde n = %(hd - ¢) juega el papel del numero cuantico radial. Los

eigenvalores de los operadores L? y L3 son, respectivamente
L(L+1), M (B.5)

Los eigenestados del Hamiltoniano son entonces representados

por el ket

» »

|npTiM> = F;“(B)Z ¢’f‘(:;) [D;K(B‘) + (-t D:_R(Bl)} (B.6)

donde s representa al indice que falta para caracterizar los esta-

dos del oscilador en cinco dimensiones en forma completa.

142



Estableciendo la ecuacién de eigenvalores del ‘Hamiltoniano
(B.1) se obtiene una ecuacion diferencial en B gque puede resolver-

se y cuya solucion normalizada estd dada por

5 2(n!) Y2 e stz 2 _a?
FD(B) ﬂ—'fTE:;;§7§7——l L (B )exp(-B7/2) (B.7)
donde Iﬁgyz(ﬁz) es un polinomio de Laguerre.

Para la dependencia en 7 y 8, se utiliza el hecho de que las
funciones D;(ei) constituyen un conjunto completo de funciones de
los dangulos de Euler. De las condiciones de simetria asociadas con
la eleccidén de los ejes principales se tiene que las funciones de

onda deben ser expresadas en términos de

1, K=0,2,...,L (L par) (B.8a)

K=0,2,...,L-1 (L non) (B.8b)

De esta forma, la udnica parte no conocida de la ecuacion (B.6]
es la correspondiente a su dependencia en 7.
Considerando la accidén del operador de Casimixr de 0O(5) sobre

los estados (B.6),
C20(5)(ndutLM> = u(u+3)[nduTLM> (B.9)

se llega a un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias aco-

ABTL
k(7) "

Bohr-Mottelson y Bés (D. Bes, 1959), estas funciones se habian de-

pladas para las funciones ¢ De acuerdo a los trabajos de

terminado en forma explicita solamente para los casos particulares
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con 1=0,2,3,4,5 Yy 6.

El método empleado por Chacdn, Moshinsky y Sharp (Chacodn et al,
1976) para determinar los eigenestados del Hamiltoniano (B.1) con
momento angular L arbitrario y M=L, consiste en construir polino-
mios en los operadores de creacidén y aniquilacién que satisfacen

las siguientes propiedades

nP(dl) = np(dy), (B.10a)
LP(d}) = O, (B.10b)
LP(dy) = LP(d_t_), (B.10c)
C,0(5)P(dl) = s(s+3)P(d}) . (B.10d)

La primera ecuaciodn indica que P(d*) debe ser un eigenpolinomio
del operador de numero (operador de Casimir de U(5)), y el cual es
también definido como

2
_ - Tt _ _
n, = TZ 1)'da_. =H-=- 5/2 (B.11)

(
-2

Yy due P(dT) debe ser un polinomio homogéneo de grado n, en los

operadores de creacioén y por tanto puede escribirse como

o+ + "a B d: dz dtu dtz
P(d) = (d,) " P ey o’ e (B.12)
d d d d
2 2 2 2

donde P’ es un polinomio arbitrario en las variables indicadas con
grado no mayor que n,. De acuerdo (B.1l0c) P(dT) debe tener momento
angular definido y maxima proyecciodn M=L. Finalmente, (B.10) indi-

ca que P(d+) debe ser un eigenpolinomio del operador de Casimir



CZO(S). En la construccidn de estos polinomios se emplea la nota-
cién (nd,L), llamada diagrama permisibie elemental (dpe) y el cual
denota el acoplamiento de nd fonones a momento angular L y con ma-
xima proyeccidén M=L. Los bloques fundamentales para este sistema

se indican a continuaciodn

2
(2,00 =) (-1)°F didft (B.13a)
T=-2
(3,3) = -(14/3)"? Z Z <2277’ |33><22TT’ |20 0>
i bgog T T
daldal,dl,, (B.13b)
(2,2) = (7)Y <2217 |22> did], (B.13¢)
’ TT
TT
(3,00 = (1)} ¥ (=% <22t )2-te> a'dl,dl,, (B.13d)
2T T T T

En términos de tales dpe’s se encuentra (Chacdén et al, 1976) que

los polinomios buscados pueden escribirse también como

P (dT) - (d.r)L—nd*anvZ?-C(Z 2)(2nd—L)/2 - 3T -2n1(3 o)‘E(2 o)nj
nd'r:Ln1 T 2 ’ ’ 7
(L par) {B.1l4a)
+ + L-nd42n1¢31' (2nd-L-3)/2 -3T ~-2n1
P (D) = (3,3)(@) (2,2)
(3,00% (2,0)™ (L non) (B.14b)

. . z .,
donde, para ambos casos, r,n],L,nd son restringidos a tomar unica-
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mente valores para los cuales todos los exponentes sean positivos.

Las ecs. (B.14) representan un conjunto completo, aungue no ne-
cesariamente ortonormal de estados con numero definido de cuanta
(nd) y maxima proyeccion de momento angular (M=L). Para valores de
M arbitrario es necesario aplicar el operador de descenso (I.._l)l"H
sobre los polinomios (B.1l4). Los estados (B.l14) no ccrresponden a
una antigliedad (seniority) dada, de modo que todavia gqueda por in-
cluirles el respectivo numero cudntico para su caracterizacion

completa.

Considerando los polinomios (B.14) para n, =, encontramos que

éstos no cumplen con ser arménicos, i.e., no satisfacen 1la
ecuacion
m _ * -
Z (=)"dd_ = (d'd)p(d.)|0> = 0, (B.15)
m

Para que se cumpla este requisito existe un método sugerido por
Vilenkin (Vilenkin, N.Y., 1968) y desarrollado por Lohe (Lohe,
M.A., 1974), el cual consiste en introducir operadores bosdnicos

sin traza definidos por

d: - (2,0)(2n, + 5)7" d_ (m=0,%1,%2) (B.16)

Q
s

donde n, es el operador definido por (B.1l) y (2,0) por (B.13a).

Usando las identidades

(2n, + 5)7d! = d (an, + N7, (B.17a)

it

(2n, + 5)7'd_ d (2n, +3)7", (B.17Db)
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. . . t = . B j
se tiene que los operadores a satisfacen las relaciones

o
(a,/a .1 =0 (B.18a)

y (-)"‘aia"_m = (an, - 1)2,0)° ¥ (-1)" dd_ (B.18b)

n m

Reemplazando d: por a: en los polinomios (B.14) y aplicandolos
sobre el estado |0> se tiene, de las relaciocnes (B.18), que los
estados correspondientes son nulos a menos gue n =0. Suponiendo
esta ultima condicién y considerando ademas n, =, se llega a los
estados

|sTL) = P (a:) | 0> (B.19)

STLO

los cuales resultan ser combinaciones lineales de términos de la
S . . +
forma dm dmw- dI ]0>, es decir, son homogéneos y de grado & en dm
A8

1 2
y continuian estando caracterizades por momento angular L.

. . ‘s t ot
Si se considera la accidén de y (—)mama o sobre los estados
S -

|sTtL) se obtiene, usando ecs. (B.18), gque
2 -1 2
(4nd - 1)7(2,0) Z d d |sTL)
m
_ _ym ¥ T +
- g: ( ) ama—m P&BTLO(am') IO>

= [P0l 1(4n? -1)7(2,0)% § (=) d_Jo>

=0, (B.20)
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y como el factor (4nd - 1)4(2,0)2 no es nﬁlo,rsé_sigue entonces
que los estados P“Uﬁ(af)|0> cumplen con ser arménicos, i.e.,
satisfacen la ec. (B.16). De esta forma estos estados corresponden
a la representacidn irreducible (v,0) de O(5) y [«0000] de U(5).

Como lo estados (B.19) son eigenestados de H, Cao(S), L? y L,
con eigenvalores s« + 5/2, w(s+3), L(L+l) y L respectivamente,
estos seran idénticos a los estados |etL) = }nd=u,u,r,L,M=L> si el
indice extra T (necesario para su caracterizacion completa) denota
el nimero de tripletes de operadores bosonicos sin traza a:
acoplados a L=0.

El nombre de bosones sin traza proviene entonces de la relacion
(B.21) ya gue la accién de la traza

y (-)"atat (B.21)

m -m
m

sobre los estados |stL) da un resultado nulo.

Introduciendo la notaciodn [nd,u] y ademds {1,2) = a: se llega a

-45+3T (24%-~L)/72-3T

fvTL) = [1,2)" [(2,2] (3,035 0>
(L par) (B.22a)
IU'CL) = [112]1.-‘&'31:[2,2](2U—3—L)/2—3t[3,3][3,0]rl0>

(L non) (B.22b)

donde los exponentes deben ser enteros no-negativos, por lo que se

cumplen las siguientes desigualdades:
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L-u+3Tz20, %(Zu—L)—BrzO, =0
(L par) (B.23a)
L-u+3Tz20, %(ZG—L—B) -3t =0, T=0
(L non) (B.23b)
o bien,
s -~ L = 3T =n - (L/2) (L par) (B.24a)
v - L s 37 s - (L+3)/2 (L non}) (B.24b)

que son las relaciones (3.53) que nos proponiamos deducir para la
reducciodn 0(5)>0(3). Estas relaciones indican gue para valores fi-
jos de 8 y L, los valores de T que las satisfacen toman todos los
valores enteros posibles entre un minimo T, & uno maximo Ty E Tye

Por esta razoén en lugar de usar el indice T se prefiere utilizar

un indice s definido por

s=T-T o+ 1 (B.25)

con s = 1,2,...,d(s,L), y donde d(s,L) = T, T, 1, el cual
denota el numero de representaciones irreducibles L de 0O(3) conte-

nidas en la representacidén irreducible (s,0) de 0(S).
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APENDICE. C
EL TEOREMA DE DRAGT
Teorema de Dragt: Si
P (d:,...,d:r) |o> (c.1)

8

. s 7 . . . .
es una eigenfuncion de un oscilador armonico en r dimensiones con

un numero de antigiedad (seniority) definido, esto es,

Z dld‘Pu(dj) [0> = 0, Z dla, Pu(dj) [o> = wp,(d)|0>, (c.2)
entonces

P (d))[0> = w'2%2 P (a) exp [-(a'a)/2] (c.3)
con

d‘; =1V (¢ - dm), d, = IVE (@ + im),  I=1,2,...,r.

es un estado normalizado con los mismos numeros cuanticos de la
ecuacion (C.1). A

Demostracion: Para el oscilador arménico en una dimensién se
tiene

(@) jos> = 7 T2 H (a) exp(-o?/2) (C.4)
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donde H es un polinomio de Hermite cuyos primeros términos son de
n .

la forma
B(e) =2"a" = 2" (D) a7+ .o (c.5)

Por tanto, para un oscilador arménico en r dimensiones se tiene

ZA d'l' "y (d S
e () (d,) o>
n 1 r
4
—rrd -t/ -2
2 Z A H (a)cH (o)) exp(-R7/2)
n‘ 1 r 1 r
I 2 U n n,oL.. A0 -g?
n 2 Z Anl.-.nr(qlx a2 or o+ ) exp(~B8°/2) ,
1 (C.6)
donde
n, +n2 PR +nr=g {C.7)

y donde los términos (:-+) en (C.6) indican monomios en o, de gra-

do menor que .,

Si el estado (C.6) posee un seniority dado, i.e., si satisface

Y adp@]o> = o, (c.8)
$=

entonces el polinomio con variables a es homogéneo con grado & y

satisface la ecuacién de Laplace en r dimensiones para o . Los
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coeficientes An " , en la ec. (C.6) deben ser tales gque todos

17277 r
los términos (+-') en dicha ecuacidn sean cero. Por tanto, podemos
escribir
P(dj) [o> = n““’*‘z“’zp(aj)exp(—sz/z), (c.9)

lo cual demuestra el teorema.
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APENDICE D
PROGRAMA DE AJUSTE PARA EL HAMILTONIAND MBI-1.

1. INTRODUCCION.

En el modelo de capas del nucleo es posible realizar cdlculos de
niveles de energia una vez que un conjunto de o¢rbitas de particula
independiente ha sido seleccionado y las posibles restricciocnes en
la distribucion de nucleones activos en tales drbitas sean fijas.
Para este tratamiento es necesario contar con los valores de las
energias de particula independiente y elementos de matriz de dos
cuerpos, que en muchos casos no es posible conocer de antemano. El1
problema se resuelve entonces mediante el procedimiento de
considerar estos niveles y elementos de matriz como paraﬁetros que
pueden determinarse a través del ajuste de los datos experimenta-
les.

Este método puede aplicarse al MBI-1 si se considera como pard-
metros ajustables a las interacciones de uno y dos cuerpos entre
los bosones. Sin embargo, ya que los limites de simetria exacta
discutidos en el Cap. IV estdn asociados a ciertos operadores que
son combinacicnes lineales de las interacciones entre bosones, es
de mas utilidad reescribir el Hamiltoniano del MBI-1 en términos
de dichos operadores. Esto fué el método que se utilizé en este
trabajo, y en particular se demuestra en el Cap. 3 gue el Hamilto-

niano del MBI-1 (ec. 2.9) puede escribirse también como

_ 2 2 R 2 2
H = klnd + k2nd + kaNnd + k“L + LSCZO(S) + kéP + k,]Q
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. 2
+ kN + kN, (D.1)

donde los dos ultimos términos contribuyen unicamente a las
energias de amarre y no son incluidos en la determinacién de las
energias de excitacidon. De esta forma se tienen siete parametros
por determinarse.

En este caso los parametros por determinarse son combinaciones
lineales de aquéllos relacionados con 1la interaccién entre
bosones, con la ventaja de gue los resultados que se obtienen por
este procedimiento se correlacionan con los limites discutidos en
el capitulo 4.

En este apéndice se describe el método de ajuste en general,
para posteriormente aplicarlo al Hamiltoniane presentado arriba
y mostrar la forma en que se determinaron los niveles de energia

de los nucleos par-par, considerados en el Capitulo 5.

2, CONSTRUCCION DE LAS ECUACIONES LINEALES,

Partimos de la ecuacidén de eigenvalores para el Hamiltoniano
Hy = Ey, (D.2)

donde cada eigenvector wp’ correspondiente al eigenvalor Ep puede
desarrollarse en términos de los estados de cierta base, ¢p

v = z a:p¢x' (D.3)

La ecuacién (D.2) puede entonces reescribirse en la forma
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matricial

iy B e M a1p a,
H . H a a
21 2n 2p _ 2p
= E
p : (D.4)
YO Y anp anp p=1,2,3,...,n,
donde Hkl denota los elementos de matriz de H con respecto a la

base de las funciones de onda ¢, donde ademas H, = Hﬂk'
Si denotamos ahora a la matriz de los eigenvectores axp por la

matriz ortogonal A, podemos reescribir (D.4) como

<AT'HA> , =Z

n
o' p Z a Ha, = ES (D.5)

1
- 1p e pp

Yy ya que H” es una combinacién lineal de matrices (en nuestro
caso de los operadores asociados con los distintos grupos) se tie-

ne

N
— X r
H, = y Ci %, (D.6)

r=1
donde c:} representa las matrices mencionadas, x_ los parametros
que se gquiere ajustar y N el numero total de éstos. Substituyendo
(D.6) en (D.5) se tiene

a Z (zx c* X, )alp = Ep, (D.7)

y un rearreglo de (D.7) conduce a un conjunto de ecuaciones linea-
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les simultaneas en los parametros x,” dado por

N PR RN
Y pPlx = E p=1,2,.../n., , (D.8)
r r P
r=1 -
donde
n
) _ r
R }: a, Z a, Gy - (D.9)

=1 1=1

Si ahora el Hamiltoniano se evaluia con un conjunto de
pardmetros que constituyen "la mejor suposicién", puede ser diago-
nalizado y sus correspondientes Ep Yy a;, determinados. La ecuacidn
(D.9) determinara entonces el conjunto inicial de coeficientes los
tb‘g) para usarse en (D.8). Substituyendo los parametros originales
conduce desde luegoc a los mismos eigenvalores Ep obtenidos en 1la
diagonalizacidn. No se puede esperar que los elgenvalores Ep
reproduzcan el espectro experimental, de modoe gque substituimos
ahora el lado derecho de (D.8) por las correspondientes energias
experimentales g'?! Y consideramos a los x_ como parametros des-

exp.

conocidos. Encontramos el sistema de ecuaciones lineales

Zi:lb“:’xr = E:f;' p=1,2,...,n (D.10)
donde los coeficientes b‘fl estan dados por la ecuacidn (D.9).
Se ha supuesto hasta este momento gue cada eigenvalor puede ser
identificado con una energia experimental.' De hecho en general
- s6lo algunos de los eigenvalores mds bajos de una matriz dada pue-

den ser comparados con las energias determinadas experimentalmen-
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te, de ‘modo “gue d&1as "R “ecuaciones (D.10) sélo un conjunto -
limitado puede utilizarse para la determinacién de los pardmetros
X% .
r
En el caso de que consideremos un conjunto de nicleos vecinos,
el numero total de pardnmetros N es el nismo, pero el numero de
x
ecuaciones gque deben satisfacerse aumenta considerablemente. Para
tomar en cuenta estas condiciones subtituimos el indice p (que

etiqueta los estados de la matriz) por el indice g que etiqueta al

conjunto completo de ecuaciones

z}::l b‘j’ x = E:Z; con @=1,2,...,N, (D.11)

Finalmente, si solo estamos interesados en ajustar las energias
de excitacién a partir del estado base, i.e., si no nos interesa
en ajustar las energias de amarre nucleares, (D.1l1l) puede
modificarse restando la ecuacidén correspondiente al estado base,
g=g , llegdndose

(¢]

Z,:’z‘l (b(‘r” - b(:o)) % = g9 - }:‘%" (D.12)
AEl lado derecho de (D.12) denotavéntonces la energia de excitacién
experimental del nivel q.

Debe enfatizarse que para encontrar una solucién de (D.12) que
tenga ‘sentido a través de un procedimiento de minimos cuadrados,
debe satisfacerse la condicién Nq>Nx (i.e., gue el numerc de nive-

les experimentales sea mayor que el de parametros por ajustarse).
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3.7 EL AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS.

Dédo el sistema de ecuaciones (D.11) (o equivalentemente el
sistema (D.12)), deseamos determinar los parametros X de modo que
las sumas del lado izquierdo de esta ecuacidn se aproximen a las
energias experimentales lo mds posible. En el método de minimos

cuadrados se minimiza la funcion

N

]
= x (@, _ olq) 2
Felan@ AT L) (-13)

como funcidén de los parametros X, i por tanto

N N

aF - q x (q) - (q) (@) _

axr - Z q=l(2 1=1 b 1 Xl Eexp.)b r 0 (D.14)
donde r=1,2,...,N . Esto puede escribirse también como

" " (@), (q) N (q) o (q)

q q - q q)nlq
z 1=1 Z q=1 b r by X = z q=1 b r Ecxp. (D-15)

donde nuevamente r=1,2,...,N . La ecuacién (D.15) representa un

sistema de N ecuaciones lineales no-homogéneas para los N pard-

metros Xy Xypeen X que puede resolverse para encontrar un nuevo

N !
x
1)

conjunto de parametros x .

4, EL PROCESO DE ITERACION,

Usando el nuevo conjunto (supuestamente mejorado) de parametros
x?) se calculan nuevamente los elementos de matriz para el Hamil-
toniano, que tras diagonalizarse conducen a un nuevo conjunto de

eigenvectores a . Con ellos un nuevo conjunto de ecuaciones
q
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SR . ' : . (q)
(D.11) es construido con  los nuevos coeficientes b: ., que
. (2) .
conducen por su parte a nuevos parametros x La través del proce-
so de minimos cuadrados. El procedimiento debe repetirse hasta ob-

(n} _{n-1)

tener convergencia, i.e., hasta encontrar que ooE .

El numero de iteraciones requerido depende desde luego del con-
junto original de parametros X seleccionados asi como de la dife-
rencia (Nq - Nx) entre el numero de niveles y parametros.

Una medida de la precisiodn lograda para el ajuste es la desvia-

cidn cuadrdtica media (RMST), definida por la relacion

i
Z ‘q (0 g, 172

=1 cal. exp.
RMST = (D.16)
(N - N)
q x

donde Egi y E;; denotan la energia calculada Yy experimental

del nivel i, respectivamente.

En ocasiones no se obtiene convergencia, debido generalmente a
que algunos de los parametros no son bien determinados por los da-
tos experimentales. Estos parametros pueden identificarse como
aquéllos gue tienen grandes variaciones durante el proceso
iterativo. En este respecto, existe un método llamado DCM (6 meto-
do de la matriz diagonal de correlacion), que permite conocer cua-
les combinaciones particulares de los parametros son los de mayor
importancia en la determinacién de los espectros.

Introduciendo la notacién B, = bf) (i=1,...,N_y q=1,...,NJ,

X el vector columna XY E el vector columna con componentes
A exp.

{q)
E q

exp.

, la ecuacioén (D.15) puede escribirse como
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B'BX = B'E (D.17)
exp.
y denotando a la matriz cuadrada B'B = F, se tiene
M By e )
z l:lFHxl = Z q=1quEexp. (D.18)
donde
N,
Fo o= BB, (D.19)
Si denotamos por bt (K=1,2,...,Nx) a los eigenvectores de F y

fh a los correspondientes eigenvalores, se satisfacen entonces las

relaciones

Z u%)F u(e = £38

ret k k& (D.20)

5 s e @2 ' (D.21)

El lado izgquierdo de (D.18) puede reescribirse con la ayuda de

(D.21) en la forma

Ve =5, 1T A (.22

k)

y multiplicando la ecuacidén (D.18) por Z ruxA y usando (D.20) se
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encuentra

() ) (k)
8 Fow x-=f X
138 rorli J k Z ] J
. (k) t ()
= Z uf 2 B Ee (D.23)
r q )
es decir,
_ (k) t . (q)
fkyk - Z“ r qurchxp. 3 (D'24)
donde
_ %),
y, = z) a (D.25)

Las y, representa combinaciones particulares de los paranetros
ajustables. Los conjuntos {xr} y {yk} son equivalentes para la de-
terminacidén del Hamiltoniano. Se puede demostrar ademds que el pa-
rametro Y, correspondiente al mdximo eigenvalor fk es el mejor
determinad; por el conjunto original de ecuaci;nes lineales
(D.18). Esto resulta de la matriz de correlacidn para la distribu-
cién de probabilidad de los parametros. Analogamente, para el
eigénvalor (siguiente en magnitud) fk estara asociado con el
segundo parametro mejor determinado Y, f y asi sucesivamente. De

2

este modec se pueden encontrar las combinaciones mds importantes

de los parametros originales para la determinacioén del espectro.
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4. PROGRAMA DE AJUSTE EN EL MBI-1.

Discutiremos el método descrito’en la seccidn anterior al Hamilto-
niano del MBI-1, ec. (D.1l). Utilizando la base |Nq#tLM> asociada
a la cadena U(6)>U(5)>0(5)>0(3)>0(2), para la diagonalizacioén de
H, es claro que solamente P° Yy Q° son no-diagonales y podemos uti-
lizar las ecuaciones (3.111) y (3.120) en la evaluacidén de dichos

elementos de matriz. Dichos elementos de matriz son

NL
p/p/ ,

= <Nn‘¢ t'L|H|Nn’ ‘s 't 'L>
d d
= [cn’ + Kn? + k.n'N + K L(L+1) + ko' (6 +3)
d 2 d 3 d 4 5
+ K {IN(N+4) - T (6’ +3) - 2n’ (2N + 1 - 2n’)
6|4 4 4 d d
5 '
4(N—nd)}
+ k. {- 26 (s’ +3) - %n/(aN+1-2n") - (20/3) (N-n’)
7 3 374 d d

+ ZL(L+1) - (14/3) ()%~ (22/3n))

8 (2n” ;
+ 3N(2nd + 5)}}°n;n;’5u’m”6t'n”

(kg §k7)[-%{(N—n;)(N~n;—l)(n;—u'+2)

1/2
S+ ' +5) } Shrn’’ s
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R

3vE

9

<ndw’t' "L]{3,0} 7w t 1> (=) "4

-5 +

n’d’n;d (6u"u’¢3 a@"u’n

+ 8 ,,

s -2 + ou“w’-a)'

(D.26)
donde p‘ y p’’ denotan indices gque dependen respectivamente de
(n;, s, t’) y de (n;’, g'’, t’'). En la ultima parte de (D.26) t’
y t’’ toman todos los valores posibles permitidos por las relacio-
nes (3.57).

La ec. (D.26) representa a los elementos de matriz de H para el
caso p’’ = p’. Esto es suficiente puesto que la matriz de H es si-
meétrica.

Es claro que el método de la seccidén anterior debe aplicarse
por separado a cada momento angular L en H;','p,,, y en el caso de

ajuste simultédneo de varios nucleos, la matriz B en (D.11) se

construye de acuerdo al siguiente diagrama

=L
b b b v+ b
11 12 13 le Nucleo N1
b3y by, byy szx
P41 2 Pz 7 Pyn .
bkl bk2 bk3 ka Nucleo N2
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by by T Pe3 by .
bml bmz bm:' e mex Nucleo N‘
b b b b
L=Ll' nl n2 n3 nNK
Nﬂcleol%
bn1 boa bps mex
ba1 bea bys qux
Nucleo Nl
b1 bro by o brlj
_ by ey bey o Py
L=L x .
B~1 b b b ... b Nucleo N1
ul u2 u3 uNx
bvl bv2 bv3 e bva
Nucleo N
by 1 by 2 by g Pyy !
q q q q x

Este diagrama nmuestra la manera construir la matriz B cuando
ajustamos simultdneamente Nq niveles experimentales con s diferen-

tes momentos angulares, pertenecientes a i nucleos.
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