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CAPITUl..O 1 

CAPITULO I 

INTRODUCC!ON 

En este trabajo se presenta el sistema de microcomputadora 

ÓYS para el análisis de la respuesta de siste~·as diné.micos 

si'!'ples de __ 1 y 2 grados de libertad. así como~par:_~~º~~ ;.-_~,~~á-Í·Í~-¡s 
de cimentaciones superficiales sujetas- a-Vib,O:_aCiC:>~~:~.~ _::'ar-mÓ~i~~S> 
o arb1 trnri as (sismos>. 

En el Capítulo 2 se dosarrol 1 a el marco la 

respuesta de sistemas simples,_ tanto par~-un Qrac:fÓ--d~ libert-ad 

<1-GDL> como para 2-GDL y donde se discuten los casos de 

vibración 1 ibre y forzada, 

En el Capitulo 3 se presentan los fundamentos teóricos de la 

respuesta de cimentaciones superficiales para maquinaria 

vibr~toria, partiendo da las funciones de impedancia que 

permiten obtener valeres de rigideces y amortiguadores a partir 

de las caracteristicas del sistema suelo-cimentación c;on 

éstos poder llevar a cabo •1 anólisis siguiondo las 

procedimientos presenta.dar. en el Capítulo 2. 

El Capitulo 4 compr er.de la re~puesta sísmica de 

cimentaciones super-ficialcs, se presenta unu descripción breve 

de las caracteristicas de un modelo propuesto para estudiar la 

intera.cción suelo-e~tructura para C}:citaciones horizontales del 

terreno de cimentación. 

En el C.:tpitulo 5 so muestra en forma general la estructura 

del sistema interactivo DYS, <programado en el leri~uje 

QuickBASlC; rcf. l > basado en la teoría eapuesta en los 

Capítulos 2, 3 y 4. 



cA·PnULo··x· -

El manual de usuario del. sistema DYS está. contenido'· .-en el 

Capitulo· 6·,_ en donde se inc~uyen ejemplos que ilustran el uso 

del sistema. 

Finalmente, en el Capitufo 7, se - cOnsi gnan las 

conclusiones de este trabajo 

Con el desarrollo de este escrito y del sistema OYS, se 

cumple con el objetivo fi jade cuando se decidió llevar a c•bo 

esta tesis: proporcionar una herramienta decante para la clase 

de DlnAmica de Suelo!::., de la Facultad de tngl:?nieria de la UNAM. 

Con lo cual se puede agili:;::ar el proceso 

ense;{an::a-aprendi:ajtJ cm una forma c:onsiderable dado que los 

fen6m~nos dinámicos se comprenden mejor cuando se ~studian 

diferentes alternativas. Est~ es un punto fundamental en el 

programa de microcornpt.1tador a ya que pre sen ta rcsul ta dos tanto 

numl!ricos como gráficos y con lo cual el alumno podrá comparar 

sus resultados con los dol progruma o bien lle\l.J.r a cabo 

diversos análisis para vist.1ali::ar las variaciones que sufre la 

respuesta de Lln 

c:ondici ones. 

si ~te:na o cimentad ón ante d1 versas 

DYS es útil pl\ra estudi 3ntes de 1 i ccnci atur"c.~ tlng. Civil o 

lng, Hec:anica inclusive), tanto en cursos bAs.icos c:omo en 

materias optativas, además en los primeros cursos de dinámica 

de estudiantes de Maestría y en el auxilio de profesionales 

para anal har 

cimentación 

preliminar. 

r~pidamcnte dlfercntcs al terna t.i vas de 

sistemas dinámi c0S-- en 1 as etapd.S de diseño _ 



CAPITULO tt 

CAPITU..O lI 

RESPUESTA DINAMICA DE SISTEMAS SIMPLES 

INTRODUCClON 

Para analiza~ la respuesta de un sistema sométido a 

vibraciones, en muchos casos y en forma muy satisfactoria se 

puede idealizarar como un sistema lineal de un orado de 

libertad, compuesto por una masa, un amortiguador viscoso 
lineal y un resort~ elástico lineal. 

De esta manera. se pueden aplicar las soluc::i.or1S1f - 0-é~ modelo'i 

mil.temáticos tradicional es para 1 ograr una:. a.~rox·~mación de (a 

respuesta. 

Conviene mencionar que en algunos' casos riO e~--~~·-".i{ldCte~ uso 
- ,- -~ ~ , -

de modelos de un grado de libertad y es necesario ~·emp1ear; 

modelos con dos grados. En e~te mismo capítulo se t~atan, ambos 

casos. Una ve:. que se ha representado el problema fi'sic:ó 

mediante un modelo, se procederá a ll~var a cabo el an~lisis. 

A continuación se discuten los cases más comunes de.movimiehto. 

HO\llMIENTO \llBRATORIO 

El movimiento armónico es el más ~imple dentro del 

movimiento vibratorio y _se describe materriAticamenta c:omo 

u = Csen <wt-4>> 2.1 

y en función del tiempo se ha representado en la figura 2.1. 

En donde le constante C representa. el desplazamiento m.1,.: imo 

desde la. posición de equílibt"io. La frecuencia circular (¡.) 

define la relación de oscilaciones en tórmínas de radianes por 

unidad de tiempo y ln f~ecuencia de la oscilación en términos 

de ciclos por t..tnidad de tiempo se obtif;'ne como: 

3 



CAPITULO JI 

2.2 

El tiempo requerido pQra que se lleve a cabo un ciclo 

completo Se llama periodo, igual a la razón inversa de -la 

frecuencia 

T = 1/f 2.3 

Resta mencionar al dngulo de fase ,P, el cual sirve para 

definir el tiempo de desfasamiento entre dos movimientos con la 

misma frecuencia pero los tiempos en los que ocurren sus 

respectivas C1mpl itudes m~u:imas difieren el uno con respecto al 

otro. En lü figura, </; indica el tiempo de referencia con 

respecto al origen (t=O>. 

Hasta el momento sólo se ha hablado del desplazamiento pero 

en diversos problemas pueden ser de interés tanto la velocidad 

como la aceleración, las que se obtienen a partir del primero, 

derivando respecto al tiempo 

Desplazamiento 

Velocidad 

Aceleración 

u = Csen <wt-ip> 

V = 1.1 

a = u 

wCcos<0>t-<t» 

-wzCsen <wt-lf>l 

2.4 

2.5 

2.6 

Otros tipos de movimientos que se presentan en sistemas 

físicos se muestran en la figura 2.2, siendo el primer tipo 

periódico, el segundo arbitrario y el tercero transitorio. 

SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD 

En sistemas de un grado de libertad para este tipo de 

análisis, la posición de todas las particulas del sistema 

pueden ser definid.3is por una sola variable para cualquier 

instante de tiempo. 

El número de grados de libertad do un si~tcma es igual al 

n~mero de variables independientes requeridas para definir la 

posición de todas las partes del sistema en cualquier instante 

de tiempo. 



CAPHULO XX 

VIBRACIONES LIBRES SIN .AHORTIOU.AHIEHTO. 

El sistema mostrado en la figLiru a.3 consiste en un resorte 

lineal cuya constante es k, un cuerpo de masa m, o bien peso W 

en donde m = W/g, siendo g la constan te de 1 a gravedad y 1 a 

constante k se puede obtener como la -fuerza en el resorte entre 

la longitud e1:pcrimentC1dcJ poi· el mir..110 pard dicha excitación, 

Para este caso ol grado de l ibertaci se refiere a que sólo en 

el sentido vertical pu~cle haber despl.az.amientos y que no se 

presentan giros. 

La solución del problema se tendrá a p~,rtir de un punto de 

referencia para el cual la fuerza en el resorte es igual a.1 

peso del cuerpo y se conoce a esta posición de equi 1 ibri o, como 

el desplazamiento estático mismo que se define como 

u
8

=W/I: 2.7 

Para obtener la ecuación diferenci.. al que rige el movimiento 

del cuerpo, se parte de la segunda Ley de Newton, en la cual se 

establece que la suma de fuer::as que actUan sobre la masa es 

igual a la masa multiplicada por su aceleración. Entonces si se 

despla:::a la masa una cierta distancia u medida desdo l .a. 

posición de equilibrio, el C!quilibri o de fLterzas se puede 

expresar como 

W - <W+ku> = ma 

el cual se pueda simplificar a 

ma + hu = O 

De acuerdo con los textos da Ecul.lc::iones Di -ferenci al es, 
·,-,, -' .. '".'. -·' 

solución de este tipo de ecuáciones os. 

u = Asenwt • Bcoswt 
,, ~~ - -- ', 

_,_--, 

dal tipo 

2.a-. 

2.ab 

¡.,. 

2,9 

de las en donde las constantes A "y B' "'Se'Jd-~ter.n1 "ª" en +unción 

condiciones iniciales: d_el -~~i.~~,~~a );.t ··¡., corresponde 

frecuencia circular natur-~1 del ~'istem".:a ~·aluada como siguel 

.. ¡ .. 

5 
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2.10 

La frecuencia ~atural y el.periodo del sistema se pueden 

obtener sustituyendo 2.10 en 2.~ ~ 2.3 ·respectivamente. 

Si se conocen la pos~ci6n inicial u<t=O>=uo y 

inicial v(t=Ol=uo enl6nces las constantes A y 

valuar comot 

A = uo/fJl 

8 -= uo 

la velocidad 

B se puedan 

2.11a 

2.11b 

Para cuando se presentan sistemas con más de un resorte se 

puede obtener una ccnstaíite equivalente de modo que 'Eli los n 

resortes están en serie, se obtiene a partir de la ~um•turia 

2. 12a y de estar en p'3i·ralelo será con 2.12tJ. 

ke = ---
1
-

t~ 1/kl 

ke tnkl 
l 

2.12a 

2.12b 

VIBRACIONES LIBRES CON AHORTIGUAHIEHTO. 

Si el sistema es capa= de disipar enerQia, ~e tendrá un 

sistema no conservativo, y se podrá modelar añ"adiendo al de 

1-GDL un amortiguador. Para efectos de introducirlo en un 

modelo matemático, s~ consider~ un amortiguamiento de tip~ 

viscoso, el cual produce una fucr:a proporciw11al ~ la velocidad 

de 1 a masa. Dicha p1-.:Jpor c:iona;idad queda dcflnida por la 

constante e CLIYC\S unic!C'rlPc. c.on F1L-'. 

Se mL1estra en la figura a. 4. 

El sistema con~iderado 

Partiendo nuevamentE? de la segunda Ley de Newton. se obtiene 

la siguiente ecuación de equilibrio 

ma + cv +l~u = O 2.13 

La solución que satisface esta ecuación se puede expre5•r 

como: 

6 



CAPITULO 11 

2.14 

en la ecuación anterior se han introducido dos nuevos 

parámetros, ( y ~d' mismos que se describen a continuación. 

Fracción de amortiguamiento critico ({l. 

Es la relación entre la constante de amortiguamiento y el 

coeficiente de amortiguamiento critico (Ce). 

( = e/Ce: 

Ce ;o 2""" 

2.15 

2.16 

Con base en el valor de ( se pueden identificar tres tipos 

de movimientos según la siguiente clasificación. 

Si ((1 el movimiento es subamortiguado, y se presentarán 

oscilaciones; este es el caso más camón en Dinámica de Suelos. 

Si (=1 implica que se tiene un amortiguamiento critico, le 

cual conduce a un movimiento sin oscilaciones hasta alcanzar el 

reposo en vibración libre. 

Finalmente si (>1 es un movimiento sobreamortiguado y el 

efecto del amortigL1amiento es tan fuerte que el cuerpo 

regresa a su posición de equilibrio cuando el tiempo tiende 

infinito 

Frecuencia angular amortiguada, c~d). 

Es la velocidad angular del sistema tomando en cuenta la 

influencia del amortiguamiento viscoso, la cual se pL1ede 

expresar en ~unción de w y ( en la forma 

2 .l 
O>d = c.>(l-{ )Z 2.17 

Los valores de las conslantes A y B se eval6an a partir de 

las condiciones iniciales resultando 

vibraciones lib~es con 

A 

B 

amortiguamiento 

7 

para el caso de 



CAPITULO U 

VIBRACIONES FORZADAS. 

Estableciendo la ecuación de eqúilibrio dinámico de un 

sistema como el de la figu,...~ 2.5, sujeto a una e>:citación 

exterr.a descrita como una función senoidal de amplitud Po y 

frecuencin circular de e!~citüci6n Wp 1 ·, se obtiene la ecuación 

que rige el movimiento. 

mi\ + cv + ~u :::: PosenWpt 2.19a 

Es conveniente eMpresar esta ;~~óffima ·'en'-- la--- forma 2. !9b, 

di vi di ende 2.19a poi". ,. .Y sustl túfendo .c/m=:?{t.> y l</m=r.>2 

cuya solución está compuesta por--la~ suma de la solución 

homogénea <para Po=O, ecuación 2•14J y la solución particular 

do la ecuac:ion <para Po=Ol. Las constantes de inteoración A y a 
no se valüan como en 2.18 ya que ahora está involucrada l• 

solución particular y en este caso resultan 

A = uo + 2C(/1 2.2oa 

B [vo + (wA - C0>p(t-/1'1 ]/wd 2.20b 

donde 

e~ Po[o-¡f,• + <2/l{1 2 ri 1:-• 2.21 

La solueiOn particul~r, es de tipo armónica con frecuencia 

Wp y debido a que en :.19 se tiene a la primera y segunda 

derivada de u<t>, enton~es la solución debe contener tanto a la 

función seno como a la coseno, es decir 

2.22 

Para valuar lus constantes C, y C
2 

se SUütituye 2.22 y SU5 

primeras dos derivadas re5pecto al tiempo <v y 

respectivamente> en 2.19b. Como resultado, después de •l~unas 

simplificaciones, se obtiene un sistema de dos ecuaciones c:on 

dos incógnitas. Rasolviendo el sistema: 

B 



CAPITULO U 

e, 2.23a 

'· ··:·?· 2.23b 
.. ,:,,~;·: - --~·:-'·('.:O:_~~;::· ';".7;'< "'··' 

s~~ti ~.uY~~~k-.:~~~-~·ijV~~-#x~.e~;:~~-::"4~'.,~2"; ;·-~<:~~~~~;~o-·_·~~-- resultado a 

la Sol"ucrón d:~\:í ~~~;-~¿~~~yOn}~~in~ºg~O:_~-~ _;:_~_e,;~· ~b~'i'~ri~ ~ ·:: 1-~:~~-sol-~ci !frl 
gt!ner.~.l " --~-y.·:.~,~/ 

u·< t, ~- ~ -:-~ ~,~~ -~~~-~n~i( \_Be·~~~ d t">:~;·+ ·· 

+ ~º [ <1-rti• + <2(fl>'ri [ u-fl'>'sen..,,, - 2(floos..,,,¡ 2.24 

En la ecuación anterior, el primer término representa la 

respuesta transitoria del sistema y el segundo corresponde a la 

respuesta establecida. Esta ~ltima tiene la misma frecuencia 

que la e>:citación aplicada per-o fuera de fase respecto a ésta. 

VIBRACION FORZADA. CARGAS ARBITRARIAS 

Para condiciones de carga arbitrarias es conveniente el 

empleo de la integral de Duhamel, misma que permite conocer la 

respuesta del sistema ante solicitaciones diversas, partiendo 

del equilibrio dinámico seg~n 

mG + e~ + l~u ; P<t> 2.25 

donde P<t> es una carga arbitria, funci6n del tiempo, por 

ejemplo la mostrada en la fig. 2.6. 

La sol uc1-6n de la Integral de Duhamel se puede obtonor 

mediante procedimientos analíticos o numéricos. En éstos hay 

diferentes métodos o esquemas de integración tales como: 

Simple, Trapezoidal o Simpson. 

La respuesti' del sistema se 

forma 

q 

puede escribir en la 

2.2ó 
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Sust i tuye_r:iCfo ~':1 e~f·a~~~ti'~a_·¡·ª" 
: ,,_ .. ' ·.' ··:.· 

~-~nM~~-~~~ . .td~~·:~ :c.~~·~ d~_sen .. dT 
'-_:l:i\.:.· ·..,.,,:~-

Se obtiene 

u<tl = 

2.27 

.. ,-~ -~--.: ·:·:~ ' '-¿.,' 

E5ta \\1 tima :.~·ct:.a~i·óO·-:Se pL\ede expresar como 
-- -~,_ - ~-e-·~.,,:-= -~-:·:~:::A:-~~~:~~ ~- " 

·.u<!>;~~ ~~t l i~d~~~t " B !tlcos-dt ·-en donde·-=--- --- -
2.29 

ACtl 2.29& 

1 l - wet~r> 
B<tl = --- f P (T)e < sen,./dT m .. 

0 
o 

2.29b 

Resoluctdn de la Integral cJ9 Duhamel con el mJ.todo Simpson. 

Para efectuE\r un proceso de integración paso a paso se 

requiere dividir el intervalo de tiempo de estudiÓ en n 

intervalos const¿\ntc~. Si deHnl.mos 

= t - t 
~ i.-i 

Entonces las intcgrnl es en ¡~,. ecuaciones 2,29 H 
. .. 

tra.nsforrnan en - - --o"----7--::_-_,, __ ,_ __ --'-""'º 

+ 4P<tl-ATlcosc.ld(tl-AT> e:xp(-(to>l.Tl -+ PCtllcoswdtl 2.30a 

t" [ <I:l~ .. '. + P(tL-2Ar>senWd<tl-2l>Tl )exp<-(w2Ar> + 
1

L L-t 

+ 4P<tL-ATlsenwd(tl-Ar>e><p<-(t.t.Tl + P<t1>senwdtl 2.30b 

10 



Las ecuaciones 2.30 ·pueden eMpresarse como 

<rJ'• + Fltl-2.l!.r) Jü + F<tl-l>.T)Ez + F.<tll ., ... 
<r>': + G(tl-2.l!.r> Jü + G<tl-ÚlE:z + G(tl) 

l-• 
en donde 

F <tl-L>.rf = P<tl-L>.r> coso>d (tl-L>.r> 

G <tl-L>.r> = P<t1-.1>.r> sene.id <tl-L>.r> 
Ez = 4e-<c.tAT' 

Et = e""<'4A.-

CAPITULO ll 

. 2.3la 

2.3lb 

2.32a 

2.32b 

2.32c 

2.32d 

Finalmente la respuesta paso a pasa puede ser valuada con la 

fórmula recursiva 

2.33 

Con estos métodos !3e evalúan los despla~amientos de sistemas 

de un grado de libertad ante excitación arbitraria en el 

sistema DYS. Para los otros métodos de integración se obtienen 

iórmulas recursiva~ más simples. 

SISTEMAS DE DOS ORADOS DE LIBERTAD 

Se consideran dos tipos de sistema~ de 2GOLi 

Tipo I, dos masas, un grado d~ libertad cada una, 

Tipo Il, un3 masa c~n dos grados de libertad; 

los cuales se ilustran en las figuras 2. 7 y 2.e 

respectivamemte. para el cr;1~0 en qL•C? no e;dste amortiguamiento. 

VIBRACIONES LIBRES, Sls:tt>ma tipo I 

En este caso los elementos que intervienen en el análisis 

son 1 as masas de cada cuerpo, m, y m
2 

conectadas por los 

resortes k
1 

y 1:
2

• Pnra e~t~ parte introductorid se desprecia 

~l efecto del amortiguamiento. 

11 



CAPITULO Jt 

Los desplazamientos de este tipo de sistema se dencta~_-u,._ y 

u
2 

relativos a a 1 .:\S masa mf. y m
2 

respectivamente, 

Al igual que en el resto de los casos ya anal iiado5:• s1! 

parte de las ecu~c:iones de equilibrio dinamice de mCdo·-·-qu~ 

ahora son dos ecuaciones, una por cada n1asa y se presentan a 

continuación con respecto a su posici 6n de reposo 

+ k u + k <u -u l • O f. 1 z 1 z 

mzªz + kz<u2-u1l = O 

La solución, u, y u
2

, es de. ,tipo· ar:_moni·c~_ 

u
1 

AsenLl>t 

u
2 

= BsenLl>t 

-m
1

Ll>2 Asenwt+k
1
Asenwt+k

2
Asenwt-k

2
Bsenwt = O 

-m
2
w2 Bsenwt+k

2
Bsenwt-lt

2
Asenwt = O 

2.34a 

2.34b 

2.3ba 

2.3bb 

Agrupando y simplificando se obtiene el sigüiente 11istema de 

orden 2 

(k + 1: - m w2
lA - 1: B = o • • • ' 

-k ,A + º' • - m
2

w
2

> B = o 2.37b 

Para una solución no trivial el determinante de la matriz de 

coeficientes del sistema :;:. 3b -debe ser igual a cero, de modo 

que se obtiene la ecuación llamada característica 

< k + k - m ,,,'¡ º' - m .,• l - k
2 

• O 
1 z 1 z z _z 2.:::a 

Al desarrollar y simplifícart 

k k -k m w2+1:2-k m c.>
2 -k m w2 +m m w'-l.2 

iZ12 iZZ2 Zl 12 2 
o 2.39a 

(IJ" <m m ) +w2 (-k m -k m -k m >+l. 1: .: O 
12 t22i121 12 

2.39b 

Dividiendo entre m
1
m

2
, resulta: 

12 



CAPITULO U 

De donde ·es- posib.le ~'b\:eri-~r~: .{os;·.·va16r'.es de 1as ·fre·cueñcfas 

natural e~ del -siste;ria -~~:.· y·_-(l)z.,'.· ~-cO~-~-e~po'~dÚ:i~ci~. la mE:iOor al 

modo fún.daffientaÍ::_. d~"; ~i b~·ac'i'.6h·. Y/la ·~~~yor.c a:~ 1 a .. ·frécuenCi a · del 

segundo modo- -~~-·'.~·L~'·_;~-:·c-. <~':: ''.-'· 

2.40 

Por otra.parte-se pu~den~·?bte~er: relaciones -_da amplitud a 

partir de las ecúaciones 2.37a 1 b 

k +k -m ~· k 
~ = l. . 2 l. = k -: f»i 

z z 

2.41 

Y por otra parte resulta que u
1
=8

1
coswt junto con u

2
=B

2
coswt 

son soluciones de 2.34 por lo tanto la ecuación general para la 

vibración libre de las dos masas es 

A senwt + 8 cos1,1t 
2 2 

2.42a 

2.42b 

En tal forma que al sustituir los valores de las raíces ~1 y 

w11 en 2.42A 19 se llega al sistema de ecuaciones que rige este 

tipo de movimiento 

u
1 

=· A:senw
1 

t + e:cosw
1 

+ A:
1

sen(¡)ut. + ·a:
1c:Osc.>nt 

u
2 

= A!senr»
1 

t + B=cosc.>
1 

+ A:
1

senc.>11 t + B~1 coswnt 

2. 43a"'" 

2.43b 

Para conocer el valor de las constantes en las ecuaciones 

2.43 se procede a partir de la condiciones iniciales y con 

ayuda de las relaciones 2.41, mismas que se presentan comot 

13 



A: = a: ___ k_2_ = 
A1 B1 - k -m .,• Rl 

J J Z Z.J 

--k-2-= R2 
k -m ~z 

2 z JJ 

CAPITULO 11 

2.'44a,b 

Se procede de 1 a- si,.~uiente "~·~nera 1 en 2~ 4'3A, B para t=O. 

u <O> • 
u, (0) 

B1+B11 

•• 
B~+B~1 1 o bien 

2.45a 

2.45b 

Con lo cual es posible llegar a resolver el sistem~ de do• 

ecuaciones con dos incógnitas y haciendo uso de Rl y R2, se 

pueden obtener en suma, 4 constante~, restando otras tantas que 
se valóan a partir de las condiciones iniciales de l~ 

velocidad, procediendo en forma similar. 

Por lo cual queda cubierto este planteamiento y ahora sw 

presenta el sitema tipo 2 de 2 grados de libertad. 

Sistema Upo a. 

Destacan en este tipo de sistema,. las dimensiones dE?l cuerpo 

en estudio, mismas que en los .otros planteamientos no se 

requieren. 

En las ecuaciones se introduce una constante de rigidez 

rotacional kr. Ademas se:~equieren los momentos de inercia de 

la masa (lo e Iz> para inic.iar el análisis de la respuesta del 

sistema 

lo 

lz 

m<b2+4H~> /12 

lo+ m~ 

2.46 

2.47 

Las ecuaciones ~~l equilibrio dinámico de las que se parte 

son 

2.48• 

Iza + ~' u z r 2 2.48b 
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CAPITULO 11 

Es ahora el procedimiento análogo al realizado con el 

sistema ai:iteri ar, de manera que suponi cnc:!o soluci enes· del : tipo 

V al sustituir 2.49a,b .en 2.4Ba,b 

-m1i8 coswt +-'I: S cos(l)t = mHcw2 B coswt i . h .i z 2.50a 

2 - , 2 
-11(1) e COS(.i)t + k B C:CS(l,)t = mHc:Ca> B coswt 

Z r z 1 
2.50b 

Se observa que al dividir ambas ec:uaciones entre cos(l)t y 

agrup~ndo-respecto a.9
1 

y B
2 

-e~ fácil plantear un sistema de 

des ecuaciones cuyo determinante de los factores debe ser igual 

a cero a efecto de eliminar la solución trivial. 

B~ (kh-m(&)
2

) - B2 Cm~cci> = O 

a_i-mfle<,,Zl + .e1 <k~-cizoh =o 

Y obtenielldo 1 a ecuac:l ón caracteristic:a 

-'. -. « 

' ' - , . 2 .·: z 2 2 " 
m(A) b - mw k; :~~ _Izkh(¡) -:.,+ "khk,:-.-.. m ~c<.tl '-~ O 

sus ti tuyondo' 2~ 4¡,: .. én. 2; 52· y slmpl ¡ flc:ando 

w~(loml - i/<~kr e> !~~{) ~ <k, =;~ 
Con lo cual es·-_pÓiibf~iob'tener'· 1a~'solución· de- la 

-"::- •' 

caracter-istiCa é.cmo ·'-

,,; 
J,11 2Iom 

2.5la 

2.5lb 

2.52 

ecuacion· 

2.54 

V se obtienen rele.c.iones entre las conS.tant."es: para poder 

reso~~er el ·sistema, a partir de las ec:uacié:me~-2.51 

15 



CAPITULO U 

Al BI 2 Au Bu mHcf.1>2 

2. = 2.. = 
rnHc:w1 = 

Rl 2. = 2.: ___ ,_, = 
R2 2.ssa,b 

A' a• k '-lu;.l Au B" k -1.,.,Z • • r I • • r u 

Asi se tienen las herramientas necesarias para llevar a cabo 

la solución del sistema siguiendo el desarrollo mostrado en el 

caso.tipo. 1 cuya solución ya fue descrita y a su vez, pueden 

- emplearst• las mismas ecuaciones generales de movimiento del 

sistema anterior. 

RESPUEST .4 EST ABl.E:CIDA COH .AHORTIGU.AHIE:HTO. 

En este caso s6lo se anali:a la respuesta armónica 

establecida amortiguada t~nto pjra el sislnma tipo 1 (tio. 2.Q) 

como para el tipo 2 (fig. 2.10>. t~ modo que se introducen en 

los modelos las funciones de carga armónicas y los valores dul 

amortiguamiento s~gUn se puede ap~eciar en las ~iQuras. 

Se presenta a cent i nuac: i On s6 lamente el 

matemAtico para el sistema tipo ., 

procedimiento para el sistema tipo 1. 

siendo 

Para el sistema ttpo 2, figura, 2.10, las 

generales· del equilibrio dinAmico son 

mu • mLB + khu +chú = PCtl 

<Io • mH.218 + mHcU + ka + e 8- =-: r1ú.f ___ -
• ·- S' ~ 

planteamiento 

simi1a.r el 

ecua.cienes 

2.Sóa 

2.:5ób 

~as solicitaciones externas, ya sean de iorma senoidal o 

cosenoidal, se pueden presentar'en forma compleja como 

Plt) Poe'"P' 2. 57& 

2.57b 

Las funciones que satisfacen el sistema conformado por l•• 

ecuaciones 2.S6 son de la forma: 

16 



u<t> = ~<wp)e~vpl 
9!tl = S!wplelvpl 

CAPITULO U 

2.saa 

2.58b 

donde Ü<wp> y 9cwp) son las amplitudes complejas del 

desplazamiento y del giro del sistema respectivamente. 

Por lo que al sustituir 2.57 y 2.58 junto con sus derivadas 

en 2.56 y dividiendo entre elvpl resulta 

[kh -wp
2 

+ iwpch]~ + [-wp2 mL2 ]S = Po 2.59a 

[~wp2mL2 ] + [k, - wp<Io + mL'> + iwpc,]B.= Mo 2.59b 

o bien 

ktU + lcu8 = Po 2.áOa 

kulí + kz9 = Mo 2.áOb 

donde 

l<J = kh -wp
2 

+ i wpch 2.ála 

kz k, - wp (!o + mL'> + iwpc, 2.álb 

ku = -wp1 mL2 2.álc 

o en forma matricial 

[ K] [ U] [ ¡; l 2.62 

donde: 

K Matriz de rigidez dinámica del sistema 

ií Vector de desplazamientos 
¡; 1 Vector de cargas 

La solución del sistema será 

2.63 

Efectuando operaciones se llega a: 

17 



Ü~wp> = KzPo -kJzNr. 
ktkz -~ .ku 

a <wp> ·=·.~:u; :'.:~:=~ 

CAPITULO JI 

2.64a 

2.64b 

Y' al: sustituir ·estos valores .. en 2~58:'.se;:Pueden conocer las 

· f~1n'.~-i ~í?.~~ q~~: .~~f 1 n-~n ~~ _despl ·~z_ami~~n·t~·::~. -~:t 1fi~o del sistema. 

'Si ei-. siStema-de car-9as-·_a-rr.\ó:~-iCó';_~~St·~:,d~·f-ini-do por fllnciones 

coserlo~· .. la. respuesta cofres~.6~d_i ert_~,,~~S·{~rÁ:~d~d·á PJ?r 1 a parte 

imaginarla de 2.58 

u(tt IM[;_¡<~pl~lvpl). 

Y para el caso de ser funci ó~. senpi~a,1, __ E!'Ol_Cmce~,~ es .1 a parte 
real · d.e 2. 58 

u<t> 2.6óa 

9(t) RE(B (wp) elvpl) 

Las ecuaciones 2.64 definen las amplitudes o desplazamientos 

máximos del sistema, en régimen establecido como función de la 

frecuencia de excit~ciOn wp. 

Las gráficas de ~ versus wp y 9 versus wp definen lo• 

espectros de respuesta del sistema. 

18 
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CAPrrvt.0 lll 

CAPITU...O III 

RESPUESTA DE CWE:NTACIONES SUPERFICIALES 
PARA MAQUINARIA VIBRATORIA 

En la industria es común encontrar diversos equipes como 

motores, generadores, compresores y turbinas entre otros, loa 

cuales generan vibraciones y son transmitidas a la cimentación 

y al suelo de apoyo. 

En estos casos se debe vigilar que la cimentación cumpla de 

antemano con 1 os requisito~ de un anal i sis está.ti co tradi cianal 

para posteriormente llevar a cabo el análisis dinámico y con 

éste determinar si 1 as vibrac:ionos son excesivas y causan 

molestias a personas o daños a estructuras o a la misma 

maquinaria, o si se encuentran dentro de los rangos permisibles 

y comprobar que el diseño de la cimentación es adecuado para 

el tipo de máquina que soporta. 

Algunos autores recomiendan ciertos métodos para reducir el 

efecto de las vibraciones tratando en todos los casos de alejar 

la frecuencia natural del sistema de la frecuencia de 

operación, evi tanda así la resonancia del sistema .. 

métodos quedan fuera del alcance de esta tesis. 

Dlcho5 

En lo que se refiere al tipo de oscilación qut? produce la 

maquinaria a la cimentación, son del tipo mostrado en la. 

figura 2.2a, que en última instancia se puede 

componentes armónicos. 

descomponer en 

Para modelar }t\S cimentaciones es suficiente en la mayoriel 

de 1 os casos plantear sistemas e qui val entes a 1 os vistos en el 

Capítulo 2 con la diferencia que las constantes de los resortes 

y amortiguadores ahora son tomados seglm las condiciones del 

terreno de apoyo Pn conjunto con la cimentación definidos en la 
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CAPITULO J:ll 

forma de fun~ de impedancia, mismas que dependen de la 

frecuencia de excitación 

del sistema. 

y de las características propias 

Todos estos criterios coinciden en señalar, gracias a 

observaciones analíticas y experimentales, que la rigidez y la 

capacidad de disipar energía de los sistemas suelo-estructura, 

dependen principalmente de la frecuencia de excitación, de la 

forma y profundidad de desplante de la cimentación y de las 

características físicas y mec:¿.nicas de les depósitos de suelo 

subyacentes. 

La función de impcdanci~ del sistema de 1-GDL sirve de base 

para establecer una analogi a práctica con las funciones de 

impedancia para análisis dinámico de cimentaciones rígidas. 

El uso de funciones de impedl\ncia para obtener la respuesta 

de cimentaciones lleva consigo la idealización del suelo como 

un material de comportamiento lineal. A pesar de que el suelo 

es un material claramente no-lineal~ las soluciones lineales 

pueden ser usadas en muchos problemas prácticos en los que se 

presentan deformaci enes peqL1eñas o moderadas si empre y cuando 

las propiedades de los suelos sean determinadas con criterio. 

La respuest~ armónica de una cimentación, o base, rígida 

apoyada en ~1 s1.H::lo µu;::d.:; dcr:.cribirs12 por s~i:. componentes de 

movimiento: tres desplazamientos y tres rotaciones, 

correspondiendo respectivamente a los ejes Xt y, y z según se 

puede observar en la figura 3.t. 

Para el caso de cimentaciones que poseen dos ejes de 

simetría en planta <x y v> e igual profundidatJ de desplante en 

toda el área, los modas vertical y torsional se encuentran 

desacoplados de otros modos de vibrar esto es, una fuerza 

vertic~l aplicada en el centro de masa de la cimentación 

produce solamente despla:amientos verticales, (w) y un momento 

torsional produ~irá únicamente rotaciones torsicnales, <~>, 
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CAPITULO XII 

mientras que 1 os modos her i zontal y de cabeceo a lo 1 argo y 

alrededor. de los ejes X o y están asociados con desplazamientos 

y rotaciones en los mismos ejes, u,8 o v,~ respectivamente. 

Bajo esas condiciones, el movimiento puede descomponerse y 

estudiarse analizando los diferentes modos de vibrar 

independientemente. Para el modo vertical, el sistema se reduce 

a uno de un grado de libertad (1-GDLl como el visto en el 

C~pltulo 2, figura Z.5. 

Para los modos horizontales y de cabeceo, trasversal o 

longitudinal, el sistema se reduc~ a un sistema de 2-GOL 

<acoplados) para cada uno de los ejes X o y, (figura 2.10>. En 

el caso de cimentaciones superficiales, o muy poco embebidas, 

los desplazamientos horizontales debidos al cabeceo y las 

rotaciones debidas a traslaciones horizontales son pequeñas y 

pueden despreciarse. 

lo anterior implica que esos modos pueden 

independientemente como si estuvieran desacoplados. 

anal izarse 

Si se asocia rigidez a cada uno de los 6 modos discutidos, 

la matriz de rigideces de la cimentación que relaciona 1 as 

componentes del movimiento con las fuerzas momentos 

aplicados, se puede expresar, incluyendo las rigideces 

acopladas correspondienle6, en le- forma 

[ K ]{u}={p} · 3.ta 

donde 

Kx Kxe o o o o 

rn l ¡~) Kex Ke o o o o 
o o Ky KY'I' o o 

3. lb 
o o K'l'Y K'I' o o 
o o o o K z o 
o o o o o K</> 

K = x8 Kex 1 K = 
Y'I' K'l'Y 
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CAPITULO :rll 

Si 1 a, cimentación es ,ci rCular.--c· o _(:uad~~da ·entonces se tiene que 

K =K =K ; K =K ,;K· ; K =K =K ; y K8 " =K.~ =Krh; Khr =Krh 
X y h . 8. 1P:. r .xS YV' hr " " 

Ccnsl dérese el caso de una cimentación rígida de forma 

circular·:, Con .. masa M y radio R sobre un semi espacio elástico 

como.se:muestra en la figura 3.2, sujeto a la acciOn da un.a 

fuerza armónica vertical, las propiedades del semiespacio 

quedan definidas por su densidad especifica p, relación de 

Poisson v y módulo de cortante O. La fuerza armónica vertical, 

especificada en forma compleja, se e;.:presa como 

3.2 

donde lA) es la frecuencia circular de excitación y P es la 

amplitud de la fuerza, ya sea constante, P = Po. o una función 

de~ P= PCt.>). El objetivo es determinar los desplazamientos 

verticales, w<t>, en la cimentación en estado estac1onario. 

El sistema asi definido puede duscomponerse en dos, 

separando de manera conccptualmrmte, la c:."ment ... "\ción del suelo 

de apoyo. La reacción del !:.uelo '.)t.bre la cimentdción 

r-esul tante de la prcci 6n de coritac:.to "n la 

es la 

interfaz 

suelo-cimemtación~ r<U. En 0$0::> t~rminos la ecuación de 

equilibrio dinámico de la cimentación puede e~cribirse como 

H w<t> + r<tl = PCt> 3.3 

Siendo W<t> l~ segunda derivada de w(t) respecto al tiempo. 

La ecuacfón :;.3 admite fuer-:as dinámicas de tensión entre el 

sueló y la cimentación; en la práctica estas fuerzas son 

compensadas por- las fuer=: as asociadas a los esfuer:os estáticos 

impu'estos por el peso propio de la c.imentac.ión. 

Por otra parte, la acción del cimiento sobre el suelo de 

apoyo,· es igual a r(t) pero con signo contrario, e implica que 

las condiciones de frontera, en el Area de contacto y fuera de 

ósta se satisfagan. La respuesta en el estado estacionario 



CAPITULO JJI · 

implica que las funciones r<tl y W(t) púedefi ex~resars~·,~ de la 

siguientes manera 

r <t> ~ R<w> 

w(tl= W(w) 

l wt e 
l wt e 

Las :funci enes R y W .son~ 

complejas de la reacción 

respectivamen~c;-. las> amplitudes 
del . suel~, y.-, del'··: d~~p1a~ami·ento · 

vertical del suelo en le. baso de la cimcntr.lción, dependientes 

de la frecuencia de Erncit.::..ción 1 w. La relación entre 3.4a y 

3. 4b se puede expresar corr.c 

W<wl 

iwt e 
iwt 

2 

La f\.mción ~:v define la relación fuer.za_-desplazamiento del 

sistema en estado estacionorío en cualquier instante t, la Cual 

es igual a la relación de amplitudes complejas respectivas. Se 

desprende 1 por lo tanto, que t~v es una func:i ón de 1 a frecuen.ci a 

de excitación, Kv= Kv<w>. 

La ec. 3.5 define el concepto de fLtnc.ión de impedancia, o 

rigidez dinámica, asocia~o con el ·sistema suelo-cimE?-ritación 

consider3do. 

Si se·~ustituyc 3 •. 5 en.::.::.;, l¿\ ecu"'ción que gobierna el 

movimiento se· P':JÓÍ::t::! e,~crilJir coffi0. 

H w<t> 

v>3."4~ eri. 3.6 •e obtiene 
,. 

SLtst i tuyendo ·¡; {t> 
. .," '·>:.' -·.:_\.": 

(- w2 M + kv ) 'W ("') ei;.;t './p .,!i.it' 
. '° ' .• 

Di.vi di endci ·~·Pc~:,:.'b~:;~.".:~éj·~i.::~~;'·:~:~i ~.~/: s~~:¡.i l ·~g~ a · l el·' ecuuci ón 

equi librio.'.c6·;..~¿.·~~~n_~-iorit~·~ ~~:..- bi'/~~~Í-ni':>.~·~ci ~a f'recuerlcia 
•. -':. ·'.~: ::· 

(- w
2

M + f(v ) IH.;,)' ~ P 

de 

3.8 
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De.SpC!'jando a WCW> de ·la última ~Hpresión se obtiene la 

amplitud de los daSp{~z,úJli~~tos 

3.9 

Fiñ-~1ment'::, s~~ti_~~tyC?rydo este resultüdo en 3.4b la respuesta 

del sistema.en elfdcm~riio.dcl tiempo pUE:"de expresarse como 

3.10 

El -p,-ob 1 ema ~u rczucil ·.e entonces en dos pasosz 

-.~-1)- EVal~ac:i""ón do l.:;. func:it.r. de irr.pedanc:ia del sistema. 

sU.elo-c:irnentación como función de la frecuencia de excitación w 

y las características dal si~tcma, excluyendo la masa de la 

c!~entación (M•O>; 

2) Cálculo de la respwesta del ~ístema resolviendo la 

ecuación de equilibrio ~.6 donde se incluyen los efectos de 

inercia de la cimentar.íón, y la función de impedancia. 

La i mpedanc:i a repn:rnenta una runci ón compleja de la 

frecuencia, la cual se pL1cde e:;prc:lar para cualquier~ de los 

modos discutidos anteriormente como 

I< Cwl • I< <w> + i ~: Cwl m 1m 2m 3.11 

donde el subíndice m, denota el modo de vibración. Para una 

cimentaci 6n circular m~ v (vertical l, h <horizontal), r 

(rctac::i On o cabeceo> y t Ctorsi ón>. 

La parte real de la funcitn refleja la inercia y la riQidez 

del suelo de cimentación. Lu p~rte imaginaria representa la 

capacidad del suelo de apoyo de disipar energía en la forma de 

amortiguamiento histerético. o~scomponiendo la parte imaginaria 

de 3.11, la función de imped.:inc:ia puede O>:pre>sdr.:;e en la forma 

K Cwl= K CwJ + i w C (w) 
m m m 

3.12 
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Para fines prácticos y en los casos en que el suelo de 

cimentación se idealiza de manera simple (caracterizado por una 

velocidad de onda cortante V5), resulta conveniente expresar la 

función de impedancia en términos de la frecuencia adimensional 

ao y como el producto de la rigidez estática correspondiente (~ 

= O> y un término complejo que define la variación de la 

f\.mci ón con la frecuencia. E°Jto eJ 

Donde K: denota la rigidez estática del modo m, 
frecuencia adimensional ao está definida como 

ao:::t 

3.13 

y la 

3.14• 

3.14b 

Siendo R el radio de la cimentación. En 3.13, el término 

complejo, se nombra parte din~mica de la función de impedancia 

1 a ;C.ual es dependí ente de la frec:uenci a. Las funciones km (ao) y 

e {ao) reciben el nombre de coeficientes adimensionales de m 
rigidez y amortiguamiento respectivamente, o rigideces 

dinámicas adimensionalos. 

La relación que gL1ardan los coeficientes adimensionales de 

3.13 y los términos de la función de impedancia en la forma 

básica 3.12 es simplemente 

I< (wl= Kº k <ao> 
m m m 3.15a 

e Cwl= Kº R 
(ao} -- e m m V m s 

3.15b 

Para el ca~o de una cimentación circular superficial sobre 

un semiespacio elástico homogéneo definido por p, v y G, 

Veletsos y Verbic <ref. 2) proponen las sigui entes 

aproximaciones de las funciones de impedancia de los modos 

vertical, herí zontal y rotacional (cabeceo): 

'27 



odo 

8üR3 

:ltl-v> 
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Tabla III,I 

los ·~~ei:ia;~tes'l;m:Y e~ se determinan con las siguientes 

expresiori~s-·~y -.de ·acuerdo a los· valores consignados en la tabla 

·~·~': ob~e~~-~c~ _de ·fa.referencia 2. 

ch = " 

!f! •• ~1· . 
"r = fl,f1~ . • 

1 ·+.((l.•,;>, 

(y za0>2 
1 -·r 1·-·~~~~~ 

« _1 + Cy
2

aol 2 

Coeficiente! V -0,001 

" o. 775 
f1• o.s2s 
(lz o.eoo 
f1• 0.000 
r• 0.250 
r• 1,000 
r• o.ooo 
r• o.eso 

V 

• r ªº • 

~0.:.:.1 

(1.6~0 

0.500 
o.eoo 
O.OCIO 
o.:.so 
o.eoo 
o. 000 
o. 750 

V .:;Q.451 ... -0,50 
0.6(10 0,600 
0.450 0.400 
O.BC•O o.aoo 
0.02:. 0,027 Tabla III.:Z 

- º·ººº - o.ooo 
- 0,170 
- o.eso 

El sistema OYS ofrece como opciones el análisis de los modos 

~ertical y hori:ontal-cabcceo, de forma tal que siguiendo estos 
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CAPITULO JU 

lineamientos se -obtiemm las funciones de impedancia 

correspondientes. 

Adcm~s el sistema ofrece la opción de an.il izar una 

cimentación sobre un estrato de espesor H, seg.in se puede 

apreciar en la figura 3. 3. El procedimiento es enteramente 

similar, salvo que las funciones de impedancia, dependen de la 

relación de Poi sson del suelo, del amor ti guami en to hister~tico 

del mismo y de 1 a rel ac:: i ón entre el espesor del e!::)trato y el 

radio de la c:imentac:iór. CH/Rl. Las funciones de impedancia 

c:orrespondient~s a este caso para diferentes HIR, l> y ( fueron 

calculados con los programas de elemento finito DHR/SUFLEM y 

DV/SUPLEM CGarcía Ran: 1989 • y bl. 
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FIG. 3.1 REPRESENTACION Of LOS SEIS GRADOS O! LIB!RTAD. 

m,Io 

f" 
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( ,G, y 

FIG. 3.2 ClhlENTACION SOBRE UN SEMIESPACIO 

n¡Io - . 
He 

H 

e,G,Y 

FIG. 3.3 CIMENTAC\ON SOBRE UN ESTRATO. 
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CAPITU..O IV 

RESPUESTA SISMICA DE CIMENTACIONES SIA'ERFICIALES 

Este es un tema que día a día toma mayor importancia dentro 

de la Ingeniería Civil dada la importanc:ia en relac::idn con la 

seguridad de 1 as estructuras. Para lo cual, .. han 

desarrollado ciertos modelos para el estudio de la respuas.ta de 

cimentaciones ante solicitaciones sísmicas. 

Las excitaciones sismi c:as son causadas por 

desl lza11i en to relativo entre pl ac:as continentales, erupc:i one1 

volci1nicas y en casos remotos por detonaci enes de explosivos de 

gran magnitud. 

Al igual que en el caso de cimentac:ión para maquinaria, en 

el caso de análisis si'.smic:o se entiende que el análisis 

dinámico de la cimentación se lleva a cubo una vez que ésta ha 

sido revisada para solicitacion[:s estáticas. 

Los movimientos del terreno prcvocoln en la cimentación 

cargas que dependen de la magnitud del sismo y se traducen en 

excitaciones que provoco)n una ·~·i braci On de los modos 

hor i :onlal -cabeceo de 1 e:\ c:i rr.enlacl ón, de manera que se pueden 

retomar 1 os tfiodel o~ y3 or-csPntildos. 

Es c:onveniente indicar que las condiciones local es del suelo 

influyen determinantementc en la ~espuesta de una ~imantación 

ya que el efecto de un sismo pllede ser diferente en estructuras 

iguale~ pero situadas entre si a una distancia relativamente 

cercana. 
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Perlado fundamental de depdsitos estratificados. 

Las recomendaciones propias del diseño sísmico de edificio• 

sugiere alejar el periodo de vibración d~ la estructura del 

periodo fundamental del suelo. Para obtener el primero existen 

varios programas de computadora c:omo el ETABS <ref. 3) 1 mismo 

que en b.:iise a la c:ofiguración geométrica del edificio así como 

de las propiedades de los materiales y condiciones de carga, 

determina los periodos fundamentales de vibración del edificio. 

Respecto al suelo se pr~scnta como opción del sistema DYS la 

opción de valuar los periodos fundamentales de vibración de 

depósitos de suelo estratificados (figL1ra 4.1> con los datos 

de cada estrato <p, G y v> para lo cual se emplea como 

subrutina, el programa EIOHES <García, Avilés 1 1990>. 

Para el e.aso de un sólo estrato se puede obtener el periodo 

fundamental según la siguiente fórmula 

T = 4H/Ve 4.1 

Respuesta debida a excitaci&n armdnica del terreno. 

La interacción suel o··estructura por estudiar en este 

capitulo, se refiere a la acción (fuerzas y momentos> que 

ejerce la estructura sobre el suelo cuando actóa el sismo y se 

tradu~e a deformaciones por lo cual el movimiento del terreno 

será diferente del que ocurriría de no estar la estructura 

sobre di e.ha suelo. 

Los efectos de la interacción suelo-estructura modifican por 

lo tanto 1 los periodos y amortiguamientos de la estructura. 

El peri oda fLmdi\mental de un sistema suelo-estructura, 

siempre se incrementa. debido a que el conjunto tiene unA 

rigide~ menor que l~ de la estructura desplantada sobrs una 

base rígida. 
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Re!specto al amortiguamiento de la estructura, resulta que 

puede incrementarse o reducirse. 

Perp es conveniente indicar que el tema es muy extenso y 
entonces se ha decidido en este escrito presentar de manera 

sencilla, bésicamente un modele de interacción suelo-estructura 

que se describe a continuación para toda inquietud de 

profundizar en el tema se sugiere consultar la referencia 5. 

Para fines práctic?s, se puede idealizar la interacción 

suelo estructura como una estructura de un grado de libertad 

con base rigid~ y parámetros dinámicos equivalentes, para ser 

empleados en un modelo que permite cuantificar el periodo 

fundamental efectivo T• y el amortiguamiento efectivo (•, en un 

modelo de una estructura equivalente cuya respuesta resonante 

sea la misma que la del ~istema re~l tanto en magnitud como en 

posición ante una excitación armónica estacionaria de la base. 

El modelo matemático empleado se puede observar en la figura 

¿.2. Está compuesto por una estructura con un grado de libertad 

en translación hori:Gntal, que se apoya en una cimentación 

superficial circular rigida con dos grados de libertad <modelo 

representado en la fig1..1ra 2.10), desplantada sobre 1..\0 depósito 

estratificado horizontalmente <figura ¿.1l, con base 

indeformable. En la realidad esta idealización no se cumple, 

pero r~~ul~e~ns de estudios de vibración forzada en un edificio 

típico de varios pisos con cimentación flexibl~ muestran que la 

hipótesis de cimentación rigida resulta adecuada para calcular 

la respuesta dinAmica de sistemas suelo-estructura. 

El grado de libertad de translación vertical de la 

cimentación se de~pr~::i a porque el componente de aceleración 

vertical generalmente es 

componenetes horizontales. 

pequeño con respecto a los 

Los grados de libertad correspondientes a torsión no se 

consideran; éstos pueden ser muy importantes en estructuras 

i rreC]ul ares. 
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Para la solución del problema se procede en fo...-ma 

completamente similar al caso del Capitulo 3, esto es, prirr.-"-<E!ro 

obtener las funciones de impedancia asociadas a la cimentac =ión 

en estudio y luego con éstas, calcular la respuesta estructu ... al 

del sistema idealizado con resortc.>s y amortiguadores. 

Con lo cual se pueda proceder a plantear el sistema de 

ecuaciones di ferenc:i al es que gcbi erna el movi mi en to del mod1al a 

con tres grados do 1 ibcrtad dado por 

' ·-· r> • ,._ 

[l'IJ {Ü<t>J + [CJ jU,<t> F+ [KJ {U<t>} = -u
9 

<t> {Ñ} """·::z 
:':___ -.... ~_.;;· :_ .,. . :'. '; 

"-~· dood~~-= ü <t > ~=~s-~_i-~ _:-a~-~1-.:iF ~ci·~~~--d~-1~- b~s-a~ento ~ i gi do; 

i,~}' = ~M~, M~+M~-, HaH~+HcHc~. as el vector de masa y 

{U<tl }T = {U•, Uc,. Se} es el vec:tor de grados de !iborlaad 

en donde U. es 1 a deformación de la estructura, uc .. el 

desplazamiento de la base de la cimentación y Se es la rotaci ón 

de la cimentación. 

Las matrices de masa 1 amortiguamiento y rigidez tlen-""en 

respectivamente la siguiente forma 

[MJ=[ 
M• M• M•H• 

] M• M.+Nc M•He+McHc 4-3 

M.H. M.H.+McHc M•H!+McH~+lo 

[C)= [ 
c. o 

~r J 
4-4 o Ch 

o o 

[K)= [ 
K• o 

~r ] 
o Kh 4-5 
o o 

La ecuac·i ón 4 .. 1 se puede resolver en el dominio de La 

frecuencia empleando la técnica dE- li. re5puesla compleja an L-. 

frecuencia, suponiendo un movimiento armónico Üg(t) = Agelc.l'l ..,.n 
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donde Ag es_ ~~ .. am~~.~tu~_- ~~-:-~~'-~C_~-~Efr~·c.i6n: 'di!~ b·asameOto, -.-e_n el 

estado estact6nari-~ jU(tl'} ;oc_ {U(~l-} -.,1"'' y por tanto la 

ecuación 4. 2 se reduce' a 

(CK(c.>l] + ic.>[C(0>l] - 1.2(MJ} jÜ(0>l}= - Ag {M} 4.ó 

La cual representa un sistema complejo de ecuaciones 

algebráicas que se puede resolver con cualquiei-'á. de los 

procedimientos de eliminación Gaussiana. 

Respuesta debida a excttactdn arbitraria. 

En el case de solicitación transitoria se_-Búed~ tratar como 

una combinación lineal de movimiento-~CarmóniCos--con diferentes_ 

periodos y amplitudes. 

El sistema DYS ofrece la opción de anali:ar la respuesta del 

modelo descrito para el caso de excitación horizontal 

arbitraria del terreno de cimentación. Para ello, la excitación 

del terreno se especifica en la forma de un acelerograma. 

Existen dos alternativas para solucionar el problema: a> el 

anAlisis en el dominio de la frecuencia, el cual implica 

transformar la excitación mediante transformada de Fourier; b) 

el análisis paso a paso mediante la integración dírecta de las 

ecuaciones de equilibrio mediante ~lguno de los 

conocidos <método de Newmark o método de Wilsonl. 
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CAPITULO V 

ESTRUCT~A DEL PROGRAMA DE MICROCOMPUTADORA 

En este capitulo se muestra la estructura del sistema DYS 

en forma esquemática. 

En el Capitulo 6 se presentan reproducciones de las 

pantallas que aparecen durante el empleo del sistema. 

El sistema inici~ ll~mandn ~l subprograma OYS dentro del 

cual el usuario puE>de selec:cionar alguna de las alternativas 

mostradas en la pantalla correspondiente al menú principal y en 

base a esto~ se cambia internamente a otro programa de modo que 

el usuario no tenga que llevar 

durante su empleo. 

cabo ninguna interrupción 

En los diagramas mostrados a continuación se hace uso de la 

siguiente tipografiat 

Tipo de letra: 

MAQ 
Opciones 
PT-t 

1 
nlenú anLerLor 

Se refiere a: 

nombre del subprograma o subrutina 
lo que aparece en la pantalla 
pantalla I l incluida en el Capitulo 6 
conector 
la opción seleccionada 

Estructura del Subprograma DYS. 

1 

I 
37 



CAPITULo-v 

Estructura del Subprograma DAVID. 

HEHU 

t 
Estructura de 1 a subrutina 1.:.GDL 

Introduccl de datos 

G)..._ ___ _.. .. Sel .. ccidn r de Alternativas 

kesultados 
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Estructura del Subprograma 2GDL 

·.· ... ~ 
....... • ·•·. Introduccl ~e datos 

.~S.eleccío de- Alternatluas 

Pre.sentacidn 

Estructura del Subprograma MAQ. 

i 
Selección del >-nodelo 

, .. ~-~··J· ·- --
Def1.nícídn del t (º dfe excítacldn 

@-----c~1.,cctdr d& Alt•rnauvas 
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CAPITULO V 

Estr<>ctur-a del Subprograma SISMO. 

~ 
NE.HU RE::iPU1iST A SISNICA 

Introduccll.. de datos 

1 
Interacttla Internamente con E!Gt.ES o PASSE 

perCodoa 
do 11 l l Lo• 

EIGMES 

reapuoala 
ea l a e l o narla 

PASSE 

t• a pu o ata 
llÍ g m 1 CQ 

PASSE 

twepuoata 
pGo o a paao 

PASSE 

@----'" Selt:-c-Ci n de .Alternatil..las 

Presentacidn 

Estructura del Program" ESCUDO. 

® 
1 

Resultados 

Escudo U.H.A.H. 

f PT-E'.SCUDO 1 

abaTº"'" 
SISíf:HA 

OPlRATIVO 



CAPITU.O VI 

~AL DEL USUARIO 

Se describe a continuación la -forma en que se debe usar el 

sistema DVS para el análisis de sistemas dinámicos como loa 

discutidos anteriormente en los Capitules 2 a 4. 

Previamente a las instrucciones de uso. se mencionan .alouno& 

de los requeri mi en tos del sistema, así como las caracter :í. stic~s 

y limitaciones del sistema. 

Requerimt&ntos del sistema. 

Se necesita una micrac.a.¡,µut.adora con 2:56 ~b de memoria RAM 

como mínimo y monitor de alta resolución para visualizar 

gráficos. Es deseable que el sistema de micrccomputadcra cuente 

con disco duro para hacer uso de manera répida y eficiente del 

si stama DYS, 

Caract•rísHcas generales. 

El sistema está compuesto por varios programas o 

subprogramas, La selec:ci ón de opciones se hac:e con base wn 

menl'.as de alternativas, 

Se ofrece como opci On 1 a creación de ar·chi Vos de resultados 

Cno grAficos) para uso externo al sistema D~'S, 

En el sistema DYS, no se hace uso de ninoún sistema de 

unidades en particular, por lo que el usuario deberA emplear un 

si stcma de unl dc:tdes con si stE!nte para el problemJ. en cuestión. 
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Li'.1n1taci'.ones. 

Si se desea anali~ar la respuesta de un sistema dentro de un 

intervalo grande de tiempo, o de frecuencia, es aconsejable 

llevar a cabo el análisis en varias etapas con el fin de no 

pasar por alto las característicasde de la respuesta dentro de 

intervalos de tiempo menores. 

La aparición de gráficos en la pantalla puede no ser 

instantánea y esto dependerá de la rapidez del microprocesador 

del sistema de microcomputadora que se utilice. 

En algunos casos y debido a las limitaciones del conjunto·de 

caracteres que manejcl el lenguaje Quid:BASIC se recurre a 

abreviaturas que fácilmente se relacionan con la notación 

empleada en los capítulos anteriores. 

IN$TRUCCIONES DE USO. 

Se presupone qL1e el usuario tiene nociones basteas de 

manejo de microcomputadoras por lo cual este manual emplea el 

lenguaje común en °"'stas y se entiende que el interesado sabrá 

iniciar una sesión en el equipo que empleará para este estudio. 

Para el empleo del sistema, se sugiere tener identificados 

los casos de problemas por analizar, así como los parámetros 

involucrados p~r~ ~cr ir.ln:J<.Jucidos como datos, de modo que se 

tiene qL•e visualizar todo esto con ayuda de los 

anteriores de esta tesis. 

capitules 

A continLtación se utili::a [•ET] para indicar que se debe 

oprimir la tecla retorno y PT-# hace referencia a la pantalla 

número # que se presenta en este Capitulo. 

El usuario debe inici~r la sesión, (una ve= que en la 

microcomputadora se encuentra el disco 7on los programas del 

sistema DYS) tecl ei'ndo DYS [•ET] Al pronto aparecerá un 
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CAPITULO VI 

escudo de la UNAM, (PT-a:scuool, y cuando termine de formarse 

en pantalla teclear [an]. Con lo cual aparecera el MENU 

PRINCIPAL, con las opciones de análisis que se muestran en la 

pantalla PT-t. 

De este punto en udcluntc, el sistema mediante monUs y en 

forma interactiva, solicitará del usuario la información 

necesaria para dofinir el problema que desea analizar, a.si como 

el tipo de rosultadot. qUF~ ro-quiere obtener. 

En el cL\so de que $e:?- desea abandonar por completo la sesión, 

se debe ir hacia nivel:<!is superiores de men(1s hüsta llegar al 

MENU PRlNClPAL 1 dentro do ~ste, alternativa 4 hace que se 

muestre en pantalla el escudo con el cual in1ci6 la sesión y al 

H nal izar [aET]. 

A continuac:i6n se presentan ejemplos para los casos más 

comunes de los temas e>:pue~tos antariormcnte. 

EJEMPl.O # 1_, Yibracid'n Ubre con un grado de libertad. 

Sea un sistema de un grado de libart~d como el mostrado en 
la figura 2.3 con m=l, kc:.1 y uo=l. 

En la pantalla: Teclear 

TAL COMO A,.ARECJC 

• 
AL l'INALIZAA ( Al:T) 
p 

Con 1 a anterior selección se retorna a PT-2 y se puede 
continuar con el ejemplo # 2. 

Vibración forzada con un grado de Ubertad. 

Para un 5i~t~ma como r:!l moz.t.rM1do cm 
k=10~ c~l. Po~l, wp~~, uo=l y vo=O; 
gráfica d~ despla=~rnientos durante los 
movimicinto. 
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la figura 2.S con m=5, 
se qui ere obtener 1 a 

primeros 20 segundos de 



En 1 a pant>l I a: 

PT·Z 
PT·d 

PT-4 

PT-7 

PT-• 

CAPITULO VI 

Teclear 

TAL Y COMO APARJECE 

2 

AL F'IHALl'ZAR ( RICT) 

" 
Con 1 a anterior selección se retorna a PT-2 y se 

continuar con el ejemplo # 3. 
puede 

Vtbractón forzada, carga arbi.trarta. 

Se desea repetir el problema del ejemplo # 2 definiendo la 
carga como si fuo5e arbitraria, para ello se define un archivo 
externo con la fLinción P<t>=sen3t valuada a cada 0.1 s. 

En la pantalla: 

PT-2 ..... 
PT·P 
PT-tO 

PT-tt 

PT·tO 

Con la anterior selección se retorna 
continuar con el ejemplo # 4. 

Teclear 

TAL Y COMO APAAJ:CE 

TAL Y COMO APARECE 

• 
AL. FIHAL.l'ZAR ( RET] 

d 

PT-2 y se puede 

EJEMPLO # '!.o Víbraclon Ubre, dos grados de libertad. 

Sea un sistema de 2-GDL como el mostrada en la figura 2.7, 
con los siguientes datos: m1=4, mz=4, hs=S, kz=5, uto"'2, uao=l, 
v.ao=l y vzo=O. 

Se desea conocer las condiciones del movimiento para 5 
segundos después de iniciado el movimiento. 

En la pantalla: 

PT-2 

PT-12 

PT•SS 

PT-•• 
PT•t9' 

PT-2 

Con 1 a anteri ar selección se retorna 
continuar con el ejemplo # 5. 
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TAL. Y COMO APARECE 
o 
AL. FINALUUA ( aET] 

'º 
d 

PT-t y se puede 
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EJEMPLO # ~ Cimentación para maquinaria vibratoria desplantada 
sobre un semtespacto. 

Sea un sistema como el mostrado en la figura 3.21 con los 
siguientes datos: m=58 1 Io~130 1 R=2 1 Hc=2.2, G=lOOO, ro=0.18 1 

(=O.OS, v=.33 .• con una excitación dada segón dlm•=0.01, 
d2m.=0.02, w=2 y •=o. 

Se desea obtener el espectro de respuesta para el modo 
de vibración horizontal-cabeceo. 

En la pantalla: 

PT-t 
PT-tP 

PT-ZO 

PT-2t 

PT-ZZ 

PT-23 
PT-Z:Z 

Teclear 

TAL Y COMO APARECE 

TAL Y CONO APARECE 

2 

AL FJNALJZAR ( RET) 
d 

Con la anterior selección se retorna a PT-t 

contiAuar con el ejemplo # b. 
y se puede 

EJEMPLO # {¡_, 
estrattftcados. 

Periodo fundamental de depdsítos 

Sea una estratificación como la mostrada en la 
con los sigientes datos: 

figura 4.2, 

Estrato Espesor Subdivisiones 
1 4 1 
2 27 5 

4 
3 
4 

p 
0.1::::; 
0.122:; 
0.122:; 
0.122:; 

G 
599 
688 

1480 
1480 

Se desea visualizar los periodos fundamentales de vibración 
de la estratigrafía. 

En la pantal 1 a: 

PT-t 
PT-20 

PT-21 

PT-Z2 

PT-ZO 

PT-l 

Teclear 

TAL Y COMO .APARECE 

.AL FINALJZAJl ( RET) , 
• 

Con la Ultima secuencia se abandonaría la sesión y la 
microcomputador a queda con el sistema operativo 1 i sto para uso. 
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l\1aJLIAD DI IHCDllIIIA, UllAM. DJHl'IS livid Y.aln hntilhn 

MIHU SJSIIMAS SIMPLES 

lespuesU de: 

SISIIMS DI UH Cl1JIOO DI LIBDTAD 
Uibracicn l ibN 
Uibracion ronada. (car.u aTMOnica.> 
Vihncion ron~a Cca.rg¡ ubitra.ria) 

SISIJllAS DI OOS CRAOOS DI L!Bti!AD 
IJibncion lihN 
Ui\ricion ilr*lnici tsbhhcida 

le-gnur a.I twnu print'ipal 

FAaJLIAD DI JHCDOillA, UHAM. DIHl'IS 

IHllODUCCJOH DI DATOS 

Stltccionu: 

DlvU hln SanUlha 

Misa del cuerpo 
Constant.t del NSDl"tt 
Constante de aJ110rli9u11titnlo 
Posicion inicial 

ffs2/JJ ... •! 1 

UflocidM inichl 

TiellWO inicial dP estudio 
Tiu.pa fiul dt •studio 

{ffL) ....... 1 
e <fsflJ.,., =? 

~~ H~s>:::::~; 1 

u m:::::::~: 1s 

Continuu si/110 <BIU? 1 

l\1aJLIAD DI lltCllfltllA, UHAM. DltmYS 

Crur uchiYo dt' rtsulbdos bhulados 
Condicionn plrliculuu pua un tir,.po 
Jesult.ldos tabuhdas de los desplulM1rntos 

•• " dt la 11tloci11b.d 
de h. ¡celtricion 

Cnflca de desplu~irntos 
'' dt velocidad 
" de aceler1.cion 
" Conjunb 

ltgrtSU l1 MUU anterior 

DHid Yalu Sltltilh11 

IICLIA !U OPCI !JI ! 1 

-·~~~~~~~~~~~--~~~~~~~~~~~ 
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CAPX'fUl.0 Vl .. 
'.¡;,•,<.- ·; 

DIHDYS D.wid Y.1.in Sinti.lhn j 

PT-5 

FA!llL!AD DI lltcllll1J11A, Ult\M. DlllD'IS David Ya&u Su.tllhn 

r

--·--rHTltfiTcc" n-H-orm·o s 
Masa del cutrpo " <Ts2ftJ ... "-'? 5 
ConstanU dtl resorte k O'/U,.,,,=? 18 
Consta.ntt dr a1'0r\igu.u.ient.n e tfsflJ,. .. =? 1 
Posicion inid.il Uo <LJ ....... =~ 
Urlotidad inicial Uo {L/s},,.,,=? 
lb.gnitud de la turna aplicada. P <n ....... ='? 1 
frtcurn~i~ ~e ªXlitacior:'I w¡ {nd/s}. .. =? 3 

! n:=;g }~~~t.1.l, !st~lY~'º lz {~~:::::::~; " 

PT-d 

L_ Continuilr si/no <IVl>? 1 

TACUL!AD D[ lllClllllJ11A, Ult\M. David h&tt San\il!U\ ! DIHD'IS 
PT-7 
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FAOJL!ID DI IHCD11Dl!A, UHM. DlliD'/S Divid Yl& .. s .. u11an 

l " ' R o D u e e 1 o K DE -rr, o s PT-• 

" (fs2/1J., .=? 5 Masa d!I cuerpo 
Constut.f del resorlt 
Const¡nlf de- ª"°rtigu&Miento 

1 (f/L} ..... •? 18 
e <Fs/U,.,,=? l 

Tle.11po inicial de ts'ludio U <s> ....... =? 8 

I~~~..r~t~ªl,'t1:~dio H ig:;::::::; ~1 
Continuar si/no (IVU! 1 

TIIOILllD IE lltGDIJDl!A, UH1R. 'Dltm'IS hvid h.&u s .. \illiO 

1 ~~t~~ ~~ i~~~~~ e~t.~~·te}i~n· en º""' in ne iva o en 
Cel'IO u 11~ el ucl1i1Jo de datos? KEI..PIH 
ttuifn de puntos ura derinir historia dt tlt9a? 41 

~trJ:dt~ f~t!;~ l sinple 
=:~~~ J: t~1~~ l. inr~~~dal 
cual se desea? 3 

Esh. eorrtct..o (1) o ninich.r uta introducclon CU? 1 
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CAPITULO VJJ 

. CAPITlA..O VII 

CONCLUSIONES 

Se pr~senta ,el $Í 5t.oma ·,inleracli vo do microcomputador a OYS 

pif\rci .. el ·análi.sis:~·de i~ 1-~spllcsla dinámica de sistemas simples 

de 1_.y ~ .tJr-~d~s·-d~_: ~i,~ert.at.I ')'de _cimentaciones superficiales. 

Las·caracteristicas m~s importantes del sistema DYS sons 

•Entabla un diálogo interactivo con el usuario. 

• Cu~nta con capacidad paru resolver una variedad importante 

de problemas. 

•Posee capacidC\d de graficac~ción automátican1ente. 

• Ofrece opciones p.:\r.3 .:;:1 co .. v archivos con reporte de 

resultados. 

La variedL\d de pr"'ob!c!!1L\!Z que pue>drm resolverse soni 

Andltsls de Sistemas de zODL. 

Vibración libre 

Respuesta 13nle c .. ,n;1a!.:i annónicas 

Respuesta a cargas arbitrarias, resolución de 1~ 

lnt.egr·cil de Dutianu:::l cun los 

Trapezoidal y de Simpson. 

Andltsls de Sistemas dt> ;,ODL. 

Valores y vectores característicos 

Vibración libre sin L1111orliguamienlo 

P.c~puesta armónica e:stablecida 

Cálculo di-' espectros de respuesta. 
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AndUsts dt..~ c:lmentaciones para maquinaria utbratoria. 

* Sobre un semiespacio 

Sobre un estrato 

Modo hori:::ontal ·cabeceo o vt::irtical. 

Cálculo de espcctr~s de respuesta. 

Andl1.s(.s; de los modos cortante-, (vectores 

carac:teristicos), de suelos estrat1.flcados. 

y 

Andl1.sts de sistema.a sueolo-c(mentacldn-estructura. 

Respuesta estac:i onari. a 

valores 

Respuesta a ci\rgé\s arbitrarias, (sismos) con los 

m~todos dal ~nálisis en el dominio de la frecuencia o 

de Fourier y m~todo de integración directa. 

Por lo cual el sistema DYS es útil para los alumnos de las 

asignaturas de Hecánicu II o Cin~mática Dinámica asi como 

para Dinámica de Suelo~ dQ la Facultad de Ingun1cri~ de la UNAM 

así como para los cur~os b~\sicos dE..• Dinámica de estudios de 

posgrado. 

Finalmente eute tr.:i.b\Jjo jluedc rclon1u.n:-.a ¡.H.tra incluir· o 

adapta~ rutinas de graficaciln ~sµcciul para pre~entar la 

respuestc:\ del sistema c.ei11 .Mdmació11 o si:!1·vir de bg...,e p.J.ra la 

croación de un Sistama E>:pcr'to por UJ~mplo para el análiaii. 

dinAmico.dn maquin~ria vib~~lori~. 
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