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El cor1c0ptc1 de cGpacio ~toduli nparece 011 g(~ometria ;1lg0bra1c~ 

en conexióil '-' pr0blemas ele cla:_;ificaci.ón de objetos alqebra1co 

geometricos. 

Dada un.J colección P.. d(:l objt.:<to:> en cJcom:::tría al<oJt:hr.t:.li.ca un 

problec1a rnodul i con~J.~;tc._J prlí:JP;:c {'n eucontrur una r::.lJ.uc.tón d(! 

equivalenciu adecl1nd~ 1?ntrc lo~ objetos (de t.al mnnerJ qt10 no fi0 

triviülic1; ni ::;o vu·~lva 1.1u:' cum;>lj_cado eJ probler;1c:. tle r?:itttd.i¿~r 

la::; el uses dQ 1.::~quj_vulr~11ci.::. (:('\ cJ1 j(~t.o:;} y G!.?CJUI~do en da1:1c-: nna 

estructura de varicciad al con]unt.o l\/J de clase[-; de ·~CJuiv;;.lJi::r1..:j íl 

algebro-geo~etricd ~ú los obj8tos. 

todos los casos mw fa¡¡1ilid :' de objeto:; G'_• A paramctri::adil por 

una VdriQdaü ;:, c;on:·J en de una coler;cion {··'- ~ .. } 
5

._;;
8 

de OUJC>t.os dt=~ /'\ 

tomados ~110 pot· cac~u s·~s de tal m2n0cu c1ue varien d1~ acuerdo ~ 

la estructura d8 s. 

siguientes: 

punto) es un cbjeLo unico de A. 

L 1 ) • -~ C::ist:c: una nu("i.)n de rel ución de P-qul valencia 

entre familias pnrawetr·izndas pnr s J.e ~tia se r·0dticc a J.n 

relación original ~i 3={pt}. 

una ~anilia par~metrizndn por s y 

·?:S'-•S un mor.-fismo 1~ntr:e \.rar:Lcdades entonC8f.; existe unu 

" familia rp X pi1r2rn1:tr.l:~ü.dt1 nor S: dondf~ 
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p¡¡ra todil s .. ,- s' . 

l\ 

por X. 

la famili ;i 1.t? llama familia inducida 

EstD operación satiefaco la propiedild funtorial es decir si ~ 

y~· son morfismos de vari0dndes: 

con :{ ~{ v:' fümilias 

parametrizadas por illguua variedad. 

Dada un¡¡ colección de objetos A y un¡¡ relación ctc equivalencia 

entre ellos supong¡¡mos c¡ue conjunto A/N de clases de 

equivalencia tienen estructur;i ele variedml, la r.trnl denotaremo::; 

por M, enVJnccs c:ada una famili~ X p;:¡rametrlzildit por una va-riedad 

s obtenemos el siguente mapeo definido ~or 

s[---• l\, l 
V r;c s y donde llé s] denoté\ el ase de e qui vu.lcncia de X s. 

Si ecte mapeo es un morfismo entre variedades, entonc<~s 

tenemos que la información de familins parametrizadas por una 

variedad s la podemor; manejar en forma de inforrnacj.ón de morfismos 

de la variedad s en la Vilriedad 11. H;:i[; aun, 110:; j n t"e;:c::;;i::_·.:; qu., 

haya una blyección entre familias parametrizadaa por s y morfjsmos 

de s en H. 

Sea ;:! ( ) el funtor contravariante de la cateqoriR de 

variedadns en la c;:iteguria de r.onjuntos, donde denotamos por ~(S) 

al conjunto de clases de equivalencia de familias parametrizadas 

por s. 

morfismo 

Si ~:S'-• s es un mor[ismo de variedades obtenemos un 

* ;) (·:· ) ,,,,,,, :';)' { s) --· 71( s 1 
) 

definido por [X ! 1--·· l.~ "x J 
* donde XE¿;/(S) [1' X] denota la clase de equivalencia de la familia 
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inducida (en lo que resta omitiremos los corchetes al hablar de la 

clase de una familia X). 

oasrrnvr,cro11 1. A. ·-Dada una v1.irieckd S= (pt} (conformada por un 

punto) tenemos una lJiyccci.ón V pt ,;5 (pt )--' A/o donde ,_ cada 

familia o~rametri~ada por pt lo asociamos la clase de la tibra 

la misma familia. 

el punto pt'), í-~l1toncéS ten~mo!.-; tin i.somorf:i.smo (L :pt'·--~ pt que 

hace el ¡¡j_guiente triangulo con~mt:atj_vo 

;~¡ (pt) ------ --- --· A/N 

;~~ ( pt' ) 

esto nos dice que no importa realmente que punto tomenos como 

espacio base, 'l abusando del lenguaje tenemos que ;3 (pt 

(aunque realmente son isomorfos). De forma muy semej cmtc tenemos 

la biy2cción "'pt :Hom(pt ,ti) --- M donde para .fEI-Iom( pt, N) tenemos 

que ept(/)=/{pt) (morfismo evaluación) que tampoco depende de 

pt puesto que tenemos el siguente diagrama conmutativo 

•? pt 
Hom(pt ,H) -----+u 

liorn(pt' ,M) 

donde t<(f)=f,a y que abusando de nuevo del lenguaje tenemos 

Hom ( pt ,M) =M, (aunque realmente .:.on isomorfos). 

DEFINICION 1.1.A.- un espacio Moduli fino esta formado por una 

variedad H y una biyección A. : A/N ---· M tal que 
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t ) Dada una familia X parametrizada por la varfodad - S 

tenemos el ruapeo 

definido por s f--• [X 3 J 

de till forma que "'x :J, ""x sea morfismo y donde [X 
5

] denota la 

clase de X" 

•t) Dada una variedad S 

1i ":;15 ( S) 
" definida por 

es una biyección. 

la é1plicacj_on 

I-Iom(S,M) 
,, . 
. X 

Sea 'f>: s '-----·-• s un morf ismo, te nomos que si XE:~ ( S) 
* 

entonces 

<R 5 ,(tP X)="''<?"x'"'''x'"' y por lo tanto el siguiente diagrama es 

conmutativo 

~ (S) 
ir! 

-----------~~-----· Hom(S,H) 

* 1 
1 

'P 
1 

(1 

1 

l 1 
'8 ( s 1) Hon1(S' ,M) 

,¡. 
s• 

donde (>(/ )=/ 0 .P para toda /EHom(S,M), obteniendo asi del 

inciso i t:) un isomorfismo natural ·Ji :;:i ( ) __ ..,. Hom( , M), de donde 

tenemos la siguiente definición. 

DEFINICION 1. 1 . --Un '"'f'ª",__,. rrc,d"t.di fins para un problema de 

moduli es una pareja (H,i•) la cual representa al funtor 73 ( ) • 

NOTI\ 1. 2. -- En la definición no hay la necesidad de aclarar de 

antemano que H=l\/N ya que para S={pt) tenemos la biyección 

'lipt:~(pt) -~ Hom(pt,M), y tomando en cuenta la observacion l./\ 

tenemos que 1-1=1\/N. Ya que ·~ es isomorfismo natural, el 

espacio moduli fino ec unico (salvo isomorfismo). 



Si 7j () es ta repn~sentado por ( M, •! ) , tenemos que Ji ( M) es una 

bi1ección ~'ntre ~(H) y Hom(H,H), por lo que J.a identidad 

lM<:Hom{li,H) :i.nd<H:Q une f¡¡milia U paramet.r1Zt\dd pur H tal que 

w M (U) =lw A esto f ami1 ia ia l l ;10;,.remo.:. la tami.lia u11J.v¿r:;;al. 

Sea X una faniilia paramctrizcJd;:i por s, entonces el morfismo 

lJ'>c:S -~ H, i11ducc~ el siguiente diagrama conmutativo 

8 (M) --------- ···--·-·--··• 
1 

'2 ( s) -·-------· 
ir) 

s 

IIOLl ( H, i1) 

j 
l ,, 
1 

Hom(S,tf) 

donde (i :l!OL1(H,H} f!om( s, H) estn def~nido por fi(f)=/•u'x 

teniendo asi ·1' s"'·'x *(U) ::c'llH (U)·'-'>:'* =111 ·''-'x' y por lo tanto 

* '-'¡;' (U) r~ X 

de donde obtenemos la siguente definición alternativa: 

DEFINICION 1.3.- Dado U:1 ;;:rob!o.!'1n de moduli un espacio de 

moduli fino consiste en una varicrliJcl H v una 

parametrizada por H, tal qus para cualquier 

parametrizada por una variedad s existe un 6nico 

L:unilia 

familia 

u 

morfismo 

u :s --+ H <le tal f:orna que la familia inducida es equivalente a X 

Resolver el problema moduli es por lo CJ''!1erul muy complicado. 

Por eso se introducen invariantes (como cera el grado, rango, 

dimension, etc.). Esto permite ver al conjunto A como la union 

numerable de subconjuntos 1\ . Por lo general es mas facil 



trabajar con estos subconjuntos, sin embarq0 esto no garantiza la 

exir,tencia del espacio moduli fino P<tri'l lec. subconjuntos A
1 

• 

iilé-1S d1.:LíJ,::~r; en lo df~iin'l.CJ_ou 1. ;.! , c:s Uectr· 0n vt:~·?. d"~ pQdlr una 

conrlicion universal P·J.ra familius .1 :i ha;·.·,¡;¡o;, p2.n1 .:;; . 

DEP:r:·JICIOH t. 11 .j\- Un c~spucio r;\oduli 11 c.-)ursen !o de!Jil} consta 

de una Véffied;id lí y una biyecc.ión i: A/" ····--·' ¡.¡ de tal forma que: 

r:) .-Dad;i una tami1ici i.: ;::ar-n:netriz2da por una variedad 

S t0ne!~oc el. raa~ao 

VY. ~:) -----"'> i\/11.• 

definido por sf---· fXG 1 

de tal que " '}, =\ '"x sea rnorf ismo y donr;e ¡:::.; ] denota la clase de 
X 

definida por 

de donde 

Q :'lJ{ 

t~ }.- Dad~ un~ variod&(i S ten~mos t111n aplicación 

•:is :~5 ( S) -----• Hom (f;, ll) 

r--.---··• i-· 'X 

obteuenos une trc.nr-; ..:ormac ión natural 

I!Olil( , M). 

~~~).- Cada vez que exista un~ N y 

una transformución natural 'I' :º8 ( ) __ .., Hom( ,t<) entoncer, exi~te 

6:Hom( ,11) Hom{ ,N} tal quo ~=~º~ 

De lil nef:!.nici6n ta1c,u1os que e1 conj• .. !nto de clases de 

equivalencia i\/"' tienen estructura de variedad inducida por 

identificación de las clases de equivalencia con los puntos de M 

(a traves de A. ) • De el inciso ii) obtenemos una 

transformación natural iii :~( )--··•Hom( ,H), ecco lo podemos ver de 

la misma forma que el isomorfismo nutural obtenido en la 

definición 1.1.Ati). 

Notemos que considerando la observución 1. A tenemos que ¡¡; pt 

induce una biyección entre A/v y M que coincide con i, de tal forma 



que tenenos la definición siguiente: 

DEFINICION 1.4.- Un esp:icio moduU. "coa::se" (o debil) esta 

formado por una variedad H y una transformación natural ~ del 

funtor ;<i( ) en el funtor llorn( ,;.ij, de tal fo1;mé1 que: 

i. ) • - ·1' pt es una bi.yecci6n 

i i ) . - Cada ve:~ que e:üsta una v;irir:•1i:id t' y una 

transformación natur2l ~:~( una 

transformacioE •':·:nom( ,t!) -----·• Uom( ,H) 1le tal forma que•!·=~"°'· 

Explicaremos lo m1tcrior 

mas geometrica. 

para obtener- una definición 

Sea N una variedad para la cual exista una transformación 

natural'I':'8() ___ _, Hom( ,ll), con~~idercmos la uplicación 1-•:M-----> N 

.-1 
dada por la comp:n;ición 1-=''pt'.:; pt (u;ta lJien deLi.uicla ya que ·lipt 

es biyecci n), y por i t) i:enemoi; que exir.;t0 una t.rancformación 

natural ''°':I-lomr ,M) 

siguiente 

Hom( ,N) _ 

Hom(pt,M)--

"" "" .¡;(pt)"-~ 

¿1 (H) 

e) (pt) 

Hom(N,M) 

l 
Hom(pt,H) 

/' 

/!>(pt) 

/ 
~(pt)=l'./ 

tenemos µ ='1• 0 '~ -l ¿.,¡ ( 1 ) y por lo tanto ~, es morfismo y 
pt pt H M 

coincide con e pt. 



Mas aun si tomamos una variedad s y 0tEHom(S,H) G(S)(e<)=l-1"'" 

esto se puede ver claramente en el diagrama conmutativo siguiente 

lk"'l"' 
"'M 1 

l 

e s 
---~--------to 

Hom{pt,H)-· 

Horn(S,N) 

l 
... Hom{pt,H) 

donde "°M y '°'N son las valuacioPes ele pt, es decir si º"'llorn{S,M) 

entonces <P 
1
_
1
(et) ="-' { pt) obt0nicndo lo que queriamor;. 

Entonces cada vez que tengaQos una tranRformación natural 

•l• :73 ( ) -> Hom ( , N) tenemo~; que .u:~·; 

podemos definir 9:Hom(_,H) ----... Hom[ ,N) 

aeHom(S,M) lo que nos pcrDite reúscribir ln 

sigue .. 

l~ e~; nn morfismo y 

con como Ei ( S) {'") =.uoCJ. 

defin:i.ciór, 1.1 como 

Definicionl.5.- Un espacio de moduli "coarse'' (o debil) para 

un problema moduli consiste eu una variedad M y tn1n biyección 
i .. :A/"' __ _, M tal que: 

t ) • - Pan1 r:ada f¡¡mili2 Y parametrizada por un¡¡ 

variedad s tenemos que n :S ---• n tal que v'x~'-º'-'x es morfismo. 

natural •1' :'Z:i { 
:•"'l'(pt)·;, -l:M 

L t ) • - Dada una variedad N y una transformación 

Hom ( , H), entonces existe un morfismo 

N. 

El tener un espacio moduli debil es lo suficientemente bueno 

para resolver el problema. En este caso no tenemos la noción de 

una familia universal pero si tenemos una estructur'l dP. variedad 

para A/tv. En cierta forma esta er;tructura en l\/M domina (por 

medio del morfismo u) a lns demas estructuras de variedad que se 
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le puedan dar al conjunto de clases de equivalencia. Tenemos 

que dos e!;pacio1; moduli debiles rnir;i un problema dado son 

isomorfos y tenemos l~ siguente propc1sici~i1. 

PROPSICION 1.6.- S'1«ll IM
1

,,..
1

) y (l·i
2

, ;~) ,o,.;pacic::: de moduli 

debiles para un p~oblema d 0 moduli dado, entonce~ 0xiste un 

isomorfismo ;.1 :HJ ..... , J. 

y por el 

inciso ti) de la dGfini~i6n 1.~ ter1emos que son raor·fismos y por lo 

Par.:i que un espacio de moduli deb:il r1eil fino er;te deb•" cumplir 

cierta;:; profJiedades ligada::; ü l,1 rclacióll 1JP .:~quí11alt~ncií1 dada, y 

as i tenemos 121 ;;iquente teorer.ui. 

'l'BOREHl\ 1. 4. - un espacio do 1;1cd1ll i. d;"bi.l ( H,·1) tés fino si y 

solo si cumple qua: 

í).- Existe unG tamilia u paremetrizada ~o~ M tal 

que u e·¡; -l (m) VmEM. 
m pt 

é e J. - P2r;:i cada pa¡_· dE f¡¡milias .•: y X• parametrL:i1dus 

por unu variedad s tenemos qu(~ ,,-v;~ ,r11 y solr.. si i 1 
1 

;'( ::<-' \.: 1 • 

suprayectivo. 

Supongamos que e:üs Le; uúü 

que u E'[• -l (m) Vnr-"M, sea 
m pt 

siguiente diagrama conmutativo 

fcoili;;i u parametrizada por !·I 

entonces tenemos 

tal 

el 



·!' 
H 

Hom(H,M). 

1 n 

l 
(! (S) ·-·-·---·-·------·--) Hom(S,H) 

donde (1(/)=Í"º pura toda /.o:-Jor1(S,li). Entonce~ tenemos que 

* ií!
8

o. (U)=lM•a::i::• y pc•r lo tanto·= C'S su¡ffay1ectivo. 

Para eJ inver:.::o [;ttpcngamos que ir es supraycc !:iva / sea 

1¡.fHom(H,M) entonce::; cc¡i:;te u::'.'<(!-1) t.al que ·:!(H)(U)=lH y por el 

siguente diagrama tcnewos 

* 

i! {M) ------·-------·--........ ___ , 
¡ 

* 

l 
7J { pr.) -------------> 

.;¡ pt 

Hom(M, H) 
1 
i 

1 p 

l 
Hom(pt,H) 

donde t es el morfismo inducido por la inclución y 'P es es 

morfismo valuación, y por lo tanto u e~-l(pt). m 
El inciso et l es equivalente a demostrar que;¡, es inyectiva y 

cuya demostración es trivial, pues es simplemente la definición de que 

w sea inyectivo. 
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CAPITULO DOS 



t>n e1;te capítulo estudiaremos uu ejemplo de un problema 

moduli. Las variedades que consideraremos serau variedades 

algcbraicns sobr~ 11: Jo~ ohjr~tos que trabajaremos son 

cndomorfismos de C'S!H .. n::ior; V(~~toriale:j de dimensión finita. bajo 

la relación do .~r:¡11iv:ilencic. de i::;omorfü;mo. 

moduli para los ct!tlo~\ 1)rfisn10~. 

objeto::;, paru lo cttal nor; gu;.ar<?t:10s ;1~ff l;: F'on.1éi c,;noni.c:-:> l~acionwl 

de lo:; ~ndomorfi~~mc1~;, dar<2t10~_; 8~Jpacio rtil)t~oJ ·i dc.;biJ para los 

endomorfismos diagonalizablcs (somislmples). 

Has adelante demor)trare1:10~; la cx.i:..;tenc.io t.lol <2~-;pdciCJ moduli 

fino para los endornor.-fismo:; .;ícU.co,;, y descril1in?1ao:c: ill conjunto 

de endomorfismos coP10 11112 un.ión de subccnjuntoé: doude cada 

componcnf·e tiP.ne un ,~::;pacio r.1oduU. ti.110. 

Consideremor; pareja¡; (V,T) dond2 V es un 0spnci.o 

complejo de dimensión n (finita) y T un endornorfismo 

vectoriul 

de V, 11i 

relnción de equivalencia C!S la de isomorfismo, es decir (V,'r) ec 

equivalente a (V',T' ), lo cual denotamos ~or (V,T) 

si existe un isomorfismo h: V·--> V' tal que 'l" ·· h'-'h' 'l'. 

(V', 'í'' ) , 

Ahora necesitmno::.; dar una noción de iarnili.u. parametrizada por 

una variedad s. Intuitivamente una familia de espacios 

vectoriales de dimensión n pararnetrizada por s es un haz vectorial 

de rango n sobre ::;, y un endomorfismo del haz es una familia de 

endomorfisrnos de las fibras, de donde obtencmoi:; lü siguiente 

definicion. 

DEFINICION 2 .1. ·· Una familia de endomorfi!im<>;.; dt~ ·~spacios 

vectoriales de dimension n parametrizados por una variedad s es 

unu pareja (E,T), donde E es un haz vectorial de rango n sobres y 

T un endomorfismo del haz E. 
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Diremos que dor; familias (E,'f) y (E' ,T') son equivalentes si 

existe un isomorfismo de haces h:E --~ E' tal que T'•h=h•T. Si 
~ * * t:P:s ----+ S 1 1;n;-:onC€:S / {g.'J1)=(C:..· r~/."'' T} E'S ]n fRm.i"tjn jnrlu~idi-1 por 

(E,T). 
11'0llcno~; t:odo Jj.~¡to pnru un problema moduli, ol cual 

denotnreL1os por ( E:Kl J , •• EJ re~0lve1 01 problen1n rnoduli 

significa e1icont::ar ·;•l espiicio modul.i fino {" C:e\lil), ~;in ";wb2.rgo 

PROPOSICIOH ~:. 3 ... Mo '"::i.ste ecpucio de modul·i. fin<) pilra los 

endomorfismos d0 espac:ios vectori~les da din1er1sión n. 

, sea S una va1·itjda.d y E uu bc.z no trivial de rango n sobre fi, 

entonces {In,lI ) y (E,lE) son familias no equivalentes (donde In 
ll 

es el haz trivial). y sin embargo inducen el misoo morfisno en 

Hom{S,M). 

E:> biL!n .;onocido que parCt toda n existcm ~; unu vo:.riedad, y E 

un hLIZ no trivial. 

Aunque es posible l"li tar este problema definiendo una nueva 

relación de equivalencia o restringiendonos a fa~•lias en las que 

el haz es trivial. 

siguiente problema. 

~in embargo en este caso aun tenemos el 

PflOPOSICIO!J 2. 4. - No hay espacio moduli debil para ( Enrl) n 

si n'= l. 

:TJe,r1ur~/,10ci-?n.. ·- supongamos que cidste una variedad M y una 

transformación natural de i'!{ ) en Hom( ,M). 

Para ; ... 2!f, consideremos el morfismo siguiente: 

(l : '!:. ----> Mmm (<C ) 

definido por t j-·---• Bt donde 

12 



Entonces ~~ste morfisa10 no~ rnpre3enta una fnmilia P~~(IC). A 

su vez la famili;:i F nos repres<ent<1 un morfisrno c·F.:i-lorn(K,M). Si 

t;!O tenemos que '"l polino1úc· caracU>ristico char(Dt l y <:-1 

polinomio fílir!.!.:no co:_¡¡~idc~n. esto es, Dt def:j_ne: un 

cíclico. ~i t~O entonces char(Bt)=char(B1 ) y 

tenemos qu0 Dt:_-:D 1 , (.\t; rk~cir :.·F(t)=:_;F(l) paru 

entonces tawbien para t=O. I'or cont inuicfod de 

e~Uornorf ismo 

por 1o tanto 

t=O y 

t-' 
E' 

:_·e tiene! 

que '·; (o)="~ ( 1) lo cual. no:; dice qne rJ 1 y B0 est.:m r<:pn::sentados 

por el mismo punto t:.-'.! H s.in emlH1~:~10 no r.;on equivalent(::S. Por lo 

tanto no puede c~istir el espacio moduli. 

llamado fenomeno del salto. l.c\ exü;tencia de este fc:iomeno es 

una de las r~zones principales par~ la no existencia de espacios 

moduli. Es posible tener unu fawil.i a F parametrizada por una 

variedad irreducible s de dimensión mayor o igual a 1 'l un punto 

So'-"S tal <JU,,; 

t). -- FS' F 5 , 

1: t). -· F .. .PF ,, so 

":/s, s'·~s-{s 0 } 

~j¡!so 

8n vista de este fenomeno por lo general vamos a 

restringir mas los objetos para poder obtener 

moduli. 

un 

PROPOSICION 2.5.-V:xiste una transformación 

ifi : i3 ( ) -> Hom ( ,'r: 11
) tal que .¡; pt esta dada por 

(V,T) f---> (aí, ... , a
11

) 

donde h- ('l')-xn•·a "n-1,_ ,_ e ur - .e 1..::\. ..•. ·ªn· 

ei;pacio 

natural 

XJcmqoVu:l.ci.sr,. •· Dada una familia (E ,T )E-;:5 ( s) existe una cubierta 
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{Ue<}e<GI de s tal que Elu.:. l~S trivíul para toda "".'l, 'mtonces TIUcx 

esta representado por una ¡;iutriz T•"Mnxn (!'.(o.e, l l col! entrudas en 

las funciones regulares en s y por· lo t;into porl0m:is definir 

localmente su polinomio carilct.('!i:;U"'º ccmo c:j91w: 

que es un polinomio d\~ rJrarlo n C(.1n cl_Pf:l~f i.cic~ntc~c en la::; funciont:!S 

regulares sobre u,,, y son indepetH;.: Fil Le:; dr· lü \:ri vial ización local 

dada, por lo que clE!r(T!u.:.<l y cl:,n-(•r!u,;.) coinciden en Uc/1U(i' 

lo que permit'" unirlos y "';:L<'!1d0r :¡,,, defirticion de polinomio 

característico loca u una definü·ió¡·, glc';;:ll o:'lteniendo 

con ª,;'"i\(S) (li\s funciones requlares :.:ubre !:>), y por lo t.antc• un 

morf ir,mo 

definido como s f----> (<C
1

(s), ... ,a
11

(s)) 

de donde obtenemos lu transforma.:i6n natural requerida. u 

Para encontrar un espacio mod11li para los endomorfismos 

necesitamos restringir los objetos, para lo cual tenemos dos 

opciones naturales. 

sea (V,T)E(End) y considerese su 1"•'01·:::.:; Canónica de Jordan. 

donde '\ = O o 1 



Primero pediremos que e i=O para toda i, esto uos determina a 

todos los endomortismos diagonal iza.bles, lo.:; que estudi.are!'los 

a continui.lción y qu<' denotaremos por (bndnla· 
Dada unn variedad S definimos 

En este cuso tener!:os qu2 tlo::-1 eudomorf ismo.s son inomorfos si y 

solo si tiene11 01 mismo polm10mJo caracteris ti co, lo cual evita el 

problema do l.a Proposicio11 2.~ y de ~sta form11 tcrlcmos la 

biyección 

dada por polinomio caracteristico. 

PROPOSICION ;~. 7. - ,.- n es e.spaclo modul i debil para 

Dcm.$;)/Aao.sn.. -S.:!a ¡¡ una varJccLnl y 1!' :;) ( )--•Horn( ,N) un2 

transformación natural, entonces tenernos el mapeo 
-1 ll .u =i·pt,,.;,. pt :'.r:: ·-~·-->'!~ y ynGrcmo5 cic:.io!~tr2r ']1JI? f-'R r.1orf iumo. 

Consideremos el mor.fis1;io r ·1!::n----•H (<C) dr:linido por · nxn 

donde diag(a
1

, ••• ,an) denota la mat~iz diagonal con entradas 

(a 1 , ... ,a>
1
), Gea D cu familia aGcciada. 

Definamo;:~ el morf:ismo 'r~·:1:n --~ ·Lt:. como sigue 

(\ l' ... ,} n) /--·-> ( L~,' ... 'tn) 

do11d8 n!l (" ' \-Vll-1.t yl1-l~. - .. i" l ~ -·. j_ 1 .• ~ ' 1 -- , ' 

simetricas de (\. 1 , .. · .:'· 
11 

l · 
Gea entonces 

+t 
n 

decil: lus .E unciones 

como (V,T):•I·-lpt'·:•(a
1

, ... ,an) es el cndomorfisJ:Jo diagonalizuble 

con en tr<idus ( a 1 , ... , ªn) podemos ver que ;;· =I· .. cn ( D) y por lo tanto <;.·· 

es morfismo, mas a11n puesto que .La;; .\ i ~;on enteras sobre 

~tt 1 , .. . ,c
0

] (p11esto que f;atisfuce11 el polinoG1io con CO(!ficientes 

t
1

, ... ,t
0

), tenemos que ~ AG (inito lo cual es suficiente 

para concluir que ,11 •2s morfismo i Ne\·1ste2.d ! . " 
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Teorema 2.0 - ~o el:~ste <~spacio moduli f ;_no P<• r a lo:; 

endomorf:ismo~ d1agonalizabies. 

:JJ<e..rri...:J·.::;.r~L.:~.:.u,n. - Der.1o~trarcmo3 que si n>1, cnto;ic~~D no exi.s te 

una familia (P.,'l')c~::1(1 ( 1Ln) t:a1 que si t=.(t,, ... ,t) 
~ ll 

char('r ¡-·''n 1 1· x 11
-

1+ -1'· l'!:to vi:;t.o r!n fortia t _,_ ··-1 · '· ·cll, 

tt;~ngamos 

<..:üter¡orica 

demuestra qw_, L.1 tr<wsJ:on1<1r:ic•n nat:ur¿¡l •f· de la pr<:•posición 2. 5 no 

es suprayectiva. 

Supongamos le CCijL_;_~ario, r;eu ( I·;, 'I') tal id!11il:".c1 .• Sea 

""'<C[t ,. 1 '·al cr_uc ri(O):!C· -.; c1·u•c Ja rc·stricc~_ón rlr' E ;:¡ ( 1-n . .,,= 1' · · · "n " - · , ·- 1 g' 
Ej (d:u) ~>C'1 tLJvivl, esto u1eu:prc lu ;Jodernos obtl?ncr ru0;; dado rF1 

g 
ha::: E sob1:c C

1
: L'·,:1 ~_;r~ U'~-:: 11 

VLC.:induc.i del 1.>:rn tr!l qi.11~ Et u Gea 

tri vial, en Lonces t1~n1.:-~f.10.:J qec U-\ U E<; c1~rrur.3.0, y ::;i to:i12mor: a g 

en el ideal I{U-\H) t)htenc~mos !e· (_;ur7- l 1.t.:1~i.tamos. 

TenGmos ent'.J!H.:e.s que .LLl rc.~t1.-1cci6n de lc1 fi]mJ.liíl {E ,'r) 

(<C 
11

) g es :i somorLl a ( :rn, 'I" l ( crm !
11 

el haz tri v .i.aJ.). y donde a 

a 

'I" 

la podcrno.~; asociar C".)1.l .l,"J matriz E de rixn con cntr:-¿~fld.S en 

11.(('rn¡ l='Clt ... ':: 1 (li:is tuncion0s rcgulcrros sobr2 (•Ln)g)' 
g· 1 1 1 llC] 1 

por lo que tenemos que existe r>O tr>. l c;ue grs.~.;:: [ t
1

, ... , tn 1 
donde i;{ es el común denomin;:idor d•0 las entradas de B. 

Sea T 1

0 , entonces por la manera en que esta detinida la 

familia tenemos q1v2 ch ar[~'' 
0

) =Yn, '! r:omo T' 
0 

r,?s diagonalizable 

concluimos que es el endornorfisrno nulo, esto implica que todas la 

entradas de qr.'3 ti.enPn ter::.i¡¡r,. L.uu::itant:0 CE1ro. 

Aplicando detenünante obtenemoi; el polinomio 

n r ( -1) det ( g E¡ 

puesto que det(fi) es igual a t
0 

por ser el producto de la diayonal 

de B (es decir, el prodncto ele todos 1..os valores propior;, quo el 

igual a 12 funcion simetric~ elemental de grado n de las raices.), 

Y por lo tanto concluimor; que dicho pal inom.i.o no tiene terminos de 

grado menor que n lo cual ec una contradiccion pues g(O)=O y 

por lo tanto tiene termino constant.>: distinto c'e cero lo que 

J.fj 



implica que necesariamente grntn tenga un termino de grado uno, lo 

que es u¡¡a contradicción y por lo tanto no existe una familiu 

lllliversril. Li 

Hasta uhor;..: ht:t10~; rc-ct1 inCJitlo nu0;:;tro~; ob·jr~to~; a aquello:::> rpHJ 

en su Forr:ia Canónica a,_\ aürdan ( .2CJ j tnviern .. n UH:.camcnt.t:) cc~ros 

debajo d0 la diagonal. 

( Encl
0

) e. 'l'r:IH'mnf' c;11e una 

familia de ~ndoraor·ti~1nos ciclicot; C!:: (E:'l')•::'8(sj p~1re:i la cual 

exj.sta tina seccion dr: E L.31 que v 1 '.11(•¡), •.. ,'l'n .. 1 (v} form2 1rna 

baG0 para Ec para toda s0s y donde v=~(s), denotaremos al conjunto 

d0 estas iamj_J.ids p0r ~~(~). 

Con.E ideremo::; ln farül1.a 

f----· 

en tone es Le.ue!li{Jb 

() 

J. 

·o 

a~.iOCiild3 

-a n 

al 

TEOREMA 2.9.- <C
11 es espacio rnoduli fino parn los endomorfismos 

cíclicos, donde (U,T)c es la familia universal . 

. D.: 1 r,:::.t.r•~-t,.~:r .·- sen (E,T}c/;'c(S) entonces e~riste una sección 

de E tal que v, T(v), ... ,Tn-l(v) turma una base para E
6 

para 

cada S'"S, donde poderno1; obtener unu. representación de T en forma 

matricial como 

17 



( o -a .n 
l 

o -a2 

l l -·al 

donde ªi'"A(S) ( lé1s fuuc.i_o11t!s regulan;Li) y este. detl~rminmia pt:>r .:. , 

T y la proposi cion 2. 5, de rlonde obtenemos el morf isrno a: S----•o:n 

definido por 

s ¡ - ·: ( a 1 { s ) , ... , ªn ( s l ) 

de donde conclu:i.mos que .:, .. ('U., 'l') (E,'r) der.iost.r.:mdo ,1si que •Cn es 

espacio moduli fino para los endomorfismos cíclicos. 

H0moc eucontrl.!do qt't:= en e j c~rtn for:-i0. los 

ciclico~ se portan lil·?jor qt~r? los tliaqonali~:ahlos. 

endomorf is1aos 

Pero uhora 

nos preguntamos que pasil con el resto de los endomorfismos, para 

que no existe el espacio fino. 

Con~iclurec1c!.-: .:•1 conj1:;ito ·:~'.--! ,,-_.f!lrJ --,.·-=(n
1

, ... 1 11r) tul que 

t 1
1 • - E n_. ::n con ~- :-..:J , ..... 1 r 

1. :. ) • - n, .. ¡\ + J ¡n!l'a 1: "l, .. , r-1.}. 

Para cada ,.,ccn denota!!lo:..; por r r:ndn )"' al mtbconj unto de ( Enr1
11

) 

descompocición T-ciclica de tal ql!e (V,'l')E(Endn)'·" si y :j::ilo 

V esta dada como 

V=\'l{'\·1/' .. ·'''Wr 
donde 1-1, es subespacio 'i'-ciclico de dinensi.ón 1l [Hoffman]. 

Tenemos que una familia de elementos de (End11 )~ parametrizada 

por una variedi::.d s, eé> una pareja (E,T)G°Z!(S) para la cual existen 

r secciones : 
1

, ... ~ r de E tales que 

una base para el subespacio ciclico 

i·, -l. 

{v, ,T(v,,), ... ,'l'' 

corr-esponcliente 

(v J} 
'· 

de E s 

sea 

de 

dimension n 1 , y donde v 1~> 1 (s). Al conjunto de clases de 

equivalencia de familias parametri~adas por s las denotaremos por 
ijw ( s). 

Sea (E,T)c~w(S) y (U~} una cubierta abierta para s tal que 

El U
0 

sea trivial, fl1I u,.:,( esta representado por una matri/~ 

AEHnxn(A(U,,.)) y si aplicamos el al9oritmo de Smith para calculo de 

factores invariantes [H0ffman) podemos definir estos localmente, y 

18 



igual que en lo Proposición 2.5 podemos extender 

definición a una global. 
n n -1 

1 j 

Sean P
1

/X)=Y +il
1

X + +a 
r 

1 
1' ~' -: 

P (X):::;~ 2 +u Xz 2 1·, -t-1 
1 

+ ... +n 
n +r1 

t. -;: 

,., n -! 

P._(X) =X r +a 
J. !1 ..... 

j 

,. 
A + .. ~+a 

• +11 ~1 n .¡.. ••• +n 
r--1 1 r 

esta 

los factores invariantes aso~iados a ln descomposición T-ciclica 

de E, corno sallemos P~+ 1 ir\ y podemos ciefini.r los polinomios 

n n -1 

+ ... ;b 
" -·T'I 

2 

q (X)=:P_(X)=-Xr+a Xr 
r t r11 -t·. ' +nr-1·+·1 

+ ... +a 
r, -1· •• +n 

j 

renombrando los coeficientes de ~(X) como 

ri -1 

q (X) =X ,. +h X i 
r n -Ji 

1 ¡ 

+ ... tb,., 
1 

+ ... +b ,-, -1·, 
1 

tenemos que dada una familia (E,T)E~{S), esta determina una 

aplicación 
n 

( b, ' .•. ' br, ) : S --4 <L 1 

1 

la cual es morfismo puesto que las bi son funciones 

de s. 

De esta forma obtenemos la siguiente propocición. 
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PROPOSICION 2.10.- existe una· natural 
r, 

'1>:7;() ---•-Hom( ,!f 'J, de tal formil r¡ue 1:·pt: es biyección. 

:D.:.r;co-o-1/l,.u;.,,,n. - Solamente falta demo:;t:rar que 9 pt es biyiección. 

Es inyecti.va puesto que l¿¡ Forniu Canónica Hi.lcional es úni.c;i, y 

por lo tanto ta.mbj_(~n Jos factoref: j_nv,:::rl.1¡1tc;: "/ ;::n conce('·uenc j d 

sus cocientes. 

2ara demostrar que oe cumple la t~11prayectividnd únicnmcnte 

tenc:mos que fijarnos en que Pt ( ~ J =ri1 • ... • qr, donde dada una n1 ·-aua 

( b
1

, ... , b ) tenro'L1os que qc (X) es c:l p:1.l inomio de 
nl 

ri -t1 

igual a X:. i. .... t+b .z"i_-",_~1- 1 + ... +b 
n -n +1 n r. 

1 1 1_-1-1 

grado 1\ -nt +l' 

es 

distinto de cero e igt!al n uno en c.1co contrariG. ~ 

,., 

Consider1:.:mt1s \::l J:H.1l'fisrnv 
- 1 -

:'·'·· ·---<Mmm('L) que le asocia a 

una n 1-cda la matri~: c;n forma canónica ¡:-.1cional i.lSOciada a los 

factorc~s invur·l_¿nte:; r:1!:.;ter.!i.'Jo¿; coG.10 2:.:1 la. ?ruJ;;osj.1.,;ión 2 .10 1 y sea 
), 

(U,T)wA~~(C 1
) la familia asociadi.l n cst~ mortis~o. 

tenemos el siguiente teorema. 

TBOllEHi\ 2 . 11 . - '.C es espacio 1uod11li fino para 

(U,T)w es la familia unive~sal. 

Entonces 

( End 1 ''' n' r 
donde 

JJe<i1§:J//'..ru::>cm • - sea (E, T )·~;>)'''" ( s) tenemos que exit;ten :-
1

, .. .. :. r 

secciones de s con las cuflles pnrlA~!0S defini.r lo~ ~~ct0res 

invari~r1tes P 1 , ... ,P~, y con 0stos )·J!~ p0l~.non1ics q 1 , ... ,qr 

obteniendo asi el morf:ismo 

(b
1

, ••• ,b,., ) :S ---···., 1.: 

:;on funciones reguJ.nres, 

" 

,-, 
'· 
·¡¡ .. 

familia inducidu (b
1

, ••• b,, ) (':l,'1') (E, 'J") . 
1 

de tal forma que la 
a 

NOTA 2 .12. - Lo que hemos obtenido es Un.'l descomposicion del 
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conjunto de endomorfismos como union disjunta, donde para cada una 

,,. ~'·tas componentes existe el espacio moduli fino. 
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