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O INTRODUCCION 

Et ohjt!livo est'nciaf del pre.unte trabajo es presentar una 
demosfraciÓn lo 1nás ,,;eJtcil/a 'J direcla posible de la prop;edod 

meulanle de /a fran.~¡or"'ª"'º" !<?_9/stica. 

La /ogísfica es una fran5fOl'~HacioÍr Ct>nl/nua del úrfervn/O 

UHi/al"iO en :si 1ni~mo , con una represen/acioh oncrl1'lica bas
tante sinrpte pe~o r¡ue :>in embar30 es usada nmpliamen;c 
en sis temas dina micos para qemp/¡ficar ,,;ifuaciones caof;cas. 

Caos en el sentido de movimiento irregular en :>isfe"'as 
defermin/sficos ha . .5ido observado en una 9ran variedad de 

sisfe1nas f1'6icos !/ ·especial atención .:se le ha dado a- sis
temas en los cuales 1nediante {a var;ación de un pamme

tro se obtienen rufas 9ue llevan a estados caóticos. 
Cofflo t;jempfo podemos cilar el !Ja ¡amo:m arhéulo de l'lay 

(1976), en donde .se ana/;zo. la transformacio'n 7ifx)=~x{1-x) 

!J se ob/;encn regímenes caóticos euanda se hace variar e/ 

po.ráml!!lrD A • 

En general, las trans¡ormaciotres conf/nuas 'l"e van de 
un intervalo en si mismo estan .siendo oijeto de znvesli9a
ci0Ír en fa actualidad ( véase por '!/emplo el frahor.Jo de 

Collef g Ecktnann [5] ) debido a 9ue las /leraciCmes de 
éstos mapeos son los '!femplos más .sünples .!/ mÓ.5 rioos 

de sistemas dinámicos !! en donde destaca Holohlemente 
ÍOI. fm.ns¡ormaciÓH loglstica . 

El hecho de estudiar hrapeos como el logislico se debe 
e11 buena parte al ruerer aislar !/ sinrph¡;car ' para. su 
hta!fOr con¡prensiÓ>t , fas caracter/s/iCQs !/ comporfa,,,ientos 
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de sistemas dinámicos mas compttyos. 

Por olro fado , se han dado algunos pruebas de la: pro
pieda.d que se demuestra at¡u/ ( como en et orfkulo de Adler 
!! Riv/in [tj .sobre propiedades Ol'.'JÓdicas de los polinamios 
de Cheb!Jshev ) pero en general son complicados y se dan 

en form0< indirecta o bien como caso porficular de trans
formaciones tnás complieo.das !/ en contextos 1nás generales. 
la demoslro.ciÓn 9ue ~ presenta en e'ste trabajo, en cam

bio, es direclOl , senci//()( !I .sólo ,.er¡uiere el conocimienlo 
de conceptos bdsit:os de Teor/a Er!JO'dica. 

Partl un mt:f''r enfendimienfo del frahoijo se presenta 
a. confinuaCiÓn et proceso de la.. prueba : 

{a) Objelivo : Oemosfra.r <J_ue el mapeo !oy/.s/;co 

S(x)"' 9:x(1-x) 

S(x): [0,1]- [0,1} 

es mezclanle respecto a la med;doc an:oseno, es decir, 

respecto a P{dx) = d:x./ ff lxt1-.x:) '. 

(b) Se verifica primero 9ue la. transformación 

T(:x)= 1-/1-2:x/ 
T(:J<): [o,t}- [o,q 

es mezc/omfe r1tspecto a la medida de lebesgue . Lo 
or.nter;or se i!Jfpone en el capitulo 2 !/ de hecho se dan 
dos pruebas , 

{e) Después, en el cap/lulo 3 se demuesl1tt. un resu/-
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fado t¡ue d;ce tp1c si T t?s mezclan/e respecto a. Pr y 
ll es unt:1 función ano a uno, sobre y medible , eni0"1-
ces t.JJr<ff' es mezcfante re:;pecfo a. la. meclú::la. Pru-'. 

{d) La prueba. conclu!fe Vl?rifkondo que al lomar 
T{x): 1-/1-2x/ !/ <P(x); se»'(lfx) antonr:es fa composí

ciÓn wruF' resulta tener lct exprrtsíórr 4x{1-x) , ~:12_ 
/et, lransformaciÓn /09/slicor !! Pr ri' re.su/fa St?r la 
111edída arcoseno . 

Et obJelívo ht1/. s1"do fqmhien el enft.ncler la geomelr/a 
de la {ran:;¡ormoeiÓn 9 el mecqnismo de nTezc/O/do 9ue ásla. 
presehfa , infeniondo con esto esclarecer fa dinámica de( 

mapeo fogislíco. 

Finalmenle , es necesario mencionar 1ue deh;;::fo a •p~e 

/(,!, parle funda.menta/ del trabajo es la presenlaclÓn de 

/~ demoshaciÓn , el 171alerial 1ue se presenta en fas pri
mertts secciones es breve !/ solo fiene el propósito de deler

mínar la notación !/ establecer las definiciones y rt!sul
lados hecesa.rios. 



1 PROPIEDAD MEZCLANTE Y ERGODICIOAD 

1.1 ALGUNOS RESULTADOS DE PROBABILIDAD 

Se presentan a confínuación atyanos resultados de proba
bilidad a los 9ue se hará referencia mas adelante. 

A,1 Oe,finiciÓn. Sean (.n,,r.,) y {flz,'L2.) dos espacios me
dih/es , 7, .a, -.n.z es medible ( medible :z:,-¡;z) <>i './ 
sólo <>i r·:., e 'I1 para !ocio A E E:r. . 

A.2 Proposición. Sea (..t:l,L,µ) un espacio de medida en 
donde I = <r (t:} con 1: una clase ele subconJunfos de 

fl !/ T, n -.n una transformación tal <¡.ue TÁ "'L 
para todo A E l: , en/onces T es medible. 

Demostración. 
Sel): P = { o<: I. : fó t' L J. A(irmacitÍn: JJ es campo <. 
iJ f.fl. = .f2 .-. fl E JJ. 
ii} fÍJ e L =:> (-f'o)c E I: .·. fÓ< EL • 

iiiJ r'o; t: r: , ; = 1,1,... ~'7 .Ü r'o,- € I r'(_lio.-J EL . 
1~1 t=t 

como X> es campo rr que conlient a ?;: !/ ¿ =<T(/:) => I. cj) 
!/ por definición j) c ¿ .-. j) = L. // 

A.3 Proposici.f11. Sea. {..fl,'i:.,P) un espacio c:e probabilidad, 

enhmces para lodo M, N, M., No o. E 
P{ {MN)A{M.N.}) ~ P(M4M0 } t-P{N4fl/o) 

Demostración. 
Por definición A 4 8 = A8c -f A"B , en/onces 
MN 4 Mo/11/q = ( MNM: u MNNf) U ( ///l,,Nt>Mc u M,NoNc) 



lérmino a término la s1juil'nfe contención es vÓlidOL : 

E MMoc ll IVNac U Mo M' 11 flloNr 

con lo cual S<' construye la desigualdad rer¡ueridOt ·¡y 

A.4 Proposición. Scq ( .fl, L.. P) un espacia de probabilidad 

con ;[ = o"(;J').0 ) ':! ':V0 un campo de subconjuntos de fl, 
entonces para lodo A€}; !/ é>O, erisfe Ao e ':P. fa! 
t;¡ue P( A "Ao)< €. 

/)emoslrac;ón . 
Sea JJ r { A" :E: l'oo 3 A. € J']o la/ r¡ue" I'( A"Ao) < €} . 
Afirmación : j) es una clase monófona . 

00 

$ca /A.,} una suce.siÓn cruienle en j), entonces ftrAn= fL1., 
sea €>0 arbitraria, por hipÓlesis P(A.,"Af.)< €/z n~ t,t,a, ... 

00 N O , 2"' 
sea. A=.,l[,A., !f Ao~,,t!./" .!f e.scojase N=lll(A,€}€/N tal 
<¡ue P( ÚAn) < "h , entonces 

h~Ñf-1 

d> rl "' m "" 
P(UAn "UA:)= P{{lJA., u UAn) 4 (UA~ u<,1)} 

h.,1 n•t n::.t n::Nl-1 n=t ,., 
,., " 00 

~ P{ lJAn 4 UA~} f- P{UAn} < L P{ An 4 A:;} 1 o/.¡ 
nrt n='t lf,,N.,_I 11=-1 

<€/zt-<'/z=E 

,., " o 
.. UAn <' j) pues UAn e~ !f E>D es arbdroria 

n.,1 n•t 
. . ,j) es una clase monÓlo17C1. c¡ue con/;ene a ~ , por lo 
tanto , u{'flo) = L e IJ , pero por depniciÓn de .[), J)cL. 

i.e. 1>D.,f' 
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f.2 PRESERVACION DE MEDIDA 

A.5 Of!ftiticiÓH. Sea {.íl.T.,µ) un espacio de medida una 
transformación med;bfe T, fl-n se d;ce t¡rn preserva la 
medida. ,,u s,- !I sólo si p(rfti)=,U(A} para todo AEL. 

La proposición ( A.2) !! <?{ siguiente resulfctdo esfab/uen 
<¡ue para. <¡ue una frans¡ormaciÓn preserve la medida es su
ficiente t¡t1e la. condiciÓrr p(r-'A) = P,(A) se verífir¡.ue sólo 
en un camPo 9enerador. 

A.6 [JroposiciÓn. Sea (.il,'L,p.) cm espacio de medida fa{ 

9ue L" - o"(-;fi) con ';¡J. un campo de subccryunlos di!; ..a 
.!! T:fl-fl una frans¡ormación medible, si ,u(r-'A)=µ(11) 
para lodo A E ':P entonas T preserva la medid12. ,µ . 

Demostración. 
Se11 j) = { AEI°: ,U(TÁ} =µ(A) J. A¡;rmaciÓn : :D es. una 
e/ase IT10nÓfona. Sea {An} una sucesión monótona en 
j), supongamos crecie:,¡,te (analo.'Jamenie decreciente), 
entonces lím A., = U An .!! por lo fanlo 

n n:r:., 
~m -4 4 m 

µ(r l/An) = ,JA(Ur An) = /;,.,., µ(rA .. ) = l1in ,,U(A.,)=,µ(UAn) 
H:t n~t " h n=r 

enloncp_s ct>mo lJ es una clase monótona t¡ue contiene 
a ':fo, u{':fi) ='Le JJ, pero por definición J)c L, por 
lo tanto 1: = JJ. ,f' 

En !Jeneral se frcrhaja co11 !ransfor"1Qciones meá;bles !I 
pre.serva.doras de algun0t med;da µ aunt¡ue se esfuclian 
fambien problemas concernientes a la erí.sfencia de medi

das invariantes , sus coracier/slicas y la bús9ueda de me
di'clas et¡uivolenles a una ya existente . 
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1.3 ERGO/JICJDAD 

A.? Definición . S1ta ( J2, L., p) un espacio de tned;da !/ 
T:.f1-.fl una frans¡ormociÓn '/Ue presert'a la medida µ: 
un conJunlo A€ r. es tnvarianll! ( estr;damenle ) s¡ t¡ 

sólo si rÁ "'A . 

A,8 Definición . Sea ( J1, L.,µ) un espacio de medido. <J 

T: 11-fl uno transformación t¡ue preserva la medid"' P; 
T es er9Ódica si 'J sólo si para todo A€ r. invarianfe 

µ(A) =0 Ó p.(A)~ 1 . 

Cuando se trabaje sobre un espacio de probabilidad 
( µ(.Il)=t), la condición ,U(A);-,.U'{A) con A invariante, 
equivale 0t. /Ot t!rtJodicidad y puedl! verse desde el punto de 

Vista de independencia eomo el hecho de 9ue r es ergódicat. 
5Í fado eonjunfo inv0trianft? 11-s tndependiente consiJO f1fis,,.,O. 

El t¡ue una h-ansformaciÓn seor ergódica s1jnificm 'lª' 
bajo una aplicación de ésta , casi todo el espacio cambia, 

es decir, casi n0tda permanece en su lu9ar de origen. [o 
0tnfercor se obfiene di~clamenle de /a definición consideran

do t¡ue st A es inrarianle , es decir , r¡ac si A es un con

junto que no cambia bajo la aplicación de r, entonces, 
segun /DI definidÓn • ,4 no representa nada en medie/O. , es 
decir, p(A) =O , o bien es casi el total, µ{A)= 1. Por 
{o tan/o , la definición rñclicOI 9ue 110 exisfen subsistemas 
propios mas Pet1~ños , fJllt!S /or ÍrDl'Jl't:foria de todo conjun
to A en Z: fol '/Uf! µ[A) >O es igual a todo el espocio J2., 
salvo W7 cor!Junlo de medido. cero. 



La ergodicidod es un concep/rJ l'nU.!J fmpor/anle dese/e 
el punto de vista de fa ft'sica !! tiene :w origen en la asl 
llal1'10da " hipólesis ergódic:a " de Bolfzmnnn . El conc{'p/n 
esld rc/acio1Jado con la creación de fCt leorr'a molecufar de 
los gases e inspímdo por el problema del movimiento de 
un gas en una región cerradrx . 
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1/1 PROPIEDAD MEZCLANTE 

A.9 Definición. 

r: .n.-n. 
medida, 
para fodo 

Set'- (.a,:¡;. P) un espacio de probabtlidad y 
una lronsformociÓn medible y preser11adoro de 

T t?s meulanfe ( fturtemenie ) si y sólo si 
A,l3 cL,, /¡:," P(AllTB)= P(A)P(B). 

Es imporlanle scña/Otr en Ja definición anterior, <¡ue /at 
propiedad mezclanle se depne solo en espacios ele probabi
lidad , pues en et ca:.o p {..f1.} = + oo , se //eya a una contra
dicción tomando a A l!omo un conjunto de medida po:tifi11or 
pero finila !/ a B:c.íl, con lo cual se obtiene p{A)µ(G)= +oo 

y p{A11ia)=p(AJ< +ro. 

La siguiente proposic/Ón cstohlece que fa propiedad mez
clonle es más ruerte que /a ergodicidad. 

AfO Proposición. T me:zclonle ="> T ergódica. 

Demos fraciÓn . 
Sea A invarianfe , como T es mezclornle 
l't:' P(A11r"'A)"'" P(A}P(A)' por /o tanto P{A),,,P 1(A}.// 

En/onces, T m:::zc/ctnfe lmp/ira ']Ue T es ergódú:a g es 
válido el sen/ido f/sico 9ue :se fe hob/a dado a las trans
formaciones ergÓdicas , es decir , haJ un movimiento en 
el 9ue casi nt11da quedo en su fugar de ori!Jen , pero si 
además r es mezclan/e , e:ste movimiento {enderá a ser 
uniforme , Pn el sen/ido de que el movimiento o cambio se 
dard poi- i!Jtclal por lodo el espacio . 
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[/¡¡ sis/ema dinámico mezclan/e aun'l_ue totalmente de
termin!st;co en teoría , es imprevisible en la prÚclicot, pues 
si se considera una región A de ..n tan per¡ueña como se 
desee pero ele tneclidot posifiva y n,, 8 2 regiones arbitra
rias del espacio , tamhien con medida posifiva • entoncl!s 
se tendrá. <¡ue 

lím Pf A11 fa,) ~ PfAJPfa•> > o 
n 

f!m P(AnT"131) = P(A)P{l3z) >O 

" 
el evento A/lre; se inlerprelot como ar¡uellos elementos de 
A fa/es c¡ue bajo H aplicaciones de T, estarán conlenic/05 
en el conjunto 8i , ele esta forma siempre existirá un 
subconjunto de A {de medido. posifivt:r ) to:l r:¡.ue bajo n 
aplicorciones de T ( H suficienfemen~ gromde ) esmrtÍ. 
conlenido en Bt , !I tambien exislfrtÍ. otro subconjunto de A 
( también de medida posil;va) tal 9ue viajar& a /3z al 
aplicarle r", sin impodar e{ lugar donde se encuentri'n 
los conjuntos B, y 8:z en el espacio . 

Asf, lomando ar A mu!/ pe9ueñt:1 ( f.e. lodos /os puntos 
de A están cercanos en algún sentido} se encontrará 'JUI! 

eris!irón subcon/unlos de A (de medida posiliva} tates 
9ue viajarán casi "' cuat9uier regitln del l!Spac10 1ue uno 
desee , imposihilifando de esta forma. poder predecir si dos 
panfos de A conlinuardn eslondn juntos o se separarán. 

Los procesos de difusión en ¡!sica. , como los siguienfl!!s, 
proporcionan ejemplos de procl!sos mezclanfes. 

én un tubo de vidrio sellado se coloca un poro de 
brt1mo ( gráfiCLJs :SÍ!Juienfes ) , l0t primera. qráftCa. mues
tra el tubo tomado inmediatamente después de retirar/o 
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de una mezcla de hielo seco y alcohol , el bromo se halla 
en su totalidad en el fondo del !abo en forma de SÓiido. 

A tnec/ida 7ue el tubo se ca/ionla , el ht-omo se licúa r¡ 
ev01pora. El bromo, 9os pardo, se desplo:za lenlame11l:e, 
hacía arribtI , oscurec.iendo pro9resivamen{e el tubo has
ta t¡ue la cofor01c[Ón se di:;lrihu!Je uni¡ormemenle. 

{a) (b} i 1
\.. .. 
. · 

;·:·~. 

(C) (d~ ?: 

las siguientes wodro !JNÍfims muestran lambien un pro
ceso mezclante , la difusión de una solución de sulfoto de 
cobre en t!!!JUa, al comen:zar el experimento, primera gráFca, 
la .solución de sulfato de cobre !f agua forman dos copas bien 
diftrenciadas , la segunda. 9rá¡;ca 1nues/:ra. el proceso 5 días 
más fCJ1rde, las dos reslonles corresponden ad experimento 0< 

tos 3r a/as y 13'1 días después. 

(•! ~ (bJ (C) {el) 
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En el eje111plo anter;or s,· consideramos 'lue ~L volumen 
del sulfato Cll! cobre y el o.gua es la unidad, entont:es si 
A es el agua. y 8 unor región arbitraria del fubo • la. 
proporción de moléc14fas de agua 9ue estén en B bajo n 
aplicaciones de T (en este caso una aplicación de T co
rresponderla. a d'!Jor transcurrir una unidad de tiempo) 
tenderá. a. ser la. misma. c¡ue la proporción de agua e11 todo 
et tubo, es decir 

P(A/1TB) P(A} -------::: -P(B) P{..ll) 
P{A) 

El ejemplo funcionaria igualmente si se pone una gota 
de tinta en un vaso con agua , dejando transcurrir un 
tiempo suf¡Cientemente grande, la linfa se mezclan:{ uni
formemente con el agua , dando a cada región del vaso 
una proporción l111ifOrme del total de fa. tinto. • Son ejemplos 
fa,,.,biln de éste fenómeno la dzfusiÓn de los olores en el 
aire o !a mezcla de pinturas de colores dift!renles. La 
explicación de lodo esto la proporciona la teor/a. er·néHco-
11HJlecular de la materia al establecer el movimienln entre 
{t;rs .moléculas. 

La. siguiente proposición es ÚN/ cuando se desea compro
bar 'JUe t.ma transformación es mezclonfe. 

A.11 e,.oposiciÓn. SeOL (Jl,L,P) un espacio de probabilidad 
tal 9ue E= d(';P) con ':fo un campo de subt:o~unlos 
de ..n, T: ..íl-+..!2 tnedible !f preservadom de medido. 
y tal c¡.ue pan:f. lodo llo. Bo e: ')':., /íW P(AoAf'B,,)"' P(&)P(&) 
entonces T es mezclantt!. . 
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Demostración. 
Sean A,.8 E E y e>o arbifmria, por lo. prop. (AJI-) 
e.tísfen Ao,BoE':/l ía!esc¡ue P(A"Ao)<E IJ P(l3"Bo)<€ 

por olro lado P(ia" i'so) = P(r"{8-"BoJ) = P(64t3o) a 

y por la prop. (A.3) P( (MN)-"(/VfoNo}} ;r P(M"Ho} f P{1¡.<No) 
para. lodo M,N,Mo,No EL; además son válidas la.s 
siguientes re/ac1-ones: / P(E)-P(FJ /~ P(F"F) !/ 
/ P{ Ao)P(Oo) - P( A) P(6) / < € , entonces 

/ P(Ani"s)- P{Aonr-"&J / s: P( ( Allis)" ( Aoni8.)) 

S: P(AA.Ao) f P{8"'Bo) < 1-E 

'J por hipótesis / P( Ao/ITBo)- P{Ao)P{8o) /<e para 

n >JI/ € //\/ • R estJmiendo 

/ P( Ani"s)-P(AJP(B) / S: /P(A11i"s) -P{AollT8o) / 

+ / P{AollTBo) - P(Ao)P(Bo) / 

+ / P(Ao)P(8o} -P(A)P(B) / 

< 2€ +E+ € = q E • # 

13 



1.5 INTERVALOS Y CONJUNTOS DIADJCOS 

La primera demosfracúin de fa propiedad mezcfonfe de la trans
formación .j6_ t¡ue se olx. e11 el siguiente eap/fulo :iupone cohOcidas 
fas :Siguie11fes definiciones lJ p111posfrinnes. 

Se0t. fl =[o, t} ~ WE.fl, 1~ puede ser expresado rnadionlP. :;u 
e.rpan:sión binarJ·a como w =¡?, "'Y'z; con W<= 0,1 también :se 
escrih;rd N= o. w,w,. .... . Esta repre:senfacion 110 es Única pa
ra. los racionales con represen/ación fin/fa, pues pam ésto:s 
existe 11e!N tatr¡ue W=O.W1Wz···w .. 'J W¡=O para i>n, 
por lo fonio .sus dos representaciones :ron : 

{ 
O. W1W2·-- Wn 000··• 

o.w,w • ... 0111 ·•• 

sin emhargo como los raci<mcr/es son un c01yunta numero.ble , :s; 

se u.so. la medida de Lehes9ue, su medida es cero. 

A.12 Definición. Considerondo la expresión w~-o.w,w,w, ... 
can Wí=O..t se define un intervalo díÓdko de orden Ht 

como UIJ co11.funlo de laforma f?¡;llf:(w:w,=wf, ... ,w"'=wi.J 
con w1=o.t para i= ,,z, ... , n !/ wt<t-w 

El Indice 111 indico el número de coordenados c¡ue están 
"sujetas" en loi expansión hínorio. es decir, WE oJ;,., si su 
primera. coordenada w, es wf, su segunda coordenada Wi 

es wf, ele. Como se con:sider0trÓri un;ones de intervalos 
diádicos , el Indice j di"sf,ryuirtÍ los infentrJE/05 , o.si, 
O¡·.n-=/w: Wt-=W/ 7 ••• ,wn=~} será. el t._ésin10 infe,..110./0 

di&dico y senf de orden n. 
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Esfriclomenle hablando, el inlervalo Di,n es un conjunto 
de la formo. [o. w{- · w~ ooo •·· , o. wf. ·. wf.111 · .. J pera por eues
fione s técnicas se le considerará sin el e~tremo derecho. 

A.13 Definición. Se define un conjunto drÓdico como la unión 
fin;!a de fnler11q/os dltirllcos, es decir. D es un cmyunlo 
dioídico si D=·.U D;,m¡ can Oi,m; el f-ésinro t'nlerva/o ,., 
diádico de arden m,-. 

Se :;i9uen a conllnuación tres proposiciones senc;//as de 
verificor !J r¡ue serán de utilidad en la parle si!Juienfe. 

A.flf Proposición. Para lodo COt?jtmlo difÍdiCD D. erisle me 1111 

tal que D es la unión finita de intervalos diádicos iodos 
de orden m. 

A.1!j Pmposición. Lo. clase de subconjuntos ¡ormoda por amo
nes fln!los de fnfl!rva/os diádicos. denoioáa por ID, 

es campo. 

,4,1(, ProposiciÓn. 0'(1D)=l3[0,1). 
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2 DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD MEZCLANTE 
DE LA TRANSFORMACION J.6._ 

2.1 INTRODUCC/ON 

8.1 Proeo~lciÓn. Se,ur 11~[0,1), Z=t3[o,tJ y P(d.r)=dx la medid'~ 
de .lebe5gae , se define r, n. - n. con-ro sigue : 

Tw -{zw 
Z(t-wJ 

O!W< Y2 

'Y:t.<ttl< 1 

Enfo11ces r es mezt:!tmfe. 

rwh 
"' o f 

Se dan en esle t:ap/fu/o do:s demo5lrtrdónes de la proposa1on 
a.11{erior. La ptimera. de. ellos :se basa en una idea tomoóor. de 
las mfa5 sobre " Teorla Ergtfd;ca !f Enfrop/a "de Mier Smorodinskg 
9ue aparece en la bibtiogra.f/a [ 16] , en éste fihro se da fa prue
ba. p0t.ra /a frnn:>¡ormaciÓn diádica y ¡ácilmenff- paede modi¡:i

car:se para. ser aplicada a la. fra.1ts¡ormaciÓn 9'"' nos inferu;a. 
la. demos/ración es has tan fe sencilla , anat/licamenfe es muy 

clara, pero :se pierde el sentido !leomét,-;co de la transformaciñ11. 

[a segunda prueba se ha. de:sarrof{ado p..-ect':ur.mí!nfe tratan
do de hacer Jf~r la gevnícfr/a. de la. fransf<Jrmrrrirfn > :<>e toma 

lln intervalo A y se analiza (a. ¡orma en t¡ae el co'!ftmfo TA 
:se reparte en todo el espacio. 

En tlrmino5 de puntos, aplicar una vez e5ta. transformación 
a w:aw,w,..... e9u1Yafe de nttmera general a mullipú'c.ar por 2 

!/por lo fanfo a eliminar t!-f primer dígilo de W. De modo i¡ue 
:si aplicamos n Vt'ces T, se perderón fo5 primem:; n d(9it;s. 
A5{, :si w es uh número racional, el conjunto [w, rw, r!u, ..... J 
será. ¡indo !/ Si w es irracianof, fa, Órhila de w :será un cnn
.Junio denso en [o, 1) . 
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2,2 PRIMERA OEMOSTRAC/ON 

Pri"1eramr.nle, T pr,.servo la medida ya r¡ue :>< w~ o.w1<11z ••••• 

entonces 

¡;., ~{o.ow.w" ····· 
0.1(1-w,)(t·Wz) .. ... 

y en general por '"'dio de t'nclua:iÓn :sobre n , :;·e puede de.JTJa:Jft-tu· 

<¡uC si q¡;,,. es un t'nlervafo dt"ddico , entonces 

T~Ú"' =/tu: cv,,-:.o, Wn+r == cAJ/, ....... , w,,1,,. := w~} 
t- { tU: Wn i::rl, Wnff ~ f-ut/, ....... , Wn1m ~ 1-w/,,} 

Si ahora. se foma a D un e temen lo de ![) (el eampo de 

conjunfos dt"ádt"cos ) , tÍsfr_ puede ser expresado como una, UniÓn 
finita !/ ajena de intervalos diddiCDs, en/onces 

Resumt"endo , T preserva, la medida, en et campa llJ g además 
ú{IO)=J3co, 1), entonces porla,proposicián (A.v), r preserva lr:t. 
medidor.. 

Analogamente se procede en la demos/ración de fa propiitdod 
mezclank , primero :se ven¡ira. ta validez sobre el campo [J) !f 
(ue!JO .61! eJlfiende a. ú(//J) :J3[o,r)-

Como se observó anleriormenfe • :si el infermlo cli<záico 0~
liene "so/efas" o "amarradas" las prémcras m coordt!nados 
de. un numero en ilxpan-:sto,, hinarta, en fon ces T0;"" es una. 
unión aJena de dos clases de co1Jjun!os ~ue tienen (,,,.,.f) 
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C!cotdena.das ., suj'ela...s" pero recorrá:ltts f'1-1} po:st''ciOnes.. Oe ~t°' 

forma • :si se tienen dos ínferva/os dtatkcos o,,,,., IJ lJ:z,m, • g 
Si :se tomot un número natural 11 tal 91-u n>m,. o,,..,, t-endm 

{as pl"imeras ,,,,, coordentt.das ., sujelas 7' !/ TD.r..,,,,-z cfendrá.. (mz~t) 
coordenadas "s11.J'efas" p~ro reurridos (n-1) po~lciones, n-t~ m.,, 
a-:JL, éos col'yi.1nios D1,,,,1 !J r-'D-z,,,,2 no {endrán coordenados 

., sujefas ,., comunes y por fo lanlo ::;erá.n indt!pe11cl/enfes. 

Et siguiente est¡uema muestra el caso m1 =5, "1z= ¿¡ y 
n=6>nf1. 

A 

8 

2 B 11 IL I~ 19 

/Je esta· misma forma • :si se llenen dos co~unlos <¡ue. son 
cada ano de ellos , Uniones finifas de intervalos diÓ.dicos • por 
{a. proposición (4.1"1) , éstos put'Clen escribirse como um:t. union 

finifot. de intervalos de un miSmo orden , digamos "'• y m, 

re.spedivamenle. ; entonces • Si!Juiendo el mismo 1tt2nnrt.mfcr.fo : 

por fo tanto, Tes mezclanfe. '"'el campo ID y IT[l>)=J3[o,t). 
por ta proposición (A.1f) finalmente. Tes mezclo.nle.. 
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Z.3 SEGUNDA DEMOSTRACION 

Primero se parte a. n. ~[o,•) de la. siguiente forma.. 

H-:O,t,1., ...•. 

f,;{a parliciÓn consta de 2" elemenfos cada uno de longiluc/ ~". 

Si 8-:[a,b) i ,S está.. confenido en [o,t),, T'D inler.sectado 
cun cuaft¡uier con/unto de la parliciÓn es d;sfinla del vacfl1 ; más 

alÍn , dicha 1nler_sección es de la misma. longitud para. cadcL 

inier11a.lo de /a porliciÓn • a :>a.ber 

m.,,,.. 0,1,1, ....... 1'!-1 

Esta i9uctfdad ya <!xpresr:L por :;i misma. la propiedad l'fez
c(anfe de la frans{"rmación !! puede inlerpretar.~e al menos 

desde dos punf"s de vis la : 

a} La tjualdad dice 1ue TG es independiente con cual-

'1-"ier elemento de la parHciÓn , fo cual e'lw·vale a decir 
c¡ue T es mezc/anle para el tipo de cor!funtos c¡ue µirman 
{o. parliciÓn , pero como se verá. mas adelante , con esto 

es suficienle , es decir. res /T1C=fanle. 

b) {/n se9undo punto de Vista inferpreforfa a dicha 

igualdnd como el hecho de que r" reparle a 13 por fado el _,,, 
espacio en fOr1'1a um¡orme • es decir, T 8 :;e reparle e<¡ui-
falivamente en/re {os 2" t:onjunros de ta partición. 
Por lo fonio, como Treparte, P( All ro) será una propor
cüín de P(r'ó)= P{o), es decir, ar¡ue/fos elementos de r6 
que fienen como origen el conjunto A, pero roma /a reparfl

ciÓn es Uniforme, !a propon:iÓn sem P{A), es decir, P(A)P{a). 

19 
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A confinuaciÓn se verifica la validez de IQ i9aafdad. 

Sea B=[a,b)c[o,1) con a=o.a,a, ..... y b~o.b,/Jx ..... , a<h, 
entonces r"í3 se expresa como la si9uienle. unión di:y·unlot de in
tervalos ( no considerando la inclusin'n o t!KclusiÓn de fo:J ex
tremos ) : 

TB = J:: (tJ.X,···X,,.,{la,Q,··· , O.X1···Xn-1ob,b,···) 
JJ.'2'"·' 
i• 1, ..• , n-1 

+ L (o.x, .•. x,,., 1(1-b,J(f-hz)··· • O.X,···Xn-d r~-at){t-azJ···) 
Xf=O.t 
i= 1 ...... n-1 

Por !o fanlo TB consta. de 2 (2.,..')= .z" t"nlerv,.los d1fjanfos, 
cada. lH70 de elfos de longitud (/J-a.)/2" = P(6)/2". Más aún, 

todo conjunto de la. pctrfic,·ón de [o,t) contiene ano '!sólo un 
intervalo de /Ot forma anler.·or. La razón es la siguiente : 
Como en la posición n , un tipo de inlt!rvalo üene un cero y el 
oft'o tipo de in/ervato tiene un uno , se puede hacer una gent!
ralizacüÍn de los dos tipos de in/ervatos y considernrlos de fa 
forma (o.X1···x.,o,a, ... , o. r, ... x.,b,bz···) !! ~ra. poder COtrjpO

tnr éstos intervalos con los de la parliciÓn es necesario llevar
los a! ~islema decimal. 

Si se lmn,;[ormnn !as n primera:; coordenadas al :sistetna 

decima.l :se obliene un número de fa fo•ma '"/.z" PQm. atgunor. 
m = o, 1, ••• , z'?..1 !J l0t rot.zÓn e!J 9_ue e.ri sle una relación biunt'vocot 
entre éstos números !! las posibles combinaciones de ceros !J 
unos en n lug0tres. Al lnmsformar las coordenadas restantes, 
es decir. a parlir de la (nH} , i?l número <¡ue se obtiene c:s 
fna!JOr O igual a Cero pero a fo :SUmO Í'.Ín , por fo {anfv 

(o.X,-·X,,a,a, ... , tJ..r,···X,,h,hz···) e{';:., ';:1) 
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De esta forma. Ta consf()l de z" inlervalos, cada uno de 

ellos conlenido en uno 1/ sólo uno de /os elementos de la parU
CiÓn de /A1) t¡ lodos de la mismo. [on9ifud, de dondt! se si-
9ue c¡ue 

P(r8 a[f!.-·';~!__) J P(B)/zn 

2"-1 

Sea- ahora A={J..,(J)c[o,t) con ot<¡J 'f [o,t)=L,[1/!;•";~'), 
"1'=-0 

A puede ser apro%imado tanto como se 'JUiera. por a1uellos 
intervalos de la parlir.iÓn de [0,1) c¡ue están conlenidns en A; 
esta. aproximación puede .ser tan exacta. como se desee hacien

do 11 suficienlemenfe 9mnde • Sea- Ao la oproximacian de A 
g seDL t:lo=t:lo[A,n) G/N el número de fnlerva/os de/a. par
tición '!¡Ut! aproximan a A. 

Ao 

o [' ). 

A 

Entonces /P{A)-P(Ao)/<E para n?:/llF//I/ con P(Ao}=ªºh" 

g además P(Aollr"s)=~·P(6), por lo tanto 
Z" 

1P(,Mf'BJ-P(AJPtsJ¡~1 PfA11f'D)-PfA.11rsJ/ 
1-/ PfA.11r'bJ-PfAJPfsJ ¡ 

Como A" aproxima a A • los dos términos de fa den!Cha. :son 

cada, uno menor c¡ue é si n 2' JI/< 11'1. por lo fonio Í!..""J.. Pf,f11r8) 

es igual a P(AJP(B) para conjtmfos A,8 de fa. formtx. [a,b). 
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" ,,.lfl- propiedad es válida !amhién para C°'!J·untos A= //,A; y 
B: ,!!Bi con A¡ !1 8¡ de lct. forma {ct,b) e [o,t) pues c/oram01te 
A y G pueden :;.er erpre:;,ados como una umon finita !/ oJena 
ele intervalos de la mismo.. fo•m&.. y si :;,e uli/iz3.- la teg dislri
baliva de unionus e inler:secciones finitas de conjuntos, esle 
ea.so se reduce al anf.erior. Y como !or. clase de uniones pnilas 

de intervalos de fa forma [a,b)c [o,t) forma. un campo genera
dor de !3[o,i) se ali lizo. ta proposición ( A.11) se concluye r¡ue 

t/m P(Anfa) = P(A)P{n) ,,_..,, -f A,n é J3¡0,1) 

El es'l-uema· :>iguienle ilustra, el mer.anismo de mezclado 
de {a, fr,ms{"rmaciÓn _j6_. Se observa. fa forma en la que el 
c:onJanfo TG se va disfribu!Jendo uniformemente por lodo el 
espacio. 

[o] 
-f'[o] 

f'[o] 

r'[oJ 
T"''[o] 

"f"[o] 

7·~[0] 

o 0.5 

8=[o]=[o,'/z) 
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3 LA TRANSFOR!1ACION L 06/$T/CA 

3.1 !NTRODUCCION 

Dado lo a11terior :Ja.hemos ahora 'l"i! fa frans¡ar1T1acion .0._. 
es meu:lante , /O r¡ue resta hatcer es ri!lacianar ésta transforma
ción con la log/slit:a • Eslo :se log,.a mediante la definición de 
uno.. función ti : .12, - .fl2 una a uno, sobre y medible ; 
para. el caso c¡.ue nos ocupa se lomará fl 1 = .íl2 = [o, 1) . 
Oespu/s , con el cory·unlo fl 2 , la. ¡unción lP !I el espacio di? 
probabilidad ( J2,, z,. P,) se construye otro espacio de pro
bothi/idad de la si!Jllienfe fornra : se define l".z = { A2 c.(lz' oz-'.42eZ:1} 

.'/ ~(Az)= Pr(<i'Az). fbr construcción (.1lz,l:z,P2 ) 1!$ un es
pacia de probabilidad. 

Ahora, como T:.n.,-.n, y ttl:f1,-.fl 2 , se define S=tDTr.ff 1
, 

S: Jl2 -n.2 , fa e~pre:siÓn de S es clara pues al aplú:ar tl!-
1 se 

va del 1spat:io 1l:z. al espacio ..a, , donde eslti. defí'nidtt. r, 
!/ d1spuis de apile.ar ésfot. • m11áianfe la {{J se regresa. al 
espada ..Q,. 

11, 

(n,,:i:,,P,) 

Debido "' la form{)I. de S', sn= CIT .. {#-·, ele donde se puede 
sospechar que lo 1u1 hago< r (1r1ezcla) lo homi famhlen s 
(me2cltt). lómandb a fa tmns~rmat'iÓn T del capflula anteriar 

.!! una <R adecuada se obtendrá t¡ue S será el mapeo lo~ís
fico , !f .mec/ianle un teorema. 'lue .se probad ense!JU;da. se JathttÍ 

r¡ue 5i T es mezcla entonces S = «?reir' tamb;é,, lo es. 
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3.2 LA PllOPIEDAD MEZCLANTE DE LA T!lANSFOR/"1ACION 

LOGISTICA 

En esta parle se presenta el resul!ado rue nos //evarr:JÍ 
finalmenle a concluir 9ue la fransformttdÓn lo,ghlict:t es mez
cla.nte. 

c.1 Proposician. s Mn ( .n,' L1' P,) un espacio de probah;/idad, 
T: .fl,-.. .fl, una fransformt:tciÓn .!J ({!: n_, -•.!1 2 una 
funcion uno a uno , sobre !I medible • Se consfruge el 

espacio de probabilidad (.fl. 2 , '1:z, Pz) de la. S1!Juienfe 

forma. : z;z = { Az e .fl.2 : <iAz "I1} !:I Pz (Az) = P1(<L-Áz) 
para todo Az E Z:z !f :se define S=<i!r<i': -12.2-.!12, 
entonces di T e:s mezclan/e también S lo es . 

OemostraciÓn. 
Se verifica primero <¡ue S preserva la med1(Ja P.z : 
Pi(s"'Ai) "'Pz ( ca"'t.i'Az) "' Pd~-'ur~e"'Az) = P, {r-1<P-Áz) 

= P, ( Ü 1Az) = Pz ( A:z) 

Y ahora se prueba 9ue S es mezclan/e : 
Si s = ~TCfJ~ entonces s"" = (Jtr"u"', sean ,,z, Bz € Zz , 
P:z(Az /1 s"o:1) ~ Pr(CR-1(Azl11RT-"c.i'o,)) = P1(ci'A2n r'fi'oz) 
como ii!-12 y <P'o, € :z::., !I T es mezclan/e, entonces 

Pz( Az /1 s"ch),;;:::,.. Pt(Clf'Az) PdcP
1
lh) = P::í.'12) P,(62 ). Q' 

Sea T como en el capt'lulo anterior !/ <Pf:r) =sen" ( fx) 
para. -l: é fo,1), :se demosfTarti ahora 'lue la T y la <P as/ 
depnida.s generan a la trons¡ormactón lo.!l/s/ica , e:S det:ir, 

S{!f) = lRTcR
1fJ) = /./!f(I-!/). 

Como ci'ty) = i arc:sen rf!I , en/onces al aplicar Ta uF' se 
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deben distinguir dos casos : 
para la f!! mi/ad del intervalo 
para. la. 2!! mi/ad del intervalo : 
al aplicar luego cP se obfiene : 

<ilrt1T't ) = { sen' (2 arcsen tl!f') 
y senz{lT-20rcsen ,qj) 

pero apliccrndo la fÓrmula sen {ff-x} =sen (x) en el segundo 
ca.so , se encuentra. que ctrcf' se erprestA. como 
:sen2(2 arc5f!VJ f!T) , ahora. se aplica. la. fórmula sen 2:r. =1.M!n;1( t:rJJ x 
y se obtiene : 

S(y} = cPTci'ty) = '{ sen2(orcsen .rfj') (1-senYarCSl!n Y!f'J) 
= 49(1-y) 

Finalmente, CofTlo Tes me:zclonle !f CR solisface los con
dic1-ones del teorema , se concluye t¡ue la transformación to-
9/slica es me:zclanle respecto a la medida inducida. por ft:ll. 

¡unción q , 9ue es fa med;da arcoseno : 

f
b _, 

P1 ( [a,b)) = a(7TI tj(t-tj)T} 'd'f = ffe-f arcsen tlb' - arcsen {if') 

las s;!Jllit!Plles gr,;¡;cas de las fransforMaciones T, Cl! 
y S ayudan a. visu01.lizor el prouso. 

'l /\ 'I I 'fí\· 
~~~ 
T(x) = 1- / 1-zx/ <R(x}=sen'(fx) 

<i~x)= ~areunrg' 
• 7T 

S(:r.J = ;¡x{t-:itJ 
S(x) = lPTcR

1
(x) 
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:u APLICACIONES 

La log/:<(ica es una {ran:sformt>ciÓh que, como :St! me mencio
na en el arf/culo de Ha!f , debido a su sinrp¡,-cidod podrt'ot ser 
presentada en los primeros años a los estudiantes de rnotemá

ticocs , como un "'~mpfo //pico de un sr~<ifema totatmenfl! de
iermimsbco en done/e se observ0< 9ue la dinámica de la frans
(OrmaciÓn puede ser caótica !I por lo lcmlo imprevi:<ible en su 
t?VoluciÓn . De hecho ha servido como e_¡emplo de ruta al 

caos. 

llna aplicación imporfanle del mopeo loghhco es cuando 
se us0< coma 3enerador de números aleotlorfos , véase por 
ejemplo el lrab~o de tllam !/ von !Vewmann [19], en donde 
iferando esta frans¡ormación se ohfiene una sucesion de 
números en (o, 1) con ¡unción de den:>idad c-onlfnua 
f(x); 1¡.f x{1-x) ry,_. 

la propiedad mezclomte es uno. caractt?rl:>lico en lt!resan
{e de /as lrons¡ormocciones , pues un mocpeo con ésta pro

píedocd (tan senci//O como et que se esludia en éste frahajO) 
puede asemtjar et compartomiento a través del tiempo cie 

fenómenos f/sícos como /es mencionados omleriormenle , auVJ 
cuando éstos pre:<~nten dinám;ca bastanli! compleja. 



f CONCLUS/ON 

El proceso que se ha :seguido ar¡ut' para demostrar la. prop;e.
dad mezclanle de la fronsforrnación log/:rfica pueáe aplicarse 
de manero. general a otros t;pos de transformaciones , es 
decir , ·pata demosf/'ar r¡.ue el mapeo S es mezclante se ten
dr/a. c¡ue buscar una tn:ms{OrmaciÓn T ('de la cual conozca
mos cierfa.. esta pwpieda.d o hren sea fácil venficar!a) y 
una ¡unción 1.(1 (uno a uno, sobre !/ medible) ta.tes r¡_ue 
mediante éstas dos ¡unciones se genere en la.. forma <QTt[' 

{a tra.nsformac/Ón original S. 

Esta. forma. de generar transformaciones 111ezclanfes 
(bajo diferentes medidas de pt'Obabi/idad) puede ser ;tera.
tiva e incluso se pueden aplicar dú;linlas funciones «!, 

es decir, :si Tes mezclante y cR1, ••• , <Rm son funciones 
uno ~ uno , sobre g medibles , entonces 

Ht ""' ... ,.,,.. _.,, 

S" (il1 ••• «!,,, T <ttn •• • l.i, 111 , ••• , n.., €tri 

serd. mezclante respecto a:. la- medida generad0<- por las dis
tintas funcilmes CR , es decir 

en donde P:s(•) es {a medida definida para la fram:formo.ciÓn 
S y Prf) la medida respectiva para T. 

Por otro fado, la fmnsformación log/stica ha sido ob
jeto de re¡erencio. en gran cantidad de lrabajos concernien
tes a los sistemas dinÓmicos !/ al ca.os , !/ de acuen:fo a 
to c¡ue se ha. visto en el presenl:e trab'!JO , la. frans¡orma
ción T"' .16- es isomorfa al nrapeo log/slico !f por lo 
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fanto heredera. del comporlamiento !I la esencia de éste. 
Lo onleríor /leva a pensar 'fue dicho mapeo sirve f,r¡ua/111en
te como transformación para t;jemphficar siluaciones r¡_ue 
se han obseYvado en el !napeo log/stico ; además resulta. 
más simple su monipulDtciÓn, pues oungue se divida en 
dos partes, se frabqfa siempre con términos lineo/es. 

Oe hecho, como el ntapeo J6._ resulta ser una simpli
ficación de la fog/sfica , algunas earacteríslicas i1tfr/11se
eas del mapeo tog/st/co pueden ser CQfculadas de manera. 
indfre.cla a. través de la fransfOrnrorciÓn .j6._ , como es 
el caso de la. enfropt'a • 

Finalmente , un problema puramente molem&lico 
serla el de caracterizar de manera general a las frans
formaciones genf!rQdas de /q f'orma ttrf#', de lo cu01! 
e.rislen algunos resultados aislados . 

ZB 
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