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INTRODUCCION 

En Teoria de la Probabilidad se estudia, entre 

otras cosas, el concepto de "Convergencia. En el tra

bajo presente se hace menci6n de la as!. llamada ºCon

vergencia Débil 11
• Dicho concepto es la interpretaci6n 

de la convergencia de una sucesión de Funciones de 

Distribución de Variables Aleatorias ~ la Función de 

Distribución de cierta VariaJle Aleatoria; sin em

bargo, a nivel Licenciatura no se estudia con detalle 

y es por esto que nos decidimos a present.:i.rlo. 

La forma de presentar el concepto de Convergencia 

Débil ser~ estudiando los Procesos Estoc~sticos, ya 

que se cuenta ahora con una interpretaci6n aceptada 

en forma general. 

En 1956 1 Yuri v. Prokhorov, en el artículo 

"Convergencia de Procesos :S.stocásticos y Teoremas 

Límite en Teoria de Probabilidad" expone la inter

pretaci6n con la cual se estudia actualmente (puede 

considerarse el punto de partida de lo que hoy llama

mos 11 Teoria de la Invaríanza!' y ha dado lugar a di

versos textos cll\sicos). 
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La Teoria General de los Procesos Estocásticos 

se considera como la Teoria de las Medidas de Proba

bilidad en Espacios Métricos Separables Completos 

logrando as!, un conjunto de Teoremas que pueden to

marse como la qeneralizaci6n de los Teoremas L!mite 

estudiados en Probabilidad. 

Es importante destacar los antecedentes del artículo 

de Prokhorov, en los cuales se trabajó siguendo la 

11nea mencionada en el párrafo anterior. A continuaci6n 

reseñamos dos de dichos artículos : 

[3] Donsker,1951 : 

En la introduccié:i se mencina al espacio de Wiener 

( ~ '\>J) donde e es el espacio de las funciones con

tinuas definidas en el intervalo lo, 11 , y \J es la 

medida de Wiener impuesta en (. • (Ver apéndice {.E) l. 

El prop1isito del artículo es mostrar que si \) .• \ 

es una familia de variables aleatorias independientes 

e idénticamente distribuidas con media cero y varian

za uno, ta les que '/,.,.. es una función de ~I\, ~ 1 , · · · 

son sumas parciales de variables aleato-

rias } entonces, bajo restricciones sumamente débiles 



·. 

la distribución limite de ~~ es independiente do la 

distribuc:6n de las variables aleatorias sue defi

nen a ".:,,_ • 

[12] MARUYAK~, 1955 : 

Se ~encionan las con¿iciones dadas 9or Kolmogorov 

y Feller para que un ProceGo EstocSstico sea de tra

yectorias continuas. (Ver apéndice (::sj ) . 

Como una aplicaci6n se estudia el problema plan

teado por S. Bernstein cuya solución se basa en el 

método de Ito de la Teoria de la Integral Estocástica 

con respecto a los ?recesos Estocásticos fundamen

tales : El Movimiento Browniano y El ?receso ?oisson. 

Es interesante observar que al tratar la conver

gencia de Procesos Estocásticos se utiliza la conver

gencia en 0 y la distancia llamada de Fréchet; esto 

implica el uso de un Espacio l·létrico .. r..l dar ejemplos 

concretos de Convergencia de los Procesos Estocásticos 

se emplean las tra)'ectorias de tales Procesos y se 

verifica la convergqncia de las distribuciones, es 

por est.:i ::-az6n q\le se emplea al Espacio de las Fun

ciones y se in·:roduce una métrica para cada caso. 



Como se puede apreciar, las definiciones de Con

vergencia de los Procesos Estocásticos son distintas 

en cada uno de los artículos mencionados; sin embargo 

el Análisis muestra que en todos los casos ésta con

vergencia puede interpreturse corno "Convergencia 

D~bil" de las distribuciones en un espllcio de fun

ciones seleccionado debidamente. 

Cabe resaltar que los problemas técnicos sen 

muchos, y que precisar y construir ha dado lugar 

a la Teoría de la Convergencia Débil de Nedidas 

en Espacios :1étricos. 

El objetivo del trabajo es ofrecer la Teoria 

autocontenida; es decir, los resultados fundamen

tales del artículo de ?rokhorov. Not.ivado por el 

hecho de que apesar de su importancia y de la tra

scendencia que ha tenido en el medio matemático, 

no hay material que se adapte (no solo en cuanto 

al idioma) en el sentido de facilitar que un ma

yor número de estudiantes tengan acceso a él a 

través de W1a redacci6n que incorpore técnicas de 

desarrollo más claras y recientes, logrando una ex

posici6n de los temas y resultados en la direcci6n 
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de la versión de Prokhorov lo m§s inmediatamente 

posible. 

Este trabajo se divide en tres capítulos con 

lo cual se cubre la Teoria general y se estudia 

una óe las aplicaciones rn~s interesantes. Se cuen-

ta ader.1~s con cinco apéndices que tratan 0n ::arma 

separada los temas neces:i.rios para la comprensión 

de lo expues~o en los capítulos rcse5ados a conti-

nuacién : 

G.?: '.:'L'LO l. -
Se introduce el comcepto de M~-

dida y la definición de Convergencia Débil de medi

das, dando además, teoremas que permiten estable

cer criterios de convergencia débil. ?ara terminar 

se define al espacio 'l)Cn.) por medio de la de::ini

ci6n de una métrica especial y se dan las condicio

nes para que un subconjunto de dicho espacio sea 

co~pac":.o. 

C.l\?ITULO 2. -
Se expone el Teorema áe Prokhorov 

y se trabaja con el espacio de las funciones con-

tinuas . Además se introducen las funciones de 

distribución finito dimensionales en el es?acio 

enunciando y demostrando el Teorema central de~.éste 

trabajo. 
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CAPITULO 3.-
Se da un ejemplo, que como ya se 

mencionó, es uno de los más importantes de la Teo

ria desarrollada. 
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CAPITULO l.- MEDIDAS, CONVERGENCIA. 

SECCION l. l.- CONVERGENCIA DBBIL DE MEDIDAS. 

En lo que sigue, denotaremos a un espacio métrico se?a

rable completo, mediante el símbolo¡¡; ; y con C(íR) denota-

remos a la totalidad de funciones continuas y acotadas so-

bre O\ 

DE?INICION 1.1.1. - Llamaremos MEDIDA en~ a cualt!_uier :!:un-

ci6n de conjuntos !'- cc.Jndo ; 

(,L\. l) '.:'odos los conjunlcs oerrados del es:;iacio ;R 

están contenidos en ;111
1
.u_. 

(f .. 2) Su dominio ~llf' es el cam;io Q de subconjuntos 

de C::. con la unidad ;?. 

(,ll. 3) /-'- es aditiva numerable 

(.4. 4) f~ es completa 

(f.5) La medida ¡«(A) de cualquier conjunto A<o 'J.l'l/' 

es la cota superior de las medidas /"(F) de los 

conjuntos Fe A cerrados. 

Para definir la convGrgencia débil de medidas, se dará 

una definici6n que incluye el concepto de "Integral de Le

besgue". (Ver apéndice [e] 

DEFINICION 1.1. 2, - La sucesi6n Jf'n} de medidas CONVERGE DE

BIL!'4ENTE a la medida f si, para cualquier funci6n fEC{Fi) 

- :¡ 
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se tiene 

La denotaremos por 

Es importante señalar el hecho que en al":;unos casos es 

dif!cil deter~inar la convergencia apartir de la definición 

por lo cual nos vemos en la necesidad de enunciar criterios 

alternativos que pert;iitan establecer condiciones necesarias 

y suficientes para la convergencia antes definida. 

Expondremos tres teoremas que incluyen definiciones de 

un tipo especial de conjuntos y una medida que se relaciona 

con el concepto de º?unción de Di3tribuci6n" (Ver [o] 

Teorema 1.1.1.- Para la convergencia débil /1ri~7/A• es nece-

sario y suficiente que las siguientes condiciones se 

cumplan 

iJ lí""ri/''"{?-)~;d-;;), ~" po(t;) ), ,~(G) 

para cualquier conjunto Ge?, abierto; 

6 en f0r~~ altcr~~ti~a, lds conri1c1ones 

ii) ¡;""" ,{(o(é>.) ~ j<(::O.), 1,.'rr,"/~n (F),; ¡'(F) 

para cualquier conjunto Fe o:\ cerrado. 

DENOSTRACION Necesidad: Primero de~ostrare~os la par-

te {ii} Co::-;o/J.n=;.),'~ ent. tomemos la funci6n indica-

dora I( C(?.) y resulta que 

\:M n f" (?,) = \;M" J?. I Ó¡"n ~ 1 I Jf' =f (O\) 
'l\ 



la segunda implicación se tiene de la condición (f'. 5) 

de la definición de medida; esto es, sea A€ ]11}1 

j<{A)=. svf l,UtF) ¡Fe.A, F cenodc} 

de aqu! tenemos 

\:m" lln(F) E: svp L<.nCFl] :;..u(F} ce.-. f" cerwdo. 

Para demostra!" (i) observemos que límnpn(F\";"(F) 

con F un conjunto cerrado; sea G un conjunto abierto, 

entonces l;n'n/'" ('A-G) ~ ¡•('?.- G) 

==:; ::,.,.,[,M .. (o-,l-/<1n{(:)],; pl?-)-/u(G) 

= i:n, /'"(R) +l.'...," (-pn!G)),; ;"¡;;;)-JAIG) 

= ¡d<A)+ ¡:..,., (_-.pnC&l) ;;_ p('ii")-j-<IG) 

==:> -\,'"'" (-,Pn(Gl) >,, plG)-

::::!> L\...,,.., /;{,In((;) ) 1 ,H(G) ccn G Ctb;erto. 

Suficiencia: Como !:.....-. ... ¡111{F) ~p{F) re~ cerrado, 

resulta que \;mnf~r; si es que exis"te, es tri definido en la 

forma deseada (cumple JA .l - 5 ) . Garantizar la exis

tencia de dicho l!.rnite equiV<lle a demostrar la conver

gencia. ?ero sabemos que l:rrin )J.n (?.)=ft(Lo"i) donde 

\:m" /..\nlB)~ \:,.,.," \ :!:.d1,;., _jr :i.dt' <on lE <:(?.) 

';¡\ "' 
lo que si gni fi ca que )'~•• =;¡Jo. . 

Para enunciar el segundo teore~a es necesaria la siguien-

tP. definición. 



DEFINICION l. l. 3. - lln conjunto Ac g es llar.iado DE CONTI-

NUIDl\D si, la medida ¡A. de su frontera es igual a 

cero. 

Nota.- En lo sucesivo, a menos que se diga lo contrario, 

tendremos en mente conjuntos de continuidad de Borel. 

TEOREMA 1.1.2.- Para lo convergencia,/A,,"=//{I. es necesario 

y suficiente que para cualquier conjunto A de conti-

nuidad, para l~ :riedid,i. /J. , se tenga 

/\An(Al ~/<(A) 

DZ:·mST?J\CIO:\T. - .S.1bcmon c:u0 \;r'l'n /n (A\ :;-p (A\ con A un con-

junto de continuidad. ?ero /V•n(A\'=>-/H .... (A .. )t/~"(;,c1-·+(t.)) 

donde A es abierto =7 /-~·~(A)-= /.1,,.., [t.,•) 

con A~ abierto 

y además, dada la convergencia, resulta que 

\,',--,.,",'"'(;;:\)=_;v.( 2'). 

~orlo tanto, en virtud del teoreMa (1.1.1) resulta 

Con estos dos criterios (Teo 1.1.1 y 1.1.2) podemos es-

tablecer, u(.Ji;;:.cücicr.~l:::cn-+.:c, 1 ~ converaencia débil; sin embargo, 

presentaremos otro resultado de mayor utilidad, ya que las 
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medidas gue vamos a utilizar son de prob~bilidad. 

Tomemos una función f cuyo dominio es ~ y su contra

dominio, el espacio métrico ?A\ ; esta funci6n as! definida 

da lugar en ;?i' a una función que denotaremos mediante 1u. 'í 

donde /-'.'(A') =)"({(A'l) , la cual es aditiva nur.ir;rable. El 

dominio 'Y11fl consiste de todos los conjuntos A'c P.' cuya 

i;nagen inversa fCA') está en 1'.rlp 

TEORE!'.a..!\. 1.1. 3. - Toda :unci6n '1 1 continua casi en todas par

tes, del espacio;:?. al es?acio métrico~~ , da lugar 

en di' a una medida que denotaremos mediante el sím

bolo «i 
/ 

i 
DEMOSTRACION • - Tenernos que verificar que la funci6n /{,\ 

cumpla las condiciones <f.l - 5). 

(J' .1) El conjunto e ol\ de ;:>untos en los cuales '\ es 

continua tiene la medida)' (ch¡i<é\) y puede ser repre

sentada de la forma C=(~F ...... )UC1 donde F ..... son cerrados 

y ¡«(C.)=O. En consecuencia ?i~(!,!r~)vc, c~n¡(c,\:o. 

De conformidad con ésto, la imagen inversa )(F') de los 

conjuntos cerrados f
1
c ?.' permite la representaci6n 

'fn''): )}(~'(•'\ nf"') U (C"r. Úr'\) 

donde el conjunto C: n{<F'l es Medible f con medida cero 
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.. y todos los conjuntos restantes son cerrados, entonces 

el conjunto ~·e r'\ es medible. 

De aquí resulta que la funci6n Í es medible. fl~s aún, 

para un conjunto arbitrario A't J'h/-lt es posible encon

trar un conjunto compacto KE tal que satisfaga las 

condiciones Ke c.((1 f'<A'),,f¡(f(A'\- K,) ~E. 

El conjunto 7 ( K¡)c A' es compacto, :;wr ser lu imagen con-
r .. 

tinua de un com;,:¡acto, y/" (A'-í[Kd)=¡«('I (A')- k,)~E 

. ' 1'] ( De esto tenernos que en todo con]unto A ~ 1 /J. podemos 

encontrar un conjunto compacto cuya ncdida esté tan cer-

" cana a la medida de ,..,. , como se requiera. Esto implica 

(f'. 5) • 

(¡". 2) Su dominio es el campo (j' de los subconjuntos de di 

con 
~ 

(f'.3) !' 
~ 

Cf.4) j"1 

la unidad Y, ya que ~'¡;n')~ ?\ 

es aditiva numerable, puesto que/"' lo es. 

es completa en virtud de que /" lo es. 

El teorema queda demostrado. 

TEORE!"_l\ l.1.4.- Para la convergencia/"=9/'

ciente que para cualquier funci6n ~ 
~ 1 

es necesario y sufi-

continua casi en 

todas partes /"'" =/ /' 

V! \ SVP \ ~ . \ 
DEMOSTRllCION .- Suficiencia: 8~~ f~ C(::\¡tal '<u" :x.C;¡>,j7("'J LC\. 

Supongamos que <ji~\.~ cuando !~J ~Cl , 9[yl=a (ó -a\ para 

y) a (respectiva mente ~ L -a ) • Las igualdades válidas 



para cualquier medida)" en di 5 ~l"-ld)': J.~ df'\ Js<~ld/ 
~ 11.tl .. Q ?.' 

y las condiciones del teorema, implican qüe /'" =/ )" • 

Necesidad: Tornemos un conjunto C de puntos don

de'! sea continua. Por hipótesis ¡d:r.-c.)•o. Para la me

dida /1 de la frontera del conjunto E,1 • \ :i: ¡ 9(;.).< d} 

obtenemos .f,ont (E~) C \"-; Sl"-l =c{1 V l?.-c.) 

la estimación JA ( ho,-,+ ( ~. \) f ¡.\:t.; 9<1 l'J] donde esta canti

dad puede ser distinta de cero para a lo m§s una can-

tidad numerable de valores de~. En consecuencia, para 

un conjunto denso de números reales ~ , tenemos que 

fA ({,,,,+¡¡:;~))•O. Para tal J.. , las funciones de distribución 
1 

F..,t•l=¡An(E;)=f·(\~¡~L1.1) convergen a la función 
. ~ 

F (>hf'(~ .. l=;1A ('\y;y.«<1) • En suma Fn¡,,,)-->rCcrl 

l ~ 
Por consiguiente)'.., =)¡'A y la demostración termina. 

Para terminar esta sección, introduciremos un resultado 

general que está relacionado con el teorema anterior pero 

utilizando funciones continuas; cabe señalar que el siguien-

te teorema cobrar§ gran importancia al introducir ~edidas 

de probabilidad. Observemos ade~§s que por primera vez es-

tableceremos la convergencia utilizando el concepto de 11 Dis-

tancia'' entre términos de la sucesión. 



TEOREMA l. l. 5.- Si /'n=/f"i si{~"ri>] es una sucesión de funciones 

continuas, del espacio ;r, en el espacio métrico di', 

convergente uniforme a la función Í(>-) en todo conjunto 
~ 'i 

cor.ipacto, entonces/" ... :=:!'? r 
DEMOSTRACION .- Sea 9l~hc(.,;) y 00 un número dado. Escojamos 

un conjunto K compacto para el cual 

/'(?.-K)~ '/41'1 l\ Jlo(Ó\-K\¿!/4r-'1 1 n',l. 

donde l'\•S\•pl91~1\ • La imagen de K bajo la función Í<:<.) 
~<f\' 

es un conjunto compacto K 'c.. ú\
1 

• Podemos enco:itrar un 

número ho tan pequeño que \gr:i'l·9l~l\L ~ siempre que '. ' f ly,~)<Ó yt." 

n)r\o 5Llf:.<.{t< 

, y tomemos r.o tan grande que para 

1
0'('\ 0 ("-) 1 )!"-l)L ,\ 

~ \I_s(~(.¡)dfo·.fJ(¡,Á¡)Jf'\.l.~, Entonces, para n )\'\, 
"' '"' ~ 

\Ís(ío!>-l)Jv,,-\ 0(1t•l\ ·~\¿~ lo cual demuestra el teoreraa, 
~ / ;;.. 1 ~' 1 4 

SECCIOil 2. - EL ESPhCIO 0 {¡>. l . 

Utilizaremos ahora los conceptos referentes a espacios 

métricos; esto es; daremos una métrica en el espacio de me-

didas para asi, de este raodo, hablar de convergencia deter-

minando la ºcercanía 11 entre medidas. 

Tomando un espacio métrico separable com9leto ~ , 



denotamos mediante el sirnboloJl_ al conjunto de medidas de-

finidas en¡? • De este modo, introducirnos una distancia 

entre medidas como sigue : 

Tome:nos un conjunto F C.~ cerrado. Denotaremos mediante 

F' a la bola abierta StF,f) y definimos los números "-•·'-

y Ez1>1 como sigue. 

Ei,?.. es la cota inferior de aquellos t7C pa=a los cuales, 

para todo conjunto cerrado J-h [ F) ¿_ /• ( F'l +f. <e~ ,f•iJ'' E Jl 
res?ectivamente, E;i,1 es la cota inferior de aquellos E.)0 pa-

ra los cuales, para todo conjunto cerrudo 

)A< ( Fl ¿_ ¡U2 ( Ft) +E. Cc"/'•if« ~ ll · 

DEFINICION 1.2.1.- Definin:is a la función distancia entre 

dos medidas como sigue 

Lt¡;.,ftl = """~ j f,,, ¡ E.2,, ). 

Hay que verificar que la distancia L(¡.,,u.) así definida 

cumple i) L(f"•if•b,o 1 Lf¡«1f•)=O 

iil Uf•1f'.\ = L(p•,p•) 

iiil L(¡-<.,p.l ~ L(¡«,p.1 ¡. L(f-"•f'') 

Finalmente, si llf"/") "'s igual a cero, entonces las desigual

dades donde se involucran E..2 y e.,, se satisfacen 9ara todo (./0 

Obs.- En el limite cuando t-"ü obtt!1u::11i0sfd~),:;f•{r)yp1U)~ }11(~\; 

los valores de las medidas f'" y fz. coinciden !?ara cual

quier conjunto cerrado. Por la propiedad (f.5) (def. 1.1.1) 

- /':) -



reul ta que !'•;; /'• • 

DEFINICION 1.2.2.- El conjuntoJl de medidas en R , junto 

con la funci6n Lif'"/'< l definiendo una distancia entre 

medidas, forman un espacio métrico que denotaremos 

mediante el símbolo W(;ll.) ~(Tl,L). 

Veremos un resultado que describe la estructura del es

pacio~!~) y además deja ver la importancia del mismo; pero 

antes se dará una d·2finici6n que tiene que ver con el concep

to de medidas sobre ~ 

DEFINICION 1.2.3.- Se dice que un conjunto n de medidas en;;::¡_ 

satisface la condición (k) si : 

(k.ll t'(z;>.)¿ co P~'" fod" }" t '.l1.. 

(k.2) Para todo Oo dado existe un conjunto Kr. 

compacto tal que, para toda /"11. tenemos j'(?,-1«)«. 

Nota - La condici6n (k) no solo servir~ para la demostraci6n 

del teorema central de la presente secci6n, sino que ser§ 

de gran ayuda en los capftulos siguentes; cabe hacer no-

tar que los conceptos tratados en el artículo de ?rokho-

rov se han asimilado poco a poco, esto viene a colación 

ya que la condición (k) es conocida actualmente como 

"la condici6n (o teorema} de ?rokhorov 11
• 

-16-



Enunciaremos el teorema central del capítulo 1 : 

TEOREMA l. 2.1. - El espaciotll(?.) es un espacio métrico sepa

rable, completo y la Convergencia L es equivalente a 

la convergencia débil de medidas. 

DEMOSTRACION .- La demostración se divide en tres partes; y 

para ella se requieren algunos lemas. 

LEMA 1.2.1.- Si para una funci6n .f medible, del espacio~ 

en sí mismo, el 

f' mayor que 1- E 

conjunto 1+=\:i.¡f(f::i.)):=:..).n1 tiene una 

1 
, entonces la distancia entre

1
.1..-i 

no es mayor que A= re.o~ ( f, O. 

Demostración.- Sea 

medida 

y !JA 

; en 

estas condiciones podemos deducir de las siguientes 

inclusiones F(l 1-1 c.:. ( ( F1
) l~ [

1

( ;:) (\He F r 

las desigualdades : ;• r ) L f E 
;"' ( F) "- f' ( F n H ) t f ,,; /A ( ' ( F l • E. = /~ ( F ) t E 

~ ¡.d f ( n) <'.)A ( { ' ( f) n ll l H ó ¡l-1 ( F ¡ )t E 

esto implica que 

¡tdF\ f f'¡( f 1
) t ( 

por lo que 
L{¡;.pi\¿ """~ ( t, ól. 

Sean ahora Xe 1:t, 1 
••• ;t.~ puntos en R , 'i.j: f x., . ·l:i} 

definimos a la función 1t' ~ "t't:i.., ~" 1 :; ) de la siguiente forma: 

-n-



Corolario al lema .- Si j'(O\-S(x,,ól)~ E entonces, para l¡J 
~ 

L ( /.,\ 1 !') :: A = rY\Ú X ( ~, s) 

PARTE 11 A11 
: Convergencia l es equivalente a la convergencia 

Débil. 

LEHA 1.2.2.- Cualquier sucesión de medidas que converge dé

bilmente ( a alguna medida en R ) satisface la condición 

(k). 

Demostración . - Sea \p,\ una sucesión de medidas tal que f~n =)/-" 

con Ju.. en~ . Tomando l.:i funci6n inGicadora tent!rnos 

.Í,,Idpn =/oln(:R)-'>f<(:;l_)¿_ 00 ~ dcohl q"'/-'n(d'.)<::o 

para toda medida en la sucesi6n. ?or lo tanto se cumple 

(k. l). ?ara (k. 2), observemos el hecho de que L•·1 es una 

sucesión de medidas; y en virtud del teorema (l.1.5), 

para cada 't)O exiGte un conju;ito l<i: compacto tal que 

fin (C\.- Ke)-' t , y esto se da para toda medida en la suce

sión. Queda denostrado el lema. 

Para demostrar 11 A11 
: Sea L(t"1fJ...,o cuando n ~eo / y 

sea F un conjunto cerrado. Entonces, 9ara cualquier 

DO 
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ésta desigualdad, en el l!.rnite cuando (-'>o, se transfor-

ma en 

Esto también sucede cuando el conjunto a tratar es ~ ¡ 

es decir, f'"(Xl->pl<=\) y por el teorema (l.1.1) /In=)¡". 

De forma similar admitamos que jt,, ::;'-'. . En virtud 

del lema (l.2.2) es posible encontrar un conjunto fini

to de ;:>untos x~ \>'.« ... ,:>:.N \ en el CUal, para r: i- Y para 

todo~?,o, la medida del conjunto ;Jl-S(x, $') es menor 

que -f . Mediante una elecci6n conveniente del número Ó 

en el intervalo ( ,í' .~•'¡ es posible arreglar que todas 1 

las esferas 5(:X.j16) , lfj' N, .:;ean conjuntos de continui

dad. Completando el conjuto X con el pu,, to arbitrario 

:c..o.f?i._ , debemos construir una función 1' del espacio él. 

en sí mismo, como se indica en el corolario al lerna(l.1.1) 

Entonces, en primer lugar, los conjuntos Tj que están 

en la definición de "I' deben ser conjuntos de continui-

dad y, en consecuencia es posible escoger n., tan grande 

que para n>,rlo cada una de las diferencias po(Tj\-¡..1(Tj) 

sea en valor absoluto menor que b(:i•) En segundo lu-

gar, para toda n>;O LfjA~,u\<:. ~! • Debemos observar que la 

"' "" distancia entre las medidas )"n ~ f concentrada en 
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los puntos .:í..j no debe exceder la suma sobre j , de Oú t··..t1 
y •'fl 1 1 

de las cantidades 1 pn (:tjl- f\ {;;.l) : \pn ( Tj )- ;< ( Tj l 

esto es, para n'1nc no excede ~ • Por lo tanto, para Y'\~ 11" 
"tr' .. -~ y #,1 

l( f'n 1 fl) ~ L ( /J", ¡«o ) + L ( pn ' ;'A ) r L L•.A ¡ _.t<) ~ ~ 

Con lo que queda demostrada la parte ''A 11
• 

PARTE 11 B11 
: El Espacio ~fft:Jes separable. 

Denotaremos mcdiónte Wr n l~ totalidad de medidas 

en~ las cuales se definen de la siguiente forma : 

De algtín conjunto r numerable denso en¿;{_ , escoge-

mas una cantidad finita de elementos :X.rdilti.)1 · .,:'..(t:l ; 

a cada punto X¡j) le asignamos un número racional rlJ) /O 

y definimos ,{,\' (A)= L (lj) . 
I :1..[J)t:A 

Debemos probar que el conjunto Ó)r (que es nQ~erable) 

es denso en Ql ( ifl. ') • 

Sea )"db(r<.) una medida y sea <.?O fijo. Escogeremos 

un subconjunto finito de puntos que pertenecen ar 
de tal forma que la medida de sus %- -vecindades sea 

mayor que p(·:>.\- t . Completando este subconjunto con un 

punto arbitrario Xo t T , definiremos la funci6n '-¡! tal 

como en el corolario al lema (1.2.1). Entonces, la dis

tancia entre la medida 
1
JJ. y lü medida ;i1 corres?ondiente, 

concentrada en un número finito de puntos de T , no ser§ 

mayor que .¡ . Como se observa, existe una medida f"'E ~ 
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'i 
concentrada en los mismos puntos que/"' para la cual, 

l l.f•"", f1)~ i . Para la medida f'' L {/''f''l!l· ton lo que se de-

muestra la parte ''B''. 

?ARTE "C 11 
: La completez del espacio {D(6L}. 

LEMA 1. i. 3. - Cualquier sucesión j;.•~1 Funda:.iental l satis-

face la condici6n (k) . 

Demostraci6n .- Bajo las hip6tesis, la sucesión ae nú-

meros!"'(::>,.\ es fundamental y, por lo tanto acotada; 

{k. l) está demostrado. Ahora sean Do\.\ Ó.IO fijos. 

Debemos determinar flo de la desi9ualdad 

5up,,
0 

L{fn., fin. t r) .o,~ rnon ( T '-i¡) 
y escoger un conjunto Y- finito de puntos de R para 

el cual /"'"º (G\,)-S('l.,f)L. ~ · 

Para f>o la cantidadf4"c>(c.\)+ '(no excede ¡Ur1c{G.)i--~ 

Pero ¡lln0 (G't.)+/\ :' )Áno+r (l~ (~,fl]')+:>.+:\+1 "· (+\ 

Las relaciones (5(x,~lJ"c.s (~.é),n.:.~(E , nos permi-

ten reemplazar (*) por 

Vernos que (k.2) se cumple. El lema está demostrado. 

LEMA 1.2.4.- Si la sucesi6n \µn\es Fundamental L entonces, 

la sucesi6n1tf.,) de medidas en la línea recta es funda

mental L , cualquiera que sea la funci6n continua ~ . 



Demostración .- Sea h'?o un número fijo. De acuerdo al 

lerna{l.2.3} debemos escoger un conjunto compacto 

Kt tal que para toda!'\ ,/l" (C'\.- t:.' .. 1¡;Jll • Es posible 

tomar~º tan pequeño que, la diferncia entre los 
!o 

valores de f::i.) a cualesquiera dos puntos 1 1 i f K..,11 

pCiJl.').!.~co, debe ser r.ienor o igual que h. en valor 

absoluto. Entonces, para todo J. real y para n 

suficii;mtemente grande ( !"'\ ,,11. ) tales que 

Sup l IJl,, 1 fln,) .:'. ~, = mi' n ( J, , \¡-) 
n~.n? )' n 

las siguentes estimaciones son válidas 

G,~ \:x.;-ft=<-)LJ.i, 'Fr- ~ ¿;:; 
,M~,{ F,\ ~ f'n, { F,.(I K.¡, )+~:!'j)on,(.{Fc.!1K•1,l".J+~,>~ ~).l,,((.,+. 

¡ t 
En consecuencia, la distancia L entre p.. y/.!" 
para n '• n1 >,ne, no excede el valor de h 'o dado. 

LO que demuestra el lema. 

DEMOSTRACION DE "C" : De la completez del espacio de 

medidas finitas sobre la recta, tenernos (en la 

métrica L ) que para toda 

te una medida f'f sobre la 

Íunci6n -F continua, ex is
¡ i 

recta, tal que /An =J /-' 

De ésta última relilci6n p~dc~0!:: co:-nclui r que 

para toda funci6n -f continua y acotada, el si-

guiente limite existe 
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La completez del espacio está de~ostrada. 

Con esto termia la denostración del teorema. 

Por ~ltimo, cstablecere~os las conciicion~s para la corn-

pacidad de los subconjuntos de é)(R) 

TEORZI'..A 1.2.2.- La condición (k) es necesaria y suficiente 

para que el conjunto nc.6)(:-.i ... ) de meclidas sea compacto. 

DEMOSTRACION .- NeC1?!3idacl: Se.Jn f/0 y bonú::ieros fijos. Defi

namos a ~A = ,.,.,:n (f, -j-) y escoja:nos en 1l unc:i /...-red que 

llamaremos n' .. :i.aemás, escogerc::nos un conjunto X finito 

de puntos tal que j.1<' (:;,(~. f¡):,,,<-<'(é'J.)-A ;;ara toda roedida 

¡. .. • . .'é )1..' • Para cualquier medida fHR existe una ¡)1:."JL
1 

con 

LC"'li/"\
1

)6 /\. Para/./ las si~mientes desigualdades se 

cumplen 
1
,i,,•'(G'c)-/\ :Sf"'(,:;[")l;,\))¿p(s(t,, ¿+nY)¡ ;i;>. 

y ,P' ( G\.) > /A ( G\) -:n, 

De éstas desigualdades resulta que, cualquiera que sea 

la medida ,M l n f-ltsc¡., n\ > f1(6\)- t._ 

Suficiencia: Completando zi l conjunto 'f.- l/i de 

puntos con el punto Xo l. G"l , construirnos una funci6n 

"l'="l'(x~1~q •• ~)( ver corolario al lema (l. 2 .1)). Entonces para 

cualquier f"'Jl obtener.ios lt/''t''"'l ¿ T En vitrud óe 
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la condici6n (k) 

De la última relaci6n y del hecho de que éOdas las me

·~ 
didas f' se concentran en los ~ismos puntos, se puede 

'Y \ ''? deducir que la far:liliaJ'l-=- 1A..~ ,
1
utJl. resulta ser to-

'1' 
talmente acotada. Escogiendo en n una {:. -red, veremos 

que sirve, al :nisr:io tiem!Jo, como E -red en :rL . Como 

Q}C@...) es completo, éstas observaciones implican la compa

cidad de :í\. . 
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CAPITULO PROCESOS Y FUNCIONES ALEATORIM. 

SECCIO!l 2. 1. - TEOFE~L?\ DE PROKHOROV. 

Los procesos estocásticos guc vanos a cstudi.:ir tienen 

sus trayectorias continuas; por ésta raz6n es que debemos 

referirinos al espacio métrico de las funciones continuas 

C: (ver apéndice [B} } ,cuando hablemos de algún conjunto 

de medidas de probabilidad y así, poda~os deter~inar cuándo 

dicho cunjunto es rclativam..:n:e co!!'.pac::o. Esto es con el 

fin de poder determinar la convergencia débil de los pro

cesos a estudiar. 

Definiendo al espacio medible ( C , ~~), donde <bq 

es el álgebra U generado por los conjuntos abiertos de <1, 

tenemos que una medida de probabilidad J: en dicho espacio 

se caracteriza por susu distribuciones finito dimensionales 

(ver apéndice [E] }. Además, resulta que para una familia 

¡.\e() de funciones, las siguientes aseveraciones son 

equivalentes : a) \-\es relativamente compacta en C: . 

b) ~ es equicontinua y equiacotada (veriE]) 

e) Cualquier sucesión en ~ tiene una sub-

sucesi6n uniformemente convergente. 



De esta equivalencia, se tiene la importancia de 9oder 

determinar la compacidad relativa de los subconjuntos del 

espacio ~ , ya que de la convergencia uniforme se tiene la 

convergencia débil. 

Veremos un conce?to, estudiado para medidas en general, 

pero que se aplica de forma especial en las medidas de pro-

habilidad. Dicho conce?tO ayuda a establecer conGicio:ic!J 

para determinar ln conversencia d~bil. 

Designemos con ~ a un espacio métrico scúarable comple

to; denotaremos mediante ~ a una faffiilia de ~edidas de pro

babilidad en \!!. 

DEPINICION 2 .1.1. - Una fawilia I' de medidas de probabilidad 

en el espacio rr.Gtrico .¡ se lla,11a :·¡;:JSA si, pa:-a todo 

(>O existe un conjunto compu.cto Kt c. 9Z... ta.l que 

i.>ara toda J'. E.. 1' 

Enunciaremos dos teorerr.as que en conjunto for:nan el 

así lla1:1ado "TLOREY~~ DE PROKHOROVº. (Billingsley t.1] i. 

TEORE~\A 2.1.1.- Si el espacio métrico W. es separable y com

pleto entonces, la familia T de medidas de probabilidad 

es Tens<J. 



DEMOSTRACION - Denotemos mediante ~(1,t) a la bola abierta 

con centro en X y radio [ • Como ~ es separable, exis

te una sucesión ÍX .. \ densa en r;z tal que para toda r <:. 1>J 

ytodat~o Q.'.::tx .. ';)•'ll. 
Ahora tomemos un conjunto I ... c.t¡J finito tal que 

r¡c¡z_\J ~h.7-l] >~,,. 
l ~~!y • 

Sea 1f::t =O .. \'¡!l=--, .!;) • Este conjunto es totalmente aco-

tado y cerrado, por lo t~nto compacto; Ah0ra, de la 

última desigualdad tenemos que 

i u.~,. si, •. .;)'] f• 
"'l'')~f.~=f_ J.. \ l ... ¡ 

\ 
O<-

TEOREM..l\ 2. 1. 2. - Si la falili lía T es tensa entonces, es re la-

tivarnente compacta. 

DBMOSTRACION .- La dem~straci6n de este teorc~a es equi-

valente a la del teo~eoa (1.2.2) donde hacíamos mención 

de la condici6n (k) ; no debe haber confusi6n ya que se 

mencion6 que la ~ondici6n (k) es ahora conocida como 

la condici6n de Prokhorov. 

En base al Teorema de Prokhorov es que podemos enunciar 

un criterio para la convergencia débil. 

PROPOSICIOH 2. l. l.- Si ?l. es un espacio métrico separable, 

de cualquier sucesi6n 1P~\ tensa, ce puede extraer una 
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subsucesi6n que converge débilmente (es decir, lamilia 

fY"'j es relativamente c1Jmpacta). Si la sucesión no con

verge débilmente, se pueden encontrar dos subsucesiones 

que converegen débilwentc hacia dos probabilidades dis-

tintas. 

DENOSTRACION - Para probar que jI\ es relativamente compac

ta debemos mostrar que toda subsucesi6n ff ... "1 converge. 

Sea 't el l~rnite de !.P .. \. Debe existir una sucesión \\·P\l(··· 

tal que '? ... ..., z:) ,E ?ara toda !'"\ e {Y .. \ . Entonces en 

virtud del teorema (1.1.1) ~odemos concluir que 

I(~-h l;:i:.,(<.\>,1·;. Escribiendo t, Ü(. observamos que 'éc. R. 
0,-,)~ r 

es un conjunto tal que ?(E\=.L • Por lo tanto existe 

una medida :t' en R tal que i= E . Sea ahora C... un 

conjunto cerrado de R. . Entonces l;::, ?", lt) > ? (e) 

En virtud del teorema ( 1.1. 2) _t ..... >1. -) 1 . Esto muestra 

que ~f .... 1 tiene una sub sucesión convergente. 

SECCION 2 - CONDICIONES PARA LA COMPACIDAD 

DE FAMILIAS DE DISTBIBUCIONES EN C: . 

A partir del teorema(B.l) y (B.2) del apéndice [B] , ob-

tenemos un criterio para determinar la compacidad r~qu~rid~. 
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LE~~ 2.2.1.- Sea I' un conjunto de medidas de ?robabilidad 

definidas en ~C . A fin de que T sea compacta es necesario 

y suficiente que para toda (~o exista una constante l~r 

y una función i(J, t.) la cual decrece a cero cuando J" \,-O , 

tal que i) J: ( \ .>:. ·, 1 X /0 l \ p'1 t1) > \ - f 
y iil t(\x.., w"r,.r)~'0,(c,,lp··~~'~"J1)>1- T 

para toda E€. I' . 

Dernostraci6n • - Supongamos que I' es un conjunto que satis-

face las condiciones del teorema. ?ara ¿,o , definimos 
A¡::. \>'·,lxt•I\ ~H-d 

Bl: \X; LU,.Wl! HJ,c) ~«~~o.l~ u) 

Haciendo \::l':A.t (\Q,t , resulta ser un conjuri.to cerrado y 

en virtud del teorema de Arzelá-Ascoli, 'l:( es un conjunto 

compacto. Claramente~(<.t)>l·l para toda?«:T'; es decir, 

'!" es tensa, y en virtud del teorema de ?rokhorov re

sulta que I' es relativamente co~pacta. 

De forma inversa, sea 'f' compacta. Entonces existe 

un conjunto compacto tal que "í'(ltl) > 1~ t ?ara toda i.. t -¡:i. 

En virtud del teorema de Arzelá-Ascoli resulta que M¡ <eo 

y ~(J, l)~Ocuando J l O . Por lo tanto 

t (~x ·,\~1.0\I Ui,\)>-. vh) ,.1- f 
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para todn E' 1! 

En base al lema anterior tenemos el siguiente. 

TEORE}~ 2.2.1.- A fin de que J:' sea relativamente compacta 

es necesario y suficiente que las sJ:guientes condiciones 

se cumplan 

i) Para cada l'º debe existir una constante 

11, tal que 'P (\o<-,\~C•\\ U-lt\) > 1- t 
y ii) Para cada l~o y d>o debe existir una 

constante Y\.= '1ct,J) >e tal que 

Í: ( \X , W._ b) ~ J 1 ) > \- .!,_ 
l 

para toda j'. ~ :r_ • 

OEMOSTRACION .- El que {i) sea necesario se demostró en el 

lema anterior. Ahora para (ii}, notemos que existe una 

función MJ,1)10 cuando J¡.o tal que J:(l<.,W,1V);~(J.t) .o,J'1)>1-f 

para toda }C€.-r • ?odemos encontrar una ~'1(1,i) tal que 

• Entonces resulta que 

1 l\ x., w~ ('\) $ J \) > 1 - f- r· \,de>. 1 " ~ . 

Para demostrar la suficiencia procederemos como sigue: 

Para cada entero ~:1,~ •.. 

l'\(l,•) tal que Si definimos al conjunto Í:t,•: ¡,., lJJ,(~t<.•\l,:~J 
entonces r (¡:"" J > 1 - l~" ?~~ .... \:~Je. 'E «-1'. 
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Haciendo K¡, \:i:., 1~~01\ ~Ht1 (\ íl tt,"' 
""'=' 

resulta que Y (~tJ> 1- ( para toda S?. <. I' 

Si :J. E. Kt , en ton ces para cada V\ tenemos que X. t J; l
1

""' 
/ 

as! que existe una '1 r," que posee la pro?iedad de que 

cuando '1-) o 

• En otras palabras, sup,<t Wx l•'\.) -:> o 
l 

Corno ~ur,,«, \x[c\\> H.l ( ctJ , resulta que 

~l es co~pacto. En virtud del teorema de ?rokhorov, 

r es relativamente compacta. 

SECCION 3 .- PROCESOS ALEATORIOS Y DISTRIBUCIONES 

EN ESPACIOS DE FUNCIO~ES. 

Denotemos con ~ al espacio de las funciones continuas en 

el intervalo [o, l} , sea x <:<! y definimos a las funciones ,-{-

como 

Denotemos con 65~ a los subconjuntos de Borel de C: Y 

sean/ y 'U' dos medidas definidas en~~ • En estas condiciones 

tenernos el siguiente. 

TEOREMA 2. 3. 1. - La clase ~C. coincide con la Slgebra u 
mínima de subconjuntos de e con respecto a los cuales 

las funciones Jt' son medibles ;>ara todo Hlc,•) • Una con-

dici6n necesaria y suficiente para que /u.= 'V es que 

~ r¡, 
--:¡:..¡.;. -



Í
l ..... ,{.= 'lft,, ... ,l, 

para todo k y l,,t1,···· t'< e. l0. 1) , donde 
t.., .•.• ~~ l., ... ,Lr 

,/' 1 'lf son medidas en el espacio Euclideano 

tl\ inducidas por/" ~'1.f , respectivar:iente, por medio de 

la funci6n -n:'-,, . .,t.: X.-> (:x.(\,), ... ,x,;.¡). 

DEMOSTAACION • - Sea f'1- la mínima álgebra <S de subconjuntos 

de~ con respecto a los cuales las Íunciones J1.'t son 

rnedibles para toda t . Corno cada Jlt. es continua en ~ 

91-c.~q. ?ara prob;ir que <\S!.cf!'Í-, es suficic;itc r..ostrar 

que 94- contiene a todos los conjuntos abiertos. Como 

es separable, todo abierto es una unión de bolas cerra

das y entonc~s basta demostrar que lc<f contiene a todas 

las bolas cerradas. Si ? es cwal·1uier número real po

sitiva ,x,e. <!y Y',,-c-,,... es un arre~lo tle rccionale.s en [e,1) 

tenemos que j:te., l\:x.-~.I\ ! •]~ ?!. \~, \ X(•,)-X.(v.) 1 ~;; '\ Como la 

intersección en el miembro Gerech~ pertenece a .d.
resulta que la bola ¡:t.,ll:t·:t.110]€.r\. . Por lo tanto 

~e\ :s:o\-. 

Para la segunda parte escriba:;-.os '4~ .... +,= ltn' .... ,l•)l~l¡A<ll.'J 
A un conjunto de Borel, utt,l, ...• 1 ... 9t-........ ~'(;:. ! . Obviawente 

; ..... ~t ... ~ 'l/ ...... ,t,... para toda K. y-lp- ·~"' .... E ló1 1] i:?1plica ~ue 

/"(<):'V'(<') !)ara toco E'e '.f ~ es un álgebra generada 

por stJ- asi !."esult., qu"' /(E):-vft) paéa te.do ¡;"'-A-. 

Es to pn.:cbR q ¡¡e /'::. '1f • 
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Corno el espacio C es un espacio métrico separable com

pleto, resulta que toda medida en '84 es Tensa. 

Una vez exarr.inadas las propiedades de las medidas en 

~~ , surge una pregunta de modcnatural : 

¿ Cu§les son aquellos procesos estocásticos cuyas distri

buciones correspondientes están definidas en ~t.? 

De forma precisa, sea {1-l; o~ i. ~ 1 \ un proceso estoc§s-

tico y X -t,. ... 'i.~ su distribucu6n ~ini to diwensional; la 

pregunta se formula de la siguiente forma : 

¿ Qu~ condici6n adicional debe satisfacerse a fin de 

que exista una medida/ en~~ tal que/l., ... ,-t..,,.l'.\., ... ,, ... 

para toda K y -ldo,;:i ? 

En virtud del teorema (2.3.l), de existir esa~ , 

ser!a Gnica. La siguiente es una interesante condición 

suficiente. 

TEOREMA 2. 3. 2. - Sea lr.,o; l ! 1 J un proceso estoc.'.istico y 
.r'····'• la distribuci6n de probabilidad en 1"11."- del vector 

cí',, .... ,'\'<t'<). Si ejtiStEn constantes d..,.r~""~º tales que 

¡¡;: 1 \', - \" r~ SJ \'11-V \'\ll\.,l,(",') ~ K \\.,·<,\'º 
1 ' ,,t. 

para toda ""'' '\i , to, 1) , entonces existe una Cinica medida 

/ en~~ tal que J:"'" .. ,t. = /""<. .... ,,, 

para toda 1' y para todd l,. ... , t, '- [c,1] • 



DEMOSTAACION , - Denotemos mediante k al espacio de tclas las 

funciones de valor real definidas sobre el intervalo 

\.o, 1) y G,_ la ml:nima álgebr'1 ú de subconjuntos de 'íi. 

respecto a los cuules las funciones .rc.\:r..-:.::::c.<~) de 'R. 

a la recta real son todas rnedibles. Entonces existe una 

medida 1 en~ • .,_ tal que 

J:."'"·"(,1\:::. J: (\x.,rr'"··"(Y.) E.AJJ 

para todo "',\.,, ... ,l ... ~\c.•) y los conjuntos de Borel A c.111.". 

Para cualquier o:.~ 12 y cualquier natural >1:1,1 1 ••• 

escribimos x: =- Jt..,CX) como la única funci6n continua so

bre (o, 1) que iguala X en los puntos o; -l= , } 1 ... , .L 

y es lineal entre parejas sucesivas de tales puntos. 

:tt ... :'J._.,.,Att... es, para una 1.\ fija, una funci6n de\(.. 

sobre ~ . Es posible mostrar que es medinle. Vemos que 

VV\C>X. \Jt~(~)-Jl..~.,~)\ ~ V.'.6.X.. \xl+.)·:<.\,'~~)\ 
ft\~I l~~~l • 

Debemos probar ahora que Jt.~) converge en C para 

casi toda X E.~ • Como C1 es un espacio métrico completo 

es sufici!:nte mostrar que \Jt .. lx\1 es una sucesión 'fundamen

tal. Para éste fin notemos que para cualquier O> o 
:?. U"-·, 11n.(1\- :!\. •• , t>)ll >ol) 

~ ~ t 1 :t.·, \M~I.; \:<. l. t-') ->:. l 'i.~ ) \> ¡¡ 1) 

~ t :!'. t\ "-·, \X. ( ~) - X l ';: ) \ > o\) 

< ·~~" í ..¡: 1 " " } -~· ' a L ,?, ~ f-!: - 1~ \ ~ K i"?. 
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Aquí usarnos la desigualdad de Tchebyshev y la condición 

del teorema. Sea Ó tal que 0<9 <f . Entonces, haciendo 

tenemos que ,., l-..g-cí) 

l (\X·,\\ Jt.,l'-')-.rt.-J-<1\b ¡_"•¡) ~ K. :i. 

Como¿~ rc.:.'"1"' resulta, en virtud del lema de Borel
-•. 

Cantelli, que para casi toda X , \\:t ... (,._) -rL,.., ~:tJ l\ ~ i. 

para toda~ suficientemente grande. En consecuencia, 

para casi toda::( , la serie [.., \\:-t ... t"l.i-!C ... J:.) l\ <ro · 

e ... ,,, \\TL Cx.)-T._ .. (:.t.)\\ < .f:... \\T,_,.r~l{)-.Jt;.-•(x)\\ orno para """.. . - - .. .1=-h 

tenemos que l;~ 11 !L. f><\ - IL-(•l \\-= o 

para casi toda x.~ \2.. • Sea Q. c. 12. el conjunto de todas 

las X tales que su limite es cero. Para cualquiera 

X.€: Ro , existe una "':f.." e Q tal que \\~/:i1.)-x"'l1-)o cuando 

\'\-">n:.. Definiendo __ ;,... f ;1_~ 'S.\ x ~ ~. 0 

JL (x):: l O ,¡ ,r..:.12.-í<. 

Jl."' es una función medible de R sobre d . Sea / 

la medida en e definida como 

/-" ( é) =. E ( (.:l. .. ~. (X) "'" r¡ ) 

par.:i todo [E..'2.c. 

Observemos que para cada -lE.\o,<"} fija, x.•(t\ =::l.(~) 

para casi toda '.:f.. • Esto es claro si -l es de la forma 

~- como en el caso (IT,~>)(t) ~ >'..(\,') para toda ~ suficien-

temente gr.:mdc. Si l no es de la forma ? , sean {,.-t,, ... 

nürneros de la forma ~ , .+.j-°") t cuando j -"> oo . 



';!'..•ci;)=xC{_;) 9'",-'• (ú<" t,J,_ x.. (º"'º ~\'í•i-r,\"-~otu~~J,j-)ro, 
es claro que para una subsucesi6n J1,jt , ... -Jtt) 1 X{-t.i~)-) x. (~) 

cuando v~a.:i para ceSi toda x.. Como :J. .. (J.._:,.)~:t::"'n 

para casi 

toda ':!- • 

La demostraci6n se completa mostrando que ,/vi" ... ~ .... = 
:E:~" .. ,t~ para toda l(,+ ....... ,t .. <:[c,1). De hecho, como 

x"'<~'::. x_(~) para cada t para csi toda x.. , para cualquier 

conjunto de Borel A c. R.' 
/l .... ,{. (4),, / ( h ,~te:, l"\1,\, ...• ~(l,)<:"i 1) 

::: J::((x.
1 

¡,_•r;,\, ... , >:"lh))E '11) 

=:e ( ¡x ,(x(;.\, .. , :t.('-)) HJ) 
-::: }'~ ..... t~(A) . 

Esto completa la demostraci6n. 

OBS.- La condición enunciada en el teorerna(2.3.2) 

es conocida corno "CONDICION DE ROLMOGOROV". (ver [EJ ) , 



CA!'ITüLO 3. - UN EJEMPLO : CONVERGENCIA A 

LA DISTRIBlJCION DE WIEl\ER. 

Seu <1 el espacio de las funciones continuas en el in-

tervalo (O, l] Sea X{....,J ,l ... ;-,~ , el \'alor de r0 en t Sea 

C... el álgebra<S r.i1nimo áe suboo:ijuntos de d tal <¡ue tod<i 

~~ sea medible. En ~tas condiciones, puede probarse que 

existe una única medida ~ de probabilidad sobre {4 ,&,) 

sea un movimiento Browniono. (Ver [E] 

Interpretando el teorema (2.3.2} resulta que, toda fa-

milia de :unciones de distrit.uciún fi:n to di::iensionalcs que 

satisface la condici6n de Kolmogórov, define una medida/,..,...., 

sobre <G',G.J, la cual es aditiva(). 

OBS. - En el caso del movimicn to Bro· ... :niano, la rnedida ~L 

resultante es la llamada medida de 1nener. ( Ver [E] J. 

Enunciaremos unteorerna en el cual se caracterizan los 

conceptos mencionados. 

TEOREMA 3.1.l.- Existe una única medida \J sobre lC,~) 

con l~s sigu~cnt~s propiedades : 

i) 'vJ ('¡:t.., i(o) :01}: l. 

ii) Si o~t1.~l···<-l...~1, las variables aleatoril:.!s 

U,,u,. ... ,u. donde t),(•)0-,(1,), u;r-,1 :Y.11;)->:(t; .. ) para 1 ~j ~" 

son independientes en el espacio de probabil-

dad (C. ,~.w J. 
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iii) Si O P ~ t ~ \ , la variable aleatoria -V 

donde '\l(•)•:x(;)-róles nor;nal con media cero y 

varianza t · \ . 

OBS.- El proceso estocástico formado con las variables alea

torias ~ es el llamado "Movimiento Browniano 11 y la me

dida W sobre C es la llamada "Medida de Niener". 

DEMOSTRACION .- Mediante una verific<Jción de l.:i consistencia 

de los requerimientos concluirnos gue existe un proceso 

estocástico ~1t, 0 ~tft} tal que : 

tienen una distribuci6n !~arma 1 con me-

dia cero y varianza ~-) donde ºS!i 5 l ~ 1 y 

ii) Si os..t,l.i.1 <· .. <.l ... { \ , las vnri<:!.bles aleatorias 

fl., 1'tt-f .. ,
1 
... ;~~ .. ~1._ ... 

1 
son independientes. 

Como t \f,-1, \\j['\1,· f,I'):~ l \l.,\' resultu, en virtud del 

teorema (2. 3. 2) que existe una única medida w en e 
que satisface (ii} y (iii) . (i) es una consecuencia 

del ~c.:ci"1ú que r.!.. ->o con probabilidad 1 cuando \',-)('O • ,, 

Examinaremos una relaci6n ~uy interesante entre la medida 

de Wiener en C y las sumas de variables aleatorias gue 

obedecen el teorema limite central. (Ver (Ej ) . 

Sean f~, / \. ... t 1 ••• , í ... Jo:..., variables aleatorias de una suce-

-1 i -



si6n. En este c.J.so, la C.istribuci6n de ~ .. ,~ ... 1 ~ ... 1o1.,. converge 

a la distribuci6n Normal. 

Usaremos la teoria desarrollada hasta aqu1 para obtener 

un teorema general en esa direcci6n. 

LEHA 3.1.1.- Sean '\.,í,, ... , '\~ variables aleator:iis indepen-

dientes definidas sobre un espacio de probabilidad 

(X'-? ,.2) y de::inimos 't;"' = Z:. ~ ... \L, 1.t.~•,l, ....... ; ~.==e . 

Entonces E ( I,~~~ 1 '!,.._ \> H]) ~ i' i l'. li,,\ >~]) 
cualquiera que sea 1:(\ I~.- -<),\>tll+ o( ?c..<', <-~0.1,1, .. ,lt\. 

Demostración.- Definamos a los eventos r\. ') (, de la siguiente 

forma : A .. ~[\),\ ~H., ... , 1-f, •. ,\~H,l\,\>H} 
El\,::[\~ .. - )'l.\ ~t.1, "'-=:::,1, ••• ,'-í 

En ton ces \: "- 1 1 ~ , \ > -< j =:i .Q, ( A" (\ IS < l 
A,,!\t•"·• A.... son ajer..os y para cada k. fija,A ... !:th .. son 

independientes. Por lo tanto 

xtl\~~h't.\)¿.:r.. \~.111,1\il,)J • 
= ~: .. .P.(~.)?l~,)~ ~Ir(•h) 

- M;.¡ 

o( -. ( 1 ~""~ l .p \ J J::. ,,,.,, '>1< >2·\ ). 

Esto completa la demostraci6n. 

Sea ahora f f"'Jt:.1,t, ... una sucesi6n de variables aleatoria.s 

definidas sobre el espacio de probabilidad ( X ,J ,J:. J , que 

satisface las siguientes condiciones : 



i) Para cada i"\ fija, las variables aleatorias \~v.~\ 
son independientes. 

w [(~~,)=º V~~ .• ,il::\:,,,,, 
\.;1 

iii) Las funciones de distribuci6n '"-F.., de las variables 

aleatorias 1 .. ~ / L•\l, . , ¡.-.. ...... satisfacen la condicí6n de Lin-

deberg : o . 

Sea f 1,\\.) ,-tt;. LC'1i1 una función aleatoria definida de la 

siguiente forma : 

~ ... \~) -;:::. ~1-\~ +-\f.:,-_\:.:..;. l::,'-'"º' - 10\/\~ 1 J t.€:.~ t1\.i;, t\\~~11 
"' donde 

J ~ ... ,(, .... L (... . K ~ 1 ... 

Debemos observar que t ... llt) ~ ~"' siempre que t:. L~ y ~ ...... ({) 

es la l!.nea recta que une u (l,...., , ':. .. ") con !t ...... 1 ,~ .... 4>1) en el 

intervalo \_t.,..>t..,t ... w..~1l · Por lo tanto, f .. J'-~ es continua con pro-

babilidad uno. ?ar t.-:mto, le corresponde una medida 1'"' en 

el espacio <C ,~) conforme a la cual se distribuye el pro

ceso 8StOCáStÍC0 tf;t) I-\;_ E;_ r\_o,1J. 

TEOREMA 3.1.2.- Sea !,(t\el proceso descrito arriba y }'" 

la distribuci6n de f..\\l en el espacio {G ,r¡s,~). Entonces 

f"' ~) \.J cuando ·,~,"° donde \¡) es la medida de l1iener en 

DE!10STRACIO?l . - Denotemos i:;ediante W(l) al proceso del mo

vinúento Browniano y \J su distribuci6n en Q;c. Debe-

mos establecer primero que las distribuciones finito 

:lirnensionales del proceso <¡1.(.t\ convergen débilmente 
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a las distribuciones finito dimensionales correspon

dientes al proceso w(t.). Definamos 

~;l-\.i-=. I ~-- -\.E [0,1) 
~ .. ~.: t 

Entonces, para cualquier cX >o 
1:(l ií~<.tl-\.lt)\>o:l) ~ :r l \llli'J~.;\'> ;.\) 

~ ~,El{l~.:\>o1\) == t. ~ d f.,\vi 

~ i' .t s '\11 J 1_, 
~. \ \\J 1 ';o,., 

,...,1~ .... 

En virtud de la condici6n (iii), el último término 

del lado derecho de la desigualdad anterior tiende a cero 

cuando 't\-JQJ. Por lo tanto, a fin de probar la convergencia 

de las distribuciones finito dimensionales de ~:'"'...._(.!;.) 

es suficiente hacer lo mismo para f:.(-1.). Corno w~~ d ):~~~\ 

son procesos con incrementos independientes y w(o)::. í~f'.c) ~O 

basta con probar la convergencia de la distribución de 

f:l~'l-í'.(<'l a la distribuci6n de w(f')-ul(<') ¡:iara toda OH' H''; l. 

que es una suma de variables aleatorias que cumplen la 

condici6n de Lindeberg. Entonces, en vir~ud del teorema 

11mite central (Ver f13J pp. 101-103) la distribuci6n 

de i'J('\ · ( I\') converge a una distribución Normal con 

media cero y varianza igual a 

L'--- [ Vll\ ... ,) = tq--l, 
Vl~tO l' ~ t .. ~!- t." 

- ~l-



En verdad, para cualquier E.> o 

\:C. .~IJ.J-l<'.'-<'l\ ,''"<..>.. ""' 
l ! l .. ~ " l. ' ' 

~ e -t f. J --: 1 ~ ~.l (y~ 
.~ l>l 

L' ~ w. .... v. 'i. ¡_ ~ '""' J 1".: tvl 
\'1hL 

y e 1 último término tiende a cero cuando '.\--;ce. Esto corn-

pleta la demostración de la convergencia de las distri

buciones finito dimensionales de ~ ... ~) 

Debemos mostrar cihora que la sucesión Je medidas ir~\ 

en<S:.!! es relativamente compacta. Sea T:: ~_E ... ¡1. ... ::-i,z, ... 1 
Esta I' sati::;face la condici6n (i.) del tc-orcrr.:::. (2. 2.1) 

ya que 

A fin de probar la condición (ii} del teorema r.1encionado 

es equivalente demostrar que para todo (>o 

L~' ~~::::. y \h.::1:~ 1 ~\<'\ - U;.') 1 > t \ """ o 

resulta que 

-.,\ W? \'!"\ ''+')\>'1< )' 1>\ '""\' \'"\·'(•1-)\>'\···l' . .l..'\. \\"-f\H .. ~ ..... :\ - t ... 1._. ~,)' ,.t:"..:\ -l ""-'l ~r,.••)'¡.., \..,- \~ 1 j ..... 

Pero ti•? \\}:i-\-Ll"-'--'H1·!.~~.!'·! .... \.f: l .. 1\··· fl.1"\ ~ri ... ) ... c..I~:: ...... t.fhl~ 
k•l \ •.J<••'\ ' . ·~~>•·.. . • 

Usando la desigualdad de ~chebyshev tenernos 

r \ 1:~·:>;\> 1.1 ~ •l; ;~~~ \/ l ti) ____;, é~: ... lo-~) 
cuando a1e. Las ecuaciones (3.3) y 13.4) y el l~~a(J.1.1) 

implican 
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} ;,i.t~ \ .e' 

~~ l¡:: l•· ¡4 l./¡•) ~º?~ y \ \ . ?e- <~j t ~ 
""""' 

.I· ~ .... ~ 

l;:: 1 
~~\' \ l L l t"i.,, .. ) - \_ lt-¡.Jl>t J. = L'- <4~/,• \ .X ....,_,,.<o ~ 

De la convergencia de las distribuciones finito dimen-

sionales tenemos 

~' .. --: r \ 1 \_ l t.-.:i ..... i - 'í_ t-t-; .. ) 1) t 1 = -'- j "' í' l l'~' l Jor .. ..... l ffü\:." \-.'\) ·i 
para toda ~ . En virtud de (3.2) obtenemos 

':-- \' r '",., \ < '") ( l '1' , 1 ~~"" - t\\".{'1~~ ')..\,. - ~ ..... -t 1¡> t,.~ 

' L: --'-- · -L J e.p \_- ~} ,iv 
.,, k1.c1 \\-'"''fe.•) J-¡;-' i-.1> l/1R 1 ;. 

¿_ ..J.. . -' - . .L J . ~~r \. - 'f] H 
'- '<~ l 1-"!\.,/(') ~ w¡-.,l/t~ 

Como J..S t~?t-·71J\J ~-\- s cr-""'t<'.~-rt-~t1 J·v ->O 
"'1.,,, ..... ~ c. ¡ .... 1> / .... 

cuando ~->o , hemos probado ( 3. 1) . En virud del teorema 

(2.2.1), T es relativamente compacta. ?ar lo tanto 

F I N . 
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A?ENDICE (A) E!iPA<..:IOS ~!E1'RICOS. 

Dado un conjunto T2 , torne::ios dos elementos x, dE'12..: en 

estas condiciones tenernos la siguiente 

DEFINICION A.1.- Llamamos DISTANCIA a una función real no-

negativa que tiene co:r10 dominio al pr-oducto cartesiano ~7... t< 

y que verifica las t~es siguient~s conCiciones 

i) ("(>'.~) = o si, y solo si x_ = ~ 

ii) (]~xi.orna de simetría) f(=<, ~) = p(~.~) 

iii) (Axioma triangular) e(•·') f r(•,;) + ('( ~.¡) con ?-é R. 

DEF'INICION A. 2. - Un ESPACIO METRICO es la ;oareja ( Q , f> ) , 

com;ouesta por un conjunto 12. no vacío y de una distancia P 

definida para elementos del conjunto ~ 

Al espacio métrico (~ ,~} lo denotaremos solamente con 

la letra R. • 

Designemos por R y i2' dos espacios métricos y tomemos una 

función + del espacio R. al 121 • 

DEFINICI0N A.3.- La función f se dice r~ en el punto 

;..L R ' si para cada (>o e>:iste una J > o tal que para todo X<c e 

que cumpla la desigualdad ~(-r.,r)(J, .:e ·1o.-érilicd la desigual-

dad e'(f«.), P«l)<[. 
' Nota : Si la función T es continua en todos los puntos del 

e~pacio ~ , decimos que la funcion es continua sobre f2. . 



Definiremos algunos conceptos relacionados con los es

pacios métricos, que serán utilizados en forma amplia. 

DEFINICHlN A. 4.- Una BOLA ABIERTA ~{;c,<)en el espacio mé

trico 12., es el conjunto de puntos xd: que verifican la 

condici6n 1(<,t,)<l. (El pwito fijo X, se llama Centro, y el 

número l fü!f!iQ de la bola). 

Nota : Si la condición cumplida es ('"(1./,).S (, llamamos BOLA 

CERRADA y la denota::emos como ~L<..<J • 

?ara efectos de este trabajo , uno de los conceptos 

principales es el de BIMITE. Dicho concepto será introdu-

cido a partir de sucesiones. 

Tomemos un espacio r:iétrico ll.; tenemos la siguiente : 

DEFINICielN A. 5. - Una SUCESION de puntos en í2. , es una fun

ci6n cuyo dominio es el conjunto de los números naturales 

y su contradominio es un subconjunto de ~ 

Sea ~1. ... ! una sucesión de puntos en tt 

DEFINICIO!I A. 6 .- Decimos gue ¡1,1 CONVERGE al punto X cuan

do, toda vecindad )(r..t) del punto i.. ronti~n~ ":.0c'!.o!::; le!: pu:;-

tos ""'"" empezando desde alguno¡ es decir, cuando u cada [)O 

le corresponde un índice fJl tal que Stl,L) contiene a todos 

los puntos""" para V1">M¿. El punto t.. se llama LIMITE. 

En base a la definición (A.6) tenemos que : 



La sucesión l·~ .. \ converge a l'- si, y solo si .li;;; ;+. 1,,,) ==O. 

Obs.- i) Ninguna sucesión puede tener dos límites distin-

tos. ii) Si la sucesión\' .. \ converge al punto X toda 

subsucesi6n {"- .. \de la sucesión \i.1 converge al mismo punto. 

Dejaremos los conceptos de limite y convcrg~ncia para 

secciones posteriores donde cobrarán la irnpertancia requc-

rida para los objetivos del trabajo. Por ahora continuarnos 

con definiciones de conjuntos en espacios métricos. 

Denotando con t a un espacio métrico arbitrario, s~an 

A y B dos conjuntos que pertenecen a dicho cs~;:cio. 

DEFINICIO!l l\. 7. - Un punto o.Ui se denomina PUNTO DE ADHE 

RENCIA del conjunto A , si cualquier vecindad suya contie

ne al menos un punto da 4 . La totalidad de los puntos de 

adherencia del conjunto A se denot~ mediante ~y se llama 

la CERR;DURA del conjunto A • 

DEFINICION A. 8. - El conjunto A se llama CERRADO cuando 

cüincide con su cerradura: A.= 4 . En ·otras palabras, el 

conjunto se llama cerrado si contiene todos sus puntos de 

adherencia. 

DErINICION ~4. ~. - Un punto :n/~ se llama PU!~TO INTERIOR del 

conjunto A, cuando hay una vecindad $(J(.,t) de este punto, 

totalmente contenida en A . Un conjunto, tal que todos 



sus puntos son interiores, se llama ABIERTO. 

DEFINICION A.10.- El conjunto A se dice DENSO en 1$ , 

cuando 11 => l'i . 

Nota : En particular, el conjunto A es SIEMPRE DENSO (en 

el espacio Q..} cua:ido su cerradura A coincide con todo el 

espacio Q.. • 

DEFINICION A.11.- Un espacio métrico que tiene un conjun-

to numerable siempre denso, se llarr.a SEPl1P..?;l3LE. 

Ahora estudiaremos la propiedad de C0!•1PLETEZ de un es

pacio métrico, la cual juega un papel importante en cuanto 

al concepto de convergencia se rcÍicre. 

Sea tl.. un espacio métrico y {l .... \ una sucesi6n en Q. • 

DEFINICION A.12.- Se dice que {i..,\ es una sucesión FUNDA-

MENTAL, cuando ;;ara cualquier (?O exista un número /Ji tal que 

p(~ •. X-)<( para cualesquiera ~.-.>~. 

DEFINICION A.13.- Un espacio métrico se llam¿¡ COMPLETO 

cuando toda sucesión fundamental en él, converge. 

Cabe destacar el hecho de que si un espacio métrico no 

es completo puede ser ínclt1jdo d~ ~i~~ta mancr~ {de =oncro 

única) en un espacio completo. 

DEFINICION A.14 .- Un espacio métrico completo t se llama 

COMPLETEZ del espacio ~ si : 



i) ~ es un subespacio de p." . 
ii) R. es siempre denso en rf"; esto es, U,..:::: 12 • 

TEOREMA A. l. - Todo espacio métrico 12. posee una comple-

tez, la cual es única; o bien, cualquier otra es una trans-

formación isométrica d~ dicha completez. 

Nota : Para demostración, ver [9] pp. 76-79. 

Para terminar, estudiare~os el conceµto de Compacidad. 

En el caso de los espacios métricos, la compacidad está 

estrechamente ligada al concepto de acotación to~al que 

introducirnos a continuaci6n : 

Sea A un conjunto del espacio métrico Q. , y[_ un número 

positivo; en estas condiciones t¿nernos: 

DEFINICION A.15.- Se dice que el conjuntatc2 es una t.-red 

de A 1 cuando para todo punto .X:t~ existe a.J menos un punto 

'btII tal que fl',6)4f ... 

DEFINICIDN A.16. - lln conjunto A se llama TOTAL~!ENTE ACO-

TADO, cuando cualquiera que sea oc existe una l-red finita. 

De la definici6n (A.16) se desprende que todo espacio 

métrico totalment~ acotn¿c, es ~~parable. En efecto, cons-

truyamos para toda ~ ~~a -k -red finita de~ . La unión, 

respecto a ~ , de todas esas redes representa un conjunto 

numerable siempre denso en ¡¡_ 



DEFINICION A.17.- Una clase {r.¡) de conjuntos se llama CU

BIERTA del espacio métrico\?., cuando 12<:t_! K¡. 

Si una parte [i::: .. l de la cubierta li:.d tambien constituye una 

cubierta del espacio R., se dice que [~~(es una subct:.bicrta 

de la cubierta l r-;I . 
DEFINICION A.18.- Un espacio métrico '2. se llama COl'.?ACTO, 

cuando cualquier cubierta abierta suya, contiene una sub-

cubierta finita. 

DEFINICION A. 19. - Un conjunto A , que pertenece al espacio 

métrico i2. , se llama RELATIVM:ENTE co:1Pl\CTO cuando su ce-

rradura es compacta. 

Destacaremos tres resultados, importantes en cuanto a 

compacidad en espacios métricos se refiere. La demostración 

de los mismos puede verse en [ 9) . 

TEOREMA A.2.- Todo espacio métrico~ compacto numerable, 

es totalmente acotado. 

TEOREMA A .3.- Para que un espacio métrico~ sea compacto 

es necesario y suficiente que sea : 

i) Totalmente acotado. 
y 

ii) Completo. 

TEOREMA A. 4.- Para que un conjunto A<t , (con 1l. completo) 

sea relativamente compacto, es necesario y suficiente que 



sea totalmente acotado. 

APENDICE \) J EL ESPACIO Ct, .. J . 

Dentro del esqUci.la que hemos mencionado desde el capitu-

lo introductorio, las funciones que considcrarer.;os y que 

adem~s satisf accn las propiedades que determinan al espa

cio C¡,,~ representan un caso de interés especial pr.ira la 

teoria de Procesos Estocdsticos. Como adelanto, baste men-

cionar que las trayectorias del movimiento Bro~niano en el 

intervalo Lo, 1] pertenecen al e3pacio C{c,1) • Entre otras, 

las razones anteriores nos llevan a realizar un estudio 

{desde el punto de vista Topol6gico) detallado de dicho 

espacio. 

DEFINICION B.1.- El conjunto de todas las funciones rea-

les continuas, definidas en el intervalo (0,1} forman el 

conjunto Ccc,.J • 

DEFINICION B.2.- En el conjunto(¡,,) se d~fi.nt! la DISTAN

CIA entre funciones como sigue : 

Sean \.~e (¡0 ,11 , entonces 

Hu)~ \~i~.~ 1 ~(,\- -\(•1\. 
OBS.- Los axiomas (i), (ii), {iii) de distancia se comprue

ban directamente. 
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DEFINICON B. 3. - El conjunto (¡,,ij junto con la distancia de

finida en (B. 2), forman el Espacio Métrico llamado G¡,,,1 · 

(Por comodidad lo denotaremos simplemente como G ) . 
Veamos algunos conceptos definidos en Q . 

--Una bola cerrada representa un CO!<JUNTO CERMDO. 

En particular, sea tE {o, 11 entonces, se tiene que el 

conjunto de funciones ~ del espacio 4 que verifican la 

condición J!H.\\~ '<. ('<.un número fijo) es cerrado. 

El conjunto de funciones f~~ que verifican la condici6n 

}<ul\t" (té (o, 11 ) no es cerrado•, su cerradura es el conjunto 

de func.imes arriba señalado. 

El conjunto de funciones continuas sobre (o, 1] que veri

fican la condición {l\l< 5(l), donde ~ es una función continua 

determinada, representa un subconjunto abierto del espacio e 
PROPOSICION B. l.- El espacio (', es separable. 

DEMOSTRACION.-· Se tiene que mostrar un conjunto numerable 

siempre denso en e ; para tal efecto, basta contar con 

el conjunto de todos los polinomios de coeficientes 

racionalesª 

PROPOSICION B.2.- El espacio C es completo. 

DEMOSTRl\CION. - Sea l/\.l~ll una sucesión fundamental de elemen-

tos de C: • Esto significa que, para todo [>O "'xiste un 
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N tal que\Y.J~)-l._11.)\<isiempre que'.'''~Y para todo\do,1). 

De aqu:l se deduce que la sucesi6n 1r~\l\ converge uniforme-

mente. En este caso, como se sabe, su limite )'...{,) será una 

función continua. Haciendo tender \1..1. .. )~ en la desigualdad 

anterior, obtcndreí.IOS \l'l.1t)-~t<1.)\~l 

esto si,gnifica precisamente que {;i:.Jt)1 converge a Xh.\ en el 

sentido de la métrica del espacio e 
La demostración de ln co~pacidad de un conjunto de un es-

pacio m~trico, es un problema que encontramos con bastante 

frecuencia en el Análisis. Para les conjuntos situados en 

un espacio concreto, se pueden dar criterios especiales 

de compacidad que resulten m~s c6rnodos para la aplicaci6n 
pr1ictica. 

Para los subconjuntos del espacio G , un criterio impar-

tan te (empleado con frecuencia) de compacidad re la ti va lo 

ofrece el así llamado TEOREMA DE ARZELÁ. 

Para enunciarlo, necesitamos definir dos conceptosª 

DEFINICION B.4.- Una familia~ de funciones definidas en 

el intervalo (O,lJ se llama EQUIACOTADA cuando existe un 

nGmero K tal que para todo t E l O, i) y tnda {<. i, \il•l\~ K 

DEFINICION B.5.- Una familia~ de =unciones definidas en 

el intervalo \:O, 1) se llama EQUICONTINUA cuando para cada 
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bo hay una J>o tal que para toda ~( ~ y para todo par t,,t,E [0,11 

tal que ~(-1.,,l,)(J , sucede que \;J(l,)·9(l,\\ < l 

TEOREMA B.1.- {DE ARZELA) Para que una familia :1!" de funcio

nes continuas, definidas en el intervalo [o,~ sea relati

vamente com:;>acta en ~ , en necesario y sufici(l~te que esta 

familia sea eguiacotada y equicontinua. 

Nota : La demostraci6n está en (14] . 

Por último, introduciremos un concepto que será de gran 

ayuda para efectos del trabajo. 

DEFINICION B. 6. - EL MODULO DE CONTillUIDAD de un elemento 

~·~ se define como 

W/J\=.W(x.,•)= 1~-~1;J \X(sl-Y,,(l)\, o<J<.l.. 

Tomando en cuenta que \w,(~l -w,1,nJpr~"·YCtl),Ul,(,.r) es, para 

una J fija, continua en X , además, como con elementos de 

e es uniformemente continua, !"esultn que 

L¡.,,,, W,«rl =o , ~ ( el. 
J'-'lc 

Usando el m6dulo de continuidad definido en {B.6), tene-

mas un criterio para determinar la compacidad relativa de 

los subconjuntos de e . 
TEOREMA B.2.- {ARZELÁ-ASCOLI) Un ~ubconjunto A de C tiene 

cerradura compacta si, y solo si 

l•"'"" t1.i"? Wx.CJ\:::o. 
J->o ,,G 
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Nota Para demostraci6n ver f 13] 

APENDICE l C) • - INTEGRACION, INTEGRAL DE LEBESGIJ"E. 

El concepto de la integral de Riemann que se maneja en 

los cursos de Cálculo y de Análisis se aplica solamente a 

funciones continuas y en muy pocas ocasiones a funciones 

discontinuas, siendo éstas últimas de modo tal quela canti

dad de discontinuidades es''pequeñu~ Para funciones rnedibles 

que pueden ser dicontinuas en todo punto donde estGn defi

nidas, la construcc16n d~ Riernann de la integral no es vb

lida ( recordemos que estas funciones pueden estar defini

das en un conjunto abstracto donde el concepto de conti

nuidad carece de sentido). 

La idea principal de la integral de Lebesgue, consiste 

en que los puntos X se agrupan deacuerdo a la proximidad 

de los valores de la función en dichos puntos. Esto ofrece 

la posibilidad de extender el concepto de integral a una 

clase muy amplia de funciones. 

En lo que sigue se considerar~, mientras no se diga lo 

contrario, una medida Í aditiva (i definida sobre un álge

bra <:f, boreliana de conjuntos con unidad n . Todos los con

juntos A<íl.. considerados, se supondr~n medibles al igual que 



.. 

las funciones {l<) definidas para i<.fl. . 

I.- Integral de Lebesgue para funciones simples. 

Introduciremos primero el concepto para las funciones 

que se conocen como simples. 

Sea -R una función simple que toma los valores ~ .. ~¡, ••. /~ ...... 

~;t'!ij para l 1j ¡ es decir 

sobre un c.spacio de ;.:cdida (íl,'8,/"). 

Es natural definir la integral de la funci6n f en el 

conjunto A , mediante la igualdad 

S.H•) el¡ = L_ ~./(AJ Jo~de. A.~ 1"-·, xo A, 1(,l~ -o.\ 
si la serie que figura en el miembro derecho converge. De 

esta forma llegarnos a la siguiente definición (en la que se 

postula de antemano la convergencia absoluta de esta serie). 

DEFINICION C.1.- Una función simple se llama INTEGRABLE 

(respecto a la medida í ) en un conjunto A , cuando la se

rie E~-f"(A.) converge absolutamente. 

Si f es integrable, a la suma de la serie referida se le 

le llama la integral de f en el conjunto A . El ejemplo tí

pico de una función simple integrable es la función indi

cadora de un conjunto [ medible de medida finita; resulta 

que 
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Indicaremos algunas propiedades de la integral de 

Lebesgue de funciones simples : 

PROPIEDAD (A) .- S, l<•lJ/' .¡ t ~(<\JI"" ~ t l Í~\\ %l] -ir 1 

con la particularidad de que la existencia de las integra-

les del miembro izquierdo implica la existencia de la inte-

gral del miembro derecho. 

PROPI~DAD (B) .- Para cualquier constante K 

K s \(•' d¡> :: S !"- {t•l\ d,r 
A A 

donde la existencia de la integral del miembro izquierdo 

implica la existencia de la integral del miembro derecho. 

PROPIEDAD (C) .- Una funci6n simple, acotada en un conjunto 

A , es integrable en A y adem§s si \ ·Ít>.l \ ~ .Pi en /)¡ , se 

tiene que 

II.- Integral de Lebesgue en conjuntos de medida finita. 

DEFINICION C. 2. - Una funci6n .\<_¡,\ se llama INTEGRABLE en 

un COJunto A cuando exista una sucesión de funciones simples 

integrables en A convergente uniformemente hacia f 

El Hmi te ~:: r.~.c,\ ór se denotará mediante el sfmbolo 

, y llamado IN'l'EGAAL de la furici6n ~ en el con-

Establezcamos las propiedades fundamentales de la in-

tegral de Lebesgue. 
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Una consecuencia directa de la definici6n es que 

( l) s l· ji"= /·'(A)· 
' 

?ara cualquier constante ~ 

(2) \ ¡ K \1> \ ¡ J,.... = K j ~ (>) d ~ 
(JA / A I 

donde la existencia de la integral del miembro izquierdo 

implica la existencia de la integral del rnie~bro derecho. 

La siguiente propiedad se deduce del paso al límite de 

la propiedad 

(J) s ~(•\ Jí 
.; 

(8) para las integrales de funciones simples. 

+ ~ <;,(!.) Ór = J /j(].H ~ld\ J,,... 
A ¡. 

( 4) Una función 1 acotada e;1 i-1 , es integrable ~n f\ .. 

(5) Si \.';l~ O, se tiene que t f(¡.\ dr ~o ( ~v~ ·~u<. k;~\'-1"''\ e,¡,;:~<-l. 
(6) Si +:•H ~(.r..) se tiene que ~; t(.>,)cÍ, .. >_.. \ ~(~\ J/ · 

( 7) Si"¡{ H\ para todos (o casi todos) los .x.dl , tendremos 

\\.\•/C-"I ~ \ ~c,.>o!r ~ H·/"(4) 
A 

( (·) f • ' o 8) Si/" ~o , se tiene que l, ;C,.) º/" :::. 
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APENDICt: 

I.- INTRODUCCION. 

L D J . - CONCEPTOS GENERALES DE 

r,; TEORIA DE PR03P.BIL!DAD. 

El estudio de un fen6rneno real intenta llegar a una ex

plicaci6n satisfactoria acerca de cómo este se presenta y 

comporta. Usualmente no se intenta explicar "porqué" ocurre 

tal o cual fen6meno, lo que tendr1a un interés de índole tal 

vez filos6fico, sino rnSs bien "cómo ocurre"; es decir, trata 

de encontrar algún sistema de reglc:is que gobiernen el com

portamiento del fen6meno bajo estudio y que permitan enton

ces, predecir de manera confiable lo gue sucederá cuando se 

le observe en deter~inad~s circunstancias. 

El estudio de los fen6mQnos aleatorios sigue la misma 

linea. No interesa por lo general la naturaleza intrínseca 

del azar, sino la forma en que este se manifiesta en situa

ciones concretas. Co~o quiera que sea, 9odemos observar que 

un fen6meno aleatorio se presenta en forma de cierto resul

tado cuando lo que se persige es descubrir algún conjunto 

de reglas que permitan formular predicciones relativamente 

c0nfiablc.s ::-cspe:cto á lu yue se puede presentar al observar 

dicho fen6meno en el futuro. 
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La teoria de Probabilidad se ocupa de establecer las re

glas que gobiernan los fenómenos aleatorios. La teoria de 

Probabilidad no proporciona recet~s m5gicas para adivinar 

el curso de acontecimientos aleatorios, sin embargo, es un 

intento bastante exitoso de sistematizar las características 

de los fenómenos aleatoriosy, obtener así toda la informa

ci6n posible sobre su realización. 

II.- ESPACIOS DE PROBABILIDAD. 

Los conceptos fundamentales de la teoría de Probabilidad 

son los de E\"ENTO y ?ROB.r·1BILIDAD. Si consideramos a Sl como 

el conjunto cuyos puntos corresponden a los rcsul ta dos posi

bles de un experimento, ciertos subconjunto.s do:: ..O. se 1.1.:tma

rán ~ y les asignaremos su Probabilidad de ocurrencia. 

In tui ti varnente, Ac Jl es un e ven to si la pr~gunta ¿ \l..l-' A 

puede ser contestada en forma afirmativa o nec;ativa cuanóo 

el experimento ha sido realizado. Ahora bien, si es que po

d~mos contestar a la pregunta ¿ t•·1 C. 1 ?, nos 9ustaría tambíen 

contestar ¿w'f-4? es decir luJ'-.A,'- ?; y si para cada i:1,c, ... ~'"' 

podernos responder a la pregunta ¿ u.1t A¡ ? , podremos contestar 

¿wc U;~ At? , y de forma similar ¿11J cll,; 1 ~l?, y como la pregun-

ta ¿ wU'\. ? es siempre positiva, resulta que Sl. es también 

un evento. 
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As1, hemos visto que los eventos tienen cierta estructu-

ra conjuntísta, la cual motiva al empleo de la estructura 

definida anteriormente co::io ALGEBRA <r ; rle form~ precisa, 

utilizaremos el álgebra G :f generada por el conjunto .n. , 
formando un espacio medible (.D.,'[} asociiido al fenómeno 

aleatorio cuyos resultados posibles son los elementos deSL 

Sea Í una medido definida sobre 'r en es tas condicio-

nes tenemos la siguiente : 

DEFINICIDN D.1.- La medida/~ es unn ~de probabilidad 

si para todo elemento de r se t.iene que 

il/(!l)=.1 

iil ,,.,-(A):;, o 

iii);""(AVB):o1-(A)t¡'-"(n) 5; f1f\T¿,==cj,. 

Nota.- Cuando hagamos mención de una medida de probabilidad 

la denotaremos mediante el símbolo J?. 
De ahí que r sea una función cuyo dominio es el álgebra ({ 

r Y SU COntr.=;dominiO el intervalo [ 0 I l} • 

Col\ los tres axiomas de probabilidad (definici6n D. l) po

dernos calcular las probabilidades de algunos eventos. Este 

es un punto importante porque en la práctica significa ~ue 

necesitamos comenzar con las probabilidades para una subco-

18cci6n de eventos y, encontrar el resto haciendo uso de 

los axiomas. 



Propiedades de X i) f(A) = 1- ¡>(.~') 

iil ?('1ucr)::. tlo);?(I'>)- ~('IJ'.\ll.) 

iiil P(o) =o 

Sea A un evento con í'(A) >o . ?ara cualquier evento 

tenemos la siguiente : 

DEFINICION D. 2. - La PROBABILIDAD CONDICIONAL de B "dado" A 

es ?(B\l\):?\n(~~) 
La inter?retaci6n de P(i!\~) es que la ocurrencia del e

vento U está condicionada a la información de la ocurrencia 

del evento A 

DEFINICION D. 3.- Decimos que del eventos A y B son INDEPEN

DIENTES si r(tl~):P(Q); es decir, si f(A'l):?(•H(•). 

DEFINICION D. 4.- Una colecci6n finita ]A,:1;~,de eventos se dice 

INDEPENDIENTE si toda subcolecci6n ~A\1 1 ···,'°1.:-\ tiene la pro-

piedad P ( (\.-:' Ac,· \ = :Ti~( A,,.). 
:J-' J ..1:1 

Nota : Los eventos en una colecci6n independiente se llaman 

MUTUAMENTE INDEPENDIENTES. 

Una vez definida la medida de probabilidad, podemos defi-

nir el concepto de espacio de probabilidad ya que, como ve-

remos, todo fen6meno aleatorio tiene asociado un espacio 

de probabilidad. 

-61-



DEFINICION D.5.- Un ESPACIO DE PROBABILIDAD es la terna 

c.n 'J '1 ) donde : i) ..Q ;+ ¡ol 

ii)} es un ~lgebraG de conjuntos de JL 

iii) 1 es una medida de probabilidad. 

III.- VARIABLE ALEATORIA. 

Si (.fl., 'f) es un espacio medible y X es una funci6n me

dible de (Jl., '.f) sobre ( ii!. ,<;)), decimos que X es una fun

ción medible 'f de valor real. 

DEFINICION D.6.- Si una medida E de probabilidad es definí-

da sobre (fl 'r) I decimos entonces que X es una VARIABLE 

ALEATORIA de valor real definida sobre el es?acio (.Q ,[ ,P ). 

OBS.- Comolí1, est~ generado por la colección de los interva-

los semicerrados de la recta, para que X sea variable alea

toria es suficiente que todo conjunto de la forma fi..i¡// .... ) sa1 
esté en 'f ; esto es, que sea un evento. 

La probabilidad del evento ¡t.J.,Xt .. ) .!dl define una función 

no-negativa '"fl~ ~ l -~<;¡<<o 

DEFINICTON D. 7. - ¡,, fllnci l\n \'.',(a) es llílmadñ FllNCION DE DIS

TRIBUCION DE PROBABILIDAD de la variable aleatoria X . 

La función de distribución tiene dos propiedades impor-

tan tes 1) ~ es una función mon6tona no-decreciente con 

L i ~ r\ r.~ i = º . 
a-)-"' 



2) \-';r.. es continua por la derecha; es decir, 

L>- "\' <a<t) = P,r•l. E...., o ¡( -

En forma concreta, cualquier pregunta probabilista con

cerniente a la variable aleatoria X puede responderse en 

forma directa una vez que se conozcn la :~mci6:1 de distri

buci6n '\",.: 

Existen preguntas que no son estrictamente probabilistas 

concernientes a la variable aleatoria X y su respuesta es 

un ntirnero gua. revela. informüci6n acerca del :cn6meno ale~-

torio; dichas respuestas se llaman Características ~-

~, las cuales de fi!1irer:ios a conti.!1uaci(1 n. 

DEFINICION D. 8. - la ESPERANZA de una variable aleatoria 

se define como 

De esta definici6n (D. 8) observamos que E[~l es un opera-

dor lineal. 

DEFINICION D. 9. - El k-ésimo ~ ele una variable alea

toria X se define como t [X']. 

OBS.- Los momentos m~s útiles son el primero y el segundo. 

DEFINICION D.10. - Sea/= E[>'.1 • Al segundo momento de 'l.-/ 

denotado como E (l~·r)'] =Gi lo llamamos la VARIANZA. 

DEFINICION D.11.- La FUNCION CARACTERISTICA de una variable 

aleatoria J\ se define como lQx(-1)::. Sli'"). 
Si X tiene funci6n de di s tribuci6n '?x , resulta que 



PROPOSICION D. l.- La FOR!>!ULA DE INVERSION de la teoria in -

tegral de Fourior da lugar a \",.. " ¡'i, J.:¿' h ti, ll) J l 
OBS.- Con esto resulta que la funci6n de <listribucJ6n de 

probabilidad "P" está deterrnínada complctz;~,cmte por la fun

ci6n caractcrístic.3, y es de gran utilidad como veremos 

m&s adelante. 

Supongamos que X.,, ·, X~ son n v;;_riables aleato-

rias definidas sobre el mismo espacio <le probabilidad. y 

definimos a X:: ( 'f.. .. ~~ 1 ••• ; '/. ..... ) como unn fu.:iciGn medible cie 

( C1. , 'i ) sobre ( l'f, 'i() que recibe e 1 nombre de VECTOR ALEA-

TORIO. 

DEFINICION D.12.- La función 'f':¡; Ü\ > \'_¡; (,,,a, .. .,o.)~ !'[{"';j·;"l!<;l)V;, 

es llarMda FUNCION DE DISTRIBUCION COHJUNTA DE X . 

OBS.- Al mismo tiempo, la relación °7'J.(ft1 = r(¡~ ... ,i;' ... -J~ •1\) .:\C li.'" 

define una medida de probabilidad que llamaremos "de Eorcl 11
• 

DEFINICION D.13.- De acuerdo a la definición {D.3) y (D.4) 

decimos que las variables :\ .. · · · • .X..... son INDEPENDIE~~TES si su 

función de distribución conjunta tie:-te la forrnc;i : 

T'_¡: (o.,. ...• ro.\ - ,~'. 'i'«: lo.;) 

?ROPOS!CION D. 2. - Si i . ., .. , ~- son v<rriables aleatorias ín

de;pendientes entonces : il ( l TJ' X;) = ji t (1,;) .. ' ~::. ' 

ií l \Q f,, (\) = §. \('..,, (~) 



Daremos a conocer un tipo ir.ipo~tante de \'arinblc aleato-

ria : 

DEFINICIO!>J D.14. - Una vari.:ible aleatoria se dice GAllSSIANA 

si su función caractcrfstica tiene la forr;,a 

((\('-l ~e~:; l•\:r - t ~' '-' 1 
donde /q1( y <S';>c; si G<-=O cnt. til'.t)-:. ¿t/. y se tiene que X~i:.-u C.[f>. 

La razón por la cual introducir.ios este tipo de variable 

alea~oria es porqt~e la suma da variables <:J.lectorias que tie-

11en lct misma distribuc:.5n, resulta ser una variable aleatoria 

gaussiana. Como an la pr~ctica muchos !cn6rnenos aleatorios 

resultan Ce la suma de un nu~ero grandv de :1uctuaciones 

inde?endientcs, esperamos variabl0s de tipo Gaussianas. ( 

Teo~ema del Lfmite Central). 

Veamos ahora un tipo especial de sucesiones, las suce

siones de variables aleatorias 1~-1. 

Las propiedades de tales sucesiones estún especificadas 

por la función ¿e distri~uci6n : 

l"v.. l::(.,::r,, ... ,)I .. ) ~ 1'\x,~l:, .'f... u .. . ,, " .. ~:r-,~ 1 \ 
f -~--- ..... C!""' 1.-'\. 

DEFI~ICION D. 15. - La:; DIST.iUBUCIONES FIUlTO DIMENSINALES 

de la sucesi6n \'t...\, resultan ser la familia de funciones 

de distribuci6n \i'J 
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OBS.- En el caso de que toda variable aleatoria de la succ

si6n ~I~ tenga la misma distribici6n 1 tino-dimensional, y 

las variables aleatorias sean independientes, se tiene : 

í'~ l> ... , ,_) i\"- \'ttc\ 

IV.- CO!JVERGE~;crA EN ?ROBABILID1\D. 

Los conceptos de convergencia asociados a variables alea-

torias son importantes no solo en el cálc.3lo de probabili-

dades sino, que descm:)l3ñ2.n el papel de conectar la estructura 

axiom5tica de probabili¿ad con las observaciones cmp!ricas. 

?or una variáble aleatoria. Í.:.'::"l wt·-L / entender.-1os que solo pode

mos observar un v.:ilor de X en el punto, disar.,os Klwt} 

A fin de obtener propicC.:ides estadfstici:!.s relacionadas a X. 

tenemos gue repetir las observaciones ~:obre una sucesión de 

variables aleatorias que comparten atributos con ~ . 

Sea J~-1 una sucesión de variublcs aleatoriüs definidas 

sobre ( .fl. , "f , .P ) . 

DEFINICION D.16 .- Se dice que la sucesi6n \.i...\ converge e:~ 

PROBABILIDAD a la variavle aleatoria " si 

::'.; r lt"'·, IK"H- i:r, .. , 1.,, L \ '\ _.., o 

Este tipo de convergencia, en teoría de la medida, reci-

be el nombre de CONVERGENCIA EN MEDIDA. 
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Los distintos tipos de convergencia enunciados para fun-

cic!1es raedibles, se a9lican a variables aleatorias. Distinguimos 

los diferentes tipos de convergencia para {i.l como se muestra 

en la tabla siguiente 

l 1-.,J CONVERGE 

'rER!·iINOLOGIA 

Casi Seguramente 

(6 con probabilidad 

uno) 

En Probabilidad 

{ó en nedia) 

En Media i-ésima 
i. >o 

En Distribución 

DEFI?~ICION 

E>:iste. un evento A 
t.Jl que ~Vl)~c y, 

para todo td( t.,, '. L l- ~-\ 

converge a '!.. '~) 

~ 1 ) .. \; <to ') 

t \ ~.-x 1' :-=:":.o 

NOTACIO!J 

visto en l~ sección !!I de este ap~ndice; es d0cir, deter-

minando cu~les son sucesiones fundamentales, podemos esta-

blecer la convergencia, y esto es posible ya que no se men-

ciona quién es el lí!nit.e. Co:-i ~sto •:c~ific.::~.ws la G:xistencia. 
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DEFINICION D.17.- Una sucesión ,>:,_} de variables aleatorias 

se dice que es FUNDM!ENTAL EN PROBABILIDAD si 

1' l\"'·, \X.H- X-<~11 ~ l] )-.~~~" o 

APENDICE [E 1 PROCESOS ESTOCÁSTICOS. 

DEFINICION E. l. - Un PROCESO ESTOCÁSTICO jx" t .T 1 es una 

familia de variables aleatorius definidas sobre un misrr.o ~s-

pacio de probabilidad (SI.,'; , 1 ) e inde:·:ada por los puntos 

t que pertenecen a un subconjunto\ Ccl la recta real. 

DEFINICION E.2.- El conjunto l es llamado el :CSPACIO PA 

RAMÉTRICO de el proceso. 

OBS.- Usualmente se asocia al par~metro t con el tiem¡.>o. 

Si T es un conjunto numerable, diqamosT=)~,,h, .. \ entonces el 

proceso \X.t,t t r·¡ resulta ser una sucesión de variables alea-

torias. 

Estare~os más interesados en los casos en que-¡- sea un 

intervalo, los casos mtis cor:mnes serán T= [01,¡J,T-= [o,c."CJ,T'='f~n::>,"=') · 

Un proceso estocástico es una funci6n medible de dos va

riables; esto es, Xtv,t),w(.-" .. ,t!T. El único contraste es que 

para todo t. y todo número real 0. 1 \ L" ¡ 'í-rw,t-\ :=c.) t.J. 
OEFINICIOI.J E.3.- Parn. nnñ t•J fi.j~, l:::i f\;:¡c.!6nY.~·.•_1 1 .\dcfinida. 

sobre T se llamará la TRAYECTORIA del proceso. 

Para todo subconjunto finito 1h,b., ... 1{n11de T denotamos a la fun-
l•,ti •.. , tn 

ci6n de distribución de ~,.,t., .. f.tnrnedi~nte t' De ahí 
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que 
t1 ,Üi ... Jn 

DEFIN¡croN E. 4. - I,a colecci6n P para todo subconjunto 

finito \ \., ... ,{.\de T , es llamada LA FA~lILIA DE DISTR IDUCIO

NES FINITO DIMENSIONALES para el proceso 'X~. t l T\ 

Una vez determinada la familia de distribuciones finito 

dimensionales, podremos encontrar la probabilidad de todo 

evento de la forma ~ vJ ¡ i..t~f...,~)(ti'"",.\ .. /Tg .. ·rAldonde A es un con

junto en el espe:cio n-dimensional ñ" . Tomando límite, po-

demos encontrar la probabilidad de el límite de una sucesión 

de tales conjuntos. 

Ejem?lo.- Sea _n_ = la colección de todas las funciones 

continuas en [0,1) . ScaT = [0,1] . Sea Xí"l= El valor de la 

función u.; en t Como toda Lu es continua, 

[w;c~:;)',t(w)~b pt,1rc. lo:k. l~- [c,1J).,,.í1w¡afX1:í,...i)f.b,pcir.:¡l,:.ck:r(J(it!'•(.l r-f'.C"1.1J1 

En este ejemplo, el conjunto ~u.·;o:.=:Y,1.;l 1_.:i)J bf,~''"\~t([;·~·}es un 

evento y su probabilidad puede ser c~lculada de las distri-

buciones fi~ito dimensionale5, ya qu~ el ccnjunto de núme-

ros racionales en el intervalo [0,1) es numerable. 

elementos t. debe!"! cxa~in=1!"3c de r.,ocio ~nUi viJual. Las dis-

tribuciones finito dimensionales pueden o no, contener toda 

la in:ormaci6n necesaria para la obtención de las probabi-

lidades de tales conju~tcs; sin c~bc=go, l~ ~ilu~ci6n en la 



realidad no es tan rígida. Normalmente obtenemos, por medio 

de una combinaci6n de hipótesis y medidas, una familia de 

distribuciones finito dimensionales para el fenómeno alea-

torio de interés. Sor.ios en ton ces, "libres 11 para construir 

{JL,f ,1:) y\'i...,t~-1-:micntras que si para toda Oo y toda lo(. T !. 

P[¡x,->'., J >,é J: J d T(,,r:qJ __ ,o {e,5 . .J 
li:.-"\J :>,¿ f-'ll t 

entonces el ?roceso puccie ser construido de tal forna que 

para todo intcrv.::ilo ~<J, b] , el conjunto i w;i:; ~ f..t 1\•1
\ ~b, (Ur:1 +rr .. t f. T '\ f 'Z 

P [ \w ;ei ~y, (v.\ ~b P"'c• t:da i !'. T1J :e: P[ft. ... ¡ r~ ~ Xtlt..1) .;1 1 r1.:11c.. ~Jo. n::..tiof\c.1 t 1! T1 J 
••• ( ~, ~·2) 

Con probahi lid•?<l 1, :.cC.: :-rO/•-:ctoria 1:1w, 0 ) se comporta 

suficientemente bien que las integrales ix1~~ldf pueden 

definirse. En 9articular si 1·~/K~ !dl-:'... () entonces 
t '4 

~ft..)-: \)'.lw¡t)di es un.:i vcriablc aleatoria y 
·q r' E(;]o).E[i.,].J' .. (e,s") 

OEFINICION E.5.- La co:-;dic:én (e5.1) es conocida como 

CONTI:-lll!OAD EN ?ROEAi3ILI Dt\ü. 

OBS.- Esta condic!6n no se s~tisfacc siempre; sin embargo, 

si se cumple y las distribuciones finito dimensionales son 

todas las que hemos dado, podemos asumir oue e) rorro!'"'<?~':' pe-

see las propiededes (eS.2) y (aS.3) deseadas. 

En lo que sigue, intro-duciremos algunos conceptos que 

contribuyen a la simplificóci6n del análisis. Comenzaremos 
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con algunas propiedades de continuidad. 

OEFINICIO~ E.6.- Un proceso\~~ 1 ttT~ se dice continuo 

i) EN ?ROBA3ILJDAD si f ( J X., - )., \ \ S) ,,, > O F'"" -\cdc, l'> o. 

ii} EN MEDIA I-ESI.:-.~A si E:ff-1-l";_/ \ _ _..,o .:1..ic..-.:k ~__,i,, 

iíi) Cb.SI SEGURhMENTE si P ( !,\..,, f )~ - Kt j = e ) ·.:- i . 
'....., ~ 

DEFINICIO:.J E. 7.- On proceso \i.t; t..: r·l se dice DE TRAYECTO-

RIAS CONTINU.~S si, con probabilidad 1, toda tr.:!ycctoria 

Y.1w1•) es una funci6n continu.:i en T. 

En base a esta d¿finición (E. "J) enunciamos la llamada 

CONDICION DE .KOL:-,OGOROV para determinar cu~:-i.do un ::-iroc-::.so 

es de trayectorias continuas. 

PROPOS!CION E.1.- Si un proceso es tal que s<Jt:í.sface la 

condición {eS. 2) y si existen constantes positivas d 1 E ~1 K 

tales que E l X Hh - :-:~ 1" ~ f< 1-,'"l 

para h suficientemente ?equefia y 9ara toda , entonces el 

proceso es de trayectorias continuas. 

DaCa una fami.lia de distribuciones finito dimensionales 

{PT" 1 "Tn ETfu,;tc:.i. b~ Tr.1, podemos encontrar un espacio de proba-

bilidad ( .... 1. ,'f ,.:? ) y una familia de variables aleatorias 

)'1.t. lt. T\ ce.:¿ l<:.s cJist.ribuciones finito dimensionales dadas. 

La demostración se hace por· construcci6n.: 

Sea JI ... = r?i7 
= \ conjunto de las iunciones reales sobre T? 



Sea X~"'= el valor de cv en t . 

Sean <Z>'t. y O.i. , la mínif7la álqc!Jr<J. y lr.i rnínir.ia álgebra <f 

respectivamente, con la cual toda 'j.t es medible. 

Ahora bien, todo conjunto IDx es de L1 forma 

~W; ( Y.,,I'-'"'), \ •. 0 .w), / ~\nl"'l) ~ 'b\ (e,5-4) 

donde 16 es un conjunto de norel n-dimensional. 

Dada una familia de distribuciones finito dimensionales 

( ~ . . '~ " 
1' ( \ W ; ( 'i-• «o\, 0' !w\ ... , f,¡ 01~·\ ( fO 1¡) ~ ) J f (:<,,- .,1~) ( C, 5 -O) 

l "1.i !-..,¡ 1 '• ~ 

Esto define una medida .E. de probabl lidad sobre ( .... :'1. ,P.ix). 

Además, se puede der.iostrar gue E , definida de éste modo, 

no es solo aditiva finit.a::?entc, sjno ta~1bién aditiva "..í 

Esto si<;nifica que P es un¿1 medida de ?robabilidad que pue-

de extenderse de m5ncra única a ilx. • ?ara prohar que l: es 

aditiva lf y no solo aditiva, es complicado, ?Or lo que orr:i-

tiremos la demostración ( Ver :vcveu, 1965, pp. 82-83 ) . 

Resumiendo 

Si tor:1amos Jl. = !R.1 ~{ definirnos 

medida de probabilidad se define mediante (e5. 5}. Así de 

este modo, el proceso \'/.t,iE f '\ tiene lé!S funciones finito 
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dimensionales preescritas. Notemos que 1Xt''""'\lul lh
1

1tlTl defi

nido mediante (e5. 6) es la llamada FUNCION COORDENADA, por

que tl::.1w\ es la t-ésima coordenada de w • 

DEFI~ICION E.8.- Los conjuntos de la forma (eS.4) se 

llaman CILINDROS. 

II. - SEPARABILIDAD Y ?•lEDIBILIDAD DE PROCESOS. 

La definici6n de un proceso estoc§stico Y.t , requiere que 

sea una funci6n óe LV , :medible (.t para cada t sin d.:ir lu-

gar a condiciones sobre él, como una funci6n de t . Cuando 

T es un intervalo, las preguntas de naturaleza analítica 

concernientes a funciones de trayectorias continuas del pro-

ceso, envuelven una cantidad no numerable de eventos y va-

riables aleatorias, que no siem?re pueden contesta=se sin 

antes añadir algunos conceptos como condiciones. Por ejemplo, 

el conjunto \w¡ ~t(w)/,O pcuo kb tl T)~ () '¡w; X\lc~l)/ol¡ 
(< T 

puede no ser un evento cuando se tiene una intersecci6n no 

nimerable de eventos. De la misma forma, 'i-= ~up l '/.. t puede r,o 

ser una variable aleatoria porque conjuntos de la forma 

~VJ¡~tw\b~-) = (i\w¡ Xtlcu)5 Yl 
t • T 

pueden no ser eventos. 

Estas restricciones motivaron la introducci6n de los con-

ceptos de Proceso Separable y Proceso Medible (Doob,1953,pp 50) 



DEFINICION E. 9. - Lln proceso se llama SE?Afu;ELF; si "xis to un 

conjunto 5 numerable, 5 c. 1 y en evento 4 nulo 1 tal que para 

todo conjunt.o K cerrado, Kc ~ro,c¿}, y cualquier intervalo L 

abierto, los dos conjuntos 

\w; ,\t,~l e K ,t ¿, 1(\r) ~ \"'-•; X1tw\ <: ~, l "- J.(\S\ 

difieran por un subconjunto de tl 

DEFINICION E.10.- El conjunto S nu;r:.crable es llamado el 

Si el proceso1X{ 1 tt.qes se?arablc, ";;' t.1.};l-J entonces, para 

ctrnlsuier intervalo l r:ibícrto, Y,{-I}{c~,tl I05 implica que 

~{V')~ C\ para t l !(\T. De este modo 

'SoJp '!-¡ (w) ), :,>? 'Í.t ( w) 
t ¿ .:::r\!'. { { .r. "",r 

y como 5 c. T , la desisualdP.d contraria tambié:1 tícne lugar. 

De aqu1 c:ui:: para cual1uier intervaloI t:J.1:.ierto 

~c1p'(c('-'')" ''-'pY,1~l P""' tuff,.. 
~<líl':> \<(.~(lT 

Como S es numerable, .;-,~g(\\d....,) es una variable aleatori.1 

c.t.p. Si el espacio de probabilide:d es completo, entonces 

~n.JP 'i<;;(w) es una variable aleatoria. Y tene:nos un r~~.-..:lta'1o 
{l!(\T 

similar para i~:Jln~-t.r~-') 1 y de ahí, también para 

\.'m '.iup )~, " ¡;,.,-, ou9 ¡,, '\ llm ir\~ 'l.< ,,-{.',,,.. "'.e )'., 
"l.-"?-.e ,.....,c:oh-li<-~ ~.....,t n-'ttbl~-í~.:.~ 

De aquí en adelante, supondremos que el espacio de pro-

babílidad es completo. 



Dado un espacio de probabilióad L.n .. , O. , .P ) y w1 proceso 

\l!t,~t.1) definido sobre él, dicho proceso puede ser separa-

ble o no, y no podemos hacer nada para cambiarlo. Cuando el 

proceso es separable, existe un recurso para encontrar al 

separan te. 

?RO?OSICIO:~ E. 2. - Sea \~t-,':-€.f\ un p:-occso ser-iarable el cual es 

continuo en probabilidad. Entonces, todo conjunto nur.ierable 

denso en T es un conjunto separante. 

Como vimos anterior~ente, es tamt~~n de~cnblc poder dcfi

' nir integrales de la forma \ i,1;.fw)d t. . Si dicha in-

" tec;ral se interpreta ccmQ intcnral de Lebesque de funcione-s 

con trayectorias continuas, la integrabilidad de casi toda 

funci6n de este tipo es una necesidad. l;ún cuando casi toda 

funci6n con tr2yectorias continuas)~1i.,{'7~ es integrable a la , 
Lebesgue, la integral l f.dw)dl resultante, puede no ser una 

G 

variable aleatoria. Lo que se ne ce si ta es que Y.1:.J.._.., '\ defina 

una funci6n de { t, w) medible con respecto a J_ x (D. , donde 

J__ denota el §lgebra ó de los conjuntos medibles a la Lebes

gue en T Recordemos que J. es el m1nirno álgebra 6 que 

contiene a todos los intervalos y es completa con res?ecto a 

la medida que asigna su longitud a tales intervalos. 



DEF!NICION E.11.- Un ?roceso~~\ 1 t.cr) con un conjunto T me

dible a la Lebesgue se llama PROCESO !·\E DI BLE si ~e'~ l es una 

funci6n de ( l ,w) medible con res?eCto a¡~ (Q_ • 

Q es el álgebra G de eventos en el espacio de !_)robabili-

dad definido; es decir, ?ara toda )- { (-ro,<») j(t,.,j; ,x,1.~) =' "- \€, ¡ ~ (!,¡_ 

Notemos que la scparabilidad no impone restricción sobre 

las distribuciones finito dimensionales; sin e~ba~go, la 

medida lo hace. Por ejemplo, puede mostrarse que si T es un 

intervalo, y si ht,l'-1\representa una colccci6n Ge variables 

aleatorias independientes e id~nticamentc distribtiidas, en-

tonces no puede ser medible a menos que la distribución de 

il esté concentrada en un punto. 

La siguiente 9roposici6n ofrece una condición suficiente 

sobre la distribución finito dir:iensional de un ?receso r..e-

di ble, y también reúne algunos re3nl tados ?receden tes, (ver 

DOOB, 1953, pp. 61-62). 

PROPOSICIO!l E.3.- Sea )i,,t.r\ un ?roceso continuo en probabi-

definido sobre el mismo espacio de probabilidad t.'.'!l que 

i) 'P (l·t' ~\) = \ pota. code> l l T 

ii) l~,,\•T'\ es separable 

iii) Cualquier conjunLo numerable denso en T , es u:i se

parante para 1 ~l i l( T\ . 



DEFI!>IICIO!l E.12.- El proceso 1~t,1<1\ se llama >lODIFICACIO!>I 

SEPARABLE y MEDIBLE de l ~" t <' T1i • 

OBS.- Siempre que un proceso sea continuo en probabilidad 

podemos a.sumir que tenemos listo un reemplazo por raeC:io de 

una modificaci6n separable y medible. 

Finalmente, observemos que si A es un conjunto de la rec-

ta real, medible a la Lebesguc, y si 

entonces, casi toda trayectoria continua es intesrable a la 

Lebesgue sobre A' y r~1dl 
A 

define una variable aleatoria. 

III.- PROCESOS GAUSSillNOS. 

Corno mencionamos, muchos fen6~enos aleatorios están bien 

aproximados por procesos estocásticos que son llamados Gau-

ssianos. Esto es de gran ventaja, ya que dichos procesos 

tienen distribuciones que gozan de gran simplicidad anal!-

tica. 

Sea :l una variable aleatoria tal que E.[l'}Loo, Sea_.M~ E[2] 

y O'l;E[{E·j-if). En estas condiciones tenemos la siguiente 

DEFINICION E.13.- La variable aleatoria~ se dice GAUSSIA-
1 

NA, ya sea si G ~O 

bilidad 1, o bien si 

siempre c;ue G'; O • 

en cuyo caso ~ 
r' t 

?(~>+ L,~ 

es igual a t," con proba-

e.~p H ('·;· !' J d;: 



Podernos calcular la función característica y encontramos que 

~~{u\~ c;1.p[c/'v- ±u~L,~J 

entonces, co~o la distribución está determinada de manera 

única ~or la función característica, una condici6n necesaria 

y suficiente p~ra que ~ sea Gaussiana, es que satisfaga 

~~ll•\=cle'U'J = c;<p[•uEC~l- '.;-El(2-~C2l)'JuºJ 

DEFINICIO~ E.14. - C'n proceso estocástico 1Xttt"'1 se llar.i11 

GAUSSIANO si toda combinación lineal de lu formu 
N 

? : .2" O:, )'.l, ... 
es una variable aleatoria Gaussiana. 

OBS. - Para que ¡~,.un sea un proceso Gaussiano, es necesa

rio CjUe ¡:>ara cada t., '/..1;, sea una variable aleatoria Gaussiana. 

Pero esto no es suficiente. Una condición necesaria y sufi-

ciente está dada en la siguiente 

?RO?OSICION E. 4. - Un proceso\ Y.t 1 U T1,es Gaussiano si, y solo 

si 

ii) Para toda colecci6n finita ( t1, · · 1 +N) c. T 

E [dp ¡, !v.'Xt<)(:.,,,~p(•~u.!'í~·l--:'-I u~o,,.,t\(~.,t..-.')-\ 
Y.'1.1 - 0:.•I ... ><.,,..... ':I -

dot"\dll! /d{-\-,:o E(Yd '-'¡ P-{~.:\..:: EL{t,t-;ntJ ( i-s-/"l:.1'>] ... (e, s.;.J 

03S.- Su9ongarr.os que h.,\ es una sucesión dG variables alea

torias Gaussianas que converge a un3 variable aleatoria X . 
Entonces 

/1..., ~ ::{1,..., J ,.,~: !' = t:U:1 l\ 



Por lo expuesto en el punto (V) sobre los tipos de conver

gencia, y dada la forma de la distribuci6n de cada X,.. , la 

funci6n óe distribución de ~ debe ser de la forma 

p( X ,,; o)= )"--'--- e.<p (--i ('~-:·") dx 
-a:i~ " 

En otras palabras, el limite de una sucesión convergente 

en media cuadrátic~ de variables aleatorias Gaussianas, es 

siempre una va:~iable Gaussiana. 

OEFINicro:: E.15.- La fc.'1ci6nrn) e:s llamada la funci6n 

MEDIA de \t 01 H T) 

DEFINICION E.16.- La función r¡{t¡~) definida como (eS. 7) 

es llamada la función COVARIAHZA. 

Estas consideraciones muestran que todas las funciones 

finito dimensionales de un proceso Gaüssiano est.§n deter:-r .. i-

nadas completamente, una vez especificadas las funciones 

flttl (Hedia) y f\!l,>) (Covarianza). Esta es realmente la forma 

más simple de especificar a las distribuciones finito di-

mensionales de un proceso Gaussiano. 

como ejemplo, consider"mos al proceso llamado ~OVTllIEN'.t'O 

BROWNIANO ) X, 1 t >,o l definido por 

i) '1Y·t. t. /.1 o~ es un proceso Gaussiano 

ii) ¡:Ud= o E[ 'lti 1-~J :1-nirl['t,s) 

, la matriz p,,G-:~rt~,\,)) es positi-

va. Por lo tanto, la funci6n Oe distribución puede e:-:presar-



se como 'P{:z.~,+ 1 

N 1..i 

• 1 t;,-f::~···j,(N!:N)=lff ~ 
1·=· ~~<.TI{b-1:-i-• 

(: 
(•¡. - ~ ... 1=1 

... L--- d 
op "lt•· {; .. \ J í 

donde te• O •:t •. Esta ecuación muestra que 1¡ Xt •; '-~-'/..-i..,, •¡Y...{,,¡ - 'f..iN•j) 

es una colecci6n de variables aleatorias independientes para 

toda colecci6n creciente de puntos (b, .. 1-t,..}. Todo p!"oceso 

que posea esta ?ropiedad es llum~do PROCESO C0!-1 INCRE}:ENTOS 

INDEPENDIENTES. ?or lo tanto, un movimiento Browniano es un 

proceso con incrementos independientes. 

Enunciaremos una proposición la cual no demostrarc:nos; 

sin embargo, será de gran ayuda para entender un ti?o de 

medida de probabilidad em~leada en el artículo de Prokhorov. 

PROPOSICION E.5- Con probabilidad J, todu trayoctoria con-

tinua de un movimiento Browniano separable, es unifor~emen-

te continua sobre 1odo intervalo finito. 

La 9ropiedad de trayectorias continuas de un movimiento 

Browniano sc9arable, puede interpretarse de la siguiente 

forma: 

Sea C el espacio de todas las funciones continuas de 

valor real sobre [c:,c.c). Sea ~tfwl ,l...u~C el valor dev.J en f:. 

Sea (l_ el álgebra ~ mínimo de subconjuntos de C tal c¡ue toda 

'Y..t sea medible. En estas circunstancias, puede probarse que 

existe una única medida 1' de probabilidad sobre ( 4 ,\] ) tal 

que \:<.t,O.f.lLa:i\es un movimiento Browniano. Así. construido,J'i-1:,l-;,.,01 

es necesariamente separable. r..a continuidad de las trayec-

torias, en este contexto, no dice más que P (G) ~ .!. • 
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DEFD1ICIO'.:l E.17.- La medida? sobre (d, Q) se llama 

MEDIDA DB liIENER. 

Sea IB la m1nima álgebra, respecto áe la cua 1 todo l\t 

es medible. ú'?J no es álgebra <S • Ahora bien, toda familia 

de distribuciones finito dimensionales para )Y..i 1l¿todJ1define 

una medida 1'
1 

sobre <C:rcriJ ,\T ... ). Aunque 'P' es, en general, adi

tiva finitamente, si?, es aditiva 6' entonces puede extender

se a una rneC:ida '? de ~r0b;:ibilidad so!Jre (C:.~~.:i ,íl } . 1.o que 

resulta es un proceso )Y-t.1{t[t1.tJ) d·2finido sobre k;cr,•)'G. ,'P). 

Corno r(C:tci.~) )'='i todu trayectori 3 C~ Y.t 0;; cont1nua. 

Podemos interpretar la condición d·~ J~olrnoryorov ccimo sigue: 

Toda familia de funciones de distribución fini~o dimen-

sionales que satisface la condici6n de Xolmo~orov, define 

una medida ·.p' sobre !G ,J?), la cual es aditi\·a 3 • 

En el caso d<?l mo\•in.iunto Brow;iiano, la medida p resul-

tante es la llamada MeGida de Wiener. 

Debemos notar que todo proceso \;.\,-l-:. T\ definido sobre 

e a ,<t , I' de ésta forma, es necesariamente separable y 

medible. 

Con los conce9tos definidos hasta aquí, podemos co~enzar 

con el an~lisis del articulo de Prokho=ov ( tema cent=al 

de el trabajo presente ) • 
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