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INTIWDUCCION 

El formalismo lagrnnginno de la llfoc1ínicn Clf1sica se ha con\'crt.ido cu parte fumlrurwnt 11! 

del lenguaje de la física moderna. Por una parte, como es bien conocido, la físirn de 

las partículas elcment aks t ienc sus modele» m1ís f11mosos expresados en tt',nniiws ele las 

llamadas Teorías de Norma y por la otra, la lllec1ínirn Cu1Íntica requiere dC'l formalirn10 

lunniltoniano, que a su vez esta hít.-:ado t'll el funualis1no l<1~rt111gitlno i. 

La importancia de expresar las ecuadones de movimiento ele un sistema físico dado 

en términos de un principio Yariacional. debe su enomw exito principalment.e a que 

permite asociar cantidades conscrYadas con simetrías infinitesimales del sistema. El 

teorema de Noelher (1918) permite, ck 1n1a manera dir<'da, probar si una transfor

mación infinitesimal dada es una simet.ría para un sistema la¡,rrangiano y asociar a ésta 

una cantidad conservada a lo largo del movimiento. Este tipo de simetrías se llaman 

simetrías de Noether. 

Por otro lado, se ha demostrado que las simetrías de las ecuaciones ele movimiento 

constituyen un conjunto mucho más grande, que incluye a las simetrías.de Noethcr como 

caso particular. Estas simetrías pueden también definirse como simetrías de la función 

lagrangiana, extendiendo el formalismo lagrangiano mucho más alhí de la prescripción 

L = T - F usual. De hecho, es nece~ario cofütrnir la fondón lagrnngi11na <lP t.nl 

manera que resulta ser proporcional a combinaciones lincnlcs de sus propins ecuaciones 

de movimiento (Hojman S. 1984a). Así, nuevos tipos de simetrías (no Noet.herianas) 

asociadas a la función lagrangiana pueden definirse, de tal manera que este mre\'O 

conjunto (que incluye a las simetrías de Noether ), sea equivalente al de las simetrías 

de las ecuaciones de movimiento. Además, y este es un paso importante, se ha definido 

un modo sistemático para asociar varias constantes de movimiento con cada simetría 

no Noetheriana dada ( Hojman S. y Harleston H. 1981). 

t De hcd10 el fonnalismo hamiltonfono puede \'Cl'sc como un cnso pnrticular del Connnlismo lngranginno de primer orden, 
para detalles \'Cr nota a. pie de plÍ.gilia pp. 15. 
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Las trnisformaciones de simetría <lr Noether trnnsformnn ¡¡ In función lngrangiana 

de tal manera que la variación funcional dP ésta es la dcrinuln totnl respecto al tie111po 

de una funci<'m arbitraria. Las ccuacioucs de mo\'imicu\o qm·<lan conscrncntrmC'ntc 

invariantes. En el caso de las transformaciones de si1rn·tría no NoC'!l1erianas, la funcic)n 

lagran;:.iana se transforma por una fnución bgra11gia11a cquivnlcnt e que llc,·n a (·cuacio

ncs de movimiento distintas a las originales, pero con exactame11tc d mismo Pspacio 

solución que las ecuaciones de rnovimiento origin:1lcs. Así, mientras las simetrías .Noct

herianas dejan im·ariantes a las ecuaciones de mm·imiento, las si1nctrías no Noethcrianas 

transforman las ecuaciones dP movimiento covariant.ementc, dejando in,·ariantes las so

luciones de las ecuaciones de movimiento. En general, diremos que una transformaciém 

dada es una simetría del sistema, si las solucione' rl<' lns C'rundones dt> movimiento del 

sistema permanecen invariantes bajo la transformación. 

El propósito de este trabajo, es establecer un método para construir simetrías no 

Noetherianas asociadas a un par de lagrangianos equivalentes dado (Lagrangianos que 

llevan a ecuaciones de movimiento distintas, pero con exactamente el mismo espacio 

solución). La construcción de estas simetrías es relativamente simple, re.quiriendo de una 

solución particular de una sola ecuación diferenrial parcial lineal. El método también 

es útil para construir funciones lagrangianas asociadas a una simetría no Noetheriana 

da<la. Esto permite, en principio, construir tAmhif>n otrns posibles simetrías del sistema 

y entender mejor la estructura de esta nueva visión de la relación entre simetrías y 

cantidades conservadas. 

La estructura de est.A tesis, que pongo a consideración del jurado, es la siguiente: En la 

primera sección, se define el concepto ele simetría para un sistema dinámico Newtoniano, 

que constituye el fundamento de toda la estructura lógica del texto. Estas simetrías 

son las más generales que pueden asociarse a un sistema de ecuaciones diferenciales 

determinado. 

En la segunda sección, se discute el principio variacional que es la base ele la cons

trucción lagrangiana. 
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Sin dudn uno de los problcmns nuís intcretiftnles y mrís 1mlig11os qm· se lian plantPado 

en el área es el Jlanrndo problema i11verrn del ciílrnlo de ,·arincioncs. E, a par! ir de la 

propuesta de solución n este problema que surge la idcn ele relacionar simct rías con 

lagrangianos equivalentes. 

En la sección IV se drfiucn las simetría' de la función lngrn11gir11rn, <¡11<' <.'S muy usnal 

entenderlas como un subconjunto de las simetrías de las t·cnacinnes de rnn\•imientn. La 

más famosa simetría lagrangiana es aquelln formulada por Noether. Se expone tnmbién 

la definicióu de una simetría lagrangiana llamada simetría de s-equivalencia, que con

tiene en su definición a la simetría Noetheriann. Se muestra, además, la necesidad 

de construir un nuevo concepto de simetría lagrangiana, que tiene la peculiaridad de 

que las simetrías lagrangianas así definidas coinciden con aquellas de las ecuaciones de 

movimiento, expuestas en la primera sección. 

Por último, se presenta 1111a línea de pensamiento particular basada en las secciones 

anteriores, que conduce a la relación entre simetrías y lagrangianos equivalentes, que es 

propiamente el contenido fundamental de este trabajo. Un ejemplo que muestra como 

opera en la práctica esta idea es el contenido de la última sección. 

Los apéndices pretenden cubrir un objetivo doble: por una parte, se desarrollan 

algunos cálculos de este trabajo que son cruciales en el desarrollo de las ideas expuestas 

y por otra, intentan introducir al lector, verdaderamente interesado, al lenguaje en el 

que se escriben estas ideas en las publicaciones en curso, mostrando algunos materiales 

que no han visto In luz a lo largo de estos últimos aiios. 

Una peculiaridad del trabajo es formular desde el principio el teorema de Noether 

para funciones lagrangianas que dependen linealmente de las aceleraciones. Evidente

mente, el teorema de Noether usual, se obtiene como caso particular de esta propuesta. 
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l. SIMETRIAS DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

Consideremos un sistema de ecuaciones difrrcuriales de st·gnntlo orden, 

i,j = 1, 2 ... 7l (1.1) 

En Mecánica Clásica un sistema de este tipo rcprPsc·nf¡¡ la s.-•gu:ida ley dr ?\c\\'tou 

para un sistema den grados de liucrtad, donde qi i = 1 ... 11 clenotau lits coordenadas 

generalizadas y 1/ denota la dcrinida rC'sprcto al tiempo de la coordenada. Se ha 

supuesto que en general las fuerzas generalizadas Fi dcpcnden de las coorcknadas, 

las velocidades y el tiempo. 

Cualquier función C(qi, qi, t) que permanece constante a lo largo de todo movimiento 

posible del sistema (1.1), es una constante de movimiento asociada al sistema. Conse

cuentemente, su derivada respecto al tiempo sobre la5 trayectorias solución del sistema 

(1.1), se anula: 

ic _ F;ac .;ac ac _ 
0 dt - 8i¡i + q 8qi + 81 -

Supongamos que el sistema (1.1) puede ser integrado. En este caso siempre es posible 

escribir su solución general como el conjunto ele trayectorias, dadas por las funciones, 

a=l,2 ... 2n (1.2) 

donde las 2n cantidades Cª, son las llamadas cantidades conservadas o primeras in

tegrales del sistema ( 1.1 ). El conjunto de las cantidades Cª debe ser un conjunto 

completo, funcionalmente independiente de funciones Cª ( qi, qi, t ), a despejar desde las 

ecuaciones ( 1.2), por lo que el jacobiano de la transformación, 

q¡ == q¡(Cª, t) 

4i == i¡i(Cª,t) 
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debe ser distinto de cero, 

( 1.3) 

El conjunto de inda.• las solucionco posibles del sistl'ma (1.1) para los distintos Y<1lorcs 

de las cantidades C", permitidos por el si;;ti·ma, lo lJ¡¡mr1re111os c·l c.<¡•acio .•ol11ció11 del 

sistc'ma (1.1). 

Es también cierto que dado un conjunto completo, funcio11al111enle irl<kpcndicnte 

Cª ( qi, 1/, t ), el espacio solución del sistema queda 1'111icamente det<•nuinado puesto que\ 

1 

BCº 1 
det B( qi, (ji) # O 

y será entonces posible reconstruir las trnycclorias del sistema a partir de las 2n 

funciones Cª(qi, ~/, t)t. 

La transformación infhútesimal total, 

i/(i) = qi(t) + bqi(qi, qi, t) 

[ = t + 8t(qi, (/, t) 

{l.4a) 

(1.411) 

se dice que es una transfomrnción de simetría para el sistema (1.1 ), si mapea curvas 

solución del sistema (1.1), en curvas solución del mismo sistemnt. Estas transforma

ciones tienen la propiedad de dejar invariante el espacio solución del sistema dado. Es 

posible asociar a cada clase de equivalencia de transformaciones infinitesimales totales 

dadas, una transformación representativa llamada la transformación infinitesimal local, 

*AJ menos una de las constantes de mo\'imicnto Cº delJc depender explícitamente del tiempo. Para detalles ver Landnu 
L. y Lifshitz (1978). 

f Una demoslraci6n posible de esle hecl10 puede \•crse en Sa.lctan y Cromcr (1971). 

t El !iignificado matemático de las funciones 8qi y 6t como funciones infmitesimalcs n..rbitra.rias, puede hacerse eYidenle 
escribiéndolas en }a forma 6qi ::: c{i{qj 1 tjJ 1 t) )' fit E CT(qi 1 tji 1 t), donde {¡ )' 'T son funciones analíticas dadas )' C es Un 
parámetro de primer orden (c2 rv O). Consecuentemente al desarrollar en serie de potencias en e s6lo nos interesarán los 
términos de primer orden en c. 
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dadn por, 

f• qi =: ~¡ ( qi' qi' t) = EJ(/ - ;/ 8t 

ó*t =o (1.5) 

Esto es así por el siguiente nrgm_ncnto: Supo11g<imos que tenemos u1111 trayectorin cunl

quiera en el espacio configuració11 cldinido por bs coordenadas 1/ Las lr;msforn111rioncs 

{1.4) mapean esta trayectoria en otra iufüiite,,imalwcntt• Cl'l'Ca!la. Pueden d<:fiuirsc dos 

tipos de \'ariacioncs entre estas dos trayPdodas C<'rcnnas: 

a) Variaciones infinitcsimaleo totales, que son la medida de la variación entre un punto 

de la trayectoria original al tiempo t y el punto correspondiente de la trayedoria rnriada 

al tiempo[, 

b )Variaciones infinitesimales locales, que son la medida de la variación entre un punto 

de la trayectoria original y el correspondiente de la trayectoria variada, en el instante 

de tiempo t, 

Es fácil mostrar que estas dos variaciones estan relacionadas por la ecuación, 

óqi = ó*qi + i/Eit 

ó*i/ = (ó*qi¡' 

( óq'). #- ói/ 

A lo largo del texto usaremos las variaciones infinitesimales locales. 

Las condiciones que deben satisfacer las tnmsformaciones (1.4), para ser una simetría 

del sistema (1.1), se deducen utilizando las técnicas del cálculo de variaciones, como 

sigue. Definase la función, 

(1.6) 
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que se anula sobre las trayectorias solución dd sistema (1.1). Parn qur la tr11nsfonnadcín 

(1.4) sea de sirnctría pam este sistc'ma, es nccc·sario exigir r¡nc In trayectoria tr;1nsfor· 

macla iji(t), obtenida al aplicar his tramJormarioncs (1.4) a uun trayecturin snlnción 

dada, sea también una solución del sistema (1.1) escrito r11 las coordl'11adas transfor· 

madas. El cálculo de variaciones ¡wrmite rkfinir la va1·i;1cié111 tola! ck roordl'nadas, 

producida por las trm1sfonnaciones ( 1.4) ~01.rC' una función d11da: 

(1.i) 

Desarrollando la variación (1.7) hasta términos de primer orden en f obtenemos, 

óM; == ·(Eh\~' d DM.i ti DM' a) 
! 8qJ t, + 8i¡J t, + 8ijJ t, 

Sustituyendo aliara Mi por su definicióu, dada en (1.6), 

· 8F; · 8F¡ ·· ··· 
óM' ==!(--.e- - .. e +el 

8qJ 8q1 

(1.8) 

(1.9) 

La condición necesaria y suficiente para que las transformaciones (1.5) sean de simetría 

para el sistema (1.1), es que la variación (1.11), se anule a lo largo de las trayectorias 

solución del sistema (1.1), i.e., 

donde 

dd · 8F¡rl . BFi . --e--.-e--.e ==º dt dt 8qJ dt 8qJ 
(1.10) 

(1.11) 

es la derivada respecto al tiempo sobre las cun·as solución del sistema (1.1 ). La ecuación 

(1.12) se llama la ecuación de variación asociada al sistema (1.1) (Hojman S. (1984)). 

Cualquier solución particuhu- ele esta ecuación, es una simetría de las ecuaciones de 

movimiento ( 1.1 )t. 

t Es interesante deducir la ecuación de variación en el caso en que un lagrangiano de lo formn L(qi, qi, t) existe para un 
sistema del tipo (1.1). En este en.so la relación {1.12) se llama ccunción de Jacobi. Para detalles, ver el apéndir.e A. 
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11.EL PRINCIPIO VARIACIONAL 

El estudio de las simetrÍlcs ele las ecuacionl's ele 1110\·irnieuí o, ¡wnnit e obt\'uc:· simetrÍ!ls 

de un sistema dinámico drtclo, rcsolvimdo la ecuación de variación ( 1.12) asociada <tl 

sistema. Cualquier solución particular de la c-cunción rk \'Hri11ci,'111. '"' 111111 >'Íml'tría 

particular del sistema. La enorme im¡.urlnncia di· ¿,,111s sim('t rías se clclw, r:n grnn 

medida, al hecho de que p<·.rmitl'n la i11í('gración ,¡e] si,,t<·ma <·11 c1H·st ir\11, vía h rel11ei<"11 

entre las simetrías del sistema y sus cnntidacles consen·adas. A hora bien, ésta rchicic'm 

se lleva a cabo a trnvés del llamado principio \'ariacionaL que permite 111 constrncción de 

cantidades conservadas asociadas a transformaciones ele sirnetrín daclns. En esta línea 

de pensamiento se ha inspirado el famoso teorema ele Noc>ther (1918). 

Aunque en Mecánica Clásica, las ecuaciones ele Newton de u11 sistema intC'grable, 

determinan completamente su evolución dinámica, la idea de formular la teoría en 

términos ele un principio variacional es muy Íltil, desde un punto de vista global, 

sugiriendo analogías estructurales en otras árens ele la física, como en la 1v1ecánicn 

Cuántica y fa Teoría de Campos. 

Es importante mencioua.r que no todas la5 ec11ariones ele movimiento Newtonianas, 

como el sistema (1.1), son derivables a partir de un principio variacional. Las condi

ciones necesarias y suficientes para que un sistema ele ecuaciones cliferenciales del tipo 

(1.1), sea derivable desde un principio variacional, fueron investigadas por Helmholtz 

a fines del siglo pasado (problema inverso del cálculo ele variaciones) y su trabajo ha 

encontrado continuidad recientemente. En la sección Ill revisaremos nlgunos conceptos 

fundmnentales ele este interesante problema, que serán útiles para extender el forma

lismo lagrangiano a sistemas lo más generales posibles y así tener una sólida base para 

relacionar simetrías con lagrangianos equivalentes. 

A lo largo de este trabajo supondremos que los sistemas de ecuaciones diferenciales 

tratados, son derivables de un principio variacional. 

***** 



Aunque usualmente se supone que la funci1)n lagnmt\Íann <lc•¡H·nrle dC' la po,ici<Ín, 

la velocidad y posiblcm1'ntc del tiempo, supondremos aq11Í, qtH' nrle1rnÍ;, di:Jll'JJ<k li

nealmente de las aceleraciones, puesto qt1<' rnfis ad('hmt e nos iuten·san't ext<·11<1"r el 

formalismo lngrangiano, para rcJiz¡,r un parnlelo cntrl' las simetrías ck las c·cua~innes 

de movimiento, que ya hemos estudiado, y las sirnet rías d<' la f11uciliu bgnrngiana. 

Supongamos, entonces, que el sisfrma (1.1) ¡nll'dr· nhte1H.TS" a (r¡:y(•, de J;, \':1:-i;1cit'111 

de la funcional de acción, 

(2.1) 

Las ecuaciones de movimiento se obtienen proponiendo una variación arbitraria de 

una trayectoria cualquiera, entre dos puntos dados y cakulando la correspondiente 

variación en la funcional de acción (2.1), exigiendo el siguiente principio fundamental: 

La variación de la acción (2.1) ante transformaciones infinitesimale.1 arbitraria.~, 

debe ur sólo función de los puntos extremos de la trayectoria variada*, 

Para calcular la variación de la funcional de acción (2.1) producida por las transfor

maciones infinitesimales arbitrarias, 

íl(t) = qi(t) + 6qi(qi, qi, f) 

l = t + ót(gi,qi,t) 

es necesario calcular, primero, la variación producida en la función lagrangiana por 

estas transformaciones, 

Podemos definir ahora, dos tipos de variaciones en la función lagrangiana: 

a) La variación funcional, 

(2.2) 

*Este es e1 llamado principio vnriacionn1 de Weiss, para detalles consultar Sudarshnn y Muktmdn (1974). 
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b) La mrinción de coor<lenadns, 

. . . d[ . . . 
óL = L(ql, i¡J ,ql J)-

1 
- L(r¡l, i/, ijl, t) 

et 
(2.3) 

Aquí hemos introducido el factor dt/dt, put>sto c¡nc el cll'mr:nto de lí1wa en la integral 

de trayectoria (2.1 ), Yarín de dt -+ di. 

Para definir la función lag.nmgiana "nueYn" l'll ti:rminos dC' la f1mcióu original. 

notamos que las \'ariaciones definidas en (2.2) y (2.3), deben coincidir, puesto que 

son \"u.riaciones produciclas por la misma causa: la Yariación de coordenadas propuesta. 

Esto conduce a la siguiente relación entre las funciones lngrangianas ( cf. Hill 1951 ), 

L-(-i :..j 'i:J. "d[ L( i ·i ·-J q ,q ,,1 ,tr;¡¡ = q ,q ,q ,t) (2.4) 

El desarrollo hasta términos de primer orden de la variación de coordenadas (2.3) nos 

conduce al siguiente resultado, 

ÓL 8L ó i 8L r ·J· 8L 6 .. j 8L 6 L(ó )' = -. q + - .. (lq + -.-.. q + - t + t 
DqJ DqJ 8qJ at (2.5) 

que puede escribirse, utilizando la relación entre variaciones locales y \"ariaciones totales 

(1.5) como, 

óL - .:!:_{ 8L ti Ló .:!:_( 8L ti) - ?(.:!:_ 8L) ¡} - G·Lti 
- dt D1ji" + t+ dt Diji" - dt8iji ( ' " (2.6) 

donde el operador G¡ es, 

c12 a a a a 
G; = -'Jtl Diji + dt Di/ - 8r/ (2.í) 

Podemos ahora, calcular la variación en la funcional de acción y aplicar el principio 

variacional mencionado, obteniendo, 

[ ¡ J - { 8L ¡ .:!:_( 8L ¡) _ 9 .:!:_ 8L) ¡} 112 
óSq (t) - a;/ +Lót+ dt aqi( -(dtBqi ( ti (2.8) 

lo que implica que, 

G;L=O (2.9) 
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Estas son las llamadas ecuaciones de Euler-Lngrnnge (E-1), q1w comúnmente se escri

ben sin el término dependiente de las acclernciones. 

Es importante notar que las ecuaciones (2.9) son, en gercral, ecuaciones difc·rencialcs 

de cuarto orden, pero como hemos supuesto que nuestra función lagra11gim111 es lineal 

en las aceleraciones, estas ecuaciones serán ecuaciones diferenciales de terccr orden. 

Para que las ecuaciones de E-L (2.9), sean cquiv¡1Jcutcs al cistcmn l\ewtoninno (1.1), 

hay que proponer ciertas condiciones sobre la función lagrangiana. Estas condiciones 

son precisamente el objeto de estudio del problema inverso del cálculo de Yuriariones, 

que ahora revisaremos. 

Todos los resultados obtenidos en esta sección, se reducen al caso comúnmente 

tratado, cuando la función lagrangiana no depende de las aceleraciones. 
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111. EL PROBLEMA INVERSO DEL CALCULO DE VARIACIONES 

La construcción usual de la funciéin lngrnngiana corno L = T - V es útil solamente 

para sistemas conser\'ati\•os, o para nlgunas fuerzas d<'p!'ndientcs de In velocidad muy 

particulares, como la fuerza de Lorenlz l'll clectrornagnctisrno (Golstcin 1980). Existe 

aún una enorme variedad de sistemas dinfünicos qn<' no corresponden ni caso antnior 

y aquí, salvo raras eccpciones, no se usa 111in fornmlación rnriacional. 

Una caract.erización más profundn, qu!' aquella dada por las ecuaciones de Newton 

para un sistema dinámico, puede hacerse a pnrtir del conjunto completo de trayectorias 

en el espacio configuración del sistema. A este conjunto completo de trayectorias le 

llamaremos el espacio solución del sistema. Consideraremos q1w cnak¡nicr conjunto de 

ecuaciones diferenciales, que reproduzca el espacio solución de un sist cma dinámico 

dado, es igualmente admisible. 

Es importante notar, que este punto de vista define una clase de funciones lagran

gianas equivalentes, mucho más mnplia que la usual donde las funciones lagrangianas 

difieren a lo más por la derivada total respecto al tiempo de una función arbitraria. 

Mientras que estos lagrangianos, que difieren entre sí por una derivada total, llevan a 

ecuaciones de movimiento idénticas, los lagrangianos equivalentes dan origen a frunilias 

de ecuaciones de movimiento, que en general no son las mismns, pero su Pspncin ~nlución 

coincide exnctnment.e, como mostraremos en la sección IV. 

El problema inverso del cálculo de varinciones para la :tv!ecúnica Clásica, consiste 

esencialmente, en encontrar todos los Jagrangim1os, que bajo la va.riación de la funcional 

de acción, dru1 origen a un sistema de ecuaciones diferenciales dado, o planteado de 

manera mis general, que dan origen a un espacio solución dado. 

En este trabajo consideraremos sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden 

en los que siempre sea posible resolver para las aceleraciones. En otras palabras, nos 

restringiremos al caso de sistemas regulares, sin constricciones. 
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Aunque mucha agua ha corrido bajo los puentes de;de que el problema in\'Crso ful' 

planteado por Helmholtz en lSSGf y muchos intentos por resolrC'r Pl problernn s<' han 

llevado a cabo, la solución general para funcio1ws lngnmgiamc~ <¡11<' reproducen un 

espacio solución dado, ha sido establecida recientemente, 11 trnn':s de los tnihajos de 

Havas (1973), Sm-let (1982), Hojman y Urrutia (1081) y Hojman n. Hojman S. y 

Sheinbaum J. (1983), usando el formalismo lagrangi<mo de primer onkn. 

Como es bien conocido, cunquier sistema de ecuaciones diferenci<Jcs de segundo orden 

puede simpre escribirse iulroduciendo un adecuado número de nuevas w1riables, como 

un sistema del doble de ecuaciones diferenciales de primer orden. Un ejPmplo familiar es 

el procedimiento que lleva a la construcción de la función hamiltoniana, en la Mecánica 

Clásica, a partir del formalismo lagra.nginno. 

Para nuestros propósitos, consideremos un sist.ema de n ecuaciones diferenciales de 

segundo orden, 

(3.1) 

Definiendo, 

obtenemos el sistema de ecuaciones equivalente en primer orden, 

(3.2) 

Sea L(xª, xª, t) un lagrangiano cuyas ecuaciones de E-L sean un sistema equivalente a 

(3.2), 

(3.3) 

t Para una revhión del tr11.bajo original de Helmholtz, puede consultarse \Vhittaker 1944 pp. 45. Una revisión profunda 
sobre el problema im·erso puede verse en SantiUi 1978. En el apéndice B planteamos las Unmadas condkfones de Helmholtz 
y las conectamos con los trabajos recientes sobre cl problcmn inve~o. 
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Para que estas ecuaciones den oiigcn a ecuaciones equivalentes a (3.2) necesitamos 

exigid, 

para todo a, b 

lntegrnndo esta relación para L obtenemos, 

(3.4) 

cuyas ecuaciones de E-L sont, 

EaL = ( Dla _ ~) xb + Dla _ ~ = 0 axb fJxª at axa (3.5) 

Ahora bien, para que estas ecuaciones sean equivalentes al sistema (3.2), las siguentcs 

ecuaciones deben cumplirse, 

(3.6) 

(3.7) 

Havas (1973) mostró que dado un 10 , el sistema (3.7) siempre tiene solución para 10 • 

Esto significa que el problema inverso del cálculo de variaciones 8Íeu1pre tiene solución, 

cuando se plantea en el caso del formalismo lagrangiano de primer orden. 

t Este es un caso particular de la.grangianos singulares. Aunque aparecen interesantes problema.." en el tratamiento de este 
tipo de lttgrnngin.nos (en especinl, la ronstn1cci6n de la teoría hamilton.iana correspondiente) su uso esta muy extendido en 
ln Iíf;ica aclual. Para detalles tmbre estos lagrangiru1os puede consultarse l1ujmu.11 )' llrrutia (19Sl} y S11dl\N1hM y Mukunda 
(1974) 

t El formalismo ha.rniltonlano, puede oLtener.;e, como un caso particulnr de formalismo lngranginno ele primer orden: Si 
definimos, 

En este caso la matriz que multiplica. a las velocidades en ln ecunci6n {3.5) es, 

la forma. simpléctica del fomuJ.ismo lumúltoninno. El lagrAllgiano {3.4), tiene !n siguiente estructura, 

y sus ecuaciones de E-L asocindns, son equivalentes a las ecuaciones de llamilton. 
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Hojman y Urrutia (1081 ), utilizando como coordenadas un coujuuto completo de 

constantes de movimiento funcionalmente independientes del sistema (3.2), demostra

ron que el lagrangiano más general para este sistema puede escribirse como, 

(3.8) 

donde las funciones Cb(xª, t) denotan un conjunto arbitrario ele 2n constantes de 

movimiento funcionalmente independientes de'! sistema (3.2), i.e., 

I

DCª 1 dct D.rl' i O 

y las funciones lm son funciones arbitrarias de las cb con la restricción, 

cet -----1 ( 
8lm oln ) # o 
8C11 0C 111 

Existen infinitas maneras distintas de satisfacer esta condición. Mientras que en el caso 

de las ecuaciones de Newton (1.1), el lagrangiano puede no existir o ser único, en el 

caso de primer orden siempre existen infinitos lagrangianos posibles para un sistema 

del tipo (3.2) (Hojman S. Urrutia L (1981)). 

Nuestro objetivo ahora es reescribir el lagrangiano de primer orden (3.8) en el 

formalismo de segundo orden. En otras palabras, encontrar la solución del problema 

inverso del cálculo de variaciones para sistemas Newtonianos. 

Esencialmente la mitad de las ecuaciones de primer orden (3.2), establecen la defi

nición de n variables xi+n, como las derivadas respecto al tiempo de las coordenadns 

xi. La otra mitad de las ecuaciones son dinámicas. 

Con las definiciones, 

xª = qi, :i:ª = 1/ a = 1, 2 ... n 

xª = 1/, :i:ª = i/ a = n + 1 ..• 211 
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el la6'1'1mgiano de primer orden (3.8) se escribe ahora, 

L == 1 (CP( ¡ .¡ t))[acrn .. ¡ + acm .¡ + ?!_C"' J 
m q ' q ' oq' q 8q' q Dt (3.D) 

Por otra parte, si C == C(qi,qi, t) es una constante de movimiPnto asoci11da al sistema 

(3.1), cntonccst, 

!!_e_ ac .. ; fJc .; fJC _ ac c·i _ Fj( i ·i lJ 
di - 8c/q + fJqiq + fJt - EJqi q q ,q ,t 

Sustituyendo esta relación en el lagrnngiano (3.D), podemos reescribirlo como, 

donde, 

acm 
¡1¡ == lm( CP) éJqi 

(3.10) 

Ahora bien, el lagrangiano (3.10) dará origen a ecuaciones de movimiento equivalentes 

a las ecuaciones Newtonianas (3.1), si 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

t Es exlrailo que esta relaci6n fundamcnt.n.1 no npareua en In literatura sobre el tema, por lo que valdría la pena demostrarla: 
Para esto, basta considerar la derivada reEipccto al lieinpo de uua constante de JUOYimiento cualquiera., 

y Ja derivada respecto al tiempo sobre las trarectoria.s solución, 

Restando estas dos ecun.cioncs se llega, directamente, al rt."5Ultado requerido. 
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Sarlet (1982) im·estigó las condiciones necesarius y suficientes parn la c¡.,:ist.encia <le 

'ªfunción lagrnngiana en el formalismo de segundo orden. Pues bien, !ns condiciones 

(3.11-12-13) no son condiciones adicionales sobre la función lugrt111giana, pues resulta 

que las condiciones de Sarlet, son las condício1]('S de int.cgrabilidad dr. las relaciones 

(3.11-12)t. 

Las condiciones (3.11-12-13) son las condiciones neces;,rias y rnfiei<:utes para que lus 

ecuaciones de E-L obtenidas a partir de un li1grangiano como (3.10), sean equivalentes 

a las ecuaciones de Newton (3.1 ). Estns condiciones se obtienen aplicando el operador 

G¡ al lngrangiano (3.10). 

La condición (3.11) se obtiene exigiendo que las derivadas de tercer orden, no apa

rezcan en las ecuaciones de movimiento. 

La condición (3.12), llamada también ecuación de movimiento de µ¡, se obtiene 

cuando se garantiza que si se cumplen las ecuaciones de movimiento originales, se 

anulen las ecuaciones de E-L correspondientes. 

De manera análoga, si se exige que cuando se anulen las ecuaciones de E-L, se anulen 

como consecuencia, las ecuaciones de movimiento, se obtiene la condición (3.13). 

De esta manera el problema inverso dd rálculo de variaciones para Ja .Mecánica 

Clásica, queda, en principio, resuelto. 

En resumen, dado un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, éstas 

admitirán una formulación variarional, si y sólo si, las condiciones (3.11-12-13) tienen 

solución simultanea. En tal caso, la función lagrangiana puede siempre escriuirse como 

una combinación lineal de el lado izquierdo de sus propias ecuaciones de E-L. 

Aunque en principio, la solución "del problema inverso, se plantea a partir ele la 

solución general de las ecuaciones de movimiento +, en la práctica cualquier solución 

:J: Ver Hojtnl'ltl S. Hojman R. Sheinbnum J. (1983). Para detalles referimos al lector al apéndice B . 

.:f: Puesto que se requiere tener un conjtmlo completo, fw1cionnlmente independiente de constantes de movimiento cP. 
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particular de las condiciones (3.11-12-13) es útil pam construir una función lagrangiann 

asociada al sistema dado. 

En In siguente sección utiliznremos estos resultados para asociar simetrías de la 

función lagranginnu n constantes de mo\'imicnto. 
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IV. SIMETRIAS DE LA FUNCION LAGRANGIANA 

La xclación entre simetrías y c011stantes ele rnodmi<'nto, se lui convertido en un pll

radigma de construcción teórica para la física moderna. Si un sistema de ecuncioncs 

diferenciales, puede ser descrito en términos de un lagmugiano. es entonces posible 

estudiar las simetrías de las ecuaciones c!C' movimi<'1ilo, h trm·és ck las simctría.s ele la 

función lagrangiana y construir constantes de rno,·imieuto 11soci11das a estas sinwtrías. 

Una de las herraniientas más poderosas para explorar las simetrías de la función 

lagrnngiana y construir constantes de movimiento asociadas, es el llamado teorema 

ele Noether (1918)*, que propone una manera simple de construir una constante de 

movimiento asociada a una transformación de simetría de ht función lagrnngiana. 

La puesta en escena de una función lagrangiana c¡ue respete una simetría previamente 

establecida, es el punto ele partida para construir la5 llamadas Teorías de Norma, que 

con tanto éxito describen las interacciones fundamentales. Aunque muchru; discusiones 

se han dado en torno a la definición de simetría lagrnngiana, existen aún, algunos puntos 

que permanecen en la obscuridad. 

Discutiremos aquí, la relación entre las simetrías de los lagrnngianos y las ele sus 

ecuaciones de movimiento (Hojman S. 1984) y la correspondiente construcción ele 

cantidades conservadas asociadas, con vistas a utilizar estas ideas para relacionar 

simetrías con lagrangianos equivalentes, que es el objeto ele este trabajo. 

Sin una definición previa, bien establecida, del concepto de transformación ele si

metría, la discusión sobre las simetrías de los lagrangianos pierde, evidentemente, todo 

su sentido. Pero, con seguridad puede afirmarse, antes de entrar en detalles, que la 

creencia general, parece ser, que los lagrangianos poseen, en general, menos simetrías 

que sus ecuaciones de E-L asociadas. Esto se debe al hecho de que usualmente se definen 

las simetrías de la función lagrangiana como aquellas que transforman a esta función 

* Unn Lraduccióu al inglés del artículo originnl de E. Noether puede ~ncontrRrsc en TranJport Theory and Statistieal Physics 
1 (1971) 186-1!07. Sobre el teorema de Noethcr recomendamos e1Spccialmente la lectura de Hill E.L. (1!)51) y, Sudarshan y 
Muknnda (1974). 
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por otrn función lngrnngiuna que difiere de la primera por ln derivada totnl rC'specto al 

tiempo de una función de la forma/( qi, qi, t). 

En adición a éste concepto de simetría , un nuevo concepto de simetría lagrnngiana, 

l111.II1ado s( olución)-equi,·alcncia, ha siclo definido, generalizando el anterior debido a 

Noether, de tal manera que ahorn, a cada simetrfo <le s-equivalencin ptwden f1sociarse 

varias cantidades conservadas posibles. 

De acuerdo nl espíritu de este trabajo, revisaremos el caso de ecuaciones diferenciales 

de segundo orden. Como veremos, las simetrías de s-equivalenciu (incluída.G las de Noet

her) no es suficiente para ru brir todas las simetría.G de las ecuaciones de movimiento, 

siendo necesario definir un nuevo tipo de simetría lagra.ngiana, para hacer coincidir 

al conjunto de simetrías de la función lagrangiana, con aquellas de sus ecuaciones de 

movimiento. 

***** 

Comenzaremos esta revisión de las simetrías de la función lagrangiana enunciando el 

teorema de Noether, para lagrangianos que dependen de las aceleraciones: Dada una 

función lagrangiana L(qi,4i,ii,t) y una transfonnación infinitesimal de coordenadas 

tipo (1.4a-b), si la variflción funcional producida en la función lagrangiana, por esta 

transformación, puede escribirse como la derivada total respecto al tiempo de una 

función de la forma f ( qi, 4i, t) , entonces la transformación dada es una transformación 

de simetría asociada a la función lagrru1girum dada, i. e., si, 

d 8L · d 8L · d 8L · · d · · 
6L = dt {ar/'+ L6t + dt(al') - 2(dt aqi )~'} - G¡L~' = dtf(q', q', t) ( 4.1) 

entonces, la transformación e, 6t es una simetiía de Noether asociada a L. Como 

consecuencia de la ecuación (4.1), puede obtenerse una cantidad conservada asociada 

a la transformación infinitesimal propuesta: 

(4.2) 
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que se obtiene directamente al evaluar In ecuación ( 4.1) a lo largo de ]ns lrnyertorias 

solución de !ns ecuaciones de E-L asociadas a L. En nuestro caso particular, donde L 

esta dado por la ecuación (3.10), la cm1tidad consen·ada (4.2) adquire una intc>resw1te 

estructura, que parte de la siguiente obsernición: El término cutre corchetes en la 

ecuación (4.1), puede escribirse, 

- d BFí · d · 
]{ = -(;¡¡11¡ + Jlj a<i )(' + /1id./' (4.3) 

sobre las trayectorias solución del sistema. Si usamos la ecuación de variación (1.12) y la 

ecuación de movimiento de ¡1¡ (3.12), es fücil mostrar que]{ es una cantidad conservada 

(Hojman S., Nuñez L., Patiño A., R.ago H. (1986)). 

El teorema de Noether puede ser reexpresado de In siguente manera: Dado un 

lagrangiano del tipo (3.10) y una transformación infinitesimal, e¡ ' si las ecuaciones 

de E-L de la variación producida por esta transformación en la función lngrangiana 

propuesta, se anulan idénticamente, entonces In transformación es una simetría de 

Noether, asociada al lngrangiano L, 

G¡óL:: O (4.5) 

El hecho de que el teorema de Noether se pueda reescribir en la forma ( 4.5) se debe al 

siguiente teorema: 

Las ecuaciones de E-L se anulan idénticamente, si y sólo si, el operador de E-L, G¡, 

actúa sobre la derivada total respecto al tiempo de una Íl!llción de la forma f (qi, qi, t). 

Supongámos que las ecuaciones de E-L asociadas a L son, 

(4.6) 

donde, 

(4.7) 



22 

La relación (4.5) podrá ahora cscíbirsc como, 

(4.8) 

donde se ha usado el teorema mencionado, anul1índose así, el tfrmino de la dcri,·ada 

total en ht expresión ( 4.1 ). Las implicaciones de este tcon'ma sobrí' la relación ( 4.8), 

nos conducen al siguiente resultado: 

( 4.!l) 

para alguna función C(l, qk, t). Esta ecuación implica que C es una constante de 

movimiento (puesto que su derivada respecto al tiempo se anula sobre las trayecto!Ías 

solución). Usando la relación, 

!!_e= ªC.c .. í - Fj( i ·i t)) dt Dq' q q ,q ' ( 4.10) 

que cumple cualquier cantidad conservada C(qi,qi,t), podemos realizar la siguiente 

identificación en la ecuación (4.9), 

_,iA .. - ac 
<, IJ - f}qÍ ( 4.11) 

que es el resultado del llanrndo teorema inverso de Noether. En palabras, podríamos 

decir, que dada cualquier constante de movimiento C asociada a las ecuaciones de 

movimiento de L, siempre es posible construir una simetría de Noether ~í (a despejar 

de ( 4.11)) del lagrangiano dado, cuya constante de movimiento asociada eti prccisam!"nt.e 

c. 

Además, es interesante notar, que dado un lagrangiano L = p¡(i/ - Fi) y una 

transformación de simetría de las ecuaciones de movimiento ~¡, no necesa!Íamente 

Noetheriana, la función K construida en (4.3) es una cantidad conservada. 

Evidentemente, el teorema de Noethcr, inicialmente propuesto, se reduce al caso 

usualmente tratado, cuando la función lagrangiana no depende de las aceleraciones. 
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Pasemos ahora a considerar transformaciones de simetría de la función lagrnngiana 

más generales: las llamadas transformaciones de s-cquivalencia. 

Inicialmente notarnos que las simetrías Noethcrianas satisfacen la ecuación de va

riación (1.12), pero dada una solución de la ecuación de varinciém éstn no necesariamente 

es una simetría Noetheriana *. 

El teorema de Nocther es muy restrictivo en cuanto a la forma funcional que exige 

para la variación de' la función lngrangiana y bien cabe la posibilidad de que esta 

variación de la función lagrnngiana pueda escribirse, ya no como una derivada respecto 

al tiempo, sino como una función/( qi, qi, iji, t), que dé origen a ecuaciones de movimiento 

equivalentes a las ecuaciones de movimiento originales. Es, posiblemente, en esta idea, 

donde se ha encontrado la inspiración para extender la relación entre simetrías de la 

función lagrangiana y cantidades conservadas asociadast. 

En este caso, las ecuaciones de movimiento asociadas al "lagrangiano" SL pueden 

escribirse, en general, como, 

( 4.12) 

es decir, son equivalentes a las ecuaciones de movimiento asociadas a L. La matriz A{, 

esta dada por, 

( 4.13) 

donde la matriz A;j se calcula desde ( 4. 7) y 

A* a (cr • .aFi) aµt, 
ik = a;¡k dt/t¡ + µi Dtji + Dtji ( 4.14) 

donde 

(4.15) 

*Una transformación de simetría es aquella que lransfonna la.s trayectorias solución, de un sisle1na de ecuaciones dife
renciales, en trayectorias solución del mismo sistema. Las simetrías Noetherianas dejan invariantes a las ecuaciones de 
mo\·imicnto. En este sentido son un tanto rcslricti\·a.s, pues existe la po!libilidad de que unn. trnnsfonnación dada cambie 
las ecuaciones de movinúcnlo covo.riantcmenfe dejando, por tnnto, su espacio solución invariante. 

t Ver el arlículo de Hojmnn y Harlcslon (1981). 
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Es muy importante notar, que ¡1¡ es solución de la ecuación de movimiento de ¡1¡, si 

A¡j es solución de la ccmu:ión de Sarlet (ver npc'1ndice B) y (¡ es solucióu de la ecuación 

de variaciónt. En otras palabras, si existe solución para el problema inverso del c¡íJculo 

de Ynriaciones, para un sistema inicialmente propuesto de ecunc-iorws diferenciales l\p

wtoniano, tipo (1.1) y si ~¡es una sinwtría de las ecuaciones d(• mm·imicnto, entonces 

¡ti definido en (4.15), será solucilÍu de ln ecunción de mo\·imicnto de ¡1¡. 

Como consecuencia, puede ahora mostrarse que, 

d ·k 
-tr(AJ) =O 
dt 1 k = 1,2 ... ( 4.16) 

de donde podemos obtener hasta n constantes de movimiento independientes asociadas 

a las ecuaciones de movimiento de L*. 

La ecuación ( 4.16), es el llamado teorema de las trazas. Para una demostración 

posible de este teorema referimos ¡l lector al apéndice C. 

Exploraremos a11ora las restricciones impuestas por la condición (3.11), sobre Ja 

funciónµ¡. Un vistazo sobre esta relación nos permite obtener la siguiente conclusión: 

siµ¡ satisface la ecu<i.ciúu (3.11) entonces, 

8G 
µ¡ = -8i/ ( 4.17) 

para alguna función G(qi, e/, t). Esto implica que al lagrangiano L(qi, 1i, ijÍ, t) podemos 

asociarle, en este caso, un lagrangiano de la forma L( qi, i/, t), 

L( i .¡ ) L( i .¡ .. ¡ t) dG q,q,t = q,q,q, +dt ( 4.18) 

Por tanto, un lagrangiano independiente de las aceleraciones para el sistema (1.1) existe, 

si y sólo si, la condición (3.10) se cumple, en este caso A en (4.7), es simétrica. Para 

t Ea importante mencionar que, generalmente, Ja matriz A iJ proviene de una fwtci6n lagrangia.nA particular y en este c:a.50 

será 50Jución de la ecuación de SarJet dt Jacto. 
*Este hecho se debe al teorema de Cay}ey-Ham.ilton, cf. Birkoff y McLane (194i). que a.segura que toda matriz. de nrn 
satisface su propia ecuación característica. 



este lagrangiano podemos definir, 

y tendremos, 

{/lL 
W··----W .. 

lJ - Oi/8qJ - JI 

25 

(4.19) 

(4.20) 

Supongamos que existe una función L(</,i/,1) y que le »plicmnos una transformación 

infinitesimal dada por (i. La expresión (4.1) será ent.onces, 

d fJL · · · · 
SL =¿¡{ar/'+ Llit} - ('W;j(q1 - FJ) (4.21) 

donde hemos utilizado la expresión (4.19). Corno en el caso de los lagrangianos de la 

forma (3.10), este "lagrangiano" dado por (4.21), tendrá la misma eslructnra que el 

lagrangiano dependiente de las aceleraciones, si definirnos, 

( 4.22) 

que será también una solución de la ecuación de movimiento de /!¡, si e es solución 

de la ecuación de variación y H'¡j es solución de la ecuación de Sarlet. Análogamente, 

podemos construir aquí, un teorema de las trazas pero ahora con óL dado por ( 4.21). 

Por otra parte, la relación (3.10), impone ciertas condiciones sobre las simetrías de 

las ecuaciones de movimiento. Si (¡ es wrn sulución de la er•rnrión de variación y la 

condición (3.10) se cumple, obtenemos la siguiente relación, 

( 4.23) 

Esta condición implica que la simetría (¡, es una simetría de s-equivalencia asociada 

a la función lagrangiana L(qi, </, t). 

Considérese ahora el caso en que (¡, corno solución de la ecuación de variación no 

satisface ( 4.23). Aquí, la simetría (i, transformará a la función lagrangiana L(qi, <.ii, t) en 

un "lagrangiano" liL dependiente de las aceleraciones, cuyas ecuaciones de movimiento 
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nos lle\'a!l al resultado, 

( 4.24) 

donde, 

(4.25) 

C·. _ él(Wjl,~k) _ él(ll'¡ke) 
IJ - é)i¡i 0qi ( 4.26) 

es decir, las ecuaciones de E-L asociadas a liL, son combinaciones lineales de las 

ecuaciones de movimiento y de sus derivadas respecto al tiempo. En otras palabras, las 

ecuaciones de E-L de liL, se anulan, cuando se anulan las ecuaciones de movimiento del 

lagrangiano original L, 

( 4.27) 

Esta relación se puede usar para definir una nueva transformación de simetría, asociada 

a la función lagrangiana L( qi, tji, t) dada, que incluye a las simetrías de Noether y a las 

de s-equivalencia. Tomando en cuenta esta definición de transformación de simetría de 

la función lagrangiana, pueden ahora hacerse coincidir las simetrías de las ecuaciones 

de movimiento, con aquellas de la función lagrangiruia, puesto que las simetrías lagran

gianas no imponen ya ninguna condición adicional sobre las soluciones de la ecuación 

de variacióu. 

Aunque en este trabajo no estamos interesados particularmente en las posibles apli

caciones de este nuevo tipo de simetría lagrru1giana, enunciaremos, por completez, el 

correspondiente teorema de las trazas para el caso en que .la relación ( 4.23) no se cumple. 

En este caso es posible definir la matrizt, 

(
-B 

a= AT -A) 
-C 

( 4.30) 

t Una manera de justificar la construcción de la mnlrfa. a se muestra en el apéndice C. 
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donde A esta definida por ( 4. 7) y, 

C·. _ 8¡1¡ _ 8¡1i 
IJ - 8qi 8{¡Í ( 4.31) 

a a apk . . 
B¡i = -

8 
.(-a µi+Jlk~)-(1 HJ) 

q' t fJqJ 
(4.32) 

asociada al lagrangiano L = ¡1¡(iji - Fi) y la correspondiente matriz a• asociada al 

lagrangiano equivalente L = µi(iji - Fi), con las definiciones correspondientes para A', 

B* y C*. 

En este caso el teorema de las trazas es, 

([ -1 k -tr(a*a ) =O 
dt 

k'=l,2 ... ( 4.31) 

encontrando así, varias constantes de movimiento asociadas a este nuevo tipo de si

metría lagrangiana, relacionadas con las trazas de las potencias enteras del producto 

de matrices de 2n x 2n componentes, dado por (4.31). 

Para finalizar diremos lo siguiente: dado un conjunto de ecuaciones de movimiento 

tipo (1.1), un lagrangiano L independiente de las aceleraciones puede no existir, pero 

si las condiciones (3.11-12) se cumplen, será entonces posible construir un lagrangiano 

dependiente de las aceleraciones para este sistema. Es importante notar, que mientras 

para el caso de ecuaciones difereciales de primer orden, el problema inYerso del cálculo 

de variaciones siempre tiene solución, en el caso de ecuaciones diferenciales de segundo 

orden, la función lagrangiana prodría no existir. 
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V. RELACION ENTRE SIMETRIAS Y LAGRANGl/\NOS EQUIVALENTES 

Recientemente se ha mostrndo mucho interés sobre algunos lL~pcctos del estudio de las 

simetrías y cantidades conservadas para sistemas de ecuacioucs difcrcuciales de segundo 

orden. Para sistemas dirnímicos que pueden expresarse eu t<~nninos de una función 

lagrangiana, el tipo de simetrfos mejor conocido es el de las simetrías NoPtherianas, 

que de manera directa relaciona con la siml'tría dacia, um1 constante de mm·imicnto, 

tal como lo hemos descrito en la sección anterior. 

Ciertamente, un grupo más extenso de simetrías lagrangianas ha sido estudiado 

obteniendo interesantes resultados a cerca de la relación entre simetrías y cantidades 

conservadas, desde las simetrías de s-equivalencia, hasta la propuesta de una nueva 

simetría lagrangiana, que tiene la ventaja ele que con ella las simetrías de la función 

lagrangiana y aquellas de las ecuaciones de movimiento coinciden. 

Una propiedad específica que ha sido observada por algunos autores, es la si

guiente: Cuando una simetría puntualt, asociada a un lagrangiano L(qi,,/,t), es de 

s-equivaleucia, ésta lleva, indudablemente, sobre un lagrangiano equivalente de la forma 

L(qi,,/,t). 

Sin embargo para simetrías no puntuales, dependientes de las velocidades, otro 

tipo de problemas surgen. En primer lugar, mm simple ohservadón de la variación 

producida en la función lagrangiana por una simctria ~¡, dada ( cf. ecuación ( 4.1 )), 

nos conduce a la conclusión de que, en general, transfonnará a la función lagrangiana 

L( qi, 1/, t) por otra dependiente (linealmente) de las aceleraciones. En segundo lugar, no 

todas las transformaciones de simetría propuestas permiten que la función lagrangiana 

transformada, dé origen a ecuaciones de movimiento de segundo orden, sino como hemos 

visto, a ecuaciones de mm·imiento de segundo orden y sus derivadas respecto al tiempo. 

Estas son el tipo de simetrías que no cumplen con la relación ( 4.23). Sin embargo, aún 

t Para las simclría.<J PWlluales las funciones eí 1 St no dependen de las ,·clocidades. 
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en este caso extremo, es posible definir una transformación de simetría de la función 

lagrangiana. 

Aunque en este caso no es posible asociar n la tmnsformarión ele simetría propuesta 

un lagrangiano usual, independiente de las ace!erncioncs, siempre es posible ( nmndo 

el lagrangiano existe, por supuesto) asociarle unn función lagrangimm cuya estrncturn 

funcional esta dada por (3.10). 

En el caso de las .simetrías de s-equivalencia las cosas son muy distintas: como 

veremos aquí, siempre es posible asociar a cada simetría de s-equivalencia, una función 

lagrangiana de la forma L(qi, <i, t). 

Más aún, podemos invertir este razonamiento: dndo un par de lagrangiimos equiva

lentes L(qi,4i, t) y L(qi, qi, t), es posible construir a partir de ellos, varias simetrías de 

s-equivalencia asociadas al par de lagrangianos dado. 

Como veremos, dos de ellas son transformaciones de s-equivnlencia genuinas y las 

otras son transformaciones conformes. 

En esta sección demostraremos que la construcción de estas simetrías, requiere de 

una solución particular a una sola ecuación diferencial parcial, que guarda interesantes 

analogías con la teoría de Hamilton-Jacobi, en el correspondiente formalismo Hamilto

niano. 

*:,::*** 

Consideremos una función lagrangiana L( qi, 1/, t) y una simetría de s-equivalencia 

ei, asociada a este lagrangiano. Según los resultados de la sección anterior, podemos 

concluir, que siempre es posible asociar a esta simetría de s-equivalencia, un lagrangiano 

de la forma (3.10), con la f1111ción µ¡ construida por, 

(5.1) 
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donde W¡;' esta definida en (4.19). El lugrangiano (3.10) tendrá, en nuestro cnso, la 

cstruct ura, 

L( ¡ .; .. ¡ t) - H'· .d( .. ¡ - F¡) _q,q,q, - IJ~ q (5.2) 

Como la simetría dada es de s-cqnívnlencfo, la función /li en ( 5.1) satisface ln condidóu 

(3.11) y por tanto podemos usar la relación ( 4.18) ¡mm reconstruir el logrnngi1mo dado, 

donde 

L( ; .¡ t) L( ¡ .; .. ; ) d G q,q, = q,q,<¡,1 +dt· 

· 8G w .. e = ----, 
IJ 8q' 

(5.3) 

( 5.4) 

Cuando esta expresión se evalúa sobre las trayectorias solución del sistema (1.1), se 

obtiene el interesante resultado, 

. . d 
L(q1 ,<j1,t) = dtG {5.5) 

Ahora bien, no es dificil mostrar que siempre que se tiene un lagrangiano usual, indepen

diente de las aceleraciones, y una simetría de s-equivalcncin asociada n este lagrangiano, 

es posible, en general, constniir el correspondiente lagrangiano cquiYalente L como una 

función de las posiciones, las velocidades y el tiempo. 

La variación producida en la función lngrangiana original por la simetría de s

equivalcncia es, en general, una función lineal en !ns aceleraciones*, 

éL = -H'·j~i(i¡í - pi)+;!_( DL~¡) 1 dt 8<j' 

evaluando esta expresión sobre las trayectorias solución del sistema, obtenemos 

éL = d ( 0L.é) 
dt (Ji¡' . 

*Para simplificar los sigWcnles c.áJculos tomaremos St = O. 

(5.6) 
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Si 11hora usamn;; la cJ, .. finiciém de vario.cióu foucional (2.2), podemos construir el lngrn.n

giano cquiYalcnte asocindo, de la siguiente manera 

(5.7) 

que es, claro cst<Í, un lagrnngiauo indqwndiC'nfe de las acekrncio11cs. 

Resumiendo, podemos dPcir que dado un lngn111giano y una sinwtría de s-cquivalt•nria 

asociada, siempre es posible construir el lagrnugim10 equin1leulc correspondiente, de tal 

suerte, que resulte independiente de la.s acelcrnciones. El conocimiento d(' este lagrnn

giano equh·a.lentc, nos posibilita la constrncción de cm1tidades conservadas a.saciadas 

vía el teorema de la trazas ( 4.16). 

Veamos ahora que hay a cerca del razonamiento inverso: Dado un par de lagraugianos 

equivalentes ( L, L), ¡,es posible asociar una transfom1ación des-equivalencia a este par 

de lagrangianos?. 

Supongamos primero que solamente tenemos el lagrangiano L. La principal obser

vación es ahora, la siguiente: encontrar una solución particular de la ecuación diferencial 

parcial de primer orden (5.5)t, es suficiente para construir una simetría de s-equirnlencia 

r¡i asociada al lagrangiano L, a despejar de la relación, 

· 8G 
H'ijr¡1 = 8i/ 

donde G es una solución particular de la ecuación (5.5)+. 

(5.8) 

t La solución general de esta ecuación puede escribirse como: G = Gp + F(Cª) donde F(Cª) es una f1mdón arbitraria de 
las constantes de moYimiento fw1cionahnentc independicnles y Gp es la solución particular que necesitamos. 

t La analogía que la ecudción (5.5) guarda con la ecuación de Hn.milton.-Jacobi, puC"dc ar¡;umentar,;~ como sigw•: Cono;irlr
remos el espacio fa.se definido por las 2n coordenadns independientes q1

, p,, donde, 

8L 
Pi= aq• 

Definiendo, como es usua1 1 la función hamiltoniana a partir de la función lagranginnn por, 

podemos constntlr las ecuaciones de mo\'imicnlo canónica.'!i, 
Ahora bien, en Ja teoría de HamHton-Jacobi r.c demuestra que la función genera.dora de In trn.mformaciém can61úca 

que llc\'a al sistema dinámico desde las coordenadas inicia.les Q1, P1 , n la.s coordcnadn..o;. q' 1 p1 q~e describen In lrnrectoria 
C\·olución del sistema, es prccisamc.nte la funcional de acción (2.1), escrita en las coordenndns q1

, Q1 , t. Aquí denotaremos 
a esta función generadora por G(q', Q 1, t). 
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Respecto al grado de libertad que kncmos al detcrmimir la ~irndría 1¡j, not rimos 

que si G¡ es una solución pnrticulnr de (5.5), cuulq11ier otra solución G2, difiere de G¡ 

por una constante de movimiento F. Si 1¡{ y 17~ dcnotnn las corrcspondiP11tcs simetrías 

determinadas via (5.8), la diferencia entrr estas sinwtrías scní, 

que es suficiente para concluir que estamos trntandu con una simetría de Noether 

asociada al lagrangiano L (cf. ecuación (4.11)). Por tanto, la simetría de s-equivalcncia 

asociada al lagrangiano L, determinada por este proceso, es única hasta una simetría 

de Noether arbitraria, asociada a L. 

Si conocemos un lagrangiano equivalente I, es evidente que todo el proceso anterior 

puede aplicarse para obtener otra simetría de s-equivalencia r¡i, asociada al lagrangiano 

L. 

Esta no es la única instancia en este orden de cosas. Cuando se tiene un par 

de lagrangianos equivalentes es posible construir otras dos transformaciones de s

equivalencia, asociadas al par de lagranginnos equivalentes dado. El pro~cdímiento 

Además las coordenAdas jnJda.lea Qi, P, cscritA.o; como fundonc-s de las coordena.das del e~pacio fa..-..e qi 1 p1 rei;:ult.a.n Ficr 
las constantes de movimiento nece6aties para integrar el sistema. 

La.s ecuaciones de la transformación canónica de Ha.mUton·Ja.cobi son, 

&G 
p¡::::

&q• 

P,= &G 
i)Qi 

Rce6cribicndo la ecuaci6n {5.5) en el C5pfritu de Ja teoría de Hami1ton•Jn.cobi1 oblcnemos 

Evn.lu&llclo esta ecuaci6n .a lo )argo de las trayectorias so)ución dd sistema. y usa.ndo }a..i; ecuaciones de la. trn.nsfonnaci6n 
can6nka obtenemos precisamente la ecuad6n de Hnmilton·Jacobi, 

8 · · &G 
BtG(q', Q', t) = -ll(q', &q•, t) 

Esta ~un.d6n d.iferendtl.l pardal es, en genera), no linul y se requiere obtener n. pnrlir de ella una i;oluci6n completa, C5 

decir, una solución que dependa de la. mitad de las constnntes de movimiento ncccsnrin.s para. Ja integrhción del 5jstemn. 
La otrll nüta.d se obtiene &rectamente utifü.ando la ecuación de tram1formnd6n para P¡. Para <letnllcs el Jcctor pued1> 
consultar, Goldstcin {1980). 
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es mu\logo nl de la construcción ele !ns simetrías 1¡i y ;7i. Ln irlei1 Ítt111l1t1t1<·11lal "' 1¡ue 

ahora disponemos ele dos matrices IV;j y rv;j que satisfacen J¡¡ ecuación ele Sarlet y, 

por tanto, podemos constrnir combiuaciones híbridas de la crnndón ( 5.5). Por ejemplo, 

d -
-G == L 
dt 

(5.9) 

Una solución particular G de esta ecuncic'm nos permite constrnir una sim<'trín ele 

s-equiYalencia, 

· DG H'··e = __ ..,. 
'J Di¡1 

(5.10) 

Obviamente podemos intercambiar ahora el papel de L y L en toda esta escena. Es 

decir, podemos buscar una solución particular de la ecuación, 

:!_G = L 
dt 

que nos permitirá construir otra simetría de s-equivaJencia Ej, 

w.:ii = _ aa 
IJ> {)ql 

asociada al par de lagrangianos equivalentes dado. 

( 5.11) 

(5.12) 

En todos los casos el conocimiento de un pnr de lagrnngianos, equivalentes nos 

conduce directamente a leyes de conservación vía el teorema de las trazas (4.16) y claro 

está, el conocimiento de cualquier simetría y una cantidad conservada, nos permite la 

construcción de otra cantidad conservada (no necesariamente independiente) usando la 

relación, 

( d (Í) {JJ\: + (Í {)¡.; = K' 
dt 8qJ {}qJ 

(5.13) 

que puede verificarse fácilmente utilizando el hecho de que (Í satisface la ecuación de 

variación y que J( es una constante de movimiento (Hojman S. (1984)). Más aún, el 

conocimiento de cualquier función ¡1¡ y alguna simetría (i, nos permite la construcción 

de una cantidad conservada K, usando la relación ( 4.3). 
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Algunos comcntnsios finales l'iencn ul cnso: A uuquC', en gr·m·rni', PJJcnntrnr unn 

simetría dinámica de lus ecuaciones de movimi('nto, requiere rcsolvN la C'cuación de 

variación (1.12) que son n ecuaciones dif<:renciaks parciales de segundo orden, aquí, 

cuando dos lagrangi<UJOS e<¡lliYalcntCS se COIJ(>CC!l, <los simetrías de S-C(jlli\'aJencia ej 
y ~j genuinas y Yanas simetrías conformC's pueden coustrnir,;(' n·soh·ieudo ll!Hl sola 

ecuación diferencial parcial de primer orden. El h<:>cho <l<' que dos de estas simetrías 

sean simetrías conformes y h1s otra.s dos sean simclría.s de s-cquivalcncia genuinas, se 

debe a la relación que existe cutre ellas, 

(i = AÍ1/ 
. . -1 ' 

eJ =(Ai) r¡' 

donde, 

(5.14a) 

(5.14b) 

que se obtiene como conclusión al comparar las ecuaciones (5.8) con (5.12). Basta en

tonces, tener el par de simetrías 1¡i, r¡i (o ~j, (Í ), para obtener las otras do8 simetrías, 

sin más que aplicar estas relaciones. En ese sentido es que llamamos a dos de estas si

metrías, conformes (pues no hacen más, que multiplicar a las ecuaciones de movimiento 

transformadas, por la matriz A) y a las otras dos, simetrías de s-equil'alencia genuinas. 

Es interesante notar que el procedimiento de construcción de las simetrías mostrado 

en las ecuaciones (5.14a-b) puede generalizasse de tal manera que cualquier potencia 

entera de la matriz A{ produce otra simetría, 

Esta relación es similar a la obtenida para generar una jerarquía infinita de transfor

maciones de simetría en la teoría de soluciones de la ecuación de I<orteweg-de Vrics 

(Olver P.J. (1977)). 
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V. EJEMPLO 

En esta última sección mostraremos, en un puro cspíiitu pictóiico, un ej('mplo donde 

aplicaremos las ideas expuestas en la sección V de este trabajo, con el objeto ele precisar 

cuál es la mecánica de aplicación de estas ideas teóricas. 

Consideremos el par de lagrnngianos cquÍ\·nlcntcs (Hojman S. Hnrleston (1981)), 

1 ·2 ·2 'J 2 L = 2(q¡ + q2 - q¡ - q2) (6.1) 

y 

(6.2) 

que representan al oscilador armónico isotrópico, bidimensional, con masa y frecuencia 

igual a la unidad. 

Las ecuaciones de movimiento asociadas a estos lagrangianos son, respectivamente, 

ij¡+q¡ =o 

donde 

E 1( ·2 ·2 2 2) = 2 q¡ + q2 + q1 + q2 

y 

El atento lector puede verificar fácilmente, que tanto E como C, son cantidades con

servadas asociadas a este sistema dinámico. 
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Es im¡,ortnnte notnr, que las .:mariones de moYimicnto n~ocinrlns n Pslos lagran

gianos, comparten exactrunente el mismo espacio soluc.ión, nunque estas ecuaciones 

diferenciales resulten distintas. 

Las matrices W y W definid[IS en (4.HJ), son respcctivnmente, 

Planteando ahora la ecuación (cf. ecuación (5.9)), 

d --G=L 
dt 

obtenemos como solución particular para la función G, 

y aplicando la relación (5.10) obtenemos la simetría de s-equivalencia, 

Resolviendo ahora, la ecuación (cf. ecuación (5.11)), 

obtenemos, 

d--G = L 
dt 

que nos permite construir otra simetría des-equivalencia vía (5.12), 

(6.3) 

(6.4) 

(6.6) 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 
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Las cotTcspondientes simetrías couformcs ronstruidas n partir de (5.14) son, 

l 
1/j = 2q¡ (6.11) 

( 6.12) 

Es intercsru1te notar que para éste sist.emn <liu!tmico particular la ecuación de variación 

aparece completamente desacoplada, y por t1111to, pueden intercambiarse los índices 1,2 

en las expresiones dadas para las simet1ías usociadas al par de lagrangianos equivalentes, 

de tal mruiera que pueden obtenerse otrns siuwtrías de s-equivalencia asociada~ a éste 

sistema dinámico. 
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APENDICE A 

LA ECUACION DE JACOBI 

Aunque las.ecuaciones de mo\'imiento (1.1) son, en gcmcral, ccnariont>s diferenciales 

no lineales, la ecuación de variación (1.12), obtenida en el texto, resulta ser un conjunto 

de n ecuaciones diferenciales parciales lineales. Sin embargo, en la práctica no es fácil 

encontrar soluciones para esta ecuación y el problema podría resultar tan complicado, 

como la integración de las ecuaciones de movimiento. 

Es necesario remarcar, que rara vez se utiliza la ecuación de variación para obtener 

simetrías de las ecuaciones de movimiento. En contraposición, es muy usual estudiar 

las simetrías de un sistema dinámico dado, a partir de las simetrías de la función 

lagrangiana asociada al sistema. La razón de este hecho, se debe fundamentalmente, 

a que la relación entre simetrías y cantidades conservadas, se realiza a través del 

formalismo la¡;rangiano. 

Es interesante entonces, reescribir la ecuación de variación en términos de una función 

lagranginna L(qi, 1/, t), cuando ésta existe, por supuesto. 

Supongamos que tenemos una función L( qi, <ji, t) tal que, 

(A.1) 
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dondet, 

(A.2) 

y 

d a a 
E·-----

' - dt ac/ 8qi 
(A.3) 

El sistema (A.l), será equivalente al sistema (1.1), si el determinante de la matriz W 

es distinto de cero. En este caso los dos sistemas compartirán exactamente el mismo 

espacio solución. 

Podemos ahora, realizar el mismo procedimiento de construcción de la ecuación de 

variación, mostrado en la sección II, con la definición, 

(A.4) 

La variación de coordenadas, producida en esta función por una trasformación infini

tesimal arbitraria del tipo ( 1.5) será, 

E-(q-j q:..j [ii t)=E·L(qi q·i q""i t)+f(cil!_,E-L+ii~E·L+P~E·L) 4.) 
! ' ' ' , t ' ' ' ., {}ql t ., 8i¡J 1 > fJijJ t (- .5 

(cf. ecuaciones (1.7) y (1.10)). 

t Para sistemas regulares, sin constricciones el detcnninantc de la matriz (A.2} es distinto de cero. Supondremos que éste 
es el ca.so. 
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Si ulifümmos las relaciones, 

la ecuación (A.5) puede escribirse de la siguiente manera, 

(A.6) 

Supongamos ahora, que la trayectoria inicial qi(t), es una curva solución del sistema 

(A.1) y que la transformación infinitesimal ~j, es una simetría de las ecuaciones de 

Euler-Lagrange (A.l), de tal manera, que la trayectoria variada. i¡í(t), será también, 

una solución de las ecuaciones de movimiento. Como las ecuaciones (A.1) se anulan 

idénticamente sobre sus trayectorias solución, obtenemos*, 

-- 2 2 - -
W·~~ j (_!__}_,-~ ~ r .. )~ i 

'J dt dt ~ + 8qJ Bi¡i Bi¡i éJqi + clt H 'J dt ( 
- 2 2 

+(~~-~)~i =O 
dt 8qJ 8i¡' fJq' fJqJ 

(A.7) 

que es la llamada ecuación de .lacobit. Sus soluciones ~i son transformaciones de 

simetría de las ecuaciones (A.1). Además, es fácil verificar, que esta ecuación se reduce 

a la ecuación de variación (1.12) si se utilizan las relaciones de Sarlet (ver apéndice 

*Ver Santi!li (1978), 

t Ver por ejemplo Santillí (1978). 
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B), que son precisamente !ns condiciones de existencia de 1mr. función lngrnngimm que 

cumpla la ecuación ( A.1 ). 

Algunos comentarios finales: Dada una ecuación de movimiento Newtoniana, poclríu 

suceder que no existiera función lagrnngiana asociada a estas ccunciones. En C'stc caso, 

no es posible plantear la ecuación de Jacohi, siendo siempre posible plante1tr la ecunción 

de variación correspondiente. 

En muchos casos la función lagrangiana no esta únicamente determinada, m1ís allá 

de la indeterminación usual relacionada con la suma de la derivada total respecto al 

tiempo de alguna función tubitrarin. 

Dos funciones lagrangianas que dnn origen a ecuaciones de movimiento equivalentes, 

se llaman lagrangianos equivalentes. Sin embargo, la ecuación de Jacobi permanece 

invariante, ya sea escrita en términos de una función lagrangiana dada, o de cualquier 

función lagrangiana equivalente. 
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APENDICE B 

LAS CONDICIONES DE HELMHOLTZ 

Se ha encontrado que en algunas arcas de la físicn, la solución de los problemas 

dinámicos puede ser fuertemente simplificada, si las ecuaciones fundamentales se ex

presan en la forma de un principio variacional. El piincipio de Fcrmat (lvfondelstam 

S. Yourgrau (1979)) en óptica y el principio de \Veiss en Mecánica Analítica, son dos 

ejemplos bien conocidos. 

Aunque en Mecánica Clásica, las ecuaciones de Newton pueden plantearse, en general, 

sin restricción alguna a cerca de la naturaleza de las fuerzas, no sucede lo mismo con 

la formulación alternativa de estas ecuaciones, construída a través del formnlismo de 

Euler-Lagrange. 

La restricción mejor conocida, es aquella de que a todo sistema de ecua~iones Ne

wtonianas conservativo, siempre puede asociarse una función lagrangiana de la forma 

L = T - V, donde T es la energía cinética y V la energía potencial. 

Por otra parte, el conocimiento de una función lagrangiana y de sus propiedades 

de invariancia, nos permiten obtener leyes de conscf\'ación de los sistemas dinámicos. 

Es entonces muy importante investigar cúales sistemas Newtonianos pueden plantearse 

a través de un principio variacional. La primera investigación sobre esta cuestión fue 

hecha por Helmholtz, estudiando el siguiente problema: 
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Dado el conjunto de ecuaciones difereuciales, 

(B.1) 

bajo qué condiciones exist.c una función L( </, </, t) t.al que, 

(B.2) 

donde, 

d a a 
E·=--.-~ 

' dt 8i¡' Bq• 

Las condiciones encontradas por Helmholtz para la existencia de tal función, son las 

siguientes, 

&Mi &Mi 
aiji = a;ji 

aMi aMi d &Mi &Mi 
a;¡i + &i¡i = ;¡¡( aiji + ar/ ) 

8M¡ &Mi 1 d &Mi &Mi 
&qi - ar/ = 2di( &i¡i -w) 

Dado el sistema (B.l), estas relaciones deben cumplirse como identidades. 

(B.3) 

(B.4) 

.(B.5) 

En este apéndice coustruiremos una demostración posible* de estas condiciones, 

utilizando el cálculo funcional. 

*Otro interesante enfoque aobre las condiciones de Helmholtz corutn.üdas a partir de Jos conceptos de fonnn varjncionnl 
y sistema adjunto puede \'CiliC en Santilli {1978). 
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Consideremos una cierta funcional J(u). Al aplicarle la transformación infinite~ima.I 

u -+ u+ óu, la variación inducida en la funcionnl J(u) se podrít escribir, en general, 

como, 

óJ(u) =fa A.(:r, u)óud:r 

donde el integrando es una funcional de la variable u, que depende de la posición del 

punto x en la región G de integración. 

La derivada funcional de J(u) respecto a u en el punto x se define por, 

ól(u) 
óu(x) = A(x,u) 

Aplicaremos esta definición a la variación de la funcional de a{;ción (2.1). Sin considerar 

explícitamente los terminas dependientes de los puntos extremos, podemos escribir, 

óS(q(t)) = - j E;L(q(t))~i(q(t))dt (B.6) 

y por tanto 

óS(t) = E-L(t) 
éq'(t) 1 (B.7) 

Así, utilizando la relación, 

óqi(t) = ó~ó(t - t1) 

óqJ(t1) J 
(B.8) 
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donde ój es la delta de I<ronecker y ó(t - t') es la delta de Dime, es fácil mostrnr que 

la derivada funcional del lagrangiano respecto de !ns coordenadas es, 

Ó 
ó( ')L(qj(t),</(t), t) = ó(t - t')~aªL (t) + (-dª ó(t - t'))aª~(t) (D.9) 

qJ t q' f q' 

Mostraremos, a continuación, que las condiciones de int.egrahiliducl parn que um1 funci<'.>n 

lagrangiana cumpla con la relación (B.2) pueden escribirse de In siguiente manera, 

(B.10) 

Afirmamos que estas condiciones, aseguran la existencia de una funcional de acción 

tipo (2.1) tal que, 

óS(q(t)) = j dtMÍ(t)~Í(t) (B.11) 

La demostración consiste en desarrollar la condición (B.10), en todos sus términos, lo 

que nos conduce al siguiente resultado, 

8Mj . 8MÍ I I ()Mi 8MÍ I d I 

( 8qi (t)- éJqi (t ))ó(t - t) + ( f)qi (t) + f)qi (t ))dtó(t - i) 

f)MÍ f)},fÍ I d2 I 

+ ( f)qi (t) - &qi (t )) dt2ó(t - t) =O (B.12) 
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Multiplicando esta ecuación por unn función arbitraria 111(11) e integrando sobre 11 

obtenemos, 

(B.13) 

y tornando en cuenta que la función 1/•(11
) es arbitraria obtenemos, consecuentemente, 

las condiciones de Helmoholtz (B.3-4-5). 

ECUACIONES DE SARLET 

Supongamos que el sistema de ecuaciones diferenciales (B.1) puede realizarse en 

forma Newtoniana, 

(B.14) 

Si sustituirnos directamente (B.14) en (B.3-4-5) obtenernos las condiciones de Helmholtz 

para este sistema, expresadas en términos de las fuerzas generalizadas Fi. Ahora bien, 

más que encontrar una ÍUl1CÍÓn lagrangiana, que a través del principio variacional tenga 

asociadas ecuaciones del movimiento idénticas a (B.14), nos interesa encontrar una 

función lagrangiana, que tenga asociadas ecuaciones de movimiento equivalentes a las 

ecuaciones (B.14). En otras palabras, lo que realmente interesa es reproducir, a través 

del fonnalisrno lagrangiano, un espacio solución determinado, mas que la estructura de 

las ecuaciones de movimiento inicialmente propuestas. 
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Con este objetivo, se propone estudiar el problema i1l\'crso, desde un conjunto de 

ecuaciones equivalente a (B.14), lo más general posible, dado por, 

(B.15) 

con 

y preguntarse ahora, sobre la existencia de una función lngrangi11J1a, que tenga asociadas 

ecuaciones de movimiento del tipo (B.15). 

Esta manera de replantear el problema inverso permite, escribir las condiciones de 

Helmholtz en términos de la matriz H';j y las fuerzas generalizadas. 

Así planteado, la pregunta por la existencia de una función lagrangiana, puede 

intercambiarse por la pregunta por la existencia de una matriz H'¡j, tal que, el sistema 

(B.15) permita una fonnulación variacionalt. 

Las ecuaciones de Eulcr-Lagrange, para una función lagranginna de la forma L(qi, <i, t), 
pueden rescribirse de la siguiente manera, 

(B.16) 

t AWlque aquí no entraremos en dct.a.Uc a este interesante problema, el leclor interesado puede consultar Sa.rlct (1982). 



48 

donde 

(B .17) 

y 

82L D2L 8L 
V¡=-.--.+--. -- -. 

8i¡' &qi Di¡' Dt 8q' 
(B.18) 

Despejando las aceleraciones del sistema (B.16) obtenemos, 

(B.19) 

Por otro lado, al conminar a las ecuaciones (B.15), para que puedan escribirse corno 

ecuaciones de Euler-Lagrange para algún lagrangiano L, las fuerzas pi deberán poderse 

escribir corno, 

(B.20) 

o 

(B.21) 

que se obtiene directamente, al igualar las aceleraciones del sistema (B.15), con aquellas 

del sistema (B.19). 
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Sustituyendo en (B.16) la expresión (B.20), obtenemos In relación, 

(B.22) 

El problema inverso podrá entonces plantem·sc de la siguiente manera: ¿ Existe una 

matriz H'ii• tal que In ecuación (B.22) se cumpla, para alguna función lagrangiana 

L(gi,<i,t) ?. 

Las condiciones que debe cumplir la matriz H'ij pueden plantearse así: 

Dado el sistema lngrangiano, 

(B.23) 

las condiciones de Helmholtz asociadas a este sistema son, 

y usando las definiciones, 

laFi A .. - __ _ 
IJ - 2 Oqi 
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las condiciones de Helmholtz pueden reescribirse como*, 

~W = íL4 -A1W 
dt 

l'=A.1W-H'A 
&V¡j olVik &W;k 
&i/ = [Jqi - &qi 

~l'=B1W-WB 
dt 

(B.24) 

(B .25) 

(B.26) 

(B.27) 

que son las llamadas ecuaciones de Sarlet. En particular, a la ecuación (B.24) la 

hemos llamado en el texto ecuación de Sarlet. Si esta ecuación tiene solución para una 

matriz H', el problema inverso del cálculo de variaciones tendrá solución y una función 

lagrangiana podrá ser asociada al sistema (B.1). En otro caso, el sistema propuesto no 

tendrá formulación variacional posible. 

Un comentario final. Las ecuaciones (B.24-25-27), son las condiciones de integrabili

dad de las ecuaciones (3.11-12), obtenidas en el texto. Esta afirmación puede argumen

tarse con la siguiente construcción: 

*Sarlct (1982). 
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La ecuación de movimiento de /li (3.11 ), escrita en términos dP una furn:ióu lngrnn

giana, tiene la siguiente estructura, 

:!_?!::, - ?!::, ==o 
ata;¡• &q• 

(B.28) 

Ahora bien, si hacemos las parciales respecto de i¡j de la ecuación (B .28) y simctrizarnos 

(i--+ j), obtenemos la ecuación (B.24) de Sarlct. 

Repitiendo el procedimiento pero ahora antisirnetrizando (i _, j) obtenemos la 

ecuación (B.25), notando que la matriz Vij puede escribirse como, 

Finalmente, para encontrar la ecuación (B.27), derivarnos la expresión (B.28) respecto 

de qi y antisimetrizamos (i -> j). Como la ecuación de movimiento de /li puede 

escribirse en la forma (B.28) y como las condiciones de integrabilidnd de (B.28) son 

precisamente las ecuaciones de Sarlet, el hecho de que exista solución para el problema 

inverso, garantiza automáticamente, que las condiciones (3.11-12) tienen solución. 

Notése que aquí esta planteado el problema inverso, para funciones lagrangianas 

independientes de las aceleraciones. La condición (3.11) podría no cumplirse, y en este 

caso puede ser posible aún (si la ecuación (3.12) tiene solución), escribir un lagrangiano 

lineal en las aceleraciones asociado al sistema (B. l). 
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APENDICE C 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LAS TRAZAS 

El teorema de las trazas, tal y como nparcce en la ecuacil>n (4.lG), pn<'Ck dc·mo!i!r<irsC' 

fácilmente usando para las derivadas totales respecto al tiempo sobre las trayectorias 

solución, de las matrices A y A las rcspectims ecuaciones de Sarld. 

Sin embargo, lo que nos interesa en este apéndice, no es realizar esta demostración 

directa del teorema de las trazas, sino introducir n1 lector en el lenguaje del formalismo 

de Cartan y mostrar que con esta herramienta, puede plantearse el tcorcmn de las 

trazas desde una perspectiva diferente: La aplicación sucesiva de una trnnsfomrnción de 

simetría des-equivalencia asociada a una función lagrimgiana, produce que las potencias 

enteras de la matriz A (ver ecuación (4.13)), sean constantes de movimiento del sistema. 

La idea básica de la introducción del formalismo de Cartan, consiste en expresar las 

ccuaiones de E-L, en términos de un sistema del doble de ecuaciones diferenciales de 

primer orden en el formalismo lagrangianot. 

f Aunque los lngrt1 . .ugi.1:oic.s pnr-B "lii;tcmru. de ecuaciones diferenciales de primer orden (cí. ecuación(3.4)) son lineales l:'ll 

IM vcloddadts y por lanlo, singulllres, prescntaudv ..:vnsccu~ntf'menle, problemas para la construcción del fonnnlismo 
hamiltoniano c:orrespondlcnte, tieneri por olrapa.rte, iuterC:i>antes propieda.<lcs.: Oado uu u.njunto rJ,. Pcuadones. düerencialc!> 
de prltnt:r orden (3.2) siempre es posible construir w1 lagrn.ngiano Mociado nl ~istcmn, adcm.\s ln.s simf'frias de 5-equj\•ült-w:¡a 
pa:ra este Hpo de lagrangitmos, c:oindden con )ns simetrjas clc las ecuaciones de mo\'im.ienlo (ver Hojma.n S. Zcrtudtc (198•')). 
Por otra parle éste tipo de lagrangillf1os se usan frecuentemente en la física, como por l!-jemplo el }agrzmgi~no de Dirn.c. 
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El integrando de la funcional de acción (2.1), puede <ldiuirse como uua 1-fornrn 

diferencial, llamada la forma de Cartant, 

( ) 8L .¡)d 8L d ¡ 
eL=(L-B<jiq t+aq•q (C.1) 

pensando al conjunto de coordenadas ( q;, <ji, t) como independientes. A partir de esta 

1-forma, es posible construir una fonna Eimpléctica asociada, dada por, 

t...'= dB (C.2) 

donde "d'' representa In operación de diferenciación exterior. 

En coordenadas, la 2-forma (C.2), tiene la siguiente estructura*, 

( P;¡ 
W¡j 8'L 8H l /Jt{)q! - /JqJ 

-W¡j o {)lf 
-/Ji¡J 

{)lf 82 L 8H o /Jq' - /Jt/Ji¡' 8i¡' 

(C.3) 

donde H';j esta definida por (4.19) y, 

· · BL · 
H(q',q',t)=L- 8qiq3 

f Carnprln M. (1983). 

*Nótese que est.a matriz es de 2n + 1 x 2n + 1 componentes. 
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Por otra parte, dada una ecuación diferencial de segundo orden del tipo (1.1 ), siempre 

es posible constrnir el crunpo vectorial carnclerístico, dado por, 

(C.4) 

que no es otra cosa, mas que la dcri\'ada totnl respecto nl tiempo sobre las cnn·as 

solución del sistema, que hemos definido en (1.13). 

En esta notación las ecuaciones de E-L son, 

irdB =o (C.5) 

donde "i"es el producto interno entre formas diferenciales y campos vectoriales. 

Supongamos ahora, que tenemos una cierta transformación infinitesimal de simetría 

asociada a las ecuaciones de movimiento, representada por la función e(qi,tjí,t). Un 

campo vectorial puede asociarse con esta transformación, dado por, 

·o ·B 
Y= e-.+ 11'-. 

oq' Bri' 
(C.6) 

donde ¡¡¡ = r(,i). Esta transformación será una simetría de las ecuaciones de movi

miento, si y sólo si, 

CrY = ¡r,Y) =o (C.7) 

donde Cr, representa la derivada de Líe a lo largo de las curvas características del 

sistema ( 1.1) y el corchete, es el corchete de Lie usual entre campos vectoriales. 
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En componentes la relación (C.7) es, 

(C.S) 

que es una manera equivalen le de escribir la ccu<>ción de vmiación ( 1.12). 

Ahora bien, la condición para que ésta transformación de simetría sea una simetría 

de Noethcr asociada al lagrangiano L, sen\, 

lyd8 =o 
= iyd(d8) + d(iydO) (C.9) 

y corno el primer término se anula, obtenemnos, 

iyd8 = dF 

lo que implica que F es una cantidad conservada, asociada al campo de sim.etría Y. 

La ecuación (C.9), implica que la forma simpléctica d8, es in\'ariante ante la trans

formación de simetría dada, es decir, 

d8(L) = d8(L) 

donde Les Ja variación funcional producida en L por la variación Y. Las ecuaciones de 

movimiento son, por tanto, invariantes ante la simetría de Noethcr Y. 

Supongamos que tenemos ahora, dos lagrangianos equivalentes L, L y que la simetría 

Y, es una simetría des-equivalencia asociada a L. que produce el cambio funcional de 
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L -+ L. Como las ecuaciones de movimiento, se transforman ahora covariuntcrnnentc, 

Cyd(l(L) = dB(L) (C.10) 

La condición para que la simetría Y sea ele s-cquintlcncia puede t~scribirse comot, 

Crw(L) =O (C.11) 

si y sólo si 

Crw(L) =o (C.12) 

Demostraremos a continuación, que esta definición de simetría de s-equivalencia nos 

conduce directamente al teorema de las trazas. 

Sean w y w, las matrices asociadas a los lagrangianos L y T, respectivamente. 

Definimos, 

(C.13) 

Introduciendo la unidad, en la forma w-1w, en la ecuación (C.12) obtenemos, 

.CrA =O (C.14) 

t Las siguientes relaciones pueden mostrarse focilmenlc uliliumdo la identidad, 

.Crdo- = d(irdo) 

ver por ejemplo, Ahraham R. y Mn.r&dcn J.E. (19i8) pp. 121. 
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por tanto, la traza de A es una constante de movimiento. 

Con la misma simetría des-equivalencia Y, podemos construir otra forrm1 simplécticn, 

(C.15) 

con la propiedad, 

.Cri'J =o (C.lG) 

Tornando Ja derivada de Líe a Jo largo de r, en la ecuación (C.15), obtenemos, 

.Cr.Cyw =o (C.17) 

e introduciendo la unidad, en la forma ww-1, en esta ecuación, tenemos, 

(C.18) 

Utilizando la identidad, 

.C¡x,Y] = CxCy - Cy.Cx 

obtenernos, 

que implica que la traza el.e A2 es una constante de movimiento. 
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Este procedimiento puede repetirse inductivam.:nte parn mo~trnr qne la traza de las 

potencias enteras de A son conslmitcs de movimiento. 

El teorema de las trazas, aparece aquí, como la nplicación succsivR de la lrnnsfor

mación di" simetría Y sobre la fonna simpléctica u.'. Nótese que si, 

trA = F 

donde F es una constante de movimiento, entonces 

es otra constante de movimiento, que no necesariamente es independiente de F. 

Discutiremos a110ra, sobre la posibilidad de construir un formalismo de primer orden 

asociado a los lagrangianos del tipo (3.10). En este caso, como el lagrangiano depende 

de las aceleraciones, es posible definir los momentos canónicos, 

y 

DL 
Pi= 8i/ 

asociados a las coordenndas qi y 1/ respectivamente. 

(C.19) 

(C.20) 
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Sustituyendo la forma funcional (3.10) p1m1 L, en estas definiciones, obtcm·mos, 

(C.21) 

Jli = Jli (C.22) 

Definiendo consecuentemente la función "hmnilt oniana•· como, 

(C.22) 

podemos escribir la correspondiente forma de Cartan, siguendo la misma lógica de 

construcción que la original (C.1), de la siguiente manera, 

. 7 aFi . 
B(L) = (i¡'(-;¡¡Jli + /tj Bii ) + F' ¡1¡ )dt 

d 8Fi . . 
- (-11· + ¡1.·-. )dq' + 11·dq·1 

di 1 J 8<j' r1 
(C.23) 

Para el formalismo de primer orden, explícitamente independiente del ti~mpo (di= O 

en (C.23)), obtenernos la forma simpléctica asociada, 

(C.24) 

con las definiciones para Bij , Aij y Cij dadas por (4.32-í-31), respectivamente. Esta 

es la matriz u usada en el texto ( cf. ecuación ( 4.30)). 
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Un lagrnngiano de la forma L(qi1/,t) existe, si y sólo si cij =o. En CS((' Cllso, In 

forma simpléctica (C.24), se reduce a (C.3), con dt = O. Las matrices A¡j y B¡j se 

reducen consecuentemente a las matrices H'ij y ¡3¡j de este apéndice. 

La demostración del teorema de Ja;; trazas para a, sigue exactamente el mismo 

procedimiento mostrado en el caso dP "-" 

Un comentario final sobre la representación de Lax de los sistemas dimimicos, viene 

al caso: La ecuación (C-14) puede escribirse en coordenadas como, 

(C.25) 

donde 

b - be -1 A0 = aac(a ) 

y el vector /° esta definido en términos de las fuerzas pi por las ecuaciones, 

Evidentemente si se toma la traza en la ecuación (C.25) recuperamos el teorema de ]as 

trazas, que aquí aparece como concecuencia del teorema de Lax (.Manno G. Rubano 

c. (1983)). 
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CONCLUSIONES, COMENTARIOS Y PERSPECTIVAS 

Este trabajo fue inspirado inicialmente por la siguiente pregunta: Da<ln.s dos funciones 

lagrangianas que describen a un mismo sistema dinámico, i. rómo es posible que una 

función lagrangiana tenga una sirnet ria, que no posee la otra función lagmngiana, siendo 

que ambas describen al mismo sistema cliniimico?. 

La respuesta encontró firme asidero <'n la propuesta <le Hojma.n y Urrut.ia (1980) 

para resolver el problema inverso del cálculo <le nll'iacioncs y en los trabajos posteriores 

de Hojman et al sobre las extensiones <lcl formalismo lagrangiano. La pre¡,runta inicial 

quedo hasta tal punto revasada que fue posible comenzar a investigar sobre una cuestión 

más interesante: las posibles analogías que podrían construirse, a partir de estos 

trabajos, con la teoría de Hamilton-Jacobi. 

Después de realizar algunas maniobras, se llegó a la conclusión de que dentro del 

formalismo lagrangiano se podía phmtear una ecuación diferencial parcial lineal cuya 

solución particular es relemnte para asociar simetrías con lagrangianos eqµivalentes. 

Hablando en términos muy generales, la propuesta de eRtf' trabajo conlieue un método 

de integración de la ecuación de variación (1.12) cuando el sistema dinámico corres

pondiente puede deducirse a través de un principio rnriacional. Así, el conocimiento 

de dos funciones lagrangianas equivalentes permite la obtención de varias simetrías 

s-equivalentes por medio de una solución a una sola ecuación diferencial parcial lineal. 

De otra mm1era el conocimiento de una simetría para un sistema dinámico determinado 

requeriria de resolver las n ecuaciones diferenciales parciales, en general acopladas, que 

representan a la ecuación de vrn·iación, para alguna solución particular. Es posible que 

este mé1 .ido tenga alguna relación con los métodos de integrnri0n el<' f'Ctiarionl's dife

renciales parciales no lineales, puesto que el conocimiento de dos funciones lagrangianas 

equiYalentes, o en su caso, de una función lagrangiana y una simetría <le s-equivalencia, 
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permite escribir la representación de Lax del sistema dinámico. Esto es importante parn 

la integración de ecuncioncs diforcncialcs p11rcialcs no lineales. 

Ciertnmente, la obtención de dos funciones lagrungianas equivalentes no es un nsunto 

nada sencillo y su conocimiento implica de suyo, una int<:gración pnrcial del sistema 

dinámico dado. Este punto puede verse claramente si se considera que dos lagrnngimrns 

equivalentes pemüten la construcción de cantidades conservadas dircctumcnt.e, sin 

necesidad de realizar integral alguna. 

En el caso en que se conoce solamente una función lagrnnginnn podría intentarse' un 

tour de force¡ la integración del sistema dinámico vía la obtención de la solución general 

a la ecuación diferencial parcial lineal, 

d 
-G=L 
dt 

que implica la aplicación del teorema de Liouville expresado por la relación, 

donde F es una cantidad conservada. 

d 
-F=íl 
di 

Un planteamiento que surge de este nuevo enfoque del formalismo lagrangiano apli

cado ahora a ecuaciones diferenciales de primer orden, permite una mejor comprensión 

de la relación entre el formalismo lagrangiano y el formalismo hamiltoniano que tan 

importante es para el planteamiento de los problemas en la teoría cuántica. En especial 

podría alumbrars<' el camino hacia la comprensión de la rclacióu, ntrc transformaciones 

unitarias y transformaciones canónicas. 
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Es también interesante plantearse la posibilidad de que los resultados de este tmlmjo 

puedan generalizarse a la teoría de campo chtsica. 

Pero sin lugar a dudas uno de los problemas nuís interesantes ar>flrece cuando se> hacen 

notar las ambiguedades que plantea el formalismo lagrangiano para ln cuantizaci<'rn de 

problemas clásicos: Dadas dos funciones lagrnnginnas equiv11lcnt es sus corrcspondi<'n

tes funciones hamiltoninnas conducen, vía el procedimiento de cuantización canónico, 

sobre problemas cuánticos distintos. Esto puede comprenderse fácilmente ya que los 

hamiltonianos correspondientes no resultan estar relacionados por una transformación 

unitaria, pues en general las transformaciones de s-equivalcncia transforman Ja forma 

simpléctica del espacio fase. 

Queda por averiguar sobre la posibilidad de extender el concepto de transformación 

de simetría expuesto en el trabajo y sus posibles relaciones con las transformaciones 

isoespectralcs en teoría cuántica, con supersimetría y con Teoría de Campo. 
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