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I N T R o D u e e I o N 

Durante la década de los cincuentas, diversas observaciones 

astronómicas permitieron sustentar la suposición de que los campos 

magnéticos eran comunes en el universo. Las observaciones y mediciones 

espectrales de la nebulosa del Cangrejo, dieron a Wol tj er elementos 

suficientes para proponer que el tipo de campo magnético en la 

nebulosa, debía ser libre de fuerzas (Vx~ = A~) ya que era casi seguro 

que la densidad fuera tan baja que no podría compensar la intensa 

presión magnética (Woltjer, 1958a]. Esta configuración de campo 

magnético sirve en buen grado para modelar regiones del universo donde 

hay campo magnético y la densidad de materia es baja o bién la la 

ccmductividad eléctrica es muy grande (v.g. en las regiones cercanas a 

una estrella). Se encuentran en la literatura diversos trabajos donde 

se presentan soluciones a la ecuación para el campo libre de fuerzas 

[Lüst y Schlüter,195~; (Chandrasekhar y Kendall,1957). 

En un articulo posterior, Woltjer establece, usando un modelo 

variacional (ver capitulo 2) que los campos magnéticos libres de 

fuerzas con ;\. constante, representan el estado de energía magnética 

mínima pa:ca un sistema cerrado [Woltjer,1958b). Taylor, haciendo 

algunas suposiciones,aplica el resultado de Woltjer (capitulo 2) a una 

simplificación del "pinch" de campo invertido (PCI); máquina ésta, de 

forma toroidal dedicada al estudio del confinamiento de plasmas de 

fusión nuclear. El confinamiento se lleva a cabo debido a la 

combinación de un campo magnético poloidal (originado por una corriente 

que fluye dentro del plasma) y de uno toroidal (gemerado por bobinas 

externas). Se sabia que el PCI comenzaba a operar de forma violenta y 

se relajaba a un estado de aparente calma, situación que indujo a 

Taylor a utilizar el resultado de Woltjer con tan gran acierto que, 

pese a la extrema simplificación, es capaz de reproducir la inversión 

del campo toroidal cerca de las paredes del contenedor (característica 

que da nombre al PCI) (Taylor,1975]. 

Es motivo del presente trabajo, el llevar a cabo una revisión de 

los artículos de Taylor, Woltjer, etc., así como la reproducción de los 

resultados y la profundización en ellos, la aplicación a otras 

situaciones y por último la extensión para casos en que ;\. no es 
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constante; siempre intentando hacerlo de la manera más detallada y 

completa posible, que permita la obtención de soluciones analíticas. 

Se comienza entonces en el capitulo 1 por introducir el modelo 

magnetohidrodinámico (MHD) para un plasma, encontrando las ecuaciones a 

que da lugar en las que se llamarán forma usual (como aparecen 

comunmente en la literatura, (Schmidt, 1979]) y forma conservativa. se 

continúa con el estudio de las características de un campo magnético en 

un plasma que sigue el modelo MHD; concluyendo con la obtención de 

cantidades conservadas, específicamente la energía y la helicidad 

magnética. 

En el capitulo 2 se presenta la hipótesis de Taylor. Exponiendo 

inicialmente las consideraciones que permiten el establecimiento de la 

misma (el trabajo previo de Woltjei: y la evidencia experimental), 

pasando luego a describirla. se muestra un método para encontrar 

soluciones a la ecuación para el campo libre de fuerzas auxiliándose de 

las de la ecuación vectorial de Helmholtz. Finalmente se aplica el 

método anterior a una configuración cilíndrica con simetrías axial y 

traslacional respecto al eje del cilindro, presentando la solución de 

manera detallada. 

El capitulo 3 está dedicado a resolver la ecuación del campo libre 

de fuerzas para diversas geometrías, suponiendo siempre la 

aplicabilidad de la hipótesis de Taylor y auxiliándose del método 

expuesto en el capitulo 2. Inicialmente se resuelve el caso de 

coordenadas cartesianas, después en esféricas y finalmente se trata la 

configuración cilíndrica cun mayor detalle. 

Las configuraciones toroidales axisirnétricas son tratadas en el 

capitulo 4. Iniciando con la obtención de la ecuación de equilibrio 

para dichas configuraciones, la ecuación de Grad-Shafranov. 

Considerando nuevamente la aplicabilidad de la hipótesis de Taylor, se 

resuelve la ecuación del campo libre de fuerzas para una situación 

especifica: un toro de sección rectangular (el toro propiamente dicho y 

el caso limite en que no tiene agujero). 

Finalmente, en el capitulo 5 se obtiene la ecuación del campo 

libre de fuerzas corno un caso particular de las ecuaciones de la 

magnetostática (forma reducida de las ecuaciones MHD); pasando luego a 

la obtención de soluciones analíticas para cuando el valor propio de la 
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ecuación del campo libre de fuerzas no es constante. 

Se incluyen 3 apéndices. El A, relativo a la interpretación de la 

helicidad magnética; el B, relacionado con el ~étodo del capitulo 2; y 

el e, revisión de un articulo que extrapola la aplicabilidad de la 

hipótesis de Taylor para resolver sistemas abiertos. 



CAPITULO l 

Ecua~ig~es de la magnetohidrodinámi9a ideal í!:IHD). 

En este capítulo se obtienen las ecuaciones HHD en su forma 

habitual y en su forma consarvativa. se estudian, además, las 

propiedades del campo magnético en un plasma descrito por la 

aproximación HHD. 

l.,. Ecuaciones MHD. 
La teoría MHD de un plasma es una descripción macroscópica para 

fluidos conductores de la electricidad en presencia de campos 
magnéticos; esta teoría es también conocida corno mecánica de los 

magnetofluidos o hidromagnética. 
En el modelo MHD se considera al plasma como un continuo, 

despreciando efectos individuales de las partículas, ignorando las 

desviaciones de la cuasineutralidad y considerando sólo los fenómenos 

de baja frecuencia. La descripción trata, de manera consistente , las 
modificaciones al campo electromagnético debidas a corrientes inducidas 
por el movimiento del fluido y fuerzas mecánicas que alteran su 
movimiento cuando el plasma interacciona con el campo 
electromagnético. Se ven entonces involucradas las ecuaciones de 

Maxwell y las de los fluidos, así como las relaciones constitutivas. 

Para un sistema de referencia inercial, los campos eléctrico y 

magnético cumplen con las ecuaciones de Maxwell: 

'Jxtl = ;r + 8Q/8t, 

V-=li = -awat, 
V·Q p, 

17. !! 
y sé considera un medio isotrópico, 

O, 

{1.1) 

(l. 2) 

(1.3) 

(1.4) 

11 = µ!:{; Q = e~; ;r = erg; (1.5) 

d.ónde !:!, Q, iL ~ y ~ son los vectores de intensidad 
magnética , desplazamiento eléctrico, densidad de corriente, campo 

eléctrico e induccción magnética respectivamente; p es la densidad de 

carga eléctrica, µ es la permeabilidad magnética, e la permitividad 

eléctrica y cr la conductividad. 

Considérese un sistema donde l y t sean su longitud (o 
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dimensión) y tiempos caracteristicos Supóngase además,que la 

velocidad del fluido es muy pequeña en comparación a la de la luz. De 

(1.2) resulta que E - (1/t)B, y usando (1.5) se tiene que la corriente 

de desplazamiento, en ( 1.1) se 

¡awat¡ 

1V';,_).:!1 

puede ignorar: 

lcµE 
-- - (1/tc) 

2 
<< 1 . 

tB 

Se ha empleado el hecho de que µe l/c2
; con c la velocidad de la 

luz. Por lo tanto, bajo esta aproximación la ecuación (1.1) queda: 

V'x)j = J. • (1.6) 

Al cambiar a un sistema de referencia que se mueve con un elemento 

de fluido, que tiene una velocidad y (pequeria en comparación a c) 

relativa al sistema inercial en que se estaba antes, los campos vistos 

en el nuevo sistema (de acuerdo a la transformación de Lorentz 

[Reitz-Milford-Christy,1984] 

v 2 /c2-> O) resultan: 

para el campo electromagnético con 

R' = R + (Yx!l.)/c
2 

.!:;' = _¡:; + yxfl. ; 

!.:!' = !I 
iI.' 

!l.' =!l. 

J. - PY 

donde, 

-º' c.!:;' Ji' = µ!:!' ; 
La ley de Ohm (iI.' =<T.!:;'), usando (1.8 y 1.11) resulta 

iI. = <T (& + yx!l.) + PY 

(l. 7) 

(l. 8) 

(1.9;1.10) 

(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 

Comparando el último término de (1.13) con resp6Ctc• a J_, produce 

pv 

J 1V'x!:!1 

(1/t)cE/1 

(B/µ)/1 

lµcE 
--= (l/tc) 
tB 

y la ley de Ohm se puede expresar como 

iI. = <T {_¡;; + Vx!l.) ( 1.14) 

De la fuerza de Lorentz la densidad de fuerza en el plasma viene 

dada por 

E = pg + J.x!l. ; (1.15) 

donde el primer término es despreciable, ya que 

pE 1V'.121 E cµE 2 

2 << ___ ,, 
---= --= (1/tc) 1 

1 J.xfl. I 1 V'x!:!I B 82 



y así se tiene .E = J:x-ª • (l.16) 

Para completar la descripcién macroscópica se necesita de las 

ecuaciones de los fluidos. Al tratar al plasma como a un medio 

continuo, se supone que el fluido se puede describir en términos de 

propiedades locales tales como temperatura, densidad de masa, etc.; las 

cuales están definidas como promedios sobre elementos de fluido, de 

dimensiones mayores que las dimensiones microscópicas caracteristicas 

(longitud de Debye y radio de giro de los electrones, por ejemplo) y 

menores que las de los fenómenos macroscópicos. El plasma en 

su conjunto no está en un estado de equilibrio termodinámico; pero 

la suposición de que consta de elementos de fluido, implica un estado 

de equilibrio termodinamico local. Las variables termodinámicas 

asociadas, se supone que cmnplen las mismas relaciones que lds de la 

termodinámica usual. Para ello debe haber un número grande de 

colisiones en el plasma [Field,1981). 

Las ecuaciones de los fluidos son [Schmidt,1979), la ecuación de 

continuidad de masa apm/at + "J· (P .. Y) = o ; (1.17) 

y la de conservación de momento 

pm D(y)/Dt = J:x-ª - Vp ; (1.18) 

donde p m es la densidad de masa, D( ) /Dt = a ( ) ¡at. + Y:"J ( ) es la 

derivada convectiva, p es la presión y no se han considerado efectos de 

anisotropía y de viscosidad. 

La descripción del comportamiento del fluido no está completa sin 

una ecuación de estado; la cual puede tener varias formas, de «cuerct(1 a 

la naturaleza del fluido y al proceso involucrado. 

Para un fluido incompresible 

"J·y Q I (1.19) 

para un proceso isotérmico 

D(p/pm)/Dt o , (1.20) 

o para uno adiabático 

D(p/p1m)/Dt = O , (1.21) 

donde r es el cociente de los calores específicos (r Cp/Cv). 
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11...... Forma conservativa. 

Las ecuaciones anteriores se pueden escribir en forma 

conservativa 1 , lo cual es útil para determinar las condiciones a la 

frontera que aislan al sistema del exterior, y también para 

resolverlas numéricamente. 

Con objeto de encontrar la integral de energía se procederá 

inicialmente a reescribir las ecuaciones MHD en forma conservativa. La 

ecuación de continuidad 'iª está escrita de ese modo, y la ley de 

Faraday para el caso en que no hay resistí vid ad ( 1. 2) se 

puede expresar como (Baternan,1978]: 

ayat = -'hf; = \7x(yxfl) = fl· (\7y) - y_· (\7.fü + y(\7·fü - .!":l(\7·v) 

= V· (Bv) - 'V· {VB) = \7· (Bv - Yfl) • (l. 22) 

Para obtener la ecuación de conservación de momento se desarrolla 

el lado izquierdo de ( 1.18) y se escribe de la siguiente forma 

(pm)3yjüt ,;[xJ1 - \1p - pmy•\7y ; 

multiplicando (1.17) por y y sumándola a la ecuación anterior, se 

obtiene: 

+ ,IxJ1 + \7p - pmy: \7y ; 

y corno 

a(pmy)/at =y -\7· (pmy_) 

J:x-ª = \7· (.fil2_ - IB
2/2)/µ ; \7p \7· (Ip) con I siendo el tensor 

unitaro, entonces 

V·(pmVV) = pmy·\7y_ +Y V·(pmy_) 

teniéndose finalmente que! 

B(pmy)Bt = -\7· pmyy_ + -ª-ªf¡J ~- I(B"/2µ + p) (l. 23) 

Pura. la de conservación de la energía (Norwood, 1981), se· toma el 

producto escalar de y con la ecuación (l.18) 

pmy_•D(y)/Dt = -y_·\7p + y_· (,Ix.!'l)/µ 

y se manipula término a término. El lado izquierdo se hace 

pmy·D(y_)/Dt = pm Bv2/Bt +y_•\7V2 /2 = B(pmV2/2)/8t + \7• (v2pmy/2) ; (1.24) 

habiéndose usado la ecuación de continuidad. 

De la ecuación de continuidad y de (1.21) se tiene 

ap¡at + y·\7p + 7p\7·y = o : 

1se dice que una ecuación está escrita en forma conservativa cuando se 

puede igualar la derivada parcial respecto al tiempo de una cantidad 

con la divergencia de otra. 
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de donde 

y·l7p = 1/(1-1) ap¡at + 1/(1-l) v· (py) . 

El último término de (1.24) se puede escribir como 

(l/µ)y· (17xfüx-ª = - (l/Jl) (yxfü ·17x-ª = (l/µ) -ª•17xJ;; - V· (&xfü 

(l. 25) 

- a(B2/2µ)/at - 17· (.!;;xfü ; (1.26) 

donde se han usado la ley de Faraday, la ley de Ohm y las relaciones 

constitutivas. La ecuación (1.24) adquiere entonces la forma 

a pmv2
/2 + p/ (1-1) + B

2/2µ ;at = 
(1.27) 

Si esta ecuación se integra sobre todo el espacio, como el término 

de divergencia da una integral de superficie, en virtud del teorema de 

Gauss, y puesto que esta superficie está en el infinito, su 

contribución desaparece y se obtiene la integral de energía 

J (pmv2/2 + p/(1-l) + B2/2µ) dv =constante . (1.28) 
V 

El primer término de esta integral es la energía cinética del 

fluido, el segundo es la energía térmica libre y el último es la 

energía del campo magnético. 

Resumiendo; las ecuaciones MHD son: 

de manera usual 

awat = - 17xJ;; , 

17x!! = J. , 

J. = CT(¡;; + yx~) , 

a(pm)/at + 17·(pmy) =o 
pmD(y)/dt = J.x-ª - 17p 1 

con condición inicial 17·-ª 

de manera conservativa 

a(pm)/at = - 17· (pmy) , 

8-ª/8t = 17· (Bv - vB) , 

o ,más una ecuación de estado; 

a(pmY.) = - 17• pmvv + .filVµ + I(B2/2µ - p) 

a(pmv2
/2 + p/('r-1) + B

2/2µ)/at = 

- 17 · v2pmy/2 + 1'PmY./ ('r-1) + J;;x!! 
donde se ha supuesto que el sistema es adiabático. 
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III. Propiedades del campo lJ1fillnético. 

Considérese un plasma perfectamente conductor (Schmidt,1979], es 

decir uno en el que ( 1. 14) se reduce a ~ yx.!;l. Sustituyendo en la 

ley de Faraday resulta 

{l. 29) 

Integrando la ecuación sobre una superficie arbitraria dentro del 

plasma y usando el teorema de stokes 

f B(fl·d§)/at - f {yxf!)·dl =O, {1.30) 
s e 

la integral de linea va sobre la periferia de la superficie S. 

Reescribiéndola toma la forma 

a(</!
9
)/at + fe!\' (yxdJJ = 0 , {1.31) 

el primer término representa la variación temporal del flujo a través 

de la suprficie s, mientras el otro término es el incremento adicional 

del flujo, por unidad de tiempo, que resulta al moverse la periferia; 

la cual lleva la misma velocidad que el fluido. Ambos términos nos dan 

entonces el cambio total de flujo magnético a través de la superficie 

S. Considérese una linea de campo, definida por la intersección de 2 

superficies para las cuales.!;\ es tangencial al tiempo t = O. El flujo a 

través de tales superficies es cero y la linea asi definida, es una 

linea de campo magnético. Al pasar el tiempo el flujo sera siempre cero 

a través de las superficies que se mueven con el fluido (de lo c11c.l se 

puede estar seguro gracias a (1.31)), y la linea de intersección será 

siempre una misma linea de campo. La velocidad local del fluido será la 

velocidad local de la sección de la linea, se dice entonces que la 

linea de campo está congelada o atada al fluido. Las J.ín~<:s de can.p·:.> !'1(. 

pueden ccrtar::;c ni cambiar la topologi<t, yct que el fluido se m1H°'v2 :ie 

manera continua. Para un fluido con cierta resistividad no es cierto, 

ya que 

d(<l>8)/dt = (71/µ)JSl\(!l) •d§ ; (1.32) 

donde 7J = 1/~ es la resistividad, y ll es el operador laplaciano. 

si se sigue una línea de campo lo suficiente, se notará que se 

cierra sobre si misma, o continúa de manera infinita hasta cubrir una 

superficie, llenar un volumen o irse al infinito. Las de mayor interés 

son las 2 primeras; y las superficies así generadas se denominan 

superficies magnéticas o de flujo. 
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1Y..... La helicidad magnética f<Q!!!Q cantidad conservada. 

Para un plasma perfectamente conductor, se tiene que la helicidad 

magnética, K, definida como: K = Iv A·Il dv , (1.33) 

donde A es el potencial vectorial magnético y v el volumen encerrado 

por una superficie de flujo, es una constante de movimiento 

[Woltjer,1958b]. El comprobarlo es sencillo: 

dK/dt = d(Iv A·Il dv)/dt 

. y como el volumen de la superficie de flujo es constante 

d(fvt.·n dv)/dt=I}CA·fü/at dv = Iv ayat·n + ayat·A dv 

=-Iv (g + 'V';t) ·Il + (Vx~) ·A dv 

Iv -2~·n - Vx·.12 -· V· (gxA) dv 

= Iv 2(yxfü ·n - V· Xll - (yxfüx,J!, dv ; 

el primer término en la integral es directamente cero, el de la 

divergencia, usando el teorema de Gauss y dado que para una superficie 

de flujo y·n = o y .f2·n = o también lo es. Se tiene así 

dK/dt = O (1.34) 

Para este caso, la K no depende de la elección de la norma de ll,, 

pero si ele 12 y del volumen que se considera, es decir para distintas 

superficies de flujo se tienen distintos valores de K; más aún, si se 

tienen lineas de campo cerradas, hay un invariante para cada linea 

(en realidad se considera un tubo muy delgado que envuelve a dicha 

linea). 

La denominación "helicidad" se aplica en general a integrales de 

la forma I/J.-Vx'tJ. dv . El nombre proviene de la hidrodinámica donde 

· ('V'>:Y.) 'Y. mid.:: 12. p1·oyección de la verticidad de un fluido en la 

d:i.l:'ecci.ón 0'3 avance del mismo y da una medida del grado de enlace de 

las lineas de verticidad (ver apéndice A ) [Moffatt, 1969]. En el caso 

en el que X es el potencial vectorial magnético, K mide el grado de 

enlace de las lineas de campo magnético y es entonces de esperarse que 

un plasma con conductividad iJ.1finita, donde las lineas de campo están 

congeladas, el grado de enlace de las mismas se conserve. 

Si la resistividad no es cero, la K no será más una constante. 

Considérese un plasma resistivo en una región bien delimitada (es 

decir, con un volumen fijo), aprovechando el cálculo anterior, a partir 

de 
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dK/dt = J. -2J;;.· .!i - V· (X.!i + Bxb) dv 

= J. 2 (yxfü ·.!i - 271,;[·)1 - V· (Xf¿ + J;;x[i) dv , 

reescribiendo dK/dt = J.BK/Bt dv y como se puede tomar cualquier región 

(siempre que sea simplemente conexa y esté bien delimitada) 

ax;at = -211 ~·.!i - V·(x11 + J;;.xbl ; (1. 35) 

se tiene una especie de teorema de Poyntíng para la helicidad, donde K 

representa la densidad de helicidad y x,I¿ + J;;.xll, es el "vector de 

Poynting de la helicidad" (Jensen y Chu, 1984). Dependiendo de como se 

escojan las condiciones a la frontera de la región en cuestión, se 

puede tener que la helicidad decaiga ünicamente por efectos resistivos 

o que bien el término de divergencia compense tales pérdidas; 

pudiéndose hablar de una inyección de helicidad. Para lograr la 

inyección, es necesario que la componente tangencial de E en la 

frontera sea distinta de cero. Piénsese, por ejemplo, en un plasma 

dentro de un contenedor metálico de forma esférica, el cual se parte 

por la mitad; separando un poco los hemisferios y conectándolos a los 

polos opuestos de una batería se puede lograr que ¡;;_ tangencial en la 

separación no sea cero. El término xl! se llama de inyección 

electostática, se da únicamente cuando hay líneas de campo abiertas, es 

decir que salen o entran del contenedor, y parél. sistemas simplemente 

conexos es la única posible. Si la separación entre los hemisferios es 

pequeña, x puede asociarse con una diferencia de potencial constante, 

por lo que la inyección de helicidad electrostáti.c~ se puede poner como 

dK/dtj "' 2V<ii ; con if> = (1/2).f rn. ) ·n ds y V la diferencia de 
In~' m m a front 

pote:ncic.l apJ.1cada a las paredes el.e). contenedor. 

Para regiones múltiplemente conexas se puede inyectar helicidad 

con el término gx~, que se denomina de inyección electromagnética. Para 

la helícidad de este tipo no es necesario que existan lineas de campo 

magnético abiertas. 

1-8 



C A P I T U L O 2 

La hipótesis de raylor. 

Se exponen inicialmente las consideraciones que llevaron a la 

elaboración de la hipótesis, pasando luego a describirla. Se presenta 

un método general para la solución de la ecuación a que da lugar la 

teoría (la ecuación para el campo libre de fuerzas) y se aplica de 

manera particular y detallada para el caso de una configuración 

cilíndrica con simetrías axial y traslacional respecto al eje del 

cilindro. 

l.... Descripción de la hipótesis. 

El "pinch" de campo invertido PCI al igual que el tokamak, es 

una máquina de forma toroidal dedicada al estudio del confinamiento de 

plasmas para fusión nuclear (Bodin y Newton,1984). El confinamiento se 

lleva a cabo debido a la combinación de un campo magnético poloidal, 

BP(originado por la corriente que fluye dentro del plasma), y de uno 

toroidal, Bt (generado por bobinas externas). Las características del 

PCI son, primera, que la magnitud del campo poloidal es ligeramente 

mayor que la del toroidal (situación diferente a la del tokamak, donde 

la magnitud del campo toroidal es bastante más grande que la del 

poloidal) y, segunda, que el campo toroidal se invierte en la región 

exterior del plasma respecto de la central (de esta última 

característica es de donde toma su nombre). Dicha inversión sepresenta 

cuandc• eJ cociente del campo poloidal en la pared del aparato entre el 

campo toroidal promedio (S = B /B , el llamado parámetro de "pinch"), 
p t 

que mide el grado de compresión del plasma, excede un cierto valor 

crítico (Taylor,1974). 

cuando el aparato entra en operación lo hace iniciando con una 

fase violenta e inestable para después llegar a una de aparente calma, 

caracterizada, además, por ser muy estable. Basado en este hecho 

Taylor propuso que si se tiene un plasma que puede disipar energía 

(puede pensarse que tiene cierta resistividad), que está contenido en 

un recipiente de paredes perfectamente conductoras y que parte de un 

estado inicial fuera de equilibrio; entonces se relaja a un estado 

donde no pueden ya sucediir cambios bruscos y así el estado final debe 

ser uno en el que la energía sea un mínimo determinado por las 
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constricciones que gobiernan la evolución. 

Ya en 1958 Woltjer encontró que para un sistema cerrado se puede 

encontrar un estado no trivial de minima ener g ia magnética, al 

minimizarla bajo la constricción de que la helicidad magnética se 

conserve (tal minimización se efectúa al calcular la variación de la 

integral de energia magnética y la constricción de que la helicidad sea 

constante se introduce empleando la técnica de los multiplicadores de 

Lagrange) ; y que a dicho estado le corresponde una configuración de 

campo magnético libre de fuerzas (Woltjer,1958b]. 

Si se tiene un plasma, en un recipiente metálico, con 

conductividad infinita, y además se pueden despreciar las energias 

cinética e interna del plasma en comparación a la magnética, se puede 

aplicar entonces el resultado de Woltjer, el cuál se reproduce a 

continuación: 

0 óJv J2•1lJ2µ - A' }',•J2 dV 

Jv ó.!2· (llJµ - >.'b) - il.'ób·.11 dV 

Jv (17xóA) • (J11µ -·il.'b) - >.'J2·ob dV 

Jv V· (llJµ - >.'b)><ób + ó'/:¡· 17x(J11µ - il.'A) - ;v-ª dV 

f}b·('hJ11µ - 2>.'füdV +§e (llJµ - >.'b)><Ob ·n dS; 

{>.' es el multiplicador de Lagarange) debido a que el sistema es 

cerrado, los movimientos dentro de él no afectan al potencial vectorial 

afuera, y como además el potencial debe ser continuo {aún cuando 

existan corrientes superficiales) entonces ób debe ser cero en la 

frontera; anulándose asi la integral de superficie. Para la integral 

restante, como E;?. trata de una v:i.i:i.aci.ón óA arbitraria 

17xJ1 ~ i\ -ª. (Áv = 2µ>.') . (2.1) 

Como se tiene una K para cada superficie de flujo,existe un valor 

propio >.v para cada volumen que satisfaga las condiciones a la frontera 

para las que K es constante. 

Si el plasma tuviera una pequeña resistividad, esto ocasionaria 

que las lineas de campo magnético se recombinasen, dando lugar a 

cambios en la topologia del plasma. No puede hablarse entonces de que 

la helicidad se conserve para cada superficie o cada linea {de hecho no 

es asi). La única superficie que se mantiene es la asociada al 

recipiente mismo y entonces, si ~ es muy pequeña el usar la helicidad 
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de la superficie asociada al contenedor (a la que se llamará K
0

) 

parece ser la constricción adecuada para llevar a cabo la minimización 

de la energía y encontrar el campo magnético de la situación de 

equilibrio (ésta es propiamente la hipótesis de Taylor) . De esta maneré't 

la ecuación que debe satisfacer el campo magnético es 

llx]2 = !.!! ( 2 . 2) 

(donde ahora si, t. es verdaderamente una constante) el cual queda bien 

determinado una vez que se conoce t., dadas las condiciones a la 

frontera del problema. 

En el capitulo 1 se obtuvo la densidad de fuerza en el plasma, la 

que viene dada por E = J:x!l , con µ,¿ = Vx!l. En el caso del campo del 

estado de equilibrio se tiene µ,¿ = t.]2 , por lo que E = O , razón por la 

que se conoce a esta configuración de !l como la del campo libre de 

fuerzas. 

Ahora bién, se está diciendo que de esta manera se obtiene un 

mínimo para la energía; pero podría ser que se tuviera una serie de t. 

que cumplieran la ecuación ( 2. 2) para la misma Ko; ¿cuál escoger?. 

Notando que l.7x]2 = l.]2 ; !l ; VxA ; l.lx!l = 1.1.lxA ; 'Jx !! - !.A O ; 

se tiene que ]2 = AA + Vx • Al calcular la energía se encuentra 

U
9 

JVT (1/2µ) (llX +!.A) ·B dV = AKo/2µ + JVT(l/2µ)1.7;¡;·]2 dV 

un = (t./2µ)K
0 

, (2.3) 

ya que la integral en la penúltima igualdad se anula debido a las 

condiciones a la frontera (J2·n=O). 
Para asegurarse entonces de tener la mínima 

escoger el menor de los valores propios t. de 

satisfagan (2.2). 

energía, basta 

entre aquellos 

con 

que 

1.1.,_ Solución ª la ecuación para el campo libre de fuerzas ª partir 

de las soluciones d~ la ecuación vectorial de Helmholtz. 

Al tomar el rotacional de (2.2), se obtiene (dado que 1.7·]2 O) 

- A 2!! ; (2. 4) 

que es la ecuación vectorial de Helmholtz. Toda solución de (2.2) es, 

de manera evidente, solución de (2.4); pero no al revés. Una manera de 

resolver (2.2) es encontrar de entre las soluciones de (2.4) aquellas 

que la satisfagan. 

Cualquier campo vectorial se puede expresar como la suma del 
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gradiente de un potencial escalar (componente longitudinal), más el 

rotacional de un potencial vectorial (componente transversal) 

Morse-Feshbach, 

condiciones a la 

1953 • Esta división simplifica la aplicación de las 

frontera. El campo E! solución de (2.4) se puede 

escribir como: E! = E!L + Br 
condiciones VxE!L = o, V·E!T = O; 

A partir de t (relacionada 

con E!L = V~ y D1 = Vv~ ; sujetos a las 

y donde se considera usualmente V·A =O. 

con el flujo magnético), solución de la 

ecuación escalar de J-Ielmhol tz, y para un sistema de coordenadas donde 

uno de los factores de escala sea la unidad, y el cociente de los 

otros dos sea independiente de la primera coordenada (ver apéndice A) , 

se puede obtener una solución a (2.4) de la forma 

1 = V<Ii, T = IJx(á<Ii) , .§. = IJxT/A (2.5;2.6;2.7) 

con á el vector unitario en la dirección de la coordenada cuyo factor 

de escala es la unidad [Chandrasekhar-Kendall, 1957). La primera de 

estas soluciones satisface (2.4) sólo en el caso de que A. o (solución 

para el vacío). De (2.7) se tiene IJxT =A..§. calculando el rotacional 

de .§. 

Vx.§. = IJxlJxT/A. = (- óT)/A. = (A. 2I)/A. = A.T • 
De lo anterior resulta que Vx <§. + I) = A. (.§. + J.'.) , teniéndose así una 

solución a (2.2) de la forma 

(2. 8) 

Las soluciones del tipo de (2.8) no son exclusivas de 'l1 (solución 

de la ecuación escalar de Helmholtz) y de un sistema de coordenadas de 

las características antes descritas, ya que para el caso de un toroide 

axisimétrico (como podrá verse más adelante) se tienen también 

soluciones de esa forma, donde ~ satisface una ecuación diferente. 

III. Un ejemplo sencillo en coordenadas cilíndricas. 

Se encuentra la solución para el caso en que existe simetría axial 

y simetría traslacional respecto al eje del cilindro. 

Una sección de un toro de razón de aspecto grande, es decir, uno 

cuyo radio mayor sea grande en comparación al menor, bien puede 

aproximarse por un cilindro. La situación más sencilla con que se puede 

uno encontrar es cuando existen simetría axial y traslacional respecto 

al eje del cilindro. En tales condiciones y para un sistema coordenado 



cilíndrico como el de la figura, la ecuación escalar de 

queda expresada en la form'1 
r- 1d(r dW/dr)/dr + A~~. = 

la cual tiene como solución 

.¡. = AJ 
0 

(A.r) , 

Helmholtz 

Ü I 

con A una constante y J
0

(A.r) la función 

de Bessel de orden cero (sólo se 

considera la solución regular porque la otra diverge en el origen). De 

la expresión para .¡. es directo que las superficies de flujo 

(superficies para las que .¡. es constante) resultan cilindros 

concéntricos. 

El campo magnético correspondiente, usando a 
siguiente expresión 

z, tiene la 

B, =O , Br/> = A.AJ
1 

(A.r) , Bz = A.AJ
0

(A.r) ; (2.9) 
el cuál cumple la condición !l:n = o , con n el vector normal a la 

superficie del cuerpo del cilindro, ya que éste se considera 

perfectamente conductor. 

El potencial vectorial se puede calcular de 

!! = 'lxli ; !! = Vx z'l' + Vx(Z'l')/A. 

así la expresión más general para la A resulta 

li = z'll - r/> A.- 1d'1'/dr + vx 
y en este caso (por componentes) 

A, (Vxl, = G,(r,rp,z) 

Ar/> AJI (A.r) + (VX)r/> = AJl(A.r) + Gr/>(r,rp,z) ' 
Az AJ

0
(A.r) + (VX)z = AJ

0
(A.r) + G¿(r,r/>,z) • 

(2.10) 

Para la determinación unívoca de las componentes del potencial 

vectorial, se utiliza la conservación de II>
8

TOR Y II>BRAo· 

dA = §!i·i dl 
2n 

II> rn:z dA = scvxAJ·z Jo Al/> 1 r~o. a d~ (2.11) 
BTOR 

lll 
II> o = J!!·r dA = J(VxAl .f dA i a·z dl JA j dz (2.12) 

BRAD )i{--a 

El Vx se puede considerar como un vector constante ux = (Gr,Gr/>,Gz). En 

realidad para una situación más general deberían considerarse x 
soluciones de la ecuación de Laplace, pero por simplicidad se 
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considerará constante. De (2.11) resulta, por un lado 

J 12·z dA = 2rrAaAJ 
1 

(Aa) , 

y por otro 

de donde Ge/> 

o 

i A·c/> dl = 2rrAaJ
1

(Aa) + 211aGc/> 

O . Empleando (2.12) se obtiene 

!TI 

J (AJ
0

(Aa) + G
2

) dz 
-!TI 

(2.lla) 

(2. llb) 

(2.12a) 

A Gr puede considerársele cero sin problema, resultando el 

potencial vectorial 

A = o I 
r 

Disponiendo ya de las expresiones para A y 11 se puede estimar K
0 

!TI 211 o 

J' A·B dV v- - A
2 AJ J J J

1

2
(> .. r) t J

0

2 (Ar) - J
0

(i' .. a)J
0

(Ar) r dr de/> dz 
-111 o o 

(2rr)
2
A

2
Ha

2 
J/(Aa) + J

0

2
(Aa) - (2/Aa)J

0 
(Aa)J

1 
(Aa) 

Tomando el cociente de K
0 

entre ~ 2
, se elimina el factor A2 

DTDR 

De esta relación se calcula el factor A, 

completamente el estado a que llega el plasma. 

determinándose asi 

En la figura 2.2 se muestra el comportamiento de ;\. respecto a la 

razón de u.specto para diversos valores de K <li -
2 (indicados sobre 

O liTOR 

cada curva), de acuerdo a (2.13). De la gráfica puede apreciarse que la 

;\. tiene un comportamiento asintótico conforme a (el radio del cilindro) 
-2 

es cada vez más pequeño. Desarrollando (2.13) para un K
0

/ ~BTOR = A, 

dado y para valores de a pequeños 

a p.a/2) - (;\a) 3/16 A - A 

1 - (;\a/2) 2 Aa 1-(Aa/2)
2 

- 2 (Aa/2) - (Aa)
3
/16 

donde se ha empleado 1 

funciones de Bessel 

1 y las siguientes expresiones para las 

J
0 

(X) = 1 - X
2
/4 ; J

1 
(X) = X/2 - x3

/16 

Trás un poco de álgebra y reteniendo únicamente los términos de 
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'J 
hasta orden a 3 se llega a 

a (Aa/2) 2 
(A - i\) + i\/2 o 

de donde se obtiene el valor asintótico para la i\ de 2A. 

El factor i\ está también re1Rcionado con O (el parámetro de 

"pinch"). Usando la ley de Ampere se calcula el campo poloidal en la 

pared del cilindro 

j B·dl = f 2rrB 1 a d<f> = 2rraB 
·- - O </> r=a p 

= µ ~ • 

El campo toroidal promedio se obtiene al dividir el flujo toroidal 
- 2 

entre el area de J.ii sección transversal BT = 1 aroA/rra ; el parámetro e 
resulta entonces e = µ 0 Ia/(21 8 T~I· 

De la ecuación ( 2. 2) 

i\I = i\f B·z dA ~ f ~xB·z dA 
BTOR - --

j IJ:~ dl 

de donde se ti€me finalmente e = i\a/?. . 

Experimentalmente se 

inversión del campo, que 

observa que para e >= 1.4 aparece la 

además coincide con la obtención de los 

estados de aparente calma Bodin-Newton,1980 . De las expresiones para 

-ª' ( 2. 9) , se encuentra que para que B z se invierta cerca de la pared 

del recipiente, es necesario que el producto i\a sea mayor que la 

primera raíz de la función J 
0

, es decir i\a > 2. 404 ... , lo cuál 

corresponde a tener un valor de e > 1. 2 02 •• 

En la figura siguienté (tomada de Bodin y Newton, 1980; 

correspondiente a la fig. 27) se aprecia como este modelo reproduce en 

buen grado el comportamiento experimental; aunque se encuentra cierta 

discrepand,;.:, (en ei;;peciéü, cerca de la. frontera el modelo no reproduce 

bien los Volores del campo magnético) . '.l.'al' discrepancia parece deberse, 

en gran parte, a efectos de curvatura (Jain,1988). 
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C A P I T U L O 3 

Soluciones ª la ecuación 12.ªra el campo libre de fuerzas para 

diversa§ geometrías. 

Suponiendo siempre la aplicabilidad de la hipótesis de Taylor, se 

resuelve la ecuación para el campo libre de fuerzas, empleando el 

método expuesto en el capítulo anterior, para los casos de geometrías 

cartesiana, cilíndrica y esférica. 

l.._ Coordenadas cartesianas. 

Supóngase que se tiene un plasma dentro de un contenedor como el 

de la figura 3.1. De acuerdo a la sección 2.II, para hallar los estados 

X(x) 

y (y) 

z (z) 

donde A < ~ k? + k2 + k2 
X y z 

~.L 

A
1
cos(kxx) 

B
1 
cos(kyy) 

c
1 
cos(kzz) 

de equilibrio del plasma, la 

ecuación a resolver es 

a2 '1'/Bx2+ a2'1'/ay2+ a2't'/az 2= - ;1.
2

.¡. • 

separación de Resolviendo por 

variables, '1'(x,y,z) 

se tienen 

X(Y.) Y(y) Z (Z), 

+ A
2
sen(kxx) (3 .1) 

+ B
2
sen(kyy) (3.2) 

+ C
2
sen(kzz) (3. 3) 

Las expresiones para el campo magnético, de 

(2.B), empleando á z, son 

aq.¡ay + ;\.-1 82 '1'/axaz ; B 

r; ~ ;;.-1 ;\.2-V + a2q.¡azl 
z 

B 
X 

(3.4) 

Donde l:.-. '!' ~ ~ Dxv~ ~·kx,ky,J:~ ; esto es, la '1' será en general una suma 

de diversos modos, siempre y cuando tengan la misma ;\.. 

Pueden suponerse un par de casos: que todas las paredes del 

contenedor sean conductoras, o bien que aquellas que lo delimitan en la 

dirección z no existan y se trate de una sección de un prisma más 

largo. 

La condición a la frontera en el primer caso es ~·n = O , con n el 

vector normal exterior a las paredes, por tratarse de un recipiente 

conductor. Las condiciones para el segundo caso son: ~·n = o en las 

paredes conductoras y donde no hay tapas se pide periodicidad del campo 

magnético. 

Debido a que se cuenta sólo con 2 datos adicionales (K y ~BTOR) no 
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es posible determinar de éstos y de las condiciones a la frontera, 

cuales modos intervienen (no hay ~anera de conocer las D). Una 

alternativa es aplicar las condiciones a la frontera para cada modo por 

separado y tomar los que tengan una misma A. 

En los casos descritos anteriormente, la aplicación de las 

condiciones a la frontera imponen restricciones que no permiten obtener 

una solución distinta de !l = O. Esto puede verse al calcular B x y 

evaluarlo en x o teniéndose 

A
1 

Z (z) d Y (y) /dy + (kx/A)A
2 

Y(y) d Z (z) /dz = O , 

y como debe anularse para cualquier y y z, A
1 

= A
2 

= o, lo que conduce 

a !l = o para ambos casos. 

Podría pensarse que si se aplicaran las condiciones a la frontera 

a '!t = [ Dxyz'likx,ky,kz quiza fuera posible encontrar una solución 

distinta de !l = o, pero aún en este caso, dado que los modos involucran 

funciones seno y coseno de distintas frecuencias (distintas k) no es 

posible obtener B,(x=O) = O para ctlalesquiera y, z si no es haciendo 

las D idénticamente cero. 

Para tener una solución no trivial basta con suponer que la 

función '!t no depende de la var:iable z (o de ct1alquiera de las otras), 

es decir 'i' = 'i'(x,y); aunqt~,; tal suposición sólo permite tratar el 

segundo de los anterio::-es ca~ws. L3 e<'.Uación inicial se reduce a 

a2 '/!/ax2 + a2>l!/ay 2 = -A'~•1' ; (3. 5) 

resolviendo, nuevamente, por separación de variables, 

'i/!(x,y) = X(x)Y(y), se obtienen lar; soluciones (3.1 y 3.2), y donde 

ahora A cur11ple; ;. 2 
.:..· }: "+ ]r '' :i_.r-r. "'f" ··''' ., "!'1·'.'.:; i~·::::;;. el campo magnético 

" I 
se sirnplifican, i:e:::u::.tandn 

lU 

queda 

Bx = a'i!¡ay 
aplicar las 

B 
y 

- éJ'~/c1x ; 

condiciones a la 

B == A"i! 
z 

frontera, 

{3. 6) 

la expresión para >lr 

'!t =A sen(mx/a) sen(ny/b) , (3.7) 
m.n m,n 

con m y n enteros; y las correspondientes para los modos del campo 

magnético son 

{Bm,n)x 

{Bm,n)y = 
(Bm,n)z = 
El campo 

(n/b)A sen(mx/a) cos(ny/b) , m,n 
(-m/a)A cos(mx/a) sen(ny/b) , 

[(m/a) 2 m+' n(n/b) 2
]

1
/ 2A sen(mx/a) m,n 

magnético puede, en general, 

J-:2 

cos(ny/b) . (3.8) 

ser una combinación de 



varios modos, siempre y cuando todos el los compartan la misma >... Un 

ejemplo sencillo donde se puede apreciar esto es en el caso en que la 

sección es cuadrada. En tal situación el campo magnético es 

B=B +B ; 

ya que l. = a(rn2+ n 2
)

112=- l. -m,[~ori~~hl-sato,1986]. 
m,n n,m 

( 3, 9) 

1..!._,_ Coordenadq§. esféricas. 

El estudio de las soluciones a la ecuación (2.2) para situaciones 

con geometria esférica, se llevó a cabo inicialmente en el ámbito de la 

astronomia, donde el campo magnético libre de fuerzas resulta el modelo 

apropiado para el tipo de campos magnéticos cósmicos más usuales y en 

particular para el campo en la cercania de una estrella (donde la 

conductividad del medio que la rodea es muy alta y la energía magnética 

predomina sobre cualquiera otra) [Lüst-Schlüter,1954; Woltjer,1958]. 

Estas soluciones se pueden emplear en el estudio de los estados de 

equilibrio de un aparato usado en fusión nuclear conocido corno 

esferomak [Rosenbluth-Bussac,1979]. 

Partiendo nuevamente de la ecuación escalar de Helmholtz 

r-2a(r28'1'/Br)/Br + (r sene)-28(sene a~¡ae¡¡ae + 
+ (r senA)-282~¡aq,2 + t. 2 'I' =O ; (3.10) 

·cuyas soluciones axisimétricas son [Chandrasekhar-Kendall,1956) 

~m = Z (i\.r) Pm(cose) exp(im<f>) (3.11) 
n n n 

donde Z son las funciones esféricas de BeRsel 
n 

z (x) = (rr/2xl !l?.J ( x) , 
n · n + 1 / G 

y P: (cose)·, la función adjunta de Legendre de orden 1i1. 

Las' expresiones para el campo magnético, empleando a = r, resultan 

exp(im.¡l) [1n(n+l)Pm (cose)Z (l.r)/>..rJr + {(im/sene)Pm (cose)* 
n n n 

*Z (>..r) + (i\.r)-1d[r2Z (t.r)]/dr B(Pn[cos9J)/ae}e + 
n n m 

+ ¡[ im/(>..r sene)] P: (cose) d[r Zn (>..r)]/dr -

- z (t.r) B(Pm cose ¡¡ae} ~ J (3.12) 
n n 

Para un esferomak no se puede permitir la solución n = O, m = o; 

ya que significaría tener un rnonopolo en el origen. El caso que se 

considera como el de equilibrio cláf;ico [Rosenbluth-Bussac, 197 5], es el 

de m = o, n = 1; donde además se emplea b~ = 1 y todas las otras 
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idénticas a cero, permitiendo ésto el escribir el campo magnético como 

-ªo i\-117(-r sene zl (i\r) p: r:cosej)x17<f> - r sene zl (i\r) p~ (cose) 
( 3 .13) 

l1l...... Coordenadas cilíndricas. 

Se resuelve ahora la ecuación para el campo libre de fuerzas en 

coordenadas cilíndricas. 

Volviendo al problema del toro de razón de aspecto grande (ver 

sección 2. III): se con:' id era un plasma en un contenedor como el de la 

figura 2.1, la ecuación escalar de Helmholtz queda expresada como 

r- 1a(r 8'11/Br)/ar + r- 2 a2'11/Btf! 2 + a2'11/Bz 2 + i\
2 '11 =o (3.14) 

Resolviendo por separación de variables, 'Í'(r,¡/>,z) R(r)<l>(<f>)Z(z), se 

obtienen para las parteg angular y axial 

lm(~) =Aro cos(m~ + (m) , 

Z~(z) = B~ cos(kz +e~) , 
donde k y m son las constantes de separación. 

Pa1·a la parte radial se tiene 

r- 1d(r dR/dr)/dr + [ (il. 2
- k

2
) - (m/r) 2

JR = o , 

(3.15) 

(3 .16) 

(3 .17) 

la cuál tiene como soluciones J (ar), funciones de Bessel regulares de 

orden rn; donde a2 i\ 2
- k 2 

m (nuevamente, sólo se cons:i..deran las 

soluciones regulares porque las otras son infinitas en el origen). 

A partir de estas soluciones y <lespaés <le un poco de álgebra, la 

expror.i.ón más genera:!. para la 'l' m,k es 

'•,k = Tm,k Jm(ar) cos(kz + mrfJ + ~ •. kl + cos(kz - mrf! + Cm,k) ,(3.18) 

Los modos del campo, 

términos de 'l' m,k 

empleando a z, quedan expresados, en 

(3.19) 

Las condiciones a la frontera que deberán cumplir son .!2·n = O en 

el cuerpo del cilindro, y para imitar un toroide, .J2(z=-rr1) = .J2(z=rr1). 
Como datos adicionales habrán de conocerse el> nroR y K

0
• Al aplicar la 
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condición a los extremos, la ecuación (3.18) se reduce a 

m,k T• J (o:r)i,cos(kz) cos(m.P + 71,,,,.l\ , 
m,k m 

y las expresiones para el campo magnético 

rnm. k) z 

donde k 

(-m/r)T• J (o:r) ¡·cos(kz) sen(m.P + 7J )\ -
m,k m m,k 

- (o:k/il.)T Jlo:i:-)\sen(kz) cos(m.p + I:; ) 1 
• m, k Ji rn, k 

(mk/>..r)T J (o:r)rsen(kz) sen(m</> + 1J l1 -
ro, k i¡i m, k 

- o:T J"(o:r)i_cos(kz) cos(m.p + 1J )j , 
2 

• m,k m . m,k 

(o:/>..)Tm,k ,jm(o:r)\cos(kz) cos(m.P + ''m,k)]; 
n/1, con n entero. 

(3.20) 

{3. 21) 

El modo con m,k iguales a cero, es la solución encontrada en la 

sección 2.III. 

En general, el campo magnético de la situación de equilibrio puede 

ser una combinación de di versos modos, es decir -ª = I .Q , siempre 
m 1 X m, k 

que los -ªm, k compartan el 1nismo 

combinación que resulte, el modo más 

que cumple la condición a 1<1 frontera 

valor propio il.. En cualquier 

bajo puede incluirse siempre (ya 

para cualquier >..) . 

surge entonces el problema de deterlilinar cuáles modos son los que 

intervienen y la especiíica.ción de sus coef:icientes. Para ello sólo se 

cuenta con la condición a la fr.-:mtera y los valores de K
0 

y el flujo 

toroidal. Sólo ésto, no es st1ficümte para determinar adecuadamente el 

problema. Una alternativa es el aplicar la condición a la frontera a 

cada uno de los modos, tomando luego aqt1ellos compatibles con la misma 

;\ ['l'aylor,1974]. 

La aplicar;i.ó.i C.e }.;::, condición r; la frontera, como en el caso de 

las coordenadas cartesianas, no permite obtener una solución diferente 

de -ªm,k =o (con ro y k diferentes de cero) - como ya se vió antes los 

distintos modos no se pueden hacer interferir destructivamente, por 

tener las soluciones senos y cosenos de distintas frecuencias y 

funciones de Bes sel de distinto orden-. Nuevamente se recurre a la 

eliminación de la dependencia de alguna de las variables asociadas a m 

y k, teniéndose dos casos: independencia de z (simetría traslacional) o 

independencia de ~ (axisirnetria). 

Las expresiones de la función de flujo y del campo magnético, se 

pueden obtener, para el primer caso, haciendo k = o en las ecuaciones 
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(3.20;3.21), mientras para las otras se obtienen haciendo m =o. 
El modo más bajo para ambas soluciones (que es la solución vista 

en la sección 2.III) satisface la condición a la frontera para 

cualquier valor de A, mientras los otros sólo lo hacen para un cierto 

conjunto discreto de valores; éstos se obtienen de la parte radial 

únicamente y están relacionados con las raíces de las funciones de 

Bessel. 

Como se desea tener el estado de energía más baja compatible con 

las condiciones adicionales, habrá de usarse entonces la A más pequefia 

de entre las disponibles. Siguiendo este criterio, el modo que 

proporcionaría la menor de las >. sería el de k = 1/1; A = (µ
1
/a) 2+ 

1/1 2 in,donde µ1 es la primera raíz de J (ya que la menor de las >., 
o 

de los modos con k = O es A = ~ 1 /a, con ~ 1 la primera raíz distinta de 

cero de J 
1
). 

La función de flujo usando k 1/1 resulta .¡.
0

•
1 

BJ
0
(ar) cos(z/l), 

y agregando la del modo más bajo 

'l' =A J
0

(Ar) + B J
0

(ar) cos(z/.!) . (3.22) 

Pero ahora .bien, si se sigue el procedimiento empleado en la 

última parte del capítulo 2 para la determinación de las constantes A l' 

B en (3.22), se hallará que no es posible hacerlo, debido 

principalmente a que se obtiene 4! BTOR en fumüón d~ z. Tomando 

cualquier modo que involucre a z se tiene el ltl:~smo problema. 

Descártanse así estas soluciones. Intentando con los modo~ asociados a 

<P resulta que la solución formada por el modo m~s bajo y el m = 1 es 

una solución a un problema sin flujo mag~~~ico toroidrl. La s1~~1cnte 

combinación, empleando m 2, da nn valu1· el.e Aa. = 5 .14, el que 

corresponde a un 

experimentales de 

obtenido estados 

Bodin-Newton,1980 

parámetro de "pinch" (-1 2. 57. 

e, en el 11 pinch" de campo, para los 

de aparente calma están entre 

Los 

que 

l. 4 

valores 

se han 

y 2.9 

Con los modos asociados a <P no se obtienen estados 

con valores propios que cubran el rango experimental, no siendo 

adecuada una descripción en base a ellos. 
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III bis. Modos helicoidales. 

Como Cowling hace notar, la ecuación 2.2 implica que si uno viaja 

a lo largo de una linea de campo magnético, las lineas vecinas se 

enredan una cierta cantidad alrededor de ella, con lo que un campo 

libre de fuerzas es esencialmente un campo helicoidal [Cowling, 1976]. 

Intentando obtener soluciones de este tipo, se efectúa el siguiente 

camb.i.o de variables: E; = uz + v<J> y 7J = uz - vq, .Haciendo la 

substitución, la ecuación adquiere la forma 

r-18(r M!/8r)/ar + (v 2/r 2 )[El2w¡ai;2
- 282 '11/af;ar¡ + a

2
1Jt¡a112 1 + 

+ u2 [8 2 'i'/8E;2+ 2a2q,¡ai;ar¡ + a2 '11/81J
2
J + ;\ 2

'11 = o . (3.24) 

De entrada, la forma es más complicada que la de la ecuación original; 

pero si se supone que la solución consiste únicamente de modos 

derechos (independientes de 7J) o izquierdos (independientes de t;:) 

pueden obtenerse soluciones. (por separación de variables) de la forma 

'11
5 

As cos(sl;) + B, sen(sl;) J
0

v(ar) (3.25d) 
para las soluciones derechas y 

'1'
9 

c. cos(s1l) + B
6 

sen(sr¡) Jsv(ar) , (3.25i) 
para las soluciones izquierdas; donde s es la constante de separación y 

a2 = il. 2-s2u2
• Las denominaciones "derecha" e "izquierda", corresponden 

a pensar que para un valor determinado de E; o 7], al avanzar a lo largo 

de z, la tf¡ habrá de "moverse" a la derecha o izquierda para mantener 

ese valor constante. 

Las expresiones (3.25d;3.25i), en términos de z y ,P, resultan 

f m,k = ·\,,:, cos(kz + mql) + Bm,k sen(kz +mi/>) J
111

(ar) , (3.26d) 

'I1 "'• k e,,.., k cos(l<Z - mql) + o,., k sen(kz - mq)) J,. (ar) (3.?.6i} 
donde so hrln definido k = su y m = sv. Sustituyendo las expresiones 

í3. 26) en la ecuación (3 .14) , se encuentra que también la satisfacen. 

Los modos del campo magnético, empleando a= z, están dados por (3.19). 

Las condiciones a la frontera y en los extremos, así como los datos 

adicionales siguen siendo los mismos. 

De aplicar la condición a los extremos, se obtiene (para ambas 

soluciones) k = n/1, con n entero. 

El modo independiente de z y tf¡, es nuevamente la solución de la 

sección 2. III. 

Como antes, el campo magnético de la situación de equilibrio puede 

ser una combinación de diversos modos que compartan la misma ;\. El modo 
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más bajo deberá incluirse en cualquier combinación, ya que es el único 

que contribuye al flujo toroidal (si m es distinta de cero). Una vez 

más, aparece el problema de determinar cuáles modos contribuyen y en 

que proporción lo hacen. Recurriendo a la alternativa de aplicar la 

condición a la frontera a cada uno de los modos y tomar los compatibles 

con la misma;>.. (cuidando, además, de utilizar la menor de ellas), no 

será suficiente, ya que se tendrán soluciones de la forma t =A 1
0

•
0 

+ 

B t , donde la t tiene 2 constantes por determinar que más la de 
m, J.:: m, k 

1
0

•
0

, dan 3, y se cuenta sólo con 2 datos adicionales (1
8

roR y K
0
). El 

problema se puede sortear, ya que la parte dependiente de <P y z en 

t m. k, se puede expresar en la forma B m, k ces ( kz + mi¡\ + O , pudiéndose 

escoger el sistema de coordenadas de tal manera que la fase, t;, sea 

cero o bién rr/2, y utilizar el sen(kz + m~) . 

De la aplicación de la condición a la frontera (~·r=O), se 

obtienen 2 ecuaciones (que vienen únicamente de la parte radial), de 

donde se habrán de determinar los valores propios A, 

Am Jm(aa) + kaa J~(aa) =O , 

A.m J (aa) - ko:a J' (aa) º' O ; 
m m 

teniendo en cuenta que a (el radio del cilindro) es dado, k 

entero y m también. 

(3 .27d) 

(3.27i) 

n/1 con n 

En las tablas 1 y 2 sG presentan valores calculados para la A. En 

la primera se analiza el comportamiento al variar la k (para un 

radio fijo) de los modos m º' 1 y m 2 , tanto derechos como 

izquierdos. En la segunda se muestra el comportamiento para diversos 

radios, c:on k fi.ju,. de los mismos modos m. Se excluyeron los modos con 

m ignal <J ceL·o (cf<te son como los estudiados en la sección III) por 

presentar el problema de la dependencia del flujo toroidal de la 

variable z (lo que no permite dete1:mlnar las constantes para los 

modos) 7 y el m = 1, k = o por tratarse del caso en que 1 BTOR = o. 

como puede comprobarse fácilmente, los valores de Aa cubren, a 

diferencia de los modos únicamente dependientes de i;, el rango de 

valores experimentales. 

En la figura 3. 2 se puede observar el comportamiento de A 

respecto de k, para diversos radios, del modo m = 1 derecho. 

con los resultados presentados anteriormente, se puede concluir 

que el modo que proporciona las A menores es el m = 1 de las soluciones 
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1). ;:_ 1. 

m = l. d m = l. i m = .:.. a m = .::. i 

16. 1 ¡j .:.o. 1<+6 25. 195 2.6. 181 

l 7. _::.73 : 1. 07 4 .20. 7.21 

16. sos ::. l. 91.:. 2o.+.367 27.261 

4 16.00.?. 22.662 .:: ... 045 21.ao: 

5 2.3 • .338 23.799 28.34::. 

6 15.564 23.858 23.632 28.878 

Tabla 

P.:..r a k 

ª' 1 • m = l.d m = l • l m = 2.d m = .::. i 

o. 1 .=it. 3:1 3~. ~ll~ 50.664 Sl.863 

o.·'· 18. 17..S .:u. 1-46 -·e: 
'-~. 195 .?.6 . 191 

0.3 11.805 13.747 lf>.f.<+5 17.636 

0.4 8.0~7 10.537 12 . .337 13.361 

0.5 6.752 8. SO.?. 8.821 10.769 

0.6 5. 512 7.304 8. 122 9.087 

0.7 4.641 6.371 6.913 7.866 

* para los cálculos se usb 
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C A P I T U L O 4 

El toroide axisimétrico. 

Se obtiene la ecuación para un plasma en equilibrio con geometría 

toroidal axisimétrica y se resuelve para situaciones específicas. 

En la aproximación MHD, un plasma en estado estacionario debe 

cumplir la siguiente ecuación de equilibrio 

'Jp = !lxll • (4 .1) 

La ecuación de Grad-Shafranov es una ecuación reducida de equilibrio 
para un toroide axisimétrico. Para derivarla (Bateman,1978], 

considérese un sistema de coordenadas cilindricas (r,<f¡,z), cuyo eje 

coincide co11 la linea central de un toroide. El ángulo <f¡ es una 

coordenada ignorable. De esto último se 

sigue que el campo magnético poloidal 

puede escribirse sólamente en términos 

de la componente toroidal del potencial 

vectorial magnético. La expresión para 
el campo completo. es 

ll = Vx(A</1$) + B<fi$ • (4.2) 

Se acostumbra utilizar una función de flujo 'i!, que además de 
servir para caracterizar a las superficies magnéticas (superficies de 

~=cte.), permite escribir el campo magnético en función de ella. Pcr 

ser 'fl una cantidad de superficie, cumple J;l·'J'fl = o. Desarrollando ésta y 

la concHción sobre la divergencia de ll ('7·1'! = O), se tiene 

Br8'fl/Br + BzB'fl/Bz = O , 

r- 1a (rB )/ar + aB faz = o , 
r z 

de (4.3b) se obtiene: a(rBr)/ar = - a(rBz)/az 

(4.Ja) 

(4 .:lb) 

Pidiendo que rBr = - B'fl/Bz y rBz = B'fl/Br , se satisface (4.Ja). 
Asi el campo magnético puede reescribirse como 

A -1 -1 ~ 

.!'! = 'J'f/x'J<fi + B~<f¡ = r B'fl/az r - r at/ar z + B~ q, ; (4. 4) 

donde se ha usado el hecho de que 'J<f¡ = $/r. 

De la ley de Faraday se obtiene una expresión para la densidad de 

corriente 

µJ.= VxJ;l = -i/i'/r [rB(r-1B'fl/Br)/ar + 82'fl/Bz2
] - f:. BB~/Bz + ~/r 8(rB~)8r . 

( 4. 5) 

Llamando ~·'fl a la expresión en el paréntesis cuadrado, y reescribiendo 
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los 2 últimos términos como V(rB<li)xV</>, se puede reducir (4.5) a 

µJ.= -vq, t,•'l! + V(rB<li)xV<f>; (4.6) 

con lo cual se obtiene una expresión para (4.1) similar a la ecuación 

(4. 3) 

Vp -1 • 
J.x-ª = µ, [-6 'l! V</>+ V(rB<li)xV</>JxlV'llxV,P + rB<f>V</>} 

= µ-
1(-6°'ll v'll¡v.pj 2 

- V(rB<l>)jV</>! 2 rB1> + V,P[V(rB<li)·Vt/>](rB<li)\ 

como Vp·!l = o, p es una cantidad de superficie, es decir p 

asi, reescribiendo la expresión anterior 

p('ll) y 

µ, dp/d'l! V'l! = -6°'i' r- 2v'i' - V(rB.p)r- 2 (rBef>) + vr¡;(V[rBq,J ·V</>) (rBcf>) . 

El coeficiente de V</> debe anularse, por axisirnetria; y entonces 

V(rB</>) debe ser proporcional a V'i', es decir rB</> es cantidad de 

superficie, rB</> g('ll). Se llega asi a la ecuación de Grad-Shafranov 

µ,r 2 dp/d~ + g dg/d'i' -6°'i' . (4.7) 

ft) Toroide de secci_Ón rectangular. 

Considérese 

4.2. Se supondrá 

un toroide de sección rectangular corno el de la figura 

que las paredes son conductoras, que se cumple con las 

pide la suposición de Taylor, y que además hay 

axisimetria. De la axisirnetría y de la 

ecuación (2.2) se tiene 
Vx-ª. = -V<f, . 6 • 'l! + dg/d'li V'l!xVrp 

= A.(V'llxVcf> + gVcf>) 

igualando las componentes 

dg/dt = A. , 
-6•'l! = ;i.g 

Resolvienr.10 {'l .e)·; '! sustituyendo en (4.9) se llega a 
1i•q¡ = -?.2'l! , 

(4 .a) 

( 4. 9) 

(4.10) 

la cuál puede )'."CoJOl verse por separación de variables. Comparando 

con (4.7) se da uno cuenta de que para el caso en el cual se 

desprecia el garadiente de presión y la función g es lineal en 'l!, 

se tiene como solución un campo libre de fuerzas. Haciendo IJ.i =R(r)Z(z), 

sustituyendo en (4.10) y dividiendo entre 'li, se tiene 

r/R d(r-1dR/dr)/dr + z-1d2Z/dz2 + ?.
2 = o (4.11) 

La solución de la parte dependiente de z es 

Z =A cos(mz) + B sen(rnz) ; ( 4 .12) 

1se ha supuesto que la constante de integración es cero. 



donde m es la constante de separación. 

Para la solución de la parte radial se hace R = rP, con lo cual, 

al sustituir en la ecuación correspondiente se tiene una ecuación de 

Bessel de 1°' orden para P, cuyas soluciones son 

P = C J 
1 
(ar) + D Y 

1 
(ar) ; 

donde o:2 = A2
- m2

• La expresión final para la ~ es 

(4 .13) 

~ = rA cos(mz) + B sen(mz) e J
1

(o:r) + D Y
1

(o:r) (4.14) 

y empleando (4.4) se obtiene 

" B r m[C J
1

(o:r) + D Y
1

(o:r)\lB cos(mz) - A sen(mz)] + 

" + ~ A[C J
1 

(o:r) + D Y
1 

(o:r)J[A cos(mz) + B sen(mz)J -

- i r-\A cos(mz) + B sen(mz)H 1·ac J~ (ar) + aD Y~ (o:r)J r + 

+CJ
1

(o:r) +DY
1
(ar)}. (4.15) 

De la condición a la frontera BzJ±b= O se tienen 2 relaciones: 

A cos(mb) - B sen(mb) = o, y A cos(mb) + B sen(mb) = O; lo que da 

lugar a 2 condiciones 2A cos(mb) = o , y 2B sen(mb) = o. 

De la i'" de estas expresiones A = O o mb = ( 2n + 1) rr/2, y de la 

otra B = o o mb = mr. Se tienen así 2 tipos de soluciones, las 

asociadas con A= O y mb = nrr (a las que se llamará enteras), y las que 

tienen que ver cou B = o y mb = (2n + l)n/2 (a las que corresponderá la 

denominación de semienteras) • 

De la condición correspondiente a B .. lm,Rz= o, (R
1 

R2 = R
0 

+ a) se obtiene 

de la cual 

figura 4. 3 

Jl (aRI) Y(aR2) - JI (aR2) yl (aRI) =o 1 

se determinan las a (y por consiguiente 

se muestra el cc1.1port,¡,1.:cn\..(• de la 

cociente a/R
0

• 

( 4 .16) 

las A). En la 

a respecto al 

La expresión de la ~ para las so)l:1ciones enteras resulta 

~n = D'r sen(mrz/b)fY
1 
(ar) - J

1 
(ar)*Y

1 
(aR

2
)/J

1 
(o:R

2
)} , (4.17) 

y la corespondiente a las soluciones semienteras 

~n = D'r cos([2n+l]rrz/2b)[Y
1 

(ar) - J
1 

(a:r)*Y
1 
(aR)/J

1 
(aR

2
)J (4.18) 

donde D' habrá de calcularse de alguna condición extra (pudiendo ser 

ésta el valor del flujo toroidal o poloidal). 

En la figura 4.4 se muestran los contornos de las superficies de 

~ = cte. al intersectar con el plano de la sección transversal, tanto 

para las soluciones enteras como las semienteras. 
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Para el caso en que a adquiera el valor Ro se tendría algo así 

como un "toroide sin agujero", es decir, se tendría un recipiente (como 

una lata de atún) donde el plasma en su interior mantuviera una 

configuración toroidal axisimétrica (esta situación seria similar a la 

que se presenta en un esferomak) . La solución a tal situación 

(representada en la fig.3) se obtiene de forma idéntica e. la anterior 

:1 .- --- ---- ------~¡ L 
-------- .1 

"-- -- ---, ___ J 

con la salvedad de que las soluciones 

de la parte radial resultan 

P =e J
1 

(o:r) , (4.19) 

ya que se requiere que la solución sea 

regular en r = o. Las expresiones para qr 

y ~ se pueden obtener de (4.14) y 

(4.15) haciendo D = o. 
La condición a la frontera Br(r=d) = O,determina el valor de o:. 

Para que exista la configuración toroidal axisimétrica se requiere 

que en r = o, Br = o, cumpliéndose adecuadamente debido a la forma de 

la solución. 

Las condiciones a la frontera relacionadas con z dan, nuevamente, 

lugar a soluciones del tipo entero y semientero. Para las soluciones 

enteras se tiene 

C'r sen(mrz/b) J
1 

(o:r) , (4.20) qr 
• n 

B = r \(nrr/b)C'J (o:r) 
-n 1 

cos (nrrz/b) ¡ + ~ ~i\C'J 1 (o:r) sen(nrrz/b)j + 

+ z \(-o:/r)C'sen(nrrz/b) J
0

(o:r)} (4.21) 

y las correspondientes expresiones para las semienteras 

'fn = C'r cos( 2n+l rrz/2b) J
1 

(o:r) , 
B = r l(- 2n+l rr/2b)C'J (o:r) sen( 2n+l rrz/2b) j + 
-n ' /\ 1 

+ ~ (i\C'J
1 

(o:r) cos( 2n+l rrz/2b)\ + 

+ z 1(-o:/r)C'cos( 2n+l rrz/2b) J
0

(o:r)} 

(4.22) 

(4. 23) 

La constante e' deberá, nuevamente, calcularse con alguna condición 

auxiliar. 

A continuación se muestran contornos de las superficies 'f cte. 

en la intersección con el plano de la sección transversal. 
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C A P I T U L O 5 

El campo libre de fuerzas con valor propio 

dependiente de la posición. 

La reducción de las ecuaciones MHD para el caso de equilibrio 

estático en que además puede despreciarse el gradiente de presiones, da 

lugar a una configuración de campo magnético libre de fuerzas. Se 

estudia la solución para el valor propio dependiente de la posición. 

Supóngase que se tiene un plasma en la. aproximación MHD y que se 

quieren estudiar los estados de equilibrio estático, es decir, en las 

ecuaciones MHD, escritas de manera usual, las derivadas temporales y v, 

la velocidad del fluido, se hacen cero; con lo cual la ecuación (2.18) 

se reduce a 

J_x]2 = Vp • (5.1) 
si se hace una simplificación más despreciando el gradiente de 

presiones (lo cual está bién para plasr1rns muy diluid.os) se tiene que la 

configuración del campo magnético de equilibrio es del tipo libre de 

fuerzas, esto es 

17x]2 = o:]2 • (5.2) 

A diferencia de los casos en que se obtiene la ecuación del campo 

libre de fuerzas bajo la hipótesis de 'l'i·::¡lor, la a es .en general una 

función escalar de la posición (se h¡¡ cambiado intencionalmente la 

notación para resaJ.t?..J: ,·i_; hecho ,-Jr,, 1.;:ne 1x ··qt1~ too,n::esponde a la ;\. 

empleada ant.B:riormeP.'. <:O?· ne> ;)s una corwtani..•~) º Calculémdo la divergencia 

de (5.2) y 1..1sando (2-~) se lleg1" a la ::;iguiente relación 

]2·Va = O ; (5.3) 

esta ecuación implica que la a es constante en cada superficie de campo 

magnético (lo que de paso, sirve para caracterizarlas). 

La solución de (5.2) es en general bastante dificil. 

si se considera nuevamente la situación del final del capitulo 2, 

es decir un plasma dentro de un cilindro circular recto de cuerpo 

metálico, que tiene simetrías traslacional y alrededor del eje (ver 

figura 2.1), el campo magnético puede expresarse como 

J2=17x(f(r)zJ+g(r)z; (5.4) 

donde f(r) determina las superficies de campo magnético y g(r) es una 



función asociada al flujo axial, siendo además cantidad de superficie 

(ver capitulo 4). Ruscando que "'-ª = a.11 , en términos de (5.4) 

íl·.!2 = 9g(r):-:z - t.f{r)z 

igualando las componentes 

exílf (r) xz + exg (r) z 

M(r) = -ag(r) ~ ílg(r) = aílf(r) . 

Por ser g (r) cantidad de superficie, ílg (r) = (dg/df) llf (r), teniéndose 

finalmente 

ex = dg/df ; 

Af(r) = -(dg/df)g(r) 

(5. 5) 

(5. 6) 

Para poderse resol ver, se tiene que dar la expresión para g (r) 

(que se puede encontrar si se sabe como es el flujo axial). Para el 

caso en que g es lineal en f, ex es constante y se tiene lo mismo que al 

final del capítulo 2. Para cualquier otra dependencia funcional, es 

casi imposible resolver si no es por métodos numéricos. El caso en que 

g resulta proporcional a la raíz cuadrada de f, g = µ../f , permite 

tratarlo analiticamemte ya que (5.5) y (5.6) se transforman en 

C( = dg/df = J1 ( 2Vf) -t , 

Af = -11212 -t;2 
I 

la solución de ésta ultima es 

fh + fp = -t;2r2/4 + A ln(r) + b 

donde fh es la solución homogénea y fP es la solución perticular. Como 

el origen está incluido en la región de interés A = o, resultando 

únicamente f = b - µ
2r 2/8 , con b > µ

2a 2/8 las expresiones para ex y 12 
son entonces 

C1. = 11(2~ µ
2r 2/8 (, 

B = r-1 af¡ae o 
B: -af/Br = µ r

2 /4 

B =µ/b-µ
2r 2/8 (5.7) 

z 
Es obvio que I! cumple la condición a la frontera W·ñ = O). Las 

superficies de campo magnético son claramente cilindros concéntricos. 

En la figura 5.1 se muestran los posibles perfiles de f en función de 

r, para un b determinado. 

Lo anterior se puede extender sin dificultad para el caso en que f 

dependa también de e, esto es , donde aparece f(r) se puede poner 

f(r,e), pudiéndose también suponer que g(r,e) = µv f(r,e); aunque se 

. 5-2 



tiene el inconveniente de que no se puede aplicar al caso de un 

cilindro de paredes metálicas, ya que las condiciones a la frontera no 

se pueden satisfacer. Esto es evidente al revisar la solución para [ 

f(r,e) = A sen(ke + cp) r" - ¡./r2/S 

ya que B«r=a)= Ak cos(ke + IÍJ)ak-I = o , y sólo se cumple para A '" o 
(o bién k = o, pero entonces se vuelve al caso únicamente dependiente 

de r). 

Otra situación que se puede plantear de manera similar es la 

tratada en el capitulo 4, ya que 

B = VtxVIÍJ + h Vf ; t(r,z) , h(r,z) 

Las ecuaciones equivalentes a (5.5) y (5.6) son: dh/d'l• 

donde ó.•t = r D(r
1 at/ar)/Br + a2•11¡az2• 

ex y !:i • >Ii = -exh, 

Suponiendo nuevamente que h = µYT, se pueden tener soluciones 

para'*' del tipo >l'(r,z) = r sen(kz + <PltBK
1
(kr) + CI

1
(kr)) - ~L2 z2/4 

donde K
1 

e I
1 

son las funciones modificadas de Bessel de orden l. 

Si se intenta aplicar la solución anterior a configuraciones como 

las descritas en el mismo capitulo 4, surge el problema de que las 

condiciones a la frontera (en r) no se pueden satisfacer. 

En astronomía, donde los campos libres de fuerzas resultan el 

modelo apropiado en diversas situaciones, es de especial interés el 

estudio de casos donde la ex no sea constante, por ejemplo en la 

atmósfera solar [Low,1977). En el articulo a que se hace mención, se 

desea encontrar el campo magnético en la atmósfera solar conociendo el 

camp en la f·otósfe~:·H riel mismo. Para hacerlo se considera a la 

fotósfera como el eje y del semiplano que forma con las z posit.iva::;, 

suponiendo además que que el campo no depende de x. De esto último, el 

campo se puede expresar como B = B
0 

\lx (>Iix) + fx con lo que 

nuévamente, suponiendo que ~ es libre de fuerzas 

rx = df/d'li y b.\IJ = -f df/d'i' {5.8) 
Las expresiones para f y t en la fotósfera, es decir en z = O , 

que mejor se ajustan a los datos experimentales son 

t(y,O) = ln(l + y2
) , {5.9) 

f(y,O) = 1.(1 + y 2
)-

1
• (5,10) 

La l. que aqui se usa no tiene nada que ver con el valor propio de la 

ecuación (2.2), esta l. es un parámetro dependiente del tiempo. 



Estrictamente hablando sería contradictorio el introducir al tiempo en 

las ecuaciones ya que se están tratando de encontrar los estados de 

equilibrio estáticos (para ello se eliminaron los términos donde había 

derivadas temporales en las ecuaciones MHD), pero considerando que 

estos estados de equilibrio son los estados representativos del 

fenómeno para, piénsese, un tiempo T que es muy pequeño, comparado con 

el que transcurre para obtenerse una variación apreciable en el valor 

de 11., entonces se puede ver que si se substituye el campo magnético en 

función de la posición y del tiempo (a través de 11.) en las ecuaciones 

MHD se encontrará que los términos que involucran derivadas temporales, 

son pequeños, pudiéndose despreciar, con lo que en una buena 

· aproximación (para tiempos cortos) representan bién un campo 

~ estacionario. 

La f(y,z), en términos de la~ es (generalizando (5.9) y (5.10)) 

f(~) = 11. exp(-~), lo cual permite escribir (5.8) como 

~~ = i\ 2exp(-2~) (5,11) 

Para la condición a la frontera en infinito, se puede pedir que el 

campo decaiga a cero. Si se resuelve la ecuación ( 5 .11) con i\ = O 

(t =O), pidiendo que en z =o sea (5.9), se obtiene un campo con las 

características deseadas, tal solución es 

~0 (y,z) = ln y
2 + (z+l) 2

; 

pudiéndose usar corno condición a la frontera al problema con 11., (t) , 

cualquiera, que cuando (y
2 + z2

)
1

/
2 tienda a infinito, entonces 'l'(y,z) 

tienda a ~0 (y,z) (esto es , que el campo magnético muy lejos del sol no 

se vea afectado pu.t; eJ. que éste genera; es la condición de 

acoplamiento). 

La ecuación (5. -.1) se conoce por la ecuación de Liouville, la cual 

tiene por integral 

ll.2exp(-2W) = 4IV4'12(l + 4'2 + ~2)-2, (5.12) 

con 4' + i!; una función analítica arbitraria de la variable compleja 

(y+ iz). La ecuación se puede reescribir 

i\
2
exp(-2'1!) = 4[(aip¡ay) 2 + (a~/ay)2:\(1 + 4'2 + ~2 )-2 , (5.13) 

ya que 4' y ~ son armónicas conjugadas. Imponiendo (5.9), (5.13) se ve 

4[(8,P/ay) 2 + (8~/ay))(l + ¡/12 + ei-2 = 1\.2 (1 + y2¡-2 
I (5.14) 

de ésta se pueden hallar soluciones ¡/l(y) y ~(y) que pueden continuarse 

analíticamente para el semiplano de las z positivas, además tiene que 



cumplir con la condición en infinito y no tener irregularidades. Para 

lograrlo se hace el cambio de variable y 

transforma en 

tg(e), así (5.14) se 

4 [ (aq,¡ae) 2 + cauae) 2
] = ;1.,

2
(1 + rf>

2 + t;2)
2 

, 

con soluciones 1/1 + iE; = µ-1exp(ive)) , donde µ y v son parámetros 

relacionados con la ;>,, a través de ;\, 2 = 4µ2 v2 
( 1 + µ 2

) -
2

• 

Por continuación analítica, en el semiplano de las z positivas se 

tiene 

-1 l + J. y + J.Z [ . ( . ) J ll/2 

<f> + iE; = µ 1 - i{y + J.Z) 

la cual da la solución para la ~. en términos de µ y v 

µ2 y2 + ( z - 1) 2 lJ/2+ l + ( z - 1) 2 1'12 
exp{~) 

(l + µ2) [y2 + (z + l)] w14¡-112[Y2 + (z _ l}] cv14>-112. 
(5.15} 

La expresión ( 5 .15) cumple la condición en infinito para v y µ. 

cualesquiera, pero sólo con v = ±2 es libre de singularidades. Ambos 

valores generan el mismo conjunto de soluciones 

~ = ln[y2 + z2+ 2Z(l - µ 2
} {l + µ

2
)-

1+ ll . 
Por lo tanto, baste con saber que es posible hallar soluciones 

analíticas a (5.2). 
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C O H E N T A R I O S y e o N e L u s I o N E s 

Es interesante (o cabria decir, hasta sorprendente) que una 

simplificación tal como la de la hipótesis de Taylor, pueda resultar un 

modelo que reproduzca tan bién las características principales de un 

sistema tan complejo como lo es el "pinch" de campo invertido (opera 

establemente para valores grandes de f3 entre O. 1 y O. 3 [Bodin y 

Newton,1980)). El calificativo de sorprendente se debe a que dado que 

sólo se considera la energía magnética para la minimización, es la 

electrodinámica la que gobierna el comportamiento, dejando de lado el 

aspecto de fluido del plasma, atln más, podría uno olvidarse de él. La 

extrema simplificación, hace dificil el querer proponer y sustentar 

mecanismos de relajación, ya que surgen preguntas tales como: si el 

sistema es cerrado, la energía es puramente magnética y decae, ¿adonde 

va?. Para justificar algún mecanismo debería hacerse un modelo más 

detallado en el cual, deberían incluirse también las energías térmica y 

cinética con sus constricciones apropiadas. En fin corno una primera 

aproximación es adecuado. 

En el capitulo 3, para todos los ejemplos presentados, sólo es 

posible el tener soluciones analíticas para las situaciones que 

presentan alguna simetría, lo cual hace pensar que el pedir que se 

tenga un campo libre de fuerzas, que satisfaga condiciones a la 

frontera como las impuestas, deba siempre implicar el reducir un grado 

de libertad al problema. 

A pd.mera vista la parte inicial del capitule 4 

innecesét.L' ia, pero miranéio mds CJ.delanle se da uno c.: u en ta 

parece 

que la 

hipótesis de Taylor da lugar a un tipo de equilibrio pa:ca el toro 

axisimétrico (otra vez una situación con una simetría), es equivalente 

a la que resulta de la ecuación de Grad-Shafranov (G-S) al eliminar el 

gradiente de presiones y proponer la función g lineal en w. El hacer 

esto en la ecuación de G-S, limita su aplicación a plasmas muy 

diluidos. Nuevamente resalta la electrodinámica como rectora del 

comportamiento. 

En todas las situaciones en que se resuelve la ecuación para el 

campo libre de fuerzas hasta el capítulo 4 (inclusive), la ecuación 

aparece al suponer la hipótesis de Taylor. En el capitulo 5 y el 

1 
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apéndice e en cambio, se llega a la ecuación por otros caminos. Para el 

capítulo 5 se considera un plasma MHD en equilibrio estático donde se 

puede, además, despreciar el gradiente de presiones y como hasta 

entonces en todos los casos había soluciones analíticas si e;.:istia 

algún tipo de simetría, se propusieron situaciones en las que la había. 

Aún así sólo se pudo resolver para casos muy específicos. 

Adicionalmente, cabria mencionar que la extensión natural del 

presente trabajo sería el estudio de la estabilidad de los equilibrios 

considerados. 

2 



A p E N D r e E A 

Interpretaci¿n de la helicidad. 

Para esclarecer la aseveración del final del capítulo 1, se 

presentan los puntos sobresalientes, referentes a .la interpretación de 

la helicidad, del trabajo de Hoffatt [Hoffatt,1969) . 

Considérese un fluido no viscoso, con un flujo y(x,t), sujeto a 

fuerzas de volumen (cuerpo) conservativas (v.g. la gravedad) y con 

densidad uniforme o, a lo sumo, dependiente de la presión. La 

circulación alrededor de un circuito e que se mueve con el fluido es 

constante I = :f)1·dl = cte. (J\. l} 

En el caso particular en que la verticidad ~ = Vxg sea cero dentro 

del fluido, excepto en 2 vórtices de línea C
1
y C

2
, de intensidades k

1 

y k
2 

(que se mueven junto con el fluido Batchelor, 1977 ) • Se puede 

elegir a c
1 

como el e en (A. l) y en caso de que C
1 

no esté anudado, 

ésto es, que pueda ser la frontera de. una superficie S
1 

que no se 

intersecta a sí misma; por el teorema de Stokes 

(A.2) II = .fClg·dl = JSl!;!•d§ 

y como el flujo de verticidad a través de s es únicamente el debido a 
1 

C
2

, I
1
será cero ó ±k

2
, dependiendo de si los circuitos están o no 

enlazados (el signo depende de la orientación relativa). Podría suceder 

que C
2 

se enrollara varias veces alr.;,dedor de C
1
,con lo cual I

1
"'ct

12
k

2
, 

con a un entero (positivo o negativo) al que se conoce por número de 
12' 

enroll.:ini.i.ento de la curva e sobre e . 
2 1 

Si se tratara de n vórtices de linea (C
1

, C
2

, ••• ,C
0

) sin nudos; la 

circulación para el i-ésimo circuito seria 

I
1
= fe y·dl = I/x

1
JkJ ; (A.3) 

1 

donde ct
1
J seria el número de enrollamiento de CJ sobre C

1
• 

La cantidad k
1
I

1
, se puede escribir en forma de integral sobre el 

volumen V
1 

ocupado por el vórtice de linea C
1

.Como dl es paralelo a w 
en la línea, la cantidad de verticidad en una sección a lo largo del 

circuito, se puede poner ya sea como k
1
dl, ó bién como f v1~ dV , donde 

V
1 

es el volumen que contiene la sección del circuito. Así 

k
1
I

1 
= fc

1
k

1
dl·y = fv

1
y·g dV ; 

V
1 

es el volumen ocupado por un tubo delgado alrededor de C
1

; sumando 

,\-1 



sobre todos los vórtices 

K = E k I = E a k k . = J,,Y · ~ dV = J.,.u • ( IJxQ) dV ; 
1 1 1 !J !J 1 J • 

con V el volumen que contiene a todos los vórtices. A la K se le 

denomi~a helicidad. 

La deducción presentada corresponde al c:-.so de un campo 

vortiginoso discreto, pudiéndose extender al caso de uno continuo, 

manteniéndose la interpretación. 

Sustituyendo a 1! por a, el potencial vectorial magnético, se 

obtiene la helicidad magnética, la cuál da una medida del grado de 

enlace de las líneas de campo magnético. 



APENDICE B 

Soluciones ª la ecuación vectorial de Helmholtz. 

Partiendo de la descomposición del campo vectorial en una parte 

longitudinal y una transversal, escójase un sistema curvilineo de 

coordenadas €
1

, €
2

, €
3 

con factores de escala h
1

, h
2

, h
3

, apropiado al 

problema que se estudia. Supóngase que la frontera es por ejemplo t;
1
=C. 

La parte longitudinal es 'V<f!, y si la ecuación de Helmholtz es separable 

en este sistema de coordenadas, las condiciones a la frontera para la 

parte longitudinal pueden aplicarse sin mayor problema. 

La parte transversal depende de 2 campos escalares y seria 

ventajoso escogerlos de forma que al obtener la parte transversal, uno 

contribuyera con una componente tangencial a la superficie (;;
1 

= e y el 

otro fuere normal a ella. 

El vector 11 = 'Vx(ª-
1
f) con ª

1 
el vector unitario en la dirección de 

€
1

, es tangencial a la superficie (;;
1 

= e y dado que su divergencia es 

cero, bien podria ser una solución, siempre y cuando e] cnmpo esca.lar f 

permita que 11 cumpla la ecuación de Helmholtz. se tü•ne entonces 

-6!1 = -'V (17 · !1) + 17,. (17x11) = 'Vx (\/xM) ;, k'1! , 

necesitándose arreglar las cosas para que 'Vx 17x Cª-
1 
f) sea igual a k2-ª

1 
f 

más el gradiente de un escalar. Así 

17xM = (--ª
1
/h

2
h

3
) {a([h

3
/h

1
h) a(h

1
f)/a(;;

2 
)/a€

2
+ 

+a([ h
2
/h

1
h

3
·¡ a(h

1
f);ai;

3 
)/ª€

2
] + 

+ (-ª
2
/h

1
h) a { (h/h

1
h

2
) a(h

1
f)/at;

2
) /a€

1 
+ 

+ (-ª/h 1h
2

) a\ (h
2
/h

1
h

3
) a(h

1
f)/at;

3
} ;ar;:

1 

lo cua.l no se parece mucho a k2-ª
1 

f + \/U, pero si h
3
/h

1
!1

2 
y h,/h 1h

3 
son 

independientes de € 
1

, lo que implica que h1 y el cociente h
2
/h

3 
·i:ambién 

lo sean, se puede invertir el orden de derivación. Rearreglando la 

componente asociada a (;;
1

, sumándole y restándole el término que 

completa el gradiente, se obtiene 

17xM h;
2 

17(a(h 1f)/at; 1) - -ª 1 { h;
2 

a
2

(h
2
f)/a€ 1

2 + 
+ h- 1h- 1 a([h /h h] a(h

1
f)/ar;:

2 
)/at;.

2 
+ 

2 3 3 2 1 

+ h- 1h- 1 a( c. h /h h J a(h
1
f)/at;,

3 
)/at;.

3 
} 

2 3 2 1 3 

El primer término no tendrá un rotacional igual a cero a menos que 

h1 no dependa de t;. 
2 

y € 
3

, es decir hi debe ser constante; escogiendo 

a ésta como la unidad, los 2 últimos términos se hacen equivalentes a 

aquellos de óf, y para el efecto de que posteriormente resulte 

f\-1 



separable en este sistema de coordenadas, se pide que se cumpla la 

condición de Robertson para los factores de escala1 

[Morse y Feshbach, 1953]. El término que difiere del de l:if, en los 

corchetes, es el primero; pero se puede forzar a que la expresión sea 
w(t; 1)ll'l', sustituyendo f = lv(<; 1)M y exigiendo que 

a2 (w'l')/at; 2 
= wf-\8( f a'lt/at; )/a<; i 

1 1 - l 1 1 

desarrollando se tiene 

2{dw/dt;
1

)(8'l'/at;
1
1 + 'l'(d2w/dt;

1 

2
) = wf~ 1 (df 1 /dt; 1 l\.B'l'/8i; 1 l 

Esta ecuación se satisface para cualquier 1lt si d2w/dt; 
1 

2 o y si 

2 ln(w) = ln{f
1
); la primera ecuación se cumple si w = 1 o 1;

1 
, y la 

segunda si f
1 

es 1 o <; 1
2 • Se tiene entonces que 

'i7xM = 17(8f/at;
1

) - ª
1 

w/:i'l' , 
y para 'l' la solución de la ecuación escalar de Helmholtz 

'i7x.M = 17(8f/8(
1

) + k2ª
1 
f; f = w'l', 

cumpliéndose así llM = - kl:I . 
La componente normal de la parte transversal de la solución se 

calcula usando .tl = k-1'i7x [ 17x {. ªi w ( t; 
1 

) x \ 1 , donde w es la misma que 
para la .M y x es nuevamente solucion de la ecuación escalar de 

Helmholtz. 

Las condiciones impuestas a los factores de escala, permiten 

únicamente obtener soluciones de este tipo para algunos sistemas 
coordenados (cartesiano, cilíndricos, esférico y cónico). 

La solución de Chandrasekhar y Kendall se obtiene de las 

expresiones anteriores usando w{t;
1

) 

con s el determinante de Stackel. 



A p E N D I e E e 

Sistemas abiertos. 

Recientemente apareció un articulo donde se continúa el estudio de 

la ecuación para el campo magnético libre de fuerzas (Turner,1984]. Si 

bien se trata de la misma ecuación, no se obtiene de acuerdo a la 

hipótesis de Taylor, ésto es, no proviene de la minimización de la 

energía magnética; debe considerarse como una tentativa en la búsqueda 

de estados de equilibrio del tipo de campo libre de fuerzas para 

ciertas máquinas empleadas para el estudio de fusión (específicamente 

se hace para los esferomakes PS-1 de la universidad de Maryland y el 

CTX de Los Alamos; y para el 11 pinch" de campo invertido PCI de la 

Universidad de Wisconsin). 

A diferencia de las situaciones tratadas, Turner propone sistemas 

abiertos; presenta a los esferomakes como contenedores cilíndricos 

metálicos de radio r 
0 

y longitud L , con un par de orificios en los 

extremos (los opuestos para el PS-1 y en sólo uno de ellos para el CTX) 

por los que entra y sale un flujo magnético finito. Al PCI lo considera 

también como un cilindro, al que introduce 4 "filamentos" de corriente 

simétricamente localizados respecto del eje. Turner trabaja únicamente 

con situaciones en las que se puede ignorar alguna de las variables. 

Para el caso del esferomak PS-1, resuelve la ecuación del campo 

libre de fuerzas, independiente de cf¡, por el método descrito en e:l 

capítulo 2 , es decir, auxiliándose de 'l', con lo que el campo magnético 

viene dado por (2.8) con á = ~- sus condiciones a la frontera cambian 

evidentemente, siendo éstas, que la componente de -ª normal a la 

frontera se anule, exceptuando los puntos de entrada y salida del 

flujo, además, r aq.¡ar\ FRONT. <r=ol= -~/2rr con ~ el flujo magnético 

axial. Debido aque sus condiciones a la frontera no son homogéneas, 

redefine la qr como 

qr(r,z) = -(cf¡/2rr) ln(r/r
0

) + 11(r,z), 

11(r,z) deberá entonces cumplir con 

(ti+ A
2 )11(r,z) = (cf¡/2rr)[r- 1 ó(r) + A2ln(r/r

0
)] , 

81)/ ar I rronl•ra = O para que qr siga siendo solución de la ecuación 

escalar de Helmholtz (ó es la función delta de Dirac). La ecuación para 
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11(r,z) tiene como ~~luciór, en términos de la función de Green 
11(r, z) "' (.P/2rr)J

0
r'dr' f

0
dz' G(r, z ;r' ,z' )[{r') -tó (r') + >.

2ln-{r' /r
0
)J; 

la cuál queda def ínida por 
(t..+ >. 2 ) G(r,z;r',z') =Lr-1o(r-r')j ó(z-z') 

con las condiciones 
8[G(r

0
,z;r',z')l/8r

0 
= B\".G(r,z;r

0
,z')]/8r

0 
=o 

G(r,O;r',z') = G(r,z;r',O) = G(r,L;r',z') = G(r,z;r',L) =O. 
Empleando las técnicas usuales 

G(r, z; r', z') = .!. L J0(a _ ,r < l[ J,(a _ 1rul t;,{a _ ,r, l - Y,la _ 1r.,)J.,(a . ,r, l J sin{k,z} sin(k,z'l 
L ,,,,,. (J1(a _ 1r0} J 

2 ?; /0(a .,r < l[l,(a. ,r,,)Ko(a + 1r,) + K,(a, 1r,,)l,,{a •'' ~ l] . . . 
- -L sm (k1zl smlk1z ), •> • l,(a + 1r0l 

(>.2-k2)1/2 et 
2 ry . 

con kl = ln/L ' et = = (kl-;..-,, donde l es el 
-1 l ' +l 

máximo de 1 para el cuál>.2
;,o kª La convergencia de l. 

representación en serie de la función de Green, es muy lenta para 
otra posible representación es 

valor 
esta 

r ... r'. 

donde { rnro ~ representa el conjunto de ceros de J , f3 ={A.2
-·/) 

11 ~, 
1, -n n 

{3 =(r2-A.2)v2 con n· el valor máximo de n para el que ;>.~;,: r 2 

~ n / n 

Jn y X , son las funciones de Bessel del primero y segundo tipos 
de orden n; In y Kn, las correspondientes funciones modificadas de 
Bessel. 

Sustituyendo en la expresión integral de 71(r,z) y efectuando las 
integrales; las funciones ~(r,z} resultan: 

i,!1r, z) =±.(sin). {z-:- L 1- sin ).z) In(!..)-:!_ I (_;l,) 
2rr sm AL r0 rr '''·'""'''" ). • - k ¡ 

(
J,(a .. 1r.,Jt;,(a _1r1..., Y,{a _,r0)J0(a _,rl)sin(k,z) 2'1> ._., (~) 

X J,(a _1r0) . I + ,r 1 .. .fr.,. ). ' - k: 

x(J,(a ,,r.,1K.(a ,,r) +K,(a ,,r,,)l.,(a, ,rl)sin{k,z) + 2~ I (~) 
11{a .,r0) I ir•· .... .,. 1• ,¡ - - k ¡ 

X ( J,,(a _ 1r) ) sin(k,z) _ 2'1> L (-.t-'-)( /11(a , 1r) ) sin(k,z). 
(a - 1rull1la ,r,,) 1 rr l.o>JJ ,¡• ,¡' - k ¡ (a' ¡rull1la 1 ,r .. l l 

c-2 



., 

ó\r,:)=±(~),'!:..('in.if.--.L.1-si11-'.:)(i-IAr..i')_:!!. y('"'{/ .. 1:_-Ll-sin/] ·') 
2.T {Ar,.)J,(,lr.,! " iAr.,J· sin J.L 4 r;- '"-~... smP .,L 

. ( J.,i)',r) ) •P ¿ (sinhfl, .1: - L 1- sinh + fJ, .,z) ( J.,ir . .rl ) 
X 1r.r0 )'J,i¡y,r0 } - -;; ,.... sinh/J • .L lr,r,,)'J~tr.r.,I 

<P L (sinf1.,tz-L)-si11/]_,z)( l-lru)'J0¡y,.r) ) 
+;:,,._... sinfl_.L [i.lr0 J'-ly,r0)'jly,r.,)'J,Jr,r0 ) 

</) L (sinh{J + ,lz- L )- sinhf], ·') ( (.lr0 J'J11(y,r) ) 
+-;;:,... . sinh/J,.L [(.lr0 )'-lr,r,,)']ly.r0 )'J,Jy.r11). • 

El análisis de estas soluciones tiene que efectuarse 
numéricamente. Turner lleva a cabo el estudio del flujo magnético a 
través de la sección longitudinal de cilindro, para diferentes valores 
de A.r

0
[= {(7

1
r

0
)

2+(rrr/L) 2 jv2
] con el mismo valor de L/r

0
• De entre los 

casos que presenta, resultan interesantes (desde el punto de vista de 
fusión) aquéllos en que los estados de ¿quilibrio presentan una 
envolvente de lineas de campo magnético abiertas que rodean y aislan 
del contenedor a un grupo de lineas cerradas. Este tipo de estructuras 
sugieren la posibilidad de máquinas de fusión, que se llevaria a cabo 
en la estructura cerrada, que pudiera mantenerse auxiliándose de las 
lineas abiertas (que permitirian inyectar flujo lllagnético, helicidad 
magnética -ver final del capitulo 2- , etc.). 
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