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INTRODUCCION. 

Los politopos convexos son Jos análogos n-dimensionales de los polígonos en el 

plano y de los poliedros en el espacio tridimensional. 

En esta tesis estudiaremos algunas de sus propiedades y trabajaremos con las 

caras de las distintas dimensiones de estos conjuntos (vértices, aristRS, etc.). 

El punto central de esta tesis será probar que existen dos formas de caracterizar 

a los politopos convexos. De hecho, la primera forma de caracterización se desprende 

de la definición de politopo convexo y está dada en términos de los vértices (o 

caras de dimensión mínima) del conjunto, Ja segunda caracterización se deriva del 

concepto de conjunto poliédrico y está dada en términos de las facetas (o caras de 

dimensión máxima) del conjunto. 

Probaremos entonces uno de los resultados más importantes en la teoría de 

politopos, esto es el hecho de que los politopos convexos son precisamente los con-

juntos poliédricos acotados. 

Para lograr esto aplicaremos la noción de polaridad a los po!itopos convexos 

y a los conjuntos poliédricos, ya que de este modo apreciaremos más claramente el 

papel dual que juegan los vértices y las facetas de estos conjuntos. 

En lRS dos primeras secciones se presentan algunos hechos generales de la teoría 

de convexidad que serán necesarios para desarrollar el trabajo que sigue. 

En la sección 3 se introduce el concepto de cara de u:n conjunto convexo y 

en las secciones 4 y 5 se definen los conceptos de politopo convexo y de conjunto 
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poliédrico. 

Los resultados de polaridad que necesitamos se presentan en la sección 6 y en 

la siguiente sección se prueba el teorema central de este trabajo. 

Para terminar, se habla brevemente del concepto de dualidad y se utilizan los 

sólidos platónicos para ilustrar geométricamente algunos de los resultados obtenidos 

en esta tesis. 
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l. ESPACIOS AFINES 

A lo largo de esta tesis nos situaremos en el espacio euclidiano n-dimensional 

~n. El marco más adecuado para estudiar a los conjuntos convexos en general y a los 

poli topos en particular es la estructura afín de ~ n. Por lo tanto, en esta sección se 

hará una breve descripción de esta estructura afín, para lo cual asumiremos la fami

liaridad del lector con la estructura lineal de ~n, así como con su producto interno 

canónico, ( ), con la norma definida por este producto, 11 11, y con algunos 

conceptos elementales de. topología tales como el interior int M, la cerradura M y 

la frontera fr M de un conjunto Af e ~". 

Un conjunto A contenido en ~n es llamado un subespacio afín de ~n si para 

cualesquiera dos puntos x, y E A, A contiene a la recta que pasa por esos dos 

puntos, es decir, si x, y E A entonces ,\x + (1 - ,\)y E A para todo,\ E~. 

Los subespacios afines que contienen al origen son subespacios vectoriales de 

~n. Por un espacio afín se entenderá un subespacio afín de algún ~n. 

Si A C ~n y a E ~n, el conjunto A + a := { x + a 1 x E A} es llamado la 

translación del conjunto A por el vector a. Todo espacio afín A no vacío es la 

translación de un único subespacio vectorial de~": 

A = L + a donde a E A y L = { x - a 1 x E A } . 

Una combinación lineal de los puntos x1 , ••• , Xm en ~" es una suma de la forma 

,\¡x¡ + · · · + ,\mxm = I:;';, 1 ,\¡x¡, donde cada,\¡ E~. 

Una combinación afín de los puntos x 1 , ••• , Xm en ~n es una combinación lineal 
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en la que >.1 + · · · + Am = l. 

PROPOSICION 1.1. Sea A C ~n. Entonces A es un subespacio afín de ~n 

si y sólo si toda combinación afín de puntos de A está nuevamente en A. 

Dado que la intersección de subespacios afines de ~n es también un subespacio 

afín, se puede definir la cerradura afín de un conjunto S en ~n como la intersección 

de todos los subespacios afines de ~n que contienen a S. af S será entonces el 

subespacio afín más pequeño de ~n que contiene a S. Denotaremos a la cerradura 

afín de S por af S. 

PROPOSICION 1.2. Sea S C ~n. La cerradura afín de S es el conjunto de 

todas las combinaciones afines de elementos de S. 

Un conjunto finito de puntos es linealmente (afínmente) independiente si ningu

no de sus puntos puede ser expresado como combinación lineal (afín) de los otros 

puntos. En caso contrario se dice que el conjunto es linealmente (afínmente) de

pendiente. 

PROPOSICION 1.3. El conjunto {x 1, ••• , Xm} es linealmente (afínmente) de-

pendiente si y sólo si el origen puede ser expresado en la forma ¿;:1 .\¡x¡ con algún 

>.; ,-P O (y con ¿;:1 .\¡ = O en el caso de dependencia afín). 

Un espacio vectorial (afín) es llamado d-dimensional si el máximo número de 

puntos linealmente (afínmente) independientes en él es d (d.+ 1). La dimensión de 

un espacio A se denotará por dim A. 
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La dimensión de un espacio afín A no vacío es la dimensión del espacio yectorial 

L tal que 

A== L+ a. 

Los espacios afines de dimensiones O, 1 y 2 corresponden a puntos, rectas y 

planos, respectivamente. La dimensión del conjunto vacío se define como 

dim0 = -1. 

Un subespacio afín H de un espacio afín A con dim A 

hiperplano de A si <lim H == n - l. 

n es llamado un 

Todo hiperplano H en l!ln puede representarse por una ecuación del tipo -

(x, a) == a donde a E llR, a es un vector fijo no nulo en l\Rn y ( , ) representa el 

producto interno canónico en l\Rn. 

Denotaremos al hiperplano H por 

H(a,a) == {x E ~n J (x,a) =a}. 

El vector a es llamado vector normal de JI( a, a). 

A los conjuntos 

K(a,a) = {x E!!&" 1 (x,a) ~a} 

y 

K(-a,-a) == {x E l!l" J (x,-a) ~-a}= {x E l!l" 1(x,a)2:: a} 

se les llamará semi espacios cerrados definidos por el hiperplano H(a, a). 
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Los semiespacios abiertos se definen de manera análoga t~_mando lasdesigual

dades estrictas. 

Finalmente, definiremos una transformación afín como una función rp, que va 

de un subespacio afín de !!En en l!Em, que preserva combinaciones afines, es decir, que 

k k 

'P(L ,\¡x¡) = L ,\¡ip(x¡) 
i=l i:::::::l 

donde L:~=l ,\¡ = l. 

Si A = x + L, donde· L es un subespacio vectorial de !!En, entonces una función 

rp : A -+ l!Em es afín si y sólo si existe una transformación lineal <P : L -• ~rn y un 

punto y E l!Em tal que rp(x + z) = y+ <P(z) para toda z E L. 

Si rp : A -+ l!Em es afín, entonces rp(A) es un subespacio afín de ~rn, es decir, 

una transformación afín conserva la estructura afín de los conjuntos. Además, las 

transformaciones afines son continuas. 

En el caso de que 'P sea una transformación afín biyectiva, de un espacio afín 

A¡ en un espacio afín A2, diremos que 'Pes un isomorfismo afín y que A1 y A2 son 

afínmcnte isomorfos. 

Dos espacios son afínmente isomorfos si y sólo si tienen la misma dimensión. 

En este caso podremos identificar un espacio con el otro como si de hecho fueran 

iguales. 
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2. CONVEXIDAD 

A continuación introduciremos el concepto de conjunto convexo y presentare

mos algunos hechos básicos referentes a estos conjuntos. Así mismo, podremos 

observar algunas analogías entre Jos conceptos de convexidad y los conceptos afines 

vistos en la sección anterior. Al final de esta sección mencionaremos tres teoremas 

de gran importancia en la teoría de convexidad que nos serán muy útiles n lo largo 

de este trabajo. 

Se dice que un subconjunto C de ~n es convexo si para cualesquiera dos puntos, 

x, y E C, el segmento de recta cerrado que une x con y está contenido en C, es 

decir, si dados x, y E C, entonces 

[x, y] = { >.x + (1 - >.)y [O~ >. ~ 1} e C. 

Los segmentos de recta semi-abiertos, (x,y], [x,y) y el segmento abierto (x,y) 

se definen de manera análoga tomando desigualdades estrictas. Los subespacios 

afines de IH!", incluyendo a ~" y al 0, son convexos, Jo mismo que todo serniespacio 

(abierto o cerrado) de ~~', 

Una combinación convexa de los puntos x1, ••• , Xm en ~n es una combinación 

lineal ¿;;:1 AiX¡, donde E:: 1 A¡ = 1 y >.1 1 ••• , Am 2': O. 

PROPOSICION 2.1. Un subconjunto C de ~n es convexo si y sólo si cualquier 

combinación convexa de puntos de e está también en e. 

Corno la intersección de conjuntos convexos es también. convexa, dado un con

junto M e ~n podemos definir el casco convexo de M corno la intersección de todos 
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los conjuntos convexos en ~" que contienen a M. En otras palabras, la cerradura 

convexa de M es el conjunto convexo más pequeño en ~" que contiene a !11. La 

cerradura convexa de M será denotada por conv lvf. 

PROPOSICION 2.2. Sea M e ~n. El casco convexo de M es el conjunto de 

todas las combinaciones convexas de puntos en M. 

De hecho, el teorema de Caratheodory nos dice que si M e ~" es tal que 

dim(af M) = k, entonces conv Mes el conjunto de todas las combinaciones convexas 

de exactamente k + 1 puntos en M. 

PROPOSICION 2.3. Sea M C ~" un conjunto compacto. Entonces conv M 

e¡¡ también compacto. 

La dimensión de un conjunto convexo G C ~n se define como la dimensión de 

la cerradura afín de e. 

El conjunto de puntos interiores de un conjunto G es llamado el interior ele 

e. Claramente, si un c;.oi:ijunto convexo e e ~n tiene interior no vacío en ~n' 

entonces dim G = n. Si dim G < n entonces G no tiene puntos interiores en ~",sin 

embargo, podemos definir el interior relativo <le e como el interior de e en af c. 
Denotaremos al interior relativo de G por intrel C. Así mismo llamaremos frontera 

relativa ' frel e' a la frontera de e en af e. 

Por otro lado, como af G es un conjunto cerrado en ~", la cerradura de G en 

af G es también cerrado y coincide con la cerradura de G en~". Por lo tanto, no 

será necesario definir la "cerradura relativa" de O y hablaremos simplemente de la 
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cerradura de e' a la que denotaremos por c. 

PROPOSICION 2.4. 

Entonces intrel C i 0. 

Sea O un conjunto convexo no vacío contenido en llR". 

PROPOSICION 2.5. Sea C un conjunto convexo contenido en llR". Entonces 

para todo Xo E intrel e y todo X¡ E e con Xo i X¡ se tiene que [xo, x¡) e intrel e. 

Las proposiciones anteriores permiten probar los siguientes hechos con respecto 

a la cerradura, la frontera relativa y el interior relativo de un conjunto convexo C 

contenido en ~n. 

PROPOSICION 2.6. Sea O C R" un conjunto convexo, entonces: 

{a) e es convexo. 

(b} intrel O es convexo. 

{c) O= (O)= intrel C. 

(d) intrel O= intrel-C == intrel{intrel O). 

(e) frel C == frel C ""frel{intrel C). 

(!) af C == af C == af{intrel G). 

(g) dim C = dim C == dim(intrel C). 

PROPOSICION 2.7. Sea O un conjunto convexo c~ntenido en R" y sea 

x E O. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: 
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(a) x E intrel C. 

{b) Si A es una recta en afC con x E A, entonces existen puntos Yo, y¡ E AnC 

tales que x E (yo, y¡). 

{c} Si y E e con y,¡ x, entonces existe un punto z E e tal que X E (y, z). 

Se define el casco convexo cerrado de un conjunto l'vf, cconv M, como el con-

junto convexo cerrado más pequeño que contiene a M. Es fácil probar que para 

todo M e 12n se tiene 

cconv M == conv M. 

Sea C un conjunto convexo cerrado no vacío en 12". Llamaremos semi espacio 

soporte de C a un semiespacio cerrado Jí: de 12" tal que C e K y H n C # 0, donde 

H denota al hiperplano que determina a J(. 

Un hiperplano soporte de C será un hipcrplano H en 12" que acote a un semies-

pacio soporte de C. Si H es un hiperplano soporte de C y C </. H diremos que H 

es un hiperp/ano soporte propio de C. 

si 

o 

Analíticamente, un hiperplano H(a, a), es un hiperplano soporte de G si y sólo 

a == max(x, a) 
xEC 

a= min(x, a). 
xEC 

Además, H(a, a) será un hiperplano soporte propio de C si y sólo si H es un 
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hiperplano soporte de e y 

inf (x, a) < max(x, a). 
zEG zEG 

PROPOSICION 2.B. Sea G un conjunto convexo no vacío en 11!" y sea H un 

hiperplano en !IR". Entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

{a} H n intrel C == 0. 

{b} C está contenido en uno de los dos semiespacios cerrados acotados por H 

pero no en H. 

De aquí se tiene que un hiperplano soporte H, de un conjunto convexo, cerrado, 

no vacío C, es un hiperplano soporte propio de C si y sólo si H n intrel G == 0. 

Finalmente, enunciaremos tres teoremas básicos en la teoría de la convexidad: 

TEOREMA 2.9. Sean G1 y C2 dos conjuntos convexos cerrados contenidos 

en 11!" tales que no tengan puntos en común y con al menos uno de ellos acotado. 

Entonces existe un hipew.tp.no H en !IR" tal que C1 está contenido en uno de los 

semiespacios abiertos definidos por H y G2 está contenido en el otro semiespacio 

abierto definido por H. 

TEOREMA 2.10. Sea e un conjunto convexo cerrado en G& n y sea X E frel e. 
Entonces existe un hiperplano soporte H de e tal que X E H. 

Cabe mencionar que de hecho este teorema nos sirve para caracterizar a los 

conjuntos convexos cerrados .. Esto quiere decir que un conjunto cerrado G (con 
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intrel G 'f 0) es convexo si y sólo si por cada punto de su frontera relativa pasa un 

hiperplano soporte. 

TEOREMA 2.11. Sea G un conjunto convexo cerrado no vacío en ¡¡gn. En-

tonces e es la intersección de sus semiespacios soporte. 

Puede decirse que este teorema nos da una representación "externa" de un 

conjunto convexo cerrado con base en los hiperplanos soportes del conjunto. Más a

delante utilizaremos está forma de representación para definir una familia particular 

de conjuntos convexos. 
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3. LAS CARAS DE UN CONJUNTO CONVEXO 

En esta sección definiremos ciertos subconjuntos "extremos" de un conjunto 

convexo. Dichos subconjuntos formarán la "cáscara" del conjunto convexo y nos 

serán de gran utilidad cuando trabajemos con los conceptos de polaridad y duali

dad. Además, nos servirán para dar una representación "interna" de los conjuntos 

convexos compactos. 

Sea G un conjunto convexo cerrado en lll!n. Un subconjunto convexo F de G 

es llamado cara de G si para cualesquiera dos puntos x, y E G tales que (x, y) n F 

sea no vacío, se tiene que [x, yj e F. 

Los subconjuntos 0 y G de G son caras de O, llamadas caras impropias; todas 

las otras caras de G son llamadas caras propias. 

Un punto X E e es llamado punto extremo de e si {x} es una cara de c. Esto 

quiere decir que x no está en el interior relativo de ningún segmento de recta con 

extremos en G, o equivalentemente, que G - {x} es también un conjunto convexo. 

El conjunto de puntos exttemos de G se denotará por ext C. 

Notemos que la intersección de cualquier conjunto de caras de G será nueva

mente una cara de C. 

Una cara F de G es llamada una d-cara si dim F = d y llamaremos faceta de 

G a una cara F de G tal que dim F = dim G - l. 

Si G es un conjunto convexo cerrado con dim G 2'.: l. y H es un hiperplano 

soporte propio de G, entonces H n Ges una cara propia de C. A este tipo de caras 
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se les llamará caras expuestas de C. Así mismo, se considerará al conjunto vacío y 

a G como caras expuestas y diremos que son caras expuestas impropias. 

PROPOSICION 3.1. Toda cara F de un conjunto convexo cerrado es un con-

junto cerrado. 

DEMOSTRACION. Si F = 0 o Fes un punto extremo, no hay nada que probar. 

Ahora supongamos que dim·F 2': 1 y sea x un punto en F y x 0 un punto en intrcl F. 

Si x f x0 , entonces !x0 , x) está contenido en intrel F. En particular, (x0 , x) nF f 0. 

Por la definición de cara' se tiene que x E F, probando así la proposición. O 

PROPOSICION 3.2. Sea F una cara de un conjunto convexo cerrado G y sea 

G un subconjunto de F. Entonces G es una cara de C si y sólo si G es una cara 

de F. 

DEMOSTRACION. Si Ges una cara de G se sigue directamente de la definición 

de cara que G es también una cara de F. Recíprocamente, supongamos que G es 

una cara de F y sean X y y puntos de e tales que (x,y) n G f 0. Como Ge F el 

segmento (x,y) también-intersecta a F. Esto implica que ¡x,y) e F puesto que F 

es una cara de C. Por otro lado, como G es una cara de F se tiene que [x, y) e G 

y por lo tanto que G es una cara de C. O 

PROPOSICION 3.3. 

G. Entonces F e frel G. 

Sea F una cara propia de un conjunto convexo cerrado 

DEMOSTRACION. Si dim C = -1 o O, no hay nada que probar. Supongamos 

entonces que dim C 2': l. Sea F una cara de G y supongamos que existe un punto 
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x en F que pertenece a intrel C. Se probará que F = C. Sea y E G. Si y= x, 

entonces y E F como se desea. Si y =f x, entonces existe un punto z E G tal que 

x E (y, z). Como x E F y Fes una cara, se sigue que [y, z] C F. En particular 

y E F. Con esto se termina la prueba. o 

De las dos proposiciones anteriores se obtiene inmediatamente el siguiente: 

COROLARIO 3.4. Sean F y G caras de un conjunto convexo cerrado G tales 

que G *F. Entonces Ge frel F. 

COROLARIO 3.5. Sean F y G caras de un conjunto convexo cerrado, G, en 

~n tales que G *F. Entonces dim G < dim F. 

DEMOSTRACION. Como Ge F, tenemos que af G e af F y por lo tanto 

que dim G S dim F. Supongamos que af G = af F. G e F implica que intrel G e 

intrel F. Si aplicamos el corolario anterior, obtenemos que intrel G = 0. Como el 

interior relativo de un conjunto convexo cerrado es no vacío, esto implica que G = 0. 

Pero como af F = af G se tendría también que F = 0 lo cual contradice la hipótesis 

G =f F. Se concluye entonces que af Ge;¡; af F y por lo tanto que dim G < dim F. O 

PROPOSICION 3.6. Sea G un conjunto convexo cerrado en ~". Sea x E G 

y sea F una cara de G que contenga a x. Entonces F es la cara más pequeña de G 

que contiene a x si y sólo si x E intrel F. 

DEMOSTRACION. Si x E intrel F entonces, por el Corolario 3.4, Fes la cara 

más pequeña de e que contiene a x. 
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Recíprocamente, supongamos que X E frel F, entonces existe un hiperplano 

soporte H de F que contiene a x. Definimos G := F n H. Sabemos que G es una 

cara propia (expuesta) de F que contiene ax. De acuerdo con la Proposición 3.2, 

Ges también una cara de O, y por lo tanto, F no es la cara más pequeña de G que 

contiene a x. Con esto queda probada la proposición. o 

PROPOSICION 3.7. Sea F una faceta de un con;' unto convexo cerrado G. 

Entonces F es una cara expuesta de G. 

DEMOSTRACION. Por la definición de faceta se tiene que dim F;::: O y por 

lo tanto que existe un punto x en intrel F. De la proposición anterior se sigue que 

F es la cara más pec¡ueña que contiene a x. Como x E frcl G existe un hiperplano 

soporte propio de G en x, y por lo tanto, una cara expuesta propia G de G que 

contiene ax. Se tiene entonces que Fe G ~ C. Por el Corolario 3.5, se obtienen 

las siguientes desigualdades 

dim G - 1 = dim F ::::; dim G < dim G 

lo que demuestra que dim G = dim F. Aplicando nuevamente el Corolario 3.5, 

tenemos que G = F y por lo tanto que F es una cara expuesta de G. o 

TEOREMA 3.8. (Krein-Milman). Sea G un subconfunto compacto y convexo 

de ~n y sea M un subconfunto de C. Entonces las siguientes afirmaciones son 

equivalentes: 

(a) G = conv M. 
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(b) ext O e M. 

En particular, 

(e) O= conv(ext O). 

DEMOSTRACION. Supongamos que O= conv M y que x E ext C. Si x r/. M, 

entonces M e O - {x} que es un conjunto convexo por la definición de punto 

extremo. Esto nos lleva a una contradicción pues se tendría que O = conv 111 e 

O - {x}. 

Para demostrar la afirmación recíproca basta probar que O = conv(ext O), 

pues en este caso se tendrá también que O = conv M para cualquier subconjunto 

M de C que contenga a ext C. 

La inclusión conv{ext O) C O es obvia. La demostración de la otra inclusión 

se hará por inducción sobre la dimensión de C. Si dim O = -1 o O no hay nada 

que probar. Si dim O = 1 la afirmación es claramente válida. Supongamos ahora 

que la afirmación es válida para todos los conjuntos compactos y convexos con 

dimensión menor que d, donde d 2:. 2; sea O un conjunto compacto y convexo con 

dim O = d. Sea x E C. Queremos demostrar que x cstii en el casco convexo del 

conjunto de puntos extremos de C. Si x E ext C, no hay nada que probar. Si 

x </; ext C, entonces x pertenece al interior relativo de un segmento con extremos en 

C. Podemos suponer que los extremos de este segmento están en frcl O, es decir, 

x E (Yo, Y1) donde Yo, Y1 E frel 0. Sean Fo y F¡ las caras más pequeñas de C que 

contienen a y0 y a y 1 , respectivamente. Entonces F0 y F1 son caras propias de C 

y por lo tanto son conjuntos convexos compactos con dimeiisiones menores que d. 
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Aplicando Ja hipótesis de inducción obtenemos conju~t~s{~o1 ~ .. ~ix~~rc_#lFo e 

extG y {x11,. . .,:i:1q} e extF1 e extG tales que yo E cémv{i~;;.' .. Tx;rfYY1 E: .. ··. ., .. 

conv{x11 1 .. .,x1q}· Como x E (yo,yi) y (Yo1Y1) C conv{xo¡, .. .,iop,xu, ... ,x¡q} 

se tiene entonces que X E conv{Xo¡ 1 ••• , Xop 1 X11 1 ••• 1 X¡q} 1 es decir, X está en el casco e-

convexo de puntos extremos de C y el teorema está probado. o 

Esta representación de C con base en sus puntos extremos C = conv(ext G), 

es la representación «interna" de la que hablamos al inicio de está sección. 

- -:-
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4. POLITOPOS 

Presentaremos en está sección, a los conjuntos convexos para los cuales la 

representación "interna" mencionada en la sección anterior, es finita. Este hecho 

simplificará la estructura del conjunto y nos permitirá probar algunas propiedades 

de sus caras; propiedades que en general no tienen las caras de cualquier conjunto 

convexo. 

Llamaremos politopo convexo al casco convexo de un conjunto finito, no vacío, 

de puntos en ¡¡¡¡n. 

Dado que por definición, los politopos convexos son conjuntos convexos , en lo 

sucesivo se omitirá la palabra convexos y se hablará simplemente de politopos. 

Diremos que un politopo P es un k-politopo si dim P = k. 

Como el casco convexo de un conjunto compacto es también un conjunto com

pacto, se tiene que los politopos son conjuntos compactos. Podemos entonces aplicnr 

el Teorema 3.8, para el caso particular en el que el conjunto compacto y convexo C 

sea un politopo P, y se teu.drá que P = conv(ext P). 

PROPOSICION 4.1. Sea P un subconjunto no vacío de lfll". Entonces las 

siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(a} P es un politopo. 

(b} P es un conjunto convexo compacto con un número finito de puntos ex

tremos. 
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DEMOSTRACION. Supongamos qu_e Pes un politop(), P = conv{:z:1,. ·.:•xm}· 

Sabemos entonces que P es compacto y convei()-;~;~11~~i~~~~~~~.i~bequec'' 

probada. 

La otra implicación se sigue dir;ctainente d~Í T~orema 3.8 dacl~ que P 

conv(ext P). o 

Llamaremos vértices de un politopo P a los puntos extremos de P. 

Un conjunto finito.de puntos, que genera a un politopo P, no es único. Sin 

embargo, por el Teorema 3.8, podemos afirmar que existe un conjunto mínimo de 

puntos que generan a P, a saber, el conjunto de vértices o puntos extremos de P. 

PROPOSICION 4.2. Sea P un politopo en ~n y sea F una cara propia de P. 

Entonces F es también un politopo y ext F = F n cxt P. 

DEMOSTRACION. Por la Proposición 3.1, sabemos que Fes un subconjunto 

cerrado del conjunto compacto P y por lo tanto F es también compacto. Además, 

por la Proposición 3.2, sabemos que un punto x E F es un punto extremo de F si 

y sólo si x es un punto extremo de P, es decir, ext F = F n cxt P. 

Por la Proposición 4.1, ext P es finito, lo que implica que cxt F también lo cs. 

Basta ahora aplicar nuevamente la Proposición 4.1 para completar la prueba. O 

COROLARIO 4.3. Sea P un politopo en ~n. Entonces el número de caras de 

P es finito. 
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DEMOSTRACION. El Teorema 3.8 nos permite afirmar que ext Pes un con

junto finito. Por la Proposición 4.2 sabernos que cada cara de P es el casco convexo 

de un subconjunto de ext P. Esto implica que existe sólo un número finito de caras 

de P. o 

A continuación probaremos que las caras de un politopo P son de Ja forma 

H n P donde H es algún hiperplano en llll", es decir, que todas las caras de P son 

expuestas. Cabe mencionar que esto no sucede para cualquier conjunto convexo, 

corno lo muestra el siguiente ejemplo: 

X )' 

e 
z w 

Figura l. 

El conjunto O es convexo y los puntos x, y, z y w son caras de O (puntos 

extremos) que no son caras expuestas. 

TEOREMA 4.4. Sea P un politopo en llll". Entonces toda cara de P es una 

cara expuesta. 

DEMOSTRACION. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que P es un n-
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politopo en ~n. Usa.remos inducción sobre n. 

Para n =O no hay nada que probar. Los casos n == 1 y n == 2 son obvios. 

Supongamos entonces que la afirmación es válida para politopos con dimensión 

menor que n, donde n 2': 3. Sea P un n-politopo en IJr. Las caras impropias de P 

son, por convención, caras expuestas. Sea F una cara propia de P y sea x E intrel F. 

Como x E frel P existe un hiperplano soporte H de P en x tal que H n P es una 

cara expuesta propia de P que contiene ax. Dado que Fes la cara más pequeña de 

P que contiene a x, tenernos que F e H n P. Si H n P == F, entonces F es una cara 

expuesta corno se desea. Si F ~ H n P, entonces por la Proposición 3.2, F es una 

cara propia de H n P. Corno H n P es una cara propia de P, se tiene que H n P es 

un politopo y que dim(H n P) < n. Si aplicamos la hipótesis de inducción a H n P 

podemos afirmar que existe un hiperplano soporte H' de H n P en af(H n P) tal 

que F == H' n (HnP). 

Ahora, extendamos el hiperplano H' a un hiperp.lano A en H tal que AnP ==F. 

Observemos que dim A= n-2 2': l. Sea B un subespacio afín de ~n con dim B == 2 

ortogonal a A y sea 71" la proyección ortogonal de ~n sobre B. 

No es difícil ver que '11"(A) es un punto en By que 'll"(P) es un 2-politopo en B. 

Probaremos que ir(A) es un vértice de ir(P). En caso contrario existirían puntos y, 

z E P tales que 1I"(y) i 1I"(z) y con 1I"(A) E (1I"(y),ir(z)). Encontramos entonces un 

punto u E P tal que u E (y,z) y ir( u)== ir(A). Además, como 1!"- 1(ir(A)) ==A se 

sigue que u E A y por lo tanto u E F = A n P. 

Como Fes cara de P se sigue que y, z E F. Pero Fe A y por lo tanto 1I"(v) = 
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7r(A) para toda v E F, en particular, 7r(y) = 7r(z) lo cual es una contradicción. Con 

esto hemos probado que 7r{A) es un vértice de 7r(P). 

Aplicando el teorema, que es válido en dimensión 2, hallamos una recta L en 

B tal que 

L n 7r(P) = 7r(A). 

Definimos 

H1 := af(AU L) = 7r- 1(L). 

Entonces H 1 es un hiperplano soporte de P en ~n con H1 n P = F, lo que prueba 

que F es una cara expuesta. 
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5. CONJUNTOS POLIEDRICOS 

Recordemos que al final de la sección de convexidad vimos que los conjuntos 

convexos cerrados tienen una representación "externa" dada por las intersecciones 

de los semiespacios soportes del conjunto. Así como hay conjuntos convexos que 

tienen una representación "interna" finita, también existen conjuntos convexos con 

una representación "externa" finita. En está seccipn se estudiarán estos conjuntos 

y, como lo hicimos con los politopos, probaremos algunas cnracterísticas especiales 

de sus caras. 

Un subconjunto Q de 12" es llamado un con1ºunto ¡ioliédrico si Q es la inter

sección de un número finito de semiespacios cerrados de 12". Conviene suponer, por 

convención, que 12" es un conjunto poliédrico. 

Se sigue de la definición que los conjuntos poliédricos son conjuntos convexos 

cerrados. 

Todo hiperplano H en 12" es la intersección de los dos semiespacios cerrados 

definidos por él mismo. Por lo tanto H es un conjunto poliédrico. Así mismo, como 

todo subespacio afín de 12" es la intersección de un número finito de hiperplanos en 

12", se tiene que todo subespacio afín de 12" es un conjunto poliédrico. 

Dado que la estructura de las caras de Q es trivial cuando Q es un espacio afín 

(sus únicas caras son el conjunto vacío y Q mismo} y como todo conjunto poliédrico 

Q, con dim Q = d, es afínmente isomorfo a un conjunto poliédrico Q' en 12d, con 

clim Q' = d, en lo sucesivo consideraremos únicamente conjuntos poliédricos Q en 

12" con dim Q = n y Q # 12". 

24 



Todo conjunto poliédrico Q, con Q f= 12n, tiene una representaCióiide la forma 

m 

Q = nJ((x;,a¡) 
i=l 

donde cada J{(x¡, a¡) = {y E 12n 1 {x¡, y) ~ a¡} es un semiespacio cerrado. 

Se asumirá además que K(x;,a¡) f= K(x,.,a;) para i f j y X¡-/: O para toda 

i = 1, ... ,m. 

Si Q = 12n, Q tiene una representación Q ~· K(O,a) donde a es cualquier 

número mayor o igual que cero. Por otro lado, si Q f 12" existe un número infinito 

de representaciones de Q, ya que siempre podemos agregar semiespacios cerrados 

que contengan a Q. 

Diremos que una representación del tipo 

es irreducible si n = 1 o n > 1 y 

para toda j = 1, ... , m. 

m 

Q = ílK(x¡,a;) 
i=l 

m 

Q ~ n K(x¡, a¡) 
i=l 
iij 

En caso contrario diremos que la representación es reducible. Es claro que de 

toda representación reducible podemos obtener una irreducible omitiendo algunos 

de los semiespacios K(x¡, a¡). 

PROPOSICION 5.1. Sea Q un conjunto poliédrico en 12n con dim Q = n y 

m 

Q = ílK(:i:¡,a¡) 
i=l 
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una representaci6n de Q con m > i. .. Entonl:es la representación es irreducible si y 

sólo si 

H(x;, a;)Jl .int( n K(x¡,cx¡)) =I= 0 
•=l if.j . 

para cada j = 1, ... , m. 

DEMOSTRACION. Para cada j = 1, ... ,mdefillimos 

m • ,- .~T•• 

M; = n IC(x;, a¡); 
i=l 
it-j 

Entonces Q = IC(x;, a;) n M;. Como dim Q = n se debe tener que dim M; = n. 

Por lo tanto intrel M; = int M; y M; <t. H(x;, a;). 

Como Hnintrel C = 0 si y sólo si G está contenido en alguno de los semiespacios 

determinados por H pero no en H, de la observación hecha arriba se sigue que la 

condición que se desea probar es equivalente a las siguientes: 

Si lvf; e K(-x;,-a;), entonces se tendría que Q e K(x;,a;) n K(-x;,-a;) = 

H(x;,a;), lo cual es una contradicción. Por lo tanto la condición(*) es equivalente 

a M; <t. IC(x;, a;). 

Esta nueva condición es claramente equivalente a la condición de la irreducibi-

lidad de la representación de Q, 

m 

Q * n JC(x¡,a¡). 

Con esto se termina la demostración. 

i=l 
if.j 
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TEOREMA 5.2. 

!Ji!n. Sea 
m -:-~ ·. 

Q = ílI<(x¡,a¡)r 
i=l 

una representación de Q. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones: 

{a) fr Q = U (H(x;, a¡) íl Q). 
i=l 

{b) Toda faceta de Q es de la forma H(x;, a;)'n Q. 

(c) Todo coniunto H(x;, a;) nQ es una faceta de Q si y sólo si la representación 

es irreducible. 

DEMOSTRACION. (a) 

m 

int Q = intíl I\(x¡, a¡) 

m 

= n intK(x;, a¡) 
i::::l 
m • 

= n {I({x;, a¡) - H(x;, a¡)) 
i=l 

de donde, 

m 

fr Q = Q - int Q = Q - n (Jí'(x¡, a¡) - H(x;, a¡)) 
i=l 
m 

= Q n LJ (JC(x¡, a¡)' u H(x¡, a¡)) 
i=l 

= ( Q n Q I<(x¡,a,')") u ( Q n Q H(x¡,a¡)) 

m 

= LJ (H(x;, a¡) n Q). 
i=l 
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(b) Sea. F una faceta de Q 

Por el Corolario 3.5 se infiere que F = H(x;,a¡) n Q y (b) está probado. 

(c) Para n = 1 no hay nada que probar. Si la representación es irreducible 

entonces cada H(x;, a;) es un hiperplano soporte de Q, por lo que H(x;, a;) n Q 

es una cara propia de Q, para i = 1, ... , m. Se quiere demostrar que H(x;, a;) n Q 

tiene interior no vacío en H(x¡, a;). 

Por la Proposición 5.1 tenemos que 

H(x;, ªi) n Q = H(x;, a;) n íl I((x;, a¡) 
i=f 

= H(x;, a;) n M; 

:::i H(x;, a¡) n int M; 

f 0, 

donde M; está definido de la misma manera que en la Proposición 5.1. 

Como H(x;, a;) nint M¡ es abierto en H(x¡, aj), entonces H(x¡, a;) nQ es de 

hecho una faceta, como se quería probar. 

Supongamos ahora que la representación de Q es reducible. Entonces Q = M¡ 

para algunai E {1, ... ,m}. 
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Si H(x;, ex;). n Q fuera faceta de Q, ~omil.xJ:los.x E intrcil J[(x;,ex;) r)Q. Por la 

parte (a) existe i ,¡, i tal que x E H(i;;·ex¡)ht;i; ;rifo ~~t~~¿~s ~~/el Corolario 3.5 
. ," ·,_· .. ,• - '· 

se debe tener que 

lo cual implica que J((x;,ex;) = X(x;,ex;) que es una contradicción. Por lo tanto 

H(x;, ex;) n Q no es faceta de Q y el teorema está probado. o 

Este teorema implica que la representación irreducible de un conjunto poliédri-

co es única. 

PROPOSICION 5.3. Sea F una cara propia de un conjunto poliédrico Q en 

~n. Entonces existe una faceta G de Q que contiene a F. 

DEMOSTRACION. Podemos suponer que dim Q = n. Sea 
rn 

Q = nJ((x¡,ex¡) 
í:::l 

una representación irreducible. Sea x un punto en iqtrcl F. Por el teorema anterior 

existe j E {l, ... , m} tal que x E If(x,., a;) n Q. Si definimos a G como G := 

H(x¡,a¡) n Q, entonces G será una faceta de Q debido a que la representación es 

irreducible. Dado que F es la cara más pequeña de Q que contiene ax se tiene que 

F e G y la proposición está probada. o 

COROLARIO 5.4. Sea Q un confunto poliédrico en ~n. Entonces toda cara 

de Q es un conJ'unto poliédrico. 

DEMOSTRACION. Por la proposición anterior sabemos que toda cara propia 

de Q es cara de una faceta de Q. Por el Teorema 5.2, las facetas de Q son conjuntos 
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poliédricos. La ·demostración se sig\l~ ahora fácilmente por inducción, sobreJa 

dimensión de Q. O 

COROLARIO 5.5. 

de Q es finito. 

Sea Q un conjunto poliédrico. Entonces el número de caras 

DEMOSTRACION. Por el Teorema 5.2, el número de facetas de Q es finito y 

como toda cara propia de Q es cara de alguna fac'cta de Q, nuevamente se prueba 

el resultado por inducción sobre la dimensión de Q. O 

Cabe mencionar que en este momento ya podríamos probar la primera parte del 

teorema central de esta tesis. Es decir, que todo conjunto poliédrico acotado es un 

politopo. Sin embargo, pospondremos su demostración para una sección posterior, 

hasta que desarrollemos la teoría que nos permita probar la proposición recíproca 

del teorema. 
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6. POLARIDAD 

Con el propósito de familiarizar al lector con el concepto de polaridad y de 

darle una visión geométrica más clara del mismo, comenzaremos esta sección in

troduciendo las nociones de polos y polares en el plano euclidiano. Tomemos una 

circunferencia S de radio r y centro O y sea P un punto del plano distinto de O, 

diremos entonces que un punto P' sobre la recta OP es el inverso de P, con respecto 

a la circunferencia S, si se cumple la siguiente igualdad: 

La circunferencia S será llamada la circunferencia de inversión y su centro O será 

llamado el centro de inversión . 

La siguiente figura muestra un método para hallar el inverso de un punto con 

respecto a una circunferencia con centro O. Si el punto P está dentro del circulo 

trazamos por P una perpendicular a la recta OP. Hallamos un punto Q donde 

esta perpendicular corte a la circunferencia. Por Q trazamos una tangente a la 

circunferencia, el inverso P' de P será el punto donde la tangente corte a la recta 

OP. Si el punto P está fuera de la circunferencia se sigue el mismo proceso en 

sentido contrario. 

Si a, by r denotan las distancias medidas desde O a P, P' y Q, respectivamente, 

entonces es fácil probar, con base en la semejanza de los triángulos rectángulos que 

se obtienen al unir P con Q, que P' es el inverso de P respecto a esta circunferencia 

si y sólo si a . b = r2 • 

Es claro que la relación de ser inverso es una relación simétrica, es decir, P' es 
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Figura 3. 

el inverso de P si y sólo si P es el inverso de P'. Además, todo punto distinto del 

centro de inversión tiene un inverso. 

Si P' es el inverso de P con respecto a una circunferencia dada, con centro en 

O y radio r, definiremos la recta polar de P con respecto a esta circunferencia, como 

aquella recta e que pasa por P 1 y es perpendicular a la recta OP, Diremos además 

que p es el polo de la recta e. 

Es fácil probar que la recta polar de un punto, con respecto a una circunferencia, 

corta a ésta, es tangente a ella en dicho punto o no la corta, según que el punto sea 

exterior a la circunferencia, esté en ella o sea interior a la misma. 

Un resultado básico en la teoría de polos y polares es el siguiente: 

TEOREMA 6.1. Si reBpecto a una circunf crencia dada, la recta polar de un 

punto P pasa por el punto Q, entonceB la recta polar de Q pasa por P. 

Estos mismos conceptos y resultados los podemos extender al espacio tridimcn-
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Figura 4. 

sional, para lo cual solo tenemos que imaginarnos la primera figura de esta sección 

como si fuera un corte diametral de una esfera en ~3 con P en su interior, P' fuera 

de ella, Q sobre su superficie y O como su centro, de tal forma que OQ sea un radio 

de la esfera. 

En este caso hablaremos del plano polar de P y éste será aquel plano que pase 

por P' y que sea perpendicular al segmento OP. 

Figura 5. 
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Esta misma ·idea la podemos generalizar para cualquier espacio ll?n fijándonos 

en Ja esfera con centro O y radio r. 

S(O,r) ={a E 12n l llxll = r} 

En general para un punto P f O hablaremos del hiperplano polar de P con respecto 

a la esfera S(O,r). Como en 12 2 y l!l3 , este hiperplano será aquel que pase por el 

inverso de P y que tenga como vector normal al vc~tor determinado por el segmento 

OP. 

Sí utilizamos el producto interno canónico en ll?n entonces el hiperplano polar 

de un vector x f O con respecto a Ja esfera S(O,r) estará dado por el conjunto 

Ii(x,r2
) = {y E ll?n 1 (x,y) = r2

} 

Esto se puede observar fácilmente ya que el inverso de x con respecto a la círcunfc-

rencia S(O, r) es un punto de la forma ex con e E 12, e> O y tal que llxll IJcxll = r 2• 

El hiperplano polar de x estará formado por los puntos y E 11?" cuya proyección 

ortogonal sobre x sea precisamente el vector ex. La proyección ortogonal de y sobre 

x está dada por el vector 

y lo que queremos es que 

es decir, 

{y,x) 
llxll2 X 

(y,x) = ci1xi12 = r2. 
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Figura 6. 

Con esta idea en mente definiremos para un conjunto en l!Rn su conjunto polar, 

tomando como esfera de inversión a la esfera S(O, 1) con centro en O y radio l. 

Sea M e l!Rn, se define el conjunto ¡¡alar 11,f' de 111 de la siguiente manera: 

M' : = {y E l\8n i Vx E M: (x, y) ~ 1} 

= {y E l\8n 1 sup (x, y) ~ 1} 
xEM 

= n K(x,1). 
xEM 

es decir, el conjunto polar de M será la intersección de todos los semiespacios 

J((x, 1), determinados por los hiperplanos polares H(x, 1), de puntos x E M, con 

respecto a la esfera S (O, 1). 

Como y E K(x, 1) si y sólo si x E K(y, 1) se tiene entonces que y E M' si y 

sólo si Me K(y, 1). 

De la definición de M' se sigue inmediatamente que 111' es un conjunto convexo 

cerrado que contiene al vector O de l!Rn. Además si M1 C M2, entonces Mj :::>Mi.. 

Veamos ahora algunos ejemplos: 
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Si a es un punto en lli!" entonces 

{a}*= {x E lli!" 1{a,x)::;1} 

es un semiespacio en lli!". Veamos que con esta definición si podemos hablar del 

conjunto polar del origen O, en este caso tenemos {O}'= lli!". 

El conjunto polar de un semiespacio I(( a, a) = { x E lli!" 1 (x, a) ::; a} es el 

segmento 

K(a,a)" = {x E lli!" 1 x = at : O::; t::; 1/a} si a> O 

y el rayo 

I((a, a)*= { x Oll" 1 x = at : t::?: O} si a::; O. 

Para la esfera cerrada S {O, r) de radio r y centro O se tendrá que 

ya que 

PROPOSICION 6.2. 

S(O,r)* = S{0,1/r) 

sup (x, y) = rl!Yll· 
zES(O,r) 

Sea M e ll\!". Entonces se cumple lo siguiente: 

(a) Si M es acotado, entonces O E int M*. 

(b) Si O E int M, entonces M' es acotado. 

DEMOSTRACION. (a) Si Mes acotado, entonces Me S(O, r) para algún real 

r >O. Por las observaciones hechas arriba se tiene entonces que S{ O, 1/r) CM' lo 

cual implica que O E int M' y (a) está probado. 
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(b) Si O E int. M, entonces existe un real r > O tal que S(Ó, T) e M. Esto 

implica que M• e S(0, 1/r), es decir, M• está acotado y con esto se prueba (b). O 

La operación de tomar el conjunto polar de un conjunto M se puede iterar y 

por lo tanto podemos hablar del confunto bipolar lvf"' de 111. En este caso, M•• 

está definido como Af•• := (M•)•. 

-
PROPOSICION 6.3. Sea M e 12n. Entonces 

M•• =cconv({O}uM), 

es decir, M" es el confunto convexo cerrado más pequeño que contiene a {O} y a 

M. 

DEMOSTRACION. Por definición 

M" = n K(y,1) = n K(y,l). 
yEM' MCK(y,f) 

Esto implica que M'' es un conjunto convexo cerrado que contiene a {O} y a M y 

por lo tanto 

cconv({O} U M) e M''. 

Ahora, sea z E 12n tal que z rf_ cconv({O} U M). Queremos probar que existe 

un semiespacio cerrado I((u, 1) tal que Me K(u, 1) y z <f_ K(u, l). 

Sea K(y, a) un semiespacio soporte de cconv( {O} U M) tal que 

z <f_ K(y, a). 
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Tenemos entonces que 

a= max{ (x,y} 1 x E cconv({O} U M) }. 

De aquí se sigue que a < (z, y} y como O E cconv( {O} U M) entonces a ~ O. 

Ahora escojamos {3 > O tal que a ~ {3 < (z, y}. Multiplicando esta expresión 

por 13- 1 y haciendo u= y13- 1 se obtiene 

max{ (x,u} 1 x E cconv({O} U M)} ~ 1 < (z, u). 

Se sigue entonces que Me K(u, 1) y z íf. K(u, 1) con lo cual termina la prueba. O 

De las dos proposiciones anteriores se infiere inmediatamente el siguiente: 

COROLARIO 6.4. Sea C un conjunto convexo comvacto en ¡¡¡¡n con O E int C. 

Entonces e• es también un conjunto convexo comvacto con O E int C y e•• =C. 

A partir de este corolario se observa que si G es un conjunto convexo compacto 

con 0 E int C, entonces C y C' juegan papeles totalmente simétricos. Diremos que 

dos subconjuntos D y C de ¡¡¡¡n son mutuamente volares sin•= G y C' =D. 

PROPOSICION 6.5. Sea G un conjunto convexo compacto con O E int C y 

sea y E ¡¡¡¡n. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(a) H(y,1) es hipervlano soporte de C. 

{b} y E fr C'. 

Similarmente, sea x E IRl n . Entonces las siguientes afirmaciones son equiva

lentes: 
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(e) H(x, 1) es hiperplano soporte de e·. 

{d} xEfrG. 

DEMOSTRACION. Supongamos que se cumple (a). Esto implica que G e 

K(y, 1) y que sup%Ec(x, y) = l. De aquí se sigue que y E Gº. Si y E int Gº 

entonces existe >. > 1 tal que >.y E Gº. Por la definición de conjunto polar se tiene 

entonces que 

y de aquí se sigue que 

sup(x, >.y} ~ 1 
zEG 

1 
sup(x,y) ~ \ < 1, 
%EC " 

lo cual es una contradicción al hecho de que sup%Ec(x, y) =l. Por lo tanto y E fr e• 

y la primera implicación queda probada. 

Recíprocamente, supongamos que se cumple (b). Corno 0 E int Gº y y E 

e· - {O} entonces o < sup%EG(x,y) ~ l. Si se tuviera que sup%EG(x,y) < 1, 

entonces existiría >. > 1 tal que sup%Ec(x, >.y) = l. De aquí se sigue que >.y E e•. 

Como O E int Gº y y E (O, >.y], se tiene que y E int e· contradiciendo nuestra 

hipótesis. Por lo tanto sup%EG(x, y) = l. Como este supremo es de hecho un 

máximo, por la compacidad de e y la continuidad del producto interno, se tiene 

que H(y, 1) es hiperplano soporte de G y la primera parte de la proposición está 

probada. 

La segunda parte de la proposición se obtiene de la primera, dada la simetría 

de e y e·. o 
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COROLARIO 6.6. Sea G un confunto convexo compacto con O E int O. Para 

x, y E lf?" son equivalentes las siguientes afirmaciones: 

(a) H(y, 1) es hiperplano soporte de O en x. 

{b} H(x, 1) es hiperplano soporte de e• en y. 

(c) (x, y) = 1, 

{d} (x,y) = 1, 

X E fr e, y E fr o·. 

X E e, y E e·. 

DEMOSTRACION. La equivalencia de (a) y (c) se sigue de la proposici6n 

anterior, lo mismo que la equivalencia de (b) y (e). 

Por otro lado, la implicación de (e) a (d) es trivial, por lo que solo faltaría 

probar que (d) implica (a). 

Corno y E G', por la definici6n de G' se tiene que G e K(y, 1). Como 

(x,y) = 1 se sigue que x E H(y,l). Además, como x E O, se tiene entonces que 

H(y, 1) es hiperplano soporte de G en x y el resultado está probado. o 
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7. POLARIDAD DE POLITOPOS Y CONJUNTOS POLIEDRICOS 

Aplicaremos ahora el concepto de polaridad a los politopos y a los conjuntos 

poliédricos y probaremos uno de los resultados principales de la teoría de politopos. 

Esto es el hecho de que los politopos son precisamente los conjuntos poliédricos 

acotados no vacíos. Con esto veremos que los conjuntos convexos compactos no 

vacíos con una representación "externa" finita coinciden con aquellos conjuntos 

convexos que tienen una representación "interna" finita. 

TEOREMA 7.1. Sean x 1, ••• , Xm 1 con m ~ 1, puntos distintos de 12n, y sean 

P := conv{x1, ... , Xrn} 

y 
m 

Q := ílI((x¡, 1). 
i=l 

Entonces se cumple lo siguiente: 

(a) p+ = Q. 

(b} Q' = conv{O,x1,. .. ,xm}· 

(c) P y Q son mutuamente polares si y sólo si O E P. 

(d} Si Q es acotado, entonces P y Q son mutuamente polares si y sólo si 

O E int P. 

(e) Si Q es acotado y P y Q son mutuamente polares, entonces ext P 
m 

{x¡,. .. ,xm} si y sólo si la representación Q = n J((x¡, 1) es irreducible. 
i=l 
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DEMOSTRACION. (a) De la definición de conjunto polar se sigue que 

Dado que {x¡, ... ,xm} C Jí(y,1) si y sólo si conv{x¡, ... ,xm} e K(y,1), se tiene 

que {x¡, ... ,xm}• = (conv{x1, ... ,xm}l' y por lo tanto 

y 

p• = Q. 

(b) Por la Proposición 6.3 y la parte (a) tenemos que 

Q. = p•• 

= cconv{O,x1 , ••• , Xm} 

= conv{O,xi, ... ,xrn}· 

(c) Es consecuencia inmediata de los incisos (a) y (b). 

(d) Se sigue del inciso (c) y de la Proposición 6:2 . 

(e) Por hipótesis debe tenerse que m;::: 2. Para cada j = 1, ... , m definimos 

m 

Q; = íl I\(x¡, 1). 
i::::::l 
i;ij 

Aplicando la parte (a) a P; y a Q; obtenemos P;' = Q;. Por otro lado, el Teorema 

3.8 muestra que extP e {x 1 , ••• ,xm}. Si ext P fuera un subconjunto propio de 

{x1, ... , xm}, entonces se tendría que P = P; para alguna j E {l, ... , m}, de donde 
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p• = P/ y p• = Q¡. Pero sabíamos que p• = Q. Esto implica que Q = Q; ypor 

lo tanto la representación de Q no es irreducible. 
- '.. ' 

Recíprocamente, supongamos que la representación de Q no es ifreducible. 

Entonces existe j E {1, ... , m} tal que Q = Q; y consecuentemente Q• = Q;'. Si 

aplicamos (b) al conjunto {x¡, ... ,x;-i.x;+1, ... ,xm}, vemos que 

Q;' = conv{O,x¡, ... ,x¡-i.Xf+l>···•xm}· 

Como Q• = P y Q• = Q/ se sigue que 

P = conv{O,x1, ... ,Xj-1tXf+1> ••• , Xm}. 

Por el Teorema 3.8, sabemos que cualquier punto del conjunto 

que no sea punto extremo de P puede ser omitido. pomo O no es punto extremo, 

ya que O E int P, por (d) obtenemos 

P = conv{x¡, ... , Xj-1,Xj.¡.1,. •• ,xm}· 

Nuevamente el Teorema 3.8 implica que ext P C {x1 , ••• ,xj - l,x¡+¡, ... ,x,,.} y 

por lo tanto ext Pes un subconjunto propio de {x1, ••• , x,,.}. Con esto se termina 

la prueba. o 

TEOREMA 7.2. Sea P un 8ubconjunto no vacío de ~n. Entonce8 P es un 

politopo si y sólo 8i P C8 un conjunto poliédrico acotado. 
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DEMOSTRACION. Sea P un conjunto poliédrico acotado. Entonces Pes un 

conjunto convexo compacto. Además, por el Corolario 5.5 se tiene que cxt P es un 

conjunto finito y por la Proposición 4.1 se sigue que Pes un politopo. Observemos 

que en esta primera parte de la demostración no utilizamos ninguno de los resultados 

de polaridad. 

Recíprocamente, sea P == conv{ x 1 , ••• , Xm} un poli topo en ~". Supongamos, 

sin pérdida de generalidad, que O E int P. Las partes (a) y (d) del teorema anterior 

muestran que p• == Q, donde Q es el conjunto poliédrico acotado definido por 

m 

Q == ílI((x;, 1). 
i=l 

Además, Q" ==P. La afirmación recíproca muestra que Q es un politopo, digamos 

Q == conv{y¡, ... , Yk}· 

Si ahora aplicamos la parte (a) del teorema anterior al conjunto {y 1 , ••• , yk}, se 

tiene que Q" == R, donde R es un conjunto poliédric'o acotado definido por 

k 

R == ílI((y¡, 1). 
i=l 

Por otro lado, sabemos que Q" == P lo cual implica que 

k 

P == R = ílI((y¡, 1), 
i=l 

es decir, P es un conjunto poliédrico acotado. Con esto se termina la prueba del 

Teorema 7.2. o 
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8. DUALIDAD 

En esta última sección introduciremos brevemente un concepto de fundamental 

importancia en la Teoría de Politopos, llamado dualidad. Probaremos, utilizando 

los resultados de polaridad vistos anteriormente, que todo poli topo tiene un poli topo 

dual y veremos como se relacionan los conjuntos de caras de politopos duales. Al 

final de esta sección utilizaremos los sólidos platónicos (poliedros regulares en ~3 ) 

para ilustrar geométricamente algunos de los conceptos vistos en este trabajo. 

Diremos que dos politopos P y Q son duales (cada uno de ellos será dual del 

otro) si existe una función biyectiva t/J, entre el conjunto de caras de P y el conjunto 

de caras de Q, con la siguiente propiedad: 

o 
F1 e F2 <=> t/J(F¡) :) t/J(F2), 

donde F1 y F2 son caras <le P. 

Una función de este tipo será llamada un anti-itiomorfismo de caras. 

Diremos también que dos poli topos son equivalentes si existe una función biyec-

tiva 7/J, entre los conjuntos de sus caras de tal forma que, a diferencia de un anti-

isomorfismo, preserve la relación <le contención entre las caras, es decir, que: 

Dicha función será llamada un isomorfismo de caras. 

Desde el punto de vista de la teoría combinatoria de politopos que se ocupa del 

estudio de las caras de un politopo, dos politopos equivalentes podrán considerarse 
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como si de hecho fueran el "mismo". Es claro que dos politopos afínmente isomorfos 

serán equivalentes. 

Probaremos ahora que todo politopo P tiene un politopo dual. Un candidato 

será precisamente su conjunto polar p•. Debemos entonces construir un anti-

isomorfismo de caras entre P y p•. 

Lo que haremos será "restringir" el concepto de polaridad a cada una de las 

caras de P para construir la correspondiente cara de p•. Para una cara F de P 

definiremos: 
.P(F)={yEP"l(x,y)=l ';/xEF} 

= P' n n H(x,1), 
xEF 

es decir, en lugar de tomar la intersección de los semiespacios polares de puntos 

en F, tomaremos únicamente la intersección de los hiperplanos polares de dichos 

puntos, para obtener puntos en la frontera de p•. Esto está motivado por el hecho 

de que si F es una cara propia de P entonces un punto y E .P(F) si y sólo si H(y, 1) 

es un hiperplano soporte de P con F e H(y, 1). Lo análogo puede decirse para 

una cara G de p• ya que este mismo operador .P, puede aplicarse a las caras del 

politopo p•. Esto se sigue inmediatamente del Corolario 6.6. 

PROPOSICION 8.1. Sea F una cara del politopo P. Entonces .P(F) es una 

cara del ¡JOlitopo p•. De hecho, si F es una cara propia, entonces .P(F) también lo 

es. 

DEMOSTRACION. Para las caras impropias P y 0 de P, la proposición se 

sigue directamente de la definición ya que .P(P) = 0 y 4>(0) = P". 
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Si Fes una cara propia, entonces cada x E F está en fr.P ypor!Otanto H(x, 1) 

es un hiperplano soporte de p• (ver Proposición 6.5). Dell.quí que cada conjunto 

p• n H(x, 1) sea una cara propia de P'. Como 

.P(F) = íl (P" n H(x, 1)) 
xEF 

se tiene entonces que .P(F) es una intersección de caras de p• y por lo tanto es una 

cara de P'. Más aún, ,P(F) es una cara propia o es vacía, pero como Fes una cara 

propia de P existe un hiperplano soporte H(y, 1) de P tal que F = P n H(y, 1). 

Por una observación hecha anteriormente, tenemos que y E .P(F) y por lo tanto 

.P(F) -:f 0. o 

Probaremos a continuación que si P es un politopo con O E int P, entonces 

la función .p será un anti-isomorfismo entre las caras de P y las caras de p•. Por 

lo tanto P y p• serán politopos duales. Como de hecho, todo politopo P tiene un 

politopo equivalente P' con O E int P', entonces el conjunto polar de P' será un 

politopo dual de P bajo el anti-isomorfismo que se_ obtiene al componer un anti-

isomorfismo de (P')" a P', con un isomorfismo de P' a P. Esto probará que todo 

politopo tiene un politopo dual (es claro que dicho politopo no será único). 

TEOREMA 8.2. Sea P e or un poli topo con O E int P. Entonces su conjunto 

polar P' es un politopo dual de P. 

DEMOSTRACION. Como hemos observado, basta probar que la función ,Pes 

un anti-isomorfismo. Probaremos primero que la función .P es su propia inversa 

(abusando de la notación, emplearemos el mismo símbolo ,P para representar a la 

función que va de las caras de P' a aquellas de P), es decir, que 4>(.P(F)) =F. 
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f or definición 

efi(efi(F)) = {x E r· 1(y,x)=1 ·· .Vy E efi(F) }. 

Como P .. = P se tiene que Fe ef¡(efi(F)). 

Sea H(a, 1) un hiperplano soporte de P tal que F = P n H(a, 1) y tal que 

P C K(a, 1). Se tiene entonces que a E efi(F). Si x0 E P - F entonces (a, x0 ) < 1 

lo cual implica que xo íf efi(efi(F)). Por lo tanto efi(efi(F)) C F. 

El hecho de que F 1 e F2 <:==> efi(F¡) ::> efi(F2 ) se sigue directamente a partir de 

la definición de la función q, y de que ésta es su propia inversa. o 

Finalmente probaremos una interesante relación entre las dimensiones de F y 

efi(F) para lo cual empicaremos la siguiente : 

PROPOSICION 8.3. Sea P un n-politopo en ~n. Sean F; y Fk caras de P 

con F; e Fk y 

dimF; =j, dirn Fk = k 

donde - 1 ::; j < j + 1 ::; k - 1 < k ::; n. 

Entonces existen caras F;+1i ... , Fk-I de P con 

y dirn F¡ = i i = j + 1, ... 'k - l. 

DEMOSTRACION. Supondremos primero que j 2: O. Sabernos que F; es una 

cara propia de Fk. Por la Proposición 5.3, sabernos que existe una faceta, Fk-li 

de Fk, con F; <;¡; Fk-I· Si j = k - 2, hemos terminado. Si j < k - 2, aplicamos el 
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mismo argumento a Fk-1 y a F;. Continuando de esta manera llegaremos a obtener 

las caras F; que'deseamos. 

Si j = -1, escogemos a Fo como cualquier vértice de Fk. Si k = 1, habremos 

terminado. Si k 2: 2, aplicamos el argumento anterior a las caras F0 y Fk. O 

TEOREMA 8.4. Sean P y Q politopos duales con dim P = n. Sea <I> un anti-

isomorfismo entre las caras de P y las caras de Q. Entonces, para cualquier cara 

F de P se tiene: 

dim <I>(F) = n - 1 - dim F y dimQ = n. 

DEMOSTRACION. Por la proposición anterior, cada cara F de Pes miembro 

de una cadena de caras de P 

con dim F¡ = i i=-1, ... ,n. 

Como <I> es un anti-isomorfismo obtenemos la siguiente cadena: 

Q = <I>(F_¡) ~ · · · :(- <I>(F¡) ;¡2 • • • :(- <I>(Fn) = 0. 

De aquí vemos que 

dim <I>(F¡) 2: dim <I>(F;+1) + 1 i=-1, ... ,n-1 

y por lo tanto dim Q 2: n = dim P. Como P y Q juegan papeles simétricos, 

siguiendo un argumento análogo para las caras de Q, se obtiene la desigualdad 
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invertida y por l~ tanto tendremos que dim P = dim Q = n. Esto implica que en 

la expresión ( *) se tiene la igualdad para toda i, de donde; 

dim <l>{F;) = n - 1 - i 

=n-1-dimF; 

lo cual termina la demostración. 

i=-1, ... ,n. 

Este teorema nos dice que para dos politopos duales, las facetas de uno corres

ponderán a los vértices del otro bajo cualquier anti-isomorfismo. Esto remarca el 

papel simétrico que juegan los vértices y las facetas de un politopo. 

Ya en secciones anteriores vimos que un politopo está completamente deter

minado por sus vértices y también por los hiperplanos soportes generados por sus 

facetas. En esta sección hemos probado que un dual de un politopo podrá ser 

obtenido por la intersección de un conjunto de semiespacios cerrados cuyos vectores 

normales serán precisamente los vértices del primer politopo (ver teorema 7.1). 

Unicamente nos resta ejemplificar geométricamente algunos de estos conceptos, 

para lo cual, lo más ilustrativo será situarnos en el espacio tridimensional 11&
3 donde 

podemos trabajar con figuras conocidas e incluso construir modelos de ellas. 

Los cinco sólidos platónicos (poliedros regulares) nos serán muy útiles ya que 

las nociones de polaridad y dualidad se pueden ilustrar fácilmente con ellos. 

Como ahora estamos en un espacio tridimensional, trabajaremos con 3-polito

pos, los cuales tienen caras propias únicamente de tres dimensiones distintas: los 

vértices con dimensión O, aristas con dimensión 1 y sus facetas (que comúnmente 

se conocen como caras) con dimensión 2. 
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Recordemos que los sólidos platónicos son superficies sólidas limitadas por por

ciones de planos, que tienen la propiedad de que todas sus facetas, aristas y vértices 

son iguales entre sí. Entendemos que dos vértices serán iguales si concurren el 

mismo número de aristas en cada uno de ellos y los ángulos entre éstas son iguales. 

Existen cinco sólidos platónicos. El tetraedro es el más sencillo de ellos ya que 

tiene solo cuatro facetas, cada una de las cuales es un triángulo equilátero. Tiene 

seis aristas en total y cuatro vértices, en cada uno de los cuales concurren tres 

aristas. 

Figura. 7. TcLra.cdro 

El hexaedro o cubo tiene seis facetas y cada una de ellas es un cuadrado per

fecto. Tiene doce aristas y ocho vértices, en cada uno de los cuales concurren tres 

aristas. 

El octaedro tiene ocho facetas, cada una de las cuales es un triángulo equilátero. 

Tiene doce aristas y seis vértices, en cada uno de los cuales concurren cuatro aristas. 

El dodecaedro tiene 12 pentágonos regulares como facetas, tiene treinta aristas 
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Figura 8. Hexaedro 

Figura 9. Octaedro 

_____ ,...,,,,,..,,,,,...,,,,,..,,,,,.. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

y veinte vértices, en cada uno de los cuales concurren tres aristas. 

Finalmente, el icosaedro tiene veinte triángulos equiláteros como facetas, tiene 

treinta aristas y 12 vértices, en cada uno de los cuales concurren cinco aristas. 

Como sabemos, los vértices de un poli topo corresponden bajo un anti-isomorfis-

moa las facetas de su politopo dual. Como las caras de un 3-politopo pueden ser solo 

de tres tipos, se debe tener entonces que las aristas de un 3-politopo corresponderán 
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Figura 10. Dodecaedro 

Figura 11. Icosaedro 

bajo un anti-isomorfimo a las aristas de su dual. 

Podemos decir, en términos generales, que el dual de un 3-politopo será otro 3-

politopo con el mismo número de aristas que el original, pero habrá un intercambio 

en el número de vértices y de facetas de ambos. 

Por las propiedades de un anti-isomorfismo, tendremos además que a un polígo

no de n lados, que sea faceta de uno de los politopos, corresponderá un vértice del 
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po!itopo dual, en el que concurren n aristas. Con estas observaciones en mente y 

recordando la descripción de los sólidos platónicos encontraremos el dual de cada 

uno de ellos. 

Al tetraedro corresponderá un politopo que tenga tantas facetas como vértices 

tiene éste, es decir, cuatro. Así mismo, el dual tendrá tantos vértices como facetas 

tiene el tetraedro, que también son cuatro. Finalmente, tendrá el mismo número de 

aristas que el tetraedro, es decir, seis. Como en cada vértice del tetraedro concurren 

tres aristas, las facetas del politopo dual deberán ser triangulares y como las facetas 

del tetraedro son triangulares, en cada vértice del dual concurrirán tres aristas. De 

esta forma vemos que un dual del tetraedro será otro tetraedro, es decir, el tetraedro 

es su propio dual. 

Si hacemos un análisis similar con cada uno de los sólidos platónicos restantes 

veremos que el octaedro y el hexaedro son duales entre sí, y de igual forma, el 

dodecaedro y el icosaedro serán duales uno del otro, de tal modo que los sólidos 

plátonicos tendrán duales dentro del mismo conjunto de sólidos platónicos. Esta 

dualidad se aprecia claramente en la siguiente tabla: 

Sólidos Vértices Aristas Facetas 

Tetraedro 4 6 4 

Hexaedro 8 12 8 

Octaedro 6 12 8 

Dodecaedro 20 30 12 

Icosaedro 12 30 20 
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Estos mismos resultados los podemos obtener construyendo el conjunto polar 

de cada uno de los sólidos platónicos, para lo cual recordaremos que cada uno de 

estos sólidos puede inscribirse dentro de una esfera (esfera circunscrita) de tal forma 

que sus ejes de simetría pasen por el centro de la esfera. Además, se puede inscribir 

una esfera (esfera inscrita) en cada uno de ellos de tal forma que dicha esfera sea 

tangente a cada una de las facetas del sólido y el punto de tangencia sea el incentro 

de la faceta (el incentro es el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos 

de la faceta). 

Cabe mencionar que para cualquiera de estos sólidos los centros de las esferas 

inscrita y circunscrita coinciden. A este centro lo tomaremos como centro de in

versión para encontrar el conjunto polar del sólido. 

Recordemos que el conjunto polar de un politopo será otro politopo cuyas 

facetas tendrán como vectores normales a los vértices del politopo original. 

Mostraremos dos procedimientos (dependiendo de cual sea la esfera que tome

mos como esfera de inversión) para hallar los vértices del conjunto polar de un sólido 

platónico. 

Si escogemos como esfera de inversión a la esfera inscrita y tomamos su radio 

como unidad, bastará fijarnos en el incentro de cada una de las facetas del sólido. 

Como la esfera es tangente al sólido en dicho punto, el vector correspondiente a este 

punto será precisamente el vector normal de la faceta. Por lo tanto los vértices del 

conjunto polar serán los incentros de las facetas del politopo oiriginal. De aquí que 

para construir el conjunto polar baste unir los incentros de facetas adyacentes (ver 
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figuras al final de la sección). En este caso la esfera inscrita del primer politopo 

será igual a la esfera circunscrita del conjunto polar. 

Si escogemos como esfera de inversión a la esfera circunscrita y tomamos su 

radio como unidad, nuevamentre debemos fijarnos en el incentro de cada faceta 

y "moverlo" perpendicularmente a ésta, hacia afuera del sólido. Esta translación 

eventualmente llevará al punto a coincidir con un vértice del conjunto polar. El 

que tan lejos debemos mover ese punto nos lo dice la relación de polaridad. Si el 

incentro está representado por el vector x, debemos hallar otro vector de la forma 

>.:z: con >. > 1 de tal forma que (>.x, x} = l. Uniendo los puntos así obtenidos, 

que correspondan a facetas adyacentes, podemos construir el conjunto polar (ver 

figuras al final de la sección). En este caso la esfera circunscrita del politopo original 

coincidirá con la esfera inscrita del conjunto polar. 

Es fácil ver que si se repiten estos procedimientos se obtendrán los sólidos 

originales aunque en versión más pequeña para el primer caso y más grande para 

el segundo. 

En las siguientes figuras se pueden apreciar los cinco sólidos platónicos inmersos 

dentro de su dual, de tal forma que cada vértice del sólido interior coincide con el 

incentro de una faceta del sólido exterior. Estas figuras sirven para ilustrar los dos 

procedimientos anteriores. 
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F'i~uras 12 y l:L Tetraedro dentro de olro lclr:u~dro. 
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Figuras 1.f y 15. Jlcxacclro denlro de 1111 ocLacdro. 
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Figuras 10 y 17. Octaedro dentro de un hexaedro. 
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F'iguras 18 y 19. Dodecaedro dentro <le un icosaedro. 
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Figuras 20 y 21. Icosaedro denLro de un dodecaedro. 
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