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INTRODUCCION 

El educador no puede prescindir de la 16~ica que es un 

instrumento intelectual de carácter universal y apo}•ará su ac­

ción pedagógica sobre la base universal de la conciencia empí­

rica y del conocimiento de todas sus formas. 

El valor de la lógica es ir desarrollando el pensamien­

to deJ~ctivo-demostrativo de los educandos. Tiene su aplicación 

tanto del conocimiento científico, como del filosófico y meta­

físico. 

La lógica tiene un lugar central (o al menos así debe­

ría de suceder) en los programas de educación media y superior, 

ya que fortalece los atributos del educando como: atención, or­

den, constancia y amor a la objetividad, en cuanto que están i~ 

trisecamente ligados a las características de la misma lógica. 

Esta atenci6~ educativa no es enseñanza s6lo formal; es 

propedéutica para la acción del conocimiento humano 1 y de las 

ciencias. El educando encontrará en la lógica las condiciones 

para el desarrollo de otras cualidades, como la capacidad de o~ 

servar y comprobar sus hip6tesis en la investigación del cono­

cimiento empírico. 



Esta disciplina forma los hábitos de rigor. de orden, 

de congruencia, de certidumbre, de la propiedad de ·1a·" lengua 

y de la enunciación precisa del conocimiento. 

Un pensamiento lógico tendría un ~~e~to en la normali­

:aci6n de las relaciones humanas, .si d~:er~_~a: ~O~ .coilceptos un 

significado preciso y firme. La 16gica conduce a la posibili· 

dad de un mejor entendimiento entre los que tienen el deseo de 

lograrlo. La lógica, al perfeccionar y agili:ar los instrumen­

tos del pensamiento, ella desarrolla el sentido crítico de los 

hombres y en consecuencia hace que se vean menos extraviados por 

pseudorazonamientos. 

Los conceptos de la lógica penetran en el cuerpo inte­

gro de la matemática y las leyes 16gicas se aplican en los ra­

zonamientos matemáticos. 

Ante la dificultad en la camprensi6n r enscñan:a de las 

matemáticas, tanto algunas alumnos como maestros se han inclina­

do por el aspecto de la memoria y la mecanización. Este trabajo 

no pretende minimizar los aspectos de memori:aci6n y mecaniza­

ci6n en la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas. Se pre­

tende sustentar el método deductivo, para que una vez com~ren­

didos los principios y fundamentos de la 16gica matemática se 

refuercen con la memoria y la mecani:ación, funciones éstas im­

portantes, pero que por sí mismas no satisfacen una completa -­

comprensión de esta disciplina. 



La lógica simbólica es una disciplina cuyo advenimien­

to a los primeros planos de la docencia es una necesidad de 

nuestro tiempo. Nuestro uso del lenguaje cotidiano es a menudo 

vago y nuestro nivel diario de pensamiento con frecuencia es 

confuso. Por lo que es necesario que en su educaci6n meOia, el 

alumno se inicie en una forma de pensamiento que propicie el 

esmero y la precisi6n. 

El papel 9rincipal de un curso de lógica simbólica, 

consiste en fomentar la disciplina intelectual del estudiante. 

Este trabajo no pretende constituirse en un manual de 

virtudes intelectuales. Es introductorio, no sistemático del 

método deductivo en la enseñanza de las matemáticas con ayuda 

de los principios lógicos. 

\' 

La lógica simbólica comprende una gran variedad de te­

mas, los cuales serían cada uno, motivo suficiente para una in­

vetigaci6n profunda. Un objetivo de este trabajo es una relexi6n 

de los temas que comprende el método que propone dicha lógica, 

lo que implica tocarlos de una manera general~ 

La bibliografía utilizada de ninguna manera es de carác­

ter especializada, antes al contrario, son libros de texto que 

son utilizados en algunas universidades~ 



vi 

Por lo dicho anteriormente, se pretende introducir al 

estudiante de lógica, mediante un lenguaje que a la vez es pro­

pio de la lógica y también sencillo en su comprensión, Los eje~ 

plos mostrados son de acuerdo al nivel del trabajo, es decir, 

ejemplificativos de cada uno de los diferentes temas expuestos. 



Capítulo I 

LA CIENCIA DE LA LOGICA 

1.1. Objeto de c3tudio de la lógica, 

En un sentido restringido, es objeto de estudia de la 

lógica la t.eoria de los argumentos ,~álidos o teoría de la in­

ferencia deductiva. 

En sentido amplio, incluye la teoría de la definición 

y la teoría de las clases o conjuntos. 

La lógica se ocupa de un segmento determinado de la 

realidad; los ra:onamientos, es decir, el estudio sistem5tico 

del proceso del razonamiento preciso, 

La 16gica estudia la estructura de la ciencia y los 

métodos que emplea en el descubrimiento de la verdad. Deter· 

mina las condiciones que hacen posible una perfecta clasifi· 

cación, una hipótesis fecunda, una explicación causal o te-

leológica, una observación ceñida a la realidad del objeto, 

un experimento inquisitivo confirmatorio de una ley y la prue-

ba de un acerto o de una inferencia que se acaba de relizar.(1) 

( 1) TARSKl, Al6Jt.ed, ln.t.toducc..i.6n a. la .F6q{ca u q la me.todolo­
g.Ca d:J e.a~ c.{e.nc.ia.d deduc..t.(vcu. Ma.dtr..ld, Elip4Ja. Ca.lpe, 1977 
p. 11 



En otras palabras, es una búsqueda de la verdad media~ 

te la exactitud de la combinaci6n científica con la mayor inte~ 

ligibiliqad posible. 

El método deductivo clarifica·nuestros tipos de pensa­

miento, guía correctamente nuestros procesos de ra:onamientos 

y ayuda a evitar errores. 

Una finalidad de la lógica simb61ica o matemática es 

reducir procedimientos verbales complicados a simples disposi­

tivos de letras y símbolos. 

La lógica es el arte de hacer inferencias válidas, es-

to es, inferencias que garanticen la validez. de las conclusio-

nes cuando las premisas son verdaderas. Para algunas ciencia$ 

es el único medio de establecer verdades formales. 

El valor de la 16gica simb6lica par~ la investigación 

es la aclaración de las pro~osiciones de la ciencia por medio 

del análisis lógico. Más específicamente, en la descomposición 

de las proposiciones en sus partes (concegtos} 1 en la reduc­

ción paso a paso de los conceptos a conceptos más fundamen­

tales y de las proposiciones a proposiciones más fundamenta­

les. 

Un razga característico de esta 16gica consiste en 

que este filosofar se reali¡a en estrecho contacto con la cie~ 

cia empírica.(1) 

( ll CARNAP, Rudol6. La a.nUqua u l<L 11uev<L i.ón lc<L. A1Lt:.lcui.o c.om­
plta.do po~ AYER, A. 1 .. e.n El po~.<.Uv,..i...~mo ló'g.<..co, 
Ed. F.C.E. PIL.lme."t ed.lc.ló11, Méx.lc.o, 1qs1. pp. 139,140 



1.2 La lógica aristotélica y la lógica matemática 

La 16gica es una ciencia autónoma aún antes de la ari! 

mética y la geometría. Arist6teles sistematizó su estudio en 

su obra Organón. Esta concepci6n de lógica tuvo un estancamie.!!_ 

to casi absoluto. Se ha empe:ado a desarrollar intensivamente, 

transformándose, adoptando un carácter semejante a una rlisci­

plina matemática¡ da origen a una 16gica matemática, simb6li· 

ca o logis tic a. 

La nueva, echa raíces en la aristotélica, no la con­

tradice, la recrea, la sobrepasa en la solidez de sus funda­

mentos, perfecciona los métodos empleados en su construcción 

y la enriquece en conceptos investigados y encuentra nuevos 

teoremas. 

La 16gica aristotélica en algunos casos incapaz. de sa­

tisfacer los requisitos de riqueza de contenido, de rigor far· 

mal y de utilidad técnica que la nueva tarea le exigía. 

En lo que respecta a la precisión en la elaboración 

de conceptos y a la minuciosidad del análisis, se encuentra la 

lógica aristotélica en un nivel primitivo, 



La creación de un instrumento nuevo y efica: en lugar 

del antiguo, requirió mucho tiempo. Junto con los lógicos, los 

matemáticos, en los últimos añost su origen estuvo determina­

do por las dificultades halladas en la matemática. Al princi­

pio no se pensó en una aplicación más general y filos6ficamen­

te más significativa. La nueva 16~ica permanece aún ignorada 

por un amplio sector de los fil6sofos y consecuentemente no 

se ha podido obtener, para esta disciplina ventajas aprecia­

bles. Es probable que el aparato formal, deapariencia matemá· 

tica, los ahuyente. 

Los ra:gos que diferencian la lógica matemática de la 

aristotélica y mediante los cuales la lógica nueva ha adquirí-

do importancia especial para toda la ciencia son: la aparien-

cia simbólica con la que suele presentarse la nueva lógica (se 

hará un desarrollo más compl~to en el apartado 2.1), el enri-

quecimiento de contenido, que consiste primordialmente en con­

siderar relaciones en vez de limitarse a predicados, la solu­

ción de lñs 11 antinomias1t por medio de la teoría de los "tipos" 

y el análisis de conceptos por medio del cual se llega a uni-

ficar a la ciencia. 

1.3 Desarrollo histórico de la lógica matemática. 

Los matemáticos durante dos mil años han estado ha-

ciendo inferencias correctas de índole matemático intrincadas, 

los lógicos y los filósofos han estado anali:ando la naturale­

za de los argumentos válidos. Es de notar que, sólo en las úl­

timas tres o ~uatro décadas haya sido desarrolladQ· una teoría 

formal de la inferencia. 

10 



Los lógicos de la antiguedad, los medievales y los pos­

tmedievales descubrieron mucho de importancia y significaci6n 

sobre la 16gica, pero el más importante defecto de esta tradi­

ción clásica, era su fracaso en relacionar la lógica como teo­

ría clara de la inferencia con la clase de ra:onamientos deduc­

tivos que se usan continuamente en ciencias y filosofía. 

La lógica fue creada por Ar is t6teles, filósofo griego 

del lV antes de cristo (384-.322}, en su obra Organón. 

La 16gica matemática surgió en las últimas decadas del 

siglo pasado. Partiendo de ideas de Leibniz y haciendo uso de 

aportaciones anteriores (De Margan, 1847; Bolle, 1854). Frege, 

Peana y Schroder realizaron los primeros intentos para una re­

construcci6n nue\·a amplia de la 16gica. En base a estos traba­

jos pre\'ios, Whi teñead y Russell crearon la gran obra fundamen-

11 

tal de la la nueva 16gica, los "Principia Mathematica" (1910-19131. 

Todos los trabajos anteriores a la I6gica nueva se apoyan en es-

ta obra, y se proponen a complentarla a reestructurarla. (Pue-

den mencionarse algunos nombres; la Escuela de Gotinga: Hilbert, 

Ackermann, Bernays, Behmann y otros; la Escuela Varsovia: 

Lukasiewicz, Lesniewski, Chwistek, Tarski y otros, Wittgenstein 

y, relacionado con él, Ramsey). 



El estímulo más importante para el desarrollo de la nue­

va 16gica residía en la necesidad de una revisión crítica de los 

funda.men tos de la ma temática. La matemática, en especia 1 desde 

los tiempos <l°e Leibniz y Newton 1 había hecha progresos enormes >· 
adquirido un gran acopio de conocimientos nuevos. Pero el afian­

zamiento de los fundamentos no había avan::::ado a compás con el rá­

pido crecimiento del edificio. Por consiguiente~ hace un siglo 

comenzó a hacerse un esfuerzo mas vigorozo para aclarar los con· 

ceptos fundamentales. Este esfuerzo tuvo éxito en muchos casos. 

Los matemáticos lograron deiinír en forma rigurosa conceptos tan 

i:nportantes como, por ejemplo, los de limite~ derivada y número 

complejo. Durante mucho tiempo, esos conceptos habían sido fruc­

tuosamente aplicados¡ y no se debió precisamente a la claridad 

Je dichos conceptos, sino al seguro instinto de los grandes ma· 

temáticos el que la insuficiencia de los conceptos elaborados no 

produjera dafio en la matemática. 

Los esfuerzos para profundizar los conceptos fundamenta-

" les siguieron adelante paso a paso. Los investigadores no .Concen-

traron con retrotaer a los diferentes conceptos del análisis ma­

temático al concepto fundamental de número; exigían que el con­

cepto mismo de número fuese aclarado 16gicamente. 

12 



Esta investigaci6n de los fundamentos 16gicos de la 

aritmética con un análisis 16gico del número como meta, re­

quería perentoriamente un sistema lógico que tuviese la am­

plitud y la precisión necesaria para realizar el trabajo que 

se exigía de él. Así, estas inve3tigaciones dieron un impul­

so especialmente vigorozo al desarrollo de la nueva lógica. 

Por esta ra::6n tuvieron que trabajar pi:imordialmente en lógi­

ca, Peana, Frege, Whitehead, Russell y Hilbert. 

La necesidad de una reconstrucción de la lógica se 

hizo aún más apremi•mte cuando se advirtieron en el campo de 

las matemáticas ciertas contradicciones ("antinomias"), las 

que pronto mostraton tener un carácter 16gico más general. 

Esas contradicciones s6lo pudieron resolverse mediante una re­

construcci6n a fondo de la lógica. (1) 

El primer sistema de cálculo proposicional esta en la 

obra Begriffsschift (Halle, 1879) del 16gico alemán G. Frege 

(1848·1.925), quien ha sido el más grande lógico del síglo XIX. 

En afias recientes ha sido formulada una teoría comple­

tamente explícita sobre la inferencia adecuada para manejar 

todos los casos de razonamientos deductivos por; Kurt GOdel, 

J. Lukasiewicz, David Hiibert y Alfred Tarski; 

(1) CARllAP,. Op.C.i..t. pp. 140,141 

13 



1.4 La lógica y las ciencias en general. 

La lógica simbólica y las matemáticas, son las cien­

cias estructurales de la civilización moderna. Si afirmamos 

que esta lógica es el fundamento de las matemáticas, entonces 

la lógica es la ciencia básica de la civilización de nuestros 

días y la matri: de las formas del futuro. (1) 

Se distingue la lógica aplicada, que comprende el aná­

lisis lógico de los conceptos y las proposiciones de las dife· 

rentes ramas de la ciencia, de la lógica pura con sus proble­

mas. Aunque hasta ahora la mayor parte de los trabajos de la 

nueva lógica trataron sobre cuestiones formales, también en el 

campo de la lógica aplicada se han alcanzado resultados esti­

mulantes. 

Al analizar los conceptos de la ciencia, se ha deraos· 

trado que todos esos conceptos pertenecen, de acuerdo con la 

clasificaci6n habitual 1 ya sea a las ciencias naturales, a la 

psicología o a las ciencias sociales. pueden ser referidas a 

una base común, puesto que pueden retrotraerse a conceptos ra­

dicales (básicos) que se refieren a "lo dado" 1 es decir a los 

contenidos inmediatos de la vivencia. En primer lugar, todos 

los conceptos relativos a la experiencia subjetiva personal, 

es decir, los que se aplican a los acontecimientos psicológi­

cos del sujeto cognoscente, pueden referirse a lo dado. 

( 11 SUPPES, Pa..tJL.i.c.iz., 1 n.t.toducc.-idn a la l.dg-ic.a. 4.i.mb6Uc.a.. Mé'x..ico. 
C.C.S.A., 1916, p.11. 

14 



Todos ·los conceptos físicos pueden reducirse a concep­

tos relativos a la propia experiencia subjetiva personal, por­

que todo acontecimiento físico es confirmable en principio a 

las experiencias subjetivas de otros 1 esto es, los que se apli 

can R los procesos psicol6gicos de sujetos distintos a noso­

tros mismos, se constituyen a partir de conceptos físicos. 

Finalmente, los conceptos de las ciencias sociales se 

remontan a conceptos de clases. Resulta, así, un sistema de 

constituci6n de los conceptos en el que todo concepto de la 

ciencia debe, en principio, hallar su lugar de acuerdo con la 

manera como se ha derivado de otros conceptos y, en última in~ 

tancia, de lo dado. 

La teoría de la constituci6n, es decir, la teoría de la 

construcción de un sistema de todos los conceptos científicos 

sobre una base común, demuestra además que, de una manera co­

rrespondiente, toda proposición de la ciencia puede ser retra­

ducida a una proposición acerca de lo dado. 

Un segundo sistema de constitución, que incluye igual­

mente a todos los conceptos, tiene por base a los conceptos fí­

sicos, es decir, a conceptos que se aplican a procesos temporo­

espaciales. Los conceptos de la psicología y de las ciencias se 

re.ducen a conceptos de la f!sica como corresponde al principio 

del conductismo. 

15 



Asi, como los medios de la nueva 16gica, el análisis 

I6gico conduce al intento de una "ciencia unificada''· No hay 

ciencias diferentes con métodos fundamentalmente distintos ni 

diferentes fuentes de conocimiento, sino una s6la ciencia, To­

dos los conocimientos encuentran su lugar en esta ciencia y 

precísamente como conocimiento que pertenecen, fundamentalmen­

te, a la misma clase; en realidad su aparente diversidad es 

sólo ilusoria y producto de la multiplicidad de lenguajes con 

los cuales se les acostumbra representar. (2) 

La 16gica simb6lica en sus escasos cien años de vida 

ha llegado a los circuitos electrónicos; indicio de su influ­

jo. Los principios de la inferencia 16gica y su método deduc­

tivo son universalemente aplicados en todas las ramas del co­

nocimiento. La teoría se aplica en tribunales, en análisis fi 
los6ficos de las vcrda.c!es eternas y en general atan.e a toda de· 

1iberaci6n humana. 

En cualquier rama de la ciencia o de las matemáticas, 

uno de los métodos más poderosos para eliminar la vaguedad con­

ceptual es el de aislar un pequeño número de conceptos (16gi­

cos) básicos para el sujeto de que se trate. El modelo 16gico 

así establecido es traspolado a cualquier cie~ciá o conocimien­

to. 

IZI CARNAP, Rudoló., op. C . .:.t., pp. 149,150. 

16 



CAPITULO lI 

LA SDIBOLI ZACION DE LA LOGICA 

Z. l Simbolizaci6n de proposiciones .. 

Cuando se mira un tratado de lógica moderna~ el primer 

rasgo externo que impresiona es la utili:aci6n de fórmulas sim­

bólicas que parecen análogas a las de la matemática. Este sim­

bolismo fue creado originalmente apoyándose en el de la matemá­

tica: pero después se desarrolló una forma más adecuada para 

los fines específicos de la lógica. 

En matemáticas y en general en las ciencias es indiscu­

tible la ventaja del método simb6lico de representación sobre 

el lenguaje formal. Por ejemplo, considérese la proposici5n¡ 

"si se multiplica un número por un segundo número 1 el resultado 

es el mismo que el multiplicar el segundC' por el primero". Re· 

sulta más nítido decir: Dados d.,s namcros cualquiera 11x 11 e "y", 

es valido que X•Y=y·x, ''º más breve y cl.:i.ro usando el signo 16-

gisto de universalidad (~x) (x·y=y.x). 



Por el empleo del simbolismo en 16gica, las inferencias 

adquieren un rigor que de otro modo no puede conseguirse, Las 

inferencias se hacen por medio de operaciones similares a las 

aritméticas, sobre fórmulas. Este método supuesto garantiza que" 

en la deducci6n no se deslizarán supuestos inadvertidos, aspec­

tos que es muy difícil evitar en un lenguaje de palabra. 

Uno de los objetivos de la lógica es desarrollar un va~ 

cabulario que sea preciso y al mismo adecuado para el análisis 

de los problemas. Para ésto es necesario redactar un conjunto de 

regl1s que sean perfectamente claras y definidas y que estén li· 

bres de las vaguedades que pueden hallarse en nuestro lenguaje 

corriente. 

Consideraremos las proposiciones u oraciones que maneja­

mos en nuestra lengua castellana. En 16gica dividiremos a estas 

proposiciones en proposiciones atómicas y proposiciones molecu· 

lares. 

Las proposiciones atómicas son las más simples (o más 

básicas) en las que afirmamos un s6lo atributo de un s6lo suje~ 

to. 

Las proposiciones moleculares son la unión de dos o más 

proposiciones atómicas unidas mediante uno o más términos de en­

lace, también llamados conectivos lógicos~ 

Ejemplos de proposiciones atómicas: 

El número uno es un número entero~ 

+ 1 = 

lS 



Ejempla de proposiciones moleculares; 

El número uno es entero y es divisible por dos 

2+1°3 O -1-1=3 

Estas proposiciones moleculares se han construido con 

dos proposiciones atómicas y un término de enlace diferente ca· 

da una; la primera el conectivo lógico "y" y la segunda propo· 

sición el conectivo "o". 

Los símbolos que usaremos en lógica para representar 

proposiciones atómicas son letras mayúsculas, tales como "P", 

"Q", "R", "S", ... 

Las proposiciones matemáticas utilizan sus propios sím­

bolos, es decir, no hay necesidad de simbolizar lo que ya ha 

sido simbolizado. Esto no implica que tanto la 16gica como la 

matemática su lenguaje sea simb6lico en sentido estricto. 

2.2 Términos de enlace o conectivos 16gicos. 

Nos proponemos en este partado establecer reglas pre­

cisas y estrictas sobre el uso de ciertas palabras claves, co­

mo son: "no", "y", "o", "si ... entonces ... ", "si, y sólo si". 

En adelante les llamaremos términos de enlace o conectivos 16· 

gicos. Estos conceptos junto con "todos" 11 hayi1 "idéntico" son 

los m&s importantes en la nueva lógica (que en parte son redu~ 

tibles unos a otros). 

19 



NEGACION: su símbolo es " , 

La regla que sigue este conectivo es: la negaci6n de 

una proposici6n cierta es falsa, y la negación de una falsa 

es cierta. 

~ F 

V 

CONJUNCION: Se usa la palabra "y" para conjuntar dos 

oraciones, a fin de hacer una sóla oración que se denominará 

conjunci6n. 

Se utilizará como srmbolo la letra inglesa "fP'. 

La regla que sigue este conectivo es: 

La conjunción de dos proposiciones es cierta si, y s6-

lo si ambas proposiciones son ciertas. 

p Q p & Q 

V V V 

V F F 

F V F 

F F F 

20 



DISYUNC!ON: Se usa l.:t palabra "o" para efectuar la 

disyunci6n de dos proposiciones a fin de h3cer una sola. 

La regla que sigue este conectivo es: 

La disyuncidn de dos proposiciones es verdadera si, y 

sólo si cuando al menos una de las proposiciones lo es: 

Se aclara que se restringe el uso de la palabra dis· 

yunci6n, al sentido no exclusivo (inclusivo), es decir que una 

disyunci6n es verdadera cuando una proposicidn o la otra son 

verdaderas o inclusive ambas también lo son. 

El uso del conectivo "o" en sentido exclusi\~o, al afir· 

mar una de las proposiciones excluye a la otra y visceversa. 

En el siguiente trabajo se utilizará el sentido de in· 

elusivo. 

p Q p V Q 

V V V 

V F V 

F V V 

F F F 

El símbolo de la disyunción es "v": 



IMPLICACION: Proposición condicionaL 

Se usa la palabra "si. .. entonces .•. 11 para obtener de 

dos proposiciones atómicas una proposición condicional. 

Su símbolo es " __.¡. " 

Una proposición condicional es falsa si, el anteceden­

te es verdadero y el consecuente es falso: en e ualquier otro 

caso es verdadero. 

p Q P- Q 

V V \' 

V F F 

F V \' 

F F V 

EQUIVALENCIA: Proposiciones Bicondicionales. 

Se usa la expresión "si, y s6lo si" para obtener de dos 

proposiciones atómicas. 

Su símbolo es 11·+-+ 

Es regla que sigue este conectivo es; 

Una proposición bicondicional es verdadera si, y s6-

lo si sus '.los miembros ·son ambos verdaderos o. a"mbos falsos. 



p Q p - Q 

V V V 

V F F 

F ,. 
F 

F F \' 

Estas reglas que siguen los conectivos se han estable­

cido para componentes atómicos, pero se aclara que también son 

válidos para componentes moleculares. 

En la mayoría de los casos una proposici6n molecular 

consta de más de dos proposiciones atómicas. Es necesario es­

tablecer ciertas formas de agrupar dichas proposiciones. Para 

ello nos valderemos del uso de paréntesis. Los paréntesis defi 

nirán si se trata de una conjunción o de una disyunción. 

''Si se adopta una convención natural con respecto a 

la denominación relativa de dichos conectivos se obtendrá una 

considerable reducción de los paréntesis usados en la prácti~ 

ca .. (1) 

La convención es: Los símbolos " __.." y 11 <E-+ " do-

minan a '' & '' y '' v ~' 

Ejemplo: 

s­
P+--o 

H U 

( Q V R 

significa s- H u 

significa P- Q v R 

(1[ SUPPES, P11:t1r..<c.k., op. c..<t., p. H 



Por lo que el valor de certeza o falsedad de una pro­

pos lci6n molecular está en función del valor de vcrdad·de cada 

proposici6n atómica, así como del término tle enlace que conec· 

ta dichas proposiciones atómicas. 

:.J Constantes y Variables. 

Entre las expresiones y símbolos que intervienen en 

los teoremas y demostraciones matemáticas, distinguimos con~ 

tantes y variables. 

Consta.nt..: es un término o parte de una proposici611 

que tiene un significado fijo, que permanece inalterado en ~l 

? 
cur:;o de las consideraciones. Es el caso de 11 s- 11 , "t", "cero". 

"suma", "Jase Velii:·1t1c:" ••. 

Una variable es también un término o parte de una pro· 

posici6n que no posee significado propio. 

Una variable puede ser sustitu!da por una expresión 

que nombre o designe un Gnico objeto. Se utiliza ordinariamen-

te las últimas letras del alfabeto latino; "u" 1 "v'', 11w11
, 

11 x1
', 

"y" J "z." J 

" Las variables desempeñan un pa­
oel fundamental en la formulaci6n 
de teoremas matemáticos { .•. } a 
la introducción de las variables 
debemos el desarrollo de un méto­
do tan fructífero para la solu­
ción de problemas matemáticos, ca 
mo es el método de las ecuacioneS. 
La invenci6n de las variables cos­
ti tuye un punto culminante en la 
historia de las matemáticas'' 

TARSKI, op.cit. pp.36-37 



2.4 Cuantificadores universales y Cuantificador existencial. 

La palabra cuantificador indica cantidad. Existe la 

posibilidad en cuanto a la cantidad, de oredicar sobre una can· 

tídad determinada a ~ los elemento~ del universo, a ningún 

elemento de ese universo o alguno(s) elemento(s) del mismo uní· 

verso. 

Resultan tres cuantificadores; todos,ninguno y alguno. 

Dos de ellos son positivos~ todos y alguno. Uno negativo; nin .. 

guno. 

1.os cuantificadores todos y ninguna predican sobre la 

totalidad del universo, por lo tanto son cuantificadores univer· 

sales. El cuantificador alguno, predica sobre la existcnci~ de 

algún elemento que cumple tal o cual predicado. Por ello, este 

cuantificador recibe el nombre de cuantificador existencial. 

El cuantificador universal 11 Todo 11
, se predica uní-

versalmente de todos los sujetos (términos). 

Se simboliza por '' ~ 11 

( Vx ) se lee; para toda x 

Ejemplo: 

( Vx ) ( x•x ) ; para toda x, x es igual a sí misma. 

El cuantificador universal negativo 0 Ninguno" 

25 



En el mismo titulo está comprendf?a s-\..1 noci6.n. Es cuan­

tificador porque se· refiere a 1a ca~t_ida·d·, és Universal negativa 

ya que en el concepto niniituno -_eStá:.· é_onteni~a .. 1a···~dea de una ne­

gación total. 

Ejemplo: 

( 1) Ningún~ hombre es inmortaL 

Si- introducimos v31-iables ·ia proposición (1) quedará, 

(l') Para toda x, si x es un hombre, entonces x !!2. es 

inmortal. 

Definimos cada proposición atómica. 

V~·.:--+ X es un hombre. 

Ix ~ x es inmortal. 

Por lo tanto, el término NINGUNO contiene: 

Un cuantificador universal más una negaciál¡simboli~ado queda, 

NINGUNO • ( ~x ) +, 

Cuantificador Existencial. Para su compren~ión se ca-

menzará por un ejemplo: 

(1) No todos los hombres son rectos. 

En este ejemplo la negación antecede al cuantificador. 

Es la negación de 

(Z) Todos los hombres son rectos. 

Se introducen variables en la proposición (1). 



(1') ~o ocurre que, para todo x, si x es. un hombre, 

entonc~s x es recto. 

Definimos cada proposición; 

Hx ,.._..., x es un hombre. 

Rx +..+ x es un recto. 

Simbolizamos la premisa (1 '). 

, ('t'x) ( Hx .... Rx 

~. equivale a decir algunos o por lo menos uno. 

Al menos un elemento del universo cumple con la proposición. 

La forma existencial se simboliza por 11E11 

( Ex ) se lee¡ existe algún x, tal que cumpla con la 

proposición ... 

Ejemplo: 

(Ex) ( x=x ); existe algún elemento x, tal que x sea 

igual a sí misma. 

11Con la cuantificación se completa tanto la compren­
sión de una proposición como su representación simbólica. Con 
un cuantificador es más sencillo conocer la veracidad de una 
proposici6n "( 1). 

(11 FLORES MAYER, Faut•ch, et.al., Tema• •electo• de Matemd.t.lca•, 
Mlx.lc.o, P1t.091t.c..&o, 1981, p. 
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CAPITULO I Il 

METODO DEDUCTIVO DE LA l!ATEl1HICA 

3.1 Primeros principios; axiomas y teoremas. 

Los razonamientos se dividen tradicionalmente en dos 

tipos dif~rentes: deductivos e inductivos. Aunque todo raza-

r . .lmicnto lleva implícita la afirmación que de sus premisas 

ofrecen algún fundamento para la verdad de su conclusión, so­

la.mente los razonamientos deductivos pretenden de sus premisas(1') 

que ofrezcan fundamentos concluyentes. 

En el caso de los razonamientos deductivos, se usan 

los términos técnicos (convencional es) "válido" y no ''válido", 

Un razonamiento deductivo es válido cuando sus premisas brin­

dan un fundamento seguro para la conclusión, esto es cuando las 

premisas y la conclusi6n están relacionadas de tal manera que 

es absolutamente (lógicamente} imposible que las premisas sean 

verdaderas sirt que la conclusi6n también lo sea. Todo razona· 

miento deductivo es válido o no válido, y la tarea de la 16gi· 

ca deductiva es aclarar la naturaleza de la relaci6n existente 

entre las premisas y la conclusión er. un razonamiento válido(!} 

•r~opohicione~ tógicah ve~dade~aJª 

11) COPI, l1:.\.1.l11r. .1.L. In.t.toduc.c-ión a la tóa.i.ca. Ed. Eudeba. 
Su<!.n.oJ ..\.i..teJ, .r1ao. pag. 2s 



ExisteR principios que se aplican a la construcci6n del 

apart:ado deductivo de la lógica comunes a las de las matemáti­

cas. Metodología de las ciencias deductivas o.~fetodología del 

análisis de la matemática es el nombre de la disciplina que se 

encarga del análisis y evaluación de dichos principios. La cien-

cia matemática, en cuanto sistematizada en un cuerpo o sistema, 

se hace coherente por la demostración. La demostración a su ve~, 

en este sentido, es capaz de producir ciencia. 

En absoluto sucede que una demostraci6n no proceda de 

principios verdaderos (o supuestos verdaderos) y primeros o más 

inmediatos. De aquí la necesidad de conocer bien los primeros 

principios en los cuales se funda la demostraci6n. 

"Si existe la ciencia, tal como 
lo hemos descrito, es necesario 
admitir también la ciencia de­
mostrativa, la cual procede de 
los principios verdaderos, pri­
meros, inmediatos, los más cono­
cidos. Los anteriores a todos 
los demás, y que son causa de la 
conclusi6n" 

Aristóteles, Analíticos Segundos, 
L.I., Cap. 2 
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En matemáticas a estos principios se les conoce como 

Axiomas {también llanaados Postulados). Estos Axiomas son co­

nocidos por sí mismos. Son admitidos como verdaderos {conven­

cionalmente) por que al comparar el sujeto con el predicado, 

vemos que éste le conviene. Un ejemplo de un axioma es "Por 

un punto exterior a una recta, sólo se traza una paraleld!(*) 

Siendo dichos axiomas inmediatos, no pueden ser obje­

to de demostraci6n alguna, porque si dichos axiomas se apoya­

_ sen en al~una demostración, se apoyarían en los ~rincipios de 

la misma, y por lo tanto ya no serán axiomas inmediatos. 

La certeza de la conclusión se apoya, en Gltima ins-

tancia, en la certeza de los axiomas o primeros principios que 

en esa demostración en particular se han utilizado. 

Por principio y por acuerdo, se hace necesario que en 

los axiomas no puede haber lugar a falsedad o engaño, no deben 

depender de alguna condici6n, son absolutos, deben ser conocí-

dos por si mismos y no por demostración. 

''Este método de construcción se denomina Método Deduc-

tivo, y las disciplinas construídas de est~ manera se llaman 
5 

Teorías Deductivas. El método deductivo es el Qnico raigo esen­
; 

~ial qu~ distingue a las disciplinas matcmátitas de otras cien-

cias. Toda teoría matemática es una teoría deductiva" (1) 

• Qu~nto po~tulado de la geomet.lr..Ca Euct.¿d~ana. 

(1) TARSKZ, op. c~t., p. 152. 



3.2 ~fodelo e iQ.terpretai:ión de una tC?oría deductiva. 

La aplicación de los principios expuestos en el apar­

tado 3.1 en relación a las teorias deductivas, cumplen con 

ciertas caracteristi~as que a continuación describimos, para 

lo cual nos valdremos de un ejemplo sencillo: 

11 x" 1 "y", 11 z11 designan segmentos. 

"S" Se define como el conjunto de los segmentos. 

se define como relación de congruencias. (1) 

x = y ¡ se lee, los segmentos "x 11 y "y" son congTuen-

tes. 

Adoptaremos dos axiomas: 

Axiomal. Para toda x del conjunto S, x"" y. 

(l,Ox) ( X : y ) 

Axioma 2. Para toda x, y, :, del conjunto S, si 

x = : y= :, entonces x = y. 

(l,Ox) (l,O~·) c:.:z) ( x=z 

De acuerdo a estos axiomas se pueden deducir varios 

teoremas: ( 2) 

Teorema l. Para toda y,:, del conjunto s, si 

y=:, entonces z=y 

(>,oy (\tz) ( ya: --+ z=y 

Teorema 2. Para toda x, y, :, del conjunto s, si 

x•y & y=z entonces x=z 

(l'x) (;ty) (;tz) ( x=y 

{ 1 J Co ng-t<Lenc.ia: 

{ 1} El .teo.tema eJ una pllopo~lc..i.6n ma.temc:ft.lca., que a. d.ióe.tenc.i.a. 
de loJ axloma.J, eJoJ ~~ nece~.i..ta.n dcm0Jt1Lac..i6n. 
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La demostro.ci6n deductiva de estos teoremas sera: 

(1) (i.tx) ( """ ) ••••.•••••••••••••••••• Axioma 

(2) 

(3) 

(i.tx) 

(>.ty) 

(i.ty) (lf:) 

(l,tz) ( :=z 

(x•: & y"z--x"y) · · Axioma 

& y": -="y) •••••• Sus ti tuc i6n 
el axioma 2 

de 
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(4) (i,ty) ('fz) y•z ~ z=:y ) .......... Teorema 1. Se deduce de 
la premisa 3 y el axioma 

(S) (>.tx) (\'y) (lfz) ( xo:y & y•: - x"z) Teorer.ia 2. Sustitución de 
y en = en el axioma 2 

Obtuvimos los teorem3.s 1 (línea .t.) y teorema Z (linen 5) 

a partir de premisas que de antemano postulamos como ciertas. 

Observaciones: 

a) Esta teoría en miniatura, se basa en un sistema de 

axiomas y definiciones. 

b) So se agota el conocimiento sobre segmentos sólo con 

estos dos teoremas. 

c) Toda demostración puede ser en gran medida generali-

zada. 

d) Podemos correlacionar con cualquier teorema de nues-

tra teoría una ley correspondiente a la 16gica. 

e) A ésto se le llama un modelo ló~ico-matemático. 

f) Se obtiene a partir de las leyes lógicas universales. 

g) Cualquier modelo del axioma sistemático satisface 

todos los teoremas deducidos de otros axiomas. 



Por analogía y siiuiendo el modelo lógico-matemático 

de segmentos y congruencia que se acaba de d~~ostrar, se reem­

pla:ará las definiciones en todos los axiomas y teoremas por 

variables diferentes. 

nes. 

El símbolo 0 5" -clases. 

El símbolo 11 ~·· 

Así: 

Axioina i.··. -

Axioma J ~ 

_ ~_P;ir·a todo _elemCnto x dC la_ c_l~se ~, x tie­

ne la relaci6n R con x. 

Axioma II (V;c) (V:y) (\':) ( xR: & yR: -xRy ) 

Teorema 

Teorema 

Teorema 

Teorema 

I. . 
!' 

JI 

Principio de transitividad 

Para todo elemento x,y,:, de la clase K, si 

x tiene la relación R con :& r tiene la re­

laci6n R con el ele~ento y. 

(.\tx) (V:y) y~z ~ z:ay 

(\'y) (V::) yR: ___., :Ry 

Propiedad simétrica. 

(V:x) (V:y) (\'•) x .. y Y'-=-x=:J 

II' (V:x) (V:y) (V:y) xRy yR:-:cR:) 

Propiedad transitiva. 
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Con estas dos demostraciones se quiso dar a entender 

el carácter de 11 modelo"1 que un ·razonamiento lógico tiene con 

respecto a cualquier área del conoci~iento, especialmente con 

las matemáticas. 

3.3 Carácter formal de las Ciencias deductivas .. 

"Todo teorema de una teoría deductiva 
dada es satisfecho µar cualquier mo­
delo del sistema de axiomas de esta 
teoría; y además de todo teorema ca· 
rresponde un enunciado general que 
puede ser formulado y demostrado de~ 
tro de un marco de la 16gica y que -
establece el hecho de que el teorema 
en cuestión es satisfecho ryor cual· 
quier modelo de esa naturaiez.<:'' (1) 

Seleccionar determinadas constantes o variables de otra 

teoría deductiva cualquiera, colocarlas en los axiomas en lu­

gar de las definiciones y demostrar que las proposiciones ob­

tenidas de esta manera son ascrsiones de esta otra teoría. 

Todos los teoremas demostrados sobre la base de un sis-

tema de axiomas dado siguen válidos para cualquier interpreta-

ción del sistema.J~ Harbarand~ 

A la l6gica se le llama ciencia formal ~arque despre­

ciamos el significado de los axiomas y tomamos en cuenta s6la-

mente su forma. 

llJ TARSK!., op. e.u .. pa.g. 159-160 
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3.* Reglas de inferencia y· demostración, 

Con lo visto en los apartados anteriores, tenemos ele­

mentos suficientes para comenzar el problema que nos ocupa es­

te trabajo; un método eficaz, constante y seguro en la enseñan­

za de las matemáticas. Es·t.'lmos hablando del método deductivo. 

Dicho método sigue relgas muy simples~ 

a) Se dan algunas proposiciones. Las aceptamos como 

verdaderas. Se les conoce como axiomas. 

b) Se conoce ciertas reglas- 16gicas de inferencia. 

e) A partir de los axiomas y del uso correcto de las 

reglas de inferencia, deducimos otras proposiciones verdade­

ras, llamadas en matemáticas, teoremas. 

d} Con todos los teoremas y axiomas deducimos otras 

proposiciones, éstas a su vez dan origen a otras, y así suce­

sivamente llegamos a la conclusi6n deseada~ 

En general nos guiará el principio; "De premisas (pro­

posiciones) verdaderas se obtienen s6lo conclusiones verdade­

ras" (1) 

Enunciaremos algunas, las más importantes reglas de 

infe1·encia eón ejemplos ·matemáticos de aplicaci6n: 

3.41 Regla de Modus Ponendo Ponens. 

Se abreviará por 11 pp 11
, 

Dada la premisa 
Si se cumple el antecedente 
Se concluye el consecuente 

P-Q 
p 

Q 

( J 1 SUPPES, P., HI LL,S., P1t.ime.t cu11.•o de l6a.ica ma.tem<f.t.lca. 
Mé.x.i.co, Ed. Re.ve.Jt.te'., 1979, o. 44 
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Ejemplo~ 

Premisa xi~x+y >l 

Premisa _,,X~P~º~~~~~~ 

Conclusión x+y >l 

3.4.2 Regla de Hodus Tollendo Tollens. 

Se abreviará por "TT" 

Premisa P __,.Q Proposici6n condicional 

Premisa _•_Q-'-~~~-

Conclusi6n ,p 

No se cumple el consecuente 

No se c~~ple el antecedente 

Ejemplo: 

Premisa 
Premisa 

Conclusi6n 

x=y ~x=;: 

x,.z 
x#y 

3.4.3 Regla de Doble Negaci6n. 

Se abreviará por "DN" 

Premisa p 

Conclusi.6n , , P También 

Ejemplo: 

Premisa X = X 

Premisa 

Conclusi6n 

Conclusi6n ,- (X ,. X } 

También 

Premisa ' (X P x) 

Conclusi6n x=x 

~ . ., p 

p 
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3. 4. 4 Le)' de Simplificación. 

Se abreviará por " S " 

Premisa p & Q 

Conclusión _P __ _ 

Conclusión g_______ 

Ejemplo: 

Premisa 2+1•3 & x2 =x(x) 

Conclusión 2+1~3 

Conclusión x 2•x(.x) 

3.4.S Ley de Adjunción. 

Se abreviará por " A 11 

Premisa P 

Premisa _Q __ _ 

Conclusión P & Q 

Ejemplo: 

Premisa 

Premisa 

Conclusión 

2+1=3 

x2=xC.xl 

2+1=3 & x2= (xl (xl 



3. 4. ó Regla ,.d~_.Mcid~s. Tollendo Ponens. 

Se ahreviriTá po~· ~G~,· ~.<.:: 
·-

Pr.elnisa .· ·0 ·P,\¡.- Q:::-: ·--. -- Premís:i 

PremiSá , :_:_;~:p· __ (_,. --.j_i-~~l?i_~,n-~ Pre:nisa 

p V Q 

Conclusión· ._Q. Conclusión P 

Ejemplo' 

· PremfSa.~ -- ·-· -- --º. ~~i;~·v,: i='-z -

Prlltnisa ;Xi.;~:~ 

·conclus-iórÍ -x--.-z-----

;. 4. 1 -Ley de Áéli~ión. 

Se abreviará por " LA 11 

Premisn. 

Conclusión p V Q 

Ejemplo: 

Premisa ( Z+Z }_ + Z = 6 

Conclusión ( 2+2 l + 

3.4.S Ler del Silogismo Hipotético. 

Se abreviará por "SH " 

Premisa 

Premisa 

Conclusión 

p --+Q 

Q-R 

F·-R 
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Ejemplo: 

Premisa (2+2)+2=6-3(2)=6 

Premisa 3(2)=6·~ 3+3=·6 · 

ConclUsión (2+_2)+=6:......:...+3+3=6_ 

3. 4. 9 Ley del Silogismo Disyunti\<o. 

Se abreviará por "SD11 

Premisa p V Q 

Premisa p- R 

Premisa Q -s 
Conclusión R ,. s 

Ejemplo: 

Premisa 

Premisa 

Premisa 

Conclusi6n 

x+y=i v y ... x=2 

x+y=7~ x=2 

y-x=2 -----l>X=3 

x=2 v x=3 

3.4.10 Ley de Simplificación Disyuntiva 

Se abreviará por 11 DP 11 

Premisa p V p 

Conclusi6n p 

Ejejmplo: 

Premisa z=x v :=x 

Conclusión z=x 
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3.~.11 Leyes Conmutativas. 

P& Q Premisa p V Q 
' ' 

Conélusi6n Premisa Q V p 

Ejemplo: 

Premisa x=l :•2 

Conclusión 

3. 4. lZ Leyes 

Se abreviará 

Premisa P 

Conclusi6n '( 'P v 'Q) conclus16n '( ·'p 

Ejemplo: 

Premisa 2+1 ... 3 & 4+3=i 

Conclusi6n {2+1¡!3 v 4+H7J 

3.4.13 Ley de las Proposiciones BicondicionaleS~ 

Se simboliza por 11 LB 11 

Premisa 

Conclusi6n --oQ 

Conclusión Q -P 

Ejer.iplo: 

Premisa 

Conclusión 

Conclusión 

3 (5) •ló __.S-5+5=15 

3(5)•15 _,,5+5-5=15 

5+5+5•15 -3(5)•15 

~o 

'Ql 



3.5 Deducción ?roposicional. 

Hemos enunciado algunas reglas de inferencia que per· 

miten pasar lógicamente de un conjunto de afirmaciones a otra 

afirmaci6n. 

La demostración es un conjunto de pasos que se deduce 

lógicamente de un conjunto de premisas verdaderas. Cada paso 

que se da es permitido por una regla. Se demuestra que la con· 

clusi6n es consecuencia lógica de las premisas dadas. 

Con el manejo de las pocas reglas de inferencia comen· 

zaremos el método de las deducciones formales. 

Un razonamiento es símplemente un conjunto de propo­

siciones como premisas y una conclusi6n deducida de dichas pre· 

misas. 

"Si se comparan las reglas de 
la lógica a las de un juego~ 
y se puede imaginar la deduc­
ci6n como la reali=aci6n de 
un juego, La deducci6n o de­
mostraci6n es el juego y las 
reglas del juego son precisa­
mente las reglas de inferen­
cia. El objetivo del juego es 
la conclusi6n deseada" 

SUPPES, HILL, op.cit., p.71 
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Se ejemplifica sencillamente las reglas vistas hasta 

ahora. Se tel'mina este capítulo aplicando las reglaS- de íitferencia. 

Demostrar: S 

(1) '!' V R 

(2) T 

Premisa dada. 

Premisa dada. 

(3) 'S. -·R: •.••• Premisa dada. 

(4) R 

(S) 

(6) s 
• '5 

Demostrar: 

x-2•1 & z-xi'l 

x•l--to z-x•l 

xsl V x+2•5 

Aplicación de la regla 11TP'1 • Premisas 

Aplicaci6n de la regla "TT" .. Premisas 

Aplicación de la regla 11DN". Premisa S. 

L.Q.Q.D. (lo que queríamos demostrar) 

x•3 

...................... Premisa dada 

................... Premisa dada, 

.................... Premisa dada. 

(x+2•5 x-z·n-x•3_.. Premisa dada •. 

(1) 

(3) 

(3) 

(4) 

(S) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

Z-xi'l ................. Ley de si.mplificacíl'Sn .. Premisa 

xi'l .................. 
x+z ... s ....................... 
X·2•1 ..................... 

(10) 

Tollendo Tollens .. Premisas 

Tollendo Ponens •. Premisas 

Simplificaci6n-.. Premisa l 

Ley de Adjunci~n. Premisas 

Ponendo Po'nens .. Pr-emisas 9 

L.Q.Q.D 

s & 

6 & 

1 

3 



Demostrar: ,C. y=? & _x+1yf.i 

(1) ' (x•Z V x•Sl. _.. x~6 p 

(2) 2x+3y•21 & xi6 p 

(3) x=Z ~ y•9 
p 

(4) x=B ~ y=l 
p 

(5) x16 ·5, 

(6) ''(x=Z V x=S) TT; s;1 

(7) x=2 V x•S DN, 

(8) y-9 V y•l sn·, 7 ,3·, 4 -

(9) y•l V y=9 ·- ....... -· L_C~, 8 

L •. Q.Q.DC. 



CAPITULO IV 

METODOS DE CERTEZA Y VALIDEZ DE UNA DEMOSTRACION DEDUCTIVA 

4.1 Uso de las tablas de certe~a. 

Comenzaremos aclarando que el estudio que nos ocupa, 

está marcado dentro de una lógica llamada bivalente. Por lo 

que dicha lógica maneja s61arnentc dos valores de verdad: ver­

dadero o falso. Es decir, una proposición cualquiera, refc·ren­

tc a cualquier rama del conocimiento, es calificada Gnicamen­

te como totalmente verdadera o totalmente falsa. 

Si se conocen los valores de verdad de una proposición 

atómica, es posible entonces conocer los valores de verdad de 

una proposición molecular, añadiendo el tipo de conectivo ló­

gico que une a dichas proposiciones atómicas, 

Resumiendo, el valor de verdad de una proposición mo­

lecular está en función del valor de verdad de cada una de las 

proposiciones at6micas que la componen y del conectivo 16gico 

que las une. 



Tenemos por ejemplo la siguiente proposición: 

l) París está en Inglaterra o en Francia. 

Se analiza el valor de verdad de cada proposici6n 

at6mica; 

2) París está en Inglaterra. 

El valor de verdad, de hecho, es falsa. 

3) París está en Francia. 

El valor de \•erdad, de hecho, es verdadera~ 

Debido a que el conectivo lógico que une a dicha pro­

posición molecular es el conectivo'' o ' 1
, la proposici6n 1) -

es verdadera. 

Tenemos la misma proposici6n 1) para el siguiente ejem­

plo, sólo que ahí se cambia el conectivo 11
0'

1 por ''y": 

4) París está en Inglaterra y en Francia. 

El valor de verdad de esta proposición molecular es 

ahora falsa. A pesar de que los valores de verdad de sus ~ro­

posiciones at6micas son los mismos a los valores de verdad de 

las proposiciones at6micas de 1). 

Todo ésto debido a que ahora se utiliz6 el conectivo 

"y" que como se vi6 en el apartado 2 .. 2, es condición necesaria 

que en una conjunción que todos sus miem6ros sean verdaderos 

para que ésta lo sea. 



Se hace evidente que si a la proposición 1) se le asig· 

na el conectivo "si, en'tonces" o el conectivo "si y sólo si'' ,el 

valor de verdad que se obtenga será distinto a los dos ejemplos 

anteriores. Mis en concreto, a pesar de poseer las mismas pro­

posiciones atómicas, el hecho de llevar un nexo distinto hace 

que necesariamente el valor de verdad de una y otra proposición 

molecular, difiera. 

Volviendo a nuestra primera aseveraci6n, la proposici6n 

11 P11 es calificada como falsa "F" o como verdadera "V" 

Si se combinan dos proposiciones atómicas P y Q, ambas 

con dos valores de certeza, dan origen a cuatro y sólo cuatro 

posibilidades de combinación. 

Analircmos mediante un árbol de decicioncs, cuáles y 

cuantas combinaciones resultan. 

P(V), Q(V) 

P(V) ; · Q(FJ_ 

P(F),. Q(V) 

P(F), Q(F) 
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La primera combinaci6n P y Q son ambas verdaderas. 

La segunda combinación es verdadera y Q es falsa. 

La tercera combinación P es fals::i. y Q es verdadera. 

Y la cuarta combinación P es falsa y Q es falsa. 

Las combinaciones anteriores dan origen a la construc· 

ci6n de Tablas de Verdad o Matri1. Donde se atiende a todas las 

posibilidades de combinación de dos premisas, P y Q y sus ca· 

rrespondientes conectivos lógicos~ 

Siguiendo el sentido que a cada Conectivo lógico se le 

di6 en el apartado 2.Z de este trabajo, las "Tablas de cer'te::.:i" 

quedan de las siguiente manera: 

p n p & o p ~ o p _,, P---" 

V V V V V V 

V F F V F F 

F V F V V F 

F F F F V V 

Y la tabla de verdad para la función P 
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Algunas proposicicne.s tienen sólo r:yi• en su tabla -de 

certeza, es decir dicha proposición será siempr~ .un: enuncia~ 

J.o verdadero sean cuales fueren los enuncia~iós (\iie~-~-~r_·a~en, 
verdadero o falsos. Su \•alidez se· ~ecónoC~::P~·i·'.~~-e~-~:?:-. de· .. su_. 

forma~-

/": /,::-: ."-:.:·,:-::,_,._.-· :.·._ -

La proposición " P v · "P 11,_-,fS> :u.~-~ . :f~~-i~~?g{~·~-- cosa -· 

que se verifica al construir una tabl~~:de :v~'rdd-~f: 
• '~~':~·-~ .<--- -

p 'P p \' 'P 

V F V 

F V V 

Si, en cambio, la última columna (3), de la siguiente· 

tabla, contiene por lo menos un símblo F; la proposici6n será 

falsa, y particularmente será verdadera sólo para ciertas asig~ 

naciones de certeza. Un ejemplo de ésto es la proposición 

"P & 'Q". 

p o p & 'o 

V V V F F \' 

\i F V \' V F 

F V F F F V 

F F F F V F 

p aso 1 3 2 1 

~s 



es_ ver~.adcra Unicamente en 

el caso de que P ·sea Verd--~-dera.-Y Q,,Se3-'.,fal~ai :como--·10 ··at'esti~ 
La proposición·"p-& 'Q ". 

gua la segunda linea el{ la' tabT<.•:·. •\\ ~· :Ot •.. 

última c::u::r.c:n~1:·~iª~~l~:}:íH~~t~~~}~~i~~~n"if 1d:~:: ·:::a la 
caso dnr5 origen n·.-·u'na :~C:on·t~:adi.Cc-f6~:, ~·.o:-:s-~;á':,:que, _:·es«_-falsa para 

cualesq.úier~ _ e!;unct3AOS ';'" ~-~·~~~-~J~+~--~:~:~:'..:_~~~\?:rj,~-~·.s·i·:~i6ri: '' .~~~ a · -.P'' 

es un:i contrád_ic'cié·n-,-. li:( é~~º~_):~jféfi_ti;c;a_--pO.r ~a :-tabla: 

1 p 'p p & 'p 

lv r- F 

\F V F 

Con ayuda de las dos tablas descritas en la primera 

parte del capítulo, llamada Tablas de Verdad Fundamentales, 

podemos construir tablas de verdad Derivadas para cualquier 

proposición molecular. 

El valor de verdad de la poposición molecular 

CQ-R)-(P--+R 

que a su ve: es un principio fundamental del ra:.ona· 

miento lógico, " la le)• del Principio Hipotético 11 



p o R lrp --->O) & íO--+ R) ·--rP---> Rl 

V V V V V V V V V V V V V V 

V V F V V V F V F F V V F F 

V F V V F F F F V V V V V V 

V F F V F F F F V F 1 V V F F 

F V V F V V V V V V V F V V 

F V F F V V F V F F V F V F 

F F V F V F V F V V V F V F 

F F F F V F V F V F V F V F 

Pnso 1 2 1 3 1 2 1 ~ 1 2 1 

En esta tabla se necesitaron ocho líneas.para abar­

car todas las combinaciones de V y F para las tres variables a 

proposiciones at6micas P, Q y R. 

Dicha tabla nos ha .indicado la verdad universal de la 

proposici6n estudiada. La columna namero 4, indica el símbolo 

V parn cualquier asignación de certeza, de una proposición de 

la forma (P -Q) (Q -->R) --+(P -RJ. 

Pasando al análisis de las tablas ~n general, diremos 

que el número de combinaciones posibles de certeza o falsedad 

dependen el Número de Proposiciones At6micas, 

El número total de posibles combinaciones está dado por 

la función zº, donde n es el número de proposiciones atómicas 

que intervienen, sieñdo 11 2" los valores de certeza.. 

so 



En.el ejemplo anterior, teníamos tres proposiciones 

at6micas; entonces, 1~=8. lo que da ocho líneas. 

Para el caso de cuatro proposiciones at6micas, es 

2 4 ~16 líneas. Una manera rápida, fácil y eficiente de combi· 

nar los valores de verdad de manera que sus combinaciones no 

se repitan ni falte alguna es el siguiente: sea el caso de com· 

binar las proposiciones P,Q,R y S. Por la f6rmula sabemos que 

se dan 16 combinaciones distintas. Primeru, disponemos de 16 

renglones o lineas. Segundo, formamos cuatro columnas, una µa· 

ra cada proposición. Tercero, a la columna formada por ''S'' le 

asignamos V a la primera línea, F a la segunda, V a la tercera 

a la cuarta, y así sucesivamente hasta la colu~na 16. Cuatrc, 

a la columna formLl.da por "R" las dos primer::is líneas son \•er­

daderas, las otras dos falsas, y así s~e'cesivamente. Quinto, 

la columna formada por "Q" las cuatro primeras líneas son ver­

daderas, las siguientes cuatro falsas, y así sucesivamente. 

Sexto, las primeras ocho columnas son verdaderas y las ocho 

siguientes falsas. 

Ejemplificaremos lo dicho por la siguiente tabla de 

combinaciones~ 
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p º R s 

V \' V V 

V V V F 

V V F V 

V V F F 

V F V V 

V F V 

V F V 

V F F F 

F V V V 

F V V F 

\' F V 

F V F F 

F F V V 

F F V F 

F F V 

F F F 

S/8 ~/~ 2/ 2 . 1/1 

Como se puede observar ninguna de las 16 combinaciones 

se ha repetido y ninguna hace falta .. 

Otra manera de obtener dichas combinaciones es reali--

:ar un árbol de decisiones, como el realizado en la primera 

parte del capitulo p~ra el caso de dos proposiciones atómicas~ 



J.2 La prueba de invalide= 

En el capítulo I se dijo que la 16gica es el arte de 

hacer inferencias válidas o la teoría de los argumentos váli­

dos. Por lo que es necesario un método que permita comprobar 

~si una inferencia es válida. Es válida si la conclusión es con­

secuencia lógica de las premisas de dicho argumento. 

Las tablas de certeza proporcionan un método mecánico 

para comprobar la valide: de una inferencia~ 

Partimos de la base que de proposiciones ciertas se 

obtienen ~onclusiones ciertas. Si una inferencia es váldia, en­

tonces en cada posible asignaci6n o interpretación de certeta, 

si las premisas son ciertas, la conclusi6n del ra:onamiento se­

rá también cierta. 

El método de comprobar la validez de cualquier razona­

miento es el siguiente: 

lo. Se escriben todas las combinaciones posibles de 

certeza para las proposiciones atómicas incluidas en el ejem­

plo. 

2o. Se determinan los valores de certeza para todas 

las premisas y de la conclusión del razonamiento. 

3o. Se buscan las líneas que presentan todas las pre­

misas como proposiciones ciertas. 

4o. Si la conclusión es también cierta para cada una 

de estas líneas. entonces el razonamiento es válido~ 
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So. Si hay alguna línea para la que todos los valores 

sean ciertos y la conclusión falsa, entonces el razonamiento 

no es válido y la conclusi6n no es una conclusi6n 16gica. 

Ahora se analizará, a manera de ejemplo, el siguiente 

razonamiento matcm5tico. 

(1) Si x•O y y•z, entonces y > l 

(2) y > 

(3) por lo tanto, y r z 

Se desea saber si este razonamiento es válido. 

Aparecen en !l tres proposiciones at6micas: 

" x•O " 

y=z 

JI y>l " 

Puesto que cada proposici6n at6mica puede ser verdade· 

ra o flasa, hay z3::aa combinaciones de certeza y, por tanto, 

ocho líneas en la tabla de certeza: 

x•O v•z V > 1 x20 0 Fi v::.z -+y· > 1 V> 1 vrz 

V V V V V F 

V V F F F F 

V F V V V V 

V F F V e V 

F V V V F F 

F V F V F F 

F F V V V V 

F F F V F V 



Como indican las líneas 4, O, ~ S las dos ,remisas del 

ra:onamiento son ciertas. Unicamente que la linea de la conclu­

si6n 6 es falsa, por lo que el razonamiento es no v~lido, 

Si se toma para x el valor de 1, y para y & z el \''alor 

de cero, se puede ver ésto fácilmente~ 

(1) 1•0 0•0 -o , 1 

(2) o ~ 
(J) por tanto, O~O 

4.3 Demostración condicional: 

Si un hombre de ciencia, un fil6safo o un te6logo de~ 

sea introducir en su disciplina leyes generales relativas a su 

esfera de conocimeinto, normalmente parte de h.ip6tesis. Dichas 

hip6tesis son comparadas, puestas a prueba o vistas a tTnvés 

de la lente de aquellas leyes, axiomas o principios ya demostra­

dos por sus respectivas disciplinas. La lógica tendrá cuidado 

de demostrar si dichas hip6tesis son oó~enidas o pueden ser de· 

mostradas por leyes aceptadas ya-como verdaderas. 

Las teoremas matemáticos, y en especial, los de carác­

ter universal. tienden a la forma de implicaciones (condiciona· 

les). El antecedente es llamado hipótesis y el consecuente es 

llamado conclusión. 
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En palabras .sencillas, en· Una-'deinOStrá.ción ~Ó~ic:a al-; 

gunaS pÍ'emisas se han estableCido como Verd3deras ~·si nos es 

posible intr6duci r una nueva premisa·· a Inane.i/~~~· ·¡.Ú~dte-sis, en­

tonces obtendríamos nuevas premisas en las qU~.· sil- veY.dad esta.­

ría condicionada a la demostraci6n de dich3 premis·a (hipótesis). 

Durante aproximadamente 20 siglos la~geometría tuvo su 

base en algunos axiomas matemáticos introducidos por Euclides. 

Uno de ellos se explicaba así; por un punto exterior a una rec­

ta Onicamente es posible trazar una paralela. Lobatchevsky pro­

pone una hipótesis diferente al 52.. axioma de Euclides¡ "por un 

punto exterior a una recta pasan dos paralelas que separan las 

infinitas rectas no secantes de las infinitas secantes·•, a su 

vez Riemann presenta otra hip6tesis diferente a las dos anterio­

res; "por un punto exterior a una recta no pasa ninguna parale-

la". 

Los nuevos teoremas (hip6tesis), una vez demostrados r 

con base en los otros cuatro axiomas de Euclides dieron origen 

a las gemometrías no euclidianas·. 

Para efectos de una demostración formal (lógica), se 

suponen o se aceptan como verdaderas ciertas premisas, Una vez 

aceptadas éstas, se lan:a una hip6tesis a manera de nueva pre­

misa, es decir se solicita una petici6n de principio. 

La conclusi6n tendrá la forma de condicional. El ante­

cedente es la hipótesis propuesta y el consecuente es la con­

clusión obtenida en base a las premisas inciales con la hip6te­

sis aplicando las reglas de inferencia. 
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Veámoslo mediant~ el .. sigurerite ejemplo_::· 

(l)x1':-x>r 

(2) y#2 V x•2 

V )' > :~ .• · ~--~ .••• ·>/Prek_:is~-~ (veidade-ra) 

'~. ~- .~. ~.·~t: ... p~~~ik~ c·~e~dadcra). 
.;:; i-i_,~:-:· ~·}~~j~~-~~~~ (\~erdadera) (3) 

(J) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

x, Y V Y> ·X-7-+ X~~. 

si ',_y·?~· 

•ex, X v .Y. >J<L 

··cxiyJ 

x=y) 

·\;'. ~/;}, ;}.Hi~6tests· 

.··.'· ~ Tol lendo tol lens 4. 2 

..... Tol lendo Pone ns 5. 3 

.-•.•.••• Tollcndo Poncns 6.1 

•••..••• Doble negación 7. 

S7 

(9) y=2 - x=J ••• , ••.• Dcmostro.ci6n Condicional 4 .s 

Las premisas 1,:? y 3 son premisas demostradas con ante­

r ioridad, Si se acepta como verdadera y=2 (premisa 4), entonces 

aplicando las reglas de inferencia conocidas concluimos que x=y 

(premisa 8). Por lo que en la linea 9 se concluye: si y=Z, en-

tone es x=y. 

4 • .f Consistencia de un ra :onamien to. 

Algunas veces no se est~ interesado en deducir una con ... 

clusión particular de un conjunto de oremisas, sino en decidir 

si las premisas son inconsistentes. Esta es, a menudo. la meta 

principal de un abogado que interroga a un testigo en represen· 

tación de la parte contraria. Si se puede demostrar que el tes­

tigo es inocente, es decir que el testimonio es inco1.istente, 

habrti avanzado bastante en el prop6si to de demostrar la invali­

dez de la prueba prese-ntada por ese testigo. La noción intuiti-

va de inconsitencia es que un conjunto de :,lremisas es incons-is· 

tente si no pueden ser ciertas todas al mismo tiempo. 



Un ra.z.onLimien.to con premisas inconsistentes no puede 

garanti:ar la verdad de ninguna conclusión, puesto qu~ sus pre­

misas son necesariamente falsas. 

Por ejemplo, si un testigo declar.a_que: 

1) Blenker es tobo en Washington, D.C~, la noche del 

asesinato y Blenker asegur3 que: 

2) El, Blenker, no estaba en ~a~tiingt~n,_ ~~~·• li noche 

del asesinato, 

entonces sabemos de inmediato que alguien" está mintien• 

do, pues ll y 21 no pueden ser simult5.neamente verd~deras, es­

to es, las aseveraciones de Blenker y el testigo son inconsis­

tentes. 

Se dice que dos proposiciones son contradictorias si 

una es la negaci6n de la otra. Una contradicci6n, entonces, es 

la conjunción de una proposición y su negaci6n, La constradic­

ción es conocida también como principio de contradicci6n, 

Ur.a proposici6n de la forma " P & .,P " es una· contra· 

dicci6n. 

Cada dos proposiciones que no pueden ser ciertas a la 

vez se dice que son inconsistentes. Se dice que son un conjun­

to inconsistente de proposiciones y juntas implican una con-

tradicci6n. 
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~.5 Demostracién por cantradicci6n o por reducción al absurdo, 

Este es un método de demostración que combina la regla 

demostración condicional y la noción de contradicción. A la 

contradicción se le denomina también absurdo. 

El método de demostración por contradicción consiste 

en introducir la negaci6n de lo que se quiere demostrar. Si a 

partir de esta hipótesis deducimos una contradicci6n, entonces 

significa que la proposición original es verdadera. 

En general es te método puede ser usado las veces que 

se desee y para casi cualquier tipo de argumento. Basta tratar 

de demostrar lo contrario, es decir su negación, y si ésto nos 

lleva a una contradicci6n, entonces lo que se quería demostrar 

es verdadero. 

Los pasos uti.lizados en una demostraci6r. por contradic­

ci6n son:. 

1) Introducir la negaci6n de la conclusi6n deseada co­

mo. una nueva premisa~ 

2) De esa nueva premisa, junto con las premisas dadas. 

deducir una contradicci6n. 

3) Establecer la conclusión deseada como una inferen' 

cia 16gica deducida de las premisas originales (1) 

[71 SUPPES, P., HlLL, s .. Ob. e.a .. p. 150. 

59 



ci6n, 

11) 

12) 

13) 

yil: XPO 

yi't 

y•l 

14) Yi'l y=l 

15) x•O 
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('9etici6n de principio) 

~.2 

-de morgan 

de morgan 

.... .'.,.Simplificación -: 

......... Tollendo Ponens 8, 6 

....... Tollendo Ponens 9, 3 

... ._ .... Ley de ~largan 10 

..... Ley de simplificación 11 

.•... Ley de simplificaci6n 

• ._ •.• Ley de adjunción 12.13 
Regla d"e reducción al absurdo. 
4, 14 



~.6 Implicación Tautológica. 

Otro método para demostrar la valide~ de una demostra~ 

ción es el llamado de implicaci6n Tauto16gica. Una proposición 

P se dice que implica tautológicamente Q si, y sólo si la con­

dicional P _. Q es una tuatología. Una inferencia puede expre­

sarse como una implicaci6n tautol6gica. 

El método consiste en los siguientes pasos~ 

l. Construir una condicional cuyo antecedente es la 

conjunción de premisas y cuyo consecuente es la conclusión. 

Z. Mediante las tablas de certe:a, verificar si dicha 

condicional es una tautología. Todas sus líneas son verdaderas. 

3. Si dicha condicional es una tautología, entonces la 

conclusi6n es verdadera formalmente. Si no es una tautología, 

entonces la conclusión no fue obtenida a partir de las premi~ 

sas iniciales y la inferencia es no válida, 

Se dice, si la proposici6n 1 es verdadera y la propo­

sición 2 es verdadera y la proposici6n 3 es verdadera ...... en ton ... 

ces la conclusi6n también lo es. Es decir las premisas implican 

tautológicamente la conclusión. 

En el ejemplo siguiente se desea comprobar si el si~ 

guiente argumento es válido. 

t] P--Q 

Z] p 

Por lo tanto, sucede Q 

ól 



~lcdiante la tabla Ue certeza, se tratará de prob3r 

que las premisas implican tautológicamente la conclusión. 

p o ( p -01 B p ---.0 

V V V V V V V \' V 

V F V F F F V V F 

F \' F \' V F F V V 

F F F V F F F V F 

Peso 1 2 1 3 1 4 1 

En la columna 4 se observa que es una tautología. 

Por lo tanto la inferencia es válida. 

s·iguiendo el modelo anterior 1 se analizará el valor 

de verdad del razonamiento siguiente: 

El terreno puede ser cultivado si y s6lo si se provee 

de un sistema de rie~o~ Si el terreno puede ser cultivado, en­

tonces triplicará su valor actual. Por lo tanto, si se provee 

de un sistema de riego, entonces el terreno triplicará su va­

lor actual. 

manera: 

Al simboli:ar este razonamiento, queda de la siguiente 

(1) P__..Q, •... Premisa 

(2) P -+R ••••• Premisa 

(3) Q·-R ..... Conclusión 
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Se cons ti tu ye .'una bropos ~-~i6ri~.~;~·º·~4:~C i:b~a·i .~dón~e las 

prcmi sas son e 1 a·n tecéderi~-~ ·i".':~¡~·~~~~~~-~i·:u:~--~;á~~--~-~~-'. :_el :~ons.ecU"én te. 

(P-Q) 

Mediante una tabla, cer'_t'eza 1 s'etstú\"aia ·si - es una tau to-

p g R (P-.. gJ (P--+ Rl ---+ (O __.R) 

V V I' V V V V V V I' \' I' I' V 

V V F \' V V F V F F V \' F F 
V F I' V F F F I' V V V F " V 

V F F V F F F I' F F \' F V F 

F I' I' F F V F F V V I' I' V \' 

F I' F F F V F F V F V V F F 

F F V F V V F V V V I' I' 

F F F F \' F V F V F V F \' 

Paso 

La línea ~ indica una tautología, por lo tanto, el ra-

zonamiento es válido. 

En resumen, las tablas de certeza ofrecen otra posibi· 

lid ad y otro método para encontrar la validez de un ra:onamien· 

to. Tiene ventajas sobre la demostraci~n mediante las reglas 

de inferencin, yo que ese método es posible aplicarlo a cual.., 

quier razonamiento. 
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CAPITULO V 

LA TEORIA DE LA IDENTIDAD 

5.1 Concepto de identidad. 

El cálculo proposicional al!me hemos dedicado los cuatro 

capítulos anteriores, constituye sólo una parte de la 16~ica. So 

constituye de por sí una base suficiente para la fundamentuciOn 

de otras ciencias, ni, en particular de la matemátic~~ en las de­

finiciones, teoremas y demostraciones matemáticas aparecen conti­

nuamente distintos conceptos de otras partes de la l6gica. (!} 

De los conceptos lógicos que hemos hablado, el de mfis im-

portancia es, probáblemente, el concepto de identidaá. 

x es id~ntico a y, 

Abreviando 

x es lo mismo que y, 

x es igual a y 

X • y 

En lugar de escribir: 

x no es idéntido a y 

x es diferente de y¡ escribimos x "fo y 

(7) Til.RSl:I, Ob. cit., p. SO. 



Las leyes generales que gobiernan las expresiones ante ... 

rieres constituyen una parte de la lógica que es llamada Teo~. 

ría de la identidad. 

5. 2 Leyes básicas. 

La ley más fundamental sobre la teoría de la identidad 

es: 

l. x=y 

'.~.:e" es -igual a ºy! 1 si, y sólo si 11x 11 tiene la propiedad 

que tiene "Yº, e _"yu tiene la propiedad que tiene 11x'' 

Esta ley suele ser llamada Ley de Leibniz. 

Puede considerarse como la definición del símbolo "•" 

De esta ley se puede deducir una serie de otras leyes 

perteneCientes a la teoría de la identidad~ 

11. x=x 

Todo objeto es igual a sí mismo 

Demostración, Susituyendo en la Ley de Leibniz, ''x'' en 

lugar de "y", obtenemos: x•x si, y s6lo si x tiene la propie­

dad que tiene x. 

lII .·Si x•y, entonces y=x 

Demostraci6n. Sustituyendo "x" por 11 y11 e "y" por 11x" 

es la ley de Leibniz, obtenemos: 

y s x si 1 y s6lo si 11 y 11 tienr la propiedad que tiene 11 x 11 

y "x" tiene la propiedad que tiene "y" .. 
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Afirmamos entonces dos- equiv-8.lencias-.:cuyos !ÍtiembrOs d"e·­

rechos son conjunciones que di.Éieren J~ic~~-¿n~e·'\,"~<~\ ··~·rde_~-'.dc_ 
sus miembros. 

y "" X 

IV. Si xa:y & r:r.z, en tone es x•: 

Demostración~ Por hipótesis las dos f6rmulas: (l)x•y y 

(2) y•z se asumen como válidas. De acuerdo a la Ley de Leibniz 

se sigue de la fórmula (2) que todo lo que puede decirse de ")''' 

pudo tambi~n deicrse de ' 1
:'

1
• Por tanto, podemos reemplazar la 

variable ºY" por "z" en la f6rmula (1) 1 y obtener la f6rmula 

deseada: x=: 

V~ Si x=z & y•:, entonces x=y 

Dos cosas iguales a una tercera son iguales entre sí. 

La ley II es llamada Ley de Reflexibilidad 

La Ley rII, Ley de Simetría 

La Ley IV, de Transi tividad .. 

5.3 Relación de la igualdad lógica con la igualdad en aritmé-

mética y en la geometría. 

Se considera la igualdad aritmética entre números como 

un caso especial del concepto general de identidad lógica. Se 

acepta la regla general que permite, bajo la hi,6tesis de que 

una cierta ecuaci6n es válida, reemplazar en cualquier expre­

sión el miembro i:quierdo de la ecuación por el miembro dere­

cho. Estos reemplazos son imprescindibles en muchos razonamicn­

tos1 se vuelve necesario dar demostraciones especiales de 

qne el rcempla:o es legítimo para cada caso particular. 
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Consideramos un sistema cualquiera de ecuaciones con 

dos variables: por ejemplo: 

:Zx+3z..-10 

Al resolver este sistema de ecuaciones por el método 

de sustituci6n, se forma un nuevo sistema de ecuaciones, reem­

plazando todas las variables "x" en la segunda por "z". Queda!!. 

do: 

2: + 3: • 10 

Por la aplicaci6n de las leyes de la igualdad, se dice 

·que el segundo sistema es equivalehte al primero. 

Si el símbolo 11
•

11 denota identidad 16gica y aceptamos 

la Ley de Leibniz, los sistemas son equivalentes. 

El concepto de identidad en geometría es distinto. Cuan­

do se llama iguales o congruentes a dos figuras geométricas por 

ejemplo a dos segmentos, dos ángulos o dos polígonos, no se 

quiere afirmar en general, que dichas figuras sean idénticas: 

con ello se dice s6lamente que estas figuras tienen el mismo ta­

maño y la misma forma. Así, un triángulo podrá tener dos o in­

cluso tres lados iguales, pero no idénticos. Para evitar confu­

sión en aquellos casos que no se trate de identidad 16gica, se 

recomienda evitar el término igualdad, en su caso utilizar ºcon­

gruente" y reemplazar el símbolo 11=" por otro cualquiera. 
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CAPITULO VI 

APLICACIDN DE LA LOGICA ~l.\TEMATICA A LA CONSTRUCC!ON DE TEORIAS 

~lHEMATICAS SI~!PLES 

6.1 Términos primitivos; axiomas y teoremas fundamentales. 

Con los conocimientos de lógica y metodología expuestos 

en los capítulos anteriores, se intentará la fundamentación de 

una teoría matemática elemental. Esta teoría presupone casi ex· 

clusivamente la 16gica, en cuanto que formal. 

Se toman como términos primitivos: 

número real, 

ser menor que. 

ser mayor que, 

suma. 



En lugar de número real se empleará la expresión: 

"Conjunto de todos los números" 

E N : x es un número. 

" es menor que se reempl 3 :.a por ,, < ti 

es mayor que se reernp la :a por " > •t 

no es menor que se reemplaza por "f. 11 

no es mayor que " se reem!1laza !JOT .. 1 .. 

" + : : Suma de los números ., 
X 

.. 
)' 

(operaci6n binaria) 

Se distingue dos tipos de axiomas: ~rimero las relacio­

nes fund3men ta les de los signos '' > 11 y '' < '', Segl.indo, se re­

fieren a la adición. 

Axioma l. (l,'x) (>,:y) ( x•y V X< y V X> y ) 

Axioma I!. (l,'x) (>,:y) (x<y- Y{ X) 

.\:doma rrr. ci.:xJ (l,'y) (x >Y_,. y~ X) 

Axioma Il'. (>,.:xJ (l,:y) (X< y & y<z__.x < :) 

Axioma v. (J,Cx) (\ty) (\tz) (x > y & y ,. z~x > z) 

El axio~a I recibe el nombre de Ley Débil de Trícotom!a. 

Los axiomas II y III, Leyes de Asimetría. 

Los axiomas IV y V, Leyes de Transitividad. 

Las relaciones 11 < " y 11 > ", junto a ia relación lógi­

ca identidad "=" 1 serán referidas como Relaciones Fundamentales 

eutre números. 
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Una ve: ·admitidos ·-estos axiomas se deducen una serie de 

teoremas. 

Teorema 1. (>rx) "(x "f x) Dernostraci6n por el método 
de Reducci6n"al Absurdo. 

(1) (P - :p¡ ........ " ....... Ley del Absurdo. 

(2) (>rx) (>ry) ( x < y - '(Y < x) .....• Axioma rr 
(3) [Cx< x) - '(x < xil-'Cx <x) ... (x < x) en lugar de P. 

(4) X< X)--+ , (x < x) , • , •••••••• • x en lugar de r, 

(5) ( X~ X) .•.•...•..•.•• Ponendo Ponens 4,3 

Esta demostración por reducción al absurdo, consiste en 

admitir priméramente que el teorema es falso, ; se deducen de 

ello ciertas cosas o consecuencias que nos obligan a rechazar 

la suposici6n inicial. 

El sistema de axiomas que se ha adoptado es simétrico 

respecto a los símbolos " < " y " > " Por lo que todo teorema 

referente a la relación "menor que", se infiere otro referente 

a la relación "mayor que". Es decir se puede inferir: 

Teorema 2. (>rx) ( X 1 X) 

La relaci6n de identidad "=", por 16gica es reflexiva. 

los teoremas 1 y 2, muestran que las relaciones fundamentales 

entre números 1 
11 <" y" > ", son irreflexivas; estos teoremas 

son llamados, Leyes de Irreflexibilidad. 
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Te.:>rema 3. X > y Si, y_ 561,0 si Y< X 

Demostración, Las f6rmulas "x > y" y "y 

valentes 1 se deduce la primera de la segunda. 

x" son equi-

Según el axioma I, ocurre al menos uno de los tres ca-

sos; x~y o x < y o x> y. Ahora bien, si fuese XªY• según la 

Ley de Leibni: se sustituye "x" por "y" en "Y>X 11 , lo que con .. 

tradice el teorema l. Será, pues: x;y. Ahora bien, también es 

válido; x ~y, pues según el Axioma 2, las fórmulas: "x< y" y 

"y < x" no pueden ser simulttíneamente verdaderas. Por lo que 

se demuestra que se da el tercer caso: "x >y ". 

Análogamente se establece la implicaci6n en sentido o-

puesto. El teorema 3 establece que las relaciones '' e 11 ·y 11 > 11 

son recíprocas. 

Teorema 4. Si x;y, entonces x <y o y< x. 

Teorema S. Si x;y, entonces x > y o y > x. 
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Estos dos últimos teoremas se denominan Leyes de Conexi6n. 

Teorema 6. Dos números cualesquiera "x11 y "y11 satisfa~ 

cen, una s6la y sólo una de las tres f6rmulas: x~y o x < y o 

X> y. 

Este teorema es llamado Ley fuerte de Tricotomía. 

Los teoremas o aXiomas anteriores son fundamentales. 

Existen otras relaciones de no menos importancia: 



·' ··._, 

Definición l. 5e dice que x~r si, :Y .·sólo si x=y. ·a x < y. 

Se lee '' x es menor o igual que y '' Esta definición _d::i· origen 

a dos teoremas: 

Teorema 7. x~y si, y s6lo si x ~ r 

Teorema S. x< y si, 1 y sólo si x! y x#y. 

Por analogía se define el símbolo n ? ". Los teoremas 

relativos a esta relación, se obtienen análogamente a la rela­

ción '' ~ '', se obtienen análogamente a la relación '' ~ '' si se 

sustituyen los símbolos ti~ ", 
11 < ", y"> 11 por"? "r 11 < 

Las f6rmulas x=y se denominan ecuaciones. Igualdades. 

Las fórmulas x ~ y o x > y, se denomin:m desigualdades. 

(inecuaciones). 

Las expresiones que aparezcan a la izquierda o a la d~­

recha de estos símbolos reciben los nombres de miembros dere-

chas o izquierdos de la ecuación o~sigualdad. 
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6.2 Axiomas sobre la adición: concepto de grupo y grupo abeliano. 

Como se dijo en el capítulo anterior. Se analizarán dos 

clases de axiomas. El segundo grupo consiste en seis axiomas. 

Axioma 6. Si y EN & =EN. entonces y+;: EN. 

Axioma de cerradura. 

Axioma 7. X+ y= r +X 
Axioma de conmutatividad. 

Axioma 8. x+(y+:) = (x+y)+: 
Axioma de Asociatividad. 

Axioma 9. (i,'.x) ['>')·) (E:) ( x= y +z) 

Axioma de invertibilidad. 



Un grupo es una operación binaria qu'! cumple con los 

3Xiomas de cerradura, asociatividad e invertibilidad. Si adc-

md3 la orieraci6n cum!'le con la propiednd conmutativa, es un 

grupo a bel iano. 

El concepto de grupo y grupo abeliano, trata de una di_! 

ciplina matemática especial, la llamada Teoría de Grupos. 

Estos cuatro axiomas reunidos establecen el conjunto de todos 

constituye un grupo abeliano con respecto a la adici6n.(l) 

6.3 Conclusiones i1uméricas. 

En base a lo expuesto hasta aquí sobre una metodología 

de la 16~ica matemática, las conclusiones son elementales y en 

ocasiones de uso cotidiano. Sin· embargo muestran la metodología 

que se ha tratado de exponer a lo largo de todo este trabajo. 

Sirvan los siguientes ejemplo.•, como modelo a seguir pa­

ra una fundarnentaci6n deductiva de la enseñanza de las matemá­

ticas. Dichos axiomas utilizarán los axiomas y teoremas ya de­

mostrados, más las definiciones de los números naturales: 

Definiciones: 

l=l 

Z•l+l. 

3•2+1 
4•3•1 
5•4•1 

Segan el axioma de Peano: cada namero natural se obtie­

ne afiadiendo la unidad al número anterior. 

11 I TARSKI., op. o.lt., p. 209 



Cada teorema demostrado será consecuencia 16gica de 

los axiomas y definiciones aceptados ~reviamente. Los axiomas 

y definiciones son la causa de los teoremas. 

Teorema: 3=1+2 

(1) (i.tx) (i.ty) (x+y•y+x) Axioma 7 

(2) 3•Z+l Definición de 3 

(3) 2+1=1+2 Sustituci6n de z en x.y 
l en y. en Axioma 7 

(4) 3=1+2 Ley de Identidad 3.2 

Una vez demostrado un teorema se puede utilizar como 

una premisa junto con los axiomas y definiciones en futuras 

demostraciones. Cuando un teorema ya demostrado se utiliza, 

se justifica el paso, haciendo referencia al teore~a corres-

pendiente. 

Sea la demostración siguiente, donde se hace necesario 

utilizar el teorema l. 

Por demostrar: 4=1+(1+2) 
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(1) (i.tx) (i,ty) (x+y = y+x) • . • • . • • . Axioma de la conmutatividad . 

(2) 4=3+1 Def. de 4 

(3) 3+1=1+3 3/x, l/y, Axioma conm. 

(4) 4=1+3 Identidad de Premisas 2 y 3 

(5) 3=1+2 Teorema l 

(6) 4•1+(1+2) Identidad de premisas 4. 5 

Teorema 2. 4=1+(1+2) 



2 + 3 

(1) Axioma de conmutatividad. 

(2) Certe:a 16gica. 

(3) Definición de 2. 

(4) Identidad premisas Z,3 

(S) l/x, 2/y, premisa l. 

(6) Definici6n de 3. 

(7)_ Identidad premisas 5,6 

(8) Identidad premisas 4,7 

(1) 

(Z) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Teorema 3. (1+1_) + (1+2) • 2 + 

('l'x) ('l'y) ( X + (y+z) 

4 • 3+1 

3=2+1 

4•(2+1)+1 

(2+1) + 1 • z + (l+l) 

z + (l+l) 

2 • 1+1°" 

4•2+2 

+ % Axioma 8 

Def. de 

Def. de 

Identidad 2, 3 

2/x, l/y, 1/: Premisa 1 

Identidad 4. 5 

Def. de 2 

..• Identidad de premisas 6, 7 
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(l) 

(2) 

(3) 

(~) 

( 5) 

JZJ 

e~ i 

-(j) 

(6) 

(;) 

Por dcmos~rar: ( 1~0 ) + O = 1 

+ (O+ 1) Identidad 3,6 

En realidad la mayoría de verdades en aritmética se pue­

den deducir 16gicamente de pocas premisas axiomáticas. Por otro 

lado, no todas las \•erdades de aritmética pueden ser probadas 1 

tampoco pueden ser definidos todos los números o predicados. Se 

ernpic:a por términos no definidos como ''l" o "0". 

Todo el conjunto de términos no definidos axiomas, definiciones, 

y teoremas se denomina una teoría. 



Una úl t"im.:1 demostración numérica, se incluyen axiomas 

de los números negativos. 

Por demostrar: 1 + 

(1) (>,'<) (J,:y) (\':) 

(2) (\'x) {:i,oy) 

(3) ('h) ( 

(4) c:i,ox) 

(5) 

(tz) l+ -1 

(13) 1+(2+ -1) = 2 +·o. 

(14) 2 + o = 2--

(15) 1 +(2+. -1) . 2 

los-negativos 

Pre . 

.... Identidad 5,ó 

·:~-~/x, 2/y, Premisa 

... -.Identidad Premisas 7,8 

.... Zlx·, lly, ·l/:., Pre. 1 

.... Identidad 9, 10 

.... l/x, Premisa 3 

.... Identidad ll,12 

.... 2/0 Premisa 3 

•.•. Identidad 13, 14 
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CONCLUSIONES 

Este trabajo pretendió intrciducir fanto al maestro de 

matemáticas de enseifan:a rr.edia asr como al alur.ino de ese mis· 

mo nivel en una nueva r diferente opción en _l~ enseñanza r com­

prensión de las matemáticas. 

La lógica, una disciplina del intelecto humano, propo­

ne a la matemática un método Deductivo-Demostrativo en la in· 

vestigación de nuevos teoremas así como en la transmisión de 

los ra demostrados. 

Se estableció una corresoondcncia entre el método de­

ductivo de la lógica y su aplicación formal idéntica a la cons­

trucción de sistemas matemáticos. 

Una ve~ sistemati:ado el método deductivo de la lógica 

se toma como modelo para la matemática. 



TCJS 
ll u 

:~·1 n !JEBE 
ilitiLWi'ECA 

El métbdo deductivo-demostrativo µarte de premisas evi­

dentes ilamadas axiomas (en las matem5ticas) y primeros princi­

pios (en la lógica), así como de la definición de términos pri­

mitivos. Mediante leyes lógicas del pensar (reglas d~ inferen­

cia) se deducen otras premisas llamadas teoremas. Estos teore­

mas, junto con los axiomas y deficiones primitivas dan origen 

a un sistema matem:ítico. 
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