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INTRODUCCION

El educador no puede prescindir de la 1l6gica que es un
instrumento intelectual de cardcter universal y apoyari su ac-
cidén pedagégica sobre la base universal de la conciencia empi-

rica y del conocimiento de todas sus formas.

El valor'de la 1ldgica es ir desarrollando el pensamien-
to deductivo-demostrativo de 1los educandos. Tiene su aplicacién
tanto del conocimiento cientffico, como del filoséfico y meta-

fisico.

La 13gica tiene un lugar central (o al menos asi debe-
ria de suceder) en los programas de educacién media y superior,
ya que fortalece los atributos del educando como: uatencidén, or-
den, constancia y amor a la objetividad, en cuanto que estidn in

trisecamente ligados a las caracteristicas de la misma l6gica.

Esta atencién educativa no es ensefianza sélo formal; es
propedéutica para la accién del conocimiento humano, y de las
ciencias, El educando encontrari en la l6gica las condiciones
para el desarrollo de otras cualidades, como la capacidad de ob
servar y comprobar sus hipétesis en la investigacifn del cono-

cimiento empirico.



Esta disciplina. forma los hdbitos de rigor,"de orden,

de congruencia, de certidumbre, de la propiedadide’la’ lengua

‘v de la enunciacidén precisa del conocimiento’
Un pensamiénto 18gico tendria un efecto en la normali-

zacién de las relaciones humanas, si diera‘a.los’ conceptos un

significado preciso y firme. La légica céndﬂée a-'la posibili-
:dgd de-un mejor entendimiento entre los que tienen el deseo de

lograrlo. La légica, al perfeccionar y.agilizar los instrumen-
“tos detl pensamiento, ella desarrolla el sentido critico de los
hombres y en consecuencia hace que se vean menos extraviados por

pseudorazonamientos.

Los conceptos de la l6gica penetran en el cuerpo inte-
gro de -la matemdtica y las leyes l6gicas se aplican en los ra-

zonamientos matemdticos.

Ante 1la dificultad en la comprensién y ensefianza de las
matemiticas, tanto algunos alumnos como maestros se han inclina-
do por el aspecto de la memoria y la mecanizacidn. Este trabajo
no pretende minimizar los aspectos de memorizacién y mecaniza-
cién en la ensefianza y aprendizaje de las matemdticas. Se pre-
tende sustentar el método deductivo, para que una vez compren-
didos los principios y fundamentos de la l6gica matemdtica se
refuercen con la memoria y la mecanizacién, funciones éstas im-
portantes, pero que por si mismas no satisfacen una completa --

comprensién de esta disciplina.
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La l6gica simbdlica es una disciplina cuyo advenimien-
to a los primeros planos de la docencia es una necesidad de
nuestro tiempo. Nuestro uso del lenguaje cotidiano es a menudo
vago y nuestro nivel diario de pensamiento con frecuencia es
confuso. Por lo que es necesario que en su educacién media, el
alumno se inicie en una forma de pensamiento que propicie el

esmerc y la precisién.

El papel principal de un curso de l6gica simb6lica,

consiste en fomentar la disciplina intelectual del estudiante,

Este trabajo no pretende constitufrse en un manual de
virtudes intelectunales. Es introductorio, no sistemftico del
método deductive en la ensefianza de las matemdticas con ayuda

de los principios l6gicos.

La l6gica simb6lica comprende una gran variedad de te-
mas, los cuales serian cada uno, motivo suficiente para una in-
vetigacién profunda. Un objetivo de este trabajo es una relexién
de los temas que comprende el método que propone dicha 16gica,

-
lo que implica tocarlos de una manera general,.

La bibliografia utilizada de ninguna manera es de caric-
ter especializada, antes al contrario, son libros de texto que

son utilizados en algunas universidades.
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Por lo dicho anteriormente, se pretende introducir al
estudiante de légica, mediante un lenguaje que a la vez es pro-
pio de la légica y también sencillo en su comprensi6én. Los ejem
plos mostrados son de acuerdo al nivel del trabajo, es decir,

ejemplificativos de cada uno de los diferentes temas expuestos.



Capitulo [

LA CIENCIA DE LA LOGICA
1.1, 0Objeto de estudio de la légica,

En un sentido restringido, es objeto de estudia de la
16gica la teoria de los argumentos vdlidos o teoria de la in-
ferencia-deductiva.

En sentido amplio, incluye la teoria de 1la definicién
y ‘la_teoria de las clases o conjuntos,

La légica se ocupa de un segmento determinado de la
realidad; los razonamientos, es decir, el estudio sistemdtico
del proceso del razonamiento preciso,

La 1l6gica estudia la estructura de la ciencia y los
métodos que emplea en el descubrimiento de la verdad, Deter-
_mina las condiciones que hacen posible una perfecta clasifi-
cacibn, una hipdtesis fecunda, una explicacién causal o te-
leolfgica, una observaci6n cefiida a la realidad del objeto,
un experimento inquisitivo confirmatorio de una ley y la prue-

ba de un acerto o de una inferencia que se acaba de relizar.(1)

{1) TARSKT, Al4gred, Introduceddn a La Fégica y o La metodolo-
afa de fas_cienclas dedugtivas. Madrid, Espasa Calpe, 1977
p. 11



En otras palabras, es una blisqueda de la verdad median
te’ la-exactitud de la combinacidén-cientifica con la mayor inte-
ligibilidad posible. ) :

El método deductivo clarifica nuestros tipos de pensa-
miento, guia correctamente nuestros procesos-de razonamientos

¥ ayuda a evitar errores. -

Una finalidad de la:l6gica simbdlica o matemitica es
reducir procedimientos verbales comp}itados a simples disposi-

tivos de letras vy simbolos.

La l6gica es el arte de hacer inferencias védlidas, es-
to es, inferencias que garanticen la validez de las conclusio-
nes cuando las premisas son verdaderas. Para algunas ciencias

es el Gnico medio de establecer verdades formales.

El valor de la 16gica simb6lica para la investigacidn
es la aclaracién de las pronosiciones de la ciencia por medio
del andlisis 16gico. MAs especificamente, en la descomposicién
de las proposiciones en sus partes (concentos}, en la reduc-
cién paso a paso de los conceptos a conceptos mds fundamen-
tales y de las proposiciones a probosiciones mis fundamenta-

les.

Un razga caracteristico de esta 1l6gica consiste en
que este filosofar se realiza en estrecho contacto con la cien
cia empirica. (1)
{1} CARNAP, Rudol§. La antigua y La nueva €falca. Antlcule com-

pifado pox AVER, &Y. en EZ posiiivismo Tdglee.
Ed. F.C.E. Primerna edicién, Méxicc, 1281. pp. 139,140




1.2 La 16gica aristotélica y la légica matemdtica

La 16gica es una ciencia aut6noma adGn antes de la arig
mética y la geometria. AristSteles sistematizé su estudio en
su obra Organdn. Esta concepcifn de 16gica tuvo un estancamien
to casi absoluto. Se ha empezado a desarrollar intensivamente,
transformindose, adoptando un carfcter semejante a una disci-
plina matemética; da origen a una 16gica matemitica, simb6li-

ca o logistica.

La nueva, echa raices en la aristotélica, no la con-
tradice, la recrea, la sobrepasa en la solidez de sus funda-
mentos, perfecciona los métodos empleados en su construccién
y la enriquece en conceptos investigados y encuentra nuevos

teoremas.

La 16gica aristotélica en algunos casos incapaz de sa-
tisfacer los requisitos de riqueza de contenido, de rigor for-

mal y de utilidad técnica que la nueva tarea le exigfa.

En lo que respecta a la precisién en la elaboracién
de conceptos y a la minuciosidad del andlisis, se encuentra la

16gica aristotélica en un nivel primitivo.



La creacién de un instrumento nuevo y eficaz en lugar
del antiguo, requirié mucho tiempo. Junto con los 18gicos, los
matemdticos, en los Gltimos afios, su origen estuvo determina-
do por las dificultades halladas en la matemitica. Al princi-
pio no se pensd en una aplicacién mas general y filos6ficamen-
te mis significativa. La nueva l6gica permanece afin ignorada
por un amplio sector de los fil6sofos y consecuentemente no
se ha podido obtener, para esta disciplina ventajas aprecia-
bles. Es probable que el aparato formal, de apariencia matem&-

tica, -los ahuyente.

Los razgos que diferencian la l6gica matemdtica de 1la
aristotélica y mediante los cuales la légica nueva ha adquiri-
do importancia especial para toda la ciencia son: la aparien-
cia simb6lica con la que suele presentarse la nueva légica (se
hard un desarrollo mds completo en el apartado 2.1), el enri-
quecimiento de contenido, que consiste primordialmente en con-
siderar relaciones en vez de limitarse a predicados, la solu-
cién de lis "antinomias" por medio de la teorfa de los "tipos"
y el anilisis de conceptos por medic del cual se llega a uni-

ficar a la ciencia.
1.3 Desarrollo hist6rico de la l6gica matemitica.

Los matemdticos durante dos mil afios han estado ha-
ciendo inferencias correctas de indole matemitico intrincadas,
los l&gicos y los filSsofos han estado analizando la naturale-
za de los argumentos vilidos. Es de notar que, s6lo en las Gl-
timas tres o cuatro décadas haya sido desarrollada’ una teoria

formal de la inferencia.



Los 1légicos de la antiguedad, los medievales y los pos-
tmedievales descubrieron mucho de importancia y significacién
sobre la 1l6gica, pero el mis importante defecto de esta tradi-
cidn clisica, era su fracaso en relacionar la 1l6gica como teo-
ria clara de la inferencia con la clase de ra:zonamientos deduc-

tivos que se usan continuamente en ciencias y filosofia.

La 16gica fue creada por Aristételes, filésofo griego

del IV antes de cristo (384-322), en su obra Organén.

La 16gica matemdtica surgi6é en las Gltimas decadas del
siglo pasado. Partiendo de ideas de Leibniz y haciendo uso de
aportaciones anteriores {De Morgan, 1847; Bolle, 1854), Frege,
Peano y Schroder realizaron los primeros intentos para una re-
construccidén nueva amplia de la 16gica. En base a estos trabu-

jos previos, Whitehead y Russell crearon la gran obra fundamen-

tal de la la nueva 16gica, los "Principia Mathematica" (1910-1913).

Todos los trabajos anteriores a la l6gica nueva se apoyan en es-
ta obra, y se proponen a complentarla a reestructurarla., (Pue-
den mencionarse algunos nombres; la Escuela de Gotinga: Hilbert,
Ackermann, Bernays, Behmann y otros; la Escuela Varsovia:
Lukasiewicz, Lesniewski, Chwistek, Tarski y otros, Wittgenstein

y, relacionado con él, Ramsey).



El estimulo mis importante para el desarrollo de 1z nue-
va 1dgica residia en la necesidad de una revisidn critica de los
fundamentos de la matemdtica. La matemitica, en especial desde
los tiempos de Leibniz y Newton, habia hecho progresos enormes )
adquirido un gran acopio de conocimientos nuevos. Pero el afian-
zamiento de los fundamentos no habfa avanzado a compds con el rd-
pido crecimiento del edificio. Por consiguiente, hace un siglo
comenzd a hacerse un esfuerzo mas vigorozo para aclarar los con-
ceptos fundamentales. Este esfuerzo tuvo éxito en muchos casos.
Los matemdticos lograron definir en forma rigurosa conceptos tan
importantes como, por ejemplo, los de limite, derivada y ndmero
complejo. Durante mucho tiempo, esos conceptos habian sido fruc-
tuosamente aplicados; y no se debid precisamente a la claridad
Jde dichos conceptos, sino al seguro instinto de los grandes ma-
temdticos el que la insuficiencia de los conceptos elaborados no

produjera dafio en la matemitica.

Los esfuerzos para profundizar los conceptos fundamenta-
les siguieron adelante paso a paso. Los investigadores no?éancen-
traron con retrotaer a los diferentes conceptos del andlisis ma-
temitico al concepte fundamental de numero; exigfan que el con-

cepto mismo de ndmero fuese aclarado l6gicamente.



Esta investigacién de los fundamentos 18gicos de la
aritmética con un andlisis 1l8gico del nimero como meta, re-

. queria perentoriamente un sistema 16gico que tuviese la am-
plitud y la precisidn necesaria para realizar el trabajo que
se exigia de &1. Asf, estas investigaciones dieron un impul-
so especialmente vigorozo al desarrolle de la nueva 1l6gica.
Por esta raz6én tuvieron que trabajar primordialmente en l6gi-

ca, Peano, Frege, Whitehead, Russell y Hilbert.

La necesidad de una reconstruccién de la l6gica se
hizo afin mis apremiante cuando se advirtieron en el campo de
las matemdticas ciertas contradicciones ('"antinomias"), las
que pronto mostraton tener un cardcter légico mds general.
Esas contradicciones s6lo pudieron resolverse mediante una re-

construccién a fondo de la 16gica. (1)

El primer sistema de cdlculo proposicional esta en la
obra Begriffsschift (Halle, 1879) del 16gico alemdn G. Frege
(1848-1925), quien ha sido el mds grande l&gico del siglo XIX.

En afios recientes ha sido formulada una teorfa comple-
tamente explfcita sobre la inferencia adecuada para manejar
todos los casos de razonamientos deductivos por; Kurt Gédel,

J. Lukasiewicz, David Hilbert y Alfred Tarski:

{1) CARNAP,. Op.Cit. pp. 140,141



1.4 La légica y las ciencias en general.

La l6gica simb6lica y las matemidticas, son las cien-
cias estructurales de la civilizacién moderna. Si afirmamos
que esta l&6gica es el fundamento de las matemiticas, entonces
la l6gica es la ciencia bdsica de la civilizaci6n de nuestros

dfas y la matriz de las formas del futuro.(1)

Se distingue la 16gica aplicada, que comprende el ani-
lisis 1l6gico de los conceptos y las proposiciones de las dife-
rentes ramas de la ciencia, de la l6gica pura con sus proble-
mas. Aunque hasta ahora la mayor parte de los trabajos de 1la
nueva légica trataron sobre cuestiones formales, también en el
campo de la l6gica aplicada se han alcanzado resultados esti-

mulantes.

Al analizar los conceptos de la ciencia, se ha demos-
trado que todos esos conceptos pertenecen, de acuerdo con la
clasificacidn habitual, ya sea a las ciencias naturales, a la
psicologia o a las ciencias sociales, pueden ser referidas a
una base comin, puesto que pueden retrotraerse a conceptos ra-
dicales (bdsicos) que se refieren a "lo dado’, es decir a los
contenidos inmediatos de la vivencia. En primer lugar, todos
los conceptos relativos a la experiencia subjetiva personal,
es decir, los que se aplican a los acontecimientos psicolégi-

cos del sujeto cognoscente, pueden referirse a lo dado.

{1) SUPPES, Pataick, Inthroduceidn a fa £dgica simbblica. Méxdico.
C.C.S.A., 1974, p 7T,




Todos 20s conceptos fisicos pueden reducirse a concep-
tos relativos a la propia experiencia subjetiva personal, por-
que tode acontecimiente fisico es confirmable en principio a
las experiencias subjetivas de otros, esto es, los que se apli
can a los procesos psicoldgicos de sujetos distintos a noso-

tros mismos, se constituyen a partir de conceptos fisicos.

Finalmente, los conceptos de las ciencias sociales se
remontan a conceptos de clases. Resulta, asi, un sistema de
cons;itucién de los conceptos en el que todo concepto de la
ciencia debe, en principio, hallar su lugar de acuerdo con la
manera como se ha derivado de otros conceptos y, en Gltima ing

tancia, de lo dado.

La teoria de la constitucién, es decir, la teoria de la
construccién de un sistema de todos los conceptos cientificos
sobre una base com@in, demuestra ademds que, de una mahera co-
rrespondiente, toda proposicién de la ciencia puede ser retra-

ducida a una proposicifn acerca de 1o dado.

Un segundo sistema de constitucién, que incluye igual-
mente a todos los conceptos, tiene por base a los conceptos fi-
sicos, es decir, a conceptos que se aplican a procescs temporo-
espaciales. Los conceptos de la psicologfa y de las ciencias se
reducen a conceptos de la fisica como corresponde al principio

del conductismo.
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Asi, como los medios de la nueva l6gica, el an#lisis
l6gico conduce al intento de una '"ciencia unificada". No hay
ciencias diferentes con métodos fundamentalmente distintos ni
diferentes fuentes de conocimiento, sino una séla ciencia, To-
dos los conocimientos encuentran su lugar en esta ciencia y
prec{samente como conocimicnto que pertenecen, fundamentalmen-
te, a la misma clase; en realidad su aparente diversidad es
sOlo ilusoria y producto de la multiplicidad de lenguajes con

los cuales se les acostumbra representar. (2)

La 16gica simb6lica en sus escasos cien afios de vida
ha llegado a los circuitos electrdénicos; indicio de su influ-
jo. Los principios de la inferencia 1l6gica y su método deduc-
tive son universalemente aplicados en todas las ramas del co-
nocimiento. La teoria se aplica en tribunales, en anilisis fi
loséficos de las verdades eternas y en general ataifie a toda de-

liberacién humana.

En cualquier rama de la ciencia o de las matemiticas,
uno de los métodos mds poderosos para eliminar la vaguedad con-
ceptual es el de aislar un pequefio nimero de conceptos (l6gi-
cos) bdsicos para el sujeto de que se trate. EI modelo légico
asf{ establecido es traspolado a cualquier ciencia o conocimien-

to.

{2} CARNAP, Rudol{., op. Cit., pp. 149,150.



CAPITULQ II
LA SIMBOLIZACION DE LA LOGICA

2.1 Simbolizacién de proposiciones.

Cuando se mira un tratado de l6gica moderna, el primer
rasgo externo que impresiona es 1a utilizacién de f6rmulas sim-
bdlicas que parecen anidlogas a las de la matemitica. Este sim-
bolismo fue creado originalmente apoyindose en el de la matemi-
tica: pero después se desarrolle” una forma mis adecuada para

los fines especificos de la l6gica.

En matemdticas y en general en las ciencias es indiscu-
tible la ventaja del método simb6lico de representacién sobre
el lenguaje formal. Por ejemple, considérese la proposicifn;
"si se multiplica un nGmero por un segundc nGmero, el resultado
es el mismo que el multiplicar el segundc por el primero'. Re-
sulta m&s nitido decir: Dados dos nfimeros cualquiera "x" e "y",
es valido que x.y=y:.x,"o mds breve y claro usando el signo 16-

gisto de universalidad (¥x)} (x-.y=y.x}.



Por el empleo del simbolismo en 16gica, las inferencias
adquieren un rigor que de otro modo no puede conseguirse. Las
inferencias se hacen por medio de operaciones similares a las
aritméticas, sobre fdrmulas. Este método supuesto garantiza que
en la deduccién no se deslizarin supuestos inadvertidos, aspec-

tos que es muy dificil evitar en un lenguaje de palabra.

Uno de los objetivos de la 1légica es desarrollar un vo-~
cabulario que sea preciso y al mismo adecuado para el andlisis
de ‘los problemas. Para ésto es necesario redactar un conjunto de
reglas que sean perfectamente claras y definidas y que esten 1i-
bres de las vaguedades que pueden hallarse en nuestro lenguaje

corriente.

Consideraremos las proposiciones u oraciones que maneja-
mos en nuestra lengua castellana. En 16gica dividiremos a estas
proposiciones en proposiciones atémicas y proposiciones molecu-
lares.

Las proposiciones atfémicas son las mis simples (o mis
bisicas) en las que afirmamos un s6lo atributo de un sdlo suje-
to.

Las proposiciones moleculares son la unién de dos o més
proposiciones atémicas unidas mediante uno o mds términos de en-

lace, también llamados conectivos légicos.
Ejemplos de proposiciones atémicas:
El ndGmero uno es un nlmero entero.

2+1=3

18



Ejemple de proposiciones moleculares;
El nlmero uno es entero y es divisible'pbf dos

2+1=3 0o 4-1=3

Estas proposiciones moleculares se han construido con
dos proposiciones atémicas y un término de enlace diferente ca-
da una; la primera el conectivo légico "y" y la segunda propo-

sicién el conectivo fo".

Los simbolos que usaremos en l6gica para representar
proposiciones atémicas son letras mayGsculas, tales como "P",
"Qt, “R", "SM,...

Las proposiciones matemiticas utilizan sus propios sim-
bolos, es decir, no hay necesidad de simbolizar lo que ya ha
sido simbolizado. Esto no implica que tanto la 1légica como la

matematica su lenguaje sea simb6lico en sentido estricto.
2.2 Términos de enlace o conectivos légicos.

Nos proponemos en este partado establecer reglas pre-

cisas y estrictas sobre el uso de ciertas palabras claves, co-

mo son: 'no', "y", "si,..entonces...", ''si, y sbélo si'".
En adelante les llamaremos términos de enlace o conectivos 18-
gicos. Estos conceptos junto con "todos' "hay" 'identico" son
los mis importantes en la nueva légica (que en parte son reduc

tibles unos a otros).
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NEGACION: su simbolo.es ' '+ "
La regla que sigue este conectivo es: la negacién de
una propesicifn cierta es falsa, y la negacién de una falsa

es cierta.

| 4 P
\ F
F v

"CONJUNCION: Se usa la palabra "y" para conjuntar dos
oraciones, a fin de hacer una séla oracibén que se denominard

* conjuncién.
Se utilizard como simbolo la letra inglesa "§".
La regla que sigue este conectivo es:

La conjuncién de dos proposiciones es cierta si, y sé6-

lo si ambas proposiciones son ciertas.

| <] <]
mi<simi<sio
m|m|m| <) oo




DISYUNCION: Se usa la palabra "o" para efectuar la

disyuncién de dos proposiciones a fin de hacer una sola.

La regla que sigue este conectivo es:

La disyuncién de dos proposiciones es verdadera si, y
s61o si cuando al menos una de las proposiciones lo es:

Se aclara que se restringe el uso de la palabra dis-
yuncién, al sentido no exclusivo (inclusivo), es decir que una
disyuncién es verdadera cuando una proposicién o la otra son

verdaderas o inclusive ambas también lo somn.
El uso del conectivo "o' en sentido exclusivo, al afir-

mar una de las proposiciones excluye a la otra y visceversa.

En el siguiente trabajo se utilizard el sentido de in-

clusivo,
P Q PvaQ
v v v
V| F \
F v v
F}| F F ‘

El sfmbolo de la disyuncibn es "v"!
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U IMPLICACION: Proposicién condicional

Se usa‘'la palabra "si...entonces..." para obtener de

‘dos-proposiciones atémicas una proposicién condicional.
Su sf{mbolo es " ~—> v

Una proposicidn condicional es falsa si, el anteceden-
te es verdadero y el consecuente es falso: en cualquier otro

caso es verdadero.

P1Q P—Q
viv v
v F
Flv v
FlF v

EQUIVALENCIA: Proposiciones Bicondicionales.

Se usa 1a expresién "si, y s6lo si' para obtener de dos

proposiciones atdmicas.
Su simbolo es "E>
Es regla que sigue este conectivo es;

Una proposicidén bicondicional es verdadera si, y s6-

lo si sus dos miembros son ambos verdaderos o ambos falsos.



ty
w

Q P« Q
viv v
vIF F
Fi1V F
F | F v

Estas reglas que siguen los conectivos se han estable-
cido para componentes atdémicos, pero se aclara que también son

vilidos para componentes moleculares,

En la mayoria de los casos una proposicién molecular
consta de mis de dos proposiciones atémicas., Es necesario es-
tablecer ciertas formas de agrupar dichas proposiciones. Para
ello nos valderemos del uso de paréntesis. Los paréntesis defi

nirin si se trata de una conjuncién o de una disyuncién.

"Si se adopta una convencidn natural con respecto a
la denominacién relativa de dichos conectivos se obtendrd una
considerable reduccién de los paréntesis usados en la pricti-

ca'" (1)

La convencidén es: Los sfmbolos ' —*" y ' €> " do-
minan-a " & "y " v ",
Ejemplo:
§ — (HE&U) significa S—> H&U

Per (QvR) significa Pes QvR

(11 SUPPES, Patrick, op. cit., p. 34
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Por'lo que el valor de certeza o falsedad.de una pro-~
posicién molecular estd en funcién del valor de verdad-de cada
proposicién atémica, asi como del término de enlace que conec-

ta dichas proposiciones atémicas.
2.3 Constantes y Variables.

Entre las expresiones y sfmbolos que-intervienen en
los_teoremas y demostraciones matemiticas, distinguimos cons-

tantes y variables,

Constante es un término o parte de una proposicisn
que tiene un significado fijo, que permanece inalterado en 21
. . 2
curso de las consideraciones. Es el caso de "5§7', 't', 'cero”,

"suma', "Jose Veld:rucz'"...

Una variable es también un término o parte de una pro-

posicién que no posee significado propio.

Una variable puede ser sustitufda por una expresidn
que nombre o designe un (nico objeto. Se utiliza ordinariamen-
te las dltimas letras del alfabeto latinoj; "u', "v', '"w", "x",

Myt tan
Yo T2,

** Las variables desempefian un pa-
pel fundamental en la formulacidn
de teoremas matemdticos (...} a

la introduccién de las variablies
debemos el desarrollo de un méto-
do tan fructffero para la solu-
cién de problemas matemdticos, cg
mo es el método de las ecuaciones.
La invencién de las variables cos-
tituye un punto culminante en la
historia de las matemiticas"

TARSKI, op.cit. pp.36-37



2.4 Cuantificadores universales y Cuantificador -existencial.

La palabra cuantificador indica cantidad. Existe 1a
posibilidad en cuanto a la cantidad, de predicar sobre una c<an-
tidad determinada a todos lios elemento% del universoe, a ningdn
elemento de ese universo o glguno(s) elemento(s) del mismo uni-

verso.

Resultan tres cuantificadores; todes,ninguno y alguno.
Dos de ellos son positivos; todos y alguno. Uno negativo; nin-
guno.

Los cnantificadores todos y ninguno predican sobre la
totalidad del universo, por lo tanto son cuantificadores univer-
sales. El cuantificador alguno, predica sobre la existencia de
algln elemento que cumple tal o cual predicado. Por elle, este

cuantificador recibe el nombre de cuantificador existencial.

El cuantificador universal " Todo ", se predica uni-

versalmente de todos los sujetos (términos).

Se simboliza por " ¥ "

{ ¥x ) se lee; para toda X

Ejemplo:

( ¥x ) ( x*x ); para toda x, x es igual a si misma.

El cuantificador universal negativeo * Ninguno”

s
e



tificador norque se reflere a‘la cantldad es.un1versal negativa

gacién “toral .

Ejemplo:

(1) Ningin hombre es 1nmortn1.. “',1

51 1ntroduc1mos varzables la propos1C16n (1) quedari,

(1') Eara toda x, si x es un hombre, entonces x no es
inmortal.

Definimos cada proposicién atémica.
¥ &> X es un hombre.
Ix &= X es inmortal.
Por lo tanto, el término NINGUNO conticne:
Un cuantificador universal mis una negacién; simbolizado queda,
NINGUNO = ( ¥x ) +.

Cuantificador Existencial. Para su comprensién se co-

menzard por un ejemplo:
(1) No todos los hombres son rectos.
En este ejemplo la negacién antecede al cuantificador.
Es la negacién de
{2) Todos los hombres son rectos.

Se introducen variables en la proposicién (1).



Al menos

o
-3

(1') No ocurre que, para todo X, si X'es un hombre,

entonces x es recto. [EEE
Definimos cada proposicién;
Hx «> x es un hombre.
RX -3 x es un recto.

Simbolizamos la premisa (1').

W« (¥x) ( Hx—> Rx )

No todos, equivale a decir algunos o por lo menos uno.

un elemento del universo cumple con la proposicién.
La forma existencial se simboliza por "E"

{ Ex ) se lee; existe alglGn x, tal que cumpla con la

proposicién...

Ejemplo:

(Ex) ( x=x }; existe algdn elemento x, tal que X sea

igual a sf misma.

"Con la cuantificacién se completa tanto la compren-

sién de una proposicién como su representacidén simb&lica. Con
un cuantificador es mds sencillo conocer la veracidad de una
proposicién "(1).

(1) FLORES MAVER, Fautsch, et.al., Temas selectos de Matemdticas,

México, Progreso, 1981, pld7.



CAPITULO III
METODO DEDUCTIVO DE LA MATEMATICA

3.1 Primevros principios; axiomas y teoremas,

Los razonamientos se dividen tradicionalmente en dos
tipos diferentes: deductivos e inductivos. Aunque todo razo-
namiento lleva implicita la afirmacién que de sus premisas
ofrecen alglGn fundamento para la verdad de su conclusién, so-
lamente los razonamientos deductivos pretenden de sus premisas(*)

que ofrezcan fundamentos concluyentes.

En el caso de los razonamientos deductivos, se usan
los términos técnicos (convencionales) "vidlido" y no “vilido",
Un razonamiento deductivo es vdlido cuando sus premisas brin-
dan un fundamento seguro para la conclusién, esto es cuando las
premisas y la conclusién estin relacionadas de tal manera que
es absolutamente (l6gicamente} imposible que las premisas sean
verdaderas sin que la conclusién también lo sea. Todo razona-
miento deductivo es vidlido o no vdlido, y la tarea de la 16gi-
ca deductiva es aclarar la naturaleza de la relacifn existente

entre las premisas y la conclusién er. un razonamiento vilido(l)

*Proposiciones £6gicas verdaderas.

{1) COPI, Irving . Introduccidén a la 86aica. Ed. Eudeba.
Su2nos Alres, 1780. pag. 75 .




Existen principios que se aplican a la construccién del
apartado deductivo de la légica comunes a las de las matemdti-
cas. Metodologia de las ciencias deductivaso.Metodologfa del
anidlisis de la matemitica es el nombre de la disciplina que se
encarga del anilisis y evaluacién de dichos principios. La cien-
cia matemitica, en cuanto sistematizada en un cuerpo o sistema,
se hace coherente por la demostracién. La demostracidén a su vez,

en este sentido, es capaz de producir ciencia.

En absoluto sucede que una demostracién no proceda de
principios verdaderos {o supuestos verdaderos) y primeros ¢ mis
inmediatos, De aqui la necesidad de conocer bien los primeros

principios en los cuales se funda la demostracién.

"Si existe la ciencia, tal como
1o hemos descrito, es necesario
admitir también la ciencia de-
mostrativa, la cual procede de
los principios verdaderos, pri-
meros, inmediatos, los mas cono-
cidos. Los anteriores a todos -
los demds, y que son causa de la
conclusién"

Aristételes, Analfticos Segundos,
L.I., Cap. 2



En mateméticas a estos principios se les conoce como
Axiomas (también llamados Postulados). Estos Axiomas son co-
nocidos por si mismos. Son admitidos como verdaderos (conven-
cionalmente) por que al comparar el sujeto con el predicado,
vemos que éste le conviene. Un ejemplo de un axioma es "Por

un punto. exterior a una recta, sélo se traza una paralela'l(*)

Siendo dichos axiomas inmediatos, no pueden ser obje-
to de demostracifn alguna, porque si dichos axiomas se apoya-
““sen en alguna demostracién, se apoyarian en los principios de

ta misma, y por lo tanto ya no serdn axiomas inmediatos.

La certeza de 1la conclusién se apoya, en (iltima ins-
tancia, en la certeza de los axiomas o primeros principios que

en esa demostracién en particular se han utilizado.

Por principio y por acuerdo, se hace necesario que en
los axiomas no puede haber lugar a falsedad o engafio, no deben
depender de alguna condicién, son absolutos, deben ser conoci-

dos por si mismos y no por demostracién.

"Este método de construcci6én se denomina Método Deduc-
tivo, y las disciplinas construfidas de esta manera se llaman
Teorfas Deductivas. El método deductivo es el finico rf;go esen-
rcial que distingue a las disciplinas matcmiticas de otras cien-

cias. Toda teoria matemitica es una teoria deductiva' (1)

* Quinto postubado de La geometrla Euclidiana.
{1) TARSKI, op. cit., p. 152,



5.2 Modelo ¢ interpretacidn de una teorfa deducrtiva.

La aplicacifn de los principios expuestos en el apar-
tado 3.1 en relacifn a las teorias deductivas, cumplen con
ciertas caracteristias que a continuacién describimos, para

lo cual nos valdremos de un ejemplo sencillo:

"x", "y'", "z" designan segmentos.
"S§" Se define como ¢l conjunto de los segmentos.

" = " se define como relacién de congruencias. (1)

X £y ; se lee, los segmentos "x" y '¥" son congruen-
tes.

Adoptaremos dos axiomas:
Axiomal. Para toda x del conjunto S, x T v,

(¥} (x=y)
Axioma 2. Para toda x, y, z, del conjunto S, si

x ¥z & y = z, entonces x T y.

(¥x) (¥v) (¥2) ( xZz & YSz —> Sy )
De acuerdo a estos axiomas se pueden deducir varios

teoremas: (2}

Teorema 1. Para toda y,z, del conjunto S, si

4

, entonces z¥y
(¥y (¥z2) ( y3z —>z%y )

Teorema 2. Para toda x, y, z, del conjunto S, si
XZy § y3:z entonces x=z

(¥x) (¥y) (¥2) ( xSy § y3: —>x3z )

{1) Congruencia:

{1} EL teorema es una proposicibn matemdtica, que a diferencia
de Los axiomas, escs 3{ necesitan demostracibn.



La demostracién deductiva de estos teoremas sera:
(1) (¥x) ( X5X Jevuivrennneeneivniisen. Axioma

(2) (%) (¥y) (¥z) (x3z § ySz-—>»xTy).. Axioma

s
9

(3) (%) (¥2) ( =%z § y®z —>»z3y). ..., Sustitucién de z en x en

el axioma 2

(4) (¥) (¥2) ( y¥z —» z3y )....,....., Teorema 1. Se deduce de

1a premisa 3 y el axioma 1

(5) (¥x) (¥y) (¥2) ( xTy & y¥z —> xFz) Teorema 2. Sustitucidn de

y en = .en el axioma 2

Obtuvimos los teoremas 1 (linea 1) y teorema 2 (linea 5)

a partir de premisas que de antemano postulamos como ciertas,
Observaciones:

a) Esta teoria en miniatura, se basa en un sistema de
axiomas y definiciones.

b} No se agota el conocimiento sobre segmentos s6lo con
estos dos teoremas.

c) Toda demostracién puede ser en gran medida generali-
zada,

d) Podemos correlacionar con cualquier teorema de nues-
tra teoria una ley correspondiente a la légica.

e) A ésto se le 1llama un modelo ldgico-matemitico.

£) Se obtiene a partir de las leyes légicas universales.

g) Cualquier modelo del axioma sistemético satisface

todos los teoremas deducidos de otros axiomas.



Por analogia y siguiendo el modelo légico-matemdtico

de segmentos y congruencia que se acaba de demostrar, se reenm-

plazari las definiciones en todos los axiomas'y teoremas por

variables diferecntes.

nes.

El simbolo "S" por 1a-

El simbolo "= porila:

Propiedad relfexiva.:
Para todo ,éler.n'éntdyrx‘dé 1a ¢lase K, 'x tie-

‘ne/-la- relacién R con x.

Aiioma» IT' - (¥x) (¥y) {¥z) { xRz & yRz —>xRy )

Teorema

Teorema

Teorema

Teorema

Principio de tramsitividad

Para todo elemento x,y,z, de la clase K, si
x tiene la relacién R con z§ y tiene la re-
lacién R con el elemento y.

I. (¥x) (¥) ( yaz —>zzy )

.

I' (¥) (¥2) ( yRz —» zRy )
Propiedad simétrica.

II (¥x) (¥y) (¥z) ( x=y & y=2 —» X=1)
II' (¥x) (¥y) (¥y) ( xRy § yRz — xRz)

Propiedad transitiva.

2]
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Con estas dos demostraciones se quiso dar a entender
el cardcter de "modelo" que un razonamiento légico tiene con
respecto ‘a cualquier 4drea del conocimiento, especialmente con

las matemdticas.

3.3 Carécter formal de las ciencias deductivas.

"Todo teorema de una teoria deductiva
dada es satisfecho por cualquier mo-
delo del sistema de axiomas de esta
teoria; v ademds de todo teorema co-
rresponde un enunciado general que
puede ser formulado y demostrado den
tro de un marco de la l6gica y que -
establece el hecho de que el teorema
en cuestifn es satisfecho por cual-
quier modelo de esa naturaleza" {1)

Seleccionar determinadas constantes o variables de otra
teoria deductiva cualquiera, colocarlas en los axiomas en lu-
gar de las definiciones y demostrar que las proposiciones ob-
tenidas de esta manera son asersiones de esta otra teorfa.

Todos los teoremas demostrados sobre la base de un sis-
tema de axiomas dado siguen vdlidos para cualquier interpreta-

cidén del sistema.J. Harharand.

A la ifgica se le llama ciencia formal norque desnre-
ciamos el significado de los axiomas y tomamos en cuenta sdla-

mente su forma.

[1) TARSKI., op. eit., pag. 159-160



3.4 Reglas de inferencia y demostraciédn.

Con lo visto en los apartados anteriores, tenemos ele-
mentos suficientes para comenzar el problema que nos ocupa es-
te trabajo; un método eficaz, constante y seguro en la ensefian-
za de las matemiticas. Estamos hablando del mé&todo deductivo.

Dicho método sigue relgas muy simples:

a) Se dan algunas proposiciones. Las aceptamos como
verdaderas. Se les conoce como axiomas.

b) Sc conoce ciertas reglas l6gicas de inferencia.

¢) A partir de los axiomas y del uso correcto de las
reglas de inferencia, deducimos otras proposiciones verdade-
ras, llamadas en matemiticas, teoremas.

d) Con todos los teoremas y axiomas deducimos otras
proposiciones, éstas a su vez dan origen a otras, y asi suce-

sivamente llegamos a la conclusién deseada.

En general nos guiari el principio; "De premisas (pro-
posiciones) verdaderas se ohtienen sélo conclusiones verdade-

ras" (1)

Enunciaremos algunas, las mis importantes reglas de

inferencia cén ejemplos matemidticos de aplicacién:
3.41 Regla de Modus Ponendo Ponens.
Se abreviari por "PP".

Dada la premisa P> Q
Si se cumple el antecedente _ P

Se concluye el consecuente Q

(1) SUPPES,P., HILL,S., Paime: curso de Lfaica matemdtica.
México, Ed.TReverte, 1977, 0. 34

ul
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Ejemplac’

Premisa
Premisa

Conclusién

XEQ——>x+y >1
x¥0

X+y >1

3.4.2 Regla de Modus Tollendo Tollens.

Se abreviari por "TT"

Premisa
Premisa “Q

Conclusién +P

Ejemplo:
Premisa
Premnisa
Conclusibn

P __»Q

Proposicién condicional
No se cumple el consecuente

No se cumple el antecedente

X=y —»Xx=3
x#z
x#y

3.4.3 Regla de Doble Negacién.

Se abreviard por DN"

Premisa P Premisa mp
Conclusién ' P  También Conclusién P
Ejemplo:

Premisa x = x

Conclusién =~ (x # x )

También

Premisa T {x £ x)

PR, .

Conclusidn

X=X



3.4.4 ‘Ley de Simplificacién.
Se abreviard por " S "

Premisa P§Q

Conclusién P
Conclusién Q

Ejemplo:

Premisa. - 2+1=3:§ x2 =x(x)

Conclusibn 2+1=3
Conclusién x2=x(x]
3.4.5 Ley de Adjuncién.
Se abreviard por " A"

Premisa P

Premisa Q

Conclusién P § Q

Ejemplo:
Premisa 2+1=3
Premisa x2=x(x1

Conclusidn 2+1=3 § x2=(x1

(x).



Premisa - nQ

Conclusidn . P

Se abreviard por’ " LA "

Premisa P

Conclusidén P v Q:

Ejemplo:
Premisa (2421 +2=6

Conclusién ( 242 L + 2 = 6 v 3x’=l

3.4.8 Ley del Silogismo Hipotético.
Se abreviard por "SH "

Premisa P —Q

Premisa Q —R

Conclusidén F- —R



Ejemplo:
;VPremigq'_j

' Premisa

Conclusién - (2

: 3(2);5.;f;‘3§5‘5'

[
o

(2+2)+226—3(2)=6

3.4,9 Ley del Silogismo Disyuntivo.:T

Se abreviard por "SDY

Premisa PvQ
Premisa p—— R
Premisa Q —S
Conclusidn Rv S
Ejemplo:
Premisa
Premisa
Premisa
Conclusién

x+y=7 Vv y~x=2
X+y=7T—> x=2
y-x=2 —x=3

x=2 v x=3

3.4.10 Ley de Simplificacién Disyuntiva

Se abreviard por " DP

Premisa

Conclusién P

Ejejmplo:
Premisa

Conclusidn

PvP



3.4.11 Léye's:"(’:ohmlita';yivals

- -Se Jabreviar_s poT!

g : Premisa -~ .. P v.Q
“Conclusisn Y Premisa; . Qv P
.}Ejerbnplozf e e

Yot ainpremisa TR .vx='1v, §-2e2 o

Conclusién’
5.4:12 Leyes de Morgan

Se .abreviard por

Premisa PR QT Y premisa

Ejemplo:

Premisa 2+1=3 § 4+3=T7

Conclusién {2+1#5 v 4+347)

3.4.13 Ley de las Proposiciones Bicondicionales.

Se simboliza por " LB "

Premisa P <==3Q

Conclusién P -—Q

Conclusién Q ——sp

Ejemplo:

Premisa 3(5)=15¢——»5+5+5=15

GpiyiQl
Conclusién’ +(."P v °Q) - Conclusisn ~ ‘'("P & "Q)

Conclusién 3(5)}=15 —>53+5+5=15

Conclusidn §+5+45=15 —>3(5)=15

19
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3.5 Deduccidn Proposicional.

Hemos enunciado algunas reglas de inferencia que per-
miten pasar l6gicamente de un conjunto de afirmaciones a otra

afirmacién.

La demostracién es un conjunto de pasos que se deduce
légicamente de un conjunto de premisas verdaderas. Cada paso
que se da es permitido por una regla. Se demuestra que la con-

clusifn es consecuencia 1légica de las premisas dadas.

Con el manejo de las pocas reglas de inferencia comen-

zaremos el método de las deducciones formales.

Un razonamiento es simplemente un conjunto de propo-
siciones como premisas y una conclusién deducida de dichas pre-
misas.

*Si se comparan las reglas de
la 16gica a las de un Jjuego;
v se puede imaginar la deduc-
ci6n como la realizacién de
un juego. La deduccién o de-
mostracién es el juego y las
reglas del juego son precisa-
mente las reglas de inferen-
cia. El objetivo del juego es
la conclusién deseada”

SUPPES, HILL, op.cit., p.71
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Se ejemplifica sencillamente las reglas vistas hasta
ahora. Se termina este capftulo aplicands las re.gla's—‘de inferencia.
Demostrar: S ‘
(1) TvR......
{2 T «essvass Premisa dada.
(3) 'S, >R

Premisa dada.

«ves. Premisa dada.

(4) -R +seres. Aplicaci6n de 1la regla "“TP". Premisas 2 § 1
(5) - T Aplicacién de la'regla “TT". Premisas 4 § 3
(6) 'S vesssse Aplicacibn de 1a Tegla "DN". Premisa 5.

L.Q.Q.D. (3o que querfamos demostrar)

Demostrar: x=3
(1} x-221 § 2-X#1 ....nccnea. Premisa dada
(3)  x®lem—s 2-x=1 A..;..”... Premisa dada,
(3) . x=1'v x+I=§5 wasewnassses Premisa dada.

(4}  (x+2=5 § x-2=1) ~—x=3... Premisa dada.

(8) 2-xf1 . tivencenses Ley de simplificacifn., Premisa 1
(6)  x#1 weasnesanea. Tollendo Tollens. Premisas 5 § 2
(7) X+2a§ eecesien.. Tollendo Ponens. Premisas 6 & 3
(8) x-2=1 cieanananas Simplificacién. Premisa 1

(9) X#2=5 § x-221:-,.u.(.ves.. Ley de Adjuncién. Premisas 7 § 8
(10) x=3 . «vesieesss. Ponendo Pdnens. Premisas 9 § 4
L.Q.Q.D



Demostrar: "( y=2 & ~x+ﬁv\;¥7 ) : :

(1) 5x3l5e—> x=3

(2) 5x=15 & dx=1

() 0 ez voxeE) — e

P
(2), 2x+3y=21.8 x£6 L
(3); ‘x=2 —> y=9 L
(4) . x=8 — y=1 vieae P
(%) x#6

6) (x=2 v x=8)
(7) x=2 v x=8
(8) y=9 v y=l
(9) yel v.oy=9 i




CAPITULO IV
METODOS DE CERTEZA Y VALIDEZ DE UNA DEMOSTRACION DEDUCTIVA:

4.1 Uso de las tablas de certeza.

Comenzaremos aclarando que el estudio que no§ ocupa,
estd marcado dentro de una l6gica llamada bivalente. Por lo
que dicha l6gica maneja sélamente dos valores de verdad: ver-
dadero o falso. Es decir, una proposicién cualquiera, referen-
te a cualquier rama del conocimiento, es calificada Gnicamen-

te como totalmente verdadera o totalmente falsa.

Si se conocen los valores de verdad de una propesicién
atémica, es posible entonces conocer los valores de verdad de
una proposicifn molecular, afiadiendo el tipo de conectivo 1&-

gico que une a dichas proposiciones atfmicas.

Resumiendo, el valor de verdad de una proposicidn mo-
lecular estd en funcién del valor de verdad de cada una de las
proposiciones atémicas que la componen y del conectivo 1dgice

que las une.



Tenémos por ejemplo la siguiente proposicién:
1) Paris estd en Inglaterra o en Francia.
ﬂ‘Se analiza el valor de verdad de cada propoesicién
atémica;
2) Paris estd en Inglaterra,
El valor de verdad, de hecho, es falsa.
3) Paris esti en Francia.

El valor de verdad, de hecho, es verdadera.

Debido a que el conectivo 16gico que une a dicha pro-
posicifn molecular es el conectivo * o ", la proposicién-1)- -

.es verdadera.

Tenemos la misma proposicién 1} para el siguiente ejem-
plo, sGlo que ahi se cambia el conectivo "o’ por “'y":

4) Paris estd en Inglaterra y en Francia,

El valor de verdad de esta proposici6én molecular es
ahora falso. A pesar de que los valores de verdad de sus pro-
posiciones atémicas son los mismos a los valores de verdad de
las proposiciones atémicas de 1}.

Todo ésto debido a que ahora se utiliz6 el conectivo
“y" que como se vié en el apartado 2.2, es condicién necesaria
que en una conjuncién que todos sus miembros sean verdaderos

para que &ésta lo sea.

45



Se hace evidente que si a lu proposicidén 1) se le asig-
na. el conectivo "si, entonces' o el conectivo "si y sdlo si",el
valor de verdad que se obtenga serd distinto a los dos ejemplos
anteriores. Mis en concreto, a pesar de poseer las mismas pro-
posiciones atémicas, el hecho de llevar un nexo distinto hace
que necesariaménte el valor de verdad de una y otra proposicién

molecular, difiera.
Volviendo a nuestra primera aseveracién, la proposicién

"P" es calificada como falsa "F" o como verdadera "V

A

F

Si se combinan dos proposiciones atémicas P y Q, ambas
con dos valores de certeza, dan origen a cuatro y sélo cuatro
posibilidades de combinacidn.

Analizemos mediante un drbol de deciciones, cuiles.y

cuantas combinaciones resultan.

QY P, QW)
P(v)/ ST
\ =PV QR

P,Q

16
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La primera combinacién P y Q son ambas verdaderas.
La segunda combinacidén P es verdadera ¥ Q es falsa,
La tercera combinacién P es falsa y Q es verdadera.

Y la cuarta combinacién P es falsa y Q es falsa,

Las combinaciones anteriores dan origen a la construc-
cién de Tablas de Verdad o Matriz. Donde se atiende a todas las
posibilidades de combinacién de dos premisas, P v Q y sus co-

rrespondientes conectivos 1légicos.
Siguiendo el sentido que a cada conectivo 1légico se le

-.di6 en el apartado 2.2 de este trabajo, las "Tablas de certeza”

quedan de las siguiente manera:

P 8] P& Q P v Q P ——Q Pe—>Q
vy v v v v A
v F ¥ v F F
F v 13 v v F
E F F F v v

Y la tabla de verdad para 1la funcién P

'rl<’ﬂ!
-
il
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Algunas pxoposumnea tienen solo “V"-en su tabla de E

.. certeza, esdecir dicha proposicién serﬁ 51 mpre un: enunc1a-‘

do verdadero sean cuales fueren los enunuado qu

B ,Eorma., :

:‘Estas proposiciones se llaman ta\it

PP P v P
vi]i F v
Fl v v

Si, en cambio, la dltima columpna (3}, de la siguiente
tabla, contiene por lo menos un simblo F; la proposicién seri
falsa, y particularmente serd verdadera sélo para ciertas asig-
naciones de certeza. Un ejemplo de €sto es la proposicién

"p §QT.

Pi0 P_& o)
viv V]F|E|v
VIiF vivivlF
F |V F{F|F[V
F | F F|F|V[F
Paso 152l




La' proposicidn™!'p-§ -

‘¢s-verdadera tnicamente.en:

el caso’de gue:P. sea’V

gua Lu‘seguﬂda linga
Z(Lééo:ra,y G

Glﬁihd'¢01an

caso.dard.origen

<
=1
&

F Vv F

Con ayuda de las dos tablas descritas en la primera
parte del capitulo, llamada Tablas de Verdad Fundamentales,
podemos construir tablas de verdad Derivadas para cualquier

proposicidén molecular.

El valor de verdad de la poposicién molecular
(P—Q) § (Q=-—>R)—> (P—sR)

que a su vez es un principio fundamental del razona-

miento 16gico, " la ley del Principio Hipotético ".



PIQ IR (P -—>Q) & {(Q-—> R} ~—>(P-—> R}
viviyv vivivi]iv]v]v:iv v vivi]v
VIVIE ViVIVIFIVIEIF \'s VIFI|F
VIEFLIV VIFIFE F FElVIV v viviyv
VIFIF VIEF F F|V|F v VIEI|F
F VIV FItVvivIivivIVv]y A F|V]V
FIV]F FiV}V E VIFI|F v E|VIF
FIFIV FIVIF ) V FlV]V A FIVIFE
EJIFIF F{VIE|V}IF|VIF v FIVIF

Paso 11211 3 il2)1 4 11211

En esta tabla se necesitaron ocho lineas para abar-
car todas las combinaciones de V y F para las tres variables o

proposiciones atémicas P, Q y R.

Dicha tabla nos ha .indicado la verdad universal de la
proposicién estudiada. La columna nfimero 4, indica el simbolo

Vv para cualquier asignacidn de certeza, de una proposicién de

la forma (P —Q)} & (Q —R) ——(P —R).

Pasando al anflisis de las tablas en general, diremos
que el nGmero de combinaciones posibles de certeza o falsedad

dependen el NGmero de Proposiciones Atfmicas.
£l nGmero total de posibles combinaciones esti dado por

la funcién 2", donde n es el nGmero de proposiciones atémicas

que intervienen, siendo "2" los valores de certeza.

S0
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En el ejemplcranterior,vteniaﬁos tres proposiciones

atémicas; entonces; 2°=8, lo ﬁue dd ocho:lineas.

Para el caso de cuatro proposiciones. atémicas, es
24=16V1iheas( Una manera ripida, ficil y eficiente de combi-
nar ics valores de verdad de manera que sus combinaciones no
se repitan ni falte alguna es el siguiente: sea el caso de com-
binar las proposiciones P,Q,R y 5. Por la férmula sabemos que
se dan 16 combinaciones distintas, Primero, disponemcs de 16
renglones o lineas. Segundo, formamos cuatro columnas, una pa-
ra cada proposicién. Tercero, a la columna formada por "S" 1le
asignamos V a la primera linea, F a la segunda, V a la tercera
F a la cuarta, y asi sucesivamente hasta la columna 16, Cuatrgc,
a la columna formada por "R" las dos primeras lineas son ver-
daderas, las otras dos falsas, y asi sqdcesivamente. Quinto,
la columna formada por "Q" las cuatro primeras lineas son ver-
daderas, las siguientes cuatro falsas, y asi sucesivamente.
Sexto, las primeras ocho columnas son verdaderas y las ocho

siguientes falsas.

Ejemplificaremos lo dicho por 1la siguiente tabla de

combinaciones:



v E
F v v v
F v v F
F v F v
E v E E
E E v A
F E v F
F F il v
F F F F
8/8 /4 z2/2) 11

Como se puede observar ninguna de las 16 combinaciones

se ha repetido y ninguna hace falta.

Otra manera de obtener dichas combinaciones es reali-
zar un 4rbol de decisiones, como el realizado en la primera

parte del capitulo para el caso de dos proposiciones atémicas.



4.2 La prueba de invalide:z

En el capftulo I se dijo que la l6gica es el arte de
hacer-inferencias v4lidas ¢ la teoria de los argumentos vili-
dos.” Por.lo que es necesario un método que permita comprobar
si una inferencia es v&lida. Es vilida si la conclusién es con-

secuencia 16gica de las premisas de dicho argumento.

Las tablas de certeza proporcionan un método mecdnico
para-comprobar la validez de una inferencia.

Partimos de la base que de proposiciones ciertas se
obtienen conclusiones ciertas. Si una inferencia es vidldia, en-
tonces en cada posible asignacién o interpretacién de certeza,
si las premisas son ciertas, la conclusién del razonamiento se-
ri también cierta.

El método de comprobar la validez de cualquier razona-
miento es el siguiente:

io. Se escriben todas las combinaciones posibles de
certeza para las proposiciones atémicas incluidas en el ejem-

_plo.

20. Se determinan los valores de certeza para todas
las premisas y de la conclusién del razonamiento.

30. Se huscan las lfneas que presentan todas las pre-
misas como proposiciones ciertas.

40. Si la conclusién es también cierta para cada una

de estas lineas, entonces el razonamiento es vidlido.

w

w



50. Si hay alguna linea para la que todos los valores

sean ciertos y la conclusién falsa, entonces el razonamiento

no es vidlido y la conclusién no es una conclusién 1égica.

Ahora se analizard, a manera de ejemplo, el siguiente

razonamiento matemditico.

1) Si x=0 Y y=z, entonces y > 1

() y>1

(3) por lo tanto, y ¥ z

Se desea saber si este razonamiento es vilido.
Aparecen en €l tres proposiciones atémicas:

" o=

"oy=z

"oysp

Puesto que cada proposicifn atémica puede ser verdade-

ra o flasa, hay 23=8 combinaciones de certeza y, por tanto,

ocho lineas en la tabla de certeza:

x*0 | yesz| y> 1] x=0 § y=z —> v> 1 y> 1 yfz
v v v v v F
v \4 F F E )3
v F v v v v
v E E v E v
F v v v F E
F v F v F E
F F v v v v
F F E s E v




tn
w

Como indican las lineas 4, 6, y 8 las dos premisas del
razonamiento son ciertas. Unicamente que la linea de la conclu-

sién 6 es falsa, por lo que el razonamiento es no vdlido.

S5i se toma para x el valor de 1, y paray § 2z el valor

de cero, se puede ver &sto ficilmente:

(1) 120 § 00 —=0 > 1
(2 0 %1
(3) por tanto, O#0

4.3 Demostracidn condicional:

S$i un hombre de ciencia, un filésofo o un tedlogo de-
sea introducir en su disciplina leyes generales relativas a su
esfera de conocimeinto, normalmente parte de hipStesis. Dichas
hip6tesis son comparadas, puestas a prueba o vistas a través
de la lente de aquellas leyes, axiomas o principios ya demostra-
dos por sus respectivas disciplinas. La l6gica tendrd cuidado
de demostrar si dichas hip6tesis. son obtrenidas o pueden ser de-
mustradas por leyes aceptadas yva-come verdaderas.

Los teoremas matemiticos, y en especial, los de cardc-
ter universal, tienden 2 ia forma de implicaciones {condiciona-
les). El antecedente es llamado hipdtesis y el consecuente es

1lamado conclusién.




En baiabrqé;éénCillas;;eﬂ‘pnafdé
gunaévpiemisas'se han7esiableéidqf;oﬁéiﬁéfd ‘
posible introducir una nueva preﬁiéa{a;hinerq de hipéteéié; en-
tonces. obtendrfamos nuevas premisas en la;'qug ;ﬁAverdad e5ta;
ria condicionada a la demostracién de diéhé'p}gmiss thipétesi;).

Durante aproximadamente 20 siglds lé;geomefria tuvo su
base en algunos axiomas matemdticos iniroducidos por Euclides.
Uno de ellos se explicaba asi; por un punto exterior a una rec-
ta Gnicamente es posible trazar una paralela. Lobatchevsky pro-
pone una hipétesis diferente al 52 axioma de Euclides; "por un
punto exterior a una recta pasan dos paralelas que separan las
infinitas rectas no secantes de las infinitas secantes”, a su
vez Riemann presenta otra hip6tesis diferente a las dos anterio-
res; "por un punto exterior a una recta no pasa ninguna parale-
1a®.

Los nuevos teoremas {hipStesis), una vez demostrados ¥
con base en los otros cuatro axiomas de Euciides dieron origen

a las gemometrias no euclidianas.

Para efectos de una demostracién formal (16gica}, se
suponen o se aceptan como verdaderas ciertas premisas. Una vez
aceptadas éstas, se lanca una hipStesis a manera de nueva pre-

misa, es decir se solicita una peticién de principio.

La conclusién tendr4 la forma de condicional. El ante-
cedente es la hipdtesis propuesta y el consecuente es la con-
clusién obtenida en base a las premisas inciales con la hipbte-

sis aplicando las reglas de inferencia.



s7

Vesmoslo mediante el.sigui

(1) xdz—>x >y
(2) y¥2. v x=2

(3) x5y v>¥>‘

4y

5) ollendo tollens 4.2
(8} “ .Tollendo Ponens 5.3
(7). ;;..Tollcndo Ponens 6.1
(8)™" .. . i) .Doble negacién 7.

(9) y=2.—> x=4 ve<io...Demostracién Condicional 4.8
i Las premisas 1,2 v 3 son premisas demostradas con ante-
rioridad. Si se acepta como verdadera y=I (premisa 4), entonces
aplicando las reglas de inferencia conocidas concluimos que x=y
(premisa 8). Por lo que en la linea 9 se concluye: si y=2, en~

tonces x=y.
4.4 Consistencia de un razonamiento.

Algunas veces no se estd interesado en deducir una con-
clusidn particular de un conjunto de oremisas, sino en decidir
si las premisas son inconsistentes. Esta es, a menudo, la meta
principal de un abogado que interroga a un testigo en represen-
tacién de la parte contraria. Si se puede demostrar que el tes-
tigo es inocente, es decir que el testimonio es inci%istentm
habri avanzado bastante en el propésitc de demostrar la invali-
dez de la prueba presentada por ese testigo., La nocién intuiti-
va de inconsitencia es que un conjunto de npremisas es inconsis-

tente si no pueden ser ciertas todas al mismo tiempo.



Un razonamiento con premisas inconsistentes no puede

garantizar la verdad de ninguna conclusién, puesto- que sus pre-

misds son necesariamente falsas.

Por ejemplo, si un testigo déclaxa‘que:

1) Blenker estaba en Washington, D{C;"

asesinato y Blenker asegura que:

5.Ci;" 1d- noche

2) El, Blenker, no estaba en Washington;.

del asesinato, : B -
entonces sabemos de inmediato qdé'algdieﬁ'e}té mintien=
do, pues 1) y 2} no pueden ser simultﬁneamencé verd;derés. es-~
‘to es, las aseveraciones de Blenker y el testigo son inconsis-

tentes.

Se dice que dos proposiciones son contradictorias si
una es la negacién de la otra. Una contradiccién, entonces, es
la conjuncién de upa proposicién y su negacién, La constradic-

cién es conocida también como principio de contradiceidn.

Ura proposicién de 1la forma " P §°P " es una contra-

diccién.

Cada dos nroposiciones que no pueden ser ciertas a la
vez se dice que son inconsistentes. Se dice que son un conjun-
to inconsistente de proposiciones y juntas implican una con-

tradiccién.



4.5 Demostracidn por contradiccibén o por reduccién al absurdo.

Este es un método de demostracidn que combina la regla
demostracién condicional y la nocién de contradiccién. A la

contradiccibn se le denomina tambi&n absurdo.

El método de demostracidn por contradiccibn consiste
en introducir la negacién de lo que se quiere demostrar. Si a
partir de esta hipbétesis deducimos una contradiccién, entonces

significa que la proposicién original es verdadera.

En general este método puede ser usado las veces que
se desee y para casi cualquier tipo de argumento. Basta tratar
de demostrar lo contrario, es decir su negaci6n, y si ésto nos
lleva a una contradiccién, entonces lo que se querfa demostrar

es verdadero.

Los pasos utilizados en una demostraciér. por contradic-
cién son:
1) Introducir la negacién de la conclusién deseada co-
mo.una nueva premisa.
2) De esa nueva premisa, junto con las premisas dadas.
deducir una contradiccién.
3) Establecer la conclusién deseada como una inferens

cia l6gica deducida de las premisas originales (1)

{1} SUPPES, P., HILL, S., 0b. cit., p. 150.
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Hipétesis (peticién de principis)

\Tollendo Tollens 4,2

.Ley .de morgan 1

ilJ..Simplificacibn 7

. v Tollendo Ponens 8,6

o

: ! ¢soo.Tollendo Ponens 8,3
"11)'5' 15 yf}l& x£0 T VJU..iley de Morgan 10

12)‘ .,y#1~» ST wee Ley de simplificacién 11

13) ) y=i T e Ley de simplificacién 7

14) Y#1 & vy=1 +eus.Ley de adjuncién 12,13

Regla de reduccién al absurdo.
15) x=0 1,14
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4.6 Implicacién Tautolégica.

Otro método para demostrar la validez de una demostra-
cidn es el llamado de implicacién Tautolégica. Una proposicién
P se dice que implica tautolégicamente Q si, y s6élo si la con~
dicional P—> Q es una tuatologfa. Una inferencia puede expre-

sarse como una implicacién tautolégica.
El método consiste en los siguientes pasos:

1

Construir una condicional cuyo antecedente es la
conjuncidn de premisas y cuyo consecuente es la conclusidn.
2. Mediante las tablas de certeza, verificar si dicha
condicional es una tautologfa. Todas sus lincas son verdaderas.
3. Si dicha condicional es una tautologia, entonces la
conclusién es verdadera formalmente. Si no es una tautologia,
entonces la conclusién no fue obtenida a partir de las premi-

sas iniciales y la inferencia es no vilida,

Se dice, si la proposicién 1 es verdadera y la propo-
sicién 2 es verdadera y la proposicién 3 es verdadera.., enton~
ces la conclusién también lo es. Es decir las premisas implican

tautolbgicamente la conclusifn.

En el ejemplo siguiente se desea comprobar si el si-
guiente argumento es vélido.

1) P—Q

2) P

Por lo tanto, sucede Q



Mediante ‘la tabla de certeza, se tratari de probar

que las premisas implican tautolégicamente la conclusién.

Pl e (pP—Q) & P_—
Vv Vv A V] ¥ v Vv vV \'s
viIF VIF|F F vivl] FE
F v F ViV F F v v
F F F|VIF F FEIV) F
Peso 1 2|1 3 1 + 1

En la columna 4 se observa que es una. tautologia.

Por lo tanto la inferencia es vilida.

S‘iguiendo el modelo anterior, se analizari el valor

de verdad del razonamiento siguiente:

El terreno puede ser cultivado si y s6lo si se provee
de un sistema de riego. Si el terreno puede ser cultivado, en-
tonces triplicard su valor actual. Por lo tanto, si se provee
de un sistema de riego, entonces el ‘terreno triplicard su va-

lor actual.

Al simbolizar este razonamiento, queda de la siguiente
manera: :

(1) Ppe—>Q..... Premisa

(2) P --*R..... Premisa

(3) Q="R..... Conclusidn



Mediante una tabla:ce

logia; si lo es, entonces el-ra:z

P _Q R (Pe— ) &
V_V_ v V.V V VvV VVY¥Y Vv vy ¥
V..V __F Y v v F _VFF V Y F E
V_E_V Y F F F_V VYV V F v ¥
V_F_F ¥V FF F _VEFEFE V F VyF
FE_V_ V¥ F FV F F VY VY V VvV V¥
F_V_F F F V F F Y F V V F F
FE__F F V E V F VYV ¥ F v ¥
F _F _F F vV F V FV F V FEY F
Paso 1.2 1 3 1.2 1 4 12 1

La linea 4 indica una tautologia, por lo tanto, el ra-
zonamiento es vilido.

En resumen, las tablas de certeza ofrecen otra posibi~'

lidad y otro método para encontrar la validez de un razonamien-
to. Tiene ventajas sobre la demostracién mediante las reglas
de inferencia, ya que ese mé&todo es posible aplicarlo a cual-

quier razonamiento.




CAPITULO V
LA TEORIA DE LA IDENTIDAD

5.1 Concepto de identidad.

El cdlculo proposicional aloue hemos dedicado los cuatro
capitulos anteriores, constituye sdlo una parte de la l6gica. No
constituye de por si una base suficiente para la fundamentucidn
de otras ciencias, ni, en particular de la matemftica; en las de-
finiciones, teoremas y demostraciones matemiticas aparecen conti-

nuamente distintos conceptos de otras partes de la l6gica. (1)

De los conceptos légicos que hemos hablado, el de més im-
portancia es, probdhlemente, el concepto de identidad.
x es idéntico a v,
x es5 lo mismo que y,
x es igual a y
Abreviando
x =Yy
En lugar de escribir:
x no es idéntido a y

x es diferente de y; escribimos x ¥ y

{1) TARSKI, 0b. cit., p. $0.



Las leyes generales que gobiernan las expresiones ante~
riores constituyen una parte de la 18gica que es llamada Teo-

ria de la identidad.

w
w

Leyes bdsicas.
La ley méds fundamental sobre- la teoria de 1la identidad
es:
1./ x=y
L es,iguai a:"y” si, y séloe si "x" tiene la propiedad
que “tiene ?y".,é,"y" tiene la propiedad que tiene "x'
: 'Esta'ley'sueie ser 1llamada Ley de Leibniz.
" Puede cansiderarse como la definicién del simbolo "=
" pe esta'ley se puede deducir una serie de otras leyes
pertenecientes a la teoria de la identidad:
II. x=x
Todo ohjeto es igual a s{ mismo
Demostracién, Susituyendo en 1a Ley de Leibniz, "x" en
lugar de "y'", obtenemos: x=x si, y s6lo si x tiene la propie-
dad que tiene x.
1I1.' Si x=y, entonces y=x

Demostracidén. Sustituyendo "x' por "y" e "y" por 'x"
es la ley de Leibniz, obtenemos:
y = x si, y sélo si "y” tienc la propiedad que tiene "x"

y "x" tiene la propiedad que tiene "y".

o



Afirmamos entonces dos equxvalencias uyos.

rechos son conjunciones que dxfxeren unxcamente en: e1 urde

sus miembros.
X=y g yax IR A 2
IV. Si x=y § y=z, entonces x=:

Demostracién.,Por hip6tesis las dos férmulas: (1)x=y y
(2) y=2:se asumen como vilidas. De acuerdo a la Ley de Leibniz
‘se sigue de 1a férmula (2) que todo lo que puede decirse de "y
pudo también dex;rse de "z". Por tanto, podemos reemplazar la
Vyhrjable fryn p;;'"z",en la f6érmula (1), y obtener la férmula
- deseada: .. x=:

V. §i x=z § y=z, entonces Xx=y

Dos cosas iguales a una tercera son iguales entre si.
La ley II es llamada Ley de Reflexibilidad

La Ley IIIl, Ley de Simetria

La Ley IV, de Transitividad,

5.3 Relacidn de la igualdad 16gica con la igualdad en aritmé-

mética y en la geometria,

Se considera la igualdad aritmética entre niimeros como
un caso especial del conéepto general de identidad 16gica. Se
acepta la regla general que permite, bajo la hipétesis de que
una cierta ecuacién es vilida, reemplazar en cualquier expre-
si6én el miembro izquierdo de la ecuacién por el miembro dere-
cho. Estos reemplazos son imprescindibles en muchos razonamien-
tos, se vuelve necesario dar demostraciones especiales de

que el rcemplazo es legitimo para cada caso particular.

embros’ de~ S
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Consideramos un sistema cualquiera de ecuaciones con.
dos variables: poT ejemplo:
x=z
2x+3z=10
Al resolver este sistema de ecuaciones por el método
de sustitucién, se forma un nuevo sistema de ecuaciones, reem-
plazando todas las variables "x'" en la segunda por "z"..Quedan
do:
2z + 3z = 10
Por la aplicacién de las leyes de la igualdad, se dice

sque el segundo sistema es equivalehte al primero.

Si el simbolo "='" denota identidad 16gica y aceptamos

la Ley de Leibniz, los sistemas son equivalentes.

El concepto de identidad en geometria es distinto. Cuan-
do se llama iguales o congruentes a dos figuras geométricas por
ejemplo a dos segmentos, dos dngulos o dos poligonos, no se
quiere afirmar en general, que dichas figuras sean idénticas:
con ello se dice s6lamente que estas figuras tienen el mismo ta-
mafio y la misma forma. Asi, un trifdngulo podrd tener dos o in-
cluso tres lados iguales, pero no idénticos. Para evitar confu-
s8ién en aquellos casos que no se trate de identidad 16gica, se
recomienda evitar el término igualdad, en su caso utilizar ''con-

gruente" y reemplazar el simbolo "='" por otro cualquiera.



. CAPITULO VI
APLICACION DE LA LOGICA MATEMATICA A LA CONSTRUCCION DE TEORIAS
MATEMATICAS SIMPLES
,6.1 Términos primitivos; axiomas y teoremas fundamentales.

Con los conocimientos de légica y metodologia expuestos
en los capitulos anteriores, se intentard la fundamentacién de
una teorfa matemitica elemental, Esta teoria presupone casi ex-

clusivamente la 16gica, en cuanto que formal.
Se toman como términos primitivos:
nimero real,
ser menor que,
ser mayor que,

suma.



En lugar de nimero real se empleard la expresidn:
"Conjunto de todos los nimeros"

x EN i x es un némero.

o

s menor que " se reemplaza por "<
" es mayor que " se reemplaza poer " >

" no es menor que " se reemplaza por
" no es mavor que " se reemnlaza por
X + = : Suma de los ndmeros " x "y "'z
(operacidn binaria)
Se distingue dos tipos de axiomas: nrimero las relacio-
ncs fundamentales de los signos " > " y " < ", Segundo, se re-
_fieren a-la adicién.
Axioma I. (¥x) (¥y) ( x=y v X<y v x> y }
Axioma II, (¥x) (¥y) (x<y—> y¢ X)
Axioma ITI. (¥x) (%) (x>y—>v} x)
Axioma IV. (¥x) (¥y) (x<y § y<z=»x < z)
Axioma V. (¥x) (¥v) (¥z) (x >y &y > zv—»x > z)
El axioma I recibe el nombre de Ley Débil de Tricotomfa.
Los axiomas II y IIl, Leyes de Asimetria.
Los axiomas IV ¥ V, leyes de Transitividad.
Las relaciones " <" y " > "™, junto a 1a relaci6én 16gi-
ca identidad "=", serdn referidas como Relaciones Fundamentales

entre nimeros.
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Una ve: -admitidos estos axipmas se deducen una serie de

teoi’emas o

“Demostracién por el método
de:‘Reduccién-al Absurdo.

“Teorema’l

(1) (P s 2p) 20 Ley del Absurdo.

(2) (¥x) (B) (X <y w20y ¢ X)L, Axioma II

(3)  [(x< X) ek (x < ) ix cx) i (x < x) en lugar de P.
4) (‘x< X) ==+ (X ¢ X) vii.euua..i.X en lugar de y, 2

5) ( xt x) tesssessensas.Poniendo Ponens 4,3

- Esta demostracidén por reduccién al absurdo, consiste en
. admitir priméramente que el teorema es falso, y se deducen de
ello ciertas cosas o consecuencias que nos obligan a rechazar
la suposicién inicial.

El sistema de axiomas que se ha adoptado es simétrico
respecto a los simbolos "< " y " > ", Por lo que todo tecrema
referente a la relacidén "menor que", se infiere otro referente

a la relacidén "mayor que". Es decir se puede inferir:
Teorema 2. (¥x) ( x# x)

La relacién de identidad "=", por l6gica es reflexiva.
Los teoremas 1 y 2, muestran que las relaciones fundamentales
entre nimeros, "<' y " >" son irreflexivas; estos teoremas

son llamados, Leyes de Irreflexibilidad.



Teorema 3. ix >y Si,,yJQSfb,si{ §< x
Demostricién,‘Las £6rmulas. "x > y™ y My ¢ x" son equi-

valentes, se deduce la primera de la segunda.

Segfin el axioma I, ocurre al menos uno de los tres ca-
S0S; X=y 0 X < y 0 x> y. Ahora bien, si fuese x=y, segfin la
Ley de Leibniz se sustituye "x" por "y" en "y»x', lo que con-
tradice el teorema l. Serd, pues: x#y. Ahora bien, también es
vidlido; x ¢ y, pues segfin el Axioma 2, las férmulas: "x< y" y
"y < x" no pueden ser simultineamente verdaderas. Por lo que
se demuestra que se da el tercer caso: " x >y M.

Anilogamente se establece la implicaci6én en sentido o-

puesto. El teorema 3 establece que las relaciones " < "y " >

son reciprocas.

Teorema 4. Si xfy, entonces x <y o y < X.

Teorema 5. Si x#¥y, entonces x >y o y > X.

7

Estos dos tltimos teoremas se denominan Leyes de Conexién.

Teorema 6. Dos niimeros cualesquiera "x" y "y" satisfa-
cen, una sdla y s6lo una de las tres f6érmulas: xsy 0 X < y 0
x>y,

Este teorema es llamado Ley fuerte de Tricotomfa.

Los teoremas o akiomas anteriores son fundamentales.

Existen otras relaciones de no menocs importancia:



Definicidn 1. Se dice.que’ xfy:: 3 ¢ ; o.X¢y.

Se lee " x es menor o igualbque y V.,EstuldefiniciénVdﬁ’nrigen

a dos teoremas: ) = : "
Teorema 7. xfy si, y sblo si x ¥ y

Teorema 8. x<y si,,y s6lo si x¢y & x#y.

Por analogia se define el simbolo " > ". Los teoremas
relativos a esta relacién, se obtienen anilogamente a la rela-
cién " ¢ ", se obtienen anfilogamente a la relacién " > " si se
sustituyen los simboles " < ", " < ", ¥y "> "opor "> "y """,

Las férmulas x=y se denominan ecuaciones. Igualdades.

Las f6rmulas x ¢ y o x > v, se denominan desigualdades.

(inecuaciones).

Las expresiones que aparezcan a la izquierda o a la de-

trecha de estos simbolos reciben los nombres de miembros dere-

chos o izquierdos de la ecuacifn odesigualdad.

6.2 Axiomas sobre la adicidén: concepto de grupo y grupo abeliano.

Como se dijo en el capitulo anterior. Se analizarin dos
clases de axiomas. El segundo grupo consiste en seis axiomas.
Axioma 6. Si y E N & zE N. entonces y+z E N.
Axioma de cerradura.
Axioma 7. x *+ v =y + x
Axioma de conmutatividad.
Axioma 8. x+(y+z) = (x+y)+z
Axioma de Asociatividad.
Axioma 9. (¥x) (¥y) (Ez) ( x= 7y +z)
Axioma de invertibilidad.



Un grupo es una operacién biraria que cumple con los
axiomas de cerradura, asociatividad e invertibilidad. Si ade-
md3 la operacién cumple con la propiedad conmutativa, es un

grupo abeliano.

E1l concepto de grupo y grupo abeliano, trata de una dis
ciplina matemitica especial, la llamada Teoria de Grupos.
Estos cuatro axiomas reunidos establecen el conjunto de todos

constituye un grupo abeliano con respecto a la adicién. (1)

6.3 Conclusiones numéricas.

En base a lo expuesto hasta aquf sobre una metodologia
de la 16zica matemdtica, las conclusiones son elementales y en
ocasiones de uso cotidiano. Sin embargo muestran la metodologia

que se ha tratado de exponer a lo largo de todo este trabajo.

Sirvan los siguientes ejemplos como modelo a seguir pa-
ra una fundamentacién deductiva de la ensefianza de las matemi-
ticas. Dichos axiomas utilizar&n los axiomas y teoremas ya de-

mostrados, mds las definiciones de los nGmeros naturales:

Definiciones:
1=1
2s141,
3=2+1
d=3+1
S=d+]
Seglin el axioma de Peano: cada nfimero natural se obtie-

ne afladiendo la unidad al niimero anterior.

{1) TARSKI., op. cit., p. 209
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Cada teorema demostrade serid consecuencia 16gica de
los axiomas.y definiciones aceptados nreviamente., Los axiomas

y.definiciones son la causa de los teoremas.
Teorema: 3=1+2

(1) (¥x) (¥y) (x+y=y+x) veevss. Axioma 7

(2) ‘37241, - vees... Definicién de 3

Y 2el=1z. 0 vev.... Sustitucibn de 2 en x.y
. 1 en y. en Axioma 7

(4) 3=1+2 veuee.. Ley de Identidad 3.2

Una vez demostrado un teorema se puede utilizar como
una premisa junto con los axiomas y definiciones en futuras
demostraciones. Cuando un teorema ya demostrado se utiliza,
se justifica el paso, haciendo referencia al teorema corres-

pondiente.

Sea la demostracifén siguiente, donde se hace necesario

utilizar el teorema 1.

Por demostrar: 4=1+(1+2)

(1) (¥x) (My) (x+y = y+x) wevvn...Axioma de la conmutatividad.
(2) 3=3+1 weice.. Def, de 4

(3) 3+1=1+3 . CUTETIILUL0 3%, Ly, Axioma conm.

(4) 4=1+3 o i evese.. Identidad de Premisas 2 y 3
(5) 3=1+2 S ) . ..... Teorema 1

(6) 4=1+(1+2) ) ~ivee... Identidad de premisas 4.5

Teorema 2. 4=1+(1+2)



7)) 2R 1L

(1)

' .’Axioma de conmutatividad.
(2). . Certeza légica.
(3)" Definicién de 2.

f%?“ l:‘ ldentidad premisas 2,3
(5).1+2
(6) 3 ;
RuB.
&) (1

1/x, 2/y, premisa 1.
. Definicién de 3.
. Identidad premisas 5,6

. Identidad premisas 4,7

Teorens 3. cm)‘r, =2 es

Por demostrar. = 2+2

,7(151k¥x) (Vy) ( X+ (y‘z) +z ) “JJ . Axioma 8

(2) 4 =-3+1 . ‘:‘ Jovddsu . Def. de 4

(3) 3=2¢1 Lliie. i Def. de 3

() dm(ze)el - l. .ii. Tdentidad 2,3

(5) (Z+1) * 1 .20 (1+1) Cuaeeeses 2/%, Yy, 1/2 Premisa 1

(6) 4= 2+ (1+1) - .ovev... Identidad 4.5
$ i .lL Def. de 2

(8) 4=2*"'~»‘ L ...Identidad de premisas 6, 7




svo1/%, ‘premisa 2

iwoow:Identidad 4.5

10 (0+1) ...... Identidad 3,6

Eh realidad la mayoria de verdades en aritmética se pue-
den deducir légicamente de pocas premisas axiomiticas. Por otro
lado, no todas las verdades de aritmética pueden ser probadas,
tampoco pueden ser definidos todos los nimeros o predicados. Se
empieza por términos no definides come 1" o "O".

Todo el conjunto de términos no definidos axiomas, definiciones,

v teoremas se denomina una teoria.



Una Gltima demostracién numérica, geii

de los nimeros negativos.

Por demostrar: JERSE 2

(1) (%) (¥) (%) E(x*y]*"
(2) (¥x) (%) (xry = y+x
(37 (¥x) ( x+0%x)"
(3) (¥x) x4 ex)

(u)1¢p+~1)=2fwo*

(14) 2 + 0=
(15) 1+(2+, -l) = 2

luyen axiomas

Conmutatividad:

£ .del cero.-

.,dé~los'négativos
L 2y, =17z, Pre. 1

A erte;a ‘16gica.

J..ldentidad 5,6

e dfx, 27y, Premisa 2

.uIdenﬁidad Premisas 7,8
..l/x, 1/y, <1/z, Pre. 1
..Identxdad 9,10

...1/x, Premisa 3

..Identidad 11,12
..2/0 Premisa 3

..Identidad 13, 14



CONCLUSIONES .~ -0 "o oot
Este trabajo pretendié - introducir-tanto al maestro de
matemiticas de.ensefianza media as{ como al alumno de ese mis-
mo nivel en una nueva y diferente opcidn-en-:la ensefianza y com-

prensién’ de las matemiticas.

La l6gica, una disciplina del intelecto humano, propo-
ne a la matemitica un métode Deductivo-Demostrativo en la in-
vestigacibén de nuevos teoremas asi como en la transmisién de

los ya demostrados.

Se establecidé una correspondencia entre el método de-
ductivo de la légica y su aplicacién formal idéntica a la cons-

truccién de sistemas matemiticos.

Una vez sistematizado el método deductivo de la ldgica

se toma como modelo para la matemitica.
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El método deductivo-demostrativo varte de premisas evi-
’dentes Ilamadas axiomas (en las matemdticas) y primeros princi-
pios (en la 1l8gica), asi como de la definicién de términos pri-
mitivos. Mediante leyes lSgicas del pensar (reglas de inferen-
cié) se deducen otras premisas llamadas teoremas. Estos teore-
Amas, junto con los axiomas y deficiones primitivas dan origen

.a un sistema matemitico.
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