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C<1pítulo I 

I N T R o D u e e I o N 

La teoría Magnetohidrodin;Írn.ica [M !! D], llmn:tda (recuentcmcnte hidrornagnetisrn'?, -

constituye una de las ramas de ln fíuica en la que confluyen dos, la hidrodin5mi

ca y el clectromngnetisrno, y que tiene corno estudio la din5mlca de los fluidos en 

presencia de campos electro1nagn~ticos. As{, ~n física de J>lnsmas, M ll D jt1ega un 

papt?l muy importante t?n el desarrollo de esta roma al considerar al plasma como -

un fluido conductor. 

De acuerdo a las consideraciones que se hacen en la derivnci6n de las ecuaciones 
1 

rnagnetohidrodin5rnicns, se dice que se trabaja en la nproximaci6n de M !! D Ideal -

cuando los efectos dislpativos así corno el t¡rmino de corriante Hall y el grndie! 

te de presión de el.,ctrones rn5s otros elern.,ntos son ignorados en la Ley de Ohm. -

Es decir, la validGz de lns ecuaciones de M H D Ideal, impone restricciones sobre 

el fluido, tales que se satisfacen las siguientes condiciones: 

a) Se supone que el plasma es cuasi-neutro, es decir '7; ~ llt :::. 11 , donde 1./1~ son 

las densidades de iones y electrones respectivamente. 

b) Los efectos inerciales de los electrones son ignorados haciendo la masa de los 

electrones n'I,¡ -:>O • 

c) La corriente de desplazamiento se elimina en ta Ley de Ampére, considerando so 

lamente oscilaciones de baja frecuencia. 

d) El término de Hall y el gradiente de presión de electrones son del mismo orden 

y se pueden eliminar si W¿ <<.V¿; Y (,_ <.<.. L , es decir, si la frecuencia de c_o

lisi6n Yté es mucho mayor que la frecuencia de ciclotr6n de electrones Wt , y 

el radio finito de Larrnor es pequeño en cornparaci6n con la dimensión cnrncte-

rÍstica del plasma L . 

Es conveniente rnencion'1r que 13 región donde la teorín M H D Ideal es v51ida, qu~ 

dn excluídn de la zona de interés en plasmas de fusi6n, n pesar de que da una des 

cripci6n adecuado del comportamiento global del plasma [Freidberg 1982]. Es pos! 
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ble extender cstn rcg~ón y caer en ln de 1.os plasmas <le fusión, rt.!laj<1ndo alr,unas 

de las condiciones. 

Por otra parte, efectos de asimetría en la ¡1ccleraci611 ele pnrt{cul;1s accler¡tdas -

por las inestabilidades m=o en los Z-Pinch y los focos de plasma, no pueden ser 

explicadas mediante el modulo M H D. Estas asimetrías pueden sur explicndae a -

travis do la lnclusi6n del t6rmlno de Hall y el gradiente de presión de electro--

nes en las ecuaciones de ~l ll D Ideal, y de esta forma tcrier un esquema m5s gene--

rol en la descripción del proble.mn [llaines 1983]. 

' 
Con estas consideraciones en monto, es necesario incluir el t6rrnino de Hall en -

las ecuaciones de M H D Ideal como primera instancia, por lo que se denominar& a 

esta representaci6n ¡nagnetohidrodlnimica Hall [M H D 11], con lo cual se puede h!!_ 

cer un estudio de la modificación de las ecuaciones de equilibrio, así corno de -

ciertas cantidades conservadas que son necesarias en su derivación, tales corno -

la helicidad cruzada, momento angular, etc. Bisicarnente, este trabajo se reduce 

a encontrar las ecuaciones de equilibrio en la aproximación de M H D ll, y tratar 

de exhibir alguna solución a este problema. 

La metodología seguida para encontrar e~tas ecuaciones se realiza de la siguien

te manera: 

Se escriben las ecuaciones de M H D H·partiendo del modelo de dos fluidos, 

exhibiendo su diferencia con el caso de M H D. 

Se muestran cuales son las cantidades que se conservan en el caso general 

(independientemente de la geometría), y para un caso particular, en geome-. 

tría toroidal (en términos de funciones de flujo J!- y }{"), las cuales se 

utilizarán como constricciones al problema 

Se muestran diversos principios variacionales que generan ecuaciones de 

equilibrio. Como un antecedente se presenta el trabajo de Woltjer para 

M H D Ideal [Woltj er 1958], y el de Turner para H H D H bajo la aproxirn!!_ 

ción de incompresibilidad [Turner 1986]. Ambos trabajos son independientes 
de la geometría. 



Más o.delante se muustrn como la ecuación de Grad Shaft·.:1nov p.:1r .. 1 el prl1bl.cma -

de geomútría toroiLl.1l .1xisiraétrlco se p111"!de ohtcner de un pri.nclpio w1riacio

nal en términos de funclunúti dú tlujo !J:. y![•. Con 1~~;tns ~1nrt•c1~1knte.s se - -

muestra como obtener ecuaciones tle cquilibrto ~ener~1llzadas p<1rn l~l. problema 

de M U D H toroidal axls~nGtrlco. 

De las ecuaciones enco11trndn~ para la rcprcse11tnci6n <le geometría toroidal en 

M H D H, se muestra que se pueden recuperar como caso pnrtlculnr de lns ecuacio

nes de Turner como prucbt1 de co11sistcncin, cu¡111<lo nlgunns constricciones son el! 

minadas. Se exhibe una forma alternativa de ntncnr el problema propuesto por 

Turner quedando abierto el problema de determinnr las soluciones para el cai;o g!!_ 

neralizado. 

,. 
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Capítulo II 

Ecua e iones M 11 D ll. 

En este capítulo se dcrlv<.\ll lnS ecu<H.:1.onct-l Je Magnetoh.idrodinúmicn ldeal M H n. -
partiendo del modelo de dos fluidos. Asimismo, se discuten lus condiciones bajo 

las cuales se conserva el término <le Hall en la Ley d~ Ohm, en cuyo caso Sl'! deno

minará a esta nueva representación magnctohidroclln:ímica Hall HHD!I. 

Finalmente, se obtienen las acuncio11es en forma conservativa dentro de este nuevo 

contexto, las cuales permitirán formular un principio varlucional. 

2.1 Modelo de dos Fluidos. 

Considérese un plasma isotrópico completamente ionizado, compuesto solamente por 

ioi:ies y electrones, donde se han eliminado efectos de viscosidad, de tal forma 

que la evolución del sistema se rige por el modelo Je dos fluidos dado por las 

ecuaciones de continuidad, 1nomento, e11erg!a y las ecuaciones de Maxwell rcspecti-

vamente. 

o J 
(2 .1) 

~n~ + 17.[~.: tr.:] 
Jt 

D, (2. 2) 

rnln¿[;t + f~.vJ ~ -:::.-ílf~ -~Lne[ e -r ~xa} + R .. (2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

o (2.6) 
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) (2. 7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.9.a) 
_, ~ ...,, ~ _, - -

donde n,,n; / m,
1 

'r!/~ 1 v', 1 lf¡
1 

P.,
1

Pe
1 

f', 8,J; 7-
1

.I', R.,, f!.~ reprencnta el número de partíc!! 

las por unidad de volumen, la masa, velocidad y presión para cada especie, así co . -
mo los campos el6ctrico y magn6tico, la densidad de corriente, ln carga, la razón 

de calores específicos, y la ganancia de momento debido a la fricción por colisio 

nes entre iones y electrones respcctivnmcntC?. 

En el caso incompresible, se tendrá V-if¡:: o-:: V• f, en lugar de (2. S) y (2. 6). 

Por otra parte, se define la densidad de masa total J , la velocidad del centro -

de masa iJ , la densidad de carga Jf y la densidad de corriente 'J como: 

(2 .10) 

(2.11) 

(2.12) 

..... ... ... 
J = - e n t lf.c + 2: e n' úl (2.13) . 

Ahora se obtendrán las ecuaciones del sistema por iones y electrones como un solo 

fluido. 

a) Conservación de la Masa. 

Multiplíquense las Ecs. (2.1) y (2.2) por Yll.( ym, respectivamente. Al sumar -



y utilizar las Ecs. (2.10) y (2.11) He encuentra 

~ + V·(Jif-) =O 
~t 

b) Conservación de Carga. 

10 

(2.14) 

La ecuación de conservación de carga se obtie1w al multiplicar por -e y i!e las 

Ecs. (2.1) y (2.2) como corresponde. Sumando y al usar las Ecs. (2.12) y - -

(2. 13) se tiene que: 

(2.15) 

c) Ecuaciones de Movimiento. 

Para encontrar la ecuación de movimiento del plasma en el contexto de la apro

ximación magnetohidrodinámica, se supone que el plasma es cuasi-neutro, es de-

Entonces, las Ecs. (2.10) a (2.13) toman la forma 

U!= 'tYJ~ ;¿ + Yl1; i 
)->¡ < +- iYI' 

Así, cuando se suman las Ecs. (2.3) y (2.4) usando (2.19) se obtiene 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

Y\Yl\\~1/-; + 
1 '¡)-t 

Y.!1!.. ~~~i+l'1»td~,.1JifL·t-~~ .. ·Vii'-t) =-VPtJ;t-B, c2.20) 
mt~t} l >11~ _..J ~ c.. 

donde }:\: ? .q -\-? ~ y haciendo uso del hecho de que R. ii.-::. - R \, debido a la 



11 

consetv.'.lclón de momento. 

Si se impone la condiciGn de qua la inercia <le los nl~l:trones se¡t cl~sprccla

ble, haciendo »7¿ -:> O y observnndo que bajo esta ;iproxirnación .las Ecs •. -
n1c:; 

(2.16) y (2.17) se reducen a 

(2. 21) 

_., _, 
'1J"" .\} lh (2. 22) 

la ecuación (2.20) quedará 

JL~. + G-- v1 ll- ::: - V' .e + ixi 
l~t j e 

(2.23) 

De esta manera, la Ec. (2.23) es la ecuaci6n de rnovimlnnto del sistema visto -

globalmente bajo estas aproximaciones. 

d) Energía Interna. 

De las Ecs. (2.5) y (2.6) se obtienen las ecuaciones de estado dadas por 

puesto que P::: Pe t-?~ 

)' 
p~ :: ¡;. l YY\ i Y\~ 1 1 

, entonces sumando (2.24) y (2.25) se tiene 

(2. 24~ 

(2.25) 

(2.26) 

Al suponer que los efectos inerciales de los electrones han sido eliminados, -

en la ecuación (2.26) el término ~ --:11 O . por lo tanto, la ecuación 
"Tn· 

de estado del sistema bajo esta aproxÍmación sera 
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·' 

(L.27) 

en ~uyo caso la ecuación de energia para el fluido quedar& 

o. (2.28) 

c) L.:?y di:? Ohm. 

Finalmente, pura ten.:?r un sistema autoconsistente con el modelo de dos fluidos 

se escribir& la ecuación pnra el cnmpo cl6ctrico. 

Multiplicando las Ecs. (2.3) y (2.1•) por t11~ y)?¡¿ respectiv<tmente, si a (2.4) -

se le resta (2.3) con la suposición de cuasi-neutralidad y usando (2.16) y - ~. 

(2.17) se encuentra 

+ ~1~.v11~ - if .. ·vv·~} =-P1(VP, + m: {P.,, +Je€ 

- 'l?7 ¿ ~~ 7- m~ k~ -+ JU.. (»1: u,, -t ~1,if.:h a 
e:. 

(2.29) 

...:t ~ ,.# _, ,., ... - -

Al usar la igualdad 111.~(Í¿+Wl¡u'•::: l'l1:11i tVll4ll, H11,(l(·lfJ·• Jl'l:llfé-lf.:) substituyendo 

(2.29), con (2.16), (2.17) y (2.19) se obtiene 

(2.30) 

en 

La ecuación (2.30) se simplifica al multiplicar porc:!./pi;, de esta manera los -

términos cuya relación es!!'.! se eliminar&n al hacer tender "!!J. -)0 quedando: 
"'1 ¿ .111¡,_ 

m ... Y1 e[ ~lff:- ¿) ... ,_) + U.:..-í' ¿t - ~,, .. Vi!,] -=.e. V Pe.+ J e.\0. 6 J -t .fe" il -w~~J (2. 31) 
l~t e:.~: ~~ ~ 

- e¡¿_ > 
al substituir la ecuación (2.21) en (2.31) y desarrollar se tiene 



_, 
Por otra p.irte. se puede recor<lnr que. /l representa la gan~1nci.1 <le momento del 

fluido debido a las colisionos untr~ ione.! y e.le.ctrone.s, entonces, por conser 

vación de momento se debe cumplir I{., =· ~;_ , por lo t;into se puc,\u escribir 

en función de la velocidad relativ.:J (J..--J_,) 1 como 
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(2.32.a) 

dond~ Ye= es la frecuencia de col is iones. 

Puesto que las c<.lisiones son esencialmente. coulombianus se tiene 

siendo ~ la resistividad, '( _, 
por lo tanto .f~ ::= 11 J , 

e'11 \ 

así de las Ecs. (2.32.a) y (2.32.b) 1->t:" e~I\ 
*!c. 

con ésto la Ec. (2.32) finalmente quedará 

(2.32.b) 

\ , -. 

(2.33). 

De esta forma la Ec. (2.33) se denomina Ley de Ohm generalizada, la cual des

cribe l::ls propiedndes eléctricas del fluido en el caso conservativo. 

Esta ecuación se puede reducir bajo las siguientes consideraciones: 

Si se impone la condición de que la inercia de los electrones sea enteramente 

despreciable, en comparación con el término que se encuentra entre parénte-

sis en (2.33) o de otra forma poder acotarlo, entonces para efectos macroscó

picos el último término del lado derecho de la Ec. -(2.33) desaparece, quedan

do 

E :: - ~i3J -T(JXÍ> - J.E .. + 1( i. 
c.. 11ec. ne... 

(2.33.a) 



Dado que en este trnbajo lntert:'sn efitndlnr el efecto del campo eléctrico dt! -

Uall sobre el equilibrio, se anali~ur~ bajo qufi condiciones es retenido. 

Una manera de abordar el. problema consiste en cstlnwr la forma de la L•!Y de -

Ohm gcneralizada cuando el número de Reynolds magnGtico tiende a infinito. 

Este se define como f?. 1~:::. ~ , donde lf y L son la veloci.dnd y longitud ca--
e.. '\ 

racterísticas del plasma respectivamcnte, e es la velocidad dc la Luz y11a -

resistividad. 

Al multiplicar por e/vi.. la Ec·. (2.33.a) 
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(2.33.b) 

De esta forma al tomar el término _t.!: fi_¡. d) como referencia se compnra con -
U'¿. ·e. 

los términos de la Ec. (2.33.b) los cuales se escriben en la siguiente tabla. 

Tabla (2.1) 

Término con el _que Orden de 
se compara Magnitud 

-.L J. .1. u 
.en¡ 'llf' /!,.., l.. 

Término de 
Referencia 

1 J. (W.e.) $}! ... ;[< 

Cociente 

(A-1) 

(A-2) 

(A-3) 

De la tabla anterior se tiene la condición bajo la cual cada uno de los térmi 
.... ""' nos de (2.33.b) se eliminará en comparación con ( 1ft8) para obtener la Ley 

de Ohm en el esquema de H H D Ideal. Así de (A-1) se tiene que el término --
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rei;istivo se eliminará si 

(Il-1) 

De (A-2) se encuentra 

(B-2) 

Esto significa que pnra valores de ~"t )/ .J. el térmlno de llal¡. ( YX "1J 
-") _, -'llT 

se de.sprecia en comparación con ( lí;< ¿) , siempre que la frecuencia de cicl~ 

trón de electrones sea menor que la frecuencia de colisiones. 

Finalmente de (A-3) queda la siguiente conil.lción 

(B-3) 

..,. -"' 

Este resultado muestra que 'i7 Pe se eliminará en comparación con ( llX ,:J ) , 

cuando la longitud característica del plasma sea mayor que el término del la

do izquierdo e~ (B-3). 

Para estas aproximaciones se han usado las siguientes definiciones. 

IN.e.. ::= ~ Frecuencia de ciclotrón. de electrones 
mee 

'(._ :;: Vo• 
üTi 

Radio finito de Larmor 

f.,~ :::: ¡jL 
, .. 7 Número de Reynolds magnético 

Vr~ == [ ~~¡ Yz. Velocidad térmica de electrones 

~¡ = 
Y1 e .. 

~\ ~(. 

Frecuencia de colisiones 
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·' 

Por lo tonto de los conJlcibneG encontradas en (B-1), (H-2) y (D-l) ln Ecua

ci6n (2.33.a) finalmente se escribe 

(2. 31,) 

Esta ecuaci6n corresponde a la Ley de Ohm en la oproximac16n de H U D Ideal. 

Por otro parte, de (ll-2) se tiene que si ...l_ -f {;;,''".)-'tt f , el ténnlno corres--
'111 .l:.:.t¡, )--"¿"' 

pondiente ol efecto Hall deber& ser retenido en la Ec. (2.34). Este caso es -

el motivo de este trabajo, entonces (2.33.a) queda 

(2.35) 

Para resumir, se han obtenido las ecuaciones de evoluci6n del plasma en el mo~ 

delo de un fluído, mostrando como éstas se simplifican bajo ciertas aproxima-

cienes. Así, se tendr& ei sistema en forma cerrada al incluir las ecuaciones , 
de Maxwell. Si se consideran oscilaciones de baja frecuencia tales que la co-

rriente de desplazamiento J.. ~ en la Ec. (2. 7) puede ser ignorada siem-

pre que ( U) L ¿_<,c. ) , ent~nc~~ 

(2.36) 

_, 
\7P+;rr-e (2.37) 

c.. 

- o (2.38) 

(2.39) 

..... 
-c.'1Xé 

) 
(2.40) 



_,,, _., 
V X 8 ::::: -'11T J ) -z 

_., 
íl· e := o 1 

'((.¿'::: o, 

Ahora, al tomar en cuenta el t¡;rmino de corriente Hall .;)< S 
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(2 .41) 

, al conjunto 

de ecuaciones (2. 36) a (2. 42 .a) se designará como Mngnetohidrodiniímlcn lhtll -

(MHDH). 

La importancia de conservar este nuevo término en (2.39), permite explicar fe

·nómenos importantes que surgen al tener inestabilidades de tipo m=o rclacio 

nado.directamente con el radio finito <le Lar~or, tomando gran interés en los -

mecanismos de aceleración de iones y producción de neutrones [Haines 1983], P.!!. 

ra el caso de los Z-Pinch y los experimentos en focos de plasma denso. Por 

otra parte, al tener la Ley de Ohm de esta manera se modificarán las cnntida-

des conservadas con el fin de encontrar las condiciones que permitan obtener -

las ecuaciones de equilibrio modificadas. 

2.2 Ecuaciones de Conservación M H D H. 

Cuando se tiene una ecuación escrita como la razón de cambio en el tiempo de un -

conjunto de cantidades iguales a la divergencia en un flujo, se dice que se ha e~ 

crito en forma cons~rvativa. Bajo esta definición, se escribirán las ecuaciones 

M H D H en forma conservativa.· 

a) Conservación de Masa. 

De la Ec. (2.36) se ve inmediatamente que ésta cumple con lo definido anterioE_ 

mente, teniendo así la ecuación de conservación para la densidad de masa. 
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(2.113) 

b) Canservnci6n de Momento. 

_, 
Multipl!quese ln ecuaci6n (2,113) por v y sumémosla a la ecuaci6n (2.37), --

donde se encuentra 

(2.44) 

El última término de la ecuación (2 .114) se puede escribir 

(Jú~)::: v-\B'6-~i] siendoÍI 
'lli s lí 

Un tensor unitario. Substituyendo en (2.114) se tendrá 

(2.45) 

De esta manera la ecuación (2.45) representa la conservación del momento. 

c) Conservación de Inducción Magnética. 

En el caso de la ecuación de inducción magnética, la Ec. (2.40) se escribe 

utilizando (2.39) bajo las aproximaciones dndas por (2.19) y (2.22) como 

(2.46) 

Así, la Ec. (2.46) muestra que las líneas de campo magnético están congeladas 

al movimiento del fluído de electrones cuando se toma en consideración el tér 

mino de Hall en la Ley de Ohm, a diferencia de lo que ocurre en M H D Ideal, 

cuando éstas siguen el flujo de iones. 

Por otra parte, el término 'i1 X('1l~xd}.:: \l·[;;ií · B i.¿1 así 

(2.47) 



·.',.· .. .._· . 

• -:- .. : :.. .• ' ''~ .' - ,_¡ .- ' 

' ', · .. : 

,, 
,..._. ' . 

,, ,\ i \'' ,, .\\ \\~ \ ,, ., 
'),: V , . 1 

?o:- ~tr-~1 f"·u·tt~ ~.y;.\~.~~"' /i•\(~-;~ lv~\) .~ ,\\ \\' "\ 
'\ .... "~ r • ~\>" 'I .,,-. (J , e) ''" \'. ¡ '_ ~,; '" \ ~ ·', ¡11 , .\\ 

.. ,., ~ ~ ('· \ J".' 
.11:1.'.•\ l\\\\\ \ 1 

nos se a11ct1~11tr.1 

1' ( 1 ,~'· J 
.1'11 -

.. 
11 (1 ( ¡1 l' 

(j' il 

\ '·.,,_, ~ .. i:·,\ 

\ ... 1\\ 

¡.1.1;,11 
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·' 

Para resumir, se han escrit·o las ecuaciones <le cotHiervación <le maua (2.113), -

momento (2.45), inducci6n magnGticn (2.47) y densld:•d de cncrc[n (2.52), en -

la nproximaci6n de M U D U. 

Mostrando que s6lomente la ecunci6n de inducci6n mncnGtica (2.46) cambio en -

esta aproximaci6n <la<lo que nl1ora las líncnn de catnpo 111~1gnBtico se movcrfi11 con 

el fluido de electrones a ~iferencio del coso M U D Ideal. 
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.1 

Cnpítulo Ill 

Cnntidndes Conservados 

En este capítulo se mostror5 cudles son lns cnntidndes conservndos en ln oproxi-

moci6n de mognetohidrodiniímica idenl, os[ como en el cnso de n~gnctohidrodlniímica 

Hall. Del mismo modo se escriben en geometr{n cilíndrica y gcometr(n toroldnl y 

se muestra que pueden ser pes;1dns por f:unclotws arbitrnrbs dependiente,; de fun-

ciones de flujo. 

3.1 Cantidades ConRervadns de MU D Ideal. 

Las nuevas can t. idndes que se incluyen en el esquema de las ccuacionüs magneto

hidrodinámicas, ecuaciones (2.36) a (2.112 .a) son dadas por [Woltjcr 1958). 

/1 j ·• "') 1 J 3 l'-3 ; ~ (_t· X f u· " C!... X 
. D 

con condiciones a la frontera tales que 

- 1 J 13·>i -=º .:>o 

o con mayor generalidad 

.... 
ir •. ti J =o 

~o 

(3. l) 

(3.2) 

(3.3) 

I 
(3.4) 

(3.5) 

lo cual se satisface si dicha frontera es una superficie de campo magn&tico -

además se pedirá que no actúen fuerzas externas sobre el sistema. 
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En las ecuaciones anteriores f..., , represcntn la helici<lad magnética, donde H 
es el potc1H:lal vectori:il y El el c;impo mnp,nético. /<~ se denomina hclicl<lad 

cruzada y f:.3 ~s la proyección del momento :m0ulc1r, Cüll ;! 11n r:H.lio vector y 

~- un vector unitario para un sistema coordenado arbitrarlo. 

a) Conservaci6n de Heli~iJu<l Ma~nética en M H D Idenl. 

Tómese ;)Y1 de la ücuación (3.1). 
Jf 

Al dcsarrollnr el integrado se encuentra -

que 

(3.6) 

donde 

(3.7) 

~ es el potencial electrostático. 

Si se considera la Ley de Ohm sin el término de Hall, Ec. (2. 34) G:::: -{jJ-¡r.,s} 
e;-
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Al substituir (3.7) y la Ley de Fáraday, Ec. (2.40), con (2.34) en (3.6), se -

tiene que al desarrollar e integrar en todo el espacio quedará 

~ ?fi e.'J J.~ = -J [;t~·-e >+ 'V·[t., _ <i· J:J] 8 + lñ" e) lf J}1 ~ 
o 

(3.8) 

Pcir el teorema de Gauss y las condiciones a la frontera dadas por (3 .11) el se

gundo término de la in:~gr:,1 desaparece, quedando L<E• BJ d.~ que se anula, ya 

que por la Ley de Ohm E y 8 son ortogonales si se ignora la resistividad, V f. -

lf'X B). De esta manera se ha mostrado que la helicidad magnética es una - -e: 
constante y por lo tanto es una cantidad conservada en M H D Ideal. 

b) Helic{dad Cruzada. 

Ahora se demostrará que /<.4 se conserva. 



23 

·' 

Al tomar J,I(¿ en la ecuación (3.2) se tiene n 

(3.9) 

La ecuación (2.37) se puede expresar como 

(3. 10) 

con 

Cuando se substltuye la Ley de F5raday, Ec. (2.40), con (2.34) y (3.10), en -

(3. 9) se obtiene 

=' -· 
El primer término de (3. l l) se elimina ya que J X 6 es un vector perpendicular _, 
a B . Los dem5s t&rminos se pueden desarrollar de la siguiente manera: 

~~:= 'Y·[f X vJ?]- if. [qf X 'l(jJ] 

0~ y,(11xiTJ • B-= lvx ü!J .(1f¡<.8J 

\Y-• v X ltl-x B) :: l'V x u"!)· (;)- xiJ) - 'V· Gr x (if JC J¡J 

'Y(¡ t!J. s = v· [& u-"'-8'] 

Al substituir (3.12) en (3.11) 

C3 .12r 

(3.13) 

Integrando (3.13) en todo el espacio, por el teorema de Gauss los dos prime--. 

ros.términos quedan como: 



24 

La primern integral se elimina de acuerdo a las condicione::; dadas por (3,/1). -

Puesto que se ha dici10 que 110 octGan f11erzas externas sol>rc el. sistema, c11ton-..., 
ces se puede elegir // de tal forma que se anule en lit superficie, de acuerdo 

a ésto, la integral .J;rj x '1PJi1 .J.s también desaparece. Para evaluar la úl

tima integral es necesario imponer conJic iones sobre 'VP1 Vf. Si se pide que Vf y 

Vf sea11 paralelos, ento11ces se clebe ele cumplir que la prcsi6n sea 11na funci6n 

de la densidad, es decir P = .f (S) , con ésto la in tcgrnl j j. [V Q X V' if J~ se 
D eliminará en tocio el volumen. 

Por l; tanto, bajo las aproximaciones citadas anteriormente, se cumple que 

~-:::. 0 , de Jonde se observa que la h.:!lici<lad cruzada se conserva en la 
<>-r: 

.aproximaci6n de M H D Ideal. 

c) Momento Angular. 

Para mostrar la conservaci6n del momento angular se hará de la siguiente mane-

ra. Sea , que al tomar y utilizar la Ec. (2.44) -

se tiene 

· d z - r r-> r :-, (J -> -·; ::' ..> ;).(:-)/) r-X-y• lrV:-l~p8- (3.15) 

Ahora (3.15) se puede expresar como sigue 
~~~ ~ 4'4-> r: 

como 'r;ql)".<;>u-:- "f\I"'• V 1.n,--:: fu-. Wr'I.~)= 'Y·u¡¡;!CY'l<tr)J-Lix;?Jv·(fíi!J 
entonces h Y•(f,;:'¡r) = \7f>:iT)V{fíT)-t \l{f'1(r.,,J)J- ~\!\ClÍ') 'V-(f\i!) 

(3.16) 

t 1< 'V r ::. - V ;.c.( 12 :¡.) l (3 .17) 

rx(~i<BJ= tr,[v·l.Befxe)}- \fi--S)'Y·B+"Vx[ta~~JJ I (3.18) 
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al substituir (3,16), (3.17). y (3.18) en (3.15) se tiene 

Al realizar ln integraci6n, por el teorema de Gnuse el término de la divergen

cia lleva a una integral de superficie la cual se anula en lo frontera de -

acuerdo a (3.4). La segunda integral tambi6n lleva a una integral do superfi

cie J.B:~'+.?J;:'~il .\s que se anulará s.1. se considera una superficie tal qui! - -

~ U A , es decir, si se elige s6lamente geometría esférica: De esto últi 
• ma condici6n se observa que en general, el momento angular no se conservo cuan 

do el t6rmino magn&tico es incluído en (3.15). Sin embargo, para condiciones 

adecuadas del pr?blema se puede asegurar la cotrnervnción de esta cantidnd. El 

último término se suprime puesto que ·v·e·~o. 

Con ésto se ha mostrado que en el caso de simetría esfirica la contribuci6n -

del 'término magnético no afecta la conservación del momento angular mecánico, 

Por lo tanto, esta demostraci6n se puede hacer para cada una de las proyeccio-

, con lo cual se tiene que es una variable conservada. 

3.2 Cantidades Conservadas para M H D H. 

En esta sección, se procederá a demostrar cuáles son las cantidades qu~ se CD,!! 

servan cuando el término de Hall ha sido incluído en las ecuaciones magnctohi

drodinámicas. Así, estas cantidades en M H D H serán: 

(3.20) 

t¡, =fo cv-JzJ d~ (3.21) 

/.3;--= J (f X f v-). 3.~ d.~ 
ll 

(3. 22) 



donde J:.1 , es la hel.ic.Ldad magnética, f;i es la hclicid;1cl gencrali.zada que se -

denominnrii hclicidad híbrida, con V la velocidnd generaliznda y_Q vorticidad 

generalizada, las ctiales se <lef i11ir~n mfis atlelante, t,~ es el mo1nc11to nngulnr. 

a) llelicidacl Magnética en M ll D ll. 

para demostrar que /;:1 se conserva. en estas reprcscntac.iones, se procederá co 

rno en los casos anteriores. 

Así, cuando se toma~ , utilizando el resultado de (3.6) al sub:.;tituir la 
,) t 

ecua~i6n (3.7) y (2.40) con (2.39) quedará 
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Los primeros dos términos ele (3.23) se eliminan por ser perpendiculares a¡ 

Integrando sobre todo el volumen, el término ele la divergencia por el teorema 

de Gauss lleva a una integral de superficie la cual desaparece de acuerdo a - . 
-· las condiciones a la frontera dadas por (3.4) y además con A:oen la superfi-

cie, por tener .libertad de elección de norma. Por lo tanto se tiene que~>D. 
>(;' 

Esto implica la conservación de la helicida·d magnética en la aproximación a"e 

M H D H. 

b) Helicidad Híbrida M H D H. 

Ahora, se demostrará como esta nueva cantidad la cual se denominará helicidad 

híbrida, completa el papel formal de la helicidad cruzada en el esquema de -

M H D H. 

Para ésto se definirán nuevas cantidades análogas a V- y B en este nuevo CD!!_ 

texto. Se reemplaza el término J'f.it de la Ley de Ohm en la ecuación (2.37): 

(3.24) 
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Substituyendo la He. (2.21) en (3.24) y al tomar el rotacional cn~leando la -

Ley de Fiíraday para cambiaL· nl rotacional del cnmpo eléctrico por lo derivada .., 
dt!l tiempo de B quedo 

2f.w+ wJ = 'V X tv- X.(W + Wc)} (3.25) 
,) t 

donde la vorticidod del fluido se da como w:. V x tr y la frecuencia del ciclo 

trón de iones será W¡ = Q. B 
"1.t. 

Si se .define la vorticidad generalizada .11 como la vorticidad del fluido más -

la frecuencia del ciclotrón de iones, entonces 

(3.26) 

finalmente (3.25) quedará como 

(3.27) 

De la Ec. (3.27) se ve que la vorticidad generalizada está congelada al fluido 

cuando el término de Hall ha sido incluído teniendo que el flujo de vdrticidad g~ 

neralizada reemplaza el· flujo de Alfvén de M H D Ideal como flujo invariante ~ 

[Turncr 19861. 

Por otra parte, se puede definir un potencial vectorial generalizado por anal.9_ 

gía al potencial vectorial magnético, tal que se satisface 

_, 
.fL (3.28) 

~ 

De la definición de .12. Ec. (3.26), al substituir las expresiones para WyJi,_ -
en (3. 28) y hacer la integración con 8 => 'IX i/ se encuentra 

(3. 29) 



donde Y represcnt.a la velocidad gencralizndn yff, un potencial escalar, el - -

cu:tl puede ser detcrrnina<lo mediante el conocimiento del c~111p,, <l~ vclucl<lades . 

..... 
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Como se necesita conocer la evoluci6n en el tiempo de V parn lluvnr n cobo -

la demostraci6n, al integrar la ecuaci6n (3.27) con (3.28), se obtlene 

(3. 30) 

.~ 

Con/(. un potencial escalar que se encuentra al tomnr la derivndn de\/ co11 res-

pecto al tiempo Ec. (3.29), substituyendo las ecuaciones de mov~miento y la -

Ley de Ohm generalizada, Ecs. (2.37), (2.39) y la Ec. (3. 7) rtlspectivamentu. 

Ahora, se define la helicidad híbrida como 

!<2 == r (ií-.Jí)J~ 
"' jo 

(3.31) 

Para evaluar cl~"1. se toman las expresiones para ji Ec. (3. 30), ;,.Q. Ec. (3. 27)
1 

-1 ~ .,, :rt r-t 
V Ec. (3.29) y.JL Ec. (3.28), que al desarrollar (3.31) Sl1 encuentra 

Se observa que el primer y tercer término de (3.32) SP eliminan ya que los 

factores son ortogonales. 

El segundo término de (3.32), junto con el cuarto se puede escribir de la ·si

guiente forma 

3 
J0 . (3.33) 

Al hacer la integraci6n por Gauss, lleva a una integral de supe,,::ficie de tal 

manera que es necesario pedir condiciones a la frontera para -11.. De la -

definici6n de (;J se puede imponer la condición inicial de que la componente -

"e·' .i ., ... normal a ln superficie se suprima, es decir W t, t~9.11:: D, bajo esta condicion 
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se titme que si e11 un tiempo la componente normal de .!l. se elimitrn en to<los -

los puntos en la frontera, ésta se eliminard para todo tiempo teniendo 

) (3. 31,) 
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Así, la integral de superficie se hace cero, para las condiciones a la fronte 

ra dadas por (3.4) y (3.34) . 

.... 
Por otra parte, el ti?rmino ~ " :"r se h:icc cero igualmente, por lo tanto, 

jt " V 
se tendrd °J/5:,i::: 0 , con ésto se ha demostrado que la helici<lad híbrida se con-

serva en ehsquema de M H D H. Se puede comprobar y por esta razón es nec~ 
sario modificar la imagen de la helici<lnd cruzn<la en el esquema de M H D H de 

bido a que esta cantidad no se conserva al pasar de M H D Ideal a M H D H. 

c) Momento Angular H 11 D H. 

Para finalizar se probará que el momento angular se conserva en H H D 11. Se 

mostró anteriormente que la fuerza magnética no afecta la conservación del msi. 

mento angular mec&nico en M 11 D Ideal, es decir, en este caso se esta consid~ 

randa sólamente la fuerza debido al movimiento de las partículas. Para Mil D H 

adem&s se considera la fuerza producida por la corriente generada por este mo 

vimiento, y puesto que es de origen magnético no afectará al momento angular 

mecánico. Por lo tanto fe.J; se conserva en M H D H. 

Hasta aquí se ha mostrado que las nuevas cantidades se conservan en M H D H, 

h1!biendo definido una nueva cantidad en H U D H que toma el papel de la heli

cidad' cruzada en M H D Ideal, llamándola helicidad híbrida, puesto que la he

licidad cruzada no se conserva en M H D H. 

3.3 Geometría Cilíndrica. 

En esta representación, se elige una expresión para el campo magnético y el -· 

potencial vectorial en términos de funciones de. flujo ':/: . En este caso par-
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ticular, se mostrnr5 s5lnn1cntu ln conservnci6n de rnas:1 cunnclo estas cantida<las 

son pesad~ts con funcione~ que~ clependen de las funciotll!H de flujo. Esto se ha

ce con la finalid~d de mostrnr ln difcre11cta qlte se obtl~n1! en litS ~ct1aciones 

de equilibrio de acuerdo a distintas formas al aplicar el princlplo.vorlocio-

nol en el siguiente capítulo. 

a) Helicidnd Magnética M H D. 

Supóngase que se tiene un plasma cuya configuración es un cilindro recto axia!_ 

mente simltrico de tal forma que se puede elegir uno representación para el -

campo magnético B y el potencial vectorial ff como: 

(3.35) 

(3. 36) 

donde~ es la función de flujo axial, ~es la componente en la dirección i del 

campo y e es un vector tal que V· J:: B ¡ 

-- _. ..:# ..¡ 

Como primer paso se calcula (A.B) substituyendo las expresiones para A y B 

de las Ecs. (3.35) y (3.36). 

desarrollando, c<'¡l '\16:;:¡ se tiene 

(!?~e):= ~n-(<;1.1?-x'Va)+- s2 f + v-[vi( itn-2.)-c~J 
-t ~VC·.V ,x. lve- ¡1.i) tlV'r~~). h 'V~ 

(3.37) 

(3. 38) 

El primer y último términos de (3.38) se anulan ya que los factores son per-

pendiculares. De la Ec. (3.36) se tiene '17;<(1(ixiJ:: l3 2yl. Finalmente, se pu! 



de <Jscribir 

(3.39) 

habiendo eliminado ul término 'Vl{tJ.VZ• e) en la divergencia Ec. (3.38), 
.., 

dubido a que e no contiene parte axial. De aqu{ se tiene que la hclicidad -

m3gn&tica en esta nueva imagen quedar5 como 

(3.40) 

dondu se ha eliminado el término de la divergencia du (3.39), ya que al inte

grar, por el teorema de Gauss se obtiene una integral de superficie, la cual 

se elimina considerando condiciones de frontera tales qu.; é). n 1 ::.() 
;,o 

Así, se ha escrito la helicidad en geourntría cilíndrica en términos de una -

función de flujo. Por otra parte, como un problema diferente, se mostrará que 

la helicidad se conserva cuando es pesada por} para posteriormente pesarla 

con una función E{f/la que dará estados de equilibrio más generales. 

Al calcular ~~ii;,11:) se tiene 
clt 

(3.41) 

De la Ec. (3.8) se puede escribir -;)(Íi·~·J ::.-Y· [gf~VÍ·~=J]é ~lA·é'Jii} y con ésto 
). t (3.41) queda 

(3. 42) 

Por otra parte, la Ley de Fáraday se expresa en la nueva representación utili

zando las Ecs. (3.35), (3.36) y la Ley de Ohm (en e:ste caso sin el término de 

Hall) como 

31 
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Al realiz¡1r la lntc~raci6n y rcngrupnr t6rml11os se enct1cntrn 

(3 ,l¡I¡) 

donde§ es una funci6n escalar de tal forma que escogiendo una norma adecuada 

se puede hacer V~ ::: O 

Como estos tres vectores Ec.· (3.44) son linealmente independientes, en parti

cula~ se tiene que 

) }J. f tr· 'V i :::: D 
1 )t 

(3.45) 

de la Ec. (3.45) se puede observar que al hacer la suposici6n de tener un - -

plasma sin flujo en estado estacionario con ¡;"'o entonces d~:::: O • 
) ¡; 

En el otro caso se tiene que ( di:./J t =o) De tal forma que j se conserva 

localmente cuando no hay flujos y globalmente en el caso general. 

Regresando alá Ec. (3.42), al substituir (3.45) y desarrollar, se _puede ex-

presar como una divergencia 

(3.46) 

donde [e 'f - <l· tr J] B • V '1: ::::: O 
. _, 

' por ser perpendiculares 6 y v}. 

Al integrar (3.46), por el teorema de Gauss se tiene una integral de superfi~ 

cie la cual se anula de acuerdo a las condiciones a la frontera dadas por (3.4) 

Por lo tanto la helicidad se conserva en esta representación. 

Considérese ahora el caso generalizado al tomar un~ función G(~) como función 

de peso de la helicidad magnética de tal forma que se mostrará que esta cantJ: 

dad se sigue conservando al ser pesada por la nueva función. 
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Siguiendo los mis~os pasos que en el ejemplo anterior, al tomar 

( 3. l17) 

substituyendo ( 3. 45) "n (3. 4 7) y usando (3. 8) se encuentra 

(3.48) 

De la misma manera, al integrar (3.48) por el teorema de Gauss se tendrá una 

integral de superficie ln cual se eliminar& de acuerdo a (3.4) .' Con &sto se 

ha mostrado que la helicidad magn6tica se conserva cuando es pesada por una 

función que depende de las funciones de flujo. 

De esta manera la Ec. (3.40) se escribir& como 

(3.49) 

b) Conservación de Masa. 

Como en el capítulo anterior se encontró la ecuación de conservación de masa, 

en esta sección se mostrar& que la masa se ~onserva cuando es pesada por .una 

función G('i) ·que depende de las funciones de flujo. 

Así, la ecuación de masa se puede dar como: 

(3.50) 

Por lo tanto, cuando (3.50) es pesada por G{'f) se tiene 

(3.51) 

Con ésto, al tomar 'd~v y desarrollar quedará 
~ 
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.1 

(3.52) 

habi¡ndose usado los resultados dados por (2.43) y (3.45) 

Finalmente, (3.52) sp puede expresar 

(3.53) 

Así, por el teorenm de la divergencia esta lntegrnl se anular& pura las cond! 

cienes n la frontera dados por (3.4). De esta mnnera se ha mostrado que (3.51) 

se conserva cuando es pesada por la función 6(1) . 

3.4 Geometría Toroidal. 

En esta sección se escriben los cantidndes conser~ndas en la aproximación de -

H H D H en térmJ..nos de las funciones de flujo en 1.'1 representación de Geometría 

Toroidal. Asimismo, se mostrará la conservación de las mismas cuando son pes!!_ 

das con .!:unciones de flujo. De igual manera se mostrará la conservación de ma 

sa cuando es pesada por una función m5s general que el caso anterior, es deci~ 

se tomará una función tal que sea de la forma G{j, :'>) , donde 5 es la entropía 

específica. Por lo tanto, el campo magnético iJ , el campo de velocidades V y 

el potencial vectorial iJ se pueden dar en simetría toroidal axisimétrica como 

(3.54) 

(3.55) 

(3.56) 

dondei,~ se consideran funciones de flujo, b la componente en la dirección~ 



del campo magnético, e es el vector tal que/,.:; rtV·(í'e) y (l la componcnt<! 

de vclocidnd en la dirección e ' con í/ iJ= f' e . 
a) Helicidad Magnética H H D H. 

Como primer paso se escribir& la Ec. (3.20) en esta reprcsentaci6n. 

Para desarrollar (A.ii'.) se usan las Ecs. (3.54) y (3.55) tal que 

(i· B J =- !J V 11·(V1: X 'i' B) + Y: r:Jf) • b \7 8 + l'VB X -¿J • b V IJ 

-f j'VB·bílO- ll·[izia +\/Bl.\?VO·;;:~ 
(3. 5 7) 
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De (3.57) se observa que el primer y tercer términos se eliminarln por ser -

~erpendiculares los factores entre si. 

Ahora al integrar (3.57) en todo· el esp_acio, el quinto término por el teorema 

de la divergencia se eliminar& de acuerdo a las condiciones a la frontera ta

les que e. n /::.O ; ( fiHrj:zJ quedando 
·;iv J~ 

(3. 58) 

·ne esta forma (3,58) representa la helicidad magnética escrita en geometría -

toroidal en términos de las funciones dc
0

flujo. 

En lo que sigue se mostrar& que esta cantidad se conserva cuando es pesada. por 

una funció~¡J{!l)., Entonces se tendr& que 

~;.JJ¡i(~J1·== 'e}(/l·;J;.ctJ.J+(»·eJ ~,('f) 
dt° ).-t d-t 

(3.59) 

Empleando (3.23) se tiene ~í./Jj = -y.rr;.fiJ V~-ft1:if)]-(Íi·l!-)ji-t(11~f)Bj 
~t LI .e11 .(JI 

usando (2.19) y reagrupar se puede expresar como · 

d(l'J:i_J::: - V ·ti· í3J if.f, -Vi· J~) Jj 0.60 
~-t 



Poi· otra parte lo Ley de F5r<.1d.iy t>ll '~Hta reprcDcnt~1ci011 al subGtitulr la Ec. 

(3.54), la Ley de Ohm generalizada Ec. (2.39) y (2.19) quedari 

(3.61) 

Al integrar y agrupando t~rminos se encuentra 

(3.62) 

Puesto que estos vectores son linealmente independientes y eligiendo '"Vf:O 
en particular, se tiene 

(3.63) 

Regresando a la Ec. (3.59), substituyendo (3.60) y (3.63) da como resultado 

finalmente (3.64) se puede expresar 

(3.65) 
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De esta manera (3.58) se ha escrito en forma conservativa exhibiendo que la -

helicidad magnéti;a puede ser pesada por una función~Ct.)• donde finalmente -

se podri escribir como 

(3 .66) 

b) Helicidad Híbrida Generalizada 

.... 
Ahora se encontrarin las expresiones para la vorticidad generalizada ..fL y -

la velocidad generalizada V en términos de las funciones de flujo. 



-';i -· -/t -
Tómese & :::.fl y /1 ::: V . de tiil formn 'l'"' bs Ecs. (3. 28) y (3. 29) quedan 

_," ~ ...... 
.¡¡ = ir+ a../} ) 

donde a.::~y haciendo V},::.O. Substituyendo (3.55) y (3.56) en (3.68) 
mt 

(3. 67) 

(3. 68) 

(3.69) 

Así, ':J: ;a. se cons:derará una función de flujo genernlizada que tiene la forma 

JI/·= u+ a.~ (3.70) 

... ~ 
Al tomar en rotacional de! A Ec. (3. 69) se encuuntrn 

" 

con 

b'i.::: - d'~ +a. h 

donde Llill= Í-r _e. (y-·~ ) + 'J7. l l ;n-\ ;Jr ~:r;z) 

' 

) 

·Ahora se desarrollará 
........ _,,,., 

( A• 8 ) en esta representación. 

Al utilizar las Ecs. (3.69) y (3.71) 

rt1:814.) = .í"VB·l? P'·x ~B)+ !f/r¡e. b)Sva +(vfÍ-.ae)-tv i-x ve) 

(3.71) 

(3. 72) 

·+[Y'ii- a.e) x voJ. b"tJ& (3. 73) 

De (3. 73) se observa que el primer y cuarto términos se anulan por ser perpe_!l 

diculares los factores, quedando: 

37 
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(3. 711) 

Cu~ndo sa integra (3.74) en todo el eHpnclo, el tercer t6rmlno por el teorema 

da Gauss, lleva uno integral do suparf lcle la cual se anular5 de acuerdo o -

las condicionas a la frontera tales c¡uc 'V1· ¡¡j,,. O ; ~-~/:::O . Por otra par-
, J" · ~ ~ ~ 111\.. :>~ ~o ta el termino r/t}•b v O:::: 8 . :t:' ve , con esto la helicülac! híbrida gener~ 

lizada finalmente se puede. expresar como 

(3.75) 

De la misma manera que en los casos interiores, se mostrara qua esta cantidad 

se conserva cuando es pesada por una función J..(J'"J: entonces se tendrií que -

al desarrollar 

(3.76) 

-"" -" 
Aprovechando la Ec, (3. 27) con .!L = 8 A al substituir la Ec. (3. 71) d·e-

sarrollando y al utilizar los mismos argumentos que an los casos anteriores -

se encuentra 

(3. 77) 

Ahora de (3.33) se puede escribir 

(3. 78) 

Así, al substituir (3.77) y (3.78) en (3.76) y desarrollar se puede dar final 

mente al resultado 

(3.79) 

38 
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Cuando se integra (3.79) en todo el espoclo por el teorema de lo dlvcrgenclo 

s~ obtic11c 11nn lnte~1·nl da superficlc la c11¡\l se climi11n <la acuerdo a lns con 

dicioncs o lo Crnntern <lodos por (3.4) y (3.34). Con 6sto, se hn mostrn<lo 

que la hclicidad híbrido gcncraliza<ln se con•erva cuando es pesado por unn 

función ;\(.Y>} entonces (3. 75) su puede dar como 

(3.80) 

c) Momento Angular. 

En lo que corresponde a la proyección del momento angular, la Ec. (3.3) al -

substituir (3.56) y desarrollar se encuentra 

(3.81) 

Da.do que en el sistema toroidal axlsimétrico la componente que se conserva es 

la proyección del momento angular sobre el eje i debido a la simetría del 

sistema, entonces en la Ec. (3.81) al tomar a'.-= i esta quedará 

. Ahora se procederá a mostrar que esta cantidad se conserva cuando es pesada 

por una función F(~) , así al tomar 

(3. 81.b) 

de.sarrollando se encuentra 

de la ecuación de movimiento se puede encontrar la expresión para como. 



) 
(3.81.d) 

substituyendo las expr.,d.ones p.1ra la conservnción ,fo masa, r'.c. (3.!15) y (3 .. 81.d) 

en (3.81.c) se tiene 

por lo tanto 

(3.81.f) 

donde Q .( b iJ} = f.' 'ti. (r¡ !/:X Vó) por lo tanto 

;;, ):. :::. -1 17{/] ll ¡:; -1- h E J Fül:)] 
&t o 

(3.81.g) 

Por el teorema de Gauss esta integral se eliminará para las condiciones de -

frontera (3.4), mostrando que el momento angular se puede pesar por una fun-

ción de flujo f'{!f) . 

de esta forma fa ahora se escribirá como · 

d) Conservación de Masa. 

h' r _ 3 
f<.1,-::jD fl< f-(i) J.x. (3. 82) 

Para concluir se mostrará que la ecuación de masa se conserva cuando es pes~ 

da' por una función de forma G(y, s) ' entonces la Ec. (3. 50) se escribirá 

(3. 83) 

Así, al tomar ~ ·se tiene. 

d---t-
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" 
;),i:,/ = 1 r~f r;.(j, s) -¡.- f 1-_(G(f. ~)J 1 el~ -¡¡; [) l~>t J t 

(3. 81¡) 

De la Ec. (2.28) se observa que "<> S -::: - u"':.. )15 Con este resultado y de :s¿ 
las Ecs. (2.36) y (3.45), se puede expresar (3.84) de la siguiente forma 

.: j [v.(f;) G(Ú) f G;(i,sJ¡u-:.'Vi + G;l'f,sJ¡ú~. v::.j dJ.. 
{) . 

(3.85) 

Finalmente (3.85) se escribirá 

(3.86) 

De esta forma, cuando se realiza la integración en •(3.86), por el teorema de 

la divergencia se obtiene una integral de superficie la cual se anula de 

acuerdo a (3.4). Así, se ha mostrado que la masa. se conserva cuando es pes!:!_ 

da por la función C:i(i,.s J. 

Para concluir, se ha mostrado que las nuevas cantidadE.s incluidas en las 

aproximaciones de M H D y M H D H se conservan. Asimismo, se mostró que es

tas cantidades pueden ser pesadas con funciones que dependen de las funcio-

nes de flujo teniendo así un esquema completo con lo cual se podrá aplicár 

un principio variacional que es el objetivo del siguiente capítulo. 
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Capítulo IV 

Ecuaciones de Equilibrio 

En este capítulo se obtendrán las ecuaciones de eq11ilibrio que serán derivadas -

de un principio variacional. 

Para dar un ejemplo y mostrar· la diferencia en las ecuaciones que se obtienen, se 

resuelve el problema aplicando el principio variacional generalizado por Woltjer 

en un cuso. En el otro, se tomn una representación en geometría cilíndrica en -

términos de las funciones de flujo donde ahora las constricciones serán pesadas 

con funciones de flujo. Ambos problemas se resuelven en la aproximación de M ll D 

Ideal. 

Una vez que se ha exhibido la diferencia en las ecuaciones que se obtienen, se -·. 

tomará una representación en geometría toroidal y en. la aproximación de M H D Ideal 

se obtendrá la ecuación de Grad Shafranov. 

Para finalizar, al imponer mayores constricciones al problema y trabajar en li -

aproximación de M H D H, se obtendrl una ecuación generalizada de Grad Shafranov 

que ser& el resultado importante de este trabajo. 

4.1 Estados de Equilibrio M H D Ideal. 

Un estado de equilibrio es aquél en el cual la energía toma su valor extremal. 

De acuerdo a ésto, se puede aplicar el método variacional para caracterizar -

los estados de equilibrio al tomar la.primera variación de la funcional, cons! 

darando que las integrales de las ecuaciones magnetohidrodinámicas junto con -

las cantidades conservadas actuarán como constricciones al problema. 

a) Nétodo de Woltjer. 

Supóngase que se tiene un plasma en estado estacionario donde la energía estl. 

dada por 

(4.1) 
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don<lu e SC define como ln densidad de energía interna t lH cual es una función 

de la presión, habiGndose eliminado el tGrmlnn de energía cin~ticn debldo a -

que no hay flujos, De esta manera la condición para que U sen un cxtrmnal -

sujeto a las constricciones dadas por las Ecs. (3,1) y (3.50) serd · 

Ó [ LJ - oZ. /<. / - f J¿'f J ó/ (11. 2) 

donde«. y f son multiplicadores de Lagrange constantes. 

En forma explícita se tiene 

:::::D (4.3) 

~l desarrollar quedarl 

finalmente al reagrupar términos se obtiene 

f J_fv:f -:l. ~sj- & ~ - íl·{jp;Rj- e:<. íf·rJ'x s11/ 1- ~1 -¡,J crs ]J)_ :-; o, u1.s> 

donde h:: ife+j~e que se denomina entalpía específica. 
"?rJ 

De esta integral se observa que el segundo y tercer términos se eliminarán ya 

que se ha impuest~ la condición de que ii y b ii' se anulan en la superficie, 

al suponer que se tiene una pared completamente conductora. 

Por lo tanto, como las variaciones Jjj' y [J son completamente arbitrarias e -

independientes, cada uno de los tlrrninos en el integrando se hacen cero sepa

radamente encontrando 

(4. 6) 



h-/ =D (11 • 7) 

De esta forma las Ecs. (4.6) y (4.7) representan las ecunciones de equilib~io 

de un plasma en estado estacionario libre de fuerzas. 

Como siguiente paso se dt!sarrollará el mismo problema tomando ahora una repr~ 

sentación en geometría cilíndrica. 

b) Estados de Equilibrio Geometría Cilíndrica. 

Para encontrar los estados de equilibrio se tiene ahora que resolver el pro

blema variacional en geometría cilíndrica en términos de las funciones de -

flujo. Entonces La funcional en esta representación se dará como 

fl, = l r:; f j €?.(J) + 13¿ E(t/:.) + f G ('i)j d~ • (11.8) 

Habiéndose tomado como la suma de la energía del sistema Ec. (4.1), más las 

constricciones dadas por la helicidad magnética Ec. (3.49) y la ecuación de -

masa Ec. (3.51), las cuales han sido pesadas por las funciones tf('f:) y Gtj.} -
respectivamente~ 

Tómese la pr.imera variación de la Ec. ( 4. 8) haciendo S JI., = {) para en~ontrar 
los valores extremos. 

Al substituir la expresión del campo Ec. (3.35) en B-J'IJ..., se tiene 

Al desarrollar (4.10) quedará 
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·' 

"i,. f 8 = V· [ v :E (f Y: \72· n)- v l: (J !f n. í) i-J] + s:tv e· vxf9x&v.z4 
(1. ll) 

+(\7.ilxn)·cfB4 \7c tíJ¿'Ve·(vFfX\lc) ·t- a;., J"Bb 
1 

De (4.11) se observa que el tercer y cuarto tGrmlnos se nnulan por ser pcrpe! 

diculares entre si. ·Así como el tErmino de la <livergencin se nnularií cuando 

se realiza la integración para condiciones a la frontera tales que 'Y~·>l}=D • 
.)¡ 

•) ... 
Por lo tanto /3· ['8 quedarií como: 

) 
(/1,12) 

con 

Ahora al substituir (4.12) en (4.9) y reagrupar s~ tiene 

El hecho de que las variaciones ff
1 

f í)~ y S .:f sean independientes, impli

ca que cada uno de los productores se anule separadamente en (4.13) teniendo 

así 

D (4 .14) 

._fic + E (ff) :;;: o I (4.15) 
-flT 

h ..¡. G (!t) .::: D • (4.16) 

De (/1.15) se tiene éY:J"''f¡¡- ~'(1) y de (4.16) Géi} = J..¡p'él) donde se han 

utilizado la primera Ley de la termodinámica y dh ::- J-1dP+-TJ5 que al subst.!_ 

tuir las expresiones El':/:) y G
1 (!t) en (4.14). se obtiene 
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··• 

·' 

(4. l7) 

Po~ lo tanto la Ec. (4.l7) representa la acuac16n de equilibrio pnrn un plasma 

en estado estacionario. En este caso se obtiene una ccu;:ict6n la cu.:tl permite 

obtener superficies de presi6n constantes, de esta formo Re obtcndr~n estados 

de equilibrio mas generales de los que se encucntr.1n a partir del método segu.:!:_ 

do por Wolcjer, Ecs. (4.6)"y (4.7) en la oproximaci6n de HU n Ideal. Se pue

de observar qu<! la Ec. (4.6) no incluy.:, el término de prcsi6n cuando se e;;cri-

. be en esta represcntaci6n para el campo magnético. 

4. 2 Geometría Toroidal. 

En los casos anteriores se obtuvieron las ecuaciones de equilibrio en la apr_'?. 

ximación de M H D Ideal poro un plasma sin flujo, mostrando la diferencia que·. 

se obtiene respecto a las ecuaciones de equilibrio de acuerdo al método segu! 

do. 

Ahora, se elige una representación en geometría toroidal en la cual se obten

drá la ecuaci6n de Grad Shafranov para el coso simple. Es decir, se resuelve 

el problema en M H D Ideal donde los flujos y algunas constricciones no son -

consideradas. De la misma manera, se encontrará una ecuación generalizada de 

Grad Shafranov al trabajar en la aproximación de M 11 D H dentro de esta repr~ 

scntación al imponer. mayores constriccion<!s al problema. 

'> Ecuaciones de Equilibrio en M H D Ideal • 

Supóngase que se tiene un plasma confinado en un toro axisimétrico de tal fo~ 
~ ., 

ma que el carnpo magnético 8 y el potencial vectorial /} están dados por las 

Ecs. (3.54) y (3.55) respectivamente. 

La energía del sistema se dá como la energía magné_tica más la energía interna 

ésta última se expresa en función de la densidad de masa y la entropía. 

(4.18) 
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,1 

Para aplicar el principio variacionnl se define la onerg!a total como 

(4.19) 

Definida como la enargía del sistema Ec. (4.18), más lns constricciones dndns 

por la helicidad magnétic~ Ec. (3.66) y por la densidad de maso Ec. (3.51). -

Se puede observar que la energía cinGtica no aparece en (4.18) puesto que no 

se están considerando flujos. 

Tómese ahora la primera variación de JI,- para encontrar los valores externos, 

de tal forma que haciendo 1fll-=-O se tiene. 
I 

_, _,, 
Desarrollando el término B· da al utilizar la Ec. (3.54) quedará 

~ ~ . 

B·Ó IJ = lv Y:x y b)· V Xlól:Y i) J +('Vi X íl&)· ó b 'VG -1 ó í/8·(Nt¡. '10) (4. 21) 

-1- 6 v·u· áb'YlJ ,; 

finalmente (4.21) se puede expresar como 

donde se han eliminado el segundo y tercer términos de (4.21) por ser perpe~ 

diculares los factores. 

Así,·a1 substituir (4.22) en (4.20) y ~eagrupar se obtiene 

J [ri;.1'Ji12')-(!1)b <fG'cfJ]O'f' +~'/ú'J+-i¡fjSó 
' -1- (J, + GJf s + f ~; Js (H == o ; 

(4. 23) 



donde el tGrmino de la divergencia Ec. (4.22) se ha eliminado, al ser evaluado 

en la superficie de acuerdo a las con<llcioncs a la frontera al aplicar el teo

rema de Gauss. 

Como las variaciones son arbitrarias e independientes, cada uno de los proúu!:_ 

tos se eliminar& separadamente quedando: 

(!,. 24) 

D/ ( 4. 25) 

donde ~e_=¡ 
d .s 

que al substituir 

h -1- C:.(rj) o 
/ 

JT ~tJ) 
f I 

De (4.25) se tien~)=-Jz...@y de 
rflí 

estas expresiones en (4.24) se obtiene 

(4.26) 

(4.27) 

(4.26) G.'r:IJ=J'th#-

" 
(4.28) 

De esta forma (4.28) representa la ecuación de Grad Shafranov para un plasma 

sin flujo en estado estacionario. 

b) Ecuaciones de Equilibrio M H D H. 

En el inciso anterior se encontró la ecuación de equilibrio (Ec. de Grad Sh! 

franov) para un plasma sin flujo en estado estacionario en M H D Ideal. Ah~ 

ra, se tomará un caso más general al hacer este de.sarrollo en la aproxima--

ción de M H D H e imponer mayores constricciones al problema. Así, bajo es

tas condiciones la energía del sistema se puede dar como 



(4.29) 

Se observa que en (11. 29) se ha incluido el término de energía clnéticn ya que 

ahora si se considerará que hay flujos. Para aplicar el principio vnriacional 

se define la funcional /-/ 1 de la sigu lente manera 

J/1 "Í {:ff•'t :: f fe_{J.;) + :t'>''h¡-Df) fjU F(;f) 

b f 2 ;({j"J[\7e,(.vxll]+a.~\] +- ;JG ~.s.J] J~ .. 
( 4. 30) 

Definida como la suma de la energía del sistema Ec. (4.29), más las constric-

ciones dadas por la helicidad magnética Ec. (3.66), momento angular Ec. (3.82) 

~elicidad híbrida Ec. (3.80), la cual se ha expresado en esta forma al utili

zar las Ecs. (3.67), (3.68) y (3.55); y la ccµac16n de masa Ec. (3.82). Todas 

estas cantidades se han dado en términos de funciones de flujo. 

Cuando se toma la primera variación de /1 r se encontrarán los valores extre 

mes de tal forma que al hacer E 11-7 ;;:: O y desarrollar se encontrará 

J. {I,¡-"' + /, .+ G (úJ + u R.fJ] J'f + ! [T + G:'.U: s}j as 

+ B-d/3_, + :f F(!fJfu_ +{jl! FlfJ-r~i~(t)J+jG;f!f,sjJi 

+.ti~(':/)..¡ o.-!-(!i:'')]b'6 +z[~'i1·fs7}<6'-J-rú..i6]E.1(%".J 

+ 2- /..(!f Jtj íl"b :l'vx J¡}) 1 f ü~. ¡; J J ~ - o ; 

donde de= T 
J.~ ) 

' ~ G G.-.li,iJ = _ 
$" 'tr.f: ) 

(4.31) 

como :f)ll:: /,(fú. Í:: entonces el séptimo término de (4.31) se dará como 



' 50 

_, ~ 

Por otra parte 8:-ÓIJ al substituir (3 .54) y desarrollar queda 

¡¿,', J' ~; ={ íJÍ-Wll) •(17 J";f x. 'VI)} f 6 Vii ·('V J'.i x..vD) f- 6 'Vb • J6 V& (4. 33) 
-1- (Vi- A 17i9) ~ J"6 17'0 • . 

Finalmente (4.33) se puede escribir 

habilndose eliminado el segundo y cuarto t¡rminos de (4.33) por ser perpendi

culares los factures. 

Análogamente, el desarrollo del término ¡(_('f}V'B• YX l) J! será 

pero "?x {!.{!P')'Ve}.:: \l ,{,{!!:") ;<. 'Vi>-f. ,(_(f:'Jvr. (ye) donde 'iJx(ve )=-V con ésto 

(4.35) quedará 

Así, al substituir en (4.31) los términos desarrollados en (4.32); (4.34) y -

( 4. 36) se tiene 

Jo lf-f ir'-..¡)¡ .; c;(!f,:.) .+ ll F(<J)j ['f + J[T + G)~~,sJ] os 

lil( F(!f) + :úª6r'<-tJ ·f 1 c.;ti.rJ-j,,~?lt!t: + ;¿a_,{lf~r~.J:J rt 
+{f r(!fj + ;¿ ,,<{!1.1t) r¡o. aj cf/,\., t- /1..t'0'i) -ro..~(P) ff;d óh 

f/!l.'ff'J'7Jf'X9Bff,;].¡;¡;.] d_~ =o) (4.37) 
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donde se han anulado los tirminos de la divergencia un (4.37) dados por - - -

V·0&1'Vi1XJ"J) Y íl·{fiPOl'(í'J?XP1~uando se rcal:zil ln integración para coE_ 

diciones a la frontera tales que V p. ~1 ==-O , Y .:Í-· 11/, ::-O . Por otra pnrt.:i, -
',)JJ <Jo 

el Gltimo tirmino de (4.37) se escribe de la siguiente manera. 

cuando se substituye (4.38) en (4.37) finalmente quedará 

)!11r'+h + G('úlf "F~:]•f: f[T+<'/:i;SJ} .rs 

+[¡ f'{ff) + .~,((!i",líliJ·fJ *+ i f v._] ~u....., + 

[Ju f{~) -ro'2.\'.=-:.bf!l-J +JG~~<;.)-t;_4;tf -1 ,¿_o.,,<(!P)w."Bj Ji-· (4.39) 

+trfXi)+a. ll(i")f-/¡¡.}fb +[jif.i. +~,<t}t':)v$'"xi;7e].:i''d_...~::D,., 
puesto que las variaciones Óf, J"r;./ rf""-¡ J".i / [.6 .y ói!;.. son independientes 

y arbitrarias, entonces cada uno de los productos del integrando en (4.39) -

se anularán separadamente obteniendo así 

- ¿:; (4. 41) 

D (4 .42) 

~ tr'2. + )¡ . f r; (j,S.) + U F{!f) o 
/ 

(4.43) 

é) (4.44) 
I 



óS 1 {) 
(11.45) 

Por lo tonto, del conjunto de ecuaciones (4.40)-(4.45) Me puedo obtener uno -

ecuaci6n de Grad Shafranov generolizada, la cual permitir& encontrar estados -

de equilibrio mis generales de los que se obtienen en M H D Ideal Ec. (4.28). 

Se puede observar que la Ec. (4.43) representa la ecuoci6n de Bernoulli en 

términos de las funciones de flujo, así como la Ec. (4.45) da uno relaci6n en 

tre la energía interna y las funciones de flujo. 

Para concluir, se mostr6 la diferencia en el tipo de ecuaciones de equilibrio 

que se obtienen cuando se aplica el principio variacional desarrollado por -

Wol tjer, así como para un desarrollo paralelo en una representaci6n geométri

ca en particular en la aproximaci6n de M H D Ideal bajo las mismas condicio--

·nes. 

Finalmente, al e.legir una representacióp· en geometría toroidal en términos de 

las funciones de flujo, se encuentran las ecuaciones de equilibrio para el c~ 

so de M R D Ideal y M R D H Generalizada. 
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Capítulo V 

La Ecuaci6n de Equilibrio para H U D U. 

En el capítulo anterior se obtuvieron las ecuaciones de uquilibrlo en la nprox_!: 

maci6n de ~~1gnetohidrodin5mica 1~11 en ~eomctría toroidal. A partir de este --

conjunto de ecuacio11es como t111a prl1eba <l~ consistcnci3, ne r~c1ip~ran las cctLa-

ciones de Turnur [Turnur 1986] para un fluido incompresible cuando las constrlc 

ciones dadas por el momento angular, energía interna y conservación de mnsa son 

eliminadas. Conviene observar que la derivaci6n de Turnur para el equilibrio -

en H H D I! es semejante a la 
0

de Woltjer p;:ira M H D Idenl, de modo ~ue las ecua

ciones aquí obtenidas describen estados de equilibrio mfis generales paro plas-

mris toroidales ;:ixisimitricos. Asimismo, se encuentra la relnci6n entre los nwl 

tiplicadores de Lagrange asociados con el desarrollo de Turner y las funciones 

de peso para la representaci6n en geometría toroidal. 

Para concluir, se exhibe una soluci6n alternativa a l~ desarrollada por Turner 

para }! H D 11, como se mostrar5 posteriormente. 

5.1 Ecuaciones de ~urner. 

Las ecuaciones de Turner representan estados de rclajaci6n en H H D H, los 

cuales son equivalentes a los de Woltjer para el problema libre de fuerzas 

en M H D ordinaria. 

La forma de abordar el problema para la recuperaci6n de las ecuaciones de 

Turner a partir del sistema de ecuaciones encontradas anteriormente, se - -

hará de la siguiente manera: 

Se escriben las ecuaciones de Turner. para un fluido incompresible en la --

aproximación de M H D H. 
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Se substituyen las expresiones de los campos magnéticos, de velocidad y vor

ticidad generalizada en la representaci6n de geometría toroidal en estas --

ecuacio.nes. 

Al eliminar las constricciones dadas por el momento angular, energía interna 

y conservación de masa en Ús Ecs. (4.40)-(4.45), se comparan con las ecua--



ciones de Turne~ en estn representación establcci~ndo la relnción entre los 

multiplicador~s de Lagrungo y las funciones de peso. Las ecuaciones de Tur 

ner están dadas como: 

(5. l) 

(5. 2) 

donde.{, y -<'z.. son multiplicadores de Lagrnage constantes, CL = ~ y los campos 
">?/(!' 

respectivos. 

Al substituir las Ecs. (3.54), (3.56) y (3.71) en (5.1) y (5.2) y desarro 

llar se tiene 

-tiwl'Vt> - ?!í-<.,6 'i/9 - ?"fT.{.,,0...1:/·vB .¡.. 'Vx(h va-) 

'iSli/. 1['\' >!:X í19) - 8.17.<. "-( VJf"X'VY).:. D
1 

(5.3) 

Estas son las ecuaciones de Turner escritas en geometría toroidal. Ahora, 

si se eliminan las constricciones mencionadas anteriormente en el sistema -

de ecuaciones (4.40)-(4.45) éstas quedarán 

(5 .5) 

(5.6) 

o (5. 7) 

() (5.8) 
I 
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_.,_ ..... --- - - --~ .. -- - ~ 

º¡' (5.9) 

JT= D (S .10) 

Al comparar las ecuaciones de Turner en la nueva representación Ecs. (5.3) y 

(S.4), con las Ecs. (5.5)-(5.9), se puede observar, que en el caso incompre

sible se tiene cuando la variación en j' es cero si i tr•.:= o , f;j'::.:O .1 o en 

el otro caso, como se muestra en la Ec. (5. 8) .!.. tr': o , de es ta manera se -
• :;!.. 

obtiene el caso incompresible para M H D H. Ahora, de las Ecs. (5.5) y (5.9~ 

se puede obtener (5.3) y de (5.6) y (5.7), se obtiene (5.4), t~mando en cuen

ta que estas ecuaciones son escalares a diferencia de (5.3) y (5.4) que son -

vectoriales. 

Para encontrar la relación ·entre ..{
1 

, ,{ ._ , ;'-<J.), ¡({t¿ ")se toma 

vx[(b-&iT-<,!f-.rlTa.,(~ ~~rc}.::Ode (5.3), donde final~ente se puede tener -

una ecuación para ic, de la forma 

De la misma manera, de (5.9) se tendrá que 

(S .12) 

Así, comparando término a término en (5.11) y (S.12) se encuentra 

(5 .13) 

Por lo tanto, de (5.13) se tiene 

)l(!k) = - ,{, (S.14) 

Con ésto se ha mostrado que se pueden recuperar las Ecs. (S.3) y (5.4) de -

(S.S)-(5.9) para el caso incompresible en M H D H. 

SS 
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Como siguiente paso se presenta el análisis de Turner pnra estudiar propied! 

des de las soluciones n las Ecs. (5.1) y (5.2) 

a) Análisis de Turner. 

Las ecuaciones (5.1) y (5.2), se escriben en función de W y il;, , utHizán--,, ..,, _,, 
do las definiciones para {3 , W y W., donde se tiene 

(5.16) 

substituyendo el valor de .f y al escribir en función de !JPL (5.16), donde -

{Ali~ fl!e'n [uJ~ es la frecuencia del plasma], ésta queda 
p >'>? r 

(5 .17) 

Redefiniendo ,<, y l .. , tal que ,(
1 

__,, )., ¡ ._ ->a."Az.. . Con ésto (5 .15) y. -
; 

(5. 17) quedan 

..., 
§ IT{">t, + ». .. J w., ~ 

VXWc.= +- .P7T Az. uJ I (5 .18) 

.,_ 4 

vx[w+~c-]= /)Je U) 
(5.19) . 

J' '/TC.,, )l. z.. 
, 

Con la finalidad de hacer más fácil el manejo de estas cantidades, todas las 

escalas de longitud se dan en unidades de s. de tal manera que se pueden de 
"" ""' ,,_w, ,., 

finir cantidades adimensionales Y' '>-..' .>. .. y "('" 

"' 'V c. \7 I - Wp 
(5.20) 

"' ). . ..... ~ >-: (, 
~ u.Jp ) 

(5.21) 
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(5.22) 

Entonces las Ecs. (S.18) y (5, 19) se pueden reescribir como 

(5.2J) 
i 

(5.24) 

Así, las Ecs. (5.23) y (5.24), son ecuaciones fundamentales del modelo de - - -

M H D H. 

Estas ecuaciones son equivalentes a la ecuación libre de fuerza de Woltjer - -

M H D Ideal V X¡¡"' ol. a 
Ahora, ·para encontrar soluciones a estas ecuacinnes, se toma una combinación l! 

neal, entonces multiplicando por ..z la Ec/ (5.23) más (5.24) se tiene 

(5.25) 

donde la Ec. (S.25), se puede expresar como una ecuación de eigenvalores de la 

forma 

(5.26) 

..., 
de tal manera que los eigenve~tores 231: y los eigenvalores asociados:J<'t están 

dados por 

... .... 
tt w + ú .¡. J.t) ú]c.. 1 

(S. 27) 

"' ... 
fa ;::- 1 + c(:t. )..1.. (S.28) -h 
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tal que<>< supone villores para o(.¡. l d.- , que son las raicas de la ecu<1c ión 

-~+d.-!; >.,.][i+~]- o<t;[?--., +>..,,]::: 
l 1\., 

o , C5. i9J 

que viene de (5.25), al pasar a '(5.26). 

Al resolver (5.29), para ol'!: se tiene: 

(5.30) 

Con ésto, (5.28) quedará 

(5.31) 

Para encontrar ¿;) 7 en términos de se resuelve (5.27) encontrando 

w::: (/f~<-J ¡_,. - {¡.¡-d.+):Z:;_ (5.32) 

~ (d- - d..+-) 
y 

(5.33) 

Se puede observar que en estas dos ecua.clones se tienen cuatro cantidades no con,2 

cidas las cuales se pueden determinar usando los valores iniciales de las cuatro 

cantidades, la helicidad magnética, helicidad híbrida., flujo magnético axial y el 

fluj·o de vorticidad generalizada como constricciones. De esta manera, se hizo 

una breve exposición de la metodología seguida por Turner para encontrar solucio

nes a las Ecs. (5.1) y (5.2), donde ahora la ecuación básica será (S.26), la cual 

se puede resolver para una configuración del campo en· particular, y encontrar - -

W ¡ W c. , así como hacer un análisis sobre lo;>.¿. 

Como siguiente paso se presenta una forma alternativa a este análisis. 



59 

5.2 Solución a la Ecuación <le Equilibrio para M 11 D 11. 

Siguiendo con el esquema para encontrar la ecuación de Grad Shafranov general! 

zada en términos <le las funciones de flujo J. 7 } • se plantea un siste: 

ma de ecuaciones diferenciales en función de estas cantidades para el caso de 

un fluido incompresible en la aproximación de H H D !l. 

Bajo estas condiciones las Ecs. (5.5)-(5.7) y (5.9) se reescriben en función -

de ...(1 )' .< -z. utilizando (5 .13) y. (5 .14) como: 

o (5.34) 

(5. 35) 

(5.36) 

(5. 37) 

Por otra parte, de (5.35) se puede escribir 

(5 .38) 

Co1110 .iL~: UfCI.. !f , se substituye t{. en (5.36) obteniendo una ecuación para b"
de .la forma 

) 
(5. 39) 

entonces al substituir (5.39) y (5.37) en (5.34) se obtiene una ecuación para -
S: quedando 
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¿j/' J +ÜSli/.,<,t.'- f'17a."-J'] !/: +[fd".r) r.()... ..<,t<. z + .fiíttJ] !.e= D, (5.110) 

d 
, . , 1L1t Ahora se obten ra una ccunc1on para..¡; • 

Puesto que /J':-.L':t{.;a.b , usando (S.37) y (5.38), entonces se tendrá 

(S.41) 

donde se ha utilizado el hecho de que ¡j'I= /'í} .[ .¡"-r;¡ !I:. • ] • 

Por lo tanto, i~ualando (S.39) y (S.41), al reagrupar términos se encontrará 

(5.42) 

Hasta aquí, se han encontrado dos ecuaciones diferenciales acopladas para -- . 

;/: y !f ~. Ecs. (5.40) y (5.42), las cuales describen el equilibrio de plas

mas toroidales axisimétricos en la aproximación de M I! D H. 

Para encontrar solucion a este sistema de ·ecuaciones, se escriben en forma·

matricial con la finalidad de tener una ecuación de eigenvalores los cuales 

permitirán desacoplar al sistema. 

Se reescriben (5.40) y (S.42) en la siguiente forma 

- Cu Í: - f!,rz. :Í .1< 
I 

(S. 43) 

/ll'<1Lx __ n 1/. ll cLJE 
.L.I. :J.. <:.-,,, Z - ~O?.._ I (S.44) 

donde 

(S.45) 
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Q,z -= (J'lí) 'l.a.,(1 ,(.... + ~ lT a. j / (5.46) 

(5.47) 

(5.48) 

De esta manera, las Ecs. (5.43) y (5.44) al escribirse en forma matricial qued~ 

rán 

(5. 49) 

Como e.l determinante de la matríz O: es diferente ;le cero, si ( es diagonizable 

se debe cumplir 

•• JD ([. JD :: \B (5.50) 

en donde \D es la mat.ríz que diagonaliza al sistema, y \B es la matríz diago--

'nal cuyos elementos serán los eigenvalores de la matriz ([ • De esta· forma los 

eigenvalorcs de <!:. se obtienen al resolver 

=o 
I 

(5.51) 

siendoil° la matríz>unitaria y r los eigenvalores. Así al desarrollar (5.51) se 

encuentr·a 

(5.52) 

~ tiene soluciones de la forma 

t~ = i f<c 11 +c'l.z.J t@c,, -tu.) .. - (5.53) 
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.1 

De esta manera se ha encontrado la expresión de los dp,envalor"s ft. Ec. (5.53) 

que vienen a ser los el.imentos de la dinr.onal <l~ IB . Otra forma de eser ibir 

fz en términos de/,, y A ... serii utilizando las ''"Pr··~!<>nes p.1r.1 C,·.i Ecs. (5.115)

(5.48) al substituír en (5.53). 

= i ftn!'•-'•<:J- ¡¡¡ •'1 t. ~y,.¡';, '·C!..)r 
::,(~i/ o.ji,<,.,_ - .1(J 1rla..i.fltJ- ;Z//11) ~2:f U-JJ Yz. J (5.511) 

Como se mencionó anteriormente, para dar soluciones al sistema de Ecs. (5.49) 

·es n~cesario d~sacoplarlo, teniendo como consecuencia que encontrar la matríz 

que realice esta operación. 

Para poder hallar la forma de la matríz /j) se de.fine 

"' 

r-· ¿,. 1 ID== (5. 55} 

J ... , d"& ... 

cuyos elementos se determinarán utilizando el resultado de (5.50). Dado que 

se conocen (t Y !B . entonces 

~~~)t ::~ -:J l ::. 'J [:·:. ·.-~H r ~ ;} (5.56) 

I 

donde ~-\{ID~= J,,J.,. ~2J-u,Al desarrollar (5. 56) se encuentra 

(S.57) 

(5.58) 

(S.59) 

(5;60) . 
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Al resolver (5.58) y (5.59) para d, .. yJ,, respectivamente se tiene 

d,z. -:::: Jiz [(~t.-i-1?11 ) 'l: ~il,, - c!·u)'"- '{<!,'l. l~,]Yz.} 
:ie;t., 

d. 11 ::: J,,, [(t!w<? .. ,) + Li'e2z.-C,,)2. - /./C,1.. l.,,1~} 
:z et, 

} (5.61) 

Como dti y c/,.
1 

aparecen como variables independientes en (5.61), en particular 

si se eligen para este caso en la forma más simple, es decir si r/,. = ,/21 == / , 

entonces se pueden tomar dos casos 

<:X.. 1 == - 1
- f(l!ii-C11) + ~~1, -c./:. 1-/t,._ t,_J'-1 

:ze ... ,[ J 
(5.62) 

[&,, -e1J-z.- 'le,. t.,tj 
.. -

[ d ~ = -L:-1 ~ ,_ z.- e:.,.) -1-{ll -z.z -e,, J '- "(tn t .. ar..1 21·.,_,\l J 

(5 .63) 

I 

cuidando que el determinante de li> no se anule. 

Así, la matríz ID finalmente se da usando «.¡Ja.~ J 

[ ¿, ~'] ,ID:: ' 1, z. (, = 
I 

, 
l. 

(5.64) 

Por lo tanto (5.64) es una matríz que diagonaliza al sistema, para el que se 

tienen varias posibilidades como se puede observar en (5.61) 

Ahora se define un nuevo sistema en el cual 

(5.65) 
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-i 
entonces al aplicar ID por la izqulerda en (5.49) y con (5.50) se tiene 

(5.66) 

o bien 

(5. 6 7) 

Con este resultado el sistema de ecuaciones (5.49) se ha desacoplado nl aplicar 
..¡ ID , lo ,que significa que el problema se simplifica ahora al tener dos ecuacio-

nes independientes, es decir: 

(5.68) 

(5. 69) 

·La solución al problema original, radica en resolver (5.68) y (5.69) para condi

ciones de frontera adecuadas, con lo cual la determinación de las funciones!/: y 

. .!J:.i será más simple . 

. Una vez que se ha~ encontrado las soluciorres para j!, '1 f ~ , se aplica ID so

. bre el vector columna (5.65), y finalmente se obtienen las expresiones para los -

flujos '!J: y j:"para plasmas toroidales axisimétricos en equilibrio, en la aproxi

mación de M H D H. , 

En vista de que las ecuaciones para ~ 1 y ~=Ecs. 
forma, solamente se resolverá para !:f , debido 

IJ) - 1 similares para l.~ . Así al escribir en forma 

(5.68) y (5.69) tienen la misma -

a que las soluciones para 4f serán 
1 

explícita (5.68) se tiene 

o 
/ 

(5.70) 



Al resolver esta ecuaci6n por seporaci6n de variables, si se supone que - -

j
1

: R.CrJ~t~J , entonces (5. 70) quedará 

_,_ 
r .e.. . (5. 71) 

habiéndose obtenido dos ecuaciones, las cuales dependen de f y <. respectiV2_ 

mente, por lo tonto, las ecuaciones independientes son 

(5. 72) 

y 

Ll_ -1- mi.. z -=- o (5. 73) 
dz.,_ 

La Ec. (5.73) es una ecuaci6n diferencial ordinaria que tiene soluciones de
:n.' m e 

forma general como Z:::: ti(!.. la cual se puede reescribir -

al considerar soluciones pares de la forma 

(5.74) 

Ahora para enc.ontrar las soluciones de (5.72), hágasefi'.:~ y al substituiry 

desarrollar se tien~ 

(5.75) 

La Ec. (5.75) es una ecuaci6n diferencial de Bessel de primer orden y sus so 

lucionea son 

I 
(5.76) 

donde (5. 77) 

con ésto, la solución en /?.. será 

(5. 78) 
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·' 
donde la solución ·en /{ , está en términos de las funciones de llesscl y Newman 

de primer orden y e, 
1 
fl, son constantes por determinar. 

Finalmente, de (5. 78) y (5. 74) se obtiene la solución general para '/, como: 

J,;;; r[~j,(far) +?kJ,(kr)]c.os(!n~) (5. 79) 

.con ~_.:: <2.,fl y f.:: f, 11 

Siguiendo un procedimiento similar como en el caso anterior se puede encontrar 

la expresión para Yzll , y ésta quedará de la siguiente forma 

1i_".::: y-[;_ J,(Jr) f H.M{ld] eos.(f~) 
donde· o ..fz==j--~' 

(5.80) 

(5.81} 

y Q, P, L y M son constantes por determinar de las'condiciones a la frontera. 

Dado que se ha elegido un sistema toroidal axial~e.nte simétrico, tómese un ele 

mento de fluido de forma ·rectangular como se muestra en la figura (1), con con 
~· . 

diciones a la frontera tales que las impwistas anteriormente son. válidas para 

es.te elemento, es decir ír.;;¿
0

=.D 1 i!J'.¡¡l=o ¡ J:i1( ::-D , ésto lleva a qúe -
.1. ~. )o .J. Je: 

?...; I == o i?..t.J. = o , análogamente se tiene para :r . De estas condicio-
,+- r, 1-c:~,, ' ~~ ..-= ~~ 

nes '../'. y í/>son. constantes en la frontera. 
' .i¡ 

Como~ es una combinación lineal de:/: y.'/:-M, estas condiciones son válidas para 

i, y J .. en la frontera, es decir 

~! = ¿J 4/=o ';;'/:;=o ~ !{.,¿:: D {5. 82) 
) 

(>;- ~"!:6 ;;;. e . ,,, r, ·ifr¡;.,t;,_; J. 'Z=- ·r= r, ,..,,. rL 
De la figura (l) se tiene que al evaluar en los mismos puntos en la frontera, 

los eigenvalores serán iguales como se puede ver de las Ecs •. (5. 68) y (5. 60) -

tomando en cuenta que se está restringiendo a los modog de oscilación más ba

jos y que representarán los estados de mínima energía. Sin embargo, las sol~ 

e iones para jl'pueden diferir en una constante, es. decir, 
;z. 

1: ~ :Ío -1- Í, (5.83} 

Así de (5. 82} para Í, se tiene 



l9. JI( Ju,)+ P 1J1( J<.r,) = o (5.84) 

a T, [ 4 r,_ ¡ -1 l 1J, ( /< rz J o 
) (5.85) 

y (!_ l5 S. ( b'll. "2:-) J :::::- D (5.86) 
e= :t ¡, 

Como en el sistema de ecuaciones (5.84) y (5.85), Q y P, en el caso general -

son constantes distintas de cero, lo cual es posible si 

(5.87) 
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en cuyo caso la Ec. (5.87) es una ecuación trascendente respecto al número/?... 

Por otra parte de (5.86) 

eo s.(m l-) ~ /)/ = ~ 
2-;j ¡, 

donde yt:: 0
1 

/,Z.... . y representa los modos normales. 

(5.88) 

Anteriormente .se mencionó que f+.:.f- ".: ~ , ésto es, las funciones 1, Y!Í..11. 
prácticamente son las' mismas, las cuales difieren en una constante en el. c¡mo 

más simple. Entonces de la Ec. (5.53) se debe cumplir 

(5 .89) 

habiéndose escrito en términos de la profundidad ~e penetraciónf =/..~.l 
f' l"'rJ 

La determinación de p se hará al resolver numéricamente la Ec. (5.87), de tal 

forma que al hacer un cambio de variable, X:::) r ... = ).~, + Gl. iJ-= Á r 0 (1 + ~ ) y con 



U:: !,.. se tiene 
J rl. 
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(5.91} 

Así, la primera raíz para varios valores de!J y ~<> se muestra en la siguie.!! 

te tabla: 

Tabla (5. l) 

~ 
Yo 

-~ !J-- YotGl.1 )( kro= 1.{J;¡I\ 
.Ol • 980298 158.652840 157.08201 

o 
.os .9047619 32.999266, 31. 427872 

.10 • 8181818 17.3051034 15. 731911 

.15 • 7391304 12.0842482 10.508041 

.20 .66666666 9.4828079 7.9023399 

.25 3' .600000 7.9300905 6.3440724 

.30 • 5384615 6.9026194 5.3097072 

.35 .4814814 6.1761383 4.5749172 

.40 • 4285714 5.6386142 4.0275815 

.45 . 3793103 5.2279083 3.605454 -

.so .3333333 4.9068480 3.271232 

.55 • 2903225 4.6518991 3.0012252 

.60 .250000 . 4.4475056 2.779691 

.65 • 2121212 4.2830461 2.5957855 

.70 .1764705 4.1510983 2.4418225 

.75 .11128571 4.0463990 2.312228 

.so .1111111 3.9651945 2.2028858 

.85 .081081 3.9048104 2.1107083 

.90 .0526315 3.8633419 2.0333378 

.95 .025641 3.8393832 l. 9689144 

.99 .0050251 3.8320040 1.9256301 

.9999999 3.8317060 l. 915853 
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De esta tabla se pueden obtener para cada caso los valores correspondientes ~ 

de t ya que Á/: ;-m1-. 

De las ecuaciones (5.89) y (5.90) se pueden obtener valorns para ,(, y,(;:., d_'.l. 

do el valor para p , determinado por la la ecuación (S.87), y el modo m. Debe 

observarse sin embargo, que pueden existir varias raíces que resuelvan el pro

blema. 

Como las soluciones para J y 'J. )fson las que interesan, éstas se obtendrán al 

aplicarll> sobre el vector columna {~ cal que 

o !l = Ji.!!, + o(~ !/.~ 1 (5. 92) 

(S.93) 
f>' 

De (5,83) las Ecs. (5.92) y (5.93) quedarán 

(S.94) 

(5.95) 

" Recordando que !J ~ U. +a. !J: 
presión para U.. 

, de (5.94) y (5.95) se puede encontrar una ex-

Finalmente las soluciones para !f , ':J "y l.t se dan en función de 'f m Ec, (5. 79) 

';f.l'lt ~ <i_¡tf.,, + ~~-t-d.•) '_:(M (5.97) 

Y:! :: Po+ ~~111 1 (5.98) 
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(5.99) 

Con estos resultados, las soluciones prácticamente quedan determinadas pnra -

los flujos de campo magnético . .Ji y de verticidad generalizada }/:." , para pla!!_ 

mas toroidales axialmente simétricos en la aproximación de M H D H. 

Por otra parte, las ecuaciones de equilibrio para el caso generalizado han qu~ 

dado planteadas, cuya solución e interpretación se presentan como un problema 

abierto para futuros trabajos. 
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Sección rectangular para un toro Axisirnétrico 
en coordenadas cilíndricas. 

Figura (1) 
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e o 'N e L u s I o N E s 

En este trabajo se muestra como las ecuaciones de magnetohidrodin&mica Ideal, 

ssí como las de magnetohidrodin&mica Uall se pueden obtener del modelo de dos 

fluídos bajo ciertas aproximaciones. 

Las ecuaciones de equilibrio se construyen en base a principios variacionales 

para la energía, aplicando las constricciones apropiadas de acuerdo con cant.!, 

dadas conservadas encontradas para cada caso. En particular se ha mostrado -

cómo deben modificarse las cantidades conservadas al pasar de M H D Ideal a -

M H D Hall. 
o 

Más adelante se ha mostrado como e~tas cantidades se pueden escribir en la r~ 

presentación de geometría toroidal axisimétrica, y pesadas por funciones que 

se encuentran en términos de los flujos j y !t: 1r-. !U trabajar en esta repre-

sentación las ecuqciones que se encuentran son más generales que las de Wolt

jer o Turner para M H D H. 

El resultado más importante del trabajo es la derivación de las ecuaciones de 

equilibrio para el modelo de M H D H toroidal axisimétrico en términos de las 

funciones de flujo !f y ':f:"", l.as cuales describirán estados de equilibr.io .dif~ 
rentes que en el caso de M H. D Ideal [Almaguer et al. 1988]. 

Como una prueba de consistencia, se ha mostrado cómo a partir de estas ecua- . 

'ciones se pueden recuperar las ecuaciones de Turner para .el problema inco~ 

presible como un caso particular. 

Finalmente, se propone un método de solución al problema de equilibrio para -

el caso incompresible. Al exhibir soluciones, sin embargo, subsiste el pro

blema de .encontrar las condiciones que lleven a tener el problema completame_!!. 

·te determinado. Esto se relaciona en parte con la dificultad de identificar 

él significado físico de las constantes ,.(1 y Á-?.-. 

Finalmente, el caso general ha quedado como un problema abierto que merece ser 

estudiado con mayor profundidad. 
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