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NOTA: E:{presiones que utilizamos a lo largo del traba
jo y que no definimos formalmente. 

{~ 1 d')= Un espacio m6trico Y con m~t~ica d'. 

Bc(x)= {y sx d(x,y) < E}. 

B
1
'.1Al= {B ¡: 2::;_ : H{A,B) < e:} 

"-

x - A= COIHiJl'2!!1'....!n to de A re;J.ativo a x 

Aª= Interior de A. 

X Cerradura de A. 
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INTRODUCCION 

En este trabajo considera~on 36lo e:~pacios continuos. Es de

cir, espacios m~Tricos ~'s que sean conexos, compacto3 y con 

más de un punto. 

Los hiperespacios de X son los espacios 

{AC ~ A es compacto y A* <P} 

C(~l={A .~ 2!: A es conexo} 

con la 1n~·trica de i·iausdorff. 

A lo largo de todo '"'l trabajo estudiw.mos tres funciones F, G y 

H: 2! ~ C2 (!1 definidas por: 

F (A)= 1 K =: C (~) ¡, e K} 

G{A)= {K .:C(~) A CKºT 

H(A)= {K cC(~) 



.u. 

piedades de ~ontinuidad de F yG y algun~s propled~de~ to?ol§ 

gicas de; X 

F es continua si y sólo si X es localra2nti~ conc~;.;o. 

X es suave en psi y sólo si FIF2(p,~l es continua. 

El objetivo de este t:rabajo, o::!S ?:t"F;sentu.~ en una ~:orma a.uta-

traducir la Funci5n H <l~~finida arrilJa, y p3ra la cu~l ob~uvi 

mos alr~uno3 ri:::sulta.do~; 2im.ila1-·i:?:; ~ como })Or (~jr.::mplo: 

de :\clley. 

Como todo~ sabc1nos, loe autores Je articulo:3 de inv~s·ti~Qci6n 

(~s~rib·:::I! ~¡_¡:; ~i'<:i~dj03 paPd r]u•::, -30an l(;ido3 f;Vfl ~·~spr:::c:ialiE t.:i.s. 

R1""?:3Ult:i. qu~:: ,:.:l dUCü1' da cerno un hé.cho que .::l lr2c>tor tiene to-

Lo ,:::1r'il ne 

siempre result.:.. cier·to. Para un ~studi3ntc? J¿ licanci~tura, 

las demostr·..:.1cis-nc~~ d..: leiik:t~:> y ~.:1:;,orcrnas .J. '/t~C(:>:~ re.sul tcin ·t:in 

obscur.:is que pari.:·cir::ran lv~chciJ sólo para (~le.gido::; .. 



los cursos d~ Topolo;!a : ·; II y q11e 1~anej8 ~lgunc3 ~c:ulta-

heróicos. 

Para llevar a cabo lo anterior nos pareci6 conveniente divi

dir el trabajo en dos par~es. 

En la primera parte se dan toda8 lns defini12icnes que 32 usari 

a lo largo de lo. tesis, a:.:;í corno los resulta dos de carácter 

general que i1sare1i!OS m~s adelante. 

En la se[und3 pa11te entramos de lleno al conTenido~ qu0 es ~1 

estudio Je lüc tres funcion~s 1~encionadas an~eriorment~ y su 

relación con priopic:.dades tcpoló-:;ica.s do:~ un continuo X 

de elle¡::;, " 

Por Último, .:tsi :~omo 1 '1tr1oduci:110:.; la. función H se: no~:; ocurr'ÍÓ 

definidd como .~i!~ue: 



lv. 

I (A)= { K ~ C (_Rl 

logramos pro~ar qu~ I QS sc~1icon~i~ua por arrib3. 

hizo pensar que la continuidad de la func~6n I IJOdr1.a relacio 

narse con algunas propiedades topol6~ica~ de ~ Sir1 embar~o 

al final d0 la tes~s mostrmnos que la Funci6n I r1u11ca es con

tinua. 

.. 



PRELI f·fü!.~RES 

A. CONVENCIONES 

(!.A) 

A travgs del si~uienTc trab2jo, por un continuo 011ten

deremos un espacio m~trico compacto y conexo con3Í:3tcn 

te de 

rá un 

3a se 

mas de un punto. 

continuo con una 

esta.b1c::c2.. 

IJa p~labra m~yGsculd i ci0nota 

~1~trica d, a mcr1os q11c otra co-

Un subcont:~n1.1~:i , F2:::; en 0u.'..:».:::::~·~::·:.o corr.pacto y conexo y no 

vacío de un c~-:pacio [un ,~ubí.~ont·inu0 ;)U(;r](~ -;.~~1-. 1..i11 ·2.:::p.J.-

cio qu•2 con:J te de tln solo punto J • 

Los hípercspacic)S ctc i son: 

X ¡ -2- = 1A e~ l\ ·""' - compctcto y A*~~} 

Con~~i,.::lc:r..:10.J;::; con la métrica. de Hausd12rff auc d1.:ifi..r.í~...:--

DEFINICION. .Si ¡:>O y A •: 2~ , -2nccnc·:;s 

d (x,a) < s para ali_;una a E/\} 

Hd '.i\,B)= Inf { t: >O: AC N d (c,B) v BC Nd (>:,A} t 



2. 

En efecto C ver I If:~dJ.•:: , Teor 1:'!:ta. O.'.:, t). 2 1 ) , H d r;;s 

una rm'._!--cr:..c:J. 2~ 

H d y N ( , ) en l .1,;a1' :;,, N d ( , ) • 

conexos por arcos (vc:r[ i·fadt:::T, T~32l'r;:;;.:i. o.a y -1.13, 

págs. 7 y 65]), drc rr,odo que c(j:;)~' 2~ -ecsult:m ser con 

tinu~s; por tanto podewotJ hub1ar•, l)Ol' t::j•?:rnp:Lo, c:~2C(C(])) 

ó 2 2 .:i • 

mas por H'. De la r:1i:::n.:i Hh1.n·21·il ~;i Me: 2 2.:'.:, N', (·:,M) '."s 

el conjun·to {A;: 2~ : 0:-:i::;c;, B: M tal qur' H (i\,B) < •:} . 

notación: 

2.:!= {As2::;, 
p 

P':~A}} 

C(p,~)= {l\,:C(~) pcA}. 

Ademfi:..>, d,J..dc1 un n11::v21'0 :1.Jtu;'<::il n dcnot.J2:''(~r::os por F n (~) 

al st1besp.1cio 0~ 2~ \~011si3tentr! t!~ todas los subconju~ 
·:.: por (i}_-cirnt_1, 

pe A) . 

B. LIMITES SUPBRIOP.ES E INFEJUOP.ES. 



(I. G.I) DEFINlCION. (.C. ) . ,., • 

Lim Inf An= {x ·:¡ 

si todos J.os An's}· 

n n 

3. 

22.'. Sntcnc0s 

Lim Sup An ª { x e~ : toda vecindad de x interse eta a 

una in fin i.c!;1d d1:~ lus An, s } . 

Si Lim Inf A.~ll~Lim Sup Z\n, en canee::; d<~cimos qw~ la su

ce:ion (An)n ccn 11er;0 ~A y Q3cribiremos 

Lim l\. = A 
11 

Scu (A
11

) n una su·:..:c:::ión •::n 2X. En·tonct;s 0s .fácil corn-

proba.ri c¡uc 

(B. 2 .1) Lim Inf l\
1 

e Lirn Sup A
11 

{B.2.2) Tnnto Lim Inf A 
n 

como .· Lirn Sup Z\
11 

Lirn Inf 1\ e Lim Inf An(ml J 

Lim Sup An ( ml <: Lirn Sup A
11 

son :rnbconj UQ. 



(I.B .3) 

(I. B, 4) 

(I.B .5) 

4. 

TEOREMil D. 4} ) • 

Si la succ::;::_or1 

en-ronces A t: 2.:S. 

U\
1

) n (cOfiV'c~"c=·' ,~ A :é'n ':l :>cn<.ic~ci(I.B.I), 

'/ 2.2 :1UC>:'.JiÓn (An) n converge con r·'.::SIHlE 

De igudl r11anera, si la 
., 

SUCC!~.1.on 

pecto a .la r:1ét1~ic2 dG Hausdorf ;..~ 

{An)n ror1ver~e con res

a al~~Ún A;: 2Z', .. ~n'.>:Jnces 

l3S dos dcfinicio11es d~ conv~r~enci~ ctc! una succsi6n 

(A } en 2~ _¡_nJiJti;rt(~m·2ntc. 
n n 

OBSERVACION. 

H(A,B) <e '1.L >' .:<:lo ::i l\'.: 1'(c,I3) / BC c.J(c.,.i\.). f::3ta e-

quivalcncia nos ~~·2ri5 c10 sr"J.n i:ti1idad a lo lariz=,o c!·?l 

presente tr~b~jo. 

A conL inuación 'JCI'c:mos ,11:·_~uno :J r·c;~;ul tac.lo::.: que no:..: pcrm~ 

tir5.n :nancj.-:r :!.:: un.---:. r::,-lrk:ra rnd~~ con\.:t:nit.:nt'..:' l:i idea do. 

límit'2. 

PROPOSICION . 

i) xt:LimSupl\ 

y f-.:xisrf"~n x 
m 

X -•X 
m 



(I. B. 6) 

ii)=i) 

5. 

DEMOS'l'R'\CION. 

que ~"::id.-·::~~'J:_~ :-~: :~~~ ~:."' n( 
1

} ·.:::-t l':1:: :1.1·:~·_¡raJ•~::; y 

X¡ c:B¡ (x) "''n ( l). 131 ;, (x) inté'!'.'S<ó'C1:.:i [i:l!DDJdl 

una infi~1iJqd j~ An's' en rJrticul~r intcr~ccYa a 

A
0

,
5 

con n > n(l). 0c ~o·.!o ~u~ podernos cl~~ir 

n(2) e JN con n(2) > n(ll::11mpun1:ox,,·B1/z{;<)nAn(
2
). 

?roc(:~di.(:r-.cL:: -::-: .. : ·~~:·:.-:-..:. í:;a:·:.,::c-:1, ~)e·.:·-: .·')S cl·--:.sir un:1 

(y, 
in ln 

do puntos do~ :2lo~ que n(l)< n(2) < ... , ; 

~~C~l C > Ü. 

d(:;m,x)< ·~ 

YJ1~M. ¡-·t)P 

r~,,,~;:v1 :-: - ::-: , 

" 

x. 

:3i 1n> H ~-~ntcnc?s :-~rrt'B (x) nAn{::-:) ~af\l ·roda 

t~:in·;;,) B s (:-:) i.n::·.:_.r~·~,-:l .... 1 ~1 un:: .:l.~·; 1-in:Ld.:1d 

PROPOSICICN. 

i) 

ii) 

i}=ii) 

x e Lim inf i\ 
11 

::::-:iste UJl) .::uc~~~;i6n (X) en X , 1.:::on x r:An y x _.,. x. 
nn.- n ~ 

DEMOSTRACION. 

llllC X e Lim inf A • . ~ 
Cor::o cad-1 A t:s 

ll 

la lYCO~i.ed:id 



(I.B. 7) 

!\ (~:) n ;;n ·f i/i 

qu~~ d (x,y) ...:: ... ~ 

ti!~nc -~u._:_~ d(x,:<:
1

) < ~-: 

cL:: No. r=ri. 1..:·.:.1 n::: lli:::: iGn ;.: -~ x. 

:1n ·~:. ,-~1 ~ i. 'J :r. 1 

··: A 
n 

ii)~i)Sca e:> O. Co:ao xn- :x 1~xi~-:tc N11 s.JN tal que: 

6. 

Cl ( x
0

, x) < ;e si n :<o No ccn"·cncc~ xn .~ BE: (x) íl An pal'iJ. 

PROPOSICION. :)-:..3'1 (A
0

) n y (B,) n ··los c3'!C·"'ii·:in·2.'; ""' 2~ 
·t . .:i.l.~~.~ í.:U·:.:: h

11
- ú, Bn- B ',/ A

11 
C Bn ~'<"J~'C~ to.:b n .~: JN. ~ntoncc_:_1 A C B .. 

DEMOSTRACION. 

Sea a s A v .e > O. 

sis A e l3 
n n 

paioa n > No 

~)\: lo .::.ntr~riori (h~clu~i.tios qu~ Bs(a)rlBn :f= 9 

Ssto nos die~~ nuc: a t~ Lim inf B :::: B. En 
n 

conclusión A e B. 

.· 



7. 

C. CON'l'INUID;\D 

(I.C.I) T:C:O!l.EMA. 

X.i r-: X. En~oncas las siguientes afirm~ciones son eqt1i-

i) f an continua <cn Xo. 

ii) Si (x:i) n urb :3UC',':;1·:Jn en X y yo 'e Y son ·c,1Jcc; qu~: 

x
11 

~ x J' f (xn·¡ -·y., . En·::onc,::; yo= f (xo). 

DEMOSTRl\CION. 

Como f '"' continu:t c;n x", tcn<JEcos uu.e f{x )-f(x.,) 
. n 

concluimos que: f~x.J)::::y 0 • 

ccn d(x,::0) <li ·¡ d' (f(x), flx,1))o •.: 

Para 8=1/n 00d,:.n:;)~:; ·~1 1_1 t~Í.PX:; 1:~cn d(xn,X¡1)< n y 

d f (f (:·:n) / f (::u))':;> 'é • 

C' 1.-J.r'.J '.T\1.-;n t.; X 
:l 

- V 
~ ... :'.) ' 

la .:11c"s~én (fC'( 11 )) n ti•,'rl'" una 



8. 

Entone~::;~ xn {m) -~ X•i >' f {X 11 fm)) - 'J·1 ,., .:L.:'J•;ciJo con 

lcihiróti::::-;i..:;, Y1~ f(:-: ). ;.-.: .. _ f(:·:n(::t))-flx1). i)-~ 

n;,.;do qu~ :::<·:.2..~::;-~ !""t1 :::::L ··:i:.: d'(f(x:i.(m)), f';.:J)< -:.:/2 

d'(f (Xn(m)), f(;·:,)) :O 

ba que f clf.~ be ser continua ;:;n x .: . 

(I.C. 2) DEFINICION. con ~i:-iuo c:g:, d') ·: un 

2::-_ lc:L l:! :n~:-1r{-.;~::o~:. 

(I. C, 2 .1) SCillÍCOn tinua DOr aba i O fl ;.: , ( SC '"li X ¡) .; i :J:l!H\~ 'l U0 pa-

.· 
(I.C.2.2) scmicontinuct por arri.ba 'n xo (SC ·.·n ::") .c:i•co!cDl'•-:> c¡i1e p~ 

ri;i. -cona :: >O, ,;·xi:.;T,J. ó >O t.::2. ·~uc 1. 1 .~l1:1 ~:::1d:1 :·:';-X con 

Dirc~mo:~ r-Luc f; B: ___.. 2~ ,; :;(-~rnicontinu.:t ~jl)I' .J~FljO ( ¡)r.=rni

continua p1;p arril:-ia), ,, _ ~=-:,ta lo ·.'S· t:n caua :"JLH1t:o di:! 



9. 

(I.C. 3) OBSERVl\CION. :3.i f: X ¿~n-

d(x,xol < , cnrn~.-:c•?'; f(;{)Ct.Jl':,f(;.:o)) y tlxo)Ctl(.~,f\x)). 

Es dc_ccir ·· d(x,xo) <.S. 'cntcnc:cs Il(f(x), f(xo)l <e 

C'S continua <:"Ii Xi, •.~n"tonces f :::!r; SC 1.-::n >:o y f ...:::-; SC 

en xo. 

(I.C. 4) TEOREHA. Sean f: X 2~ y xo e X entonces 

(I.C.4.1} f :~:; SC •::Il x; ~;:-!.. 'i sólo ;.;i na.1:'\:i t~:>d-J. :;'.J.CCS2.0n ~xn) n .:Je 

X tLll qur~ x
11 

_.. x-;, se tie;rv2 (1ue f{x1)CLiminff'.xn). 

(I.C.4.2) f ·~s se 1.:n x,; :.;i y ~.3Glo si para toda suce~1.r;n (x l ele 
n n 

( => ) 

{ "' ) 

X _.X·; 
i1 

X ) C f (:{ } . 
,1 

Supon.;;.J.mos que f (?.s :;ei:ticontinuo. por n.bajo en xu. Sea 

(x
11

) n e ~ t,11 que x.n - xo. 3·-:~a z 1. f (x.¡) :,r :·::,:~ ~ >O 

Por hj_pót0sis exi:::.tc O> O tal quf2 pa.t,r::l -~odo x e X con 

d(x,xo) < 8 :~e cumple: que fb~ 0 )c N
1
(c,f(x)). hhcr.::tbie:n 

como xn-" xu, cc:-:is·::·.e Na .0:JN tal. qu.2 d(x
11

,xol < ó para 

n"" Mu 
.· 

De lo c.'!ntt::t..,_·i(.:ir ~-;e t:i.er<'~:' qti..:: f (xn) CN1
(r.:,f(x

0
)) IYJI'-3. n.r~N1:; • De 

modo CJ'P B'- (z) n f(x) ~ q, ''·'!F1 n >No l \"·.l :;u:: !-'J!L1 z E f(xol, 

exi~tc ynt: f (xn) t:3l ciU•c d (z,yn) < º ~Jara n > No. 

En conclm: i.6n z c. Lim inf f (xn l • 

Supon[:cimo~::; q·u~·· f ne. ·:J::. se ;_:;n X u. Ss de; e ir' r~:.:i:3te 

s >O tal q_ue parCl. 1:od,1 d >O, ,.;:·:ist 1~ x e: X c·on 



[ ( ~·~ a ) ~ (~ 1 
( -;_ / f l X} } • 

Para d=l/n f'•Yl8IXJ:: •clc1;::'.1· x
0 

e X can d(xn ,xol < 
11 

10. 

., 
J 

f(xo) et N' (~-,f(xn)). J,~ r:10J·---, q~.H~ 0.lt.::f,i.mos zn~_: f (Xo) 

tal que z
11

/ N(::,f(x
11
). 

Corr.o f{x 0 ) Q.S co:n!"J,__!cto ex.i.st•: una suL;;uct-;::.ión (zn(t:i)}m 

de (zn) 
11 

(}Lle con\!i:r:;c a. un z 0 en f(x 0 ). 

f(xal e Lim inf f(x ) . 
n 

En ~~riticular 

Z11 ;:Lim inf f(;.:
11
). 1\~2: C\IEc •:-::tc::c: N,1 t•1l r.wc 

B¿:/
2

{z;i) n f(;<n) -J.. ó •J,1r1:1 n <--: No. ~>_;,:.. m r~ JN t.:1 '-:\1:~ 

d' (zo ,2
11 

(rn)) < ¿/2 n (m) > ~·l,1. '::ntorF>c:c ··-'Xi:ct:•.c, 

yn(m/: l\;2(7:) r; l:(::n(m)). ~uuí r;u•2d'(zn(ml'yn(r:)<c 

yyn(ml¿ f(xn(m)). r.,:- ·:'.c::c:i.::- znCmlc N'(,~,f(xn(rn)). I:::;to 

contradice 1.:1 :)lecci.Cn z
11 

(m) ~,. ~)l'LL:b_::.. qu·~ f ·2~:; se ,~:.n :<o • 

. · 



(I.C.5) 

11. 

. ~~p-~-

w J.. -'-.!·-·- -~··· ~ -

x
11 

- 7 :c. To::'L·~::-:l.""S z Lim s up f {:.: :i) • !·!-:,:,:.:: ~!:'a !.'·-~:n:J ·J ·--:u·~ 

z ·: f (x o) • ~;.;:_¡ e >O. -~::'lo f se .:;i x::, •.<.::·.~:;:.,_, ,¡>o 

qut.~X n -~x, '-~~:.:.i:·:::';-_: N:¡ ·t.::.l i:~u·· d(x 11 ,:-:n) <ó ~-<il'J n~-'.) No • 

De rnan-2i1 rt qtL: n~ N:: iT!l'."l:_c .. 1 q_ue fb-:n) CN
1
(::/:!,f(x:J)).C9_ 

mo Bs/
2

(z) 11 f(x.n)-f 9 ;:~1.·-:i t:n:! :in··~_n:i .. ::lc: J·~ n's, ·::;zi.~;

te m -cal ,,,1 .. ::m:;,N,1 :/ B,/::!(z)n f(x~•t-1:,. :·•'·•' y··:f(xml 

·- l'l' (<,:/:',f(;.:11) :::.:i. :"'" d(y,z) <·:/2. ... :,·~,-... ---·:.::-::-~ 

x ;: f (x , l t.:,:'.. -~ ·.::: d ( ~·, :-: l < .. -.n . . -.. :· ;et.:::--=:.- -1 n :L: 

con el(..- , X") < .!_ ... n .. n 

f(x
11
)4 N(s,f(xDll. )1~ oocio que pode1r:os escoger 

zn .;f(;z.n) -N(c:,f(xall. 

'/ 

L:orno ~-i,J{e.,[(:~oJ}} -·-- -::r:;::~-,,~,-.rn PX:i0te Uíld .::ubsucosi.Ón 

(zn(rn))m cJ,., (z
11

ln c:·•:1•.r···.r::·' •1 nn zn E:n ~-N(t:,f(x 0 )). 

En particular, zo ;;:'f(xol. 

I\Jl.., otr ... ;, ;~::.:.1 1>', r•r)m0 z n (m) - z 11, d~•lic,-:!.nClo .. :1 ·;:,~nrerna 

(I.'!·.S) t·:c,r'.:,icns ui;--: z,i, .. Lim sup f(:.;
11

) e f(xol. !::c~t;·1 con-

tr\~1dicc::.6n ~l'!"'U 1.:tJa que J: •:'S SC '.'n XO. 

OBSERVl\CION. 



D. 

(I.D.l) 

(I.D.2) 

(I.D.3) 

(I. D. 4) 

si6n Cx!
1

) n 1r~ ~ ~il 

Lim f (~: ) = f l': .; ) . 
n 

CONEXID/\D. 

·_:uc:: x -x ·l 
n 

12. 

.-:.· 0 t::.·:~ne 

.,s se "ri r."n X1) 

En VÍ3td de :1u2 e11 01 presente trabajo d3r~l!lOS una ca

ract0rizaci6n de conexidad local, conexidad en p~quefio, 

minos de l~ contin~id3d do ·t~es ft1?1cion~s 'l ~us resrric 

cisa~ d~ estas iJ0as y algur1as re2ultadc~; ~~iles. 

CONVENCION. llna vccindJJ de un plinto -~ es un atJicrto 

qua lo contienr~. 

DEFINICION. 

TEOREM/\. 

DEf'INICION. q i. rara cual 

V e U , x e V y papa coda y ·:V •:!:-:i ::~ti? un ·:~on~ unto coTic:-:o 

A t.:il qu(~ x,y ,.- A ·.r A e U. 



(I.D.5) 

( "' ) 

( = ) 

(I.D.6} 

13. 

e je u ~ue tie~e ] x, lo ~icnc 0n 3ll in~cric~. 

DEMOSTF.'\CION. 

Sea U 

una vecindad de x y sea C la co1npon~nte conexa de U 

que tiene a x. 

Sea V !e vecindad de x ~u0 ~x1~~0 por la conexidad en 

pequeho y S!~a y sV. Por !n 0J_ec2i6r1 d8 V existe un 

conexo A tJ.l c¡uc! x,y ¿A y A e U. \)bs·::rvamos qul? AC e, 
por que C es cornponenT~. iJ • .; :r.;odo que y e C. Y por lo 

Sea U una vccincL-1d de x y ~:>~a C 1.ct comt:ionentr::! d0 U que 

Hacienjo V=Cº 38 obtiene que V s~tis[~ce las co11dicio

ncs rc"'·~ut:rid.:i-1 en lu dc.finición dE.~ conexidad en peque-

Eio. 

DEFINICION. 

¡,-11°.:1 todc con-

(Kn) n .. ;,3 subcontinuo; de~ X tal que' xn, ¡:> ,: Kn f!C!r'd toda. 

n "/ Kn K. 



(I.D. 7) 

(I. D. 8) 

14. 

PROPOS.ICION. 

en p. 

DEMOS'rR.i\CION. 

Sea u UD3 v0cindad de p. Sea e la compon~nte de u 
que tiene a p. 

mo:; conc:~'Lt'uir una 

Para K={pj existe 

x.
11 

s Kn y Kn ~ K. 

:;;ucc;:~i.én (xn) n con xn e ~-C / x 11~ p. 

c:n2 'uc•o ~' JJ)n ( K ) con K •. '. ':e (;I¡ , p, 
:1 n 

Sea e >O, t,,J. ··1v B .. (p) e u. 
que K~1 0 

e N ( •:, ¡ P ! ) = B ,: ( P) • 

un :_;ubcon·_1 un t·:; cone:·:o d~~ U. 

:.-:¡¡,,.c. 
comcmo.: L1:1 

Corolario. 

DEHOS'l'RACION. 

nc:-:o. 

Csto in1plica ~lJe 

Y por lo tan-ce, 

.. 



(I.D. 9) PROPOSICION. 

DEMOSTP.,\CIOtJ. 

Sean p,x ~I ¡.; LC 

en x T.~11 qut:.: X:l -· 
tRi ' 

con p,x 

X 

" K " 

· 1s. 

( x l una suce:o:r.on 
n n 

(V
11

)n de sutc-·,:-1-junto::.: abiür-co0 y c,_·n1.:::·:c·:3 ck~ X tales 

qu': V1 = X y ~"'ra n:? 2, x.Vn e B1/n(;.:lnvn-l 

Scu. n t:Jl '!_U'--: :·:n ±x. EnLonccs 1---':<.:..0·L0 J1 s JN t~l qu'.~ 

.fi< d (x,xn). __ i m ~) n, ~11 e B1/m {X) e Bi_(x). ,\~,í. (_!u~ 
x.h /Vrn r121'°'2 T:::..:2. .. -t m ~M. ?or 01::.':i 9a~~1·t13 xn V =X. En-

conces ·ci,;n<: -:;~?.nt.ido d-::rini:· m(n) =rnaA ir :.: 11 '": Vr 

Const1...,uirr:o~:; :LJ. succsi6n (1(
11

)
11 

co:::o :;:L~u'..; 

!\ si X 

K = 
n 

!l { 
1 K UVm ( nl 

Afirmamos aue K -· K .. 
" 

X 

si X. #x 
n 

Sea t: >O, ::;nLonce~ t.~;-.::iste N ta.l que VNC: Bs/ 2 (x}. Co-

mo x ¿V u , -~~:-:i:.;t·.:~ No tal ~¿11c xnc Vn a ¡Ja1..,Iir cL: No 

vamos a probar qu(~, para. toda n.:;::: N n, K:~ e N (e:, K} • 



(I.D.10) 

(I. D. lll 

Kn C N (:::,E). ::n·.= :<, ·r!C:'Cr1C·2 

x 
11 

s V tl y m ( n ) =: Ir.a. x { r : x n ·: V r } 

De :n~).-10 r~u~2 v,:.(n): ?~; C: B:.:. 12 (xJ. 

V-( 
1 

e B_ (x): ¡,¡ (,· ,;;). ;,~:-:.:.a:;:,;:: 
m ll •e 

p2 .. r'a n; :'l.1 ·_.' ::::n::,,·, K·:::: :J (-:,t:n} r·,-11·:: 

K ·~ K. 
n 

16. 

t~ ¡~ u ~¡ 
n m ~n ) 

'·:.· ;:·-_¡e io ~:a n t"O 

·2-r:.·:rjnc': :·~ ·~U--:; r:~::>1{t.,K) 

:~,:::·.i:-1 n, :·::)nc:lui;:io:-;; que 

Corolario. ~ -~s localmc~t~ con~xo si y s6lo si ~ es 

su~v~ en cad~ 11no d~ sus puntos. 

Lema. 3·~2 U ~u~conjunto 2bicrTo de ~ 11 s~an: 

H= {A < 2~ 

I= {As 2~ 

DEMOSTPJ\CIOi'l. 

mcr..cs l3 o:: s"(l\). 
'· 

Cc~o H(A,B) <~: , L::-nernos que DCN(s,i\)CU. 

Conclui1~os por lo ·tdr1to 

qm~ B~ (1\) C: U. " 

t\hora sea h :: I ? x ~::.A ti U. 

s>O t.:d que B.(::) cu. H 
e B. (ii) • Ccr;10 

x existe b ;.-·_s t.Jl que d(x,b) <t·:. 



(I.D.12) 

( '* ) 

( = ) 

u': u,¡ - r;. 

PROPOSICICX-l. 

¡)e(~U·~~':r: .. ·:·]n K ·.:i.L 

tal (jlF: H (}: , B) < ---

DE~lOSTRACION. 

17. 

'i 
Sea r.: >O.. 3··~~- P i,-·i cc-.!:'.;·cnent\~ ck~ B~12 (K) C!tlt~'. tiene a p . Entan:ss 

p01.' (I. :~'. ~) p ti<cnc ¿; K ~n su interior. S(0 a B=- CU{AIA EP)), 

Como K::Pº (?Xist•? Ó i:a.l f'lU~ Bg(I\.}Cl' ,~~ ·.·z:~1(lirK) .. 

vemos r.1u0 K U {x}:.: Bg (i<} e P ~.' T-'Or lo t/.1n to x s B. }~n 
consccu0:1c i;1 N (ó , IO e B. ~>; .Jcci.:..~ l< e D 0 

• 

/\hora, '::omo Pe B
1
,
1
12 (K) 

de pe B~'.; .. ; (FJ • ::: .L 1\ : P, 
UfA!AcP)CN(é:,K). ;"j_c 

, tt::n•:!Ti\CS 
- 11 

r¡ue pe n:,:/:! (K) ele: 

A e N (y._ .-,:K) ,:l·:' medo 

dc:n-

que 

ne N(~:,K) y co;::~) ,-:td•.:rn:1-_:; KC i.\1(1::,B) t·::n•~il\'.)fj !lll•:::' H(B,K}<t-.; .. 

~c.J l( ;.: C {3) ,".on 1;1;; ccndicicnc~:.~ d".:: 11 hip5·tt-)tJis. St!:l 

e> O J" § 1.:1 '-:ni:1Donent·:: J._: s 1
: (I·~) tpv= t.i·~~ne a !\.. '.',:~~.:.:: 

a mostr-s.r que K §'i 

to pod 1·.:r:1ot~ ,.::.ncontr•ar :-:1, ..... ,:-::n 1: K Ta.l•.;:::; "-!L¡l;:_ 

KC Bc/ 2 (:, 1 )U ••• B,:/::!(xn). 



18. 

['efiniElO~-; P l= { As 2~: P'J.C Et¡ u A rtVi :f-.~) p,1'!:"'U "'.:oc!a 

i f; !1, ... ,n; i. 

Afirn1amos lo sizuientc: 

1) P es conexo 

2) l'C B1!(K) 
~ 

3) Pi e ¡i 

'3ec~~.J. t,:i.nto a l\ 1 ::o::;·:::i ,:1 ~:: y A1 1 A;• C 13, ':;:.:.i.:t•2n 

arcos .:;rdL:r1~00.:; a 1 ,a 2 ¿ 2~ qu·~ ·,;an de 1\1 a 13 y de 

.A 2 ~1 B ::-~~s~H:·.ctivamc~nt,<:; (i/r;r [ :·Jadlt.:r, t·.:·r:)r'ctn-3(1. 8) 

;::.ág 59]). 

í::ntonce.s cr = er 1 un.~ 

A'l. e Le B, do Jon~J.~ ::oncluim(""I.'~ que L .-::P y por ta.n

to a •.::s un.1 tr:iy1~c~tor·.i:;t ,-~n P. En conclt1s.ión P :?~:-; 

2) Sea !\ ;: l', Sni:·:·,n0•": !\ C Be¡,¡ (e, K). [).1,-:\.1 k e: K. t'OTI

tonc·,-!S kr.Vi fl2.ra dl:.;un¿-! i_,~{.1, .... ,n/, '-·;decir 

d (k, :: i) < ·: / 2. 1.:om0 Vi n ¡s i'<11 , '"ntcnc•:s d (;.;i 1 a) < c/2 

para :1l:~una a~~ A. ~--·,-2 !:1odo '~lL? d{k,a} < r=· pdr':1 a.1-



(I.D.13) 

( => ) 

( <= ) 

19. 

le tanto H (K, A) < .s, de donc5e concl 1.L!.r:t'.'JS que: 

Pe B~ (K). 

3) ED inmodia.To 

De (1),(2) .'! (5) L·-::rv=iro~-3 que Pe§ y por lo tanto 

§ ti~ne a K en su ir1terior. 

Corolario. X es conexo en pequeilo en p si y sólo si 

{p}. 

DEMOS1'RAC ION. 

Se.:i e> O "/ ~>~,:¡ C la com~·o1H:n::·2 con0·:~:a ·.i1':: Bt:/ 2 (p). En 

tonc0:~7 ;·c·r (T.:~'.:~i) C ti(:n,-~ a .? ·:'.n su ini>~r'i 1 Jr 2.: pcr 10 

t._rn;:o {p} e eº. \-l-.oci•.0 nds L~c vccmo·.: c11<c' H(L,fp!l <>: 

y_L se (X), <J.-: 1::,:in\::!:~~1 que: ~.:o::, i_,·~ '):';:..1l:>::::;i·~ :.on .in·t,:::-:~icn-·" 

2~e:.:; COi.1"-'..'.:·:·J -.-'It p·~1-lLl·.::1-;U {p}. 

Sea u i..lfl,1 1.'•;cj_nciad ,je:. p, V .'::c~.:1 C J.,1 cc:mp:Jn12n1~r: d,:, U 

qur' t.i·:º.IF' .:t p. .';;";,¡ li >O tal .. ,tk 11
0 

(p) e U • 

e:·:i1:1>" B ·: cO[l t,ü ·Jllic Hc{p),B) < i5 'i {p}C B0 • 

i5 

Cerno 

B C N(ú ,{p})c U ) B n C .:~ó J..2.._:,_:arno:~ ·1 qu·::: [3 C C • Oc~ lo 

cu.:i.1 con el u.-i.mo .. ~ (i u-: p f:: e 0 
• 

5 >O tal .. ,u., "i y>:~, d(x,y) <l'i "x ,:K ,:c(Rl, c1nc.11c·c:·3 

0xiste un .::-ont:inuo L _~on y·~.L 'I H(L,K) < __ . 



E. 

(I.E.1) 

(I. E. 2) 

20. 

DEMOSTHACION. 

tiene e~ x. 

cuencia •c:·:.i:jtC il >O t¡¡l :.1u0' 80 (x) e eº . Dados y s X 
y K e C (j:;) !:a.l•.JS que: d (x,y) < 5 / xcK, liac:,mo::; 

L= CUI\CB,.(x) UKCN(c,K). D" mor].'.) ti_ue H(L,K) <e, 

L ¿e <El y y~ L. ?cr t:ant'.J X ti..::n·~· la proi;ir-_:'rj,-1d cie 

UNTCO!lERENCH1 • 

DEfINICION . 

PROPOSICION. d..:_ .1.\. ..-, itr._:'r'.-:di:::1r.i.am 1.:ntr.: un.icohf:f' 1~nt:~:: 1/ 

{Ai: i ~: I} una ¡,:::1m.ilia cf,_: '.~uhcont:ínuo'3, .,~·nton1..~\~s 

n A, 
l 

i i:-: I 

DEI·!OSTRACION. 

es un subcontini10. 

~orno n l\ .. ·.:~·; cr:~"!:'ra.do, t~S ~::;ur·icient 1.:! demosrI'ar q_tV-"1 .:-ic 

icI 
1 



21. 

con,::xo. 

tos C8rr.:.:itlos L y K Ü<? ~ ta.lr:;S r~_l.lC .Í~IAi := LU!\,L,K-i: r> '/ 

1 n K= ,1 • 

Por la normaJ..idad d1:; ~, ,;::xl s t?n 10 ::. ~ ul:conjunTos abir:r 

Para cada x .::X- (UUV), xr/í?r'i así que x/Ai papa '11 

G11na i (.:: I, .-_;::-1 ;::;::.:-1::;.::cui;ric·:i.a. x ~~ :R -Ai .:-'ol"' lo t:J.nto 

{X-A.}. t:::; unu cu;)ic~,,,.t~ ~)él!',,:=?. X- (U UV). 
- l 1 ¿ I 

Por la corrp2.cida,i d~ _R- (U u V) pode:::io: cncontr.:11' una 

su1JC.~1mil.i.L:. ~-inic:::. {~-A 11.,,,.X-Ain} t-::.l :~L!t~ 

~-(UUV) cu{~-Ai.j' j=l, ... ,n}. L.:1 Crlt:i::!a '":-:p~'·~:~iün 

t:' ;r·u""1l"--r - "'C-(UUV) cv •i{A "J·-1 nl J._, la :.;i :..:....~ ..l."•<:.•-::.1.·.;;. CT .:_:.. _.:.:- ij" - t•••f J 

cual se; ·oic:•1-: que n{l1_,~:j=l, ... ,n}c uuv. 
"J 

j=l, •.. ,n} ~~:; ~0~0~0. .1m-

CC'il ti_·ni.-lo 1.~n U o c:n V. si' por 

I] :: U ~": ·.:- j 1 L u J P.: t.:::::~ r' 1 {A i : i -~ I f r-: ~--: --:: j (·ne '1 v. 
:S~·~tC" e·::: (.:t_-:urJ• . .J pUL!~-j c.1rnbo:_; cc1n-cicn0n a L:f:<f> • ?or r:an 

to n{Ai: i :: I J eo<; conexo. 
- .· 



" ••. Como e.ir.a un lzomb,'tc. 3uextc. !J .icwo, ac.o.;.twnbJtado a .t!t~ 

baja1¡_ dti.'tcw1c.H.tc., c.am.l11a:Lút c..i.HC.ttc.nta Ki..t6mc..t-'w,5 tJ e~ 

c.oJt.t.'tcl!t.fo aC.gúii Lhtbajo. Ta111b.U;_¡¡ pod.[a c.nc.0;i.t~.a1u c. 
JJO!l. a.CC..L at9LÍ1l p!Le'r..:{Ui.t,.: ~xt:.':...:tvL.:~du u Vl!..Hd.c.'t.LC t.JlUHO 

de. eo; )JllC.b[o.;, qttC. c..'lllZCl.'W, fj COJl <.'[ /)·'1.0dllc.:to li'.C.Jlil~ 

,;e b.C:.c.n {'.,1 ba:L.'t.lga c.on HtSlc..lCi!·Uó .toh.t.U..l'.a .. \, ).'t.¿jow 

.f.c..:,, c.h.lC.c. Vl'Hk u irna; c.op.l.ta; de'. inc.:c.a¿. EC. e.;.tó-

111a90 .t..f.eiw Ce. Iia.'t.[a o.tvi.d,1.'t Jtt pl'.llc<. CttCLHdo l'.HC.OH-

.tfc.alta a.lgú.1i .t:r.abajo pe.ll.111a11c..1i.t:c., .. )(' e.s t~1bt~c.~.-·:..[ .. .L LH 

C,j(!. .e.uaa.:t, u JW t1z.~lJU1C,ll,'t/t.i.,'z..[tl JLi. U .. IU1 .!le.mcutlf.. .J.i.H C[lLC. 

a.[gtlHCl mtzjc.'t c.ot9cVLa dt w1 c.tavo de. .\ll }<1Cctl.i.to ta 

c.ana.;.t,1 o c.C c.o.i.ta.f. c.oH ..ltt Vtc.:iti.do do111{:Hgllc!to, e.mpc.

:a¡¡do dc..idc. foe.go a c.oe.c:¡¡aJt .to.f> 6·'l.{.jol'.c..:, u liaec.it .to.'t 

.• 



23. 

CP.P ITU LO I 1 

II.A.0 DEFINI~OS. F,G H: 2'.:'. 

F{_i\) {K~C (~) i\. e Kf 

G(A) {KcC GP A e Kº} y 

H(A) {KsC(}¡) AnK * \'>}. 

como los ~10mos ci0íi~ido son co~1p3ctosy concxcs, y por 

que F,G ~' H 1?S~3!1 bi~r1 d~~finidas. 

II.A.1 DEFD,JICIO:·;. Un ,0 ,r·c<:• m··i,'ni<.i:: ~:1 2X (rc_,_:·o!>"'.C-C:~v.i:::°':·t-'>' 
C (l;)) ·~:: '_¡n :JU~)C':·nti:1n 1:: o: de 2X (~.,,.~: ·;rv;ct:i_·,,-.:1m~·:n-r::: C(Z,)) 

tal C}llC A,I3;:a iI'.:plicc: '"!U1~ AC3 f.. BCA. 

b'J 1 ) ;~c:r'TJ~tl··'Cen r:l Ü' c·¡l1:1::,i_._":n. ·~· pDl"' (f !L:J~l~:!'.'., I.,r:::ilé! 

1.3, :<i~ r~?/)., t1' •:".:~ 'lna tray,~C>COr>:i.~.:. ·.~fl 2::: (1''.:-:::1:·ec·r:iva-

lll<"TI-C•c e(.{;) ) • 

.· 
II.A. 2 Lema. :3i A,B ,- 2:::. tal ·~_U0 A e B, A '113 '/ Cildi1 ·OO!!lD~rne_Q 

X nado 0:· ·::n 2- tal qu1.=-• na· =1\ '/ Un:=B. 

DEMOSTHi\CION. 



24. 

II.A.3 PROPOS:CION. F(A} 2s 28rap2~t0 y conexo. 

DEMOSTRACION. 

Sean K1 ,K2 € F(A). Como K1 e X y K~: e X , entonces ;:-1or 

el le1na II.A.2, existen do~ arcos ordenados a1,a2 en 

2~ tale~ que K 1 == no: 1 , ~= Uo:1, K;" =fla? ~ ~::::Ua'.'. 0ea 

a=" 1 Ua;,. 

toria de K1 a K:-. 

Como cid'2m::1s K 1 ,K.~c:C(~) 

[:1adle~, 1~~1~ 1.11, 

" C F {.'\) • 

toria.~_;. 

.•il¡j). 

(Kn) n de elcrr.entcé: el·~ F (l\) c¡ue .~onverj an .1 un K e C(_::'.) J. 

Entone(~;-; A e K
11 

;:··c!l•:1 c.:::._~:.:. n,.-. JN. :\ul.i.1~_1:id"-> l:_;, ~~,1.,or..10~.:!:_ 

ción -¡. ~). 7, t(::nr'!mO!; qw: lirn l\ e lim K:; I~--~ dccir1
, J\CK. 

n-•11 n-+r.:o 

Por Lrn to K ;: F (i\) • De rnodo ~ue F(A} ·e cerrddo en 

C(~) 

II .A. 4 Lema G (A) e F (A} 



25. 

DEMOST!V"\CION. 

,, J 1· - e (-Xl 'Cl': l.- ' · e ( ¡ \.,0!":!0 l \. L .:._ : ti.. \. f ~ 1 \ ~ ~ A e K). Ccrr:.inrJo ·Jm-

G(Al={KcC(~): ACJ-: 0
} e {K.:C(~) ;i\CK}=F{A)=F(A). 

II.A.5 PROPOSICION. G (A) y ¡¡(A) :~(Jll C0fl'!XOS y CO!!lpactos. 

DE~·!OSTW\CION. 

Primero demos trarc::;¡o:..~ qur2 G (A) r::s coní.:!-XO por ·tre.yect~ 

ria y cornpr:icto. 

anterior. ~ por tanto existen do:; arcos ordenados 

al , o:; ~::. C (;'.~) t .J. l ·~ s q_ u~-, K l :::::: n CT 1 , ~ = U a l , !\ :'. = no: 2 .,. ~ = Ua 2. 

Sea a= o: 1 Uo: ~. Cor:-i.c X:-: ct 1 no:: :i , ',~!n-·concc;s a \~~::.; und tra 

0t?.(;. n ~~ ü l j '-->o. i:..:oHJC' 1\ l ¡:: G (A) ' <.:::-:i::;t~.' K E: e (]i} t.Jl 

que~ AC Kº V H(K,K1) <c. F-'.acir:•ndo L=DUK~ y Jº2. q•1e 

AC K1 e B y AC Kª ::emoc: ']'.!•e L ·~ C{XJ y A CL 11
• Y como 

L= BUK 1 !3 UN(:-:,I-:1} ': D Ui~(¿',D) :: ~..;(~:.,O), 1:c«E1LlJ(.:n -r:-:;nemos 

r¡u.~ H(L,B) <,:, ~:nconc•.": e:·:isi: .. : L ce(;:;_) tal qu..ce ACLº 

y II (L,B) < i: 

7;:sto mues-



26. 

Sea K 1 ,K¿ •: H(J\.). rorno K 1 e X ': I<, e X 
el lcm¿¡ II.:\.2, cxi::.;tc:n do.; arco:; a 1 ,a:2 ~--=2~; tJ.l·::s 

que I<1=nek 1 , X== Un 1 , K2=iln:: ~/X= Un:~. :_ir;.a 

·~nton~cs ~ es un~ ~r2-

sabí~~o:-~ ~LI·.-~· a 1 ,n ~ C(~) >. ['.-::r lo t:::ntc a ~~e::ri · .. 1na. trzt 

yf3c·tor_i_,J. c!r_::. K1 a I\: 1::n C (~). J:'. torrkl.11~os K:: a , ~::;1-

tonce;3 K 1 !-: K e X 6 X;· r: I\ e X di:: donde dt:du:.:i:~cs ·~!. ue 

?or ~ani:a K ~H(A). Y ~n ooncluoiEn H(A) 

Ccffio H (i\) e e(~) 

e~ cerrado en C(X) 

puni:o a e A. 

:¡uh:~11cri~~-i.6n (v ) ·~11e 
'"n (mi m 

n 2 lN ,¡ :' ( l \ e n m tn 

Lirn fx 
:r""' 1 n ( m) 

K 
n(ml 
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B. EJEMPLOS 

con estas func~ones. 

( II.B.l) Ejemplo. 

La funci6n F no siempre rccult~ 2onti!1~a. Considere-

mas una escoba como en ·21 dibujo 
/, 

/ 
~ ~· 
~~ (o, o) 

( 1, 1) 

( 1, 1 /2) 

( 1, 1 /·l) 

( 1 , o) 

Sean A={(l,Ol} y, ;)ar.1 cad2 ncJN, An=({l,,l/n),(1,0)j, 2n-

tonc'"" An - A. ,\se,~Ul',"lr~o~~ c¿•1.; P (l1) zi: Lim inf P (j\n). 

Sea K c~l se:g1,K~nl>') q_1u~ un 12 ::i lo'.: punto-:; (1/2,0) y (1,0) .. 

Clal"'..:UJli.:-:nt<,?_ K ¿ F (A). .'~U7)(';!')-:;,:._r;:t}'~ (~\11~ F f,i~ ir • .f r (.1\íl) I 

~::nton~>7..!t~ ·.::XlSt1_i !lfL'i :11C 1.'.'.3Í6n (I\
11

) n ·!1, C { ~ - ~' :~~¡.,·,_ 

Lim K
11
=I\ y (1,1./rl.), (1,0) e K;; fldr',1 tr)d.:1 n · JN.. [)(:'. rnocic 

que p0'-11·!1;;0:..: to;:~:;.r N 1·. R-1 t.J.l qw: i\(K,KN 'l< 
1 

es COtl<o:'o j (l, ¡j) / (1,0) c: K¡¡ ::1,•1:;:::i:; •:l"l" 

K!<CN(l/4,K). :_.._: d"cir (.J,<i) •:N(l/4,1':). 

¡ . Como 

ro, o¡ ,. K ,, " 

contraci:i.cci.ón ~ue~.:; J..J. distancia do cua.l..:-~ui1.;r punto de 

J< -=i (0,0) ·2c~ ~ v::. Por• t:ctnl:·.J l\ / Lirn inf f(An). De 

mancr~.! -~u-2 F no e:~:: continua. 
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( II.B.2) Ejemplo. 

Consi~eremos otra vez la escoba cc~o en el dibujo 

(1, 1) 

( 1, 1 /2 J 

( 1'1 /4) 

(O, O) ( 1, O) 

Sean I\={ (1,0) J , , ~'"'ª 02,::ia n ]l.¡, An={ (1,1/n) i, '2n-

tonccc s An _,. !'" ;,c,c;13upa_;;i,x: ·~ucc Lim sup G (A) 't G (A) • 

S.2an !\ id .-c:;c'f)íl'cnt:o ,Jt.t<" LllK' a l~:c; ;curtt:'~'~ (1/2, 0) '...' (1.0) 

y, pdl'.3. C,;:1d .. 1 n :: N., Kn ,-;~:; :'.·.!.. ~:;,:~ 1!,r.:<:::rYt·J que_, un-~ 1\):3 ~·un

to:; (1/2,l/2n) '/ (l,1/n). Com:i K,
1 
-K / Kn ,, G(A,,) ;iél

ria tod2 n ,: 1\I, •_!ntonc·_:r.. K ,-_ Lim inf G(l'..n) !.: Li.m sup Gt\n) • 

H (L,K) < 1/4. . · 

( 1 _!_ ) e Lº 
'N • 

t:!:::v.:::i-J 2.~:. ~-~~dl~1u.lt!t.' punto <1(.~ I< :.1 (0,0) ·::~ > 112. :-'r-;-c tan-

to K ~1 G(l\). LV.: mdrl .. ~1·.:i que~ G no ~-:::-, c0n-ri:-i1Et. 
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( II.B.3) Ejemplo. 

el dibujo. 

( 1 '1 } 

( 1'1/2} 

( 1 • 1/4) 

(o' o} (1 ,O) ( 2, O) 

Sean A=((l,01} )', ~·;1r2. c.1ckt nc:JN, A
0
=ll,l/n)}, •ºlHon 

ces A
0
-A. Aoc~urenos que íl(Al4 Lim inf H(A

0
). ?~e K 

el segmcnTo que une e los ~unT0s (1,0) v (2,0). Cla

r2me11 tr:.: 1\ e Il U\). 1/a;r.0::: ,i ~Po~;.,:n.., .": 1.1•· E I Lim inf H(A!
1
). 

0ión (K l, ·:,n C (Xl t •l :,•1•.•· Lim K.,1=!< :.• (1,1/nl 
n 1 -

H(K,K) <1/2. c::n D.Lºc.;_::ul.n· (2,o) .. •i·1(1/2,K
1
.
1
),d,; ;:1odo 

que <::.:i:;tc p cKN t:al \U·.é d(,p, (2,0)) <1/2. L:to üt;,li-

cu p t.!~ . i-, -, ..... .., • ., - ·• -.... ;:: 

de K a (O, O) '"" ·'' 1. 

-: 11.:; I\i n l~ -/; 1/J y ( 1, 1/N) 1: Kn . !,~orno 

'"l" (0,0);:K::C'·J(l/2,K). :::.~to•:::; 

i'or r:dni;.~ lU Li111 inf [i(A ). 
n 

De 

ili.:lr1CY'~1 '1'1:-. H nn ·:::3 c:on1:.inua. 
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.~uncionr~.::;. 

piedades JA contint1id~J. A con~inu~ci6n j~rnost~are-

mas algunas de ellas. 

C. PROPIEDADES GENERALES. 

( II.C.l) PROPOSICION. La ::unción F es sernicontinua por arribel. 

DEMOSTPJ\CION. 

Sea (A ) una 
n n 

:.:.:ucr::sion A 
n 

..., A. Proba-

t'CIT!OS que 

Lim sup F (An) e F (A) 

Sea K c'Lim sup F(.An). Entc:11cl:S i;or la pr1opo!.:;.i.ci0n 

(I.B.5),existc una succ:iión (l<n (m))ni ~on Kn (mJ E F(An(m)) 

tal que Kn (m) - K. Como A11 (ml ;::: f(n (m) Y i\ {m) -> A , 

entonces por la pro¡m.'.:ic.{_'Sn(I.:O. 7) lJJ::'.arnos a que A e K. 

Además, co:no cad(-... Kn{;n) ·:s un (;ontinuo p>:n"' d2finición 

de F, K c:C(~). y concluir.1os <:O!lTOflC•cC· c_U•' K cF(Al. 

( II.C.2) PROPOSICION. La función G e:~ .;<;,miconT.lílllC\ poY.' abajo. 



DENOSTRi\CION. 

S:.>"l (An} n 

t.o:Jl'l(:";ff,Q.::> Cjih:: 

G (A} e lim inf G (An) • 

Sea K e G {A} y sea e > O. 

;,. 
n 

.. 32. 

Entonces e::ic.,te L c:C(~), ACLº y H (K,L) <s. C•)rno A 

es compacto cnt::;nc~::: !2::·:ist~; ó >O t,J'l qu 1
...: N (ó ,l\) e Lº. 

,'\denás, ya GUC~ A
11 

._ l'·., i2:·:_ist~.; Ne :IN t.::--t.1. r:u·~ l\
1
C N(ó,A)CLn 

para n~ N. • i~t"; meiciJ) (tlJ>;.; L ~ G (Au) 2. ·,uet: i..c :·i,.• N Por 

lo tanto t·::ncn:o::; C;\10 s'!n:l nc(A ) "'9 '''·'r.1 n'o N. 

KsLim inf G{A ). 
1\ 

(II.C.3) PROPOSICION. 

DEMOS'l'Rl\.CION. 

Sc~a unJ sucesi6n 

rr.o s 'l u1.: 

n 

(1'. ) en 2'1 tal que An ~ A. 
n n ' 

Lim sup ll (i\
1

) e H {A) 

Probare 

Sea K f'. Lim sup H(A,,l. Cntonccs rc::<isten dos sucesiones 
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(Kn(mllmy (l1n(:;;))m ':.:02.cs ''.\!<:: Acdmi nKn(m) i'-Q D,,;r:t ~>'") 

dan t: JN, Kn(m) -}-~ '! An(i:i} ..... A. 

'i_'uJW.:::!ilCS üfld. .._j :....:..: . ..:_ :_:_ :::: (>:. ) 
n (:n) m ·" 

unu sub.:;uc:::·:.i,~n { x::(m(1.J) )
1 

1:';.',1·.; c•1nv1::::':::-; ~ un ~:iuntc 

Xo E X. '!a :!U·:· :<u: Lim sup ;;n(m) e K y XQ •:Li.I11supAn(m)CA 

concluimos ... 1u·~~ x 0 cAnK ~/¡;orlo tCJn::o, como KcC(~) y 

A n K * 1', llc;ar..o:-; a C,'-l'c !\ ,. H (A) • 

D. UNICOHERENCIA 

En esta sccci6n supondresos q~e ~ es herediTariamcnte 

GoodyJrnotz hci considerado clos funciones f 1 g: 2~ -e(:<) 

definidas como sigtle: 

f(Al= n jK e c(j:;l 

g(A)= r1 {h: e: C(~) 

.· 

ncs F 'J G. 

( II. D .1) 'rEOREMA. A e z.'.:: 

nua ·~n A ~ i ·.¡ :-.:510 's.~. 1.:1 t--=unc.i6n f es continua en A. 



( = ) 

( =) 

DEMOSTRACION. 

Sea (A l ;ma 
n 1\ 

34. 

.-.. ,.., ..... : _. e~ ...... ·1). 

l\. -· A '! f (A ) -• !3 • n ~ n 

Primero tlemo::;tr.:irernos qclE' f (A) e B. 

Por definición de f 3~1L>e111us 

A 
n 

qu,:: An = f (l\
1

} ~ Jl"'a toda 

A :1 f (A ) -·B. Usando 
¡¡ 

(Lb. 7) tcn°rr.os qu,; r~c B, y ~;a ·:ic<c B ;: C(~) ccncluimo::; 

qw; f(A)CB. 

f (A) ¡:: F (A} =Lim F (An) • Pe::_·' l·:J tan t:o ·::-:i.J·c¿' 

sión (Kn) n (V.-:r prc1 ¡:n'.~-~ -~_i_6n l.i:'..O) t.::l ·:~u.-:: 

ccin Kn :: F {i\.
11

) n::rcc: t:0cb ne: I'l. il :·t•:::i·~:_; c¡u1:: 

urv1 .:-;uce:-

Kn -· f (A), 

.~: ~1rJ .3. K 
n 

f (1\ ) e K :J<!r'1 teda n ,, JN • 
n n 

~plic~r1ci2 l.:t prcposici6n 

B=lir.i f {;\ ) e Lim K ~ f (A) • 
11 n 

(i\ ) !l. - A. 
n n n 

que 



(II.D.2) 

H(f(B ),f(A)) « 
n 

:!.'!cc:~¡O~ L = K Uf (B ) 
n n 

A e B
0 

e f (Bn), i>::n!2!T.G3 qu.::; 

Ade~5s, par~ n ~ No ocur~0 que 

35. 

Li"1 f(B )=Z(i\). 

i\ e L • 
h n 

Yporlotanro H(Lr~,K) < !·~ p::"!.r··::. n?. No. Cor.e c~:.::-co ocu 

rre para .::.a.da e> O, ::Jnclui::¡os C¡_U':! (L
11

} n :'.:::: 1 .1n~i ~:uce-

sión en 2~ c·on L s F (11 ) 2;11•:i ne :IN '.' L -· K. •\:li-
n n - , n 

co.ndo la fJl"'Cp03lCl'.)!1 J< .- Lim infF(i\). 
n 

1~i:~.sul tado nos da 

F y G. 

PROPOSICION. '~''°~' A¿ 2:::.. Sntonce:o 

.· 
G(l\)= F(g(i1)) 

DEMOSTRl\CION. 

:·10scraN~mo:; primero mw G(AJ e P(g(A)). 



(II.D.3) 

JG. 

Sea K f: G(l\). I"~nt~incr.:~. na-~.,ª to-Jq .:: >··O ·?:-::.3-Cc:: LEC(~), 

con AC Lº ? H(K,L} <t.. 

Para s=l/n r-o(:··:c::::- ·"' ·'·"''" 

H(K,L )< _!_ L:~::o:ic·:c·_: L 
n n n 

T-1n ·:-e(~) , cr:n l\. e L;
1 

-~ K, ·l ::u:.::;·r:c 0'. 1Jc-

y 

g (A)= n {K e C (~): l'. C K:; /, ·:• 1:>,:•:·r·:,co¡rr,.::;s <;U"' g (A)CLn "~"-'" 

toda n cI-l. Co:1n Ln -•};y g(A) -·g(/\), •ltil:i.:.:Jnd:i la 

proposición ( .i. B.·¡) , conc.l uii:~o:::.; q UC! g (A) e K. Y pori 

11o::tl'arcmc::; ¿¡hor?. (]_'Y' F(g(A) e G(l\). 

oc:a K ': F (g (l\)) ;; e > O. Jlo::trareE1os oue existe L ': C(~), 

con 1'\ e L 0 y H ( L, J;) < e 

Sabemos que g(A)= n {K C(X): AC Kº} C KC N(·:,K). I>c 

i::odc que R-N(•:,K) cR-<"[K·.:C(~D: l\Cl\º)). LJ •_•::¡:r::: 

0ion anti3rior 12s Q(fLJi'/a.lcnt~ .:..:. ~-?-1(·:.,K) c:u{~-I~: 1'\CKr¡} • 

unu su!J!;,:imilic..t i=inita {X-K1, ••• ,X-K} L~.:tl ~J_u~:: 
- - - n 
K-N(c,K) cu{~-Ki:i=l, .•. ,n}. Con lo c1u1_ ll.:1:.ar:10:3 o. 

'FJ.r-; K, n, •.. ,nI\
0 

CN( __ ,K). 

Haciendo L=(K¡ "··· r11<) UK \lf'TilC>S qu .. • ACLJ,L1:C(jSl 

y H(L 1Kl< r concluyendo <en:tonc•"s que K >: G(A). Y por 

tanTO G(A)= F(G(A)). 

Sr1tonc~~ J_.1 fl111cL6n G es con-

~inu¿1 ·~n A si y :;6J.o si l,1 ~unci~n g es conti~1.1a en 

A. 
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DEMOSTRJ\CION. 

. . . . .... 
_:_::~;-, .;....:.c:~,::_.-~·n :.t3~it't::1:~1J:-: 

V 

Sea. (An) n una ~~·dc·.~...;:!-'Jn ·-::n 2:...:.. , t2l ~LE! An - A y 

g(An) 4 B. Va~¡as ~ c~cmostr~r qu2 g(A}=B. 

Demos trarcr;1os j)i,ir~:cro q Ut~ Be g (P.) • 

Por' l::. !JrOp0S~LC!2.0rl (=:.I.IJ.2) t·::n·.~!:'!02. ;i_u.-.::: G(A)=F(g(b.)), 

y ade~15s sabe:nos .1t:? g(A} i:F(g(A}), J·? d011J~ ~·~ 2i~1.10 

qu.:; g(A) cG(A). 

Sea s > o. Ern:C)flL>:::.: •::,:i:~1:._~ L.: e ,z:, .:.!. ·-='.l:'~ A e L ¡ º/ 

H(L,q(A)) < ,. : !cCLº ;;. "'' ..:0111paci:o, Cfl'.:':)flCC,:~ 

ces t:!:-::~~;Le Nn ·~ JN ~- .. 11 ~~LV' 1"'..n e N(8 ,l\} C Lr} ~>!.:!.1 ,~i. Tcc;·_~ n>N0 • 

De l:Stci ::c,;_-::11~1 t·-·r-'i.·!:u~· <\ .. ::... g(l\
11

} e L :::·u-\1 ·::·:<:::~ n.~-_. N.1 • l'2 :i·:-:·:~c c1x~ 

Lim g (An) <:Le N ( ·:·, c_r (1\) ) • ~. ::n ·, :.:;:·1 o::!lc~'..' ' ;;,1;:• '! CCY\r e ·~::•:12 Lir.D3 

c¡ucr B= Lim g(An) e (f(A). 

DcmJ:3tn:U"\:m-:.is a !;·:-ip:J. ~~u•.~ g ( i\) e B. 

Por l·:i fil'')[:'C•,ic;tún (II.i). :') v,n,~111,,:~ ·.JI.le G(;\)=F(g(\,)l 

par·.3. tc•d.:i n :-~]NI ·: ,il'1~"J!1,"~S ··;:1t 1 !_'1;!0'~ 111.Jr.? q(An) r:F(g(i\n}) P2 
- . ..,., 
- .... ~ . -.l.:!nuo ::--;;;; "·;i.r·1i~·., t~ll,~ q(!\n} ;_-::G(;\

1
) ;:.a1·.~1 

,·.;c,L• c>ll<' jgU\l}CG(l\n),lg(1\)) -'{B) 

011e B ,. G(;\)= ~'(r¡(i\)). '.',.:,~· ·;.,) •: !fH.:> g(.l\) e D. 
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Lim sup G(An) e G(l\) 

Por la propos1c1on CII.D,2) sabemos que G(An)=F(g(A
0

)) 

para toda n s JN • ::ic ;r.ndo que Lim sup G (An) = Lim sup F(g(A
11
)). 

Como F es :;emicontinu~1 ;.:ior CU:'l'-i:U:;:i y g (An) _.,. g (A} !.Jc:>!. 1 i:ipó

tesis, tenemos quce Lim sup F(g(A
11

)) CF(g(l\))=G(,"'.\.). De 

mane:;r-~ que Lim sup G(\
1
l CG(A) • 

. · 



39. 

lL CONTINUIDi\D DE r. • 

(II.E.1) TEOREMA. :>:: 1'. 

( => ) 

( <e ) 

DEMOS1'Rl\CION. 

Como G(l\)CF(A) (1r=:ma TI.J\..4), ·:i-s s 1.Jfi2icntc con de-

An - A, y c~1~c ~01~ hir6ccsi:3 F e~ con~in11a ~n A, tenG

mo~ qu~ Lim F(An)=F(A). ~~ nmdo ~LJi~ para ¿ 8%Í5te 

N e JN Ltl :; 'V' H:(P (1\
1
), F (i\) ) < 

En par•-cict~1.;-:i" 1_~·-:n·~·Ji~::.:_~ <u<:: F(l\) e N(::,F(A;.J)) .. Co11;c 

I< .: F(.~), :::J!>c::1c•:: ''U'. ·:c:·:i::1:•• L :: FU\.
1
) -cal Jli.-: !l(K,L) < ;:, 

i1lor··::mo:-3 1:ue !.\ ·= 1\'..; ·,¡ co:!·1,J A:l e L~ ll·.::-.'.~,:;:.,mc~ ·:;u1_::: A e Lº. 

i?r~r lo [¿¡ntn ¡>n1;onr~"'.lfíl·:)~~ L.: C(~) :~:J..l qu~:~ AC L'1 
'/ H(l\,L)<t~. 

SL~a (1\ ) una :-;uc\:~·-::i6n .·:;n 2~") r.ll u:.i 1-:.: A -~ A.. ;:.,.or las 
n n - n 

')l"Oposicione:~ ( rT. r:. r) '/ ( T T ' ... 2) tc:-cc::::CJ e ., ...... 

Lim sup FU\) e F (11) =G(i\) e Llin inf G (i\ ) e Li.m bf p,( A ;e Lim SUP F (A ) • 
n n - n 

As! que F(A)=Lim sup F(i\n)= Lim inf F(An}. Por lo t~nto 



(II.E.2) 

(II.E.3) 

40. 

Corolario . o~= A -·: F 

3e2 (A ) 11na succs1on en 2~ tal cue A - A. Por la 
n n - n 

pro1)00ición (Tl.C.2) es suficie!nt0 d0n;o3tr,J.P que 

Lim sup G(An) e G(A). 

toda n ;:: IN. 

De merlo que Lim sup G(A~) e Lim Sup F(An) e F(A). v 

por el tcorer:1a (l!:.C:.:l) t:uki'.t')é: :¡•1·.' F(i\)=•-~(i\), ccncl.':!_ 

yendo en~0n2cs ~11c Lim sup G(An) e G(A). ?ot' t¿1n~o G 

es continu3 en A~ 

A11or~ vercmoG qua la conTinuidad de G t?n A no iBplica 
la contir1uidad de E• 0n A. 

Ejemplo. 

ARCOIRIS 
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(II.E.4) DEFINICION. R je~co~conijle si existen 

(II.E.5) 

A,B ~:C(~)-{~} t~~¿¿ -~u 1: X =A UB. Y 1;3 indc::;c 1)ffi':'-Jnible 

El ejemplo mas sencillo de un cspacio indescomponible 

aparece en [Kur1atouz~i ~p.200-231] el cual se ilustra 

en la pá;ina a.nt·2ri.0r d(~ este tr.s.ba.jo y que a continua 

ci6n descri~iremos: 

[O,lIX{O}. hhor._:. ~2::·.~z:i.1;;c:.i :::1emic:irculo~ ~n .,:;.!. .L.:.:1,::• :-1 1 

pepior co:> C·~nn'._) .e,;; .~1 p<rnto ( 1/2 ,O) y r":t:iio 1 (1/2,0)-

(p,0) ¡, dond·:: p ~::~; un punto ciul c·:>nju11to ·-1 •~ .::~1T~T:Ol' en 

el intcr\/alc { 0,1/31. D·~ .ic:i~~.l .:n,~~n<::'r.~1 ~,T~~c~ i=O,l, ••. , 

ponible, la cuiil nos ~:: 12r!'.l:i-cii.·5. I:1o.::;tr\.J.r (~ut::, Qn nno de 

estos espJcios la ~unci6n G eri co11tinu2. 

Lema. 

espacio conexo do ~ . '>i 'l_-A = HUK mn H'.iK conjun-



(II .E.6) 

4 2. 

DEMOSTRACION. ::Ou--,,.,n ·º'"':'"" 

manera c~tlc A=(A n E) u (;'\ n F) /A n F, A n E .:o;c con·j,.i.nt•JG 

separia.do:3, 
" . 
id ,:_.::::; nr.;:·:.l 

dad d~ A. Así, tenc~1os qu~ A e E 6 A e F. ~upongamo= 

por ejt;;mplo que A e E. E:nt.:nic·::~; Fe Il. ::J.:: :ri<Jdo que 

F n K e H n K= ~\ , F n E = <!i , E n F= r? , t( n F e H n K = <fi • De. Jl'd 

nera q u,: ~ = P u (E u I<) e:~ unr.1 ,::,-::r<1r.::.ci6n ::..:~:: y, l 1:> c¿l c....-;ntra 

TEOREf'.1A. X ~s indc:::-:com!)OniLll·2 ::;i y ::;Ólo si. el (tn.j.co 

~utcon·ri?1t10 con intct1ior no vacíe ~s A Ini~mo. 

DENOSTRACION. 

con int011ior distinto del vacío. Analiz~~os dos ca203: 

a) x A con'2:-:o. Corno A 0 :#: <P , .::~ntonc2s (~ - AJ* ~, .J.sÍ y_U8 

dicción. .· 

b) i - A no 03 cu11exo. Por 1¿1 disconcxida~ di~ i - A 

les que X - A :::::: Hu I< .. Entonce:::; por ~~1 L·::::::i.:1 (Il.E.5) t12-

ncmoG que ll. u !1 y A u K ,;on con":-:os. "{ va ·co1c (A u H) = 
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( <= ) t.~ d0cir, existen 

A,Bs C(X)- {~) tü;c:~ ·,~L:c B:= A u B. 

Como X - B <es :tiii·cl"i:>J y X= A u B , en tone es CB:-B) e A 0 • 

P~obando con ~sto ct1e si ~ es 

el Gnico subccn~inuo ca~ i~~erior r10 V3cio, cnt~r1ces 

(II .E. 7) Corolario. 

constant~ en 2~. 

DEHOSTP.ACION. 

se tiene: 

G(A)= jK t: C(X) AC Kºl=(~T:: {~}. 

Corno los 1;;'.SDdcio~-3 inde~-:ccrnuonibles no ::;Jn localmc~nte - ; 
cone:::{o::; y la función P ··:s continu,.-:. 0:L y ::-;<)lo si ~ es 

localmente conexo (Ver ~eorema CII.G.!)). Cene lui-

Jnicn~r3s q110 F no !~s continua. 



(II.E.R} 

44. 

DEMOS'l'Ri\CION. 

Se2 (A ) ur:,.1 ~~1cc~21.on ·::n 2~ , tal (~Ue A,
1 

-> A. Por 
n n 

la ¡:ro;8~~2i6~ (I=.S.2) ¿5 Juiicien~~ d8mOscrar que 

Lim sup G(A
11

) e G(l1 ) • 

Tn~Pn¡n·: ~ ~ Lim sup G(An}. T~~c~=~ ~~~ dc~o3tra~ que 

par1 c:. tO(i~1 ;-- > O, •.::-~i st-? L :::C (~) tal que A e L 0 y 

H(K,L)< c. 

Sea E> O. ?cr 12. f)X"'oposic.iéin (~.~.5) existen 

n
111

, ••• ,n 121 , ••• , can n
111

< n 121 y c~i~tcn 

Ln(m) '- G(1\i(m)) l,Ü'""' c¡u,_o Ln(rn) -• K. i\d•~m-Js µ.11°1 ca 

da.m, ,:::·:iste Kn(r')~: C(~) -:.:.:..:.1 (~t~\: i\n{:n) e i\.~(;n) q 

H(Ln(m) ,Kn(m)) < ~ Como H(K,Kn(m))< H(K,Ln(m) )+ m 

pa:r·a toda m~I!1 tcrv~rn,·)::: ,!U'~ ICn(rn) -·~ K. 

exisLe una c~uc .. -;:;:;ién (xn (m}) .n t·1l r~ue xn (ml -~ x '/ 

x :-~A e Kn /,,pJ.ic.:1nuo J.:_ ~1ropl)'.";ici5n (I.E.5), 
n(m) n(m) n(m) 

lle13¿mi:>,; a qtF: K ,_- Lim sup G({x
0 

lml ]l. 



(II.E.9) 

(II.E.10) 

4 5. 

y H(K,K(x)) < ~. 

Haccmc-i:3 L= KU {U{E(:-:) V l\ f) • 

Dadil X;: A e K, t"n'"'.010:3 '"'J;'; X ·: ]\ n (K {xi)" :,' ]\(,:)e N( ~ ,K). 

De aquí CJW-' K U(u{K(x) : x e!\)) ce C'.;n·.::.:o, con~i .. "ric a 

A en su 

do 1:¡uc, L c:C (~), 

me•:; <JU'" !!{I;,L)< 

Co~ol.::ri:J 

Corolario 

N ( e K) 2 1 • 

A e L ü ':! L e N ( ·:, ]() • 

"" A C Lº ,.,-." 

'. -:. .... ;i<.: .. :...::. .... u ·~...:; (. . .:.,.i1l.;_,;.._:1'-'~t .:iJ. )' ,~1.L.U 

tone·::~; L.1 :·un,:ii•5n g ~-~ ('c_i:-itinu,q ,_:.l y ::5lo ::i la l"',:!::::tI'ic 

ci.ón g l F l (~) .-:::_i c 1 :ifft: i rnkc .. 

DEMOS'l'Rl\CION. 

t:n ·~ll:cco, J.,1 continui,1aJ ·,:J~-~ g ·2S 1.~.>qui.vr:1l,-:ntr.::, pDr ,:;l 

tnor0~~ (IT.~~.J) <l l<l c~ontintii·d¿(f ~1~ G, ln c11~l 0s a 

Pr1obari1:1::0::_; ahora 1.--1 ·~·'-1uiv,_1J(.:nci.:i ·-~ntr 12 la cont.inuidud 

dr: GjF1(:g) y 1,1 de~ g JF1(~), con lo ·~~u,11 h~1fit1(·mo:3 ter

minado. 



4 6. 

cJ. ::::·r::~.-::!:. ... .:.:: (::~.~~.~). ~::i:: ~'.~-=,-~,·-- ~·-;·-:-· g !--.~~:·~:~·!::! ,~.~ . ...-. 

continu.J. ~~,or :-':l 1:.-::c·r•::: 1 ( ~~:. :~·. 3). :Je: Ccn~r: c0ncl 1.Ii-

Supon;amo~-:: rfr,c~.~,: 1~t>2 gjP 1 (~) :~!:-; contin.u2. 1.::n A. Por 

la proposic~an (II.~~.~) ~ su~iciente con d2mostrar 

que G!F1 <~) e"" se en l1. 

Sea {An)n una suce3iSn Jn F1 (~), tal que An ~A. Por 

la propOSlCJ.on (~=.~.2) ~2t0mos qtte 

G{A") e (g (i\,I 

Lim sup Flg(i\)I e E;'l~•(.I\))= G(A) 

Y por lo tnnto concluimos que: 

Lim sup G(l\
0

) e G(l\) 



4 7. 

(II.F.0) El objetivo de esta secci6n ~~ relacionar la suavi

dad en puntos tle ~ con la continuidad de l~ funci6n 

F. 

(II.F.I) Lema :.;c-:an x, p e ~ y S!~a lx
0

) n una ~:lucesión 

en i tal que {xn,p¡ 4 fx,p}. Entonces An 4 x. 

DEMOSTRACION. 

S-c.'1 ~>O. 3i. p * :<. 1-i.J(~cmoc~ c 1= min{·.: d(p_:x) f 

Como x ;: Lim inf{p,:~ 0 }, ::-:~tb·.~mo:-: .....• , .. ¡'::-:i:.;-;:>; rI JN t¿1l 

QW' B _ (x) n {p,x } '" 9 r:>'1ru. tc<L n -, N. !::=c·c ::~1Dli 
- I~ l fl 

C~l que X
11 

'-: B --: 
1 

(x) r).tr.:1 -rc:dA n ;): N. _ ~~ff' le tanto 

xr
1 

-· x. -~ p=x. 

mo~-~ 'lUc e:-:i:: t·:~ N 

~:ntonc0 .. , r::r.)!HG {p,x} -· {p} 
11 

e· ]'1 tal q11» H(jp,xnf,[pf)< 

.::;abz:-

En p:il"'ticulüri -~·.:.i1v:Jr:o.-:: 1·111'~ {p,xn} e N( ,_:, {p}l para t~ 

.J;-1 n:.:: N. ·1· ~1 1J1 1 ]..:; t··1n-cu d{xn 1 9) < 1:-· \>-tra toda n~N. 

Do. don'.ic concluirnos '.1ur:: x -• x. 
n 

(II.F.2) Lema • F_. (p,)'.) ,; •.ccrnr_,c:cto. 



DEMOSTRACION. 

Sea (fxn,p))n un,'\ cucc.sién •,,e, F,(p,Rl. ?el' 

cida.-J dí:.: X pod~·:mo3 1:incon rrar· ',1na. su~;~:.uc·:~s:~:Sn 

convers~ntc ~ un p11nt~ x e ~ 

4 8. 

(X ) 
n (ro) ,m 

es suhsucc::ión de '1xn 1 p/l n . I°'m' lo tiinto F2 (p,~) 

es cornpac-ro. 

(II.F.3)PROPOSICION. 

X 0s suuv·~ ~?n un puní:~) p >:.' X '...~i y sólo si la r~~stric 

ción F[Fz (p,]Sl 

DEMOSTRACION. 

( º' ) o•cét jp,~:} !: F2 (p,X) 'i '~C:a ({x ,p}J L!n«'. ciUC•"Slon •O>n 
- - n ~ !1. 

Fz (p,:8) till que {xn 1 p}_ ~ fx,p). PoP ld pPoposición 

II.C.I es suficicn·r~ dem~s·tr~r r1u~! 

F(jx,p}l e Lim inf F(j;.:n,p}l. 



( ~ ) 

má:--::., utili::-1n~.ic •'1 ~~-~?::.".! (l.~.?.l) j ·~.L. l:·.::ci·¡0 ,:,~ ,.:_~r_: 

(K ) cen 
n n 

K ..., K. 
n 

C(X°} tc.l c~:F! x
11
,p ~~ Kn ;>lr.:: tc)1..L1 n t: lN y 

Lo Cl!:.~l ne<:: iJC·'.'.."'!:-.it•_:: con e luir, fJOI' · ·:::l Lc;1:~.::1 

( I. i:l. G)' 

Seun x e X 

qucc K cLim inf F<{x ,p)l. 
n 

K € C(X) co;' p,x: K. 

x
11 

- x, ·:;ntcnc1_:~: "l\.n 

X 
n 

-). x .. 

F\F,(p,~) •.<' c::nt:'nu.1 n L\, .: .. :: ClLTílpJ.¡:-~ qui..:: 

Y sea 

r0si:ricción 

F(i1) e LiEt in[ f(¡,n). :.> r:•.:¡r.<':r.:.c C!G•' K•:F(A)CL:ün inf F(l\~. 

t~pli.c.-~~c:J }.:::1 l'-'Jí: y_~i__,_;i,::n ( I. '.!., C) concluim\..1:; <11.1i::: ::~:-:i:·:1:i~ una 

0uces.ió;1 (K ) el•: 
11 n 

pari~:i. t(Jd:i. n ·~ JN .. ¡.; - K. 
n 

(II.F.4) PROPOSICION. ~;i X •. •:; ,:;uave ·~n p, ,;,ntonces pai>a toda 

A ~ 2~ ~-:-!. 1:11nc_1,~n F r~:_:; continua t:n A. 
p 

DEMOSTRACION. 

Sea (A ) 
n n 

Ufl.Fl 3UCCSl0r1 r_~n il 
n 

,. 
A e 2::. 

p 



F(A) e Lim inf F(A ) 
n 

50. 

Sea K e F(A) y e> O. Por la proposici6n (II.F.3) 

saben1os qun F!P~(p,~) e~ con·tint1qj y ~ar la co1;:paci

dad de F2 (p, ~) ( Le:Jia I I. F. 2) tzi:nbién uni ;"orrn,"mentc 

continur:..~ =·(= 1r:c-.c:,J 'ru<: ·-=~·::i ... -:t~-::: ó >O tdl q11C'. sic:::f.-'lre 

que P,Q e F~ (p,~), ccn H(P,Q) • li, ~n~nncc~ 

H'(F(P),F(Q)) < _ 

i> c:1i '~W· d(x,yl < ó 

¡ p, y} ¿ F 2 ([J. Rl , II( {p.:;) , ¡p. y l) < i3 y ]\ ,, F ( ¡p. y l ) • t '.::. 

nemos cJ_iu::-: e::<i::r:<:· L P(fp,x}) ~:1l ·:1u·_: H(K,L) < r: ;.: =~ 2 

Haciendo L=(UfL,<: .x f. Df),\..'o:~mo.i ::iin ~--- ·:T.x •· L:..:c ~·;r.Í.J. 1 i\} 

~:irrr,:i torJ::i. x ,: B.. ori Lo .• ·c;;n-i:(-j {rJfL:.:: :.: cJTf) ::C(~) 

B C (U\Lx: X •:BTJ v fJ(K, (U(Lx: X B})J< c)'JP t.Jntc:i 

si H(A, B) < li , ·'llto:1·2•''; l3:'. (K) ,~, F(S) ,, 9, 

De manera. q 1,i;-= 1 ""1:-:_i~; t._-:: N r: JN tal •1li•_-:- BH (I'~) n F (A } o/:; <~ 
11 

par'a n> N, concluv•:ndo entonc"c'': 1rnc" K.'.Lini inf P(An). 



51. 

(II.F.5) PROPOSICIO;L .;.c., p 3i F e:; continua en K 

DEHOSTRACION. 

Sean x .... ~, (;.;n) 
11 

~.inú Jt.:.>.:~.:..c::. ·:le X 
y K un continuo c~n p,x E K. 

q1Jc• X _,. X 
n 

Hacit2ndo ll.n::.:I\ u{xnJ ::2~"\2 toci,"=! n >=.:- JN, r.:s f2cil ver 

que An- k. Y ~or la continuidad de F en K, tenemos 

Lim F (A ) 
n 

F (K). 

En particular tene~~s ·~tle F(K) e Lim inf F(h). 
n 

·¡ 

ya que K e F(K), ~ri.t:once.s por l:t pricJp 1Jsic~iéin (I.B.G) 

FinetlizrJ.r~mos ,-::.iL ... 1 :::;·.~ccJ.on c•.-:;n un t\~orema. i.nt"·-~rc.'3a.n-

.· 

(II.F.6) TEORErV\.. 3<od p ,. X Sr1tonces las 3Íguicntes afir-

maciones son 2quiv~lcntes: 

i) X es 3UJVC en p 
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p 
A; 

iii) Pclra tOC',' K 

en K; 

C (p,~) l·:l ::unción F CS C8DTinu2 

iv) La res~ricci6n FIF2(p,~) es continua; 

DEt!OS'rP.ACION. 

i )-> ii) 

ii) 4 iii) Sea K ° C(p,~). 

propOSlCl.On 

Como C(p,K ) e 2~ 
p 

CG3 F !~~ ccntinu:1 en K. 

iii)~ iv) L,,:_¡ ;•r'Of'C'S1.CJ.on (II .. ~~.S) ao~:; ~>2Y'!:lÍt·; ·:icc;.i.r 

qtE.: X -~s .~.ll....i\'1:-:: •-'.n p. '{ de~ la r;reiposici6n 

(II.f.3) concJ.l2imo~ qu~ l~ r(\Stricci6n 

F/f,(p,".il ,•e; con<:inu,ét. 

iv) - i) Nuev~mcnrc, por la pro~'osici6n (II.F.3} te

ne~os ~u~ R 1!S sliav~ en p. 



53. 

(II.G.I) Corolario. La:: :.-;ir,1.iientt:.::2 afÍl"'maciones son equiva

lent ~:: ::.~ f'·".:u'] X 

i) X e:: loca.lmc,ntce cone:.;o; 

iii) Paran~ 2, la restricci6n F!Fn(R) ·~s continua. 

iv) 

v) ~~a.t'd toda pe X 13. r1 C3triccion P!F 2 (p,~) r.:!3 

continua. 

vi) ?~r2 tod~ p s ~ , ~ es GLiave ,~n p . 
. · 

DEr.OSTRACIO.'l. 

i) - ii) !?or ·::l ...:~ciriol,1::..""'li':> (I.D • .10) tcncrrios que para 

toda p L ~ , ~ ¿s suavn eJ1 p. Entonc~s, 

tlcl inciso ii) (t~lor~m2 II.F.G) 



(II.G. 2) 

( =) 

cJ' .. O ..:ie r;_'J1:: 2~ = u 2.:S. :.::-.e d 1~.e;p'.!.-iend0 ::1u(-: F •2s 

.• p~.::x P 
c:::rn:i:iL1a ~~n 2.:: • -

~as implic2cior10c ii) - iii), iii) ~ iv} y 

ivl -· ':) son inn10cliatas. 

vl - vil El inci30 iv de (II.F.6) nos lleva a que 

i es suave en p para toda p ~ i 

vil- i) Por el corolario (2:.D.'10) t(.::ncr:-:c~ n_lk: X es 

loc3lmcnte cor1e:~o. 

Ahora mostraremos algunos r~sultados que nos relacic 

nan la conexidad er1 pequcrlo ~ J.a continuiJ~d de la 

funci6n F y sus res~riccionec~. 

TEOREW1. Se.'l K ;: C(~). Entonces 
'l 

2~ es con~xo en p~ 

qusfio ~n K si y s6lo si F es continua en K. 

Sea (An)n una sucesion 

ficientG cJ(;r;,osL1i,1r qut! 

F(K) e Lim inf F(A ) • 
n 

Ss cu-



( <= ) 

"'."~U'':' 1\
0 

F., 1...i. 

·= ~'fó,K) e r,J 

55, 

An e B e L UB=M ea r',J. n ~3 H. Lo C 1.l:::l l no:·; pCl''iiLi. LC 

afirmar que g s F (An) ~a.ra n ~ N. 

LUBCtJ(,c:,L) UN(:,K) CN(r:,L)UN (t:,L)=N(':,L), 

de ITdfü!P2 que H (L, M) < .. 

Con 0::~t,.:.:.~ con~:::..r:~(~ri;:::.cicnr-,_;::: concluin-~02 llUC BB(L)íiF(A )fa <P 
- ~: n 

par\3. n > N. L poI' lo tan·cu r. :::: Lim inf F (l\
11

) • 

Sea E> O. ~luev2n:cn·t~2, por ~1 teart~mrl (I.D.12), es 

::;ufici(:n·ct-~ mo:.:: t::i:.,~n' un B :-: C (~) t:il '~uc K e Bº y 
. ..- .. .· 

Por la contint1id2d dt~ F en K, para la s dada O):iste 

5 > o tell ''u" ¡¡ 7 (F (K), F (A)) < :: sie:npr•i <.¡lk! H(A,K)<o 

y A e· 2_::: 

Ea.;::.orno:·.: 1'.= N ( ~ , K) • :::nt•:mc·:c:; ¡¡(A, K) ·~ o y 1'. '· 2~ 



(II.G.3) 

( = ) 

( <= ) 

56. 

t:n ~>ar:: 1.r..:u-1. :.l' ;¡. ( : 1;: ( ;\) ) • 

Pic:dacl topolÓ¿;ice. de X , cc•n una de su Hi?2Pcsp.:J.cio 

2~ . 

Corolario X ·33 3u2~~ ~n p 3Í y 36lo si para todo 

L t: e (8) con p r: L, 2~ ·,:-r.; conexo en pequr~rio c:n L. 

DEMOST?J\CION. 

Se a L <: e ( ~) y p e: L • 

Y_por lo tc:.nto, 1_! .. ::!:~ t:,·:or"·:;v1 (I::.n.t:) ·:.>)n1_:lu:i.i~¡o:..-; :·iut:.: 

2K ~J con·~~:o en ~~que~o en t. 

NU(:Vrllíl•?nLc, ·~1or ~:;l t._:or-2m2 (II.:.~.2), ·'..::-::ni~J!lrJs :·~u1:: F -;s 

cont:inu:1 ··-:n L '.'-1.ra toda L:~C(p,~). l~iYt:0nc·.:~: ·..;l ·.Lnciso 

Rr~r:,r,r::•sando dl I_',::orf~:m._1 (:l.-~·;.~:) iE1cernos 1a oI..;s·?t'\··dción 

de que ::;i K --: 2~ e(~}, .. :ntorv::~;;) ·l l"',:":~_::r,_:=:D n(J ~:-Lerarrc:: 



57. 

(II.G.4} Ejemplo. 

~ ( 1'1) 

( 1'1 /2) 

( 1'1 /4) 

(O, O) ( 1, O) 

Es f&c~l \1 0~ ~1.lR E e3 S\1avc 0n p=(O,O). Y u~ilizar1-

do el inc.i:;o -i.i) (II.f .G) tr:>ner.cos QU<; F es contínu::i 

en A= { (O, O) , ( 1, O J}. 

Supongamos c~uc si lo es. 



58. 

(O,O) y (1,1/n). 3c.~ s=l/4. ~ c~nstJ0~a~~s a la 

componr:.nt·:: 2 
rema (I , S •. S ) 

TomJr.ns la pr1:n::-.c.~-:. Lrr ·:::.:11 qu.:; L:_,tl n8 (1,0)) ;;::; 1,'1. '! . .::<~a 

y cBÓ ((1,0) J n LH .. ±:;;·::~;;:ci:::: 1J·~~::¡c~ ::--1 u·~: {ü,O},}·}c B~(l\)::2. 

Hacemos S= LNn(BE(l,O)) y definimos los s1gu1cnTes con 

juntos: 

H1= {K ;: BH 
¿ 

(l\) : J< n s ?} 

{K ~ 

BH 
t: 

(l\) : K e x - s} 
' 

y 

H2= {K e BH (A): I~ n s * 9 \ 
'· 

Por el lema CI.Q.11) sabemos quu H1 y H2 3on abier-

tos ajenos d·:::: 22'~ t,:1lci~ qut:: 2 e H1 VII::. F\:.:ro 

A E H1n 2 y { (0,0), ·¡} e H2 n 2 Esta contradicción 

prw2ba. que 2E no es con1:;}:0 ·2n pequefío cnA={(0,0),(1,0)} . 

. · 

(LJ:.G.5) Corolario X ::s con~xo '2TI ].)'2']l!eúo •en p .c;.i y ''Ó1n •'' 

Fes continua en {p). 

DEMOSTRACION. 

( => ) Por el corolario (I.D.13) sabemos que 2~ es conexo en 



( :> ) 

( =) 

59. 

!-J2qt.v~:~:o ·?n {p} • co;r,0 tP} C(~), cor1cluir:: 1),s !)Ol' 

01 tcor~~a (::.G.2) ~uc F ~= ~ontinu~ en{~} . 

., 
que: {p} .: C(~), t.~·n·.:'~:.·oJ 1~:'..? 2:..: •::s cone:;.:o •.::n pcqut;r'10 

en {p}. C'..Jncluy·:n'.:}), por i.::l coroJ.t-:.ri_j_,_) (I.D.13), 

que ~ es con.2~0 er1 pequeRo en p. 

:10 ·~n psi y sólo ::3J. la_ r"=stricción F!F:(p,~) ~~s con 

tinua en {p}. 

DEHOSTP..ACION. 

Por 81 corola1•io (II.G.5) ::>C:J.b(:J:-tos que F [~s cont:'.nu.:i 

en (p}. De r.;anure. FIF 2 (p,!il ·ta111bi<~n lo es en {p} . 

Por co1·olaric (~ .. U.lJ) es :JU_!:iciencc 

que 2~ P:i.ra lo cL1al 

que H<{pf,!3) <,:y {p) e .uº. 

H({p}, {p,x)) < li '.; {p,:-:} e F 2 (p,~), c•rn:onces 

lI' (F ( { p}) , f ({ p, :; } ) ) < .~ /2. 

DuciLl x >: 13 0 (p), ':·.:i;.2mo:o ,:rüoncr;:~ qU(é f pf c F<{pfl e 

N(c/2 ,F(jp,xj). 0·.o I1''1Iler-a c;uc ,,;-:i.stc Lx<:F ( {p, x)) tal 



60. 

quco H({p},L) < •:/2. 

Pa.r2 X 

más LX C Bc/ 2 (p) i·"ü"J. c:,1i::: X cJ30 (p) .im¡,lic'l 1c:e 

l3 e Be(¡:,) y cLn".•1rncnt·:c B.s (p) e B. De manera que B 

cwn;il~ lcis cündi:-::icn·-2:-; rcqu·-=::r-ida::. 

{II.G.7) Corolario. Las 2firmuciones del CQrolario (II.G.1) 

son cquiv~l~~tQS a lis ~i;uientcs: 

vii) Pard todo \ x) s F l (~) , F •:s conTinua c~n ( x}; 

viii) P:il'.'il c:odo {x)c F1 (~/ FJFz(j:¡) es con·tinua <on 

{x} • 

ix) Para toda p E~, FIFz(p,R) es continua en {p}. 

DEMOSTRl\CION. 

ii) -· vii) , vii) _,. viii) y viii) -· ix) son inm,.::dic1-

tas. 

uti'li:::ando 11n r-·~~.:>1i.LtaJo ,~on•:icidc {[ ':li:~lard, 

~:7 .1G, pttg. 2J11), ,,:."'.onclui1:10.: qu 1 ~: X <::3 lo

calmente 2onc:~o. 



(II.G.8) 

61. 

Vin~s qtt~ el teorer::~ C:I.G.2) no ~~ cierto s;i 

k t/C (~}. Sin ernt .. tr:""'~~c .. unG. de las impli.cJ.cior::::s SF: 

cum;)lc:, aún J.:.n que J...:::. condición ant 1:;1'\icr ~:e-! d¿.. 

TEOREMA. Si 2.!:: e:s conexo en pequt.~iio 

F es continua en A. 

DEMOSTRACIOi'l. 

F (A) C Lim inf F (A ) 
n 

Se,1 K s F(A). 

en A, en-ronces 

de Be/ 2 (A) ',1 ll•c t ,;,Cfl•.' 

De rnQnera que ¿:~i3te 

~ A, la contiene an su in~~rio~. 

>O tal que B~(A) e' . Y ya 

que An -~ A, 0ntrJnce:·; ll•~garno:; a. ·-1\F.? AnE ~l ,1 p.::.r•tir 

de N r: JN. 

La funci6n r: , 2~ Jade por rlB)= K U B ~s corrti

nua. flctc•.:rnns L= u{o: D ,: Im'Yl= u{KUB: G ,:ff Co-

mo A ¿ f¡ y A:: 1: "'.: :n.0•11nc, c;uc K;:: Im ')' n C(X). Por 

tant:o ( 1\plic2ncio ( lL:tdl·-.·1·, Lcm:.1 1. l\'l, pS.E. :l.08f) obt(;

nemos q u,,, L t: C (X) • 

Por Í1ltimu, ·:c:r..o~; que• ¡,_ne L d ;iart:i.r dG N, y par"a 

cada B t:· ~I :~e ci·::n'.:-; qu12: 
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K ug e N(<:/2,I:J l.JCJ (.:/2, ;.) -:: ;,¡¡ c../2, ~:) 1-.! tl ( c./2, 1') = ¡~ ( s/2, K) 

L= u { K u l3: B e ~} e N ( s, K) • 

Todo esto nos hilce concluir que 

Y por 

PROPIEDAD DE KELLEY 

Cl ,:un:Jb 1.~~ l:-.::ctc1, cli::_ 

'!ª· ~·i e "º'3 ol-·/itio .l.:¡ 

TEOREM1'. s.-:a p ·-:X 

tanto K ": Lim inf F (A ) • 
n 

•. _, .J t·:~ t:..,:i.baj o tul vr:::., f:-i0n~c= 

t 1Jncién H En {:!Sta ::;ección 

ii) wcl i'·"s;:r-:.cc1on FiF1 (~) es continua en jpf; 

que 

nos 



63. 

iii) ?:ira tor~a. ;.,_e: C(p,~), FI C(~) ·~s com:i:-iUi:! en A. 

DE~lOSTfü'.\CION. 

La. impl:..ca.ci6n iii) 4 ii} ··~:::. infüc:di.:::.t.:i.. !:"'OL' lo q_ue 

ii)- i) s.:oa e> O. Poi:· lél corninu.i.d:icl d·¿ FIF1 (~) 

en {p} 0:.:isi:~, li > O ta:_ co'-l•:c "· H({r), ly)) < ó 

ciui::; 32. d(p, y) 

te L - F {\y) ) 
< ,) y K 

t.J.:!._ ('~ l! C' 

. , 
3UC·.:'S.L<:Jn 

(:F{{IJ}), ·:·:1ic::oncr:::~ ,-; . ..::~:.., 

H(K,L) < c. ?or tanto 

en C(_~l ~al GU0 A~ )\ • • n 

F (i'.J e Lim inf F (i\ ) • 
n 

S.:~ a n {_ > O "./ K t"_ F (2\) • 

1~1om1~mos La Ó U!~ la ._~c.:=:.:-:i'::i f..n ¡-\;., l)ron.ied::id de 

l<e±ley. ~"iJ..í~·?..r:.vJ~ ~~11:::;min {6,.::}. Lntonces, co-

•no p,n-· l\, i'):i:;-::c N E lN t'll ::.lF' H(An,A) < So 

pa:r."""<.. n ::::.~ N. 

Dada n~ L~, 3l"' 1.:ur11~)J.._: (~U·~ l\C I·i{'.~o,r .. 
11
). De 

:nodo r1ue., L~o;¡:o p f~ A, (.:XÍSLt..~ ynt-: ~\n t·:t.1 que 

d(~ 1 y 11 ) < '~ü· .,. ;ior1 la cl<::cción 'je'. 8 r.?:·:iste 

un concinl\o L t::on y ··L " H (L ,K) < o. fL1-
11 11 n n 

..:1:-mos M = L u l\ 1-:'omo y A (\ L y n n n n n n 



i\ULn e N(¿,E) u tl(¿,,c\) e !'1(~,l':)' t·2:-.-:IT;;)S 

'!u e A ·= !·! .¿ C( X) y H ( K , 01 ) < ,; . 
n n - n 

() F (l\ 
n 

) ,_ <fi ~-;ar:l ·toda n > N. 

K ,; Lim inf f(A ) 
n 

(II.H.2) Corolario. I.,¿:1s sir.;.uicntes ctfirmaciones son equiv~ 

lentes. 

iii) La l'e:;t:picción F(C(~) '·'·' cor:tinuc1. 

Vimos que la c0n~inui~3d ci2 F i1~plica la de G y 0~

i:a es, 3. ~iU ·Jo.:::, ·->l'.1.i'.,.·Ji<nt._-_:: a. l.::i do G)F1 {~) CC01 ... ·:J

lat,io II.E.::i). 1~u·,::: r·:;l,_1ci0n hatir1fi 1~n1:~,,2 1-::. .~0:1tindi 
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(II.H.~) PROPOSICION. :oc0: i\ s 2::'.., Si p.1ra tocb p ce A, X 

DEMOSTRACION. 

Sea (A ) una S'JC'lsión en 2::'.. ·tal que An~ A. Fot> c:;l 
11 n 

lema (!I.C.3) 8S ~u~icicnt2 demostrar quR 

H CA) e Lir:\ inf H (A ) , 
!1 

Sea e > O y I< e- H (A) • Tomemos l.:! 5 cL: ld de finici6n 

de p~""'opiec'.ad tlr-: _,,-.,~~2.72~,'. (~orno A
0

-• A, 1.:}:i'.-;t:c: N ~: JN 

tal que H (A ,A) 
n 

n ::-~ N. 

St3ü XG f; 11 n I<. ~~~1LC"i1C·::;' cL:do. n ?.! N, ")C cumpl 1.::! que 

A C N(ó,l\\). ~l¡~ ::-;.0do ,~'J 1 ), ::::omo Xo r-..:A, .:;xist•) yn~ An 

Por r.anto 
('.-,...,,.,l 1nr1".'ln•·,;¡ ..., -.. -- -·.) -... ,-.qi·nn!'r::i .~ 
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:.;1 inv".;!..,~U .. 

A s 2:'.. no 

La.llw. E cor:: el :;;~_::::nen·to li!:'1.i te rJ.l.:.ir¿~.J.do como se mtF~S 

tria en lo. F..:;ur:1. 

(O, O) ( 1, O) { 2, O) 

Ea fácil ver qun E no tien~ la proricdad de Kelley 

12n ( l, O). Sin embar.~o ~ vc~r·:::mo3 que H '.~::.; continua (~n 

el scgmc~nto A qu•.:? U~'l(.: los punto::-; (1,0) y (2,0)'i 

:3ea (A ) 
n n 

un.::1 en E 2 t:.l 

mos que 

H (11) e Lim inf H (i\ ) • 
ll 
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Sea K e H(A). Analiz~r~~os dos c6~·JS; 

ti::: 

Co:no Aº ,p. <P y A -> A ' existe: N1 "'· par,tir de la 
n 

cual A 
n 

(1 A *<P ?ara. n> N1 ' 
sea: 

un abi(~rt 1) de E con1:::::nid0 ~n A y An-"'" A, cc;n~mo.s 

quG e:·:ist:•J N2 ;;o N1 tal ;ue Ann (1,1+ s) X {o}* 9 pa

ra toda n > N,,. Si (:-:,O)sl\nn(l,l+s) :<{O\ ,encon

ces, pcr l~ d~1·inicifn J0 xn ~~nc~1os ;ue: 

a __, 
n 

Par.J. 

ces 

K s 
n 

1.;:x .;;x<l+s. 
n 

(1, O). 

n;;, N1, hc1C•'!!Tlo,; Kn= KU([l,xnJXfO\). r:nton 

1<
0

n A
0 

°A<fi .Y i<n- K U { (1,0) )= K. D·o modo que 

HU\) y K
11 

- I<. De aq;_iÍ q~tr-~ K s Lim inf ll(An). 



;. 

6<1. 

¡u-._· A -

,~ 1N • ~):: :r.o::.:.o o:.u-; KG A -:/.:. 9 a . n 

:.: ::!.:' .. LV :<. ~~ Lir:l inf H (A ) . "{ con
n 

clui~os que H es conrir1ua en A. 

(II.H.6) PROPOSICION. :3i la r<=stricción H\F1(~) es continua 

en {p}, entonces i tiene la propiedad de Kslley en 

p. 

DEMOST&'\CIOH. 

Sea¿> O. Por 12 oom:inuidacl ci<' HiF1(~) en jp} 
exist0 ó >O T:t.l <J.Uf.: ::i H(~p},{yf) < ó !:HYt:-8ncf;s: 

Es decir, 'lile si d(p,y) < ó y K ,,: II({p}l, ·2nton

ccs c:·:i:::·c·'.:! L ;; H (!y)) i:ccl que H (K, Ll < r:. Por> tanto 

~ tior1c la nronicdad de ·k1~lley en p. 

(II.H.7) Corolario. ~~a p ~ X E11tc)OC8s l~s afirmaciones si 

guient~a scr1 equivalentes: 
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i) H 8S ~~ntinua en lp} 

ii) H!F 1 (~) es continua en {PI 

iii) X t.ien'.:: l.J. ;,ra;;ied,:~d dt: Kelley en p. 

DEMOSTRACION. 

La im~.'li~·}ción i) ·-> ii) es irunediata y de la proposi_ 

ci6n (r:;:,¡¡,IJ) se tiene ii) - iii). !"or úl·timo la 

implicaci6n iii) -· i) LlS v&lida por la proposici6n 

(II.H.t+). 

(II.H.8) Corolario. f'¿¡ra X :c;on equivalentes las sigu:lcnt,"s 

afirj·:¡,_:1ci.cn(;s: 

i) H e~; continua 

ii) ll/F1 (~) es continu.i 

iii) R ti~11e la propi8dad de Kclley . 

. · 
Este a1ti~o corolario y la proposición CI.D.15) nos 

p·~r:3it1~n d2r1 Uila rclaci6n entr~ la CODi~Xidad loc~l 

d'2 X l~ ~or1tinuid~d do H. 

( II. H. 9) Corolario. Si X re~; local:n.:m t<; con,~:·:o, "'nt1»ncrcs H 

ff\~ 
~F~L\~~. 

1tS\~ 
:,. 
! . ·~ ¡ L 

i:. • .!~ 

Hu urnr. 
pltc!\I\'¡" 1. 
l.iivt.IU l.ui• 
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(II.H.10) Corolario. ~l X ~s la escoba, entonces H us con~i-
n· 

DU.J. ·~n 2~ . 

I. LA FUNCION I. 

( ) · · · 2R II.I,O Dctinimos I: 

I (A)= {K e e (X): ;:iar.:i toda componente e d·"A, K ne°"" 9) 

Como ::1encionwnos í:n la introducción la Función I nun 

ca cs continua. 

Ante~ de la demostraci6n sor& conveniente probar el 

s igui~.:!ntd l1:~ma. 

( II . I . 1) Lema . F= u F (X) 
n=l n -

entonces F 

DEMOS'rRACION. 
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.Sea A e 2~ y s > o. Pov la coc?ucidad ,j~ A, pode-

mos ~nc0ntr:~r a 1 , ... ,a:-i 1-:A tal(_;:= ou 1;: 

ACB __ (¿¡i) u .... UB (a l 
n 

De manera Jue H(A,{a1 1 ••• ,a }l <s y fa¡, ••• ,a Jc:F (X). 
• n n n -

Como esto ocurr,~2 par:i. toda t: , conc.luimos qut'? A ::: F . 

(II.I.2) TEOREMA. I nunca ':'!3 continua en 2~ 

DEMOSTRACION. 

Supon¿;arnos qu\: sJ. lo t2S. 

Sea p un punto fijo dn ~ y sea (G } una :3Ucc::sión de 
n n 

conjuntos L~in_i tü~:> t2l(-~;J '-{Ut.:'! Gn _ .. X ( L;:r..a I.:::. I. l). 

Entonce:::; se cur:lplc' qtE! I(G) -I(X). Y co:no {p(s I(X\, 
n - -

existe una sucesi6n (A
0

)n con Anc I(G
0

) para toda 

n t: JN y An - \ p}. 

C<.:>mo Cddil G .;~ finito V ·A ;::¡ (G ) ' t•cllC'.;\QG é¡U(' G e A . 
n ·n n - nn 

De mancr~ que, aplicando la proposici6n CI.3.7), obt~ 

n.::mas X = Lim G = Lim J\ = { p}. Le que contrl?..dic:~ la n n 
definición ele: X De man~r2 q118 I no pu~de s0r conti 

nua. 
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