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INTRODUCCION.

Un tema de constante estudic dentro de la tearfa de probabllidad o
constituyen los teoremas lfmites para sumas de varisbles aleaterias
Independlentes, entre los cusles el principal y plorero es ol cdlebre
Teorema Central del Limite. Las distribucicnes estables son las Unicas.
poslbles distritusiones que son Hfmites de sumas estandarizades de
variables alealorias independiantes con la misma distribucidn. Por fo
tonto las distribuctones estables constituen wna geraralizacin de ta
distribscidn rormal. El estudio pretobilistico de eslas distribuclones
fue Iniclado por Levy {1924 y 1927) y cortinuado por Gnedenko y
Kelmegorey (1954) entre otres.

Por ctro lado las distribucicres estables se han wlllizado para
‘modelar fendmenss en dreas tan dizarsas camo en Esenamfe: Mandelbrot
(1973); Frelitz and Smith (1972); ¥ Faulson, Holcomb and Lettch(1975)
modelan fendmencs relatives @ ingresos y variaeida de precies en
mereados especutativos a trawds d2 las distribusionss estables. Elllot,
W. Montroll, and John T Bendler (1984} utilizan estas dislribuciones
pera desarrollar la teorfa de Relajacién Dieldetrics; y John T. Bendler
11984) lo hece para la teorfa de Relajacidn Mecdnica. Asimismo en
Zolotarey (19B6) encentrames un medeln general para el “campo de
wecidi* ereado en un determinado punto yeUCR™ por un subconjunto de
partfeulss puntuales en VCR™, desarrollade con las distribucicnes
estables, encontrdidose tambidn aplicactones en particular al campo
gravitacional de las estrellas; a la distribucidn de lo emperatura en un
reoctor muclear; & 1a distribucién d2 esfusrzes en una malla cristaling y

a la disteltucién del campa mogndtico generado por wnn red de magnetes

'



elenentales. Tambldn en esta referencia se encuantran desarvollades
algunos modelos con aplieacienes en Ingenlerfa y electrénica, finalments
con las distribuciones estables este autor caleula las probabllidades de

algunss caminatas aleatorias y algunos procesos de ramificaridn,

El objetive fundaniental dsl presente tr

baje consiste en presentar,

dentro del marco de la Inferencia estadfstica, si

itudes y conlrastes
entre la distribucidn mormal y las otras distribusicnes estables. Para
esto en el Capfiulo I se presentan los principales resultados de 1a teorfa
de probabilidad de las distribuclones estables y sus dominios de
atreceldn, asl como sus propledades. En particular se ectudian las
distribuciones estables simdtricss para las cuales se Introduce una
parametrizazidn de la funeidn caracterfetica distinta 3 la qua es coméa

en la literatura. Asimismo se deduze uma evpresidh para el pardmetro
de escala en funcidn de los percentiles de la distribusidn. Este Gltimo
resultado no fue encontrado en la lileralura y es empleado
posterlormente en el Capfiulo 11 de este trabajo.

Uno de los contrastes entre la distribucidn normal y les
distribuciones estables es reflejado en el hecho de que s2 hayan tenido
que desarrollar méiodos especlales de estimacidh para estas ditimas. En
el Copftulo If se presenta un estudio bibliogrdfice de los prinsipales
resultados en inferencia estadfstica para las disiribucienes estables.

Un tema principal dentro del estudlo estadfstico de la distribusidn
rormal fo constituye el problema de construir intervalos de conflanza
para la medio p de una distritucidn con varlanca o finita. En el
Capftudo 1Il, dltimo de este trabajo, tnvestigames el problema de
censtruir Intervales de confianza para el pardmetro de lecalizacidn de




ua distribuelén ‘estable simétrica. tonie para el case en que el
pordmetro de escala es exnceldo -come el caso en que og desconocido.
Firalmente se- reportan los ‘estudlos da sinwlacidn realizados para
Investigar:

3 La rebusticided de la dlatribusich tstudznt dentre de fa familla de las
distribuclones eslables siinétricas,

1) Lo raplde: de eonverencia de um estadfstica andlega a la t-student

construbdy en base a |n -
el Copttuto 1.
e} La pracisidn ds los Intervalos de confianza censtryidos cen ambas

o sl pardietrne de aceala qus 52 hase en

estadfsticus en el vango comun de digtribusiones estatles en donde las

des altermativas puzdan ser Wilizadas.




CAPITULO I

DISTRIBUCIONES ESTABLES

1.1 INTRODUCCION.

El Teorema Central del Lfinite o5 wo de los Leoremas principales
an 1a \eorfa de probabilidad y en estadistica. La esancia de este teorema
conslste en ostablecsr los condiciones baje las cusles sumas
estandarizodas de varibles aleatorios indspendicntes e lddnticamenta
in a fa distribusidn
movmal estiudar, Es posible oxterder les coneptos Inborentes a ‘este
tearema, a todas aquellas distribustones de probabilidad que son Ifmites
do sumas estarvarizadas d2 va.t.Ld.

distribuldas (v.a.1id) convergen en distrib:

o5 primeres ostudles al respecto se Intciaron con P, Levy (1924 y
1927}, Posteriormente encentrames una teorfa probabilfatica elaborada
alrededor de los llamadas DISTRIBUCIONES ESTABLES en Gnederko y
Kolmogoros (1954} y Feller (1966). e dstas, no solo 1a distribucidn
rormal ce un e jemplo, sine algunas olras, como ko distribucidn Cavchy a
la cual, come veremos més adelante, converge una suceslén de sumas de
.11, cuya funcldn de distribucidn es I L-student con dos grades de
libertad.

En este capflulo se presenta un resumen de los principales resultados
da 1a teorfa general de los distribuctoncs estables, asf como algunos



resultados particulares que se usardh en capfiulos posteriores. Los
demestracieres que no se incluyen aquf, aparecen en su
Gnederko y Kolmogorov (1954).

1.2 DOM

Sea{x} wm swesidn de varidbles aleatorias tndapendientes o
Wdnticamente distribuidss cen funcidh de distribusidh G. Si oxlsten
sucesicnes de rdmeros reales [ b}y { 3} ¢ concelras como conalantes
de estandarizocldn ) con b M. tal que 1+ suzssidn

I

18} lbn;(y;nj

reerge on distribuckdn a unn varlable aleatoria X men funcl

distribucidn F, entonces dacinmos que 5 vs atrafda a F.

DEFINICION 1.1
El conjunts de 12dng b fust

dn de

<o

e dlstribucidn oz son atraldas a

L furcty da disiribasién F e lama DOMINIO DE ATRACCION de F.
El Teerams Central da] Llmit.

distribualn r

dsicn nes ruiea que a funcidn de
dommise efe. Este

rriccmante e verd, nes

atra,

o tuceeia, unta e un tiltade o
sstran que peditan existic distr
vacfo, por ejemply las disted

En oxta sencldn s2

con dominto de atraccidn
reirnes B

sralal. Polssen y Expenncial.
fa e

. Tedas ostas distelbus

cllos distribuciones cuyn

domisio s ataecldn

w

selables, represenlan wn generitizacids e ta distribuctda mormal y
tunan fa sallasa propiodd e dor un geeralizacidn del Teorema



Central del Limite,
CEFINICION 1.2

Una funcida de distribusidn F se dice que es una DISTRIBUCION
ESTABLE sl tiene un dominio de alraceith no vacfo,

El sigulenie leorema feuja demosiracton aparece en Gnedenks y

(1954)), prop wa cidn de las

distribusiones estables a través de su funcidh caracterfstica $(1) .
TEORS ( CARACTERIZACION CANONICA )

Para que wa funcidn de distribucidn ' sea estable es necesario y
suficlente que el logaritmo de su funcidh coracterfalica ¢ pueda ser
expresado de la stpulente manera:

WA mpsipt-e kO 1 v )
donde @, B, y y c son constantes lales que y es un ndmero real,
S1SBS1,0¢ut2,¢30 y

tgtfa)  pare a7l

wit !

2
= ift] s

SIF es una distribuctdn estable, decimos que (a,8,Y,€) es su veclor
de pardmetres, El pardmetro @ se consce como el exponente
carzeterfslieo o ol fidice d estabilidad do la distribucidn F. Si af(0,2)
se demoestra que ¢ o es wa funcldn caraclarfstica  (Feller, 1966).
€] pordmatro B o5 ol sosgo, sl B=0 la distribucidn os simdirica
alrededor de y; es secgada a lo derecha para 04B<1 y sesgada a la
Lzquierda para -10; ademids la varisble aleateria es positiva sl y
solo i =1, @<l y y20; a5 negativa si y solo si f=-1, @il y y30. El



pardmetro y es un pardinatro de locallzacién y la constente © es un
pardmelro de escala.

Otra representacidn que es il para caracterizar los deminies de
atraceidn de las distribusiones eslables estd dada por el siguiente
teorema,

TEQREMA_1.2
Pars que una funcldn da distribucién F
500 estable, es messario y suflcis:

funcldh coracteratica ¢

g F 5o infinitamente divisible y
que In ¢ pusda expresarse como:

Ingit)=iyt-ro t para @=2 y en cuye cazo e=-%

.3)

para 04a(2, can ¢ y o constantes no negall:a@s y ¢ +e2) 0.

A continuacldn se recusrds la deflulcidn de ww  distribucidn
Infinitamente divisible

DEFINICION 1.3

Una funcldn de distribusidn F e que o5 INFINITAMENTE
DIVISIBLE i para culyuier entero pesitive n edate un fukidn de
distribucidn F tal qus ¥ ez 1n mecnvolusidn ds F, , es decir,

(L)




wa fseidn stica § s2 dice que o3
infinitamente divisible st para cuslquisr entern positin n existe una
funcién caracterfstica ¢, lal qua

w.5) sr={ou )" M LeR

A continuacidn se prosentan tras ajemplos de distribusiones estables,
tienen la particularidad de ser 1

s keyes estables para las cusles
se coneee su funcidn de densidad en ferma cerrada,

LIEMPLO, 1}

La distrib

=ién normal con media peR y varianza 0730 0s una
distribucidn estable simdirica, £n olecio, sustituyends en la expresidn
(.20 wsi2, (20, y=pry € =072 o obtlone a furidn caracterfstica

.
(L) ptyzexpl gt -G 12 )
que tiene ascetada Ja funcidn de denstdad

e
erpt

ustituyendo en La expresién 11.2) a=1 y =0 cbienemos la sigulente
funcidn caracterfatica

.8 $lU=expliyte|L])

que corresponde a la distribucidn Cauehy con pardmetro de localizacidn
¥ y pardmetro de escala c, cuya furcidn de densldad es:

el b+ix-y /00

72, B=1, y=0 y c=!, corresporde a la distribucidn
a



estable positiva cen funcidn de densidad.

(.10 Fla=t2m8) erpt-g oy ()
conoeida com I distribucidn de Levy. En donde T,enli) o5 Ta funcidn
Inicadora del conjunto de némeros reales positivos.

Une de tos problemas Impertantes en
determinacidn de los dominics de atraceidn. En esta scocidn se presenta

13 teorfa o lzyes estobles es la

n resumen de los principales resultados que slrien para dar una

solucién cmpleta al proble

£l siguienle Leorems cars
distribuclones estables con fdice u (D<a+2), dnica y evclusivamente a
trovds del comportamiento de las

a L nios de atraccidn de

tas do las distribuctones.

1.3 (CARACTERIZACIZN DE COMINIOS DE ATRACCION)

Una funcién de ditribucién F pertanese al dominto de atraccidn de wa

ble con fdice 10404 5l y solo st

cundo b o>

rKY cuando x 4 o

Los comstantes e,y < estdn sufotas 3 o condicidn ©,20 , .20 ,
erte>0 . y estdn relacionadas 3 la distribucidn estable por medio del
tecrema 1.2.



La convergencia cstablectda on 111 s2 pusde fnterpretar de da
siguiente manzra: Para  lo suflcientements grande, el drea Fl-) en la
cotiy Izqulends de ln distribunidn, ce pude considerar proporcional al
frea 16 en ln ol derecha, con foctor de proparcionalidad ./c:

en otras palabras, se pule declr que los colus

2 las disteibuziones en
ol deminto do atraccldn de wa loy estable estdn balanceatas. La
convargencla establecida en £.12 nos irdican que las colas do la
distritucidn orfan lentam,
slgnifica que ol paso en fas colas derachs @ fzquierda a partic de ki y
ks, respectizamente, para cunlquier 230 y K20 es del misme orden que
el peso de lus colas 1-Fla#Fl. For brevedad diremes gue las
distribuiones contenidas en el deminie de atraeidh do una ley extable

2 curedo % tienda al Infinite, lo g

con fndice a (04a<2} Venen * colos pesadas

¥ que varian regularm
= inflaito.

L eleceidn de las oonctantes da estundsrizactdn se pide dedi

de

L demestiazidn dal leseum e b

En esta demosiiacidn so astablecan condiionns expliziles pora b, de

fiache, para te alsccldn de los constantes b, =8 necesarts ; suficlente

que se satisfagan les condie

{0t para w0

para w20

“of | f/J!"!bn.'l-[

s ke elegie e



n

WA it 16 ) s a=t

El tearema 1.3 ros dice qus las distribustones estables i normales
pueden modelor fenémencs en los cuales la prebabitidad de observaciones
grandes, es alta, Son ademds medeles altermalives o la distribucidy
rormal dentro de Ja estadfsticn robusta, ya que lenen 1a venlaja sobre
olres yo propucstos (er Andrews o al (19701, de poseer una
estructura prebabilfstica vica 7 bien desorrollada.

Un ejemplo de aplicacidn del 1corema 1.3 es el siguienta.
EIEMPLD 1.4

La distribucidy 1-Student con 2 grados de llberlad pertenece al
dominto de atraceidn de una distrkuckdn Cauchy.

En efecto, 1a funcidn de distribuctén de Lo -Student con 2 grados de
lbertad es

Falx) =+ sentoretg ) ~w<xCe
por la tanto
Falx
v
o
luego =1, ose e

Ademds aplicarda 1o regla da L'Hospital se Liene

n



22
coslarctg- ) (14K % /2)
$-FO+F ) gy 26 (x) i
RS SRR U L iy Keostaretg¥2 1 (1+'/2)
ey K72
=iim 23K =k
wr k(L/x 4172 /2

€L resultado 52 sigue aplicando el teorema 1.3,
.0
Los resultades del teoreins 1.3 mo son clertos para la distribusidn
sarmal, como lo mwestra el siguiente teorena, puss tene colas
desprectables o 52a "

m pesadas ",

(CONDICION DE LINDEMBERS -
Una funcidh de distribucién ¥ pettenece al dominio de atraccién de
wna distribusidh normal no degerierada, st y solo st

i

(.18 [er=o( [eFm] b 1o
izt [x141

Equivelentemente

(1.18)

El sigulente resullado se refiere a la existencia de Ins momentas de
Ias distribusionos en el dominlo de atraccidn de na ley estable con
frdice a.



TEOREMA 1.5

St et 46 disteitueidh G partenaee a1 domisto de atraceich ds
wna distribucién estible ‘con ‘fodice ., enténces para todo r lal que
05r<ac2

+
(47 [h‘rdﬂlyl(u
&5 decir, G tlene tedes los momentes de orden estrictamente mensres
quea.
INICION 3.4

Uz fuscidh de distribusidn G s diee que pertenace al DOMINIO DE
ATRACCION NORMAL de una disirlbucich estable F
estd en el daminlo de otroceidh de F y si b constontes de

con fhdice a, si
andarizactdh by son ds b forma an' /", a0 a uma constants positiva,
n parti
de atraccidn narmal.

Jar, o distrbusich solable pertansce 3 s proplo donnifio

v sfecto, wste recultads 5 despronde de la

demostracién del slguieric

REMA 1.6
Toda distriburich estabiz perteness a su preplo deminlo de atraceidn.

Demostracigh. Sea F un funsidh de distribuzidh estable con fidice a
que por corcillez ; sin pédids de generalidad supondremos que es
simdtrica (B=01. ¥ 5200 N Xpeo, X 0 varisbles aleatorlas
Independientcs o Iddnlicamante distribuidas con funcién d distribucidn
y fureidn caracterfatiea ¢, . Sea Z, uno variable aleatoria do la forma




La funclén caraclerfutica Js Z, es:

o wsE loxp (11Z,)| =E [exp 1L 16y 3X,-2,))]=

B : o
=eplitag) Ele(ithy SX ) ]2apiag (8, 16711 =

G .
plita Mexpliytl -<tb), 11" =explil(yrt) -2 ) -en]

Lra -
y by

Haclendo b
qu

@y,

osca g se tiene

9, =expliyt-cft]7)
'
Lungo 1a funcidn de distribucién de ia variable aleatoria Z, es F y
clalmente eanerge en distribusidna F.

€l teorems 1.6 on particular permite aplicar la interpretacidn que

hieimeos del tecrema 1.2 al conjunto de distribusiones estables con
fodice « {0+ a<21. Resumiendo., pod

s dosir que las dlstribusicnes
¥ que vartan

regularments en infinlto, Adods en ~irtud de) teorena 1.5 las distri--

extables oo fivdice o (Ocar2), tienen * colos posades *

enes cetables con fndice a tisnan momentos de orden menores que a.

Les stguientes. des tecremas caracterizan o los deminlos de atraceidn

fermal de distribusiones estables,
TEOREMA 3.7 (TEUREMA CLASIND DEL LIMITE CENTRALH

Una funsién de distribuctén F gaitenace al dominlo de atraccidn
vt de T distribusidn noemal, 21 y selo st 1 e vartanza o flnita,

¢ cn tal caso by = o0,
¥ ental caso b = o



TEUREMA 1.8

Para que wa funcién de distribucidy F pertendzea al daminio de
atraccidn normal de una distriticldn estatle con fdice . (0<a<2) es
ecesarto y suficlene que

leic™a, ()} st x40
(18 Fro=

1-(ese+azt 2T ol %0

donds ¢ e3 una conslanta postliva, ¢, 7 c; estan relaclonadas con F por
iedic dal teorema 1.3y a (x) , 32(x) satisfacen la condicidn:

(1.19) lima,ix)=limas(x}=0
[ P

El sigulente tasrema proporciens I construceidn y generacidh de
algunas distribusienss que pertenscen a distintos deminins de atraccidn.
TEOREMA 1.9 (Shaplro (1575)
varlable aleateria cen funcidn de densidad T, tal que
5 continua en =0, Entonces para cuslquler 130 Ja varlable
zce al dominie de atraccldn de una distribucidn estable.
2 entonzes la variable 1/INIT pertencce al dominto de
atraccidn de v disteitueidn nzmsl, sl or>1/2 entonces 1/1%°

pertencce al dominio de atraccldn de wna distribustén estable con frdice
a=1/r. Ademds para r> 1, 5L N es una warishle alestoria contenida en el
dominic d2 alraccidn de uw distribuidn sstable con indice o (0<a<2),
entorces IXI” pertanece al dominto de alraccidh ds wna distribucidn
eslable cen fodice a/r.




1.4 PROPIECADES DE LAS DISTRIBUCIONES ESTABLES.

La siguiente propledad se deducs inmedintamente dz la forma de la
funclén caracterfatica de una distribucidh eslable expresada en la
relacidn (1.1).

PROPIEDAD 1.§

Todas los distribusienes estables sen abscluiamente centiouss ¥ la

Tk b decesblad Ve

va et dilermabls

A pesar de que este resultado asegura I estenla de la funcidn de
densidad de una distribucidn cstable, es imposible cxpres:
funclones en forma cerrada,

estas

alvo en los cases mostrades en los
ejemplos L1, 1.2 y 1.3, Pore distribuciones estables simdiricas
(B=0) con pardmetro de escala e
(Feller 1966), los cuales se m:
LEMA 2.1

o} Para x50 y 04akt

+ 52 han dado desarrellos en series
ran a centinuacidn.

K
(1200 Flxsa,yi= ") *senyz (y-a)

b Parax30y 1<ac2

5 P ) o sen ¥ (y-a)

120 Tiay

) Para x<0y 1 ¢ad2

(t.22) fxa,y)=f (rsa,y)
i centrasle con estas exprasiones para lo funcidn de densidad,

16



recordamos ‘que el teorema 1.1 a trovds. da-la expresién .(1.1),
propercicna wa forma cerrada para la funcidy caracterfstica de ua
distribucidn estable.

La sigulente propledad e= un condickh andloga a fa condicidh de
Lindemberg-Feller para el cass 0442, y reflerza la interprelacich
que hicimos del tecrems 1.3.

PROPIEDAD 1.2

Para teda distribusth estable con fice w (0<a 2} se Liens que

(.23 Him @ {1F (x4 Pl =e

el-be
en donde ¢, 0.
Dumostracidn. el teorema 1.4
toda distribucich que pertanazez al dominie de atwaceidh yormal de una

distribuidn natable e fhdice @ (©@-2). y come toda distribuzida

establa pertenace a su preplo deminic d a

sigus que el linile (1.23) evista para

cidn normal, Lo propledad
1,2 queda demestrada.
0.
Ue “esla propledad oo deduze g el drea do los colas de la
distrituzidn tiende o

cuande x-vm, esto es debido a que x” para
C1a42 diverge 8 e cundo som y paro que el Hmste (1,23} sea
finits, es nacesariu qus [-F(dHFl-x) cenverja o cero mds
%y adends estd mostando la rapldez de
rgencla. En efecto, de los teoremas 1.3 y 1.6 concluimos que las

rapidoments  cvand

Gles con [ndice @ (0<a<2) lonen colas pesadas,
“ariands rogularmente en infinito, y daf tecrema 1,4 en combinacich oon
I propicdad 1.2 zc dedess que o ca de orden 2, sino méds lente, de




hicho es de orden a. De aqul se sigue que mientras mds pequeiia sea a,
mis pesadas serdn las colas de la distribucldn.

Dol teorema 1.5 se deduce que toda distribucidn estable con fdice @
(0<a42) posce todes los momentos de orden estrictamente meneres
qu a, y de la propiedad 1.2 se concluye quo los momentos mayeres o
iguales que @ o evtsten, excepts para la distritucich nermal (a=2) que
Uene momentos de todos los drdenes. En particuior para $<a<2 las
distrituciones estables tienen mementos de primer enien siende y la
media de la distribucidn, y 1w Uenen varianza finlta. En el caso en que |
04aql, tampoco posoen media, dsbido a qua o existen meinzntcs

mayores o iguales que uro.

La siguienta propiedad fus probad par- Ibragimov-Cl
PROPI

Todas las distrituziones estoble:

i (1959),

‘son unimodales.

Las prepledades vistas hasta aquf, junte con Jos resultarkes de la

sacoldn 1.2 nes prog B iden glebal del comportamionts da las

dhgtribuclones estables. A parlir de este momente misstro estudio se

concentrard sdlo en la clase simdirica de ectas distribusiznes.

5 ¢ AS.
ion s distribucloncs estables siméiricas y
mililtdos y contrastes con la distribuzidn normal. Para

ello soguiremes wa reparametrizacién distia a la encontrada

seremes su

uswahnene en la literalura, dicla reparometelzacién colncide con la

wsada pary ta distribusidn normal.



El leorema 1.1 dice qua una disiribusidn estable es stindirica =l y
oo st su funclén earacterfstica es de 1a forma

(n.24) St =apriyt -y

con edlge, Daae2 i yam y €0
donda el pardmetro de local
cen el centrs do simntefa, 25 |a medla
media de fa distribucidh. En amal=gth con la netacién para Lo distribusidn
rormal, se resmplazar ln

0y, qu en oste caro especial eolnide

a Jo s 3 pors 14052 s la

= v por la lelra p. El pordmatre de

escala ©, qu pora 1 relacionads cen Ja varionza de I

distribucidn nermal por medlo de la igualdad czo®/2, se

reparametrizacd sustitupzndo = por 0%/a. Al final de esta seccidn

daremes un significads o interpretacivn de o,

Con estes camnbics en la n i, tenemios que uma distribucidn F es

2stable simdirica sty sole si o2 forsifh caracterfatica s de la forma:

)
im0 0y 04a€2
£n genaral se dice qus wo distribusidn de probabilldad estd

cotandorizada sl o pardmatros de |

slipt-

lizacidn y sceala sen cero y uno

respectivamente. La distribusidn estable simdirica estdndar para a=2

zanidn o/a, correspende a la
En camblo st
ala ¢ fe=1), al fodice a=2

utilizondo nuestra reparametrs
distribuctén normnal esténdar .

0, o

estendarizames utilizando el pardmetrs de o
1a distrily

0 nermal estd

2 barmal can medla p=0 y varianza o%
bucidh

le cerrespond
Lo distritue
Coushy cotdndor o travds dal siguicnie resultade,

r estd relacionada con la distr




TEOREMA 1.10

Sean X, , X, varlebles alealorias Independientes e idénticamente
distribuldas como la normal cstdndar. Entences fa variable aleatorla
X1/ X esld distribulda coino la Cauchy estdndar.

El siguiente teorema (Shasharka 1981} es wna generalizacién del
antarior, para distribusionss establos.
TEOREMA 1.11

Sean X; \ Xp X, varisbles aleatorios independientes con
funcidn de distribucién normal estédar y 22, Enlonces para Y,
definida por

X sin=2
3

expe| 27241130 (XYL 1) sin23

{donde exp,(x)=2") la varisble aleatorla UsX,/V, tene una
distribueidn ostable simétrica con frdice o>,

La familia de los distribuciones estables Uene, al igual que la
distrlbuclén normal, la propiedad de ser lnvarlante bajo
transfermacienes lineales, resullado que se expresa en el sigulente
teorema.

TEOREMA 1.12

Sean Xiapn X,
SR X‘ tlene una distribucidn estable simétrica *! F‘ con
vestor de pardmelros (@p,0%/a), y sean a2, 0 lmeros
reales. Enterces la variable aleatoria S“, A‘X‘ tiene una distribucidn

varlables aleatorias Independientes tal que pora

estable cen vecler de pardmetros {a , Ea, i, Safo% /a),

20




Seon Xy , Xp varinbles sleaterias independientes = dénticamente
distribuldos como la normal estdndar. Entonces la varioble alsatoria
Y=X;/X estd distribuida como la Caudly estdndar.

El siguienle teorema (Shoshanka 1981) es una generalizacién del

anterior, pors distribusiones estables,
TEOREMA 1.11

Sean X, , X variables aleaterias Independlentes con
funcldn de distribucién normal estdndor y n22. Entences para V,
definida por

Xz s n=2
o2 TS 2 ol
erp (27 -1 XaXa 1N ) 2 sin23

(donde exp,(x)=2") la varlable alealoria U=X/V, tlenz una
distribucldn extadle simdirica con fadice o> "

La familia de las distribuiones establos Uene, al lgual g la
distribucién normal, la propledsd de ser lnvarlante bajo
transformaciones lineales, resultado que se cxpresa en el siguiente
teorema.

TEOREMA 1.12

Sean X,,X;

=1,2,

varlables alealorias ndepenlentes tal que paro
idn estable shmdtrica % Fl con
vector de pardmelros fa,p,0%/a), y sean ay3p...a, n rémeros
reales, Entences la varlable aleatoria S ZaXK‘ ene una distribucidn

a
i 5 X tiene una distr

L

estable cen vector de pardmotres {a , Sa,p, Safo /a),

20



iaungue el tecrema es mds pereral, pues ro es necesario pedir
‘simetra, para nuestros fines basta expresarlo de esta manera.
Ia funeidn ica de Sy a travds

del tearems 1.1 deduciremos el resultado.

n n
wsn“l:E(exp{USn)]:E{l;lexp[!\aixx]] oy (o=

n o
=leplipgta;-gta | )

n n
=r¢pll\Z‘n‘ﬂrlXJa‘\udT)|l1a/ul

Entonces per ol teoroma 1.4, S, es estable simélrica can vector de
pardmetros lu,%n‘ﬂ‘,%’a?a“'va),
Q.0

Sn despranda dob oo aterder oy s ma wariable aleaterta X
tiene distribucidn estable F con wecter de pardnielios (ayp,o/a),
enlonces la Lransformacidn Y=a#bX tlene distribucidn estable con
vector de pardmetres (a,a+bp b0 /a).

En particular 1a trmsformactén

(1.26)
Uzne una distribucién estable simétrica estdrvdar.

£n virtud de este resullado, en Ja preetica, @l igual que para la
disteibustén  narmal, basta cstwllar las  distribusiones  ssizbles
simdiricas ostardar, que derotaroines por tmedio de ESE(a). Asf puss st
con estas coracterfelicas, se escribird:

X ~ESEfa) .

que X o este estandarizada se escriblid:

X es una variable aleater!

El



.28 X~ES(am0) .

Ya se ha abscrvado que las dicas distribuctones ES(a,p0) para los
cuales su funcidn de densidad se conoce en forma cerrada son Ja normal
¥ la Cauchy. Esta dltima es 1a Gnica para In cual sa concce su funcidn d
distribuctén en forma cerrada. Fama y Roll {1968) construyeren tablas
para la funcidn de distribucién de ESE{a} para valores de a on el
Intervalo 1€as3, truncando las serles dadas en Ja expresién (1.24) y
wtilizando los resultados de Lergstrom(1952) para 1< a$2, es decir,

L cen( BB+ R 1)

Re0 =0 9O+

Real <Mx™ D s s eenstante M0

¥ n
11.30) thx;u):l%%'—ilrllki JR(u]du

donde o residus o

lR(u)rlur"J

A continucidh desarrollamos expresires integrales squivalentes
pora fixial y Fbsn) dlilizande la roparametrizacidn o”/a {Fama y

Roll (1968), utilizaron o para las expres 's truncadas),

nes do seri
) apliquemos.

Vara la funeidh do densidad de e distribucidn
fa fdrmula de inversicin

(1.32)




Debido ol frdlce o en el eponente de U dentew de la funcid
exporenctal, no ez f42l encantrar ww ferma cerrada pare esta funcidn.
Una expresidn de 1o furcidn ds distriburidn d2 gran ulilidad s= construye
a centimacién,

Utilizonds la expresidn para [, dada per (1.32) y como FI0)=0.5
para x20

[xffns()‘\)expl'

Yo u - a
I Iccslyll exp(--%-\“]d¥d7+-;‘;! {cuslyl]a‘p(-~%-\uid\dy:
s o o

RS
=P+t j:n[licsl',\)dyl,

(a4 Ftxya)=1

Las funslenes de dansidad y de disteibucién de las ESE(u), pueden
sor evaluadss de forma distins 2 las

lizar midlodes o

enpleadas per Fama y Roll al
mérizes parn =alculor los inlegrales en las

ihasder

i re

. = dicha ealuscién se
Sl para varics velores de « en el intervalo
Phrez Abreu (1988).
sl 7 gemAriamants b inty

ez Avk




que hicimos del tecrema 1.3 y de | propledad 1.2, presantamez a
conlinuactén tablas resumidas de los percentlies de distrity
ESE(u) y de lus funciones de densidad para valores de  entre | y 2.
Ademds 5o besquojn las grdficas de las funclones de denstdnd para
alguos valeres do u.




DENSIBADES CE PROBABILIDAD PARA LAS DISTRIBUCIONES ESE(a)

x fe=tga= 11 fa=1.2) azt5o=1.7(a= 9
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PERCENTILES DE DISTRIBUCIONES ESE {a)

az1.5

a=1.8[a=1.9

a7 5786 | 5793 |
135

RUY

9718
.0].94 2119850
10 | 9997|9938

10101 99

158 |:3558 |:aaes

20.0}.9841 {9899 | R

300 |/o594 | 293 | 3981 |:0301 | 9392 |-a3a7 | 13999 | 9900
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El pardmelro de escala 0% es la varlenza de la distribucidh
dnicamente en caso de la distribusidn normal (u=2), deblde a que m
exloten momentes mayores o lgules o @ para @iy en partledlar ne
exlsten segundos momentos. En su lugar, se encentrd (lema 2.3) wma
relacidn pars el pardmelro de escala o en términes de los percentiles
ds la distribucidn, osta ralacién alnelde cen ol siguiente resultado para
la distribuedn de Cauchy.

LEMA 2.

El pardmetro de escala @ en la distribusidn Cauchy es el rango

intercuartil, es declr

(1.35)

dorde Uy y Q> 5on el primero y lercer cuartil respectivaments.

Evaluando 1a funcldn de distribucidn

Demostraci

Fi)

0.5+ Larctg (el /o)
en el primero y tercer cusrtil oblenemos:
F (03)20.5+ 4-aretgli0s- 4/0) =07
FQ)=0.5+karctg ((Q4-p1/0)=0.25
osea

aretg ((Qa-pl/ot= ¥ arclg Oy -p)/a)=-op

3 x
) el
Iguatando estos resullades se obtlens finflmente.

(23-01) o0,

=



En gueral, ot sialamos In frcidn do distibién (1.33) en
ez /¥ chtanemes:

e
e Ll
E: "tﬂ.f_ﬂw..l expt- 1

Fto/al/%y

Motasa qus el lale el o

o fkdel dependa Glcomanta del
Tq i walor de esla funcidn

10,
oy,

finice @ y o dol pardnistis

wala o

calwady en o/a''Y, o decir, Fu/a! ar y desigremes con

Q. el rpercentil 4 | . Con esta
notacidh se tens quet

(1.26)

For ser- () stmdtrica slradeder do pr=0), se tiens que:
(.37 Q. =-Q

Puesto que o es un pardmetro de escala of cuel dobe ser invariante
tajo localtzacidn, promediando chtenemos:

(1.28)

Este degarrolla sirve de base para demostrar el sigulente lema !
cunl o3 e ganeralizacidn del lema 2.2,




MA
El pardmelro de escala o de una distribucién estable cen fndice a

salisface la sigulente igualdad:
L Ve g
(1.39) oz5 @ HQ -0 )
T 1 Ta
Los valores de rq Para distribuzicnes  ESE(a) {1582y, se
Flu/a'/™) con el mismo méeds o

chtwrieron evaluando quse

elaboraren lng tablat y los valorcs de Qo caleularen a partir de la
.'
velacidn (1.36) o con tas tablas srteriormaite menziznadas.

Los razultados 5e musstian an la siguiente tabla




CAPITULO T1
METODOS ESTADISTICOS PARA
DISTRIBUCIONES ESTABLES.

2.1 {NTRODUCCION.

En el capftulo | hemes visto que m se ecnocen exprasionss corradas
para las funclones de densidad de los distribuciones sstables, solvo los
cas0s de tas distrlbucionss Mormal, Caudy  Levy. Asimismo del
teorema 1.5 y do la propiedad 1.2 se liene que las distribuclones
estables con fdice a. Uil

tisnan mementes e orden
esirictamente menores que a. L anterier dificulta fo aplicacidh d los
mélodos clésicos do inferencta estadlstica on leyes estables; como por
ejemplo los mdtodos d2 mdama

militud, estimadores Insesgados
de varlaiza minima, métedcs basados an la funcdn de distribucidn
emplrica, ot

Estas dificullades lan dade lugar o que ce hallan desarrollado
métodes estadfstices especiales para

ta familia de distribucicnes. En
el presente capfiulo presentames algunes de estes mélades especlales,
los cuales alarcan un perfods de 20 afies a partir del Lrabajo pionero de.
Fama y Roll {1968, Luronte tlemps s2 ba fecho 4nfasls en el
prbloms deestineedy, fam sl el s pos 1 diforentes
estimadores y méiodos de estimacién, especialmente para ol pardmetro
de escala y ol expenerle caracterfatico. Ademds incluimos los estudios
referontes o la splicacién de los métedos cldsices de estimacidn, los

cunles requieren de mdlades numdricos csperiales para su




implementacién.

Al final del eapftulo mencicramos alguncs trabajos scbre prustas de
bondad de ajuste y recoptlamos las principales ideas y referencias sobre
regresién lineal y series de tiempo cuands los distribusionss de errores
pertenecen a la fomtlia de las distribuctones estables.

2.2 ESTIMAUORES DE LOS PARAMETRUS D UNA DISTRIBUCION
LI

2.2.1 ESTIMADORES DEL PARAMETRO DE.

Fama y Roll {1968) han propussto un estimador simple do}
pardmetro de escala de wa distribeidn estable simdirica. Estos
autores obilenan el estimadar en forma empfrica usando las tablas de la
funcidn de distribucién para  distribuciones cstables  simétricas
estandarizadas, que presentan en este mismo artfeulo. En su trabajo
stilizan la firridn caractarfstica para distribuzlanes estables simétricas
parametrizada on la fornia:

2.1 fog, (1 =tpt- et [

El camblo da} pardmelro de escala en esta parametrizacidn produce
que la distribueidn normal estandarizada (c=1) o coincida con la
distribucidn normal estdndar, sino con la distribusién narmal con
warianza ¢?=2.

Comparendo o anterier con Jo parametrizacién que
dimos en el capfiulo 1 en la expresin (1.25), el caso a=2 es la
disietbuetén normal estdndar.

£) estimadar de! pardmelro de escala ¢ qus los auteres proponen estd
dado por la expresidn:



()

7 \0(a,:72) -01a,.28})

domde Bayp) es el pepercentil musstral de 1o distribuctdn estable con
fidice a. R

Para oblaner este estimador, los aulores se basan an e} hacho d= que
ol imtervaly pr te de wa disteibusidn estable simdtrize es
aprodimadamonte el vuigo Intercusrdyl, por 1o gue 1 sstandarizacién de
1as ccuaciones,

2.3) oy g s

s cqiivalents o facer los vangas interamrtiles aprocimadomente
Iguales para distrilucicnes ectzble:

e dilerentes o
hace a esle estimader robusto con respente a @, Aumg

Lo anterier

Foarges semi-
Intercuartiles preporcionan wm medida

pero cficaz dol pardmato

& en muestras gran:

it
sesgados, en purticulor cunndo @) LA s2 tens g

oo otros rany -percantilas son mencs

2.0 ula, 75) < 960
De acuerds o los tsblas presentadas por Fama y Roll, el percentt)
72 de um distribusidh estable simélrica cstndarizada {r=0,e=1)

catd en ef intervalo 824 € u € .820 ( Lo, (8275003 ) para 4a<2,
por lo cual alirman los xuteres que al estimar ¢ usando

ercentlles
0 asintdtico ex memr del 4% del velor

musstrates 72 y .20, of e
real. En un artfelo s

Acrior, Fams y Roll (1971) presentan wa

aprosimaeién para I varianza de & dada per ¢




@35 one)= 2002800 72-20) ( ! }

donde flapl es la funcidn de dersidad de una distribucién estable
stméirica con fndice « evaluada en el percentil p, y n s el tamaiz de la
musstra.

En el case de la distribucidn normal y segin la parametrizacidn
(2.1), se sotlsface que c=o/Y7 , donde v es lo desviacién eztdndar de
Ia poblacién, Ademds si "s' es la desiacidn estdndar mosstral, su
eficlencia como estimador de ¢ es sustancialmente mayer que la de € d2

Sl enliatgn vome o nenvions anericenenle & e s robusta que

's" cuande o es desconocida, ebido @ que I disporsicn muestral de

/YT sumenta répidamente al disminuir . Por cjemple lo desviactdn
Juto (MADI de fas disty Nente Carlo de /Y ¢ &
15 per Faima y Rell 5o prevsertan, a1 §a tab

12,9 36.9 68.4

L0436 .0455 0488 .05 15|

Tabla 2.1

n -
Lo vartacidn media absolua - Zlx, - & 52 b prepussio como wn
astimader de la dispersidn, cuwdo’ la musstea o proviens de wa

3



disrlbucidn nermal. Sin embargo, Investigaciones Monte Carlo indican
que es menos eficiente que &, excepte cuando a estd cercane a 2. Otro
estimador posible de escala es el MAU, definide por:

medl

e, )

Fama y Rell (1971) comparan medies muestrales y desviaciones
estdndar del MAD y de & en 101 muestras Monte Carlo de tamaro
=299, resullades qu

resumen en la tabla 2.2, de los cules se
concluye que el uzo de & es preferible al usa dzl MAD y que este ditimo
™ es robuste en a.

Un estimadar del ardmetrs de sacala similar a
presentads m ol capfuuls 3, Eate

s 5o ctiens

consideraziones tedriess ¥ na empfricas cen en Fama y Rell (19681,

Igualmante se dedusen razultads asintdiices para 41,

« 200 L8 L7 LS L2 11 Lo
& 956,998 1.002 1004 1.005 1005 1.006
olé) 5T

071075 0R) 088l

RAD | 1123 1070 L2260 1747 2,655 5.017 7923

o (A} 012

S0 501 LERR 4776 B.941

Tk 2.2

.2 ESTIMADURES DE|

L EXPONENIE CARACTERISTICO .
1o o) compertamients de los p

rbiles an las colas de ua
distribuidn cstable simdirics cuards 2l erponenle car:
decrece, Foma y Rell 11974

tortaties o
proparen varies

imdores de o




cltenidos a partir de estadfslicas de ordan. A contlnuacidn describimos
eslos eslimaderes; S8 XiyXay, X wna muestra alesioria de una
distribucidh cctable simdirica, y s2on 8,y 8y los recpactives p y
1-p percentilzs, para alg valor gramde de p { por ejomple p=0.95 ).
Dtillzando el estimador de nocala & pressnlado en (2.1) pusde chtenerse
e bose o le simetrfa de lo disiribucidn o estimador 2 dol
prpercentil de wna distribuelén ES5:(n) de la siguiente Fsrma:

@n

0.827) -
28

Un cstimaror e a, denolado per a , ue cbtizne entonces buscando en
@ o

Ins tablas de los distribusicnes E:

lor d2 @ que

riasponde al
pparcentll mds prévimo a 2 . Este estimador formalments ve pusde

expresar come ua funiin

2.8) BlpE)

que asiga 4 ¢
ESE(w) wn i
amalticamer

salor de p y a cada prpurcentil 3 de wa distribucicn

o punds detarminarse

fer d2 a, Agarntement

2w valor

2 p dptime; sin embargo Fama y Roli sugleren
tomar valores granks de p. yo que los diferencias entre los
prpercentiles para diferentes valeres de a crecen con p. N

Fama  Rell (1971} ropertan distribus de o para

tamanss de

ampfrie
o 0.945p50.99 y para

valores de poen e} inte

musatra. Los conclusiones qus

chtionan de aste estudic son qus para

9 2l mejor sstin

o o

tamafiz de musstra suflel

dor regpeets b un sesgo mfime y a la

dndor 25 .00 « Adads ageguran que cuanda o2 e tene un

temente grands, o e dassenoce si el



verdadero valor de u o cercwm @ 2, entances @ oS un estimador

relativamente pobro. Con vespesto 2l socgs minimo y a Ia dispersidn, el

estimador .y es dominads for .97 5 .05 . bserven tamblén que sl o
estd cercom 3 1, i by ringm wsntaja
do a basads en parcentil

- eslimadores

ansial 3l
25, o

1 en todor los conon mayar a la

menerss qua

ruan qus per

ejamplo G2 tiens w dirpersi

iz

4 A s el pan e
los reportan df > musstral s d b mds
dispersa que pora los valores do p 2 .92,

Firalmonte, Fama y Rell faean um comparaclén cen otros

estimadores que se vofan prenetcdzrec. por ojomple:

2.9 @y

g b )f2

resultanto con un sesgs mayer 7 u desviacidn estdndar Hgeramente
mayer al obtenido con @ 47 . Tambidn compararon can etro estimader qus
chtuvieron utilizands ol tesroma 112 qus establece que 1o suma de
aricbles aleatorias sstrbles  independisnies = identicomente
distribuldis o5 ws disiribucién estable con el muisme  expenente
caractarfetico, pero con pardmetro de eccala o dado por:

2101 e zenl/®

dende « s ol pardmelro ds ecoals de los Wrminos indlviduales an la
suma. Sustituyends en esta igualdad estimadores &y & de ¢, ¥ &

respectivamente y dzspejorrdo a se obtient el cstimadar

@11 @ = IndAngE -t

qu2 10 resulta ser un estimader sficlent

elolive a @07 .




Otro estimador del exponente caracterfslico « es prepusste en De
Haan y Resnik (1980}, Este es construido lambidn con estad(sticas de.
arden, cblenidas de variables aleatorlas Ny,Xy,...,,, independientes &
igualmente distribuldas con funcidn de distribusidn pertenssisnte of
dominio de atraceidn de wa distribucidn estable con fndice @, 0<a (2.
Para censtruir &l estimidor, sean X, Xgiv X,y 125 cotadfeticas
de orden do las variables (X1 INal ey XL ¥ Y Y Y gy
‘

Con o
AX T asta

N
%os estadfatins de orden ds [Nel "Ll
motacidn o tens que:

(212

n

Y w1y
Unllizands In eacasterzactén d Ios daminies
60 1112 del Usplhulo 1, an

domuestra que 5

Irnecidn dada por ta
- De Hann 11979)
ekinl~bm v k/nskin/n—+0 cusndo  nebor
entonces so tiens el sigulente lfmile an probabilidad

tteuts aner

N
Lim (k)™ (Y ) - Y 0y)
f (AR

e 12.12) se tene en particular que:
-

)
(n)

2.13) Lt Gk X

en probabilidad.
Esta igualdad proporcionn u estimador
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del expenents caractarfatico a, of cual por consiruecidn es debilments




consistente .

Paro el coso particular en que XyyXp.X, Sea tna muesic
aleatoria de una distribustén estable, Hann y Rcsnldk {1980) obtienen la
distribucidn osinidlica da 1o estadistica (2.14) Resultado que a

continuacldn se presenta.

TEOREMA

Sean XiXa na muestra alestorla de una  distribucidn
astable F con frdica a, 0<a<2. Entoness para lag estadfsticas de orden
XXXy do lss varisbles [Nl Nalyn X b 1
variable sleatorla
(2.15) alnX gy -ainX - Ik

tiene fa funcidn de distribusién asintdica

2.16) S

p (-exp (-x))

derde

(=l e kakinzeplinn? con 0¢p4t.

Chservactdn: Lo distribusién (2.16) es um de tres posibles

distribucienss e crrmmes,




2.3 METODOS OF ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DE UNA
DISTRIBUCION ESTABLE SIMETRICA,

En esta seccldn se prosenton difercntes métedos de estimacidn para
o5 pardmetros de una distribucién estable simdirica.

2.3.1 ESTIMADORES POR EL METODO DE MOMENTOS.
Una versidn del * miétodo de momentos

25 dzsarrollada en Press
(1972). En este arlfculo 1as distribucionss estables son parametrizadas
mediante la functén carsclerfetlca, exprecando el logaritme de esta
funcida en 1 siguiento [orma:

217 lnw\.x,n-am"uuu»-wu )}

donde el vector de pardmotrs (p,0,a,f) y la fincidn wil,a) cumplen
con los requisites dal teorema 1.1 .

Primeramente, se d
de escala o y para e}
se obliensn
S0 Xy Xp,e..rX,, 0 musstra aleatoria de um distribucidn estable
con funcidh caracterfstica dadh per (2,171, Les estimadores de a y o los
abtic

Jucen estImardores explfclios para el pardmetro
anente carsclericlico o y en funcidn de dales,
madores da los pardinetros 1 y f.

viendo o sictens da dos coviciones pora @ y @ que s

forma al #valuar ol médulo do 1y fuvidn eavacterfaticn

[ein ] = epiooltl)

an dos valores e t

onles e cers, Lty sgoniend que oF1 ¥

ity

B

cterfotica empliica B definida

@



por

(2.18) IR

n
Zem (X )

W

La solueldn del sistrmn da eomn sstimadoros de oy
rospectivamente a:
1 Inféiuit|
in

12.19)

st

bl g | bt U |
12,20} tho

eyt

o By 52 dafine a
u(t) como la parte Imaginaria del legaritme de la funcidn caracterfstica

Para estiniar el pardinetro do lacalizactéh j y of

es decirt

a-1

[EXI1) ulty = pt ol prott, o

s eligen dos valores de t diferentes de coro, 1y 7 L y para a 7 § se

tiens

ot

=p-ofin 1" g

Descomponiends |2 parls real = imaginaria de la funcidn
caraclerfstics empfrica $l, en sumis de sews y cosencs, y
cxpresdidola en coordemadas polares, Press deduce ol siguienie

estimador de la funcidn ult):




n n
M) = arctgl(S sentX 1/(5 i
AR = aretgl(Z semtX ;}/(% cos LN 1)
Sustituyendo esta expresidn en (2.22) y resolviendo el sistoma de
ecuclones que generan Ly y L, se obtienen los siguientes eelimadares
Gy Gl

para py B
s 2

al

A=—
ettt g
Y ey gl
R
[ #= -
[t
Para el caso @ = 1, deducen en forma andloga los estimadores
[ty
(2.28)
12.26)

2.27)



Todos estos estimaderss ds “uomentes” son conslstentes ya que la
funcldn caracter(stica empirica ${1) es wn estimador consistente de
(0. Obsérvese que la rapide: de convergancla depends de los valores
itz ta ¥ Ly elegldos.

Press (1972) demusstra que:

12.28)

convergen en distribusién o la dishibusin normal estdndar, cuando
==, en donde ) y 57 eatdn dados por:

LRG| - 2] 2 191200 | - 2190 2
s

B i MU TG 2R 6 /Al
13100 [+ 400t 1 [0 1] 80|
O TR b (968 [ B 04Ut H It /el |2
[0 120100 P a1 [14] 81200 =21 ¢ ) Plitnltal?
. 2

2014t I [0 [ | 2t in] @it |in|tite]
U @11 | -2 @ | [ Led N Ly} In g
Ittt ottt tnl ot fin btz Un L/t |12

ber Lo tante, los Interales de confianza para los pardmetros @y o
con Lamais de muestra 1o

ficlentemente grandes, estdn dados por las

exprosicnes:



St 0
A v
230 epEZy s, -\/‘::’" <o dep(Zy le

donde Zy e el U-g/2) porcentil de la distribucich rormal

estdrar,
Es Importante comentar que los estimadores propuestos por Press
(1972), tienen lo desventajo de que pusden producir resultados mo
. como prop wa

de a menor que cero o
mayor que dos, es declr el estimador & no preserva rango.

2.3.2 METODO DE MAXIMA VEROSIMILIT
Para obtener el

estimador mifximo verosfnll del veclor de
pardmelros de una distribucicn estable debemos encontrar un vector
©=(a,0,r8) que corresponda  un méxime de la funcidn de
verosimilltud L{6).

Una repr

nlacién de esta funzidh 52 cbiiene aplicando a 1a lgualdad

n
L0y =1 (300

1a fdemula d inversidn:

"
234 £, (630 = o4 I’c*;»[»hl)@vﬂldl

En particular, para vor eblcs aleatorizs X X
independicntes con funcld de deradod comde [ (0] en la Tomiia da

an



distrlbuciones establss simdificas, se obtiene quet

. i
(LY

i
e Lor=(+) l:ijexp‘»u,,»zlm-"
. v
o equivalentemente
nrw N
[ERE) LW):[t,l"»-J[..Jeﬁl-litu»\ln‘»"LIH\\“NA.“.dt"
.

Dobldo a la complejidad de estas esprosiones, es claro que
necesitamos contar con 1enieas especales para encontrar un mddina de
Lo,

Dubouchel (1873) demusstra qus si se descnocan « y 1 estonces Ja
funcidn de varosimilltud LO) mo tens méimo i 0¢as2 y -mwple,
sl

ados. Eoto resultado nos dice que no

ya que Ligpl-tio cumndo ()

s donde x as cualqulera de

fes n valores muestrales clse

existe el estimador maxime veresfinil en el eopacle de pardmetros
(2,1]04as2 , <otjric) de T familia de distribuclonss estables.
Sin embarge DuMowshel demuestra que e estimador mddmo verosfmil
6, restringide al sspacio de pordmetres 0 ={(a,p)|e<as2, -wipie}
para ©0 arbitrariamente pory

fio, aviste, es consistente y
asintdticamente nermnl. Adsinds el cage tu=1,B70) debe ser excluids.
En osta cenvergencia la matrlz lmite d esvarianzas da Vit (6-0es
17{6) donde 1 es la matriz de infermacidn de Fisher.

Fouerverger y McDumaugh (1981) Wilizan el algortme de la
tranformada vdpida da Fourler para evaluar la funcidh de dersidad dada
en la exprosich (2,211 y p
estimadorn:

ten wn sstudio Menle Carle para los
s

e inebma verszimdid d logs astablos simdt

as.




“También ulilizen el algoritmo de 1a transformada rdpida de Feurler para
resolver la ecuncidn de verésimilitud

Slnfxlx;('])
{2.34) e d{F_(x)-F (x10)] = 0
L] n *

donde f, y F, son las funciones de densidad, y de distribucidn
respectivamente y F, os la funcidn de distriburién emplrica.

233 MIEIODO DI MINIMA DESTANGIA,
Otro mdicdo de estimecidh del vector de pardimetres de uma
digtribucién eslable es prosentade por Paulson, Holcemb y Leltch (1975}
Exte mélodo tarmbidn utiliza la funcid: coracterfatica emplrica B (L),
El estimaror d *distancia mitma’ 6 =
aquel que cumple cor:

&,,8,B) quz proponen, es

Min I’o[\]'d‘lﬂﬂznxpl'l!)d\
e

Los autores antes mencionados, wlilizan los polinomios de Hermite de
grado 20 (ver Abramowitz y Stegun (1964, p 924) pare resolver esta
expresidn y presentan los resultados para varios \amanos de mussira,
cbservandose una concordancia excelente da los valores estimados con
los pardmetro:

En el andlisis general qus presentan afirman que cuando B=0, & y &
estdn fuertemente correlacionados, aunque de manera ddbil con f y 7.
Ademds f y ¥ tambldn se correlactonan fuertemente. En ol caso general
todos 6,7,¢.f estdn correlaciensdes conjuntamente.

w



Evcepto cuando =21, per simelrfa los ronges estudentizados
muestran que las distribucicnes marginales de &,7,6,8 son
conslstentes con la normalidad en el nivel de : significancia del 5%. De
becho, cusndo
rormales y @ & g distrbayen indspandientoment de 7.

& sen asintdiicaments




2.4 OTROS TOPICOS DE INFERENCIA ESTADISTICA.

2.4.1° PRUEBAS DE BONDAD DE AJUSTE Y UNA PRUEBA DE
SIMETRIA.

Las pruclas de bondad de ajuste cldsicas como por ejemplo la ji-
cusdroda de Pearsan, 1a de Kelmogoroy y Smirmov o la de Andersan-
Oarling, requiercn evaluar la furcidn de distribucién hipdietica i) en
varlos valores de x, y per 1o lanto pusde sucoder que estas prusbes m

soan (les cuando 12 s2 tengan medics dispantbles como tatlas de
probabilidad o algaritmes para exaluar la funcidn de distetbuzidn Fid,
tal como curzde en el caza de Loz distribusionss estables ean oxpenenta

caracterfstice a /1y a7l
Unia allermtiza a nste problema la prepercionan lleathecte (1972) y
Kontrouelie (1980), quienss desarrolian prusbas de bondad de ajuste

basadas en estadfstizas d2 pruzto cbienidas cen la funcién caracterfstica

empfrica. Esto es pesible debide a ln correspondentia una a wo entre

las funciones ds distribusiin y das fincions carasterfaticas, por o cual
Jac hipdiesls puxden cer erprasadas equivalzniements en érmims d la

funcién caracterfstica ¢t} en luyar de Ja funcidn de disiribuctén F ().

En a prusta ds bonld ds ajite que presents Heathoole (1972)
tdern I lpdiests suta

L Has Bt = ottt

donde gottl es la funsldn carastarfstica do wna werisble alsatorta X

simdtrica alrededor dsl origen, la cul debe sar complelamenta

especiicaa, rontea wn hipétesis altersa completarnente gensral.

La rostriceidh que haoe el

» a varlables aleatorlas simétricas



alvededor del origen es Grlzaments for vonveniancia, debldo o que estos.
varisbles sleatorlos liensn furldhy coracterfslica real, fa parte
imaginacia se hace cero con Ja censecuente simplificacidn en las
distribuctones Ifinite de los portes real < imegiraria de lo fncién
caracterfstica empfrica,

La estadfstica de prosta que propone Heatheote es:

n %
S sen {—-b

2.38) LATENS 3 5

donde X Xgy. X, €5 una muestra aleatoria de lo distribucién
referida.
S1 1o hipétests nula es clerta o tione o

EWWI=0 5 VarlW (o= i-getil

iy
ol

Lo Independencia d las ariables X,,X...,X, implica Ta_validez

@39y

-
CevHWnH.).w"(\ml:h( 2 ]

del Teorema Central del Lfmite aplicods a las variables sen|-—d|, con
J=1,2,an, e donde paca cada { se Leno:

«
v -
240) Lim PIW, 012 201140t} Ier\' Y
En virtud ds esta igusldad In hipdiesis mla (2.27) queds determinada
por tas colas de ka distribusidn ji-cundrada con un grado de fibertad, es
dacir, 5o rechinza Ho sis

@240 WLl Ix?
(e
4



osi
@41 WL 2[t-gott) 2
" (W71
donde x? " es el /2 percentll de a dislribuicidn i-cuadrada con tn
11,6/2)

grado de lfbertad.

En-los pruskas de bondad de’ ajuste, la hipdlesis de investigacién
gersraimente soincide con ta bipdiests nula, de ahf que of estufic d2 la

potensia de I prucki qpe a asdn s depersis del valor e { nlegido. o5
de fundamental Importanca, Al respecto Heatheote (1972} cbserva lo
sigulente:

Stponierds qur la funcidn de distribucidn es Fd oo Fuseidn
caractartstica

B =u = [p iR
entonces la nisdia y la vorianza de W, (1} son:
43 EIW )= Ty 5 VarlW = ut-2@w2)
La variasle aleatorla W {U/(1-ul)-2v3(t/21  tien= una
distribucién asintdlica Ji-cuadrada o centeal con tn grado de liberlad y
pardmetro de no centralidad

@t

Ura aprocimiaciéh o I potencia de la prucha cuando el pardmetro de
no centralidad e estrictamente positivo es:

1= {3, (1) 4D 6, (1))

(2.45)



Xy
- [api-ryiiey
2 ' Y n 28 1
(e im0 [ 20w )
[H-udt) - 2w (020 (1428 (1} uzxnu))

bt :l

[1»%(\1]114“\;]]‘"[ 20 ]'ﬂ
SN

1427 0

Pers A M0 si y sl sl vi/2 W1/2120 como en el caso

de una variable alenterin X simdlrico alrededor del origen, entonces

BU=U 5 52 tiene um i
priska es:

ety central. Ademds [ polencia de la

. :
X dalthX ey ]

12.46) K, .
" Lt iy

donde 2 a5 wn vardnble alzatorin qus se disteibuze como Lo ji-cusdrada
con un grado de libartad. En esle casa la polencia de la prusba mo se
sprovima 8 | cuando nokn. y bojo esta situcidn W1 o es ua
estadfstica de prusba

cloria, e evitar esta stluacidn

desagradatle uzande una estadfatica
ejemplo Healhente {1972) propons la estad

prusba inds adecuada, por

a

2.47) Ut

tasado en Ia parte real de Ja funelén caracterfalica empfrica con media
y vartanza:




2.48) B0 /2) 5 Varlu s teot-2u2)
respecilvamente. La polencla de la prueba basada en U (1) os de la
formn-(2.45) ¥ es asintolicamente fgual a 1.
Heathzate {1972) aplica esta metodologfa on dos casos espectales:
2.~ Cuando las hipétesis nula y alterna difleren dicaments =n los
pardinelros de locallzaclén y estalo; en tal caso la hipdiests altern es
de la forma :
2.49) Hy o Flo= ,,[ " ]

donde Foli) es la funsidn de distribucién especificada en lo hipdiesis
nula.

b.- Cuonds la variable alsaloria X tiens um distribucién astable
shmdivica y las hipdiesls mula y allorma en emines de la funcién
caracterfstics quadan planteadas de la sigulente forma: (suponiendo que
el exponant caraclerfstico a o5 desconoetds)

Ho t @lizep-11")

oy

donde 0<aSZ, €30 5 o pen

12.50)

ptiprt -t

En la prusba de bendod da ajusts que presenta Keutrowells (1980) s
contrasta la hipdlesis mida 1o ¢ $lU=golt) contra wa hipdtesis
alternativa v.\m,-)p Hy: pit)=gylth

o e Uiy B0E como T parte venl ¢ linaginaria
respectivainente de la funetdh #0) para i=0,L,n. Donde () es la
funcldn carasterfstica empfrica. Dades m rfmeros reales Lta,.. 4, sea
£ {Ustzaeesty) ol vector ds dimensidn 2m definido por:

TV A (PP s,

2= (b Gt S (L Syl )




ysea @=( w‘ikl la matriz stmétrica de crden 2m2m, donde:
Gl ) 2T () st 1S ks

Gty =Lyt - ’s‘ujls(zk) st 1) ; ks2m

Sty

5t -20 015, () 115111"[:5"
La prusts gue propone Keutrowvells se fundamenta en el sigulente

resulteado:

‘TEOREMA,

Sean

{PNS

forma cuadrdtica

m ndmeros reales tales que Qp sea no singular, la

2.52) =ty - ' - g
tiens bajo Hy una distribucidn asiidtica ji-cuadrada con 2m grados de
libertad.

Este tecrema sugiere que cuands el tamafio de la musstra n sea lo
sufflentomente grands, se puada prebarla hipdiesis Hy con 1a siguient
vegla de dactsidn

(2.53) Rechazamas Ho st : 3 > X {2m.c)

dorvde x(‘_m'( esel e
grados de libertad.

orcentil de la distribucldn ji-cuadrada con 2m

Estas prucbas deberfan cer [deiles da eplicar cuondo dolll sen el
de evaluar, como en el case de las distribuzlenzs estables. Sin embargo
esta metodologfa o5 complicada debido a que, por wa parte se doben
elogir adecundmmente el rfinero enters m y tos valores Lp,... L para




que resulte factible invertir la matriz o de orden 2m>2m estsbleclds
en ol resultado que fardamenta esta prodbo, y per olra parlz para
“mores grandes de m, Q) converge en distribucidn muy lentamerte 2
X{2m) ¥ 3 & momg que 0 sea inuy grande, esta prusba resulta indiil.

En ol prasente trabaje o 52 han lenido estas dificultades dsbld a
que se construyeren algoritmes para evaluar tonto los funciones de
denstdad como los funciones de distribucidn de las leyes estables
ehndtyieas.

G @ adfeule pestorior Ketimrelis y Kellemser (1981
proporcionan wnn pruka de bondad do ajuste edendiends el case
gropuesto por Kautrouvel i L1984 al caso e que 2 lergan g
los pardmetrs de ta distribusidn, La cstadietica da prusha propussia
tlers tambidn una distribucidn asintdtica ji-cuvdrada que disminuge los
grados do Wbartad en conttdad Igeal al némers do pardmetros estimades.

ivar

Lo hipdiesis nula es e la forma:
@50 Ho & $lU=dalt,0)  on 0LOCRP
donde ol1,0) 25 un elemento de wne familia de funciones

carscterfeticas para la cual ) vestor de pardmelics 0'(04,0p...,0,)
es desconocid y debe ser estimado

El procedimiento dz la presente prusba es andlogo al prasentado por
Koutrouveli (19801, paro se gereralizan las partes ool o imaginaria
de ¢it), esnciderandolas tambidn como funcienes d2 0, osi ccan los

veetores {, 120, de dimensidn 2 que en este caso estdn dodas por:

1255 fQutanat 0

in

(€010t Lt 00 S (11,0 UL )]
Tabidh la matriz R0} de erden 2m~2m 52 censidera como funcidn de
0. Apticon el procsdimisnlo propercicnade por Feuerverger y



MeDurnough (1961} tratado anleriormente en Ia seceldn (2.3.2) para
estimar ol vestor de pardmatros. Con el edtimador §, de 0 o Heva a
cabo la prueta de hipdiesis (2.541) tasdhdose en la ferma cuadrdiica
12.56) Q=20 - £o 0" 200"t - €10,

qu bajo Hy chedec um distribuzidn asintdlica ji-cuadrada esn
grados de llkertad.

mep

Ure prusba de hipdissiz para probar o simetrfa de un distiibueién
de prosabilidad alredsdor del arigen es desarreilata en Feusrverger y
Mursika (1977). Ulilizan 1o funin earacterfolica cpfica (1) para
prepanar 1a sigulente estudfatica t pruce:

[llm #1245

donde G es um funeidh de dislribuzih simdtrica alrededor de origen con

funcidn caracterfatica Gl Los aorss sugiercn ests estudfstica

sarvlese en el liecho da que w funeién carscterfstica 25 real si y solo

=t la funcidn de distribucidn ndjonts s simdirica alrededor del

origan.

La prusto 52 furdamenta en el sigubente resultads.

Sea G una funcidn de distritucich simetrica alrededor del origen y
o0 T, como en (2.57), ademds soan




(Im ${1) 124G

y

u’=” I 44 md (1) [2Re (-6 (Letta) + 3 (1y-1a)) -4 m bt Hma(ty))
- AGHGH

Cuando 70, n” (T, - 1) es asintolicamente normal con media cero
yvarlanza 0% Si 0720 la distribucién asintdtica es degencrada en cero.

Los procesns de Inferencia estadfstica que <e tason én I funcidn
earacterfatica emplrica como estimador de lo furidh covacterfatica son
consistenles debldo a que (4 e5 un ostimador cansistonte d2 (0. En
efecto, para coolquier wmlor de § fijo ¢, 41 o5 la suma de v.a.bid con
alor esperad> ¢(U). Por lo tanle, por la loy fuerte de ks grandes
nfmeros, ¢ () converge en protabilidad a ¢t} Ademds se tiene el
sigulente rosultado ey demostracién se e
Murcika {1977). Este s anflogo del tearema dz ilerko-Cantel
funcicnes de distribusiéo.

nira en Feusrverger y

TEOR

A Para T4w

Pl Lim Sup {d 1) - ¢t} | =0
v T T ‘

Finstentes et g s Vb de it o

wiatica

es o vegrosic

serics e tiomps son aztunlmerka
temos de Invstigacida, Los artfeules Kanter y Steiger (1874}, Yohai y
Marerra (1977), Cline (1986), y Cline Brockwell (1985) entre otres,
traton ustes \emas 5 contiensn referenelos o ros




CAPITULO 111
INFERENCIA ESTADISTICA PARA EL
PARAMETRO DIZ LOCALIZACION

3.4 INTRODUCCION.

El prosenie coplivio lo dedicoremos a desarvollar inferencta
ectadistica para el parfmetro de localizacién de una distribucién estable
simétrica.

Se demosted en el teorama 1.12 que las distribuclenes establos son

inarientes bajo transfermasiones lnmles, Ademds por definicidn, son
distribustones Mmite de sumas de varlablos aloaterlas indeperdientes o

distribuldas, estaarizadis Por dstos

razones, como se verd mds adelante, los aspectes ds inferencia
estodfstica se desorrellaran en forma andloga a como o hace en la
tsorTa cldeien de la distribuciéh nerml.

Hacer ol ardlisis de es

nanara, permiite sstablecer en 2l marco de

o1, sinilitudes y contrastes entre La distribusidn
normal y Yas etras distribuciones sslables simétricas.

Primeromente se estudia la robusticidad d2 fa distribucién U student
2 la fomilia do las dist
& 2
lipo tetulent gensralizada, que s cbt

SEla) cuanvle a dearece alejandoss

estudia ademds, la dlstribucién asintdlica da wia estadfstica

al estandarizar en forma

tra alealerla corrospende a



Se consiuyen Inervales de conflanca pars el pardmetre do
localizacidn 1 de o distribucién ESEfat, tanto para el ooz en e el
gardinetro de eseala
Cuane o} 2 pusden contrulr
infervalos de cenfiznza para el pardinelio de lecallzacidn pr, mellante
s dictribucldn tstudent, o o} rago de wlores de @ denke
v T
confionza wilizands la eslodfaticn Cotiebnt pneralizads, para valores
de & y tamafies da mucsira n, en dende la distribusién omp
ajuste o lo distribuzt tudizmes o calidod d2
intervalos de confianza on el dominio comdn d2 valsres d2 o en
ambas censtrucc

onoctde, come el caz en que es dascomeide.

imeiro de escala s desconoclds,

dighibritn o vl

iy e el el e

1 asintdtica,

25 tienen validoz,

DISTRIBUCIIN MUESTRAL CEL ESTAOESTIOD

La infivencla cctadfatica para la media
mustea X,

1) en el caso en que 12

WX, preceda de wna distibweidn nermal,  con
varianza o'=Var[X] cenocida, so desarrolla @ lravés do la
disteibuzidn enta dal ectadfoticn . Esta distribuskdn ss conece debld
a quo la disteibucidn mrmal es fnariente bajo transformacicnes
Nineales. Sabemes qua esta propledad lambidn se satisfaze en la Familia
de loy distribusicnss eslables, Entances, en analopfa con este rasultads,

se deduce del teorema 1.12 del capfivlo 1, que sl X;,Xp,...,%,, o5 uma

neestia alesterie de una distribustédn ESla,po®, lo estadfsti

Lribusidn ostable con veclor de pardmetros

tiene  uma  di
tapa! D%, i odemds cplicanms ol resultade cbtenids el

50



expresién 1.26 a la estadfstica X, se obllene quo

3.4

tlene na distribucidn ESE (a),

Cuando el pardmelro da extala o 3 o) expenants earactorts o @ son
conoeldes, el hacer inferencis estalitica en la familla da las
distribuzionez ES{uyne®) para el pa
presenia- mayor problema, dek
prebabilidad evacta de la var

fei 2 lacali

i

la digtribuctén de
an b igoldad (2.1), y
e 2 tablas dn probabilidad de distrit

ateria dada

25 siffistente cen lener ac
ESE(a). Con
distriblome

ontiles de

anles 5o presenta un e aele an el cupfts
versidn mde complela
Péroz Abreu 11985}

el presente 1

woira en Gl

taje. Una

tos tabls se @ Arias-

ROBUSTICIUAL LE 1A LISTRIBUIN LSTUDENT DENTRU DE
LA FAMILIA DE DESTRIBULION TABLES SIMETRICAS,

Es bastante comcidy rus Ja distribusidn Ustudent es robusta dentro
da un conjunto gravke de distribusicnss. Ademids, dol lecrama de
continuidad do Lovy so dadwce que s distribuiones ES(aygne
comvergen en distribuzidn a Lo distribucidn normal Nipo% cuanda
a>2", Estos -resullades supleren realizar un estudio sobre la
robusticidad de la disteibuidn tstulent en la fomilia de los
distribucionss ES(a,p,0%), cuands el expenente caracterfotico a se aleja
de 2.



Este estudlo se liewd a cabo simulando muestras aleatorias de
distribusiones ESE{a} para diferentes valores de @ entre | y 2 v para
diferentes lamafios de musstra, Se Wilizd la estadfstica Andersen-
Darling para las pruebas de bondad de ajuste de la estadfstica

(3.2)

donde

contra 1o distribuctdn Lstudent con -1 grades de litertad.
Con un nivel de significancia €=0.01, se obtuvo que para muesiras
de temaro n=10, la distribucidn t-st

udent es robusta sdlo para valores

de u enire 1.4 y 2. Asimismo se oblue qus para muestras dz tamama n
entre 15y 30 esta estadfiticn as robusty pava valores de @ anire 1.3y
2. Ver tabla 3.1 al Firal de este capitule.

1o

e o madida g o so s mefs gronde,

cona o los sigulemes histogramas, 103 anles s
vlecon generands BOO muestras aleater do a1 de
diatribuzion ita) y sgrgpands e 16 interak salores

iz 2.4 a1

eovrezpaniones dol estalfstico ., Las 5 covrespiden

ales walores de @ =10, L1 L2

Ly Lk, respestivamente.



Figura



FIGURA 3.4



H

b

FISURA 2.5

Uebido a qua es peligmsn focer inforncia estadfslica para el
pardmetro de lccalizacién cwndo la distribwcidn muestral de la
estadfetica corraspendients o bimedal, m convlare hacer s estudic d2
1o distribuzich exacta de la ectadfstica (2,21 funra del range 4 valores
de w denda 1o dizuk

iy toetilant ez robusta,



34 LNA ESTADISTICA +-STUDENT GENERALIZADA,
tra forma de hacer inferencla estadfet
localizactdn p de ui distribuctn o
pardmetre de ascala cs desconceldo, 52 pusde Il

ca para ol pardmatio de

imdirica, cumnd: el

ra cabo fal fgnl g
con I distribuctén oormall, suslilupendo en o evpresidn (3.1) sl
pardmetro de czealn o por un estimader 0. A partlr de este
posibilidades, una o5 Uvestigar o distribucidn evacta dol
ohbtents, y la slra constte =n in:

dos

tadfotics st

n asintduics.

Procedionde de e=1a mnara,

vremss en primer bgar un
eatimader consisiente del pardmetre de escala. Resmp

ndo en I

ecuncidn (1.39) los percentiles (1 y 3y por los correspandisntos

trales, que dmolaremes por g v 7
i

u
o del pardmelie 4 sl o,

5 un gstin:

1
al g gy
a e

Lo wermgendlents sstadfellm qus co obiene al swtitue o

sgtimader @ par ol pardmotrs da sl o on

tizacidn d la estadistin:

ekl (3,11, e una

tstudent, In cual pusde evpresares an la

En infaren
impertante conc vibassidh o

debe 2 qua siempr 52 na

ar I

tan considerar muestras de tamara n lo
suficlontementa grandes paa obsorvar el

mpertamicnto de las



colas pesadas jeres establas o neemates, Por 1o tanto
ey des v e sk preseents dl

-
st i seiien s 13 tadetion (441,

Las propledades do 1a dist
dependen de lns prepiedn
conocido e estes llimos con estimaderes

CRERETE
de tos pa

del estadlstico (3.4}

qua o estimodor (2.0} 2 o anttnebe e

Aot parfinstrs de
eavala 0.

b prosrianes elras propled

2 dol estimador 1.2),
2 chlienen de manera ensl inmediota o portir de las propiedadzs
asintdiicas ds fos percmtiles muestrales, convs estimaderns de los
porcontiles do ua disid

n. Se dedeicd o estas propledndes In
distribzidn asintdtica dal estadfstls

PROPOSICION 3§ ¥oa NiyNgy.eo, um nuiestra alealoria de un

distrbuzidn ES{a,p, 0t con 04 a €2, El astartfatioo (4.7 satisface

to sigulente:

a wn estimadar fusrt

nente consiiante el pardmstro da escals @
&) Es asinlaticangits normal, v

un estimader Ingesgado de
sariana asintica dada per

(2.5

dends [ es Ia foneldn de denslind de X,
STRACION




2l Esta afirmacidn ex un caso particular del tecrema .1
demestrado en Serdling {198), el cual establece que para cuslquer
ninero p tal que O¢pct, st € es la fnica selucidn de Fi

converge @ f cen probilicad oo, En particulr, per
distrurlones Sstables cortimins,
distrlbneidn avoblo s fa tiiza o

ol peparcenti] muastial g, de una distritucidn
Forlamants csnisienta r(‘nl el 1, o b
preailliglo s sipres [ demeaeiS de b propesiein,

b Lomo la furid de dusidad de una distribusich estable es pezita

¥ contlun, sutonces por el fearamn

rada en

SIS 7o i s el Swlor (9, o, o3 asinollcamante
normal blvariads, con weter do medias 10, .er ¥ malriz da

varfarzss y cvarionzas o, dada por

(er i,

- =7t o
nffe )] nlfeg
« w

NI

I I )

Del teorema de Cramer-Wold (ver Serfling(1980) p.18) se concluye
que la combinacidn lineal establecida en (3.3) converge en distribucidn a
Ia distribucidh normal. Ademds aplicando la linzalidad del cperador E1x)
20 tlene

- [NV IREIR VLT S =
Ela]=E(-ru rq‘_a ‘h—ru"”" [Eurﬂl Eh,,,.nl]

1/a
o,

|




Finalmente, aplicatda o’ simetriy de la funcidn de densidad o la
matrix de varianzas 'y covarlacas, y¢ de la fdrmula para la varianza
de i comblnacidn Lines]. de variables slcatorias e Liene

Verfo)=§a ¥/ ( Varlaji I #Varlg, |-2Coday., g, 11=

(e 1 2r -t

[fra ]

23

i arattr s
a2l

affa, ]
w

2.0.0.
El siguisnt> tecrema establoce Ja distribusidn asintdtize del
estadfetice {3.4),
TEOREMA 3.1
Sean XiNarood,
identicamente distribuidos

s

dables alealorias  independinntss o
n fincidn de dintrits
04as2 Entorces o estadfaticn 1L

n £StyLa,e®) eon

rlbucidn a la
distribueidn ESE(a).

LEMUSTRAGICN

El teoroma 182 ootablece g lo funcidn de digiribuctén de s

R

dble aletoria
EStu,0"). Pedemos wntone
RESE

g coprezpends a fa dictribusidn

oo dosie g la cusesidh da varisbles

alsaterias

e conery
sleatoria con distritz
proposicicn 4.4 2} 1o

2 dictribusidn o una variable
4 LStao®). Adomds do e

a2 Lo varish

b oo la

aleatoria o




{1980} p. 19} cenclulinos que Ia sucesion de vériables aleatorias

plathza

u
converge en distribuciéh a wna variable aleatoria X con distribucidn
ESE(a).
200,
Se reslizf un estudio de simulacidn para Investigar la repides de
convargencia dz 1a estadfetiza (2.4) para difarentas valores do a. tales
quo 1Sas2, Este catudio sz llevd a cabo oplicands prusbas de borvlad
de ajuste a (3.4). Se wilizd ln estadfstica Andarzon-Uarling como
estadfstlca da prska y los resultades cbienides g2 musstran an a labla
3,2, de les ewales con un ni;

de slgificancta ¢=0.01, ze concluye que
la convergansia es répida para valorse

2 a entre 1y 1.7, siend> esta
aprosimasién bastonte busna para tamarier de ymuestia mayerns o &

que 15.

3.5 ESTIMACIN POR INTERVALOS PARA El, PARAMETRO DE
LOCALIZACION UNA DISTRIBUCIUN ESTABLE SIMETRICA,

La construccidn de intervales de confianzs para el parmetro de

tocalizacidn p do wma distribusidn sctable sind

<2 para ol o

o en fus
al expensnts saracteristive @
ferma andloga 2 =

da Ia distribuslh torm:

= pusds llevar 3 uabo en
e ¢ f

doica

densidnd y 2 L anal

e las estadfetiens (L0 v 13.4) a

ectolfetivns = v U Lol esthlar y Ustudat ) rospact

o, Ast
P, un interale de conli

para el pardetro de lesalizacldn gr de



uma distribuclén ESfa. ji o)

(\

Si-el evponiie caracterfatics o y 2l pardmelro de sceala son
eawetdos, un intervale de confianza al U-c}10% es

2 do la forma

e
donde 21

Para el caso en que el pardmetin da escala @ sea iessaeids los
resultados cbtentdes de

s et

simulacién propereionan dos
formas de construlr 1os inlervalos dz sunfianza para p. Unacohsiste en
wtilizar la distritucidh Ustihot en el rangs e salores de @ y tamaros
de muzsira donde esta distribucidh sca rebusta. Per I tanto, de las
conclusicnes obtenldas an s 2

> tone qus para n:lS y

salores de a enire L.
-1 100% es:

de cenflanza conslste en ulllizar
la ropidez de o

estudfatica tetudent ganeralizada
tione que para n21S y aenlrs 1y 1.7,
un intaale de b e U0 e

BIA Te5is Wi
S oo gy smﬁu



Sustituyendo ¢ gar cu equivalinte dadoen (4.3}, of Intervalo qeds
expresado por

Lumndo ol pardmetve de escola o es (\e.-f'cmmdg, cbserumnes que
para valeres de @ entre 1.3 y 1.7 y tamaies d2 muestra n15, se
pusden ullizor los cotadfticas 12.2) y (L4)

3 comstruir los
Alos de cnfianza. S estulid o ealidad de anibos crnsireciones
wds de ony estudio de simulacidh para cemparar la lengilud promedio
de ambos ultads obtenldas s2 vepartan
on la tabla 2.2, En cllas zo concloje qus la cxtruzelé g ulliza la
estadfstica (2.4), preporcions en promedio intarval zs mids precs
doci s meror lenglud, e o3 comaraides con 1 estadfaicn (3,21,
Por esta rozén recomendames el uso de fa estadstica (3.4) cuardo
aimbas comstruccionss tengan validez, Ademds debemos tener en cusnta
ol compertamicnlo bimedal de la estadfstica (2.2) a medida que o
decrace acercandzse  §

teralos da eenfianza, Les

3.6 SIMULACICN,
Las estudics de simulacién realtzadas en el presente trabajo se basan
en ol algoritimo presentsdo en Chambers-Mallews-Stuzk(1976) para



generar vartables aleatortas Indopendiontes con funcldn do distetbusidh
estable, El algorlimo cencldera dos variables sleatorlas w y ¢
digtribuidas Independienteiente camo una exponencial estdndar,  como
un wiforme en el intervale (n/2,1/2) respectivamente. Entonces
cen do=-11/2) 1tk [a) /), has evpresienes

iazt

sentp-gol [ S(Wu(w»%}!]ii'u“/u

S(a )=t [H:mp\o] tentg)-gIn

Lavee J

son repressntacioes de voriatles al

a5 con funicidh do sl
estable estdrar con expereite carastarfetics dinateo e zesgs Bl
La actodfeliza de prustn wilt 5 de bentad de
o5 I catodfaticn AtcronCarding A Ja cund para veleres sy,

to b Ratetbarst o epfien en:

SO ARSI TR R U E R

en donde X,y reprasenta la ectafotlca da sebn. Los valores erfticos ds

talfaticn ara algure niveles e signific

o ¢ y tamafos de
4 in 2 15 o0 les sigulan

LN UG

2.01

alores ceftices | 1610 1,033 2492 2070 %857

Se realizaren M=500 repeticienes = 13 estufios de simulosidn que



52 hicleron para investigar la robusticidad de la distribusidn t-stufent,
la rapidez de cenvergeneia de la distribusidn t-student generalizads
- calldad de los intervales de conflanzn construles eon tales estodletizas.

TABLA 2.1 .

Esladistica Anderson-Darling (AU} obtenida con muestres de
n=10 y =15 con 500 repeticionss, para probor fa rebustizidad de la
distribueldn Lstudent.

[ ] roo v T vor] tas [ was | 1w
[n=10]Abj0.2s2] 1195|1678 | rari] 1607 1722

|n=15] ab] .62 o502 ] vave [ 1ea

al 170 120

4D | 1.004 2,599

AD | 1.074 +.020
TABLA 2.2

de mustra

Eatadflica Andrson e, (ALY ctpridy i taman
cleerar o rapides de

0 eapaticicres,

enmrrgancia da la distribusidn Catirfant generalizada.

146
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5

rzo | 10 | 100

70 [ 160 [ s [ 10
3.800] 2010 [ Lase | raoe

5 | 0oes | 1085 | 0,552

=

0 1.637]1.513‘ 1.496| 1.213| 0:222 ] 0.247( 0.202{ 0.568

tstudent (L) y con Lo
=10y =15,

a9 e |
n=10{ 1 [1.975 [1.482

1,630 | 088 ] 2008

1226 | 1280 1,47
R

0.915

24,227 [30.576
RO,

[ |14z

250

16,30
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