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INTHODUCCION 

Desd<" rr1nc1p1os de siglo, se ha mostr<H1o qriln interés por 

tratar de expl 1 car PI C:f>mportarn1ento de 1 il matet'ia. 

Inicialmente, este t.1po (1e estudios suponiét, a partir de la 

apariencia externa, que I(>~; sistemas presPntat>an cierto orden 

y 8 imt' lr ra. lJn eJernplo cJe e::itos s1~;;tprnn~; son los cristales 

id~ólGs que ;::3t¿¡r'íJr1 c~1!·1~ ... t1111i(10S pnr ,-1,\ornos rC'~1ularmente 

espaciados, fo r-rnilncln ilS Í un p;itrón que se repite 

indefinidamente. le conoce corno 

traslacional. Lo;; modelos teór·icos capaces de 

describir a dichos ~1stemds están basados en métodos 

estadist1cos donde 

definidas y BU campo de apl 1ca~16n perfectamente conocido. 

la naturalez<i están rnuv leJo~; dt:I orden perfc•cto, por lo que 

se les conoce como sistemas desordenados. Estos sistemas no 

presentan s1rnetr'ia tr-aslac1é1nal. Los dc5ar-r-ol los 1-ec1entes de 

m6todos num6r1cos y de la mec~n1ca estadist1ca, JUnto con la 

teoria del estado sólido, 11ar1 abierto gr-andes pos1b1l 1dades 

para explicar este tipo o.Je s1:-;temas. 

Un ejemplo de sistema que prcs~nta gran cantidad de 

desorden son 1 os 1 1 amados v 1cir1 os de espín. Este nombre se le 

da a los sistemas magn6t1cos en los cualt>s, a bajas 
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temperaturas, laB IOt; l1h_1/1·u.::nto.s rnagn~t ir.os ' 
otro lado, deb1du a que estos sistemas presentan frustración r 

1 
! 

(espines} son aparentemente al azar y sin embargo se alinean 

en d1recc1ones talt•s que l;i energía del sistema es mínima. Por 

(éste término será definido en el capítulo dos), no existe 

ninguna conf1gur·;)l.1ón en que l.:i ener9íil de tocfos los pares de 

espines sea s1multaneamente mínima. 

Lo 1ntf'r·t~~1rH\tC en ,,..,s v1or·1os de P.bpín v0 mu(;hi:1 má~; allá 

del área de estudios de las propiedades de la materia. E 1 los 

han 1n;,pirt-'ldr, tQiji) u11il 11nea de pensam1entc1 ch~ lct mét..-:ánicl:l 

estadistica y mostrado profundas conexiones entre los 

comportamientos de un gran n6mero de sistema~ compleJOS. Las 

herramientas 1cór1~aLl ¡ lo~ concPptos que ~e han formado, han 

51do ap 1 1 CcHlOS diversos que v0rl desde 

la Biología. El caso más 

rle redes neuronales ó memorias 

asociativas en las que con un modelo de v1ar10 de espin se 

explora la Cilpac1dad de una r'ed neur-onal para memorizar y 

reconocer patrones. 

Esta tesis consta de lo~ siguientes capitulos: 

En el capítulo uno, se trata de dar una v1s1ón muy general 

de lo que se conoce como "sistema compleJo"; asimismo, nos 

referimos en particular a los problemas de opt1m1zación 

presentando algunQS eJemplos de esi:os. 

E.n el capítulo dos, se 1'ea 1 1 za una investigación 

bibliográfica sobre un tipo de sistema compleJo que en los 
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ú 1 t irnos años t1il r.au!"'1ado <lt'ril1 por 1 ilR 

caracterlst 1 cas q11p rorot.<•t1po de 

aque 1 1 os s 1 stem;is con 

(N .. oo). 

En el c:apí t 111., r•ntr e 1 •)5 

v1dr1os de y 

t>sta manera !'>P ("ot11d1.1 lii c •. 1p.1c.11J2 .. 1 dt> una r·ed 

funcionar como rnern0r1:i ii'"'c1Jt 1v;1. 

nr111·ona 1 para 

Mu ellas (¡(l:.'.i con 

~1r1.JI í ti;, ~-:rner1tt• 1 1., 

que es necesa1-10 acudir a otro tipo dí" me-toc1os C<)rnpl<'ment;H 1<•" 

corno, por ejemplo, la ~>1rnulac1ón computac1011.:<1. Un méto1j0 que 

11asta el rnornento ha :1 1 1.io 

problemas es el pr es~n t a,io t•r1 él e u a t r- o 1 1 dffio'.HiO 

m6todo de Monte Car lo. 

E.n el capítulo cinco se ut.1l1za el m,:tncJo d<" Monte Cilrlo a 

1nver-trgd1· un pron 1 ema espec1f1t..:o de redes 

neuronales. 
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CJiPITULO UNO 

SISTEMAS COMPLEJOS 

Dado que a la palabra "compleJo" se le pueden atribuir 

diferentes sign1f icados dependiendo del contexto, el objetivo 

que dentro de l <J l 1 tcr-<lltJI'<• ~'e conoce como "'> 1 stema compl e.io". 

Es común llamarle sistern::i compleJO a <H1uel compuesto por un 

número muy grande de elementos, y q4e muestra comportamientos 

colectivos. Por lado, sis ternas que, 

independientemente del núm~ro de elementos que lo constituyen, 

tiene un número reducido de soluciones y otros que tienen 

muchas. En e 1 pr 1rner· ca::,o 1 a so 1uc1 ón puedt• ~ll11 .. ún 1 ca o ;:i lo 

mis unas cuantas, y en el segundo estas pueden ser cientos o 

inclusive un número infinito. Nosotros 1 !amaremos "sistema 

complejo" a aquel que posee yn gran número de soluciones. 

1, 1 lQUE SE PRETENDE CON MODELAR? 

Generalmente al toparnos con un problema nuestro prop6sito 

es tratar de describir o modelar a éste para así poder 
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predecir su comportami~n1n por· medio de su soluci0n. Por 

modelar entl:"!ndernos da1· una descr1pc1ón en términos 

matemáticos, lo más senc11 la posible per·o, logrando que 

capture la esenci;:i del '.'.ístem;i que queremos describir; para 

esto es necesario rlist1n\1uir' las va1~1ablcs relevantes de las 

irrelevantes. Poster1onnt;11lt: se conrront <ir1 1 as predicciones 

con el exper1mpnto. 

Desde un pun lv .-Je \ 1 1st~ matem~tico, podernos reducir 

algunos problemas a p1'ol:·; 1 ernas v a 1' 1 a e 1 o n a 1 es . Por problema 

variacional entendemos a dqucl que muestra diferentes posibles 

c am i nos ti a e í a 1 a so 1 u e 1 ó n , encontrando dP esta forma, por 

eJemplo, el E.n loe; c;1sor, simples, la 

función puede tener u11 r11I111r •• o único•> un míme1'0 pequeño de 

el los de manera que IJ solución, sea fácrl de obtener. Sin 

embargo, en caso de que tratílramos de encontrar el minimo de 

un problema qu~ :- 11n ''sistema con1plejo'1
, nos 

encontrnriarnos que ex 1 ~ite un núrner·o muy gr«inde .Je tstos. No 

habría manera, por un lado, de saber el número total de 

mínimos, y por el otro ,si el que hemos encontrado es el 

minimo mis "profundo". 

'• 

1.2 ALGUNOS EJEMPLOS DE SISTEMAS COMPLEJOS 

A continuación daremos unos ejemplos de lo que llamamos 

sistemas complejos. 
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Si dcseJma~ pl;1nr~ar .-: d":·~{~,,r·(·\!(..l de unJ c1UdZld, de cntr·e 

cientos de cosas algo importante a considerar es el 

transporte. En los proyectos de transporte urbano es necesario 

considerar los diferentes medios de transporte, la cantidad de 

personas que pueden tranportar y la 1nfluenc1a que tienen 

entre el los. Todo Pst.o 1-esul téi muy compl 1cado. Pen:;emos por un 

momento en el problema <Jel contr'ol tie tráfico en una ciudad. 

Para encontrar una buena :Jc)luc1on a este prol)lema, es 

necesario tomar en cuent.:i un q1-,1n número de variables como 

son: la cantidad de automóv1le~; c1rculJndo, la importancia 

relativa de las calles, el niírner'O e importanc1J de las calles 

que desembocan a la c¡¡l le t~n cuestión, lil hor·a del día, el día 

de que se trate, y c•rcunstanc1as como manifestaciones, 

marchas, accidentes, etc. [ntre las cosas que tenernos que 

decidir estfin por CJemplo el tiempo en que un semáforo está en 

vt:r·Je o en r·oJo y la pr1or1<1i'1CI que se le <ia a una ¿¡rter1a vial 

determinada. 

Otro BJernplo es la red de distribución de correos. Se 

requiere minimizar el tiempo de entrega de cartas contando con 

un número limitado de carteros y empleados postales, así como 

de recursos económicos. 

Un problema que se presenta a menudo en las aerolíneas es 

e 1 retraso de los vuelos causildo por la aglomeración de 

aviones en los aeroruertos. Las causas se atribuyen a la 

distribución particular del tráfico, ya que éste debe cumplir 

con ciertos requisitos. Los controladores de tráfico aéreo, 
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iJDarte de otras cosas, dct,;·11 garantizar, que todo aYión,tanto 

1 os que l:lspcr;:in 1 .. r,1ar 

esti~ preparando para sal ir, mantengan las reglas requeridas 

de seguridad. Tambi6n es tarea de los controladores decidir 

qui avión debe tomar una cierta pista, a qu6 nora debe hacerlo 

y que maniobras debe ejecutar para lograr un despege o un 

aterriza je perfecto. O i cl1d t.Jré~a se v 1 ene a comp 1 i car cuando 

la demanda aumenta \'J que 109 avione,; er1tr·.:in y salen de la 

pista con mayor fr(eCLH~nc' ;e ! •• 4ue puecle 1 I e9¡_w a exceder 1 a 

capacidad del eistema. Al haber excesivos retra509 se obeerva 

inconformidad en los pa5aJeros, desor-gan 1 z ac i ün en 1 ()S 

horarios, uso 1 nút 1 combustible i.lBi como gastos 

innecesarios. A la fecha .:n 10::1 aeropuerto:> se utiliza una 

disciplina que la lldii>on "EL r>HIMERO OUE LLEG1\ - PRIMERO QUE 

SE LE Slf~VE". Esta estrategia es muy fáci 

desafortunadamente, causa retraeoo excesivos. 

de seguir, 

Sin embargo, 

algún esfuerzo se (icn~ q~e h~~er para minimizar el retraso u 

optimizar otras medidas que cumplan con lo relacionado a la 

inconformidad de los pasaJero~ sin violar 

seguridad. 

las medidas de 

Consideremos ahora un prob 1 ema que a 1 parecer no es tan 

cor.ipl icado como los anteriores, pero aun así, su solución 

óptima no es faci 1 de obtener. En una biblioteca se recibe un 

pedido de 1 ibros en diferentes materias, por ejemplo, 

Historia, Fisica, Geología, etc .. La biblioteca cuenta con un 

personal capacitado en la clasificación de los 1 i bros, pero 
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cñdii mtembro <i~I r1.~!~'"?('n:·':! est:.1. más fam1!1c.ir1z::ido con w1quna~ 

ireas por lo que tiene mayor eficiencia al clasificar ciertos 

1 i bros. Poi· eJernplo, Ana puede <.Jcornodar seis libros de 

Geolog.l:a en una hora, per-o si éion de Fíci•Ci1, ünicamentc puede 

acomodar cuatro por hora. Por otro lado, Jorge sólo puede 

acomodar un l1bt·o de Geolugl.a por· t1or·a ,y octiu de Física por 

hora. Si se cuenta con va1'1os emple~;cJos y muchos lib1'0S de 

materias divcr~os, le que se debe dec1d11· es qu5 catcgorins se 

clas1ficac16n de 11bros sea 10 m~s cf1c1cnte posible. 

En todos los probl~ma~ QlJe h~sta el momento hemos 

mencionado existen rnuctias for·md:". o mane1·aéi u:ff:rentes de hacer 

Para 

dar un ejemplo drár:lt1co podr·í«rnos .ve1' el citado problema del 

correo en el que seria absurdo pensar en hacer la repartición 

! .:::s ~ ' ,,. ~ .. .. .. --
"' 1 1 l. i V V \, 1 "-' \.~ 

dependiendo del color del ~;ol·r·e o (Jel peso de cada carta. En 

cambio, seria mfis eficiente entregarlas por zonas o cal Jes. 

Por otro lado, si se intentara obtener la mejor manera de 

repartir 1 as cartas por "fuerz¡1 bruta" , o sea, enumerando 

todas las posibles maneras de 1 levar a cabo esta tarea para 

despuis evaluar de alguna manera que tan eficientes son, el 

tiempo de vida de un jefe de oficina de correos o de un grupo 

de ellos seria insuficiente. 
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1,3 PROBLEMAS DE OPTIMIZACION 

Cuando nos encontramos con el tipo ele problemas ya 

mencionados y nuestro pr-opósito principal es encontrar la 

mejor solución, 

de optimización. 

se dice ~ue nos hemos topado con un problema 

En alr;uno:3 de t~stos problemas es posible 

encontrar una "t1uena" .:,ul11ción ut1l1zando tan sólo sentido 

común mientras que t.~n otr·o::.1 cdbOS !;e rcquer1r~tt invertir mucho 

tiempo y trabaJo péH~d u1.1Lt.:11t:r J:ctLJ 5r:i111(·¡/,n. P0r ()t0 tn(10 1 no 

siempre es po~ible hacer un modelo matem~tico simple para un 

problema dado. El µr1rnt:r ObJL~t1vo al Jtacar este tipo de 

problemas es dar una de:;r:1·1pc1ón rnatemi1t1r.ct clel sistema de tal 

la canl1dad a m1nim1zar para 

problema del 

"Agente ViJj('l'0" (tra·;;;i1n9 solesman pr-oblcm) debido a que se 

trat¡:i de un pr·ot:> l t;m<i fiúc 1 \ de' p 1 anteor· y que nos perm> te ver 

el procedimiento nent:i-;'>I a fie9u1r paro r·esolver e!Jte tipo de 

problemas. Dicho problema c3 el siauientc: Un agente viajero 

debe visitar N c11Hi<icles l leacindo finalmente al lugar' de 

partida. ¿Cuál es l<i secuencia que <Jebe seguir de tal manera 

que su recorrido sea el má;; co1·to posible?. 

A lo primero que debemos enfrentarnos es a tratar de 

identificar en forma conc1su las variables relevantes del 

problema para que de esta manera sea más "sencillo" encontrar 

la cantidad a optimizar. Dicha cantidad a optimizar se conoce 

9 
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como "función de costo" i' es una ftrnció11 Ji:. muchas v<:wiables 

(variables relevantes) En este ejemplo la función de costo 

correspondería a la ~istancia total que debe recorrer para 

visitar las t~ c1udadf·1_;. 

Si las sol uc 1 one~; Sl' busc«ir-;rn calculando la función de 

costo para todas l;;s Pc)t~1bl«'.'· opcrones, nos encontraríamos con 

que para N "elementos" el n~mero de soluciones es del orden 

de N!. Por rwoblt>m?l (JPI aqente v1a_¡ero el 

(función de la 

las pos•bles 

trayectorias requiere de gran e~fuerzo para determinar º 1 a" 

r·uta óptima, lii .-ornplce.11dJd de los cálculo~> aumenta 

exponencialmente cun el núrnt:ro de c1udade1; por visitar. En la 

práctica, solucione:.; i":'.dC t ,;,; so 1 amente se pueden esperar para 

problemas con unas cu,1nt¿¡5 var·1i1bles. 

1 .4 METOOOS PARA LA SOLUCION DE SISTEMAS COMPLEJOS 

Debido a la 1mportanc1a practica de este tipo ae problemas 

y a la falta de algoritmos ef1c1cntes para resolverlos se han 

desarrollado tratam1ento5 heuristicos. Los problemas que 

involucran si!:lte1nas compleJos aparecen a menudo en diversas 

fireas de las ciencias básicas y aplicadas, en particular en 

Física nos enfrentamos tanto con problemas no complejos de los 

cuales conocemos su solución de manera "fici l" como es el caso 

de 1 os gases ideale5, como tambi6n nos enfrentamos con 
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problemas que (Jfcb1do il su no ergod l r 1 (j•;d pueden tener 

diferentes realizaciones. Como eJemplo tenemo~, a 

de espín. 

lo:; vidrios 

La mecánica est<idíst 1 ca trata con promedios sobre 

va1·1ables m1croscóp1cas r•a1·a rxtraer prop1f•c!¡1rJes macroscóp1c¡¡s 

de un s 1 t;t ema; es asi (.orno JI tomar un núnH:ro muy g1·ande de 

partículas se obtiene el La 

hO aPs~rrol la supon1~ndo que es posible 

t empo1-a les, 

es dt'c1r, con lit h•pótes1~) ergódica. tstd 1·,1~·,:,tt!~.i1S nos dice 

que es equivalente obser·var un sistema a través dl'r tiempo y 

pr-omed 1 ar, que hacer n copias macroscbp1camente iguales del 

sistema (n·Ho) y prom¡;cJ,;¡¡· sor•re ést<1s. Los pror;lernas que 

cumplan con dicha h.p6tcs1s deben de alcanzar· un estado 

estacionario que caractt:r1z,) <il sistema con la energía en el 

estado de e-qu1I1t>1 i.: .. energía es representada por el 

Hami lton1ano del sistema. 

Las herram1en1as matcmát1c;::s utilizadas por la Mecánica 

Estadistica pueden ser ve ut1l1{1ad en t·I 

algunos sistemas cornpleJOS. Pero es necesar10 utilizarla con 

cuidada y re1nterpretar los result•dos. 

Un t 1 po de, sistema compleJO que en los últ irnos aftas ha 

sido de gran interés es el ya mencionado "vidrio de espín" que 

es una clase de s1stcrna magn!tico que exhibe desorden y 

competencia entre los estados f~rro y ant 1ferromagnéticos 

diciéndose así que el sistema esti frustrado. Se sabe ahora, 
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que un sistema con dPsorden como lo son los 

vidrios de espín no t1en~n un estado de min1md energía sino un 

gran número de ellos. 

Las mode 1 os desarTo 1 1 ;:irJos para deéiCt· 1b1 t' 1 os vidrios de 

espin a temperaturas baJas proporcionan un camino posible para 

entender lan po~31bil1cJocles dr- optimizar sistemas complejos 

SUJetos a conflicto c'ntre ''11:'. 1nteracc1011e~;. 

En el capítulo s1gu1(:1,u: ';e t1;:1blar5. más ampliamente de 

este tipo de aleac1onr<. rn<1qn<:t1cas y de las perspectivas de 

usar el mismo formal isrno ¡.>.·ira 1.1 dtac ot1·0~~ sistemas complejos 

como lo son las t'e<Jes neu1·ori .. ies. 
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CAPliULO DOS 

VIDRIOS DE ESPIN 

Todos nosotros hemos Jugado con imanes y notado las 

interacciones d~ fstos con algunas sustancias como el hierro, 

de manera que se observan fuerzas de atracción y repulsión, 

que semejan a las fuerzas electrostáticas. 

Un estudio más detai lado de e.:':> te fenómeno nos lleva a la 

conclusi6n de que se d8be a fuerzas que hoy se conocen como 

fuerzas magn6t1có~. Cl n0mhrP orov1ene del hecho de que los 

primeros materiales con estas propiedades fueron encontrados 

en Magnesia, Asia Meno1'. Históricamente el estudio del 

maQn.ctismo co111e11z;, e~::"'' estudio de estas fue1·zas. 

Las propiedades magn&t1cab de los mnter1ales tienen su 

origen microsc0pico en los momentos magnóticos atbm1cos, que a 

su vez son debidos a: 

1) El movimiento de los electrones en las órbitas atómicas. 

2) E! espI:n electrónico. Esto es, el momento magnitico 

intrrnseco del electrón, que puede describirse como un 

movimiento de giro del electrbn sobre sI mismo. 

3) Los momentos magnéticos de los nOcleos atómicos. 

Es interesante considerar lo que ocurre al aplicar un 

14 
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campo magnético externo a :o:-; matcriale.r, que t1e11e11 momento 

magnitico diferente de cero. La presencia del campo tiende a 

alinear los momentos ma9r1<5t1cos (indistintamente se us;:¡rán las 

palabras •momento magn6t1co• o •espin") segün la d1recc16n de 

éste, y el grado de <J l 'nea e i ón, que se conoce como 1 a 

magnetización H, estfi dada por el momento magn6t1co por unJdad 

de volumen. 

En la mayoría de l OS CíJ~lúS Ja maqnet1zac1ón 1nduc1da 

(magnetización qu·,, e:cJq111er'e el material cuando es sometido a 

un campo magnitico) es proporcional al 

siendo la constante (lt: proporc1onal:da<l la susceptibilidad 

rnagnitica x. Entonces se tiene M=xH. 

2. 1 CL.AS 1F1CAC1 ON DE LOS MA TER 1 AL.ES MAGNET 1 COS 

Lo3 materiales magn~t1co~ ~~ c!~~ifican, de acuerdo a su 

susceptibilidad, de la u1gu1ente manera: 

PARAMAGNETISMO: En un material paramagn6tico los átomos tienen 

momentos magniticos permanentes (fig.2.1~). Fn este caso se 

encuentra que la suscept1b1 1 idad es positiva, muy pequeda, e 

inversamente proporcional a la temperatura T. Es decir, 

x=C/T donde e es la constante de curie. Esta relación es 

conocida como la ley de Curie. Entonces baJO la influencia de 

un campo magnético los moment,.os tienden LJ orientarse en la 

dirección de campo, lo que induce un campo que refuerza al 

aplicado. La influencia de un momento magnético sobre sus 
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vecinos y v1cever5a, se rnan1f1esta ClJí11ú fucr:.:.Js muy pP.queiias, 1 . 

y a las temperaturas ordinarias las vibraciones térmicas ! 
producen las fuerzas dominantes en el material Esto da lugar 

a una orientación al az31- de los espines. 

La magnetización a un;i temper11tl1r¡¡ y un campo magnético 

dado, está dad;:i por e 1 n1ímer':' de momentos rn.:ignét 1 cos a 1 ¡ neados 

paralelamente a 1 campo <'n c:·(Ceso soh1-e e 1 núme1·0 de 1 os que 

están alinead0s ant1p;wcileli.llllcnte. Es poi- que Ja 

magnetización se iclent1fic,•1 corno un pa1·ámetr0 de 1wdcn. A 

temperaturas muy baJas y campos muy grand~ti tuda~ los momentos 

magnéticos est5n pr~cticamentc orientados en la d1recc1ón del 

campo, en esta s 1tu.:ic1 ón se llega i1 und magnPt1zación de 

s a l u r·;; e 1 6 n , esto es;:; la milgnetización máxima que el material 

puede tener. 

DIAMAGNETISHO: En los materiales diamagnéticos los momentos 

i 11rl11c 1 dos se oponen a 1 campo magn&t 1 co externo. 

Esto resulta en U()d ;,;u::iccpt i b 1 1 i dild negativa. Otra 

característica importante es que IJ magnetización es 

independiente de la temperatura. 

FERROHAGNEI 1 SMO: Los materiales que adquieren propiedades 

magnéticas en presencia de un campo externo, y las retienen 

aún después de que éste se haya anulado se conocen como 

ferromagnetos. 

Este es el efecto magnético más fácilmente observable. 

Ejemplo de estos materiales son los imanes permanentes, es por 

esto que históricamente el estudio del magnetismo se originó 
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A diferencia de los paramagne~o~ y la 

magnetización en un ferrornagneto depelld"" no só 1 o del campo 

aplicado, sino de la muestra. En 

consecuencia la magnetiz0c1ón y el campo no c.on necesariamente 

proporcionales, y por lo que la suscept 1t)1 1 i dad no es una 

constante. Una dcf1nlf:1ón más general de i<I susceptibilidad 

se expresa con la relac1~n ~:aM/aH. 

En los ferromagnetos x es positiva y muy 

Existen fuertes 1nteracc1un•.;:, entre los psptr1es que les hacen 

alinearse para 1e1 amente unos a ot1-os (f1g.2.1b). AUtÍ a 

temperaturas ordinarias, los pares orientados son tan grandes 

magnetización máxima obtenitid es del, 1r11snw orden que ia que se 

presentarla en los materiales paramagn6t1cos, SI todos los 

rno111c:ntc::; .,~tuvieran perfectdmente orientados en una dirección 

dada. Como resultado de e:.,ta 1ntcracc<ón los 

momentos vecinos es mucho menor cuando est6n al 1neados 

paralelamenLe que para cualquier otra disposición. El 

ferromagnetisrno no existe a todas temperaturas. Al ascender 

ista por arriba de una cierta temperatura Te (T>Tcl, conocida 

como la temperatura de Curie el "ruido tirm1co" resulta 

suficiente para destruir la alineación de los espines, 

haciendo con el lo que el material cambie su comportamiento al 

de un material paramagnético, en cambio, si la temperatura T 

desciende a partir de Te el material presenta comportamiento 

17 
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flrr- 1 bü oe la !emreratura de curie el ferrom,;onét1co. 

comportamiento del está caracterizado por su 

suscept i b i 1 i dad, definida por 1 a re 1ac1 ón: 

x·Cl(T-T,) (l) 

conocida como la ley de Curie La suscept1b11 idad 

muestra un punto singular a la temperatura 

temperatura (y por \.1ebaJol e:. i ste un<J magnet > zac 1 ón e5pontánea 

ya que x es 1nf1n1ta para M t111ita ¡· H=O {f><).2.2a). 

ANTIFERROMAGNETISMO: 

hay un momento total neto en fil ausencia de un campo magnético 

externo, sin cmba~90 hay un Jrreglo espacial para los momentos 

magnEt1cos individuales que est~ ICJOB de ser al azar·. Esto 

es debido a que 1 il e\ 1ntcr-acc1ones m.:ignét1cas favorecen 

or1en1dc1oncs Antiparalelas para espines vecinos (fig.1.1c), 

lo cual determina el e:·,tcFír:) de min1rni.l cner~gía, qut e: úntc:o. 

Se observa que 1 a suscept 'b' 1 1 dad mi.lgnét 1 ca es 

independiente del cRmpo magnético externo y que varia 

inversamente con 1 a fernper-atura (f1g.2.2b). A temperaturas 

mayores que Tt< (temperatura de Héel) el material se convierte 

en un material paramagnético. 

Una manera de v1sual1zar más claramente lo anterior es por 

medio del ham 11ton1 .:ino df.' He i senber'g, quien propuso una 

exp 1icaei6n teór 1 ca a 1 as observac 1 ones. En este modelo se 

supone que existe un acoplamiento entre los espines vecinos, 

18 
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donde el acoplamiento e~ lct constante de 1ntcracc1ón J 1J, El 

ham1ltoniano del sistema r&presenta la energia de 6ste y estA 

dado por: 

/{ w - L .J ¡¡S ¡S, - h. L s 1 (2) 
1/ 1 

donde el primer término incluye la 1nteracc16n entre los pares 

( ( 1 'J)) de eep1nes ~1 1 término el 

Dentro de este form,;l,,;rno, se caracteriza un estado 

microsc6p1co particular por el conJunto (S 11 (i=I,,., ,N) de 

valores tomados por los N espines de los cuales consta el 

sistema. Este conJunto St' "''Pc•cif1Cii dei1n1e11clu un punto en un 

llamado espacio de configuraciones. 

También, se considera como modelo mis scnci 1 lo el modelo de 

lstng, en el cual se asume fllJP los e~µ111t:.:. tcr;-¡,::r, !0s valores 

• 1 y - 1 . 

Si {Jijl>O el estado de min1rna encrgia se dari cuando 

todos los espines est.;n paralelos, es decir, se tratar·á de un 

sistema ferromagnético. Por otro lado, s1 !~'iJl<O los espines 

se encuentran orientados antiparalelamente dando lugar al 

estado de min1rna energia del sistema, esto es, el estado 

antiferroma~nét1co. 

Existe otro tipo de materiales magriéticos que se han 

venido estudiando en los ült1mos quince a~os. Estos son los 

llamados vidrios de espín, cuyas características difieren de 
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F 1 GURA 2. 1. Represen tac 1 ón esquemática de los 
espines en diferentes estados. 
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F 1 GURA 2. 2. Dependencia de 1 a suscept i b i 1 i dad 
con la temperatura. 
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las de los materiales arile1 1ormcnte rnenc,onildos. Estos fueron 

descubiertos cuando se experimentaba con aleaciones magn6ticas 

d 1 luidas, y algunas de sus car~cterist1cas causaron , de 

inmediato, gran interés: Primeramente VIO que a 

temperaturas ordinar 1 a>; mostraban comportamiento 

paramagnético, en T~Tvr: {donde TvE es la tempe1·atura de vidrio 

de espin la cual depende del material) la stn;cept1bil1dad 

magnética muestra un punto q1ngular, lo ~ual rarecerla 1nd1car 

que ocurre und lrans1ci6n de fase a esta temperatura. Sin 

embargo al observar rlirectarnente el a1stema (difracción de 

Bragg) al baJar la temperatura por debajo ae TvE aparentemente 

no se observa diferencia con el estado paramagn~tico (fig. 

2. 1d) . 

2.2 VIDRIOS DE ESPlN: UN POCO DE HISTORIA 

Se les conoce corno vidrios de espín debido a que presentan 

analogia con los vidrios ordinarios en lo que respecta a 

tiempos de relajac16n muy grandes y a Ja azarosidad Aparente 

de 1 os espines. 

Los vidrios de espin son una ctase de materiales 

magn&ticos en desorden, con interacciones J¡j competitivas 

(algunas de el las positivas y otras negativas) las cuales son 

fuente de frustración para el sistema. Corno frustración 

entendemos cuando un espin recibe ordenes de algunos de sus 

"compafieros" para que se al inie en una dirección y de otros 
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~Aww 

<pie no 

todos los esp 1 nes se ponen de acuer·oo por· 1 o que a 

temperaturas baJJS no hay una sino muchas configuraciones que 

corresponden a estados de mfn1rna energía. Tod,1 c0nf1guracón de 

min ima energía con t endr~, mue nos p,'!1·es fn1s t. r a1Jo:0
• 

1 il frustrac 1 ón 

es: Considérese el caso clf: 11··cc> esp.·ries (f1g.?.c\), Asümase que 

las 1 ig;:iduras ._112 Y 

estas tres tendencias ill rn1srra• tiempo. 

,,,¡ 
/ 

..¡.. J23 

( fc·rr·omélgnét 1 cas), 

FIGURA 2.3. Triángulo formado por tres espines 
de lsing, S¡=!t con interacciones J¡j· 
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como J 1J<O. Esto no5 lieva a que s, y SJ tc,rm:r1 valores iguales 

o d1st1ntos dada a la frustración.El Ham1 lton1ano es entonces 

(en el caso de que no haya un campo magn6t1co externo): 

J/ Vi~ - I: S ¡S ¡ 
IJ 

(3) 

Hamilton1ano (r'eCcH'<if·rn0'' que ~.e t1'ata de un¡, función discreta 

t;std st:ría del t 1 po dado en 1 a f t g. ¿. 4 

donde en el eJe X tendrlamos 1,1s drferente5 <:onfrguraciones. 

FIGURA 2.4. Representac16n csquem~t1ca de la 
energía l ibr'e corno función del espacio 
N-dime;nsronal de configuraciones. Mientras 
solo hay dos estados en ,;l material 
ferromagn¿to, en los v1dr1us de espln hay un 
nfimero muy grande de el los. 
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Las prime1'aS ot)ser·vac1one::. Je los v1dr10~ ut~ espi:n fueron 

hechas en metales como: Cu, Ag, Au, Zn, .... etc . .:n los cuales 

una pcque~J porción de sus itomos fue suslitu1drl por i opes 

magnéticos tales como: Fe, Mn, Cr, Co, .... etc. resultando en 

aleaciones magnéticas c!1luida:i. El desorden debe ser 

•templado" de tal forrna que los átomos sustituidos tomen 

1 ugares f 1 JOS il 1 é1Z ar. f'or "templado" se entiende que 1 as 

pos1c1ones d0 !~~ impureZílS son congeladas r5p1damente cuando 

asi lugares en 

forma azar·osa. 

En estos sistemas la intenicción ,J 1J que ~>e pr·esenta es la 

llamada 1nleracc1ón fH'.KY (17.uder·man-Ki ttel -K,1suya-Yosh1da la 

cual es debicJ.:i a que 

ind11-ectaniente entre el l<•S por rned10 de los electrones de 

conducción del metd 1, 1nauc1endo un acoplamiento entre los 

espines magn6t1cob. 

como 1/r3 y oscila con un pe1·1odo cornp¿¡r·1ib1e con la distancia 

de los espines obteniendo valores positivos y negativos. 

Posteriormente se cncontrarbn otros tipos de sistemas que 

exhiben comportamiento ao v1Jr10 de espín. Actualmente se sabe 

que la frustración y el desorden son las caracter1stícas que 

debe cumplir un matcr'ial para ser vidrio de espín. Debido al 

interis que generaron este tipo de sistemas compleJoS se 

desarrollaron varios modelos, 

comportamiento. 
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HOOELOS. 

2.3. 1 MODELO DE EDWARDS Y ANDERSON (EA). 

Siguiendo el rnodt>lo de ls1ng, en estP ff1t)<ir•lo, 105 momentos 

magn5ticos de los átomos se aproximan por ans finicos valore5, 

5¡=±1. 

Debido al carfictei- osc1 latcw10 de la "''''' ilCC1ón RK>,Y no 

lo que Edward5. y Andersc•n sug1rier·o11 que existe un 

estado de rnin1rna ent,rqi" cun espines al 1neados en direcciones 

definidas, aunque esté1c. pc11·c·c1p1-Jn est<w al 1'..lZ ar·. Esto los 

llevó a propone1- un mc•ciel•j en el cuill el º""'urdc·n cspac1nl de 

las impurezas (espines m2gn<>t1cos) es sustituido por un 

desorden en 1 a rn :t n n i t u el y ~. 1 g no de 1 .:i oi 1 11 te 1· a e e i o ne s en t re 

primeros vecinos localiza(ios en uni:J r·t:U rC:::i:..::a:- 1 r~rrn1tiendo 

asi que los espines est<'n regularmente espz1c1a<ior, en la red. 

Entonces, se supone que las interacciones son de corto 

alcance, y que 1 as igaduras siguen una d1str1~uci0n 

Gaussiana. Es decir, que; 

(4) 

De acuerdo a lo dicho anteriormente la energía de la 

configuraci6n microscópica va a estar determinada por el 

Hamiltoniano (siendo el estado de equilibrio aquel que está 
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relacionado con el valor mínimo de la encrgiw l 1t>re F): 

(S) 

donde el r-ímt>ol o < 1, J> qu 1 er-e dC'c ir que 1 é1 suma corre 

solamente sobre primeros vecinos. 

La contr1buc16n m~s importante de estos autores fue ta 

propos 1 c í ón de un nuevo pcirilrn.:t ro ele orden "local" que 

q~ lirn <S,(0)8 1(1)> 
.~. 

(6) 

con <S 1>=0, dondes, {t} :.:;e 1-ef1er-e al espín local izado en i ;:il 

tiempo t. Esto nos da la correlac16n de espines en un periodo 

largo de tiempo en ve::. de la correlación de largo alcance 

e:.;pacial 

Con este modelo se logró un gran avance, ya que fue 

posible reproducir teóricamente un punto singular en la 

suscept 1 b i l 1 dacl, sin embargo se encontraron valores negativos 

para la entropía. 

2.3.2 MODELO DE SHERRINGTON-KIRKPATRICK (SK). 

En un intento de sirnpl ificaci6n, Sherrington y KirKpatrick 

propusieron reemplazar las interacciones de corto alcance 
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propuesta!'. en el modélo de E.A poi- und 1 nteracc 1 ón cie largo 

dlCctnGe los c~p1ncs Je 1nt.eracc1ón fue 

introducida esperando una "solución exacta" de la teoría de 

campo promedio para los v1dr1os de espín. 

En este modt'IC• cad,, e:sr•ín 1nter ac1úi~, C(\n t•I resto de los 

espines que lo ro(1ean en el 

coordinación), y 1 as 1nteracc1ones son v.:1r 1At1les aleatorias 

por la ec.4. Dado que Jo y J son variables intensivas se 

escalan de la siau1entr manera: 

(7) 

de donde se pueden obtener variables extensivas como es la 

energía del sistema. 

Tanto en el modelo de E.A como en el de S.K se asume que 

Ls por est1..) qut' nv 

es correcto promediar la función de part1c16n sobre el 

desorden si no 1 a ene1-gí a 1 1 br". 

La energía l 1bre del :'>1::0.terna esta dada por: 

-~F • <lnZ(J)> con (8) 

donde f3::1/KT, k constante de Boltzman, Tres la traza; suma de 

todos los 

sobretodos 

estados posibles, ll•-'f..J,1S 1S 1 
(1/) 

la;; pares y, promedio 
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' Debido a las d1f1cultaaes 1 n v u 1 u.:. 1· ad J::; en e a 1 e u 1 ;ir e 1 ! 
promedio del logaritmo de unn variahle aleatoria, Edwards y 

Anderson consideraron conv!:'n 1 ente t1acer· uso de 1 a re 1 ac ¡ ón 

lnZ• llm(Z"-l) Podemos calcular <lnZ> 
n~o 

donde n es un número entero pos 1t1 v0 y z0 es 1 a función de 

Ahora (en L' 1 ut 1 1 1 ;:ando este truco y 

haciendo algunas man 1pu1 r·1c l oncs n«1teniií t 1 cas se obt 1 ene 

1;) 1 1 br·e expresada 

corno un func1on<il donde q 0 fl Y rno:fl !',on v ar 1ab1 es 

auxiliares, cuyo s19nif1cado 5e justificw posteriormente como 

parámetros de orden. 

Para poder obtener los par&mctros de orden fue necesario 

minimizar el funcional F (q0 ¡:i,masl obteniendo así: 

q.,·<S'S'> y m. • <S"> (9) 

donde a,13 son Indices de la réplica. 

Para poder dar una solución de estas ecuaciones, 

Sherrington y KirKpatricK propusieron la soluci6n de replica 

simétrica que asume que todas 1 as rép 1 i cas son iguales, esto 

es: 
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(10) 

Finalmente se identificaron los parAmetros de orden de S.K 

y E.A de tal forma que: 

Desafortunadamente e5ta solución demostró ser incorrecta. 

La primera seña! dP esto fue 1nmed1atan1ente reconocida por 

Sherrington y K1rKpatrick al calcular la entropra a bajas 

temperaturas notando que de nuevo se obtenía un valor 

negativo. La solución de Sherr1ngton y K1rkpatrick al modelo 

que lleva su nombre, predice un diagrama de fases (fig.2.5), 

tales como la fase paramagnética, ferromagética y de vidrio. de 

espin. 
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Poromognéto 
qa:O 
m:::O 

Vidrio de 
espín 

Ferrornognéto 
q"-0 
mitO 

\'.'¡; 
qoéO • ~l::i?F?o 
m=O 1 "'lQ.....-,,__ _______ ¡ __________________ ... ---

FIGURA 2.5. Diagrama de fase del modelo de 
Sherrington y Kirkpatrick. 

2.4 NO ERGODICIDAD DE LOS VIDRIO~ DE ESPIN 

Tras un í11~.::nt0 ne meJor,1r la solución obtenida por SK en 

su modelo, Thouless, Ande1»00n 1· P<ilmr•r (TAP 197/J 

considerar una aprox imac 1 ór. s; n 11acer uso del método de 

réplicas, Dicha aproxrhíilC:ón consistió en una expansión para 

temperaturas altas complementada por una teori~ de 

campo promedio que toma en cuenta el pi-ornea i o de 1 espín en 

cada 1 ugar y la desv1ac1ór. media de este promedio. Esta 

aproximación los llevó a encontrar un valor no negativo (a 

diferencia de la solución dP SK) para la entropia a T=O, Por 

otro lado, obtuvieron una solución que coincide con la de SK a 

temperaturas altas. Por debajo de IH temperatura critica de 

31 



los vidrios da e~pin TvE nhtuvieron un número muy grande de 

soluciones (parámetros de orden) de mAnera 

exponencial con el número de espines al baJar la temperatura. 

Cada solución corresponde a un mínimo local de la energía 

1 ibre y han sido 1ndent1ficados como estados metaestAbles. 

Posteriormente, Alme1da y Thouless ( 1977) ana 1 1 zaron ta 

solución de SK y encontraron que a tcmperaturao bajas la 

solución era inestable. Por dicha razón, Bray y Moore (1978) 

con el fin de encontrar u11<1 ~><.iluc16n e!>table 1-etoH1<ffon el uso 

del m6todo de rapl 1cds n~lo que ahora proponen romper la 

s irnetr·ía ent r·e las róp!1cas. El rompimiento de r6pl icas se 

baoa en considerar que la~. réplicas se d1v1den en dos 

subconjuntos, razón por la cual habría diferentes casos para 

los parámetr·os de orden. Haciendo usp ele esta aprox1111cic1ón se 

encontró que a T=O la cntropia seguía siendo negativo, pero a 

0ifPrencia i)e la encontrada por el método de réplicas 

simétricas ~sta ero mayor. 

En 1979, Parisi introdujo un nuevo parámetro de orden 

bm:i¡,do en las soluciones anteriormente mencionadas. Dicho 

parámetro propone una solución para el espacio de 

configuraciones de tipo fractal, es decir, , conforme la 

temperatura baJa el espacio se fracciona continuamente de 

manera que eventualmente éste queda •congelado" en un estado. 

Esto. eignifica que el sistema no explora todos !os estados 

posibles en el curso del tiempo, esto es, el sistema es no 

ergódico y es resultado de que se exhiba rompimiento de 
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réplicas simétricas en el su;tema. 

La solución propuesta por Parisi al modelo de SK y EA 

muestra estabi 1 idad a temperaturas l)aJas y pr:~dice entropía no 

negativa, por lo que hasta el momento es considerada como la 

mfia adecuada par-a estos s1stemds. 

A la fecha t1ilY rnucti,1 nelite tr¿itarFI•' de encontrar la 

solución cor r·ect~' ~~'.>í •'rHl'n ,hin twy muen a;; pr·eguntas que no han 

sido contestadas en p;,1·1.1c:ulc:w 

vidrios de espín reales (con núrner'o de cord1nac1on Z f11¡1to) 

presentan o no t1~ans i e 1 f1n til: f ,13e. 

de ser v1sí.vs <::or.io un" cl<1·;1· (Je sistemas desordenados cuyo 

estudio puede contribuir en gran parle il entender la física 

del desorden. 

Se ~u0d0~ h~cer AnAloaias entre los modelos de vidrios de 

espin y algunos problemas compleJOS. Una de estas analogias, y 

qui zas la más fascinante <=s l.:i apl 1c;:ic1ón de los modelos de 

vidrio de es pin para <.lt;5Cf' i b 1 r Redes NP11rona 1 es. 
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CAPITULO TRES 

REDES NEURONALES 

lPucde el cerebro entender al cerebro?, ¿ruede entender a 

la mente?, lEs acaso unJ gron "máquina",como una computadora o 

algo semejante?. E!; tas ~;o n a 1 9 un as de 1 as p r- e g un t as que nos 

hacemos acer'ca del runc1on;11n>ento del 1er·eb1-o. 

El cerebro esta Cl'•mpu,:sto de células ne1·vios.:is o neuronas 

cuyo númcr·o e:.; del nrrif•n d'" 10L,:. Una neurona tí.pica consiste 

del cuerpo de 10 célula cllyo diámetro se aproxima a 100 

( f i g. 3. 1) . 

Las señales de entrad;-, cJe 1r1tor·rnac1ún <;or1 r·cc1bicias a través 

de las dentritas en el cuerpo de la célula en donde son 

"procesadas". La sal ida de la información es llevada a cabo 

por el axón, quien 

neuronas. 

la distribuye a un nuevo conjunto de 
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FIGURA 3. l. Oíl>UJO esqLJemático de una neurona 
comtí n. 

El sistema lie señalt•5 e5 cloble: eléctrico y quimico. La 

seiial generada por la neurona y transportada por el axón es un 

impulso el6ctr1co, pero la señal es transmitida de célula a 

travEs de la 1 !amada unión s1nápt1ca. 

No todas lílS neuronas tienen el mismo número de sinapsis, 

mientras un¿¡s ti(,fo cuentan con unas cuantas otras tienen 

cientos de m1 le~.'-

3. 1 GENERALIDADES 

El cerebro al parecer no es un órgano cuyo entendimiento 

es senc11 lo. Dado que es un sistema muy complejo tanto en su 
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estructura como 0n su fu11c1onam1ento l1a cGusado desde hace 

mucho tiempo gran cur'1osidMJ en el hombre. Hasta el momento 

existen varias ~reas de la c1enc1a que t'f_>tfin de(licadas al 

estudio de éste organo, como son: la ari.1tornii1, que se refiere 

al estudio de como estAn distribuidos los diferentes elementos 

del cer'ebr~o, la f,,;1ologi<• que estudia córno funcionan las 

partes que i nvo 1 ucr'a el cerct.1'0 y la 111aner ,, en 1 ils que éstas 

las desviaciones 

de la conducta de 1 fl(j t V 1 OUO~) con re~pccto a la conducta 

promedio así como la p:J1colog:la anal iza el rnodo de razonar y 

pensar, la encargada de estudiar las sefialns 

eléctricas por medio de 

transmitida, etc. 

las cuales 1 il información es 

Sin embargo, a pesar de que se tiene gran conocimiento del 

cerebro, no se sabe a c1L'nc1a cierta el proceso por' el cual se 

almacena 1 a 1 nformac i 61\. E:o "4UÍ, J0ndc ;',;e i cntcmente :se ha 

visto que la Física Esl:_:uística pue-d<· J"~Jdr un pilpel muy 

signi ric<,tivo, .Sst.:J ofr·ece 11n p1'nced i mi cnto para 

estudiar desde un punto de vista estadístico el funcionamiento 

colectivo de 

información. 

las neuronas para almacenar y procesar la 

3.2 MODELOS. 

Desde hace tiempo se han venido desarrollando modelos 

simples para describir la manera en que se almacena ta 
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información en e 1 cerenr·o. Lo~; modt: 1 u::. que ~'" han r·c.-i 1 1 z¿¡do 

se just1f ican principalmente en el namero tan grande de 

n'eur·onas con las que cuenta el ce1 .. ebro y en que el 

funcionamiento de éste no se ve afectado a la destrucción de 

un número reducido de ella:c:,. Ahora bien, se considera que hay 

en promedio del onlen de 1015 sinapr,1~> por· cer·ebr·o. Debido a 

que cada neuronil pue(Jt; est:1r activa, si !;.i señal de entrada es 

más grnnde que un e i e1--. t 0 umbra 1 

podriamos dcci1· ~tic (~t Cf"l""0hr11 

estados posibles. 

o 1ilél<'t1v<i t::n c.-iso contrario 
t~ 

en total 1dad t 1 en,, 210 

En el proce~>o de f¡¡¡ic:' onami en to ele 1 cerebro cada neurona 

ajusta su estAdo de acuerdo con la suma de sefiales que ésta 

recibe del resto de las neuronas que las rodean. 

Uno de los dos primeros modelos f 1~icos que surgieron para 

describir el comportam1cnto de las redes neuronales fue el 

propuesto por Hopf1elJ (1902). Al que n0s referiremos en lo 

sucesivo. 

Hopfield mostró que exite una analogía entre las redes 

neuronales (conjunto de neuronas) )' los vidrios de espín 

vistos en el capitulo anterior. 

Dicha analogía se consigue si representamos a las neuronas 

por un ente con dos estados posibles: •activo• 6 "inactivo•. 

Estos estados son modelados por los espines de lsing con 

Si:+1(-1) respectivamente (de aqui en adelante se hablarl 

indistintamente de espines o de neuronas). La interacción Jij 

modela a la sinapsis que conecta a 1 a neurona Si con la 

39 



neurona Sj. Como e;~ 1 s t C'l l excitadoras Ji J >O 

(ferromagnéticas) e 1nt11b1dor'as J 1J<O (ant1ferromagnét1cas), 

es posible expresar los estados del sistema por el 

Hamilton1ano utilizado en lo;; vidrios de espín. 

(12) 

en donde el 

neuronas y el segundo t é1'rn 1 r1v e 1 acop 1am1 en to de 1 as neuronas 

con una señal de entr~da (en los v1dr1os de espín seria el 

campo externo apl 'cado) como por eJemplo, el sistema 

sensoria 1 . 

También en el capitulo anterior se mencionó que dado que 

existe una competencia entr·" las interacciones (JiJ mayores y 

menores que cero) se aenera asI un espAc10 de configuraciones 

muy complicado, es decir-, no existe un único estado ele mínima 

energía sino un númen> muy f!r'ande ele ésto5. En el caso de una 

red neuronal dichos mln1mos actúan como atractores, esto es, 

dado un estado inicial del sistema éste se relaJa llevando una 

trayectoria que siernp1-e v<i "cuesta abaJO", hasta que alcance 

un estado estacionario en el espacio de las energlas. 

Como consecuencia de esto, los mínimos pueden ser 

considerados como estados memorizados de la red (fig.3.2). 

Cada estado memorizado impl 1ca almacenamiento de información. 
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~ 
1 
1 11 
I ¡ I ___ ,J__¿,;, __________ -4l>-

r r GURA 3. 2. Re~wt=scn tilc 'ón esquemii t 1 ca de ¡os 
estados memorizados. 

Hasta el momento no hemos dicho nada acerca de la forma 

La característica 

principal que d1s\1nguc a varios modelos es la forma analitica 

en que se pscoqe11 las 

escoger l fl5 interarcionr~ equ:vale a especificar la posición 

de mínimos en el esp~c10 de l~s energías. 

El modelo de Hoµfield c~tfi hasado en la regla de Hebb 

( 1949) (en 1 il que se supone que cada espín S ¡ interactúan con 

z espines Sj) dado por: 

, 
J 11 m ( l / N) 2.:: ~ ~ ~ ~ (13) 

Aqu1 P es el nfirnero de patrones 5 1 por grabar, y (E;¡ l 

(conjunto de neuronas) es un patrón escogido al azar. La 
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dinámica de este modelo :"' 1ntrocture como una relajaci6n 1 
B 

asincrónica de la energía. 

3.3 FUNCIONAMIENTO DE UNA RED. 

Hemos estado hablando constantemente de una red neuronal, 

s 1 n eml)argo debemor; pr-;:-:1un t .:irnos qu<5 carac t ér 15t1 cas debe , 
j 

'') RECORDAR (recuper;H· loo, pcitr'(.1nes ;;pr·<;nd1doc>), 

El ta mod1ficac1ón de las 

5111aps1s reaJustan su "f1h'r·za" rnocj1f1cando .:is.í el espacio de 

cxpertmentat, co1no lo veremo~ µubtcr:0rmpnte. 

s1 un esta(10 1n1c1al \ié: ta red es S 1 (OJ y estii cercano a un 

patrón modelo el !listem:i 1-esponcle de ;:icut:1·<J,; a lv dinámica de 

la ec.12, llevándolo a un t>:s(ado estac1onar·10 S", el cual es 

1d6nt1co o al menos muy cercano al patr0n mo~elo. 

Una manera práctica de eJempl1f1car lo anteriormente 

mencionado es 1maginfindonc>s un paiSilJe montafioso como analogía 

al espacio de las enet'gl;:is en los v1cJt·1ot; de c;;piri. En este 

tipo de paisaJeS es casi 1mpos1blc saber cuál es la cuenca mis 

p1'ofunda, y menos aún, si nosotros estamos dentro de una de 
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ellas. Ahora bien, supongamos que de una cuesld dejamos rodar 

una pelota (¡¡¡que S" dC'sliza con mucha fr'icci~nll!). La 

pelota caerá en la cuenca en la cual se dejó caer y su energía 

disminuirá a medida que esta caiga. Dicha cuenca equivaldria a 

un mln1mo local tanto de los vidrios de esp5n como de las 

redes neuronales. La pelota no cambiarA su estado al menos que 

se le aplique un impulso e1<tc1'ior palabras en la cuenca más 

cercana permancc1t:ndc• ¡,l;i hasta que no haya un impulso 

exter 1 or que cáu~e i 0 ¡_,_(,;: tr ...;1- ¡u. 

Ahora bien, es necesario cuantificar de alguna forma la 

cantidad de ruido permitida en la recuperacón de patrones. Una 

manera de •medir" que tanto translape existe entre el patrón 

modelo (ml:nimo l OCil 1 <.JE' la energí<l) y el patrón inicial (de 

entrada) es por medio de la distancia entre el patrón inicial 

y el patrón modelo Sº. Dicha distancia, que interpreta la 

fracción de errores, está dada por: 

(14) 

con el traslape: 

q., ª (l/N) [ <S 1>. <S 1>• 
' 

(IS) 

Este traslape es equivalente al parámetro de orden que 

representa el espacio de configuraciones de los vidrios de 

espin. 
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Ve§moslo m5s claramente: 

Supongamos que tenemos tres arreglos de 3x4 espines cada 

uno (fig.3.3) en los que cuadros blancos valen +l y los 

cuadros negros -1. 

r 

Entonces; 

lo que quiere decir que entre el patrón o y el patrón f3 hay 

gran semejanza o lo que es lo mismo tienen una distancia de 

.045 en cambio, entre los patrones a y y no existe casi 

parecido alguno teniendo una distancia de .95. 
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3.4 SEMEJANZAS Y DIFERENCIAS ENTRE UNA RED NEURONAL Y UNA 

COMPUTADORA. 

Con la experiencia se han logrado visualizar las 

caracterist1cas tanto de las redes neuronales como de las 

computadoras. De manera muy general se ha visto que mientras 

una red neuronal es rap,c;z de r-esolvor p1'oblemas aleatorios, la 

computadora es capaz de hdcer operaciones mucho m!s rip1do de 

lo que lo hace una red neur'on;il. Dich;w operaciones requieren 

de algoritmos o recetas para poderse efectuar. 

Desde el punto v1std tebr1co de la computación, uno se 

pregunta ¿.cu~les son 1., c:c.rilcterist1cas de las redes 

neuronales que son cornplet.1rnt:nte diferentes a 1 as de 1 as 

computadoras comunes?. Pr 1mer¿¡rnente, 1 as computadoras comunes 

redes neuronales son de ·rn~moria asociativa•. Una computadora 

convencional almacena 1nformac1ón asignindole a ésta una 

dirección, lci 4ue 1dent1f1ca el lugar en donde el dato va a 

ser almacenado en el disco o cinta magnética. cuando el 

procesador central requiere un dato, ól da instrucción de 

leerlo en una dirección particular. La dirección por si misma 

no contiene información sobre la naturaleza del dato 

almacenado ahi. 

Ahora, reflexionando un poco sobre nuestra memoria. Si 

nosotros pensamos sobre un amigo en particular, vamos a 
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recordar·· var 1 05 t1ect10~; cumu; t.•i..ló1l 1 e 0 ! o 1~ de pe 1 o 1 

altura, traba.io, familia, cJ~la, h1stor1a personal,. .,etc. 

Estas caracteristicas de alguna manera son c0mb1nadas en "la 

mente" para fonnar la memoria del 11Hl1V1(Juo. P;1r-a r·ecordar, a 

V€'ces se da el ca'.;o (je que estos d,1tos 110 ,;on '.>!lf1cientes para 

relacionar ci '11J 1 Cll le P<:1'te11c·ctcíl, cntonccc'ó, seria necesario 

otro tipo de fuente, como por CJCmp\o, \ il voz' la 

cual a l 0 me J (1 l" es un e ,1 r i1 r: t ('f~ Is t 1 e ;J rna. ~; fu e r t ~ par· a re e o r dar 

Lo que se quie1-p clec1r con todo esto 1•:; q11e en la mente 

humana no l1il/ alrnace11am1ento ele la 1nfor'111ac1ón por' dir-ección 

sino por contenido de manera que existen muchos caminos para 

\legara ella. 

3. '5 lQUE SE 1NV[ST1 G1\ ACTUALMEMTE? 

En \o:o' últimos i'lriO'.'l el 111lt:r'éS en Id~; l't':<'1es neuronales ha 

aumentado enormemente. Este interés se debe por· un 1 ado, a un 

intento de meJor-ar la arquitectura computac1onal actual, y por 

otro en tratar ele emular·, lo más cercano posit,\e, a la mente 

human a, 

Es bien sabido que las computadoras tr-¿¡dicronales, e 

inclusive las supercomputndoras, 1 as que poseen varios 

procesadores que trabajan en paralelo, no son adacuadas para 

resolver cierto tipo de problemas que para un humano son tarea 

senci 1 \a, 
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algoritmos o recetas. Estos algoritmos han sido diseaados 

teniendo en mente las arquitecturas computacionales 

tradicionales. Existe una 1·ama de la computación que se conoce 

como inteligencia art1f1c1al. L.:i inteligencia artificial 

consiste en hacer programas que hagan que 1 as rnáqu i nas e><h iban 

ciertas caracterlsticas de "intel igcnc1a". Es importante ser 

un poco m~s especif 1cos acerca du éste término. La 

hombre KP caracteriza por un comportamiento 

adaptivo, orientado por rneta!;. Esto es, tiene capacidad de 

actuar eficientemente en situaciones nuevas mediante el 

entendimiento y el razonamiento. Con el uso de la inteligencia 

artificial se han logrado progresos sign1f1cati~os en intentos 

de simulación de al~unas caracterist1cas de la mente humana. 

Algunos de estos logros son: 

Decisiones: Ha sido posible progromrJ1· .;;0;o,put:!d0r;i<1 para la 

toma de de~1s1ones en problemas complejos no nurn&ricos. Por 

eJemplo, en juegos de aJ•~drez. 

Procesado de lenguaJe natU4"'fll: Algunos aspectos del 

lenguaje, tales como la sintaxis han sido procesados por 

programas de computadora. Otros aspectos han sido más 

dificiles o imposibles de procesar, debido a que involucran la 

ambigüedad inherente del lenguaje común. 

Reconocimiento de patrones: Con óxito moderado, se ha 

logrado la identificación de escritura, mapas y espectros de 

voces. Sin embargo, siguen siendo un reto la implementación de 
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r1ertas funciones como 1 a pcrct'PC 1 ón, la abstracción, el 

aprpnder de la experi~nc1a, etc. 

Un a5pecto I Zt de gran 

1niportanc1a tec11ológ1ca son s 1 ~>temas expertos que 

dt" (!Stos s1stcrnac> S(•11 10~1 rot>ott>. Hay dos tipos de robots: los 

'11· trayector·1a pr'o91 Drnac1a y In~·; l l<1méidoé; 1·ot;0l~• 1ntel 1gentes. 

l •,~i pr 1meros1 1 él 1nd11str1a 

.i 11 t orno t I' 1 z par a so 1 d ,.,,. , p 1 11 t ar . y o t 1· il s •)pe r' a e 1 o ne'' r u t 1 na r i as 

y ted 1 osas, o en 1 ª'; que ~•E' 1·cqu 1 ere rap 1 ucz y prec 1s1 ón que 

1ncap,1z de <1lcanzar·. Por otr·o lacJo, un robot 

poseer un s1~;t¡:miJ senc101·iril. Desafor·tunilrlarnente, no ha sido 

pc1s1ble la crL'ac1ón dt: t•ntt' tipo de sist,;mas, aunque, corno ya 

hf'rnos di cho, !-:-;g:-'c:. ~;i 8 111f1cat1vos con 

1 n te l i 8e11 l C'!=> los que curnp 1 en con ciertas 

r.<"tractt'r1st1cas l1m1tac!Js •k 1nl,~l1genc1a. D1cl1os robots están 

(palabras que usaremos 

1nd1stintarnente) especializado para que cumplan con tareas muy 

t:ospecíficas. 

1 Se usarán los angl1c1smos "software" y "hardware" debido a 

que éstas son las palabras uti 1 izadas cornünmente en el 

lenguaje para representar a los programas y a las componentes 

de una rniqurna respectivamente. Las palabras correctas en el 

Pspafiol son programas y c1rcuiterla. 
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Tales programas, como todo~ lo~ escr11nA para arquitecturas 

computacionales convenc1onales, están basados en el uso ctc 

algoritmos concretos con instrucciones precisas a seguir. 

Tlp1camente, las decisiones que hay que tomar para resolver el 

problema están descritas por árboles de torna de decisiones. La 

evaluación de las dec1s1ones depende de 

ramas, que ref leJan 

Por ot1·0 l ildo, 

algu~ai funciones 

si PI pr-opós1to es 

neuronales tales como l.:i:c; 

los pesos de las 

estos. 

ar- t i f i c i a 1 mente 

sensor-tilles, las 

motoras y algün tipo de "procebu interno", es necesario tomar 

una ruta radicalmente diferente. Es por Esto que las redes 

neuronales han causado tanto 1nteré~\, pues rompen con los 

esquemas convencionales, y tienen arquitecturas más apropiadas 

para implementar Jan funciones que re~i6n mencionamos. Este 

tipo de sistemas consisten en redes compuestas por elementos 

simples, interconectados de ta t manera que, idealmente, 

simulan la .;;structur;i dPI sititema nerv10::.o. El atm¿¡cenamiento 

de la información en dichas redes se real iza al modificar las 

interacciones entre los elementos ("neuronas"). 

Las arquitecturas de tas redes neuronales artificiales 

[redes computacionales) que se han propuesto hasta ahora, 

representan aproximaciones sumamente simplificadas de tos 

sistemas biológicos a los cuales éstas tratan de modelar. 

Debido a que la arquitectura funcional de los sistemas 

biológicos aun no ha sido comprl}ndida completamente, debe 

entenderse que tas arquitecturas de las redes neuronales 
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la estructura real del ce1-eb1n. 

Las neuronas pueijen ser representadas por elementos de 

hardware~ tales como componentes electr6nicas u ópticas. 

También pueden ex1st1r como programas que eventualmente 

correrán en un apropiad('. S1m1 lartn<'nte, las 

1nteracc1ones se resuelven por medio de l1i1l'llwa1'e o software. 

del si.<:;t.~mil nervioso ele! 11ombn:, que exhiben l1ab1 l idades tales 

como: 

neuronales tengan <Jescr1pc1ones cuantitativas de ObJetos a ser 

reconocidos, no conJuntos º" c1·oterios ló31<'os p.:or-a c11st1nguir 

este objeto de obJ<•tos :.;1m1lares. En lugar de esto, se le 

muestra a la red npur-onal t;Jemplos de obJetos (car"a5, partes, 

escena5) JUnto ron su" 1..Jcn'!:ifiC:'<·iones. Esto se va a 

memorizar de tal po-oduzca Ulld r·cspuesta 

apropiada cuando el ob.ieto se vuelva a ver. Estél habilidad 

ti ene impl icacoones profundas en el rocor.oc 1mi en to de 

patrones. 

Generalización: En el p1'oceso de roconocimiento de imágenes 

una característica fr-ustrante de 1 as computadoras 

convencionales, es que las presentadas deben corresponder de 

manera muy precisa con alguna im5gen aprendida por la 

computadora, y asi tener- la l'espuesta deseada. Por otro lado, 

las redes neuronales pueden tolerar variaciones en sus 
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imágenes de entrado y aun así producir la rcc;puest;¡ correcta. 1 • Un ejemplo de esto serla un sistema entrenado para reconocer 

lt>tras impresas. 

- Abstracción: Las redes neuronales pueden abstraer el "ideal" 

de un conjunto de prueba no ideal. Supongamos, por ejemplo, 

que entren amo::. il un;i t'ed para reconocer e 1 alfabeto 

mostr5ndole sólamente 1mfigcnes con mucho ruido. Después del 

entrenamiento el s1~tema puede reconocer un carocter dcfnrmndo 

y produc 1 r en !;1 sal 1<J,, lll'. cilr;icter perfectamentl' bien 

formado. Esto a pesar ck qtJe al sistema Jamás se le mostró el 

caracter bien formado. 

Es importante enfatizar que las redes neuronales no son 

sólo otra tócnica comput.ic1ondl. Estas representan un av¡rnce 

si9n1f1cztivo en la manera de resolver cierto tipo de 

Const 1 tllY<'n un rnodo de computación que es 

fundamentalmente diferente y que tiene un y1 an nfi~aro de 

ventaJas y apl !Cac1ones. se t1d visto que estas máquinas tienen 

caracteribticas an~loRas a la 1nteligenc1a del hombre pues son 

capaces de resolver problema:J que una computadora convericion.Jl 

solamente puede atacar con 1 im1 tac iones, y los cuales un niño 

de cinco años puede hacer con facilidad. 

La investigación en redes neuronales es de caricter 

interdícipl ina1·io, pues involucra gentes dedicadas a la 

Computacion, a la Electrónica, a la Ingeniería, a la Biología, 

a la Fisica y a las Matemüticas. 

Dentro de la Física, ha tiabido gran interes en los 
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lar~o Rlcancc (como se h~ 

mencionado a lo largo de este capitulo), debido a que es 

posible hacer una analogía entre 6stoe y las redes neuronales 

. Estos sistemas han servido para modelar las redes neuronales 

por medio de recetas para las matrices de interacción 

(Hopfield 1902, Am1t et ill. \905-l9(H, Mezard et a 1. 1986, 

Gardner 1986, Br·uce et al. 1981), ya que 1 as i nter·acc iones 

definen loe minimoe del sistema, o puesto de otra manera, la 

Un hecno interesante es que en estas redes, la información 

puede ser recuper31ja por· contenido y no por cJirección. Esto ha 

llevado tratJajos en los que se analiza con mucho 

de ten ím1 en to c 1 ertoB puntos, corno !30n: 

- Capacidades mix1ma y óptima de alm,cenamiento en base a 

márgenes aceptables de error. 

- Estructura del espacio de conf 1gurac1ones. 

Uno de los puntos de mayor importancia en la actualidad es 

el de encontrar una manera óptima de proponer y evaluar las 

reglas de aprendizaJe parJ las interacciones (J¡jl· se han 

considerado reglJs de varios tipos, entre el las podemos 

mencionar las de tipo 1oca1, no local, simétricas, 

antislmétricas, lineales, no lineales. 

Los puntos que hemos mencionado forman parte de un gran 

nürnero de problemas que hJsta la fecha no han podido ser 

resueltos del todo. Sin embargo, se han desarrollado modelos 
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que son de gran ll t 1 ¡ 1 o ~!l.i Pdt·d e11 Ct':l1(i1._:r uccrcw de este 

fascinante problema: J,1;; rt~de;, netwona 1 es. 

Finalmente, e!:)te campo se ve muy 

prom•~tedor, no t"i(1 1 o de:.Hie el punto lle vista de la 

reconocimiento de 

p;:itroncs, desal'ro 1 1 o <Je la próxima 

D1cflas compu t adot'as 

~Pr~n capaces de Ja exper1enc1a y de 

recuper'ar 1 nformac, f,n r~n t><.ise a ~;u con ten 1 do y no por una 

dirección. 

1 
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CAPITULO CUATRO 

ME10DO DE MONTECARLO 

En la Física es frpcuente encont riH prot• 1 f'fnilS que 

muy grande. l21 I ros t~ 1 (. étbO tit:- 1 n~1 e 1Pc1 t~ont-s f.·n un só 1 1 do, de 

las mol(,culas clp un 9.is en un rec1p1Pnte, .... , et.e. Mucllos cie 

31.J, siendo M el núrn<,r .. o <JP partículas. de resolver 

d1clias 1nteg1 .. a1 <'s por métodos num6r' ce,~; t:s tá fuera de 

~11S('ll!'l1é•n. Para ilustrar (·cito, oupon 1Ja1n•_i;_1 que un problema 

físico s•• 11a logr·arJ(• rech1cor· a ltl evalll<H1i.i1 de \lílil integral 

en M dimensiones y que 1;,1di1 coordenada \ornt' 1 o di fer'entes 

valores, entonces e 1 

puntos. Pélra un valo1- de M:·60 y una cornputr1dqr.1 muy rápida 

evi.t 1uac1 ones por segundo, es to tomarla 

aproximadamente 1053 segundos, ¡más de 1034 veces la edad del 

uní verso!. 

Algunos de estos problemas se pueden tratar en forma 

analitica acudiendo a ciertas aproximaciones como son: 
• 
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teoría de campo promedio, el método de punU> ::;1 l l.:i, la l.t·orí<1 

de perturbac1onf':;; que ut.1l1z<1 apr'oxirn<1' ":in1·,s restr1ct1vas,es 

decir, perturbaciones pequefias. Otra ¡.•0'.'•1b1l1dad que en 

general 1nvoluc:ra aprox1mt~c1ones nH~n 1.l~, lf':.::.tr1<.~t1va5 e5 el 

1 !amado METODO DE MONT[ CARL.O IMMC). '"'n f'''.I•· mútodo también 

métodos an,; 1 í t 1 C(•S, cr.mn c'ti l' 1 coso de 1 (''' 11 arnodns s 1 stemas 

~. 1 ORIGENES DfL HElODO 

pr i ne 1 PíidO de Mr.i1,1•:0, 1 a cu<'• 1 \'lc1nó !"U Lima en I' 1 mundo como 1 a 

capital dt> la ruleta. Poc11·íamoc' encont1.-,Jr una t'elac:rón entre 

del HMC es una rueda que dl'C1d~ la suerte. 

Des(Je hact> mucho t 1 f'rnpo 1 ;1 bcl~H! t<:ó r· 1 e <.1 do 1 MMC era bien 

conocrda. Es más, algunos proble-mils Cle estadística se 

resolvían empleando rnuestr·,;s aleatorias, e~;to es, aplicando de 

hecho el método de Honte Cario. Ante:', dP la apar1c1ón de las 

máqurnas computadoras este mEtodo no encontraba apl rcacroncs 

sufr>::1entemente ampl 1ils ya que el proceso de simulación de 

variables aleatorias "a mano" es un proce-so muy 1abor1 oso 

(como tirar 103 veces un dado). Actualmente los matemáticos 

han meJor;vJo esto. No llay una rueda que gire como es el caso 

(fe la ruleta pero si programas de computadora 11 amados 
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"9pncrado1·e's dP nürneros aledív1 105" que harpn el papel de 1 a 1 
ruleta. 

4. 2 l')EF 1N1C101~ 

El MMC e " ,, 1 " .. soluc10n que reprPsenta un parámetro 

hipotético en un prolilcmci. SE- t1s.1 una secuencia de números 

azaroso5 de tiil n.;rne1-a qut' IJ muestra de la piJblac1ón permita 

estimaciones estadist.ca5 d~ los parimetros. 

num&r1co que pe1m1te simu!Jr cualquier proceso cuya marcha 

r-1tl'a1(1r1 ofl. Tamt11611 permite resolve1-

problernils, por· ~·.,1c:mplo en el irea d~ malem5t1cas, que no 

tengan la mt>nor i·,;li11;ié-r1 con cut:st iones alezitor·1as, inventando 

un método prob,1b1 IL:-t1c0 ¿wt1f1c1al que permita la solución de 

4.3 EJEMPLO DEL METODO 

que la meta era calcular 

cantidades que apal'PCCl1 como resultados de integrales cuya 

dimension es muy grande. U11;:i forma de 1 lustrar esto es 

considerando un problema simple en una dimensión. 

Supongamos qu"' º" clcbe evc.luar la integral: 

• 
l m f f(x)dx a<x<b (16) 

.. 
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E;.,1st¡:n d1fcxcntc:: f&1'11'11li1S para evalua1· dicha función en 1 
va 1 ores muy par t 1cu1 ar'es de x, pero tamb r l:n es pos 1b1 e cono<.oer s 
el valor de la 1nteg1-al pensando en el promedio de f en el 

intervalo [a,l1), esto es, puede~ ser calculada escogiendo al 

azar n puntos X1 del intervalo [a, b) distribuidos 

uniformemente. Por· lo que obtendriamos; 

( 17) 

Llamémosle "muestr·t:o ""'' 1,,,,blcm¡:¡s" il la forma en que se 

muestrea en este eJemplo, que consiste en considerar que 

todos los puntos en donde la función es evaluada son escogidos 

uniformemente, a pesar dP que la función no se especifique , y 

esto nos l levaria a tene1· und estimación más o menos eficiente 

de la función. 

Bien, ahora supongamos el caso en el que la función f(x) 

las colas de la función van a contr1bu1r insignificantemente 

en Pl promedio, por lo que seria mis ef 1caz muestrear la 

func16n en los puntos que m5s contribuyen. 

Por. eJemplo, si nosotros dese5ramos saber el promedio de 

estatura~ de las gentes del mundo, no serla adecuado escoger 

una persona como representante de cada país dado que el nQmero 

de habitantes de pais en pais varia enormemente; entonces lo 

conveniente serla escoger un nQmero de representantes de cada 

país proporcional al n\imero de habitantes que éste tiene, para 
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asi tener unR ~prox1mac16n mis cercana al valor promedio de 

las estaturas. 

En nuestro caso escog0riamos los puntos con una cierta 

probab1l idad p (X)• Supongamos que podemos construir una 

función p(x)>O tal quf' cumpla con las características de f(x) 

y que pueda ser evaluada anali1camente. 

J p(x)dx .. l (18) 

entonces obten&mos: 

• • 
1- J f(x)dx- f Cf(x)lp(x)]p(x)d.): (19) 

~ 

Con todo esto hemos llegado a la idea de mues1reo por 

importancia ya que es posible escoger los puntos xi de acuerdo 

conJ p(x)dxen vez de escogerlos uniformemente. 

Dado que nuestro 1nter¿5 de entender la herramienta que 

proporciona el 

dejaremos el problema anterior para asl poder dar más 6nfasis 

al propósito deseado. 

4.4 PROBLEMAS QUE PERMITE RESOLVER EL HETOOO 

Para simular un problema en f1s1ca estadística y 

resolverlo por medio de HMC es necesario empezar dando una 

descripción del sistema en términos de su Hami ltoniano. 

Posteriormente se selecciona el ensamble asociado a dicho 
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51blt:illd1 2! Cilnónico, 

grancanónico, .. ,etc., po<ler' calcular cualquic:r· 

observable como 1 a temperiltUr'a, e 1 vo 1 umen y otros usando 1 a 

función de distribución apropiada y la función de partición. 

En general la 1deL1 es rnuesfrC'ar la contr1buc1ón principal para 

Veámoslo rnC\'; r.clé1r;irn"ntt·. 

Sea M e 1 tlürnl.~1-0 i:1e partículas. Asociado con cada 

partícula 1 ex1slE· un con_¡unto de var1alllet. d1niirn1cas (s 1 J que 

repreE.entan 1 os 1 1 l>t:'I' l iJJ. [ l conJunto 

( 5i)::(51' ... 'SN) descr1bP el espacio de conf1gurac1ones . Sea 

x un punto en el espacio dt' con·f1gu1-ac1ones. Asumimos que el 

sist~rna gobe r·n al1o por un Harn1ltoniano H(x), que 

Se desea calculcir 1,., ob~>er·vable A del sistema. Sea f (.) 

el ensamble apropiado, por' eJemplo f(.) pued.e ser la función 

rntonces, A se calcula 

como: 

<.A>~ Z-
1 f a(x)f(H(x))dx (20) 

n 

donde 

z- j f(H(x))dx (2.l) 
n 

eB la función de partición. 

Para ca 1cu1 ar <A> nos hemos encontr'ado con e 1 problema de 
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que se tiene 

grande. si 

que 

la 

c.:ilc.ular un integral 

calculamos por medio del HMC la ~n1ca 

aproximaci6n necesaria es considerar que el espacio de 

configuraciones es discreto. 

Dado que en este eJemplo el ensamble escogido es el 

en5amble canOn1co tenemos que la func1on de part 1e16n 

correspondiente est~ expresada por: 

f (11 ( x) )(( exp(-11(x)lk 8 T) {22) 

Aqui, los estadoé' del sistema no contr·1buyen uniformemente 

ya que los estados corr·f·~,po11iJ1cntes a valores grandes de H 

tienen una contr1buc1<·1·1 r::'lUPnil en la integral mientras que 

BaJo estas 

característ 1 cas <'~;per·am<•h •.1u\· la func16n est6 distribuida 

alrededor del Villor 111<·J;:c ri» H(x). Ahora supongamos que 

cal cu 1 amos la 1ntegriJI ~.,eleccionanc!o al azar estados X y 

sumando todas sus cont r, bue 1 or<l:s. Pero sabemos que el espacio 

de configurac1onEs es muy gr.:ind~ ro1· lo que necesitamos un 

n~mero tremendo de estados, de los cuales su contr1buc16n en 

la suma: 

(23) 

puede ser despreciable. 

Par~reduc1r el problema a un nivel mis maneJable, hacemos 
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mencion¡¡da 

anteriormente en el problema de la integral en una dimensión. 

En ese caso los puntos no ~e tomíln en el espacio de 

configuraciones al azar sino con una cierta probabilidad, por 

lo que la ec.23 se convierte en: 

(24) 

escogiendo: 

P(x) • Z-
1 f (H(x)) (25) 

Aceptando esto tenemos que el cálculo de A se reduce a un 

simple promedio aritmético¡ 

<A>~(llN)tA(x 1 ) (26) 
1 

Hasta aqui todo ha sido relativamente senci !lo, pero ahora 

surge la pregunta lC6mo generar estados distribuidos de 

acuerdo con P(xJ=z-1t(H(x)J? 

Para dar una respuesto a d 1 cl10 prob 1 ema Hetrópo 1 is et a 1. 

(1949) ?repusieron la idea de usar una cadena de Harkov, con 

la cual es posible construir una caminata al az¡¡r de puntos x 

en el espacio de tal forma que P(x) tienda a Peqlx) a medida 
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que H .. co, 1. e. que l 1 enda 

termod inám1 co. 

El proceso de Markov es espec1f1cado def1n1endo la 

probabilidad de ti-;,nsrc1ón de un estado x clcl sistema a otro 

estado x• del m1smo,acnotad~ por : 

l/(x,x') (27) 

Dado que e 1 P•'Oc.<<·o de- M;1r1<ov l • i:·ne la prop 1 edad de que 

converge a Peq(x), es suficiente (más no necesario) proponer 

la condición de balance detallado: 

P,q(X)W(x' x') .. p •q(X' )W(x'' x) (28) 

lo que significa que la razón de las probabilidades de 

tr~nsicion depende Gnicamente del cambio en las energias 

H=H(x')-H(x), esto es: 

W(x, x• )IW(x, x') • exp(-iH I k, T) (29) 

La ec.30 no especifica a W(x,x') de manera única por lo 

que comunmente se ut1 l izan expresiones que cumplan con ciertas 

caracteristicas como son: 
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i} Para un par de conJu11los tS,S' J, existe x s y x' s tal 1 
que w ( x, x' J -¡o. 

ii} Para todo x,x': W(x,x'J>O. 

i i i) Para todo x: E\V(x, r:') = 1. 

ivl Para todo x: f,W(x,x'JP(>')=P('f). 

La primera relíl~1bn 1mpl ica que existe conecc16n entre los 

entre dos c51aJci~~· c.·:-. ~·, 1 emr1 i:: pns 1 t 1 va. La tercera restricción 

implica conservaciMi, í;~. oec11·, la pr-obab1l1(Jad total de que 

equilibrio, a la cual se deseíl que lo:o e'°Lldos t1en1fan. 

r 

1 
Comúnmente se 5ugiere definir· l ;1 probab' 1 i daa de 

transición de tal for-méJ oue involucre cocientes como por 

ejcmpl o¡ 

W(x,x')• l /2t,( l - tanh{óll-2k
0
TJ 

.. ( l /t 1)exp (-61-/ / kn T)I H exp(-óH / k, T) 

o (30) 

(l/t,)exp(-liH lkaT) si 6H >O 

l.l(x,x')• 

(l /¡: ,) para otro ca.so 
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11. •;, ALGOR 1 Tt10 ['iF NE TROPO! 1 S FT AL. 

8 1 en, 

cond1c1ón 1n1e1 al para el 

t011¡Ulllü <.Je vc1r 1dl>1 es d111ám1CdS ln 1 1. En pr·111cip10 esta 

€º~1P("'C1f1cac:tón t"~' t·scoq11.L:i ,11 azar--. Despué::-,, se selecciona una 

p;1rtí!..-Ul11 ( 1 

<I f• f'{ 1 ,1 L.1.1 ¡_.articula ( 1) es 

El mov1m1f•11r1J 
'' 1 

1.1, ('· ~i la t f an ~; , <. 1 Í1fl den<:i t ada 

f•.•r·ma 1 ment<> p11/ '· 1 • x, en 1 .1 ec.21. SP 1-zl t cu 1 iJ el 

i:::amtii o dP la Cfl~f'(l.Í i1 H ¡Jf't)dlJC 1 da p(1(' l.i p1·uetii.'l, y la 

trans1c1ón \'/. De~;pués uno selecciona un 

r~ c~1 el :ntcr·:.:~!o I?'! Mf'\V!rn1~n~0 

es rechazado, y el li3 antigua 

conf1qurac16n (r.1 1¡; contándolo .je nuevo C('mo un "nuevo" estado 

e11 el promedio ec~.29. S1 W>H, el mov1m1ento es aceptado, 1.e. 

el estado con la nueva 

nuevo en el promedio. 

conf1gur·ac1ón ( (l 1 ' ) 50 acepta como 

Este se repite varias veces, de tal forma 

que se genera una cadena de Markov de M elementos. 

Resumiendo: 

1.- Se espec1f1ca un punto 1n1c1al X en el espacio de 

conf1gurac:-1ones. 
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? . - Se qenera un nu;·vo es t ,1do x 

3 . - Se ca 1 e u 1 a 1 il prona b 1 1 1 el cid J r: t ¡· il ns 1 c i ó n W ( x , x ' ) y 1 a 

ener·giil H[x). 

4.- Se genera un n~mero al azar R entre O y l. 

fo.·· S1 la tran•-.1c1(o11 de prot>abi l 1dad W es menor que R, se 

cuenta el v1l'JO estado como nuevo y se regresa al paso 

2. 

6.- En otro caso se acepta como nuevo estado y se regresa 

al paso 2. 

El hect10 dt:· qut-.. l <t 1rans1e1 é>n 1jP prot>at" 1 1 dad dependa 

ún 1 e amente de 1 a ra;.:on de 1 as p1·0L)al•' 1 1 dades nos 1 1 eva 

finalmente a que la d1str1buc1ón de los estados corresponda a 

la distribución df' equilibrio. 

Z'
1
f(Hx)) (31) 

porque Plxl=Z-1f (Hlxll nos dice la constante tie 

proporcionalidad Z, la función de partición no esti 

involucrada en l .:i p1-0L1ab' 1 1 d<Hi de trans 1e1 ón. Sin embargo 

esto es lo que h.:ice que la aprox1rnnc1ón sea flexible. Ahora 

bien, el precio que hay que pagar es que la función de 

partición, por s~ rnis11w, no es accesible directamente en la 

simulación. Esto trae como consecuencia, por eJemplo, que 

tanto la energia 11bre r~-k 8TlnZ como la entropia S=(U-F)/T no 

puedan ser calculadas directamente. 

Las pr1ncipale~; 1 imitaciones del HMC estriban en el número de 
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p a,, tí e u 1 as que SP 

51sterni1s (;on un n\irnt•1'0 dP µa1'lícula~; c,11.1cter-í6t1co ele los 

(límite tPn11od1nárn1co), se 

puedf' simular' («11 PI 11'.i•.> <1e "truni,;" por t'¡c·rnplo, E'I \'mpleo de 

·~ond1c1one3 periódicas <1 la frontera del si;;tprn;1, etc. 
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CAPITULO CINCO 

UN PROBLEMA CONCRETO DE REDES NEURONALES 

En capitulos anteriores, mencionamos que el cerebro ha 

la l>1ologia, la anatomía, 1 ., c. la 

química, hasta la psicología, la ps1qu1atria, la filosofía, 

etc. que el uso reciente de la Física 

éstadist1(:a lia sido de gr'an ayLHia para entencJp1- aspectos del 

funcionamiento del 

poaiuv c;..;pJ:'"r, tal¡;s como el almacenam1e11to de información. 

"memoria asociat 1va" que corresponde a propiedades colectivas 

de un gran núm1:1·0 de neuronas, Estas prop 1 edades sirven para 

almacenar información que puedo ser extraida por contenido y 

no por 01recc1ón como ocurre en las computadoras 

convenc1onales. ne eBta manera vemos que con gran rHpidiz una 

memoria puede ser "1dent ificada" a partir de una seftal de 

entrada con 1nformaci&n incompleta o deformada, o con ruido y 

fallas (fig.5.1). 
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........ .. ....... . .. .. .. . . . . 
......... ····· . . . ······ ...... ~ 

............ . .............. . .............. , .......... ''" 
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FIGURA 5. 1. Patron "A" con 30Z de ruido se 
relaja a un patron aprendido en 4 etapas. 

En este capítulo d,1rerno5 una idea de cómo se lleva a 

investigación numé1' 1 ca de problema5 relacionados 

cabo 

con 

pr•:ip!erlilciP!; colectivas de un nú1ner·o mu)' grande de "elementos". 

Como se mene r onó en ::-u L•p•:,¡· t un r dJd, es pO$ r ble asignar un 

Ham1lton1 ano 

los vidrios de espin v1sto5 en el capitulo dos. Dicha anatogia 

consiste en r·epresentar a las neurona:o por dos estados: 

"act 1 vo" ó 11 1nact1vo 11
, cual Ce· son modelados por tos 

espines de ls1ng con 5 1=!1 respectivamente. Por otro lado, 

la i nteracc 1 ón ex 1 stente entre la neu1-ona y ta neurona j 

está dada por- ,1 1J 1 cit' 111ane1·.:i que \a interacción toma valores 

positivos si es excitadora (,J 1 J >O) y negativos si es 
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1nl11b1dora F1nalmti1\te, la te1npcr~tt1r·~ T en los 

v 1 dr i os de espín, se nace corresponder en una red neurona I, a 

una funci6n de ruido que depende entre otros Factores de la 

temperatura real. 

El hecho de que exista competencia entre el conJunto de 

interacciones f ,1 1 .l 1 da 1 ugar ,1 que el H.1m1 lo1110no tenga 

muchos minimos en el espacio de conf1gurariones. Estos 

rnin1mos actúan como atractnrPs d1nam1cos Jei 31~\emR y fungen 

como memor 1 "'~' ,1¡:..1-end i <.L.:s. /!;iy <Jos t 1 poD <ie rnernor i a~¡,: J as 

memorias puras y lag mr;mor1iW espUt'1a~1 en l1011dt' 1:::-,tas últimas 

se car·r1cter izan por ser mezcla de memor 1 as pu1·a~; y entorpecen 

el proceso de recuperación de la información. 

5. 1 INTROOUCCION AL PROBLEMA 

El aprendizaJe es una propiedad 111li:'.1·0:;.-::nte i>n una red. 

Para un conjunto apropiado de las interacciones (J 1jl la red 

funciona como memoria asociativa tolerando ciertos defectos. 

El hecho de que la información pueda ser recuperada por 

contenido ha sido motivo para anal 1za1' más profundamente 

diversos puntos, como son: El estudio de diferentes esquemas 

de aprendizaje, capacidades mixima y óptima de almacenamiento 

en base a mirgenes aceptables do error, estructura del espacio 

de configuraciones, número de memorias por almacenar de tal 

manera que no se borre la información ya aprendida, etc. 

Sobre este último punto ya se han adaptado tratamientos 

74 



analít1coR uti 11z.1rJoo ;1nt.·;1·1•)1·111ente en los vidr ioo de espin, 

asI como m6todos tipo Monte Cario. 

~~ntro de lo:c. pur1t•."S y;¡ mencionados, uno de los que ha 

tomarlo mayor rrnporLinc1a en la rnvestioac1ón actual es et de 

proponer· y t';v¿¡fu;ir· dife1·entes reglas de aprendizaje para 

1oca1 , 

no 1oca1, 

etc. las de tiro 

1oca1 ya q u t_• '~o n 5 1 de r rl ·1ue e i v a 1 o r d t: 1 ti 1ntt•ri:tcc1ón 

entre dos n P Ur 1·11\f:f !"; ( 1 1 J) ':· 'l f Utl(' Í ÓJ1 ün1carncnte ele 1 o que 

,1, J 

ha 

sucedido a ci r cl1a;; neur·ori;-i: •. Por· ot1·0 lado, .Hinque haya 

1 nte1·acc iones nwnos r·ea 1 r s t a~1 desde e 1 punto de vista 

b1ológ1co put:<.ic:n lene(' v<:>n t ilJaS para líl implementación del 

diseiio de computador-as, 1·azón por lo que sería interesante 

estudiarlas. 

T0doe c:to: modülvs Je reaes neuronales (tiro vidrio de 

espín) suponen que la eficiencia de i LIS interacciones 

(sinapsis) es modificada durante el proceso de aprendizaje. 

en 

rea 1 izados sobre unos pequeños 

aplysia [Kansel(1979)J. 

5.2 MODELO 

resultados experimentales 

organismos conocidos como 

Consideremos un modelo de memor¡a de largo alcance con N 

"elementos" descrito por el Harniltoniano: 
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N ~ - )- .J,.S1S 1
-) h.S. 

....... ' A_,,¡ •• 

(JI) 1 
(3?.) 

en donde e 1 pr 1mer term1 no 'ne 1 u ye 1 a interacción entre todos 

los pares de neuronas ( ' ' J) y el segundo tér·m1no e 1 

acoplamiento de las neuronas con una sehal de entrada. Tomando 

esto en cuenta, se f·stud1a el caso en el que la sinapsis J 1j 

está dada por la r·e~~l;1 dl' Heht" [!\m1t et al. (1905)]: 

r 
J ,1 ~ ( 11 N) L ~ ~ ~; con (33) 

µu!\ ... ,P 

en la que la suma de un número p finito de patrones fiJ05 

(equivalente al estado templado en los vidrios de espín) 

H~} al azar son rnemor1za<Jos. 

En este caso se enconl1'ó qu(•, dildo que el Ham1lton1ano es 

invariante ante µHv , entonce~; aparecen p rnin i mos 

absolutos con energía en el espaclo de 

configuraciones. Estos p min1rnos estin relnc1onados con las 

memorias puras, y 5on los únicos rnin irnos para 

.461H~1. Por otr-o 1 ado, sí Tf. 4G 1 

algunos estados espurios como minimos locales, los cuales 

estAn relacionados con mezclas simétricas de un número impar 

de memorias. A medida que T disminuye (siempre por debajo de 

T:::.461) aumenta el número de mínimos locales que están 

relacionados con soluciones espurias s1rnétr1cas, que 
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V\JV 
~--~~--------------!;~ 

FIGURA 5. 2. f<c·¡:i1·eé,cnt.ac10n 
espacio de conf 1guraciones. 

Cooflguroci&n 

csqut?-m!i t 1 e.a 
(a) .461H<~ 

del 

cada minimo relacionado con una memoria pura; 
(b) TE.461 aparic1bn de min1mos (no 
absolutos) r;:ilac1onados con mezclas; (e) 
T•O aumento de mínimos nn absolutos. 

0stos rcsutt~dos 

Conflgurocl6n 

[L. Viana 

(1988)) tarnt>1i:"·n pnr m(·todo;., :inalítiCO'.i par·,1 el caso en el que 

un nOmer0 fin1tn dP patrones al a7ar fuera almacenado de 

acuerdo a una regla de Hebb moa1f1cada dada por: 

, 
J 11 •(1/N)LJ.~i~~ (34) 

~ 

en donde se qu 1 e1·e dec 1 r que se cons 1 deran pesos estrictamente 
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diferentes prira cadd 111eff11...J1~, a ( l = J 1 > J 2 . . . · ,; 1-' ·O ) . En d i eh o 

estabilidad de lilS memorias modelo se 

individuales c,1rno Función de sus pesos 1·el<Jt1vo:.; así como la 

posible ex1stcnc1a de memorias espurias estables. E5tas 

filtimas como se mencionó ;;n t et' i onnen te, entorpecen la 

recuperac 1 ón ,1c 1 ,1 1nrormac1ón de las memorias puras en et 

1yualm..;nte 

pesos) 1 se encontr-ó q11t-· r-pp(·r·1:t1t:l";o en que las Gond1c1ones de 

estab1l1dad del 

Pr1r' ntro# 1 iHio, no se encontr-aron 

existan. Esto t:s c!cb1!ln a que el cálculo ;i11alít1co involucra 

lo que nos es imposible saber el número total de minimos del 

sistema asi como si el min1mo que encontramos es el min1mo más 

p1'ofundo. la situación íl la que nos enfrentamos es 

necesario recurr·1r a un m2-todo alternativo que nos permita 

obtener una idea mfis clara de lo que sucede. Debido a lo 

anterior, se conDideró hacer s1mulac1oncs tipo Monte Cario que 

nos per·mitieran 

configuraciones. 

tener una visión más completa del espacio de 
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FIGURA 5.3. Gráfica de la magnitud del 
parámetro de 01·den corno func 1 ón de 1 n 1ve1 de 
ruido T. 

5.3 SIHULACION 

Por mitodos analiticos se ha podido encontrar 

min1m(<· del sistema, 

determ1 nar e 1 t arnaüo de las cuencas dt' d 1 cho~; rnín 1 rnos. 

la 

Desde 

el punto de vista práctico esta 1nformac1ón es importante, 

pues es una 1nii1e:oc1 bn de que t r.rn fác 1 1 sr.rá 13 recuperación 

de la 1nforrnM1ór1. 

El mitodo de Monte Cario es un rn6todo alternativo que nos 

permite rnapear el espacio de conf1gurac1ones y tener noción 

sobre el tamafio de las cuencas. Al hacer uso de este m6todo a 
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1 

To O estamos recn;:iz ando 1 o<Jo~.< 1 os cnmb 1 o:o que incrementan 1 ¡¡ 

energía del ~1stema. Esto q111 ere decir, que el sistema no 

puede sal ir de un mínimo debido a fluctuaciones, y caerá en el 

mínimo más cercano a lil conf1~1uración inicial. 

Al realizar la s1rnul;ic1ón es de esperarse que s1 se tiene 

un Harni lton1anio como el representado por la ec.34 con 

11,- t J.~r~~ (regla de llebb rnod1fic;idal entonce~; el 
• 

tamaño de 1 é'IS cucAncos aumenta en rel;1c1br1 

~elac1onados a cada memoria. 

5. 3. 1 HETODO 

a 1 os pesos 

Nuestro inter&s principal es considerar ~I caso de pesos 

diferentes para cada memoria cuando el n6mero p de memorias 

almacenadas es finito y N~m. Sin embargo, dado que es 

imposible llevar a cabo esta simulación, nos contentaremos con 

analizar· ~I <;Oiíipo1·tarn1ento como func1ór1 dt" n-p/N y tratar de 

extrapolar para obtener el comportamiento cuando a~o. 

Estos estudio~ sf' ~i~ri'in piiril un conjunto de redes, cada una de 

el las con N elementos completamente conectados (de N=32 a 

N:480). Cada red memoriza p (p:3,5) estados conectados en base 

a la regla de Hebb modificada escogiendo 

valores arbitrario~ para las J 1J igualmente espaciados. 

Una manera de evaluar cuantitativamente la lejanía o 

cercanía de estados en un sistema es por medio de los 

traslapes, definidos por: 
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<1.,N(l!t.')L <S,>.<S,>P (3:.i) 
1 

Ahora bien, si N-><X• y pes un número f1111to de patrones 

orden cero. Es por eé,\o que t'n la s1mulac1on se consideraron p 

patron.:s sin traslapes (·ntrt· el los. 

cor, un programa que con-:>1;1 rk do~. Pilrtes: 

gen t· r- iJ u ri pu t r ó n ~; d l o:..'. d ( ;; par l 11 tie <."Ó>lf: se construyen 

p-t patrones sin cor-rel.ic10n entre el loe .. 

En 1 a st~gunda partt~, st~ rea 1 t z6 un rnt1~:ieo de 1 e~1poc 1 o de 

estados usando ei mEtodo t1P Monte Cario a T=O. Se escoge al 

azar un es t ¡ido y 

l1asia que H alcdr;t:e lll't valc.r mín1m• ... 

rep 1 t 'er·on M evaluar· el por·centaje de 

acces1b1l1dad en c:ad,) rM;mor•.:i. 

S.3.2 RESULTADOS 

La s1mulac1on, como ya se mencionó con anterioridad, fue 

rea 1 ¡ zada para p=3, 5 y N de 32 a 480. Para cada caso se 

hicieron corridas para pesos iguales Ca) y pesos diferentes 

(b). 
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Los resultados qui' lio obtuvieron están represer1tados en 

las gráficas de las fiquras 5.4 r 5.5. 

Si anal1zilrno:~ ccin (Jct;ille dichas gr·áficas (casos a y b), 

se observa que t ,rnto para p= 3 corno par-il p=5 aparecen memorias 

espurias e¡;talilcs. Por· otro lado, ni comparamos las figuras 

11 a 11 con las f1gur·.:is 11 b 11 , notamos que el pürce::ntJJe de mernot ... ias 

espurias dism1nuyr cuando el sistema mrm0r1za con pesos 

diferentes. 

(pesos diferentes) ti(• (j ¡ I_ f'ld.'._) 

Esto se muest1"a en \,) F19Lwa 5.(, donde se rnuec;u-a el caso para 

pesos diferenti's con t·l=\92 y r=5. F111.ilrnente, \¿1 figura 5.7 

muestra e 1 por-cc11t .i.Je de rnfn 1 rnos espur- 1 o~; C<)lnO función de a. 

En esta gráfica vrrnos ~uc el por·centiJJC que ocupan en el 

PApacio de conf1gurnc1011cs \ns memorias espur1íls para p:5 es 

mayor que µú1'.J p:· 3. E5to Olt1mo es Je espe1~nrse ya qtJe las 

memorias cspur1~s rstá11 rplacionadae con mezclas s1mitricas de 

un número i mpa1- <ie: 11it:rno1- 1 as. 

5.4 CONCLUSIONES 

En los resultados que se obtuvieron se encontró que sí 

existen memo1-i.:is espurias estables. Sin embargo, sus cuencas 

ocupan un porcentaJr menor para pesos diferentes en el espacio 

de configuraciones que cuando se trata de pesos iguales. 

Además, se observa que las cuencas de las memorias puras son 
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conforme 

aumenta el peso) (fig.5.7) lo que nos l\ev:1 ,1 poder recuper'ar 

t.1-ata de 

pesos iguales. El t1eci10 d•:· que las <:uenc,1~3 C(,n m5.~.; peso ocupen 

mayor espacio en "1 e~•Pt~lC t O l_·j t" e o n f 1 ~1 u r i) r: 1 o 11 (.· s nos hace 

suponer- qu0 se p1c~;enlt1 un efecto 1rnpor·tantt: dt: c·ntr·enam1ento. 

Todos estos 1-Psu l ll1dc1s nos 11 t'Vdn c.1 tcnt. ... r· rn,1s pr·e~5pect i vas 

f!OT' 

1 ... :1:inrl'.) :.::ons i der'an d 1 fer·entec, reg 1 as de 
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FIGURA 5.4. PorcentaJe de exitos como función 
de arpa1·a P= 3 memor • <H1 e~.tab 1 es. Las 1 i neas 
sólidas represent<:in las memorias estables y 
la l 1nea puntei:lda representa el porcentaJe de 

memorias espurias: 
(a) Pesos iguales. 
(b) Pesos diferentes. 
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FIGURA 5.5. PorcentaJe da exitos como funcibn 
de a para p:5 memoria5 estables. Las 1 in'eas 
sólidas representan las memorias estables y 
la línea punteada representa el porcentaje de 
memorias espurias: 
(a) Pesos iguales. 
(b) Pesos diferentes. 
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FIGURA !i.6. Relaci6n entre el por·centaje de 
exitos y el peso para el caso p=5 y N:192. El 
porcentaje de cada memoria aumenta como 
funci6n del peso. 
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FIGURA 5.7. PorcentaJe de memorias 
para p=3 (Y) y p=~ (X) corno fun..: ión 

espurias 
de o:. L;is 

lineas puntt'ildas representan a lns memorias 
espur 1 as con pe;1os igual es y 1 as 1 1 neas 
s61 idas a las memorias espurias con pesos 
diferentes. En ambos casos se ve que el 
porcentaje disminuye para pesos diferentes. 
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