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I. I NTROOUCCI ON 

Las inferencias estadisticas tienen dos ba~es fundamentales, una de 

ellas son las observaciones y la otra las suposiciones iniciales 

acerca del modelo generador de datos, ambas correspondientes a la 

población bajo estudio. 

Cualquiera que sea el problema a estudiar, debe 

considerarse la validez de las suposiciones iniciales, ya que, si se 

incurre en graves violaciones a las suposiciones asociadas al modelo 

con el que se pretende analizar un problema especifico, puede 

producirse inestabilidad en las inferencias, es decir, para diferentes 

muestras de la misma población, pueden obtenerse concll1sior1es 

completamente diferentes. 

El presente trabajo tiene como finalidad explorar, mediante el uso 

de la familia de distribuciones Exponencial Potencia (Box y Tiao 1 

1973), el efecto de la suposición de normalidad en las inferencias que 

se realicen acerca de los coeficientes de regresión eD el modelo de 

Regresión Lineal, desde el punto de vista bayesiano. 

- En el capitulo se incluye una breve discusión sobre los 

inconvenientes que pueden presentarse al asignar modelos de 

probabilidad que no son los adecuados al problema bajo estudio, con lo 

que surge el concepto de robustez, mismo que se analiza, mediante 

ejemplos, desde los enfoques clásico y bayesiano. 

El capitulo 2 presenta a la familia de distribuciones Exponencial 

Potencia y algunas de sus propiedades que facilitan el análisis de la 

suposición de normalidad. 

En el capitulo 3 se obtier1er1 las distribuciorres finales 

correspondientes a los coeficientes de regresión y también la 

distribución final para el parAmetro de 'no normalidad'. 

A fin de poder analizar el supuesto de normalidad, se elaboraron 

programas que realizan los cAlculos numéricos necesarios. Estos, junto 

con los. méto.:tos .nllméricos empleados para tal fir1, se presentan en el 

capitulo 4 y en el capitlllo 5 se presentan algunos ejemplos 

ilustrativos. En el capitulo 6 se presentan las conclusiones generales 

del trabajo. 



1. CRITERIOS E IHFRENCIAS ROBUSfAS 

Los métodos estadisticos son una herramienta útil el 

desarrollo de la investigación cientifica. Estos métodos se basan en 

la construcción de modelos de probabilidad en base a la información 

q•.1e se obtiene de la observación de un fenómeno o s•.tceso de interés. 

Considérese un ejemplo tomado de Box y Tiao (1973) acerca de la 

vida útil de baterias producidas por una máquina. En condiciones 

normales puede suponerse que las vidas observadas de las baterias 

forman una muestra aleatoria de una distribución Normal con media 8 y 

variar1za 0'
2

• La ver·osimilitw:t de u11a muestra den observacior1es 

Y = y
1

, ••• ,yn es entonces 

P<Y l8,<Y2
) oc o-nexp [ -(2o2

)-•. t<vt-8>2
] 

•=t 

y, E IR 
L 

sin embargo, puede haber situaciones en las cuales este modelo resulte 

inadecuado; puede suceder, por ejemplo, que durante el periodo de 

observación, una caracteristica cualitativa x de un aditivo quimico 

usado en la fabricación de las baterias se modifique y cause, via una 

relación lineal, un cambio correspondiente en el tiempo medio de vida 

de las baterias. En este caso, un modelo más apropiado podria ser 

P<YIX,<Y2 
,8

1 
,8

2
) oc O'-ne>:p [-<2o

2 >-t. E<vt-8
1
-8

2
\> 2

] 

\=t 

Alternativamente, pueden ocurrir otras situaciones en las que la 

primera bateria de una corrida de producción fuera siempre defectuosa, 

o que las observaciones no se distribuyan independientemente pero 

sigan alguna serie de tiempo, o que su distribución difiera mucho de 

la Normal, etc. 

En base a la naturaleza del problema, se forman las suposiciones 

básicas que conducen al modelo que se va a aplicar, y las conclusiones 

que se deriven del estudio se formularán en base a ese modelo Es 

importante analizar cuan sensitivas son las conclusiones a la 

selección del modelo particular, esto es, es conveniente determinar en 

que medida las conclusiones generadas dependen de las suposiciones 
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iniciales sobre los datos. A este diagnóstico se la conoce con el 

nombre de anAlisis de robustez. 

Se pueden distinguir dos tipos de robustez 

robustez de inferencia. 

robustez de criterio y 

Para mostrar la diferencia entre robustez de criterio y robustez de 

inferencia, se tom6 el ejemplo de Box y Tiao (1973) referente al 

experimento de Darwin. El experimento consiste en analizar las 

diferencias en las alturas de diversos tipos de plantas, fertilizadas 

entre si y en forma cruzada. Los datos del experimento son las alturas 

de 15 pares de plantas, cada par contiene una planta hibrida y otra no 

hibrida desarrolladas en la misma maceta y de la misma semilla. Se 

toman como observaciones las 15 difer·encias de al turas 

correspondientes a los respectivos pares, y se encuentran en la 

siguiente tabla : 

DIFERENCIAS DE ALTURAS (BCIX y TIAO, 1973) 

49 23 24 

-f.7 28 75 

8 41 6(1 

16 14 -48 

6 56 2·:i 

Se supone que las diferencias son una muestra aleatoria de una 

población Normal N(e,c:i-2) y que se r·equier·e hacer inferer1cias sobre el 

parAmetro e, probando la siguiente hipótesis 

Ho: e = O VS 

En la teoria mt1estral clAsica, la hipótesis se )H'lteba 1.1sando la 

estadistica t. Bajo Ho 

i-1..,..
2 <Y - e) 

t= t 
1n-11 

Si t 11-ª1 representa al cuanti l 1-a de una distribución t de 
<n-11 

Student con n-1 grados de libertad, usando este criterio, no se 

rechaza Ho con un nivel de significancia a cuando t En 
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este caso n = 15 y 

y = 20.'=i33 ~¡-fñ = ·~. 746 

t = 2.1478 y el nivel de significancia descriptivo es ~ = 0.02485. 

Box y Tiao supusieron, por otro lado, que la distribución de las 

observaciones era uniforme sobre algún rango desconocido 

a e+-(30' par·a mostl'ar· el efecto de este g1~ac10 entr·emo de no normalidad 

sobre el criterio t. 

Mencionan que la distribución de la es ta di s t i ca t puede 

calcularse apronimadamente usando, por ejemplo, los trabajos de 

Geary(1936), Gayer.(1949,1950), o de Bon y Andel'sen(1955). Estos 

últimos autores, afirman que cuando la distribución de la población no 

es Nor·mal, la distrib1Jci6n r11.1la de t 2 es apronimadamente una 

distribución F con 6 y 6(n-1) grados de libertad, donde 

6 = 1+E(b-3)/n b = (n+2)1: y~ I [l: /} 2 

i i 

y 

E(b-3) ~ 

donde 

r=3,4, ...... 

y Kr's los momentos de la distribución de las diferencias. 

En el presente ejemplo 6 = 0.913 por lo que t
2 

- F y 
(. ot9, f.2. 78> 

el nivel de significancia descriptivo es a = 0.02388. 

Al comparar los niveles de significancia obtenidos, se observa que 

el criterio t es poco afectado al cambiar a la distribución Uniforme, 

por lo que hay indicios de que ~l criterio t es robusto bajo este caso 

extremo de no normalidad. 

En general, un criterio es robusto , si los resultados obtenidos no 

cambian 'mucho' al modificar la forma de la <listr·ib1.1ción de 

probabilidad asumida. 

Bajo el supuesto de que la distribución generadora de las 

observaciones es rectangular, Box y Tiao argumentan, que el criterio 

apropiado para realizar la prueba sobre 8 es 

W = (n-l)(m-8) I h 

donde 
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1

m~(y<n> + ycu) I 2 

h=(ycn> - yes» I 2 

(punto medio) 

(rar1go medio) 

Y IWI ~ F (Neyman y Pearson, 1928 ; Carlton, 1946), c2,zcn-t» 
Para el ejemplo se obtuvo m=4.0, h=71 , bajo H

0 
W = 0.789. El nivel de 

signlficancia descriptivo es a~ 0.232. 

Comparando los niveles de significancia descriptivos obtenidos al 

suponer normalidad y al suponer uniformidad, utilizando el criterio 

apropiado en cada caso, con ~111 nivel de sigi·oificancia Ol 1 = 0.05 , se 

observa que la inferencia obtenida en uno y otro es muy diferente, ya 

que, con la suposición de unifor-midact no se rechaza H
0

, mientras que 

suponiendo normalidad se rechaza, por lo que no hay robustez de 

inferencia aún cuando el criterio t es robusto. El problema surge 

entonces, cuando se tiene duda acerca de la distribución de las 

observaciones, ya que, dependiendo de ésta va a existir un criterio 

óptimo para producir inferencias acerca de los parámetros, y estas 

inferencias pueden cambiar aún cuando los criterios utilizados sean 

robustos. 

La forma de analizar la robustez en el enfoque Bayesiano es un poco 

diferente de lo que se ha discutido. En el siguiente ejemplo se 

muestra la diferencia en la forma de análisis de los dos enfoques 

menciona•fos; el ejemplo hté tomado de Bo>: y Tiao (1'~64). 

Se desea comparar la dispersión en las observaciones realizadas por 

dos analistas, de una mezcla de carbón con polvo. 

El analista Al realizó 20 observaciones, mientras que el analista 

A2 efectuó 13. Las observaciones fueron obtenidas en for·ma 

independiente, y los resultados se muestran en la siguiente tabla 

Analista A1 Analista A2 

X X 
t 2 

-10 - 8 
16 - .:-

8 20 
9 22 
5 3 

- 5 5 
5 1(1 

11 14 
.-,c-
L·-1 -21 
22 2 
16 7 



Analista Al 

X 
t 
3 

40 
o 

- 5 
16 
30 
14 
25 
28 

Ar1alista A2 

X 
2 
8 

16 

donde X.=(% de carbón - 4.5) 100 i = 1,2. 
l 

Se supone que ambas muestras provienen de variables aleatorias 

cuyas distribuciones son miembros de la clase de distribuciones 

Exponencial Potencia definida como 

P(y ¡e,0',11) = k exp (<-112) 1 (Y-8)10'1
2

"'
11•">) 

y' 9 E IR ' O' E IR+ ' ~ E ( -1 ' 1 J 

Se supone tambit!on que ambas distribt1ciones tienen 1.m valor común de 
e-·' ..,.. 

~. con e, y 9
2 

conocidas. Se er1contró que para cual quier valor de (l 

fijo, f3 = ~ , la prueba Uniformemente más Potente para verificar la 
o 

hipótesis 

Ho: '1
2 

I a
2 = 

t 2 

se basa en el cociente 

vs 

n I: 1 - 9 1 Z/!t+(3o> 
t y 2j z 

en el cual, el numerador y el denominador son estadísticas suficientes 

para 0'
1 

y 0'
2 

respectivamente • En particular , cuar1do 

F(n ) "' F bajo H • ''o (n <t•(I' >,n <t+{J >)' o 
t o 2 o 

Calcularon las probabilidades que se encuentran en la tabla 

2.1 utilizando estadisticas equivalentes a la F y para los casos en 

que~= ~o' utilizaron 1.ma aproximación, obtenii:la por medio de la 

teoria de Permutaciones 
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Tabla 2.1 (Bon y Tiao, 1964) 

~ 
-o.t. -0.4 -0.2 o. o o ~, oL o. 4 0.6 

-0.6 o. ot.o 0.110 
-0.4 o. 035 (1, 065 o. (191) 0.140 
-0.2 0.030 o. 048 o. 070 0.09::: 0.115 o .1 70 o. 22(1 
o. o 0.(128 0.045 0.060 0.076 o .o·:is 0.120 1). 145 
(1 •C• ..... 0.025 o. º'l(I 0.050 o. (160 o.oe:o o. 1 (1(1 o. 120 
0.4 0.024 o.035 0.048 0.060 0.080 0.086 o. 0·~5 
() .6 0.024 0.040 0.048 0.050 0.065 0.075 o.on 

donde (3 es valor del parámetro en la distribución, y (3
0 

el valor de (3 

utilizado en la estadistica de prueba. Las probabilidades reportadas 

corresponden a los niveles de significancia para varios valores de (3 

en la distribución. Utilizaron el criterio Uniformemente 

más Potente para las distribuciones que cumplen con (3 = (3
0

, esto es, 

los elementos de la diagonal son los niveles de signif icancia para 

cada valor de (3 aplicando el criterio apropiado a cada distribución; 

en este caso, se observa que aOn para valores extremos de (3 los 

valores no cambian mucho, por lo que se puede afirmar que existe 

robustez de inferencia. Ahora, si se fija un renglón, se tienen los 

niveles de significancia par·a •.m solo valor de (3
0

, esto es, aplicando 

un mismo criterio; por tanto, con los cambios en el nJvel de 

significancia en cada renglón se observa si existe o no robustez de 

criterio. Puede observarse que los cambios ocurridos a lo largo de la 

diagonal son menores que aquéllos que ocurren horizontalmente, esto 

es, la inferencia apropiada acerca del cociente de varianzas es poco 

afectada por cambios en (3 en comparación con las probabilidades 

asociadas con un criterio particular. 

Box y Tiao hacen referencia a un trabajo del mismo a~o, en el cual 

demuestran, desde un punto de vista bayesiano, que los 

diagonal son las probabilidades finales de que c-2 
I 

1 

correspondientes valores de (3
0

, c•Jando 1 og o-
1 

inicialmente con distribución localmente Uniforme. 

y log 

elementos de la 

c-2 > 1 para los 
2 

o- se 
2 

tomar1 

En el enfoque Bayesiano, la robustez se determina como sigue 

tómese como referencia la tabla 2.1, y considérese como distribuciones 
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iniciales las obtenidas al aplicar el modelo con ~ = ~· o 
Fijando 1.m 

valor de ~cualquiera, por ejemplo ~ = O, y analizando el cambio en la 

distribución cuando ~o cambia se obtiene la r·obustez de inferencia. 

Como los cambios en las probabilidades son visibles, puede decirse que 

no hay robustez bajo no normalidad. Cabe aclarar que en este enfoque 

no existe robustez de criterio. 

Por lo anterior, se tiene entonces que las inferencias dependen en 

gran medida del modelo inicial asignado a las observaciones cuando no 

se tiene robustez de inferencia, lo que se vuelve un problema, ya que 

en general no se puede garantizar la calidad del modelo. 

El análisis se enfoca a las inferencias que se realizan acerca de 

los parámetros de localización en el modelo de Regresión Lineal, 

especificamente,es de interés analizar si estas inferencias son 

robustas bajo no normalidad en el contexto bayesiano, lo cual es de 

suma importancia si consideramos la discusión realizada en este 

capitulo,y en cualquier caso tener bases para asignar una distribución 

a las observaciones, 
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2. FAMILIA DE DISTRIBUCIOHES EXPONENCIAL POTENCIA. 

El modelo de Regresión Lineal es empleado frecuentemente en 

problemas de ajuste de curvas, por lo que es importante verificar a 

través de la información muestra! la veracidad de las suposiciones 

del modelo, entre las que se encuentra la de normalidad de la variable 

de respuesta. Esta suposición es la que interesa analizar en el 

presente trabajo. 

Como se sabe, la suposiciór1 de normalidad se ptlede .justificar· 

cuando las condiciones experimentales son tales que prod•Jcen tma 

tendencia que sugiera la aplicabilidad del teorema central de límite; 

sin embargo, aún en estas condiciones puede oct1rri r que la 

distribución de las observaciones no sea precisamente Normal. 

Seria más conveniente entonces, suponer que la distribución proviene 

de una clase de distribuciones simétricas y unimodales que incluye a 

la Normal. Diananda (1949), Box (1953) y Turner (1960) estudiaron una 

familia paramétrica de distribuciones que simplifica el problema de 

normalidad, estudiando el efecto de uno de sus parámetros sobre la 
' forma de la distribución. Esta familia es la Exponencial Potencia 

(Box y Tiao, 1973), que surge de manera 

distribución Normal. 

natural a partir de la 

La distribución Normal estándar puede escribirse como 

P(x) = k exp [-(1/2)lxlql con q = 2 

Permitiendo a q tomar valores diferentes de 2 se obtiene la Faailia 

de Distribuciones Exponencial Potencia. Co11 q = 2/0+m y pai'tiendo de 

la Normal no estándar, puede escribirse la forma general como 

P(y ¡e,ct>,(9) = k t/>-1 exp (-( 1/2) 1 (y-8)/t/>! 2
"

11+,6>) (2.1) 

con - E~+, ~E (-1,1); e, y e~ 

donde 
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y los parámeros e y~ corresponden a las medidas de localización y 
escala respectivamente 

E(y) = 8 re (312:> < 1+~) 1 Var·(y) = i:l = 2'hf'>[ J rp
2 

r [012>0+11:> J 
ésto puede comprobarse en el Apéndice I. 

Utilizando esta óltima expresión, 
distribución como se 

reescribí r la 

donde c2.:n 

C(/1) = ff(1.5(1+{3)]/r[0.5(1+(3))] 1"'U+p> 

f re i . 5 <: i +m J }1/2 

/1 e (-1,1] , o e IR+ 

W(~) = 9/2 

c1+11>frro.5(1+11>1J 
y, e e IR 

Es posible 
demostr·ar· que ct1an•fo f1 .. -1 , la fami 1 ia 

de distribuciones tiende a la familia Rectangular, i.e, 

/1-+ -1 lim P(y¡f1,8,0') = 11(2 -13 O') cor, y e (6--130, 8+-130') 

cuando f1 = 1 se tiene a la familia de distribuciones Doble Exponencial 

P(yjB,o) = e~:p [-flj(y-8)/oj)l"f.20 
y e IR 

y cuando /1 =O se tiene a la familia de distribuciones Normales 

El parámetro f1 juega entonces, un papel muy importante, puesto que, 

al fijarlo en cualquiera de los valores que puede tomar, se obtiene 
toda una familia de distribuciones. 

importancia el hecho de que se obtenga a la familia de distribuciones 
En especial, es de gran 

Normal al fijar f1 = O. 

Se sabe por otro lado, que existen medidas que describen algunos 

aspectos de las funciones de densidad, como es la asimetr1a, cuya 
medida es proporcionada por la expresión 

rt= E(y-8)9/ o9 
donde 8 es el valor esperado de y ( E(y)=e ), 

Si y
1< O la distr-ibución es asimétrica r1egativa Uigl1ra 1.1); si 

~=O se dice que la distribución es simétrica (figura 1.2) y 

10 



~.º lo 'º•ilio •• ''''"'"""'···· ·····••cio1 ··•••cio, r,- • 
IAo•ndico IJ, P•• lo ""' lo fom;¡;o •• ''•••i••cion,, '' ''••••ico. 

Lo curo,,;,, •ido •1 l•odo •••<•••!ocio, do lo ••••idoo, ,, ••<ir, 
qu, ton '•••••dida• o 'Picudo• •• la <•••o. Su ••••••ión ••tá doda ••• 

'E. "'" z/ .c. Yz"" ( ()-'-.,..> o-) - ·~-

''"'' e " la ••dio y ~' lo •••ion,a do lo "''•·ibuc;on. 

Si ', < O " dico qoo lo diot,·ibocio,·, " Plot;cúrtJco 

... 

2 • li ¡ "'"ª lo fom;¡ 'º "º••01, r, " o ""···· 2.2) y ,, y2 > º· .. die, 
••• lo ''''••bnc;o, '' lootocnrt;co lfignro •·>J. 

Potenci• es (Apéndice I) Lo ""º""'º• ,, r, Poro la 'º•llio ,, ''"•ibuc;,,., '""'•••cio1 

l1 



r. = r rc112>c1+~>J r rcs12>c1+~>J 
- 3 

La expresión ar1terior· invol1.1cr·a únicamente al i:•arámet1-o ~' de aqu1, 

que a dicho parámetro se le considere como una medida de curtosis de la di s tri Jntc i ón; c1.1ar1do ~=O, r =O; Cl1ar1do ~<o, rz <O; y cuando 2 /3>0, rz >o; por- lo que /3 mide el gr·ado de no nor·malidad de la d i s t 1' i b 1.1c i ón , y l=''Jesto qlte Cltando /3 = (1 se tiene c1.1rtosi s o, 1 a familia de distribuciones Nor-mal ocupa el lugar central de la familia 
de distr-ibuciones Exponencial Potencia. 
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3. DISTRIBUCIONES FINALES 

En el enfoque Bayesiano de la Estadistica, es necesario obtener 

las distribuciones finales de los par!metros de interés, para realizar 

inferencias acerca de la población .bajo esti.1dio. En el presente 

trabajo, es de gran interés obtener las distribuciones finales 

correspondientes a los coeficientes del modelo de Regresión Lineal, 

ésto co11 el fin de analizar el efecto de la suposición de normalidad 

de la variable de respuesta, sobre las inferencias que se realizen 

para estos coeficientes en el AnAlisis de Regresión, y también es de 

intel'és obtener la dístribución final de (3, pa1'a analizar la 

información que contienen las o.bservacio1·1es sot•re la misma. 

Por simplicidad, se obte11drAn primeramerate las distrib~1ciones 

finales para el caso 8 E ~, esto es de 

observaciones con media 8 y varianza 

una 
2 

" ' 
muestra aleatoria 

y posteriormente, 

ger1eralizar!n los· resultados al·caso del modelo-de Regresión Lineal. 

3.1 DISTRIBUCIONES FINALES PARA EL CASO 8 E IR. 

de 

se 

Considérese una muestra de n observaciones independientes e 

idénticamente distribuidas de un miembro 

distribuciones Exponencial Potencia, y
1

, ••• ,yn 

fl.mción de verosimi l i t•.td está. dada poi' 

n 
P<v1e,t:t,f3)=.n P(y,1e,q,f3) - ~ =' . 

entonces 

de la familia 

para la Clla l, 

q E IR+ 

de 

la 

1 n -n [ ~ I . ¡:t/lt+tJ>] P<Y 6,t:t,{1) = w((j) u exp -c({3).,., (yi.-8.>lt:t 
~=t 

(3.1.1) 

con w({3) y c<m definidas en (2.2). 

Para facilitar el desarrollo posterior de las distribuciones 

finales se considerar~ primero el caso para (3 fijo y conocido, y asi 

analizar el comportamiento de dichas distribuciones en este caso 

particular-. 

3 • 1 • l (3 CONCIC IDO • 

La familia de distribuciones Exponencial Potencia pertenece a la 
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~------------........ ~ 
familia de distribuciones de Localización - Escala. Una distribución 

inicial de referencia para 9 y o con ~ conocido es la obtenida al 

aplicar la regla de Jeffreys a la familia de Localización 

(Box y Tiao, 1'173) 

-1 P(9 1 0') ex o 

Escala 

(3.1.1.1) 

Utilizando esta distribución inicial de referencia, la distribución 

final de 9 y O' es 

la función de verosimilitud (para~ conocido) es 

P<Y j8,c) ex O'-"exp (-c(m. E 1 (yi.-8)/0'1 2,..,t+¡u) 
i =.t 

(3.1.1.2) 

de (3.1.1.1) y (3.1.1.2) se tiene que 

(3.1.1.3) 

Para obtener la distribución final de 8, se integra (3.1.1.3) con 

respecto a o y se divide por la constante de proporcionalidad, esto 
es 

f P<yj8,0')P(8,o)dc 
P( 8 j ,Y) =----------

11 P(yj8 1 0')P(8,c)d8d0' 

As1, se tiene que 

oo oo [ n ] f P(8,0', IY)dO' oc J O'- ( n+.t) exp -c<m. t lvi.-812/<t+(I) 0'-2 /(.t+(I> dO' 
o o ~=.t 

En el Apéndice (A 2.1.6) de Box y Tiao (1973) se da la siguiente 

expresión para a > o, p > O y a > O 

00 

f -<p+.t) J -O< u >: e:·:p 1 -a>: 1 .. ,N ( 1 / OI) a -!p/0<)r( p/ OI) 

o 

n 

er1 este caso, sean p n, a = c<mt IY. -81 2
/U.+I'> 

i. = 1 ~ 
entonces; 

00 J P(8,clY>dO' ex (1/a) a-<p/0<) f'(p/a) 
o 

14 
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ex ( 1+(1)/2 {c({1)M(8) rn<l+lfl/Zr[ (n/2) ( 1+(3) J (3.1.1.5) 

n 
donde M(9) = J: 1 y l-9 I Z/<t+p> 

i.=t 
(3.1.1.6) 

Por ofro lado 

Q) Q) Q) Q) 

I I P <e,atY:>deda = I J P(9,0'IY'.>dO'd9 
o -m -Q) o 

empleando (3.1.1.5) se obtiene 

Q) Q) 

J J P(9,ajy)da de 
-a> o 

( 

-nll+¡J>/Z 
= o-m12 cc<m J r (<ril2)0+mJ 

Q) t., [M(9) fn<up1.;zd8 ) 

entonces la distribución final de referencia para 9 usando la 

distribución inicial (3.1.1.1), es 

donde 

[M(9) fn<t+¡r>/2 

----------- = [H(9) fn11+¡r1/2J<m -1 

Q) J [M(9) J-n<t+I'>/% d9 
-Q) 

Q) 

J(/l)= J [M(9)]-n<t+pvz 
-a> 

d9 (3 fijo 

(3.1.1.7) 

(3.1.1.8) 

puesto que ~ es conocido, se puede analizar lo que pasa con PC9fY> 

par-a valores extremos de ~ o para (r-:0¡ esta distribución es una 

función monótona de 9. Utilizando este hecho, pueden derivarse algunas 

de las pr-opiedades de la distribución final de 9 

i) P(9IY> es continua, y para~ e (-1,1) es diferenciable y unimodal, 

aunque no necesariamente simétrica¡ la moda se localiza en el 

intervalo [Y <t>'y<n>). El valor modal es el estimador má>timo veros1mi l 

de 9 (ver Apéndice II). 

ii) PC9IY> cuando (3 =·O. 

Er1 este caso 

n n 

M(9) = I: (y.- 8)
2 =E (y.- y) 2 + n(y - 8) 2 = (n - 1) 82 + n(y - 8)

2 

i. et L l:t L 

er1tonces 
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sea 1.1 = l"ñ (y - 9)/S , entonces 

-n/2 -n/2 

P<• f~>"' (<n-1 )S
2 

+ sVJ "' (1 + u2
/ (n-1) J - STLl<•fn-1,0, 1) 

donde STUCx¡n,µ,v) denota a una distribución Stuctent con n grados de 
libertad, pat'á.metro de localización µy parámetro de escala v 
y 

00 
00 J <m oc I [M(9) rrv2 d9 

-oo =J 
-oo 

sruce¡n-1,0,1> de= 

por tanto 

t = l"ñcy-9)/S - t 
en-u t.•. P(9fY>=STU(9 n-1,y,S In) 1 - 2 

esto es, cuando ~ = O , la distribución final de referencia 
una distribr.tción t • 

En el Apéndice II se demuestra que 

lim [M(e) rt/q = h + jm-9j 
q ... Q) 

donde 

y 
m = (1/2)(y + y ) 

(1) (n) es el punto medio 

h = ( 1/2)(y<nl y ) 
- (f.) es el rango medio 

usando este resultado se tiene entonces 

l im [M(9) J'l'+t>,...2 = h + lm - e¡ 
" ... -f. 

cuando ~ -. -1 

pero 

00 

J ( m = f ( h + 1 m - e¡) -n de 
-oo 
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{ m-6 si m-B > (1 e < m 
lm-91 = 

-(m-6) si m-6 < 1) e > m 

entonces 

m oo 
J({n = J [h + (m-B)fn d9+ J [h - (m-e)fn d6 

-oo m 
2 [h/(n-1))(1/hnJ 

entonces 

-t n (1/2)[h/(r1-l)] [h J 

y por tanto 

lim P<Bb') = lim P<mf1 rM<e>1 11
+1w

2 

" . ~ , ~ ~ 
= (1/2)[h/(n-1)f'{1 + [1/(n-1)Jl<n-1)(6-m)!tilfn 

sea w = (n-l)(m-8)/h , entonces 

lim P(Bl:O oc [(n-1)/2h}{l+lwll<n-1)}-n 
" ~ -1 

que es el núcleo de una densidad F 
< 2, Zln-1» 

iv) Cuando ~ • 1, PC6IY> no puede expresarse en términos de funciones 

simples de las observaciones. Sin embargo en el limite, la moda es la 

mediana de las obsevaciones si n es impar, y es algún valor único 

entre los valores de las observaciones medias si n es par. 

Cuando ~ = 1 y n es par, la densidad es constante para valores de e 
entre las observaciones medias. 

u) En ciertos casos, es posible expresar PCBIY> en términos de un 

número fijo de funciones de las observaciones. Sin embargo, en 

ger1eral, la distr·ibuci6n final de B no p~1ede expresarse en términos •:le 

funciones simples de las observaciones. 

Las diferencias entre las distintas distribuciones finales de 8 

para diversos valores de ~ son evidentes; y debido a que el problema 

es precisamente que ~ es desconocido, estas distribuciones no son muy 

útiles para el presente anAlisis, ademAs, como se mencionó en v), no 
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siempre es posible expresar a P<BIY> en términos de funciones simples 

de las observaciones. 

Como f3 es desconocido debe expresarse un estado de incertidumbre, 

respecto al valor de (3, asignándole una f1.mci6n de distrib1.1ci6n 

irdcial p(/3)¡ esta incertidumbre deberá. l'eflejar·se en la distribución 

final de e. P(/3) será. primeramente considerada Lma distribL1ci6r1 no 

infol'mativa y posteriormente t1'atará de incorporarse información sobre 

el valor de f3 a través de ella. 

3 .1. 2 f3 DESCONOCIDA. 

Supóngase por el momer1to, q1.1e ya se cuenta con una distribL1ci6n 

inicial para [3, P(/3); debe encontrarse entonces, P<f31Y) y después 

P(8ly), Supóngase que inicialmente f3 tiene una distribución 

independiente de la media 6 y de la desviación está.ndar 0' 1 tal que 

P(6 1 a,(3) = P((3)P(81 a) (3.1.2.1) 

y como antes, se considera la distribución inicial de referencia para 

(8,o) 
(3.1.2.2) 

Debe tenerse cuidado con las suposiciones de independencia de los 

parámetros, Box y Tiao comentan este problema diciendo que aunque 

t parezca razonable suponer,inicialmente,que 8 es independiente de o y 

(3, la independencia de f3 y o no es tan evidente. Considérese la forma 

(2.1) de la familia de distribuciones Exponencial Potencia, usando a f 
como pará.metro de escala 

tJ> = f(/3) a 

donde f(/3) es una función de (3. De (3.1.2.1) se tiene que log O' y f3 son 

independientes. Suponiendo que 

P{log o,(3) = P(log a)P(/3) 

pero P(log O') oc c, y puesto que log f = log t(/3) + log o , se tiene 

localmente q1.1e para f3 dado, P(log t/>) oc e; y si log a es localmente 

uniforme e independiente de /3 1 entonces log tJ> y f3 son aproximadamente 

independientes (ver Apéndice II). 

Empleando los resultados anteriores, la distribución final conjunta 

de (8,a,(3) es 
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P(9,o,f11Y) ex P(e,o,(3)P<Yl9 1 0,(3) = o-
1

P({3)P<Yl6 1 0,/1) 

donde P<yl6 1 c,(3) es la función de verosimilitud (3.1.1). Entonces 

donde c(/1) y w((3) son las definidas en (2.2). Integrando P(91 o 1 f1IY> 

sobre o, se obtiene la distribución final conjunta de 6 y ~ 

00 

P(6,f3jY) ex J P(6,c,(3jY> do 
o 

oo n 
= p({nw(/3)n J o-cn.ue>:p {-c<m. I: jyi.-elz"'ct+¡t>o-z"ct+¡t>)do 

0 L=t 

empleando la eHpresi6n (3.1.1.4) 1 con 

P = n 

&e tiene 

n 
a = C(/3)J: IYi.-612/Ct+¡!I) 

. l=t 
a = 2/(1+(3) 

n " -nU+jf )/Z 

P(6,f1IY> oc p<f1>w<f1>n[ (1+/1)1 2] (c<f1~I: lyt-elª"'''+¡t>) . r [n<1+(3)12] 
L=t 

oc P(/3)[M(6)fn<t+¡WZ r [1+(n/2)(1+f1)Jií' [1+(1/2)(1+f1)]fn (3.1.2.3) 

esta distrib•.1ci6n es útil para la obtenciór1 de las probabilidades 

finales par~ e y (3 respectivamente. 

Integrando (3.1.2.3) sobre e, se obtiene la distribución final para (3 . 

Cl) 

P<f11Y> = f p (6,f3l~)d6 
- 00 

oc P(/1)r[1+(n/2) O+m l{r[1+( 112) (1+{3)] fnJ({n (3.1.2.4) 

con J(~) definda en (3.1.1.8). 

Similarmente, la distrib1.1ci6n final de e se obtiene integrar1do 

sobre /1 1 la expresión (3.1.2.3) 1 esto es 

t 

Pee IY>= f P<e,111!'.,) d/1 e e IR (3.1.2.5) 
-t 

Todo lo a1-.terior se ha desarrollado para cualquier P((3}. En 

particular, si no se desea ir1corporar información inicial acerca de /11 

puede t1tilizarse •.ma distribución inicial de referencia. 
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Una distribución inicial de referencia factible es la Uniforme, puesto 

que HI incorpor·aci611 se red•Jce a eliminar el término P(~) en la 

expresión (3.1.2.5). 

Si se estuviera interesado en incorporar información inicial, como 

por ejemplo, la normalidad de la distr·ibución de ciertas 

observaciones, podria ei-.tonces escogerse una distrib•.1ción inicial para 

~' de tal forma q1.1e sea 1.mimodal y cer1trada en ~ = O. Una distl"'ib1.1ción 

con las caracteristicas mencionadas que se puede aplicar es la 

distribución Beta simétrica con media O y extendida de -1 a 1 con un 

parAmetro a ajustable. Especificamente, se tiene 

(3 E (-1,1) 

donde 

cuando a= 1 la distribución es \lniforme; con a > 1 se tiene una 

<listribución simétrica con moda en (3 = O, y conforme se incrementa a 

la· distribución se concentra cada vez m•s alrededor de (3 = 01 cuando a 

tiende a infinito, p((3) se aproxima a la función ó 

{ 

1 .. si (1 ·= o 
ó ((l) = 

fl O en otro caso 

representando una suposición de normalidad exacta. 

3.2 DISTRIBUCIONES FINALES PARA EL MODELO DE REGR~SION LINEAL. 

El modelo de Regresión Lirreal es 

donde Y es un vector de observaciones de nx1, X una matriz de 

elementos fijos y de rango completo n x k 

coeficientes desconocidos. 

y e un vector de 

Ahora, en lugar de suponer que las observaciones provienen de una 

distrib~1ci6n Normal 1 s•Jpongamos q•.1e la distr·ib•.1ción de '!.. pertenece a 

la familia de distribuciones Exponencial Potencia y que las 

observaciones son independientes 

entonces 
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P(!'. jx,~,0',/3) = w<mO'-'ex~·{-c<mr ¡ <y1.-?::.i~:>10'¡ 2"'1"'" 1} <3.2.2> 
1. .. , 

donde !: es el i-ésimo renglón de X. La función de verosimilitud de 
(9,0',/3) es entonces 

siguiendo argumentos similares a los del caso 9 e IR, 
inicialmente q•Je 

(3.2.3) 

supóngase 

integrando sobre O' se obtiene la di strib•Jción final conjur1ta de Uz,m 

qlte es la distribución final condicional de ~y~. Entonces 

donde 

y 

adem.1s 

y 

donde 

= I: l<Y.-x~8) j 2 '°<11'f'> 
l -i -

9. e IR 
J j=1, .. ,k 

j=1,2, ... ,k 

~E (-1,1J 

Pu(/3j!'.) ex f' [l+n(1+~)/2J{r [1+(1+m1.2J fn J({3) 

y como en la sección anterior 

1 

P<~I~> = J P<~I~·~> P<f3j~> d~ 
-1 

1 j=1, ••• ,k 
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Las distribuciones que nos interesan y que además son las 

que sirven para realizar el análisis de Normalidad y Robustez son 

P(/3IY:>, P(B.l(J,Y), P(B.IY:>, j = 1,2, ... ,k. 
- J - J -

La distribución P</31~) es Qtil para realizar análisis de robustez 

de la distribución del parámetro de no normal!dad, (3¡ dicho análisis 

puede realizarse gráficamente; por ejemplo, pueden obtenerse curvas 

para varios valores de a (a=l,3,6 ••• ) y si las curvas no difieren 

'mucho', podemos decir que las inferencias que se hagan sobre (1 

serán robustas bajo diferentes distribuciones iniciales. 

Con P(8.lf1 1 Y) (j =1 1 2, ••• , k), puede observarse si e>:iste 
J -

robt1stez 

de inferencia con respecto a 8.. El procedimiento para 
J 

hacer el 

análisis gráficamente es el siguiente 

se grafican algunas de las distribuciones de e. para valores 
J 

de (1 

igualmente espaciados a lo largo del intervalo (-1,1]. Si las curvas 

son muy parecidas entre si, puede decirse que las inferencias que se 

realicen para el par.6.metro 8. serán robustas, es decir, que dichas 
.• . J 

ir1ferencfas no depe11den de la suposiciór1 distrib•Jcio11al inicial que se 

asignó a las observaciones. Lo anterior también implica que P(8.IY) 
J -

también será insensitiva a cambios en B, esto es, las curvas para 

diferentes valores de a serán muy parecidas. 

En el caso de que para algunos valores de (1 las distribuciones de 

P(8.l/3,Y) difieran del resto, , o que todas las distribuciones 
J -

graficadas tengan medias muy diferentes, 

comportamiento de P(B.IY>; ya que puede ocurrir 
J -

por1de1-ado sobre (1, la disti-ibución final de 

diferentes 'grados' de suposición de normalidad, 

se observarla el 

que en promedio, 

e. no cambie bajo 
J 

ésto indicarla que 

finalmente las inferencias serian robustas a pesar de que no se 

detectó la robustez con las distribuciones marginales. 

En el caso extremo de que las distribuciones 

proporcionen evidencia de que exista robustez 

finales de e. 
J 

de inferencia, 

no 

lo 

que se haria es, mediante P<f11~) con a 1, averiguat' cuá.l es la 

probabilidad de que f3 tome los valores correspondientes a los casos 

problema, y dependiendo de ésta, se puede estar en condiciones de 

optar por una posible distribución de (3, quedándose con aquella que 

acumule mayor probabilidad, 
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4. I NPLEMENT ACI OH. 

Como ya se ha discutido, con la ayuda de las distribuciones finales 

que se obtuvieron en el capitulo anterior, puede efectuarse el 

análisis de normalidad, Dichas distribuciones, no tienen expresión 

analítica definida - generalmente dependen de una integral-, por lo 

que para realizar el análisis en problemas concretos, se generaron 

programas en FORTRAN con el auxilio de algunos métodos numéricos. 

4.1 METODOS NUMERICOS EMPLEADOS. 

Básicamente se requirió lo siguiente 

i) Generar variables aleatorias Exponencial Potencia a fin de simular 

experimentos con valore~ de los parámetros fijos y conocidos. Esto con 

el afán de ejemplificar los resultados que pueden obtenerse en 

diferentes situaciones; básicamente se está interesado en generar 

valores que provengan de diferentes distribuciones y asl analizar el 

cambio en las distribuciones finales de ~ y ~. 

ii) Obtener las distribuciones finales para 9 y ~. 

iii) Obtener probabilidades para la distribución final de ~. 

Para lograr lo anterior se emplearon los siguientes métodos: 

Generación de variables aleatorias Uniformes (0,1), 

Se uti 1 izó el método congruencial, Rubinstein ( 1981 ) , que 

consiste en lo siguiente: a partir de una semilla inicial x
0 

se 

obtienen las var·iables de la forma \.+:l= (a>:i + c)(mod m) i= 1,2, •• 

donde a,c y m son enteros no negativos. 

Rubinstein dem•Jestra q•Je ésto es suficiente para que x. E [O,m) 
i+:l 

Este generador tiene periodo completo si y sólo si c es primo relativo 

de m, es decir, a :: 1 (mod g) para cada factor primo g de m y también 

si m es múltiplo de 4, es decir, a:: 1 (mod 4)¡ al c•.1mplirse ambas 
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generado m variables. Rub1nstein asegura que esta propiedad se 

ct1mple si m = 2 80 
, a = ;/7+1 y c = 1. Con ésto se genera 

para obtener variables aleatorias U(0,1) 

Ut= >\/m - U(O, 1) 

Cálculo de la función Gamma (r(x)). 

Ll(O,m); 

Se •.1tiliz6 la apr·oximaci6n polinomial (Abramowitz Et Steg•.1m, 1965)1 

r(x+1) = x! = 

donde 

1+b x+b >: 2 + ••• +b x
11+e(x">, con x E [0,1], le(n)l:S 3(10-

7
) 

' 2 11 . 

b = -0.577191652 b = O • 9E:E:205891 

' 2 

b = -0.897056937 b = O. 918206E:57 
8 ' b = -O. 756 70407E: b o. 4:321 9·~394 
o d 

b = -o. 19352781E: b = 0.035868343 
7 8 

Obtención de las variables aleatorias Exponencial Potencia. 

Forsythe (1972) di6 una modificación al método de rechazo para 

obtenei- muestras de •.ma dist1'il:ir.1ci6r1 cor1tint1a, c1.1ya densidad puede 

repi-esentai-se como: 

f(>:) = c -B<>c> 
e 

donde B(>:) es 1.1na hmci6n crecierrte de >: sobr·e (0 1 oo). El método es una 

modificación de una técnica usada por Von-Newmann (1951) pai-a generai-

variables aleatorias enponenciales. Reqtli ere de ti-es tablas, 

0 1 1 1 ••• ,K que se obtienen como sigue: 

Sea q
0

= O, para cada k = 1,2, ••• se elige qk tan grande como sea 

posible y sujeta a las siguientes restricciones 

(1) qk - qk-t :S 1 

(2) B(qk) - B(qk_
1

) :S 

enseguida se calcula 

k = 0,1, ... ,k 

aqu1, K se escoge como el indice de r de tal forma que rk es el número 

más grande posible me11or q•.1e 1, el método de integr·aci6n usado f•.1e el 
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de Gauss - Aitken (Byte,1986), finalmente se calcula 

por simplicidad se definen las funciones 

k = 1,2, ... ,1< 

En el algoritmo, que a continuación se presenta , los pasos 1 al 3 

determinan el ir1tervalo [qlc-t'qlc) al que pertenece la variable 

generada (y), los pasos restantes determinan el valor de la variable 

dentro del intervalo elegido. 

1. 

:2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

':'i. 

10. 

11. 

k • 1. Generar una variable aleatoria uniforme U (0,1). 

Si U~ rlc ,ir a 4. 

Si U > rlc, k • k+1 y regresar a 2. 

Generar otra variable aleatoria uniforme U (0,1), y w •U die, 

T • GJc(W). 

Generar otra variable aleatoria uniforme u*co.1) 
Si u• :!: T , ir a 11. 

• Si U < T generar otra variable aleatoria uniforme U (0,1) 

11 . u1*, T U 6 Si _ <. • y regr·esar· a .• 

Si U :!: u•, regresar a 4. 

y • qlc-1+ w 

En el caso tratado en este trabajo, la función de densidad es 

P(y ¡e,O',m = w({3)0'-
1exp {-c((3) 1 (y-8)/0"j 2.;<t+~} con 

e, y e IR , O' e et , f3 e c-1, 1 > 

y c({3) , w({3) dadas en (2.2) 

Para facilitar los cálculos, se estandariza la densidad como sigue 

sea >: = (y-9)/0' dx/dy = 1/0' 

entonces 

P(x ¡e,0",(3) = P(y(>:) ¡e,0",/1)/ p 1 
= P(9+xO"j8,0' 1 (3)0' 

y 

= w<m exp{-c ((3) 1 ce+xoo-e) !O' ¡2,,<t+p>} O' 

25 

y = O'N + 9 



pot' tanto 

que es la densidad estandarizada. Esta función 

respecto al O, por lo qlte 

~E(-1,1) 

X E IR 
es simétrica con 

~e(-1 1 1) 

xe[0 1 (1)) 

El algoritmo se aplica directamente, adicionando un paso para obtener 

el signo de la variable1 

12. Generar una variable aleatoria U(0,1). Si U< 0.5, y •-y. 

Integración numérica Gauss - Aitken. 

El algoritmo utilizado es el presentado por David M. Smith (Byte, 

1986), en el cual,se ex~ibe un método para aproximar integrales con un 

nómero minimo de evaluaciones de la función a integrar (f(x)), 

Para usar la extrapolación de Aitken, se necesita un conjunto de 

aproximaciones a la integral de f(x) desde a hasta b, donde a y b son 

los limites de integración. Para aproximar el área bajo f(x) se usó la 

fórmula de cuadratura de Gauss; una ventaja del método de Gauss sobre 

otros métodos de integración, es que la función no se evall'.Ja en 

ning•.mo de los puntos extremos del inter·valo de inte•;¡raci6n, ésto es 

una ventaja para funciones con singularidades en los extremos. 

Una vez que se ha obtenido una tabla de valores mediante Gauss, 

se tiene ltna secltencia de aproximaciones T , T , T , •••• , las cuales 
1 2 9 

convergen al valor correcto de la integral. En teoria el análisis 

numérico indica que 'tal sucesión es linealmente convergente; la 

la extrapolación de Aitken usa esta propiedad de convergencia lineal 

para obtener mayor exactitud a partir de los resultados obtenidos por 

el método de Gauss, sin necesidad de evaluaciones adicionales de la 

función. 

Si T representa el valor exacto de la integral, y ei el error de la 

aproximación de Gauss en el renglón i-ésimo de la tabla, entonces 

Ti- T = ei..Por la definición de convergencia lineal, existe 1.ma 

constante c ¡:•ara la cual ei.= cei.-s par-a cada i. Sltponiendo esto, 

resultah tr-es ecuaciones 
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tl1't-t = 

t l+z -t == 

resolviendo para t obtenemos 

t = t. - (t. -t ) 2
/(t. -2t. +t.) 

l+Z t+Z l+1 t+Z l+t l 

esta es la expresión para la extr·apolación de Aitken. En la 

práctica, la c:onvergenc:ia no es prec:isamente lir1eal 1 asi q1Je, el 

cálc:ulo de t no es aOn el resultado exacto, pero es frec:uentemente 

más exacto que cualquiera de los tres valores usados para generarlo. 

Obtención de probabilidades finales. 

Las probabilidades finales involuc:ran el 

(3.1.5).Esta ft.mci6n de~ se desestabiliza a medida q1.1e ~se acerca a 

-1, lo cual provoca ~ue la forma de las distribuciones finales, tanto 

para ~como· para e, no p1.1er.lan sel' obtenidas flt.ci lmente con métodos de 
;;. 

integración con ponderaciones sobre la~ abcisas, ya que caen en 

sever-as ditic1.1ltades, especialmente c•.1ando se trata de integración 

m'1ltiple. 

Por lo anterior, resulta más conveniente calcular estas integrales 

por el método de Monte-Carlo, el cual, aunque es menos exacto que los 

métodos de cuadratura convencionales, presenta menos problemas cuando 

se realizan las apr·oximaciones. El método se describe a contim1aci6n: 

Sea F f1.mci6n de distrib•.1ci6n sobre algún espacio de probabilidad 

n,y sea g una función real valuada sobre el mismo espacio, entonces, 

el valor esperado de g con respecto a F es 

µ(g,F) = J g(x) dF(x) 
o 

por la ley fuer-te de los gr·andes númer·os, si el valor esperado de g 

existe, entonces,con probabilidad 1 1 la media de g para una muestra 

de F 

"' m(g,F ,M) = (.E g(zt)) / M 
\=i 

tiende a µ(g,F) c•Jando M-. oo, :.:¡, i= 1, ••• M independientes. 
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Para una integral definida con limites (a,b), la media es 
,, 

m(g,F,M)= [(b-a)/M) Eg<:z.) 
L=t t 

por· simplicidad ,s6lo se considerará el caso de Reg1'esi6r1 Li11eal 

Simple, esto es,@= (8
1

,8
2
), entonces las distriJ:oi.1ciones quedan como 

n n 
2 .t n -nu. .. ¡U/2 

[ (b -a )In JI: [ (b -a )/n JE lt ¡yk-e .-xke . ¡2"'1 
.. "i) 

2 2 2 i. : t f. i S. j: S. = :l SJ ZL 
J<rn 

r [1+(n/2)0+m) {r(1+(1/2)(1+¡3)] fn J(/3) P(/1) 

ns . 
[(b -a )/n] E (r(1+(n/2)(1+/3.)Hr(1+.5(1+f3.)JfnJ(¡3.)P(/1,)) 

9 9 9. L L \ • 
i=s. 

n 
-s. . s. ln Z/C.t+¡fl)-n<t+¡fl/2 

= J(/3) [(b ··a .>In JE E ¡y.-8 .-x.e 1 
1 S. :l j: t . : S. \ 1J L 2 

ns 
((b -a )In ] E P(e jf3.,y) a a s. ti 

t=t 

119 
P(e IY> = [(ti -a )In ) E P(S l/3.,y) z a a s 2 i 

con P(/3) definida en (3.2.3.1) 

(a111\) y n
1 

son los limites de integr·aci6n y el rn~mero de i:•articiones 

para e. respectivamente. 

(a
2

,b
2

) y n
2 

sor1 los limites de integración y el n(lmero de par·ticiones 

para 8
2 

respectivamente. 

(a
9

,bm) y n
9 

son los limites de integaci6n y el nómero de particiones 

para f3 respectivamente. 

Por otro lado, para obtener las distribuciones finales de! y /31 es 

necesario conocer el rango de valores de e sobre el cual se va a 

integrar. Estos valores se obtuvieron a partir de los estimadores 

máximo verosimiles de las medias respectivas, las cuales coinciden con 

las modas (Apéndice 11), y un rango aproximado de valores que pueden 



tomar con mayor probabilidad. 

Pa~a calcular los estimadores, se empleó el método de Newton para 

resolver sistemas de ecuaciones en n dimensiones. Geométricamente el 

método de Newton ajusta tangentes (planos o hiperplanos) a cada 

superficie en el espacio de dimensión n+l, entonces resuelve para 

estas intersecciones, en vez de resolver para las intersecciones 

originales. Si los planos tangentes son buenos respresentantes de las 

superficies entre las intersecciones actuales y las raices que se 

buscan, el método ten•:.\rA éxito. 

Se desea resolver el sistema 

f l ( X t 1 , , , , X n) =f) 

f 
2 

( >t t, • , , 1 X n) =O 

f n (X l' • • • 'X n) =O 

teniendo un p•Jnto a inicial, expandiendo cada función alrededor de a 

en el espacio de dimensión n por medio de series de Taylor, 

conservando sólo los términos lineales e igualando estas expansiones a 

O se obtie11e 

(1 

+ il f lb >: (6 ) 
t n n 

+ b f / il X (Ó ) 
z n n 

+ b f /IJ X (6n) 

" " 
donde ói. l'epr·eser1ta desviaciones de a. Después de resolver este 

conjunto de ec1.1aciones lineales 

ap1'oximaci6n a la r·aiz co11 

H. = a.+6. 
\ . . 

{ó.} se 
\ 

nueva calc~1la ur1a 

i=l, ... ,n 

El valor in~cial para a fué el estimador mAximo verosimil de 

~=(91 , 8
2

) par·a ~ma di s tri bue i6n Nor·mal 

9 = y - B X 
t z 9= z 
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Lao funcione, que ínte••ionon en el •iotema a ••••l••• •on f <. "">' = "' IY -"' _,... ". 'Z/ff+p) . 1 ~ 
. i. f. 2 l l 

... " ... """ 1 = ,<!,.,,,n 

f(9) = 

l c21c+muc21<1+m1-1 ft IJt (9)/IJe = i. 

f. 

2 -[2/(1+~)J{[2/(l+~)]-1ft 
i. 

{. 
[2/(l+/3}]{[2/(l+/3}]-1 Jr ><~<Y.-9 -9 X,)fZ/ft•P>J-• IJt <

9
>189

= i i • 2 i 

• • -[2/( l +t') JI [2/(l+f') ]-JI¡; "~(y.-· -•2>:.) [2/fbp) ]-t 
(a) 

(b) 
si yi.-9i -9

2
\ > O 

Si yi.-9t-9z\ < 0 

f l l ' l 

i = 1,2, ... ,n 

(b) 

El •ango do •ala,,, O••a 8 ,, obtuvo a P••ti• del cálculo del 
intervalo de confianza P••• una diotribuc¡~ Normal, tomando como 

centro del intervalo la moda ••••••P•ndtente •• <•da caoo para 
••••••ar que •• ••tá <•b•ie1do •l i1terva10 con mayor ••••idad 

O/ •:~ .. ;; {r "~ / <•-l>t <><¡-;;>]"' 

t:1 t o- n/<r1-2>t<x -x) :r_ + * " f . -. . -z}'/2 2 ln-21 i. 

con 8 = (9• ,92 ) la moda correspondiente y 

30 

(a) 

(b) 

(a) 



A,.,.,._ A 
donde yl= B/8

2
x,; 8 es el estimador má.ximo verosimi 1 para la Normal. 

Obtención de probabilidades para la distribución final de ~. 

Se utilizó el Spline cúbico para interpolación de valores. Se 

recurrió a este método para obtener curvas lo más suaves posible. 

4.2 PROGRAMAS GENERADOS. 

Se generaron programas que aplican los métodos expuestos en 4.1¡ 

ademis, se requirió graficar las distribuciones finales de e y~. 
Los programas se disef'íaron 

minicomputadora VAX. 

para ser· procesados por una 

Para la generación de variables aleatorias Exponencial Potencia, se 

empleó la adaptación al método sugerido por Forsyte (1972); para 

calcular- los cuantiles {q1J y las probabilidades acumuladas {rlc}, 

se cuenta con el programa GEP1, en el cual las integrales requeridas 

se calculan con las subrutinas llamadas GAUSS y AITKEN. Estas 

integrales se determinan por el método de Gauss y 

refinan usando la extrapolación de Aitken. Las 

obtienen para las distribuciones pertenecientes 

posteriormente se 

probabilidades se 

a la familia de 

distribuciones Exponencial Potencia cuyo parámetro ~ especifique el 

usuario. 

Una vez obtenidas las tablas anteriores, se procede a generar las 

variables aleatorias Exponencial Potencia para el valor especifico de 

~proporcionado en GEP1, para lo cual se cuenta con el programa GEP2. 

E11 este programa se utiliza la subrutina UN pa1·a la gene1•aci6n de 

variables aleatorias Uniformes IJ(0,1), empleando el método 

congruencia!. Las variables aleatorias se obtienen para un modelo de 

Regresión Lineal EC!IX> = X! 1 y la dimensión mixima que se maneja 

para ! es de 14. 

El programa MON1 se disef'í6 par·a la obtención de las 

finales de los parámetros de interés (9
1 
,e

2
,m, para 

distr·ibucior1es 

lo cual se 

requiere obtener los estimadores máximo verosimiles correspondientes a 

9
1 

y 9
2

¡ estos estimadores son calclllados en la s~1brutina RAIZ, 

mediante el método de Newton para resolver sistemas de ecuaciones en 
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IR", post~l"'iormente se obtienen rangos de valores mAs probables para 

6
1 

y 6 21 estos r-ar1gos de valores son obtenidos por· la st1bn1tina 

ETHETA. 

Para el cálculo de la fl.mci6r1 Oamma 

polinomial, se empleó la subrutina GAMMA. 

mediante apro>:imac:ión 

Finalmente, para integrar numéricamente las eHpresiones 

correspondientes a las distribuciones finales de cada parámetro, se 

empleó el método de integración Monte Carlo. El programa MONl 

puede modificarse fácilmente para adaptarse al caso del Modelo Lineal 

Oeneral. 

1Jr1a vez obtenidos algtmos de los valor·es pa1~a la distribución final 

de (3, se procede a interpolados utilizando el método de Splil)e Cúbico 

y asi obtener probabilidades para diferentes valores de "· Para 

realizar los cálculos anteriores se generó el programa PROBA3. 

Mediante el paquete 

obtenidos en el programa 

ENERGRAPHICS se 

MONl par-a las 

grafic:arorr 

di stribuci ories finales de 

~' el y e2, y los obtenidos para las distribuciones mar·ginales de 

Y ea 

e 
t 

A continuación se presentan los listados de 

generados. 
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GE P .t. 

C Cálculo de probabilidades (RK) para diferentes cuantiles (QK) 

e para la generación de variables aleatorias Exponencial Potencia 
e con un valor de ~ fijo, 

e Algoritmo tomado de 1 

C FORSYTHE, GECIRGE E. 1 MATHEMATJCS OF CCIMPLITATJON, 1 '172. e 

C Entrada.: ~ 

C Salida 1 valores para RK y QK que se guardan en el archivo C DAT1 .DAT 
e 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-Z) 
DIMENSION Q(100) 1R(100),TABLA(30) 
COMMON WB,CB,BE 

COMMON /TABLA/ TABLA 
WRITE ( *, 300) 

0PEN(5,FILE='DAT1.DAT 1 ,srATUS= 1 NEW
1

) 

WRITEC*,*>' BETA 1 1 

READ(*,*>B 
WRITE(5,*)B 

WRITE <*, *> 
l~C 1 >=ooo 
R(l)=ODO 

WRITEC5,*)Q(1),R(1) 
BE=lDO+B 

A=t. 5DO*BE 
C=0.5DO*BE 
GA=GAMA(A) 
GC=GAMA(C) 

CB=(GA/0C)**C1DO/BE) 

WB=(GA**0.5D0)/(BE*CGC**1.5DO)) 
V=0.1DO/CB 

DO 100 J=2, 100 
L=J-1 
RK=ODO 

Q(J)=QK(BE,V,Q(L)) 
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e 
e 

e 
e 

kM=5 

CALL DINTE(KM,ODO,Q(J),RK) 
R(J )=R~: 

C1=1DO-R(J) 

IF(C1.LE.o.0001oo)GOTO 200 
WRITE(5,*)Q(J),R(J) 

100 CONTINUE 

200 WRITE(5,*)Q(J),R(J) 

300 FORMAT ( 11. l7X. 'F AMH lA DE DI STR mue IONES EX PONENC J AL POTENCIA " 
-l,23X

1
1

0ENERACION DE VARIABLES ALEATORIAS 
1
///) END 

C CAiculo de QK 
e 
e 

FLINCTION QK(BE,V,QA) 

IHPLICIT DOLIBLE PRECISION(A-H,0-Z) 
W=(V+QAU(2/BE))U(BE/2DO) 
l~K=W 

Z==o.rno+QA 

IF<Z.LE.W)QK=Z 
RETLIRN 
END 

C Integración GALISS-AITKEN 

C Para la obtención de las probabilidades RK e 
e 

SUBROLITINE: DINTE(f(M,Al ,B1, TABLAB) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-Z) 
DIMENSION TABLA(30) 
COMMON WB,CB,BE 

COMMON /TABLA/ TABLA 
Kl==KM 
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e 
e 

CAL L GAIJSS <.f(M, A 1 , B 1) 

DO 400 J=l ,20 

CALL AITKEN(KL,TABLA2,RELEER) 
KL=KL-2 
IFCKL .LT. 3)GO TO 500 

400 CONTI NUE 

500 TABLAB=TABLA2 
RETURN 

END 

C Cálculo de la integral de GAUSS 
e 

SUBROUTINE GAUSS(KM,A1,B1) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISIONCA-H,0-Z) 
DIMENSION TABLA(30) 

EXTERNAL F2 

COMMON /TABLA/ TABLA 

NLINES=KM 
NSUBS=1 

DO 600 JLINE=2,NLINES+1 
XH=(B1-A1)/NSUBS 
XH2=XH/2DO 

XR=XH2/(3D0**0.5DO) 
START1=A1-XH2-XR 
START2=A1-XH2+XR 

SUM=ODO 
DO 650 K=1,NSUBS 

SUM=SUM+F2(START1+K*XH)+F2(8TART2+K*XH) 
650 CONTINUE 

SUM=SUM*XH2 
NSIJBS=2*NSUBS 
TABLA(JLINE)=SUM 

600 CONTINIJE 
RETURN 
END 
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e 
e 
C Refinamiento de la integral de OAUSS usando el método de AITKEN 
e 
e 

e 
e 

SUBROUTINE AITKEN(KM,TABLA2,RELEER) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z) 
DIMENSION TABLA(30) 

COMMON /TABLA/ TABLA 
KLM2=KM-1 

KLM1=KM 
DO 700 JLINE=3,KLM1 

TOP=(TABLA(JLINE+1)-TABLA(JLINE))**2 
BOT=TABLA(JLINE+1)-2*TABLA(JLINE)+TABLA(JLJNE-1) 
IFCBOT .EQ. ODO)TABLA(JLINE-1)=TABLA(JLINE+1) 
TABLA(JLINE-1)=TABLA(JLINE+1)-TOP/BOT 

JLM1=2 
IF(JLINE .GT. 3)RELEER=ABS(TABLA(JLM1-1)-TABLA(JLM1))/ 

*ABS(TABLA(JLMl)) 

JLM1=JLINE-1 
700 CONTINUE 

TABLA2=TABLA(JLM1) 

RETURN 
END 

C Ful)Ción EXPONENCIAL POTENCIA con la transfoT"mac:i6n 
e 
e X = (Y-THETA)/SIGMA X :!: O 

C donde THETA es la media 

C SIGMA es la desviación estánda1' 
e 
e 

FUNC:TICIN F2( X) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-Z) 
C:OMMON WB,CB,BE 
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e 

F2=2DO*WB*DEXP(-CB*(DABS(X)**C200/BE))) 
F.:ETURN 

END 

_.e Función GAMA 

e 
FUNC:TI ON GAMA ( S) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-Z) 

OIMENSION H(8) 

H(l)=-0.57719165200 

H(2)=0.98820589100 

H(3)c-0.897056937DO 

HC4)=0.91820685700 

H(5)=-0.756704078DO 

HC6)=0.482199394DO 

HC7)=-0.193527818DO 

H(B)=0.03586834300 

EM=100 

GAM=ODO 

G=S 

8 IF(G.LE.200)GOTO 9 

G=C-100 

EM=EM*G 
GOTO 8 

9 IF(G.LE.100)G=G+100 

F=G-100 

DO 10 Il<=1,E: 

GAM=H(IK)*(F**IK)+GAM 
10 C:ONTINUE 

IFCS.LT.100)GOTO 11 

GAMA=(lDO+GAM)*EM 

GO TO 12 

11 GAMA=(lOO+GAM)/F 

12 RETURN 

END 
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~---------------·-
GE P 2. 

e 
e 

C Obtención de muestras de variables aleatorias EXPONENCIAL POTENCIA 
C: para •.m valo1' de (3 fijo 
e 
e 

C Entrada 1 DATl.DAT que contiene BETA, RK Y QK 

C Salida : muestras aleatorias con los valores de THETA, SIOMA e 
e 
e 

y X (variable independiente) dadas por terminal 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-Z) 

DIMENSION Q(l50),R(l50),Y(60),TH(14) 
EXTERNAL OAMA 

COMMON Xl,A,C:,EM ...... 
COMMON /THETA/ TH 

OPEN(5,FILE= 1 DATl.DAT 1 ,STATUS='OLD') 
READ(5,*)B 
1=1 

100 READ(5,*,END=200)Q(l),R(I) 
I=I+1 

00 TO 100 

200 WRITEC*•*>' TAMA&O DE MUESTRA : ' 
READC*,*)N 

WRITE ( *, *> 

WRITEC*,*>' NUMERO DE VARIABLES INDEPENDIENTES:' 
READC*,*>M 

WRITEC*,*) 

WRITE(*•*>' VARIANZA DESEADA:' 
READ( *, *>SIC;MA 

WRITE(*, *> 
L=M+l 

DO 50 J=1,L 

WRITEC* ,800)J 
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e 

READ(* ,*)TH(J) 

50 CONTI NUE 

WRITE ( *, *) 

WRITEC*,*>' UNA SEMILLA INICIAL :' 

READ(*,*)X1 

A= (200* *7)+100 

C=1DO 

EM=2DOU35 

DO 7(11) 1=1,N 

K=2 

CALL UN(U1) 

U1=U1*2DO 

IF(Ul .LT. 100)00 TO 300 

S=-100 

U1=U1-1DO 

GO TO 350 

300 6=100 

350 IF(Ul .LE. R(K))GO TO 400 

K=K+1 

GO TO 350 

400 CALL UN(U2) 

W=U2*(Q(K)-Q(K-1)) 

Z=Q(K-1)+W 

T=BE(Z,B)-BE(Q(K-1),B) 

500 CALL UN(U3) 

IF(U3 .GE. T)GO Tü 600 

CALL UN(U4) 

IF(U4 .GE. U3)GO TO 400 

T=U4 

GO TO 500 

600 Y(I)=S*~Q(K-1)+W) 

CALL TRANSF(Y(I),M,SIGMA) 

700 CONTINUE 

800 FORMAT(I,' THETA',12,' :') 

END 
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e 
C EXPONENCIAL POTENCIA 

e 
e 

e 
e 

FUNCTION BE(X,B) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-Z) 

A1=1DO+B 

A2=X * * ( 200/ Al) 

A3=1.5DO*A1 

A4=0.5DO*A1 

B3=GAMA(A3) 

B4=GAMA(A4) 

BE=((B3/B4>**C1DO/A1))*A2 

RETURN 

END 

C: Transformación de la muestra generada mediante los valores 

e 
C: de entrada THETA, SIGMA y X 

e 
e 

FUNC:TION TRANSF(YE,M,SIGMA) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-Z) 

DIMENSION XI(15),TH(14) 

COMMON /THETA/ TH 

RP=TH(1) 

DO 1 J=l ,M 

WRITE ( * 1 1 O)J 

READ( * 'nx I (J) 

RP=RP+XI(J)*TH(J+l) 

CONTINUE 

W1=(YE*(SIGMA**0.5DO))+RP 

WRITEC* 1 20)W1 

10 FORMAT(/ 1
1 DAR X',I2,' : 1 ) 

20 FORMAT(l/ 1 12X,'Y =· ',FI0.3 1 /) 

RETUF.:N 

END 
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e 
e: 

e: 

e 

C: F1.1nci6n GAMMA 
e 

f'UNCTION GAMA(S) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-Z) 
DIMENSION H(8) 

H(l)=-0.57719165200 

H(2)=0.988205891DO 

H(J)=-0.89705693700 

HC4)=0.918206857DO 

H(5)=-0.75670407800 

HC6)=0.482199394DO 

H(7)=-0.193S2781800 

H(8)=0.035868343DO 
EM=lOO 

GAM=ODO 

O=S 

8 1F(G.LE.2DO)G0TO 9 
G=G-100 

EM=EM*G 

GOTO 8 

9 lf'(G.LE.1DO)G=G+100 
F=0-100 

DO 10 It:::=l ,8 

GAM=HCIK)*(F**IK)+GAM 
10 CONTINUE 

IF(S.LT.lDO)GOTO 11 

GAMA=(1DO+GAM)*EM 
GO TO 12 

11 GAMA=(lDO+GAM)/f' 
12 RETURN 

END 

SUBROUTINE UNWNI) 

41 



C Generador de v.a. Unuformes en el intervalo (0,1) 

e 
e 
C Entrada: X1 semilla inicial 

C Salida 1 IJNI número aleatorio er1 (0,1) 

e 
e 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-Z) 

COMMON Xl,A,C,EM 

X2=A*X1+C 

X2=DMOD(X2, EM) 

UNI=X2/EM 

X1=X2 

RETURN 

END 
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H OH 1. 

e 

C Obt.nc l On do P•obab; 1 id ad" final., do la di Hribuc1 én 

e de MONTECARLo. e 
C EXPONENCIAL POTENCIA ut; 1i '°'"º • 1 método do in t.grac i6" 

c s, ''••• •••• ••••••• ""'••••••• 1., ••••••••••••• 
C ºº'"''P••diont,, a un ••dolo do RE~ESION LINEAL SIMPLE 
C 11), loo cua1,, '' •ncuontran on •1 ••chivo DATOE,DAT 
e 

IMPLICIT DOUBLE PRECJSJON(A-H,0-Z) 

DIMENSI~ ·····•>.~ETA11s,21,pp~(7,1s,1s1,AJBE~1•1.~,.), 
-PPT(4,JS,Js),PPTJ(4,JS),PPT2(4,1s1,ppra111,1sJ,ppya211,1sJ, -PB(4,7),SUM1(4),S(4,7),H(9) 
COMMON X,N 

EXTERNAL GAMA 

OPEN(l, FILE= 'DATOE:. DAT 1 ,STATUS:: 'OLD') 
0PEN(2, FILE= 'DATOS.DAT' 1 STATUS=~EW 1"f 
0PEN(3, FILE= 'DATOA.DAT' ,STATUS= 'NEWt) 

DO so I=t,so 

READ(t,•,END=6o)(X(I,J),J::t,2) 
50 CONTJNUE 
60 N=I-1 

WRITE<s,.soo) 

CALL ETHETA(T1,T2,AT1,AT2) 
WRITE(*,*> 

WRITE( .. t) 'VALOR MINIMO DE BETA PARA CALCULAR El INTERVALO• WRITE:c•, *>'DE INTEGRACION : 
1 READC.,*)BETA 

CALL RAIZ(BETA,Tt,T2,R1,R2) 
WRITE:(*,*> 

WRITE(*,*>'THETA!= ',R1,' THETA2= 
1

1

R2 
WRITEC*,*> 

WRITE<t,t¡ 'AMPLIACION HACIA LA IZQUIERDA PARA THETAJ' READc•,•Hc 
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WRITE(*, *> 
1
AMPLIAC:ION HACIA LA I UiUIEFi:OA PARA THETA2

1 READ(*,*HD 

THETA(1,1)=R1-AT1-IC: 
THETA(1 1 2)=R2-AT2-ID 
WRITEC*,*> 

WRITE(*,*>'VALOR MAXIMO DE BETA PARA CALCULAR EL INTERVALO• 
WRITEC*,*>'DE INTEGRACION : 1 

READ(*, *)BETA 

CALL RAIZCBETA,T1,T2,R1,R2) 

WRITEC*•*>'THETA1= 1
1 R1

1
1 THETA2= ',R2 

WRITE(* 1 *)'AMPLIACION HACIA LA DERECHA PARA THETA1
1 READ(*,*HE 

WRITE(*,*>'AMPLIACION HACIA LA DERECHA PARA THETA2
1 READ(*,*HF 

WRITE(*,510) 

THETAC15,1)=R1+AT1+IE 
THETA(15,2)=R2+AT2+IF 

P1=CTHETA(15 1 1)-THETAC1,1))/14DO 
P2=(THETA(15 1 2)-THETA(l,2))/14DO 
DO 100 1=2, 14 
J=I-1 

THETA(I,1)=THETA(J
1
1)+P1 

THETA(I 1 2)=THETA(J,2)+P2 
100 CONTI NUE 

CTE1=(THETA(15,1)-THETA(1
1
1))/15DO 

CTE2=(THETA(15,2)-THETA(1,2))/15DO 
BETA=-0.9DO 
DO 180 1=1,7 
PU(I)=ODO 

BE=1DO+BETA 
P=DBLE(N) 

C=(P/2DOHBE 
SUMA=ODO 

DO 170 J=l, 15 

DO 160 K=l,15 
Sl=ODO 
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DO 150 L = 1 , N 

82=X(L,2)-THETACJ,1)-(THETA(K,2)tX(L,1)) 
82=(DABS(S2))tt(2DO/BE) 
81=S1+s2 

150 CCINTJ NUE 

PPTB(I,J,k)=SJtt(-C) 

SUMA==CTEucn:2tPPTB(l ,J ,l<)+SUMA 
160 CONTINUE 

1 70 C:ONTINUE 

AJ BETA ( I) =SUMA 

WRITE(*,*>'AJBETA::: ',AJBETA<r),' ',I 
Cil=1Do+c 

02=1oo+co.soo*BE> 
PU( I )=GAMA(G1) 

PU(l)=PU(I)*(CiAMA(G2)*tC-N)) 
BETA:::BETA+0.3oo 

180 CONTINUE 

A=l Do 

DO 184 I==1,4 

W=úAMA( 2Dú<A). (GAMA (A) .. (-2)). <2Doo ( (-2DO*A)+ l DO)) BETA:::-o,9Do 

SUM1 ( I )==ODo 

DO 182 J:::1, 7 

S(I,J)=PU(J)*Wt((1DO-BETA**2>**<A-1DO)) 
PB(l,J)==AJBETA(J)*S<I,J) 
SUM1cr)=SUM1(l)+PB(I,J) 
BETA=BETA+0.3Do 

182 CONTINUE 

IF Cl.EQ.1)A=A-1Do 
A=A+3Do 

1 :34 CONT I NUE 

DO 220 l==l,4 

DO 210 J:::1, 15 

DO 200 I<== l , 15 
SUM==ooo 

Do 1 90 L == 1 , 7 
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SUMQSUM+PPTBCL,J,K)*SCI,L) 
1 90 C:ONT I NUE 

PPT(I,J,K)=SUM/SUMl(I) 
200 C:ONTINUE 

210 CONTINUE 

220 C:ONTINUE 

DO 240 I = 1 , 4 

DO 230 J=t,7 

PB(I,J)=PBCI,J)/(SUMJ(I)*0.257142eoo) 
230 C:ONT I NUE 

240 CONT I NUE 

DO 246 I=!,7 

DO 244 J=l,15 

DO 242 K=l,15 

PPTB(I,J,K)=PPTB(l,J,K)/AJBETA(J) 
242 CONT I NUE 

244 CONT J NUE 

246 CONTINUE 

DO 270 I=l,7 

DO 260 J=l, 15 

DO 250 1<=1, 15 

PPTB1(I,J)=PPTB1(I 1 J)+CTE2*PPTB(I,J,K) 

PPTB2(I,J)=PPTB2(I,J)+CTEl*PPTB(I,k,J) 
250 CONTINUE 

260 CONTINUE 

270 CONTINUE 

DO 3(1(1 !=1,4 

DO 290 J=i, 15 

DO 280 k=1, 15 

PPT1(I,J)=PPT1(I,J)+CTE2*PPT(I,J,K) 

PPT2(I,J)=PPT2(I,J)+CTEl*PPT(I,k,J) 
280 CONTINUE 

290 CONTINUE 

300 CONTINUE 

WRITE(2,410) 

BETA=-o.·:iDo 
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DO 320 I=1, 7 

WRITE(2 1 420)BETA,(PB(J,I),J=1,4) 
WRITE(3 1 *)BETA,(PBCJ,I),J=1

1
4) 

BETA=BETA+0,300 
320 C:ONTINUE 

WRITEC2,430) 

DO 350 I=1,2 

WRITE(2,440)J,I,I 

DO 340 J=l, 15 

IF(l.EQ.2)GOTO 330 

WRITE(2 1 450)THETACJ,I),(PPTB1(K,J),K=1,7) 
GO TO 340 

330 WRITEC2,450)THETA(J,I),(PPTB2(K,J),K=l,7) 
340 CONTINUE 

WRITE(2,46(J) 
350 CONTINUE 

DO 380 I=l ,2 

WRITEC2,470)I, I 

DO 370 J=l, 15 

IF(J,EQ,2)GOTO 360 

WRITE(2 1 48ú)THETACJ,I),CPPTlCK
1
J),K=l,4) 

GO TO 370 

360 WRJTE(2 1 480)THETA(J,I)
1
(PPT2(K,J),K=1

1

4) 
370 CONl"INUE 

WRITE(2,490) 
380 CONTINUE 

410 FORMAT (!HJ. 5(1). 6X "D!STR ! BUCION FINAL nr •ETA P(B<TA/Y).' 

-1 ,4X ,45< •-• l, 11,sx, • orw .7X, • A•1 • ,ox, • A•3• .sx, 'A•6 • ,sx, 'A•9', 
-11, 4X,45('-'),//) 

420 FORMAT(/ 1 5X,F4.1,3X,4CF7,2,1X)) 
430 FORMATCl,3X,45( 1 - 1 )) 

••• ··~T(JHJ,S(l),8X,•01srR1suc10N MA~lNAL nr ~<TA•,11,• ~Da•, 
_,BETA P(TH<TA•,11,• IB<TA,YJ•,1,3x,141•-•1,11,4ax,•e r TA•, 

-11,3x' 'THETA', l!, 7X' '-0,9• ,sx. '-0.6 •• sx, •-o. 3' ,6X, •o.o. ,6X, '0.3'. 
-6X, 

1 
O. 6' , 6X, 'O. ''.i' , I, 3X, 74 ( ' - 1 ) , I 1) 

450 FORMAT(l,2X,F10,4,7c1x,Fa.3)) 
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460 FORMAT(5X,74( 1- 1 )) 

470 FORMAT(1Hl,5(/) 1 14X,'DISTRIBUCION FINAL DE THETA 1
1 I1,l,3X,60('-') 1 

-1/,5X1'THETA 1 • I1111X' 'A=1. ,::?.x' 'A=3' ,::ex' 'A=6' ,8X. 'A=9., 11, 3X 1 

-60(. - ' ) • / /) 

480 FORMAT(/ 1 5X,F10.4,3X 14(F8.4,3X)) 

490 FORMAT(3X,60('- 1 )) 

500 FORMATC11X,'0BTENCION DE DISTRIBUCIONES FINALES DE REFERENCIA') 

510 FORMATC15X 1 // 1 ' - - - ESPERE UN MOMENTO POR FAVOR - - -') 

END 

C Cálculo de la moda de THETA1 y THETA2 

e para ~ dado 

e 
SUBROUTINE RAIZ(B,T1 1T2,R1,R2) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISIONCA-H,0-Z) 

DIMENSION XC50,2) 

COMMON X,N 

E=2DO/ ODO+B) 

E1=E-1DO 

F1=0DO 

F2=0DO 

P1=0DO 

P3=0DO 

DO 2 1=1,N 

A=X(I,2)-T1-(T2*XCI,1)) 

M=-1 
IF(A.LT.ODO)M=1 

E2=DABSCA>**CE-2DO) 

F1=F1+CM*E*CDABS(Al**E1)) 

F2=F2+CM*E*XCI,1)*CDABS(A)**E1)) 

P1=P1+CE*E1*E2) 

P2=P2+CE*El*XCI,1)*E2) 

P3=P3+CE*E1*E2*(XCI,1)**2)) 
2 CONTINUE 

D=(P1*P3)-(P2**2) 
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e 
e 
e 
e: 
e: 
e 

Dl=(P3*C-F1)+F2*P2)/0 

D2=(Pl*C-F2)+F1*P2)/D 

Rl:::Tl+DI 

R2=T2+D2 

Gli=DABS(Rl-T 1) 

Q2=DABS ( F:2-T2) 

Dll=0.000100 

IF(Q1.LT.DL1.AND.Q2.LT.DL1)GOTO 3 

Tl=RI 

T2=R2 

GO TO 

3 RETURN 

END 

Cálculo de los estimadores máximo veroslmiles 

para 6 y 6 Cllando ~ = (1 as! como 
l z 

intervalos de confianza para determinar el 

área a integrar 

SUBROUTINE ETHETA(T1,T2,AT1,AT2) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-Z) 

DIMENSION X(50,2) 

COMMON X ,N 

P=DBLE(N) 

XP=ODO 

YP=ODO 

DO 4 I=1,N 

XP=XP+X(I, 1) 

YP=YP+X(l ,2) 

4 CONTINUE 

XP=XP/P 

YP=YP/P 

AN=ODO 

AD= O DO 

DO 5 1=1 ,N 

CN=XCI,1)-XP 
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e 

AN=AN+(CN*X(I,2)) 

AD=AD+(CNU2) 

5 C:ONTINUE 

T2=AN/AD 

Tl=YP-<T2*XP) 

SE=ODO 

SC:X=ODO 

DO 6 1 =1, N 

YE=Tl + T2*X (I, 1) 

SE=SE+((X(I,2)-YE)**2) 

SCX=SC:X+(X(I,1)**2) 

6 CONTINUE 

RSE=(SE/P)**C0.5DO) 

AT1=1,5DO*RSE*((SCX/((P-1DO)*AD))**0.500) 

AT2=1.5DO*RSE*(CP/((P-2DO)*AD))**º·5DO) 

RETURN 

END 

C Frmc i6n GAMMA 

e 
FUNCTION GAMACS) 

IMPLICIT OOUBLE PRECISION(A-H,0-Z) 

DIMF::!llSICIN H(8) 

H(l)=-0.57719165200 

H(2)=0.988205891DO 

H(3)=-0.8'17056n700 

H(d)=0.91820685700 

H(5)=-0.75670407800 

H(6)=0.482199394DO 

H ( 7) =-.o. 1 '~352781800 

H(8)=0.035868343DO 

EM=1DO 

GAM=ODO 

1 G=S 

8 IF(G.LE.200)00 TO 9 

G=G-100 
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EM=EM*G 

GO TO 8 

9 IF(O.LE.100)G~G+1DO 

F=G-100 

DO 10 11<=1,8 

GAM=H(Il<)*CF**IK)+GAM 
10 C:ONTINUE 

IF(S.LT.100)(;0 TO 11 

GAMA=(lDO+GAM)*EM 

GO TO 12 

11 GAMA=(1DO+GAM)/F 

12 RETURN 

END 
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PRO B .A 3. 

e 
e 

e C Obtención d, P'Dhab;¡ idad., cor"<opond"nt,. a P(BETA/Y) 

e C ••ando la •P•oximación po, SPLINE ~I~ •••ndo loo 

e "ª'º' º"''"''º' "º" ••dio •• ~TE~RLO, e 

C loo datoo '' obtien,n d•l •~hivo INF.DAT e 
e 

IMPLicn DOUBLE PRECISION (A-H,c1-z) 
DIMENSlON X(7),Y(4,7),B(7),C(7),D(7) 
CHARACTER R*l,ARCH*7 

0PEN(1,FILE=•oATOA.DAT 1 ,STATUS=
1
0Lo

1
) 

0PEN(2, FILE=' lNF l. DAT 1 , STATUS= 
1 
NEW') 

DO lS I=l,7 

READ(l,*)X(I),(Y(J,I),J=l,4) 
15 CONTINUE 

WR 1 TE ( * , * ) ' ' 
WRITE(*, *)'NOMBRE DEL ARCHIVO• 
REAO(*, 21 )A~:CH 
WRITE(2,22MRCH 

l7 CALL SPLINECX,Y,s,c,o,J) 
WR ITE ( *, *) ' ' 

WRITE(•, *>'TECLEA EL LIMITE INF Y EL LIMITE SUp DE 1NTEGRACION' READ<*,*>RLI,RLS 

WRITE(2,*)'LIM INF ',RLI,' LIM SUp ',RLS 
CALL· EVALUA(X' y ,B,c,o, J ,RLI ,RLS, P~:OB) 
WRITE(*, *> 1 ' 

WRITE(* 1 *)PROB 

Wl':ITE(2 1 *) 'PROBABILIDAD = 
1 

,PROB 
WRITE(*,*>' ' 

WRITE(*,*>' OTRO VALOR DE A?• 
READ(* 1 20)R 
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e 
e 

I F ( R • E(!. 1 S' ) CiO TO 1 7 

20 FORMAT(A!) 

21 FORMAT(A7) 

22 FORMAT(/l,'NOMBRE DEL ARCHIVO 1 ',A7) 

STOP 

END 

SUBROUTINE SPLINE(X,Y 1 B1 C1 D1 J) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-Z) 

DIMENSION X(7),Y(4,7),B(7),C(7) 1 0(7) 

WRITEC*,*>'TECLEA EL VALOR DE A' 

READC*, *)Ji 

WRITE(2,*)'A = 1 ,J1 

J=1 

IF(Jl .EGi. 3)J=2 

IF(Jl .rn. 6)J=3 

IF(Jl .EG!. 9)J=4 

DO )=X(2)-X(1) 

C(2)=(Y(J,2)-Y(J,1))/D(1) 

DO 20 1=2 1 6 

D(l )=X(l+1 )-X(l) 

8(I)=2DO*(D(l-1)+0(1)) 

C(l+1)=(Y(J,I+1)-Y(J,I))/D(l) 

C( 1)=C(1+1)-CC1) 

20 CONTINUE 

B(l )=-0(1) 

8(7)=-D(6) 

C( 1) =ODO 

C(7)=0DO 

C(1)=C(3)/(X(4)-X(2))-C(2)/(X(3)-X(1)) 

C(7)=C(6)/(X(7)-X(5))-C(5)/(X(6)-X(4)) 

C(1)=C(1)*D(1)**2/(X(4)-X(1)) 

C(7)=-C(7>*DC6l**2/(X(7)-X(4)) 

DO 25 1=2,7 

T=D( 1-1 )/8( I-1) 
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e 
e 
e 

B(I)=BCI>-T*D<I-1) 

C(l)=C(I)-T*C(I-1) 

25 CONTINUE 

C(7)=C(7) /E<(7) 

DO 30 IB=1 1 6 

1=7-IB 

C(l)=(C(l)-D(I)*C(I+l))/B(I) 

30 CONTINUE 

B(7)=(Y(J,7)-Y(J 1 6))/D(6)+D(6)*(C(6)+2DO*C(7)) 

DO 35 1=1 1 6 

B(l)=(Y(J,1+1)-Y(J,l))/D(I)-D(l)*(C(l+1)+2DO*C(I)) 

D(l)=(C(l+1)-C(l))/D(l) 

C(l)=3DO*C:(I) 

35 CONTINUE 

C(7)=3*C(7) 

D(7)=0(6) 

RETLIRN 

"' 
END 

SUBROUTINE EVALLIA(X,Y,B,C,D,J,RLI,RLS,PROB) 

IMPLIC:IT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z) 

DIMENSION X(7) 1 Y(4,7) 1 B(7),C(7),D(7) 

PROB=ODO 

IF(RLI.GE.-1DO.AND.RLI.LE.-.6DO)M=1 

IF(RLI.OE.-.6DO.AND.RLI.LE.-.3DO)M=2 

IF(RLI.GE.-.3DO.AND.RLI.LE.ODO)M=3 

IFCRLI.GE.ODO.AND.RLI.LE.0.3DO)M=4 

IFCRLI.GE.0.3DO.AND.RLI.LE.0.600)M=5 

. IFCRLI.GE.0.6DO.AND.RLI.LE.100)M=6 

IF(RLS.GE.-1DO.AND.RLS.LE.-.6DO)K=1 

IF(RLS.GT.-.6DO.AND.RLS.LE.-.3DO)K=2 

IF(RLS.GT.-.3DO.AND.RLS.LE.ODO)K=3 

IF(RLS.GT.ODO.AND.RLS.LE.0.3DO)K=4 

IF(RLS.GT.0.3DO.AND.RLS.LE.0.6DO)K=5 
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IFCRLS.OT.0.6DO.AND.RLS.LE.1DO)K=6 

DO 60 I=M,K 

Z=CX(I+1)-X(l)) 

PROB=Y(J,I)*Z+B(I)l2*Z**2+C(I)/3*Z**3+0(1)/4*Z**4+PROB 

60 CONTINUE 

RETURN 

END 
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5. EJEMPLOS 

Los ejemplos presentados en este trabajo, tienen como finalidad 

mostrar la utilidad de las distribuciones obtenidas en el análisis de 

normalidad utilizando los programas expuestos en el capitulo anterior. 

Los pasos a seguir para la obtención de las distribuciones son los 

sig1.lientes: 

Se puede realizar, como ya se especificó antes, la simulación de 

variables aleatorias Exponencial Potencia. Para esto, se requiere 

ejecuta1' los pr·ogr·amas GEP1 y GEP2. La infor·mación q1.1e se debe 

proporcionan por medio de la pantalla es la siguiente : 

Al ejec1.1tar GEP1 

+El valor de~ (E (-1,1) ) correspondiente al miembro de la familia 

que se desea simular. 

Al ejecutar GEP2 

+El tama~o de muestra requerido (n). 

+ El número de variables independientes, n• 

+ La varianza . 2. 
{O' ) • 

-+Una semilla inicial (par·a comer1zar la sim•.tlación), Esta p•.1ede ser 

cualquier número Natural. 

+ Los valores de xL. Se recomienda que estos valores sean 

aleatoriamente para generar asi una muestra aleatoria. 

obtenidos 

La información se obtiene por pantalla, y corresponde a la variable 

yt' i=1,2, ... ,n. 
El programa MON1 solo obtiene probabilidades finales para el 

caso de Regresión Lineal Simple, y se puede ejecutar cuando ya se 

cuenta con las observaciones (o ya se generó una muestra aleatoria). 

La información que se debe proporcionar es la siguiente : 

Por medio de archivo 

-+ Las observaciones (x,y) en formato libre. 

Por medio de pantalla 

+ El valor minimo y el máximo de ~ para calcular el intervalo de 

integración. Esto a fin de tener flexibilidad en la obtención de las 

probabilidades, ya que dependiendo del valor que tenga ~' la 

probabilidad va a estar acumulada en uno u otro lado del intervalo 

56 



(-l,1). 
+ La ampliaci6n del intervalo de integraci6n de e con el mismo fin que 

el punto anterior. 

Se obtienen cinco tablas de probabilidades 

P(B 111, V)' P(B IV) y P(8 IV:>. 
z - ~ - z -
Finalmente, se cuenta con un programa, PROBA3, que 

P(B 111 1 V), 
t -

calcula 

probabilidades acumuladas para ~. La información que se proporciona de 

entrada es la siguiente : 

+ El valor de el parámetro a correspondiente a la densidad a integrar. 

+El limite inferior y superior de integración. Esto para obtener 

P(a<l1<b). 

57 



EJEMPLO 1. 

Se simuló una muestra aleatoria de tama~o 25, con ~ = O, 

8
1 

= 2.5, y 8
2 

= 1.4. Los valores ger1erados fueron : 

X y 
-9.9 -11.365 
0.6 5.404 

-6.·:C, -5.66'3 
6.8 12.858 
2.7 5.4(14 

-5.0 -6.293 
7.4 11.:386 

-4.9 -2.992 
-8.9 -10.378 
7.4 14.492 

-8.4 -·:;t.242 
-8.3 -9.897 
-4.7 -6.364 
8.1 13.158 

-7.5 -7.603 
-9.6 -12.272 
-a.2 -8.151 
7.7 11. 747 
6.1 11. 504 
7.6 14.436 
2.6 6.797 
4.6 10.040 
7.3 15.621 
9.3 1t·. 1 !59 
4.0 5.:~93 

Los resultados obtenidos fueron : 

DISTRIBUCION FINAL DE BETA PCBETAIY> 

BETA A=1 A=3 A=6 A=9 

-o. 9 0.48 o. 03 o.oo O.C>O 
-0.6 1.02 1).70 0.26 0.08 
-0.3 0.99 1.36 1.45 1.35 
o .o C>.66 1 • 1 o 1.55 1.91 
0.3 0.39 0.54 0.57 0.53 
0.6 0.23 0.16 0.(16 0.02 
0.9 0.13 0.01 o.oo o.oo 

z 
C1 = 3, 

NOTA : En los encabezados de las tablas y las gráficas se denota a las 

densidades como distribuciones. 
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P<f3l:O · 

Se observa que para A= 1, esto es, cuando se está utilizando 

distribución inicial no informativa para ~' la muestra no proporciona 

información acerca de una tendencia central de limite, puesto que 

acumula mayor probabilidad en valores menores que cero. Además, 

P(~ S -0.6) = 0.2418 y PC~ ~ 0.06)= 0.0527, esto indica que existe una 

gran posibilidad de que B ~ -0.6, y por tanto, se debe observar el 

comportamiento del parámetro de interés, ~ 1 para valores de ~ ~ -0.6. 

Esto nos hace pensar que no existe robustez en la inferencia que se 

realice acerca de ~. 

2 

1.8 

:::1 
ll 

/}. A : 1 

D A = 6 

DISTRIBIJCION FINAL DE BETA 

¡ 1 i i 1 1 1 1 T 1 .'2 .13 -.9 -.8 -.7 -.6 -.5 -.4 -.3 -.2 -.1 1 .1 

B ET A 
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1 A = 9 
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DISTRIBUCION MARGINAL DE THETA1 DADO BETA P(THETA1 jBETA, Y) 

--------------------------------------------------------------------------
B E T A 

THETA1 -0.9 -0.6 -0.3 o.o 0.3 0.6 0.9 

--------------------------------------------------------------------------
2.2117 0.716 0.727 0.731 o. 5'?4 0.440 0.315 0.232 

2.2694 1.145 1. 006 o. 96::: 0.786 o. 5·::io 0.42E: 0.319 

2.3271 1.652 1.319 1.224 1. 003 0.767 0.569 0.434 

2.3848 2.057 1.629 1.473 1.227 0.967 0.740 0.582 

2.4425 2.220 1.884 1.683 1.440 1.177 0.935 0.762 

2.5001 2.166 2.030 1.823 1.616 1.381 1.148 0.975 

2.5578 1.984 2.037 1.870 1. 732 1.560 1.365 1.215 

2.6155 1.739 1.904 1.816 1. 773 1.692 1.565 1.466 

2.6732 1.462 1.663 1.672 1. 732 1. 759 1. 728 1. 706 

2.7309 1.167 1.364 1.462 1.61t· 1. 752 1.831 1.915 

2. 78:36 0.872 1.056 1.217 1.440 1.66'? 1.857 2.057 

2.:3463 0.604 0.778 o.·::i6::: 1.227 1.519 1. 792 2.087 

2.9040 0.3'12 0.550 o. 738 1 • 003 1.322 1. 650 2.017 

2.9617 0.244 0.374 0.542 o. 7:::t:. 1.100 1.446 1.851 

3.0194 0.149 0.248 0.348 0.594 0.875 1 • 201 1.595 

-------------------------------------------------------------------------
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P(8,j~ 1 ~). 

·La distribución de e, varia mucho dependier1do del valor· que tome 
(3, por lo que, en pr·incipio, r10 

ac:erca de la distribuci6r1 de las 
robustez, 

f\ 
)1 

1 

G: 

"' ¡,¡ 
111 
\ 
~ 
G: 

"' ¡,¡ 
: 

"' " ~ 

2 

1.5 

1 

se puede hacer suposición alguna 

observaciones, esto es, no hay 

l>ISTRIBIJCIOH llAllGIHAL DE THETAl DADO BETA 

~ BliA: -9.9 

o BliA = -e. 3 ..A-._ . 

0 BliA : 9. 3'~ 'A 
BliA: (.9 

9.¡_~~.--~-...~~--.~~-.-~~-...~~....,_~~...,._~--..1 
2. 1 2.31 2.41 2. 1 2. 1 2.81 2. 91 33. 

THE?Al 
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DISTRIBUCION MARGINAL DE THETA2 DADO BETA P(THETA2 IBETA, Y) 

-----------------------------------·---------~-----------------------------
B E T A 

THETA2 -0.9 -0.6 -0.3 o.o 0.3 0.6 0.9 

--------------------------------------------------------------------------

1. 3793 1.016 2.512 3.965 4.145 3.665 2.997 2.44'1 

1 .3876 1.52E: 3.472 5.2t;,5 5.489 4.931 4.129 3.464 

1. 3959 2.250 4.671 6.740 6.'79:3 6.407 5.530 4.808 

1 • 4041 3.210 6.092 8.294 8.567 8.016 7.175 6.519 

1. 4124 4.3'17 7.676 9.790 10 .050 '7.f:..27 8.'177 8.586 

1. 4207 5.758 9.30€: 11. 065 11.279 11.056 10.731 10,768 

1 .428'1 7.222 10.825 11.957 12.093 12 .109 12.18'1 12.787 

1 .4372 9.735 12.033 12.341 12.378 12.619 13.064 14.132 

1.4455 10.274 12.751 12.161 12.(193 12.498 13.179 14.490 

1. 4537 11.822 12.853 11.441 11 .279 11.764 12.517 13.822 

1.4620 13.339 12. 30'1 10.286 10.050 10.534 11.213 12.257 

1. 4703 14.69:3 11 • 19t· 8.847 E:.567 8.994 9.551 10.333 

1. 4785 15.612 '1.681 7.292 6.99:3 7.342 7.775 8.366 

1. 4868 15.589 7.971 5.774 5.c1E:9 5.742 6.060 f:.,,490 

1.4951 14.170 6.268 4.403 4.145 4.315 4.534 4.:339 

---------------------------------------------------------------------------
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P<B lf;, Y) z -

La distPibución de t3 val'ia menos que la anterior con respecto a {l 1 2 

pero para valores extremos de fl <~ -0,6 6 ~ 0.6 ) las distPibuciones 

difieren mucho del resto. En este caso tampoco se tiene evidencia de 

la distribución de las observaciones, por lo que tampoco se detecta 
robustez. 

l'I 
)1 

16 

1 

12 

DISTRIBllClott llARCIHAL DE THETA2 Ml>O Bllll 

á BETA = -e.9 

0 BETA = -e.3 

0 BllA = e.3 

BtrA = e.9 

A BETA = -9.6 

1 BETA = e.e 
A 

t B/9.6 

\ 

e'-l-~-.-~-.-~-.-~-.-~-.-~-.-~-.-~-.-~-.-~-.-~.-~ 
1. .., 1. 8 1.39 1.4 1.41 1.42 1.43 1.44 1.45 1.46 1.47 1.484 

THITA2 
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DISTRIBUCION FINAL DE THETA1 

------------------------------------------------------------
THETA1 

A==l A=3 

------------------------------------------------------------
2.2117 0.6348 0.6336 0.6272 0.6219 2.2694 o.ens 0.8494 0.9344 o.a2s4 2.3271 

1.1533 1.0904 1.0649 1.0516 2.3848 1.4203 1. 3344 1.2999 1.2829 2.4425 1.634:3 1.5522 1.5137 1.4'5'51 2.soo1 1. 7720 1. 7140 1.6790 1.6620 2.5578 1.a217 1. 7972 1. 7729 1. 7611 2.6155 1.7834 1. 7911 1. 7828 1. 7787 2.6732 1.6672 1.7003 1. 7o·n 
1. 7137 2.7309 

1.4920 1.5416 1.5650 1.57M 2.7886 1.2813 1.3387 1.3713 1.387';. 2.8463 1.0588 1.1163 1.1523 
l.1706 2.9040 0.846(1 

0.8966 o.·;.306 
0.9482 2.9617 

0.655:,:: 0.695(1 
0.7239 0.7390 3.0194 o.4no 0.5206 0,5433 

0.5553 
------------------------------------------------------------
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A pesar de que las distrib•Jciones de 9
1 

y 9
2 

difieren 

variar ~. cuando se hace el promedio sobre las 

mucho al 

di str·ibuciones 

mar•;¡inales de e., j=l ,2 ponderc.das por P<f11Y), y comparar las 
J 

distribuciones finales usando una distribucion inicial no informativa 

para (1 con distribuciones que incluyen distribuciones iniciales para 

~con fuerte evidencia de normalidad en la distribución de la muestra 

('!) 1 éstas se aproximan consider-ablemerite. La forma de la distl"'ib1.1ci6n 

final de ~ influye grandemente en estos resultados, puesto que asigna 

DISTRlllllCIOH FINAL DE THETR1 
2 

b. A : 1 ! A : 3 

1.8 0 A : 6 

1.6 

1. 

1.2 

9+-~~-.-~~..,-~~-.-~~-.-~~-r~~--,.~~--.~~--ri 

2. 1 2.31 2.41 2. 1 2.61 2. 1 2.81 2.91 33. 

THE'IA1 
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DISTRlBUCION FINAL DE THETA2 

THETA2 A=1 A=3 A=6 A='':/ 

1.3793 3.1145 3.6503 3.8814 3.'1762 

1. 3E:76 4.2136 4.8846 5.1694 5.2857 

1.3959 5.5206 6. 310:3 6.6384 6.7710 

1.4041 6.9855 7.8524 8.1990 8.3374 

1.4124 8.5130 9.3877 9.7173 9.8463 

1. 4207 9.95E::2 10.7566 11.0273 11. 12'':/5 

1.42:3·:;¡ 11.1579 11. 78·::ie 11.9618 12.0214 

1.4372 11.9537 12.3410 12.3870 12.3943 

1.4455 12.2434 12.3255 12.2375 12.1911 

1.4537 12.0055 11. 7435 11.5336 11.4410 

1.4620 11.2964 10.6794 10.3764 10.2518 

1. ,i703 10.2401 9.2832 8.9235 8.7833 

1.4785 8.96(14 7.7266 7.3483 7.2082 

1.4868 7.5459 6.1679 5.8063 5.6783 

1.4951 6.(1623 4,729•:;¡ 4.4131 4.3045 
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mayor probabilidad a ~ en valores menores pero cercanos a cero no 

as1 a los valores que causan problemas. 

Como conclusión se tiene que, a pesar de que existen grandes 

discrepancias er1 la fol'ma de la distribución marginal de e,y de 9
2

, 

esto no afecta a la distribución final, por lo q•Je las inferencias q•Je 

se puedan realizar acerca de ~ son insensitivas a cambios bajo no 

normalidad y por tanto la suposición de normalidad es aceptable. Esto 

es, a fin de cuentas si existe robustez en las inferencias que se 

realicen acerca de 9. 

12 

Í!. A : 1 

0 A : 6 

DISTRIBIJCIOH FINAL DE THETA2 

1.42 

T H E T A 2 
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i A : 3 

1 A : 9 
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EJEMPLO 2. 

Se sim•.116 •.ma m•.1estra aleatoria de tamal"ío 15 con (r-:-0.E:, 

el= 0.35, a =2.5, 8 =4.5 • Los valor-es gener·ados fueron s z 

X 

1.5 
-9.9 
7. (l 
7 .1 
4.4 

-9.1 
-5.4 
-6.3 
-4.6 
0.5 
2.8 

-o.e: 
2.9 
6. 1 

-8.7 

Los resultados obtenidos fueron 

y 

9.25 
-42.042 
32. ·::11e 
33.598 
21. 517 

-39.557 
-21.612 
-26.E.36 
-18.2 

4.755 
14.654 
-0.52 
16.165 
29.432 

-37 .139 

DISTRIBUCION FINAL DE BETA P(BETA/Y) 

BETA A=1 A=3 A=6 A=9 

-------------------------------------------
-0.9 (l,80 o. 05 o. 0(1 o. 00 
-0.6 C•.82 0.64 0.24 0.08 
-t).3 0.76 1. 1 ·::i 1. 2:3 1.18 
(1. o 0.59 1.12 1.59 1.·:;i5 
0.3 0.42 0.66 o. 70 0.65 
(1. 6 0.2·~ 0.22 o. o::: o. 03 
0.9 0.20 0.01 o.oo o.oo 
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Para el c:aso de interés (A= 1), la p1-obabilidad de q•.1e (3 tome 

valores peque~os (/3 ~ -0.6) es grande ~ 0.25), no es de 

este hecho si consideramos q•.1e la muestra pr·oviene de una 

distribución con (3 = -0.8. 

DISTRIBIJCIOH FIHAL DE BETA 
2.1 

2 /:J. A : 1 A A: 3 · .. 

0 A : 6 

1.8 

1.6 

1.4 

1.2 

-,9 -, 7 

B E T A 
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-----·-~- ·- ·--------
DISTRIBUCION MARGINAL DE THETAl DADO BETA P<THETA1 IBETA,Y) 

--------------------------------------------------------------------------
B E T A 

THETA1 -(1.9 -0.6 -0.3 o. o o. 3 0.6 o. '1 

--------------------------------------------------------------------------

2.0344 0.542 1.166 1.82'1 2.240 2.500 2.658 2.747 

2.0588 0.761 1.527 2.234 2.620 2.E:52 2.9% 3.081 

2.0831 1.075 1.965 2.658 2.':;J84 3.170 3.292 3.373 

2. 1075 1.524 2,4(:,(:, 3.074 3.308 3.429 3.51€: 3.594 

2.1318 2.158 3.004 3.444 3.563 3.606 3.651 3.714 

2. 1561 3.022 3.52~1 3.730 3. 721:.1 3.68E: 3.674 3.69E: 

2.1805 4.113 3.963 3.898 3.782 3.675 3.605 3.584 

2.2048 5.271 4.243 3.925 3.724 3.569 3.454 3.377 

2. 22·~1 6.034 4.310 3.808 3.560 3.385 3.249 3.138 

2.2535 5.849 4.149 3.5t.o 3.3(14 3.13'7 3. 007 2.892 - .. _ 

2. 277'C: 4. 787 3.788 3.210 2.980 2.847 2.742 2.645 

2.3021 3.514 3.2'~2 2.799 2.615 2.528 2.462 2.397 

2.3265 2 .46:3 2.737 2.365 2.236 2.19'1 2.181 2.158 

2.350E: 1. 716 2.192 1. 942 1.866 1.875 1. 904 1. '130 

2.3751 1. 196 1.702 1.555 1.523 1.568 1.635 1.701 
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La distribución de 8
1 

es muy variable dependiendo del valor de ~' 

en particular, se observan grandes diferencias en las distribuciones 

cuando ~ = -0.9 y ~ = 0.6, además alrededor de ~ = -0.9 se acumula la 

mayor probabilidad (gráfica anterior), por lo que no hay evidencia de 

que la suposición de normalidad sea adecuada, aún mAs, no existe 

evidencia de robustez en las inferencias que se realicen con e 
1. 

6.5 

6 

5.5 

5 

4.5 

.5 

DISTRIBUCIOll Ml\RGIHAL DE THETAl DADO BETA 

iJ. BETA : -e, 9 

0 BETA : -1!.3 

0 BETA : ll.3 

BETA : 9,9 

2.98 2.13 

! BETA : -9,6 

2.18 2.z3 2.28 2.33 2.3 

IHEIAl 
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DISTRIBUCICIN MAROINAL DE THETA2 DADO BETA P(THETA2 /BETA, Y) 

--------------------------------------------------------------------------
B E T A 

THETA2 -0.9 -0.6 -0.3 o .o <). 3 0.6 o .9 

--------------------------------------------------------------------------

4.4666 2.651 5.875 10.731 16.447 22.372 28.066 33.346 

4.4700 3.51€1 7.456 12. 77E1 1::1,475 23.925 28.820 33.08t:. 

4.4734 4.677 9.385 14.9'::l3 20.388 25.074 28.931 32.018 

4.4768 6.227 11.688 17.306 22.085 25.758 28.435 30.319 

4.4802 8.305 14.363 19.619 23.472 25.953 27.42i:. 28.217 

4.4836 11.093 17.360 21.810 24.461 25.667 25.996 25.847 

4.4869 14.827 20.565 23.740 24.9'?1 24.933 24.249 23.334 

4.4903 19.782 23.787 25.266 25.025 23.815 22.308 20.820 

4.4937 26.143 26.771) 26.264 24.562 22. 3·~3 20.289 18.435 

4.4971 33.514 29.220 26.642 23.633 20.748 18.21::7 16.275 

4.5005 39.867 30.:35 17 26.31.:.(> 22.2·~:3 113. '356 16.343 14.326 

4.5039 41.99E: 31.4€17 25.438 20.640 17. 0::10 14.472 12.547 

4.5072 3'3.484 31.030 23.948 18.755 15.176 12.672 10.871 

4.5106 34.792 29.557 22.008 16.741 13.303 10.970 9.312 

4.5140 2·::i. 786 27.262 1·:i. 762 14.691 11. 511 9,3•:;¡9 7.911 
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Las distribuciones tienen grandes diferencias con respecto al valor 

que toma ~' para toda ~' por lo que no existe robustez para 8
2

• 

DISTRIBUCIOff llARGIHt'IL DE fHETAZ DADO BETA 

/>. BETA : -1!, 9 

411 0 BETA : -1!.3 

0 BETA :. l!.3 

BETA: 9.9 
35 

"r-~~~~~~~~-,~~~~~~~~~-..~~~~ 

4.4& 4.48 4.5 4,5 

T H E T A 2 

73 



DISTRIBUCION FINAL DE THETA1 

THETA1 A=1 A=3 A=6 A=9 

2.0344 1.667::: 1.9846 2.0954 2.1405 

2.0588 2.0(170 2.35·~2 2.476(1 2.5221 

2. 0€:31 2.3745 2.7412 2.E:547 2.89E:1 

2.1075 2.7602 3.1069 3.2(155 3.2414 

2.1318 3.1512 3.42E:1 3.49'?0 3.5233 

2. 1561 3.5302 3.6752 3.7070 3.7165 

2. 1805 3.8762 3.8226 3.8077 3.8014 

2.204:3 4.136'? 3.8493 3.7884 3. 767'? 

2.2291 4.2124 3.7442 3,6491 3.6186 

2.2535 3.'~'152 3.5095 3.4034 3.3685 

2.2778 3.5185 3.1705 3.075'? 3.041'? 

2.3021 2.94'.;Z3 2. 7703 2.6'?7:3 2.66:36 

2.32t:05 2.4031 2.3509 2.3010 2.2785 

2.3508 1.·::i263 1.'?445 1.·:;,134 1.8'774 

2.3751 1 C"'•-,.-,t"":?' 
•'-... "" ... ' 1.5721 1.554E: 1.5444 
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P(9,IX) y P(92IX) 

Observando las gráficas puede verse, que las distribuciones finales 
de ! son muy diferentes cuando A = 1 y cuando A = 9, esto 

decir que las inferencias que se realicen acerca de ! serán diferentes qltiere 

dependiendo del valor que se suponga para ~. 
no podemos suponer normalidad de los datos, puesto que si la 

Se ve que en general, 

4.5 

3.5 

3 

2.5 

f\ 
)e 
\ 
..¡ 
(1 

~ 1.5 
:e 

"" " 1 ~ 

.5 

e 
2. 3 

/J. A : 1 

o ll : li 

2.es 2.13 

DIS?RIBIJCIOH FIHAL DE IHE?Al 

2.18 2.23 2. 8 
IHETll! 
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i. ll = 3 

1 ll = 9 

~ 
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DISTRIBUCION FINAL DE THETA2 

THETA2 A=1 A=3 A=6 A=9 

------------------------------------------------------------
4.4666 12.6165 14.4980 15.2410 15.5701 

4.4700 14. 052(1 11.: .. 2El16 17. 1349 17.5070 

4.4734 15.5033 18.0364 18.':;170'3 19.3715 

4.4768 16.9736 19.7112 20.6775 21.(1837 

4.4802 18.4722 21.2519 22.1808 22.561':;1 

4.4836 20.0034 22.5975 23.4057 23.7267 

4.406':;1 :21.5722 23.6:341 24.2820 24.50:31 

4.4903 23.1847 24.4492 24.7513 24.8530 

4.4937 24.8239 24.8348 24.7728 24.7312 

4.4971 26.3535 24.7880 24.3282 24.1394 

4.5005 21 .3o·;rs 24.2551 23.4262 23.1029 

4.5039 27.0133 23.1':¡96 22. 1059 21.675€: 

4.5072 25.3944 21.6626 20.4361 19.9366 

4.5106 23.(1212 19.7659 18.5115 17.9817 

4.5140 2(1.3702 17.6479 16 .438'3 15.9141 
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distribución final de <B ,e) cambia dependiendo del valor que toma ~' 
; t 2 

las inf~rencias que se realicen acerca de dicho parámetro serAn 

sensitivas a cambios en ~. No hay robustez, y por tanto, se puede 

llegar a conclusiones equivocadas, 

En este caso, la muestra proviene de i..ma di s t r·i b•.1c ión 

exponencial potencia con ~ = -0.8, y si supusiéramos normalidad en las 

observaciones, se llegaria a resultados falsos. 

311 

25 

f\ 15 

" \ 
N 
(f 
14 
frl 111 
: 
~ 
y 

~ 

5 

/). A : 1 

0 A : 6 

DISTRIBIJCIOH FINAL DE THETA2 

"'+-~~~~-..~~~~~....-~~~~--.~~~~~....-~~~-t 

4.46 4.47 4.48 

THETA2 
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EJEMPLO 3. 

El presente ejemplo y el siguiente fueron tomados de Draper 

(1981) • 

Se realizó un estudio sobre el efecto en el producto de un proceso 

químico, obteniéndose los siguientes resultados (en forma codificada) 

X y 

13.3 3.5 
16.'1 5. 1 
19.9 4.8 
23.2 6.7 
26.3 6. o 
30 .1 9.5 
42.6 8 .1 

Los resultados obtenidos fueron 1 

DISTRIBUCION FINAL DE BETA P(BETA/Y) 

BETA A=1 A=3 A=6 A='':/ 

-0.9 0.33 0.02 o.oo o.oo 
-0.6 0.38 0.31 o .12 (l.04 
-0.3 0.47 (1.76 o.::i2 o.76 
'o.o 0.57 1.11 1.59 1.96 
0.3 0.65 1.06 1.15 1.06 
0.6 o. 72 0.58 0.22 0.07 

·0·9 .o.-7f:v~- - o.os- o. 00 0,01) 

"' ' ''' ',,, ---------------------------------------------
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t~o n~nE 
óta"iUTECl 

Para A= 1 se observa que la distribución final de ~ tiene tendencia 

casi uniforme, y se acumula mis probabilidad para valores grandes de 

~,aunque ásto no es muy marcado. 

2.1 

2 

1.8 

1.6 

1. 

1.2 

" )e 

' .e 
<I 

~ 
lll .6 
y 

~ 

/:. A : 1 

0 A : 6 

-.3 

Dl STRI BUCI OH FI HAL DE BETA 

-.1 

BE T A 

79 

.1 .3 

i A: 3 
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DISTl':IBUCION MARGINAL DE THETA 1 DADO BETA P(THETA1 IBETA,Y) 
--------------------------------------------------------------------------

B E T A 

THETA1 -c),'1 -c),6 -0.3 o. o 0.3 o.6 o.·1 
--------------------------------------------------------------------------

0,953 0.123 0.151 0.197 0.226 0.241 0.250 0.256 

1.199 0.157 0.199 0.261 0.299 ci.316 0.324 0.329 

1.444 0.182 0.242 0.316 0.358 0.375 o. 3133 o. 3'10 

1.690 0.218 (1.283 (1.358 0.397 0.413 0.421 (1.426 

1.936 0.259 0.322 0.387 0.418 0.431 0.436 0.437 

2.182 0.286 (1.359 0.403 o. 420 0.430 0.437 0.441 

2.428 0.327 0.389 0.403 0.407 0.413 0.420 0.423 

2.674 0.399 0.407 0.388 0.380 0.382 0,387 0.390 

2.92(1 0.449 0.405 0.361 o.343 0.341 0.347 0.358 

3.165 0.473 0.383 0.324 0.300 0.292 0.2·10 0.291 

3.411 0.442 0.344 0.282 (1,254 0.241 (1.234 0.229 

3.657 (1.367 0.295 0.237 (1, 206 0.189 0.178 0.16E: 

3.903 0.28'1 0.243 0.1·11 0.159 . 0.139 0.124 o .. 111 

4.149 C>.222 0.192 0.146 0.115 (1,095 o .o:.::o o. 070 

4.3'15 0.166 0.144 0.104 o •. 076 .. 0.059 0.048 0.040 

--------------------~-------------·~_,.:·_...:~~....:~------------------------------
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.. 

P(9 1~ 1 Y) .. -

Se observa que para valores grandes de ~ (l) las 

distribuciones al parecer no difieren mucho entre si, pero para 

valores de~~ -(l.3 , las distribuciones se dispersan mAs. Esto quiere 

de~ir que no existe robustez en las inferencias que se realicen con 

r·especto ~. es, pi.,esto que las infer·encias que se p•.ie•:len realizar· 

dependen del valor que se suponga para 8s. 

.5 

l>ISTRIBUCIOH ~RGIHAL DE THETAl 0000 BETA 

A BETA : -9.6 

1 BETA = e.e 
f BETA: IU 

9.¡_~~---.~~~-,.;.~~~.,-~~-,.~~~-.-~~~-r--~---i 

,9 3 2.45 3.45 3.95 4.3 

tHEtAl 
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DISTRIBUCION MARGINAL DE THETA2 DADO BETA P<THETA2 jBETA,Y) 
--------------------------------------------------------------------------

B E T A 

THETA2 -0.9 -0.6 -0.3 o. o o. 3 0 .6 0.9 

--------------------------------------------------------------------------
(1, 084 o. 905 1.360 1.964 2.424 2.662 2.734 2.709 

0.093 1.832 2.268 2.931 3.494 3.855 4.029 4.067 

0.103 3.056 3.474 4.076 4.666 5.146 5.473 5.657 

0.112 4.420 4.874 5.320 5.883 6.482 7.012 7.431 

(1, 122 6,(158 6.414 6.615 7. 10·7 7.798 8.530 9.234 

0.131 8.104 8.074 7.926 8.299 8.976 •7, 730 10.41E: 

0.141 10.674 9. 772 9.194 9.382 9.914 10.529 11.092 

o. 15(1 13.737 11.283 10.3(17 1(1,260 10.527 10.851 11.151 

o .160 15.329 12.252 11.115 10.::i30 10.783 10.787 10. 7'78 

o. 169 13.388 12.381 11.469 10.993 10.634 10.33E: 1(1.122 

(1, 179 10. 775 11.643 11.258 10.672 1o.051 '7,497 ·:i. 056 

0.188 8.895 10. 26';'1 10.424 '?.803 9.032 8.354 7.826 

(1.198 7.045 8.497 8.946 8.351 7 .51';'1 6.761 6. 14:?. 

0.207 5.332 6.370 6.849 6.393 5.640 4.891 4.238 

0.217 3.270 3.888 4.426 4.263 3,8(H) 3.305 2.873 

---------------------------------------~---------~-------------------------- -- --- - --
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Las distribuciones 

f3!: -0.6, ésto ocasiona 

de 

que 

9 a 
no 

son diferentes 

enista robl1stez 

par·a 

er1 

valores 

cuanto a 

irrferencias q•Je se 1-ealiQen con respecto a 92• 

DISTIBUCION llAR<:IHAL DE THETA2 Dl'IDO BETA 

b. BETA :: -11. 9 

0 BETA :: -11.3 

0 BETA:: 9.3 

BETA :: 9.9 

A BETll : -9.6 

1 BETA : 9.9 

t BETll : 11.6 

ª+-~~-.-~~~...-~~-.-~~~....-~~-.-~~~...--~~ 

• 4 .1114 .124 .144 .164 .184 .ílll4 .21 

TllETAZ 
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de 
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1 
DISTRIBUC:ION FINAL DE THETA1 

------------------------------------------------------------
THETAl A=1 A=3 A=6 A=9 

------------------------------------------------------------
0.9528 0.2189 0.2217 0.2232 0.223 1i 

1 .1 '786 0.2857 0.2917 0.2946 0.2·75•7 

1.4445 0.34(>1 0.34E:4 0.3521 0.3537 

1.6903 0.3784 0.3877 0.3916 0.3933 

1.9361 0,4004 0.40'7'? 0.4134 o.4148 

2.1820 0.4095 0.4168 0.4187 0.4194 

2.4278 0.4044 0.4081 0.4081 (1,4079 

2.6737 0.3889 0.3856 0.3835 0.3825 

2.9195 0.3638 0.3524 0.3483 0.3467 

3.1654 0.3211 0.3086 0.3046 t).3031 

3.4112 0.2714 0.2606 (1.2573 0.2561 

3.6571 0.2169 0.2107 0.2087 o .207'7 

3.9(129 o. 1630 0.1615 (l, 16(>6 o. 1602 

4.1488 0.116'7 0.1166 o. 1160 0.1157 

4.3946 0.0787 0.07EH 0.0774 o. 0771 
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Las distrib•.1ciones finales de e
1 

son muy parecidas entre si 1 por 

por tanto, aunque marginalmente algunas distribuciones tienen 

tendencia diferente (~-0.3) en promedio tienen comportamiento similar 

al caso ~ = O, por lo que la suposición de normalidad no afectaria las 

infP.renci<.1s que se real icen sobre e
1

• 

,45 

.35 

.3 

.25 

,.. 
'4 .2 
\ 
..¡ 
G: 

t .15 
:z: .. 
~ .1 

.es 

A A : 1 

0 A : 6 

DISTRllllJCiott fllt'IL DE THt.'TAl 

! A : 3 

1 A : 9 

8-+-~~--,.~~~-.-~~~.--~~-.-~~~~~~~~~--l 

.9 2 1.45 1. 5 2.45 2.95 3.45 3.95 4.3 

THE?Al 
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DISTRIBUCION FINAL DE THETA2 
---------~--------------------------------------------------

THETA2 A=l A=3 A=6 A=9 

------------------------------------------------------------
0.0837 2.28t.1 2.3555 2.3827 2.3944 

0.0932 3.4342 3.4627 3.4750 3.4805 

0 .1027 4.7629 4.7109 4.6925 4.684E: 

0.1122 6.2027 6.0365 5.973(~l 5.9472 

0.1217 7.6857 7.3790 7.2663 7.2193 

0.1312 9.0089 8.6332 8.4931 8.4346 

0.1407 10.1460 9.7229 9.5749 9.5149 

0.1502 10.9948 10.5441 10.4124 10.3628 

0.1597 11.3700 11.0060 10.9164 10.8857 

0.1692 11.0411 11.0030 10.9':l22 10.'1893 
~ ""' 0.1787 10.2087 1o.4'?80 10.5758 1o.6050 

0.10:32 9.0605 9.5034 ·?.63'7'1 '~.6·:;,25 

o. 1977 7.4588 7 ,'7778 8.1468 E:.2129 

0.2072 5.5274 6.0158 6.1823 6.248'1 

0.2167 3.6327 3.9719 4.0964 4.1477 
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La distribución para A = 1 es ligeramente diferente a las demás, 

es decir, a las distrib1.1ciones con •.m mayor grado de suposici6r1 de 

normalidad, pero sus medias están muy cercanas entre si. 

Por lo que anterior, se puede decir que las inferencias que se 

r·ealicen acer·ca de 8
2 

ser·án r·obustas; por lo que la s•.1posici6n de 

normalidad es aplicable, puesto que no afecta a las inferencias que 

se r·eal icen par·a (8 ,e ) , con la reser·va de q1.1e si e es 1.m parámetro 
! 2 2 

muy impor·tante para el esti.1ctio, debe analizar· se más a fondo la 

naturaleza de las observaciones para no 

er·róneos. 

llegar 

DISTRlllUClotl FINAL DE THETA2 

111 

8 

• 3 

/!. A : 1 
0 A : 6 

.1113 .1 3 .143 .163 .1 3 

THETA2 
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a res1.1l tados 

.2 .21 



EJEMPLO 4. 

Se piensa q1.1e el número de latas daf'iadas en un cargame11to de 

cajas que 

velocidad 

contienen a dichas latas 

de la caja al momento del 

es 1.ma 

impacto. 

función 

13 cajas 

de la 

f•Jeron 

seleccionadas al azar para enaminar si esta s1.1pos ici6n es 

cierta. Los datos obtenidos fueron los siguientes: 

X 
(VELOCIDAD DE LAS 

LATAS AL IMPACTO) 

46(1 
450 
440 
430 
420 
410 
450 
440 
430 
420 
410 
400 
420 
410 
400 

y 
(NUMERO DE LATAS 

DAFIADAS ) 

0.3 
0.3 
0.4 
0.4 
0.6 
0.5 
o.5 
0.6 
(1,6 

(1. 6 
o. 7 
0.6 
(1. 6 
0.6 
o. 6 

Los resultados obtenidos fueron 

DISTRIBUCION FINAL DE BETA P(BETA/Y) 

BETA A=1 A=3 A=6 A=9 

---------------------------------------------
-0.9 1 .3''} o. 12 (1 , 1)(1 (1 .1)(1 

-0.6 1.22 1.23 o.52 0.18 
-0.3 (1.66 1.33 1.63 1.61 
o. o 0.32 0.79 1.28 1.68 
0.3 0.16 0.33 o. 41 (1, 40 
(1. 6 0.09 0.09 o. 04 0.01 
o. 9 0.05 (1, (1(1 o.oo o.oo 
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Para A= 1, la probabilidad de que ~ tome valores pequeftos 

(~ S -0.6) es muy grande, PC~ S -0.6) <).41 ,po1' lo q1.1e 

debe tener cuidado con la for·ma de las distrib•.1ciones de 6. (j=1,2) 
J 

estos casos. 

lllSTRIBUClotl FINAL llE BETA 

2.1~-------------------------, 
2 h. A : 1 

0 A : 6 

89 

B E T A 

A A: 3 

1 A : 9 

' 

.1 



DISTRIBUCION MARGINAL DE THETAl DADO BETA P(THETA1 IBETA,Y) 

B E T A 
THETAl -0.9 -0.6 -0.3 o. o 0 .3 0.6 

--------------------------------------------------------------------------
1. 7183 o. 031 o. ')50 0.062 0.064 0.062 0.057 0.051 

1. 8306 0.071 o. 102 0.131 o. 15(1 o. 175 0.219 0.289 

1.942'? 0.145 0.198 0.244 0.266 0.281 o. 2'?7 0.316 

2.0553 0.262 0.370 0.434 0.464 o.490 o.518 0.544 

2.1676 0.423 0.648 (1.720 0.747 0.768 0.784 o. 790 

2.279'? 0.637 1.027 1.079 1.074 1.042 0.990 0.923 

2.3923 0.937 1.419 1.406 1.343 1. 261 1.167 1.068 

2.5046 1.356 1.642 1.547 1.443 1.340 1.245 1.157 

2.6169 1.860 1.542 1.415 1.323 1.225 1.120 1.012 

2.7293 1.975 1.163 1.074 1.042 1.003 0.947 O.E:78 

2.8416 1.150 0.717 0.690 0.717 0.747 0.764 0.766 

2.9539 0.446 0.375 0.389 0.442 0.515 0.596 o .f:.077 

3.oi:.63 0.162 o. 1 76 0.201 0.255 0.336 (1.446 o.583 

3.1786 0.061 0.078 0.103 0.149 0.212 0.2::::6 0.361 

3.29(1'? 0.023 0.031 0.081 0.1(13 0.122 .. 

------------------""""-~-~:_--~----~-""·'"_E_LL ___ ~-------------------------.. 
. - ~-:~~--:- ;~'?,~;_ -.·;-o-;--·~=--o--
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P(8 1~ 1 Y) y P(8 1~ 1 Y) 
l - z -

El efecto de ~ sobre estas distribuciones es bAsicamente en 

las varianzas, ya que para los diferentes valores de las 

DISTRIBllCIOll MARClllAL DE THETA1 DADO BETll 
2.3 

2.2 /J. BETA : -ll. 9 l BETA: -lU 

0 BETA : -ll.3 1 BETA: ll.ll 
2 0 BETA : ll.3 f BITA : ll.6 

1.1 
BETA : 8.9 

u 

1. 

1.2 

" )< 

' 1 CE ... 
lil 
111 .8 \ 
~ 
CE ... .6 
lil 
:i: ... 
\1 . 
p. 

THETA1 
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DI STRI BUC:ION MARGINAL DE THETA2 DADO BETA P(THETA2 /BETA,Y) 

--------------------------------------------------------------------------
B E T A 

THETA2 -0.9 -0.6 -1).3 o.o 0.3 0.6 o.·:i 

-------------------·-------------------------------------------------------
-0.0064 10.998 15 • .609 23.941 39.021 5'::'1.541 82.275 103.702 

-0.0061 27.546 35.089 45.143 63.394 ::19. 217 120.860 155.244 

-0.0059 73.411 79.546 90.423 113. 130 147.327 194.915 257 .2:::co 

-0.0056 202.671 170.256 175.879 199.056 229.842 262.672 293.470 

-0.0054 522.843 325.57:3 313.206 324.595 336.721 342.058 33'i, 178 

-0.0051 897.620 528.644 488.091 472.944 454.255 427.590 394.99E: 

-0.0049 845.539 700.791 E:.43.042 600.841 556.007 507.658 457.944 

-0.0046 616.219 746.143 703.031 655.397 6(18.465 564.991 524 .133 

-0.0044 425.785 644.n1 638.868 610.334 572.531 529.572 484.000 

-0.0041 289.725 466.826 490.272 487.456 472.797 44E:.322 416.826 

-0.0039 192.028 2'74.414 327.068 338.667 347.324 352.·1·;4 353.890 

-0.0037 119 .1E:O 168.157 196.'753 209.366 219.452 229. 114 237.304 

-o. 0034 65.8t06 :::C9.973 11(1, 30(1 118.915 122.413 123.526 123.35'7 

-O. Ct032 32.073 46.399 58.7'70 65.224 70.614 ?E:.050 88.35t. 

-0.002·7 14.497 23.655 30.994 37.662 4•7,494 71.502 106.316 



distribuciones son mAs o menos dispersa!!, e>tcepto para las 

distrib1.1ciones con (3 = -o.·::i, en estos casos , la distribución de 

8 y 8 difieren, respecto a las demAs, también en la media. 
' 2 

DISTRlllllCIOH IVIRGIHAL DE THETA2 DADO BETA 
9451~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-, 

9115 

8115 

?llS 

611S 

5115 

h. BETA : -11. 9 

0 BETA = -11,3 

0 BETA : 11. 3 , 

BETA= 11,9 

THETA2 
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! BETA : -11,, 

1 BETA : B.11 

f BETA : B.6 



DISTRIBUCION FINAL DE THETA1 

THETA1 A=1 A=3 A=6 A=9 

1. 7183 0.0471 0.0576 C),0612 0.0625 

1.8306 0.1079 0, 1298 0.1388 0.1426 

1.9429. o, 19·:;i·:;i 0.2355 0.2496 0.2555 

2.0553 0.36(1'1 (l.4214 0.4419 0.4501 

2.1676 0.5979 0.6'5191 o.7249 0.7336 

2.2799 0.8992 1.0423 1.0654 1.0702 

2.3923 1.2216 1 .3644 1.3693 1.3637 

2.5046 1.4792 1.5246 1.5005 1.4837 

2.6169 1.5860 1.4270 1.3790 1.3604 

2.7293 1.4122 1.1149 1.0672 1.0566 

2.8416 0.8697 0.7249 e), 7092 (1,7089 

2.9539 0.423(1 0.4128 0.4197 0.4249 

3.0663 0.1998 0.2205 0.2323 0.2383 

3.17€:€. 0.0959 0.1167 0.127E: 0.1334 

3.2909 0.0376 0.0466 0,0513 0.0537 

- ---·-- - - - ---- -------------------------------------------------------------
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P(8 IV) y P(9 1 Y) 
' - z -

Se observa que las distribuciones para A = 1 son diferentes 

de las distribuciones con fuerte suposición de normalidad, y como 

existe una gran probabilidad de que el verdade1-o 

2 

1.8 

1.6 

1. 

1.Z 

1 

,.. 
)4 .8 
\ 
.¡ 
Q; 

... .6 
.1i1 
: 
... 
V 
111 • 

!::. A : 1 

0 A : 6 

DISTRlllUCIOH FINAL DE THETAl 

THiTAl 

95 

1 A : 3 

1 A : 9 

valor de 



DISTRIBUCION FINAL DE THETA2 

THETA2 A=1 A=3 A=6 A=9 

-0.0064 21.8162 28.4125 32.0915 33. '7520 

-0.0061 '12.2263 50. 71 '11 55.1636 57.3791 

-0.0059 8'7, 7584 '78.4736 103.42'70 105.9703 

-0.0056 191.3541 1E:6.3507 189.2E:30 191.5099 

-0.0054 394.7658 328.7063 321.4531 321.2316 

-0.0051 641.5938 506.3428 484.5M7 479.7181 

-0.0049 720.7585 648.3712 626.5233 618.0146 
' 

-0.0046 672.2456 69'2.8345 681.8275 674.1081 

-0.0044 555.1447 619.9683 622. 1713 619.5853 

-0.0041 408.5176 473.4654 483.8720 486.0228 

-0.0039 271. 4(12'7 317.2155 328.8240 332.7534 

-0.0037 163.3996 1'70.6346 19'7,8140 203.4219 

-0.0034 8'7, 75'12 105.5854 111. 787f~ 114 .38U3 

-0.0032 47.2209 56.8249 60. 6é0 17 t.2.2e:59 

-0.002·7 26.0372 32.0958 34.5.341 35.5:~57 



~esté cercano a -0.9, si se supusiera normalidad y realmente el valor 

espe1'ado del parámetro estl1viera cercano a -0.·1, llegaríamos a 

conclusiones ~rróneas, por lo que no se puede considerar que las 

inferencias sean robustas. 

En este caso, se sugiere tomar más ob se rvac i 011e s de 

variable, si esto es posible, para tratar de asignar una distribución 

al parámetro ~' en todo caso, la decisión depende de las conclusiones 

que se esperan obtener del estudio, esto es, si se trata de un estudio 

exploratorio, se puede suponer normalidad en las observaciones y 

obtener un valor aproximado de los parámetros. 

7:111 

7118 

6!I 

6118 

~!11 

5118 

4511 

4118 

,.. 
~a 
111 
a: 2511 .. 
= 2811 .. 
~ 1511 

11111 

/J. A : 1 

0 A : 6 

DISTRIBUCIOH FlllAL DE IHETA2 
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-4.4 
IHETA2 

.A A : 3 

1 A : 9 

-3.4 



CONCLUSIONES GENERALES. 

Cuando se realiza un análisis estadistico, se recomienda hacer un 

estudio de robustez, principalmente de inferencia, puesto que, como ya 

se ha discutido, las suposicones distribucionales que se asignan 

inicialmente a las observaciones pueden afectar las inferencias que se 

realicen sobre la población bajo estudio. 

La familia de distribuciones Exponencial Potencia, es muy útil para 

analizar el efecto de la s 1.1~· os i c i ón de normalidad de las 

observaciones, ya que, por medio de las distribuciones marginales de ~ 

y finales para e y (3, además de realizarse el análisis de 

normalidad,se obtiene la información sobre el modelo que sugieren las 

observaciones mismas. También, por medio de dichas distribuciones 

puede realizase el análisis de robustez, y dependiendo del resultado 

que se obtenga se puede determinar la acción a seguir. 

Con P<f31Y) y P(e.¡(3,Y), j=1,2, ... ,n, se puede deter·mir1ar· si e>:iste 
- J -

robustez observando los cambios ocurridos en estas distribuciones al 

varial' (3. Si no se detecta r·obustez con las distribuciones anter·io1'es 1 

se p•.tede anal izar la r·obustez coro P(e.jY), j=1,2, ... ,n. En caso de q•.te 
J -

las observaciones no proporcionen indicios de la existencia de 

robustez, se ~uede determinar el valor de (3 más probable y asi tener 

una idea de la distribución de (3 que sugieren las observaciones. En 

c1.1alquier· caso, con P(8.IY) ya se c•.tenta con los estimadores de e.. lo 
J - J 

cual es una ventaja más sobre el análisis estadístico clásico, puesto 

que podemos estimar los parámetros de interés sin 

distribución determinada de las observaciones. 

tener· 1.1na 

Todo lo anterior es muy importante, en especial, para el caso de 

F.:e9r·esión Lineal, puesto que la metodologia desar-r-ollada para el 

Análisis de Re9resión 1 tiene como base fundamental la suposición 

distribucional de la variable de respuesta. 
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A P E N D I C E S 



APENDICE I. 

Obtención de E(y) y Var(y). 

Sea y que se distribuye como Exponencial Potencia (2.2), se 

demostrará que E(y) =e, para lo cual se hallarA primer~mente E(y-9) 

sea u=y-8 du=dy 1 entonces 

E ( ll)= 
. . -l . 2/<i+ l 2/l+ l 

00 { } foo u w<.(3) O' exp -[c((3>/0' fl) juj fl du 

= fo . . -l { 2/<t+{Jl Z/<t+pl} 
-(IO ll w((3)0' e>:p -[c({3)/0' ] juj du + 

= (IO { } 
. _, . Z/<1+ l Z/<i+ ) f

0 

u w((3>0' exp -[c(f3>/0' fJ] juj P du = O 

Entonces E(u) = E(y-8) = O Por tar1to E(y)=S 

Ahor·a se demostrarA q1.1e Var(y) = 0'2 

Se sabe que Var(y) = E(y2
) - [E(y)] 2 

sea 1.1 = y - e 
se tiene 

entonces du = dy haciendo el cambio de variable 

z -l Z/<i+ ) 2/(1+ l 
(IO { } !(IO u w((3) O' exp -(c((3)/0' I'] juj fJ dll 

= f o 2 -l { . V<l+(J> I IZ/<l+p>} 
-(IO 1.1 w((3) O' e>:p -[c<(3)/0' ] ll du + 

= J: u2 w({3) O'-'enp{-[c((3)/0'2"<l+{J>] lulZ/<l+fJ} du 

como u2 y es no negativa para toda u, se tiene que 

sean p 3 a = c ( (3) I O'Z/<l+p> a = 2/(1+(3) entonces 



empleando la expresión (3.1.1.4) se tiene que 

sustituyendo los valores de w(~) y c(~) y simplificando,se obtiene 

por· ot!'o lado 

por tanto 

z = O' 

- Obtención de y
1
y y

2 
para la familia de distril:oo.1ciones Exponencial 

Potencia. 

í) Se sabe ql1e r = E(y-f)) 9 /er9 donde 9 es 
t 

varianza de la distribución,entonces 

la media z 
y er es la 

sea u = y-9 entonces du = dy haciendo el cambio de variable se 

tiene q•.te 

fo s .,,.) _, { [ en·/ 2/(1+(9>) 1 IZ/C1+¡1>} 1.1 w(,, er exp - c 1,) er u 
- co ' 

por tanto r = o 
t 

U.) r
2 

tiene la e>:presión 

d•.I + 

para la familia de distribuciones Esponencial Potencia 

E ( y-t'I)' = 

sea u = y-9 dy=du se tiene que 



ro 

f 
- 00 

como u' es no negativa para toda u se tiene que 

empleando (3.f,f .4 y haciendo 

p 5 a= 2/(1+~) se tiene 

sustituyendo w(~) y e(~) por sus expresiones (2.2), y simplificando, 

obtenemos 

E<u'>= a-"{r cc112>o+mJr [(512)(1+~>1 / ir[C3/2)0+mHª } = ECy-e)" 

por tanto r
2
= {r co12>o+~>J r c<s12>o+m11 {r [C3/2)(1+f3>J•ª}- 3 .. ~ 



APENDICE II. 

Se desea demostrar que 
lim [M(6)Jvq = h + jm-e¡ 

q .. 00 

c:onsidel"emos •.tna sel"ie mor1ótona c:r·ec:iente finita de n(lmeros positivos 
ia > y 1,.m nl'.Jmero s 1 tal que n 

S = ( E a~ J v·q = a [ E 
t=t n t=t 

c:omo ian} es cr·ec:iente, 
entonces 

(a.la ):S 
\ n Vi. e ~1, ... ,n. 

(S I a } 
n = [ E (a.la )q] t/q 

i. = t \ n y 

c:omo O :S (a.la ) :S 1 
\ n 

entonces se tiene que 
entonces 

con q > 1 

1 im log( E (a.la )q] 
q ... 00 i.=t \ n log { 1 i m ( E 

q ... 00 i. =t 
(a/an)q)} = log r 

por tanto 
re [1,n] 

1 i m {log (S / a ) } = 1 im iUlq) 1 og r} = (1 n q .. 00 
q .. (X) 

1 im (5 / a ) = 1 i m s = a n 
n q .. 00 

q ... 00 

por construcción a es el mayor de la sel"ie, por tanto n 

1 im {M(6) Juq = ma>e jyi.-e¡ q ... ()) 

= max {¡e - Y<t>j,je - Y<n> 1} 
= {h ~ + <m-e) 

+ (9-m) 

9 < m 

e = m 

e ., m ·" 

(a) 



donde 

m = (1/2) (y<n>+ Ym) es el pur1to 

h = ( 1/2) (y<n>- Yu.» es el rar1go 

POI' tar1to lim (M(9) Jvq = h + lm-9j 
q .. Q) 

A 

ii) 8 coincide con el estimado!' Máximo Verosimil. 

sea 

sea 

como 

n 

M < 9) = E 1 y - e I '""•' > 
l =l. l 

A 
A 

8 E IR tal ql1e t1(6) s t1(9) V 9 E IR 

medio 

medio 

c<m E IR+ y /3 E (-1,1] y cl"'º'>E IR+ V O' e IR+, entonces 
A 

- [ c ( (3) I O'Z/11.+¡U J M(6) 2: -(c((3)/ u 2""+'>M(8)] v e e IR , O' e IR+ 
entonces y (3e(-1,1] 

P(z 19,oo,m 2: P<z ¡e,u,m 
V 9 E IR ' O' E IR+ y /3 E (-1 '1) ( 1) 

sea (9,oo,melR>clR+>c C-1,1) 

(9,u,(3) si existe, entonces 
el estimador má.ximo verosimil de 

-w(;).n ;-n ex~'{-(c(;)/ ; Z.....<t+p>] M(;)} 
:!:: (w<m ]noo-nexp{-(c((3)/oov<t+'>J M(9)} 

es decir 

P(zj9,o-,(3) :!:: P<z¡9,oo,{3) 

er1tonces 

A;..;.. 

P<z¡e,O',f3) 2: P<zje,oo,{3) 2: P<zj9,0',f3) 

- A 
y e E IR tal que M(9) S 1'1(9), •• (2) 

a•.1n m.6.s 
P<zj9,0'1 {3) 2: P(zje,0',(3), entor1ces 



-•<;>-" ; -" "" {-e«;" ; ~ ... ,,¡ H<6>} 
A A 

ento11ces M$,.8) :S M(B) y por (2) M(B) !!i M(8) 

por tanto M(8) !!i M(B) 1 es decir, el estimador mAximo verosimil de 8 
es el valor que minimiza a M(8J. 
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