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Compra la verdad, y no la vendas¡ 
La sabiduría, la enseñanza 

y la inteligencia. 
PR 23:23 

INTRODUCCION 

El problema que se considera en este trabajo es el de la descomposición de 
módulos en suma directa de módulos incscindibles y el problema de la unicidad de. 
dichas descomposiciones. Tratamos este problema sobre dO.'l tipos importantes de 
estructuras: anillos y categorías localmente acotadas. 

El problema de descomposición de módulos sobre anillos ha sido considerado 
desde hace mucho tiempo. Tenemos nsí: el teorema <le descomposición para grupos 
abelianos finitos ¡ la forma canónica de Jordan , cte. En la primera parte de 
este trabajo considerarnos dos de las teoremns más generales que se conocen para 
módulos sobre un anillo A: 

Teorema de Krull-Schmidt: Todo módulo de longitud finita tiene una descom­
posición inescindible única hasta equivalencia de descomposición. 

Teorema de Warfield: Si 111 = EDnEAMn con M,, módulo numcrablemente 
generado , tal que EndA (/110 ) es local , entonces esta descomposición es única hasta 
equivalencia. 

En años recientes, la teoría de representaciones de álgebras ha recibido un im­
pulso importante. Esta teoría estudia los módulos sobre J(-álgebras de dimensión 
finita (tomaremos aquí un campo algebraicamente cerrado). Una herramienta im­
portante en esta teoría ha sido el uso de los carcajes , que dan lug~r a las J(- cate­
goría.s . La aparición <le las técnicas cubrientes obliga al estudio de las K-categoríns 
(localmente acotadas) con (posiblemente) infinitos objetos. 

Sea A una K-categoría localmente acotada. Un A- módulo (localmente finito) 
es un K-funtor M: A -t mod J( (tal que dimK M(x) < oo para cada objeto x en A). 
En este trabajo demostramos: 

Teorema: Si 111 es un A- módulo localmente finito , entonces 111 tiene una 
descomposición en A-módulos inescindibles , esta descomposición es única hasta 
equivalencia. 

Este resultado parece haber sido redescubierto en varias ocasiones 



(!PJ , [DSj , ... ) pero la dcmostraci6n no aparece en la literatura. 

Describimos brevemente el contenido de los capítulos de este traba.jo: 

El capítulo 1 es una recopilación de los resultados asociados con descomposi­
ciones inescindibles de módulos sobre anillos que figuran en [AF]. En el capítulo 2 
damos demostraciones de los teoremas de Krull-Schmidt-Warfield (nuestras fuentes 
son [AF] , [B] , [W]). 

En el capítulo 3 se esboza la relación entre lus K-álgebras de dimensión 
finita, los carcajes y las !(-categorías. Los módulos se interpretan como J(-funtores. 
En el capítulo 4 consideramos las K-categorías localmente acotadas y probarnos el 
teorema de descomposición para módulos localmente finitos. 



CAPITULO 1 

El propósito de este Capítulo es presentar los resultados básicos de la Teoría 
de Módulos, que servirán como punto de partida para el desarrollo de los Capítulos 
2 y 3. 

El material de este Capítulo está cscencialmente contenido en el libro "Rings 
and Categories of Modules" de Franl: W. Anderson y I<:cnt R. Fullcr¡ por lo cual sólo 
se presentan aquellas pruebas en las cuales hay construcciones o ideas qu~ son de 
importancia y/ o utílidad parn. los siguientes Capítulos, así como algunos ejemplos. 

Nuestros anillos siempre serán asociativos con unidad. "Módulo" (e "Ideal") 
deberá entenderse como "R-Mó<lulo izquierdo" ("Ideal izquierdo"); análogamente 
por "Homomorfismo" entenderemos "R-homorfismo." 

Si M y J( son módulos. Ji. ~ M denotará que J{ es un submódulo de M. 

El símbolo (X), se usará para indicar el módulo generado por el conjunto X. 

§1 PRELIMINARES 

Sea R un anillo. 

Lema 1.1.1.- Sea M un módulo y sean H,l{ y L submódulos de M. Entonces 
H n (K + L) 2 H n J{ + H n L. 

Ejemplo 1.1.2.-

a) Sea M == '!l., H = 4ll, J{ = 7'll., L = 5'll.. Entonces 
47l n (rll. + 57l) 2 41! n 7'11. + 47l n s'll. ::::: 287l + 207l = 4ll. 
(En este caso se dú la igualdad). 

b) Sea M = 71. 2
, H = ((1, 1)), J{::::: ((1,0)), L =((O, 1)). Tenemos: 

Hn(J{+L)=((l,1)) HnK:::::(O,O)yHnL=(O,O). 
De donde H n (J{ + L) ;2H n J{ + H n L. 
(En este caso la inclusión es propia). 

c) Sea M = !l13
. Sea J( == ((a,/J,O)} con a ;1-: O i fJ a,{J E~. 

H = ((0,1,0),(1,0,0)), L = ({0,0,1)). En este caso 
H n (J{ + L) :::: JI n J( + H n L. 

1 
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Generalicemos esto en el siguiente lema. 

Lema 1.1.3.· {Ley Modular). Sea M un m6dulo y sean If,l( y L submódulos de 
M tales que K $;;;JI. Entonces JI n (K + L) == J{ + (H n L). 

Teorema 1.1.4.· Sean M, M', N y N' módulos y sea[: M -• N un homomorfismo. 

a) 'Si g: M'--+ M' es un epimorfismo con Kerg ~ Iforf, entonces existe un único 
homomorfismo h: M'--; N tal que f = hog 

M _!_, N 
g\, /h 

M' 

(En este caso decimos que f se fnctoriza a.través de g). 

Además, Kerh = g(Kerf} e Imh ==Imf, asf que hes monomorfismo, si 
Kerg =Kcrf y hes epimorfismo si fes epimorfisrno. 

b) Si g:N' _, N es monomorfismo con Imf ~Img, entonces existe un único ho­
momorfismo h: M -> N' tal que f == goh. 

Af J, N 
h\, /g 

N' 

Además Kcrh =Kerf e Imh = g- 1 (Imf), así que h es monomorlismo si f es 

o 

monomorlismo y h es epimorfismo si Im/ =Img. O 

Corolario 1.1.5.- (Teoremas de Isomorfismo) 

Sean M y N módulos. · 

a) Si f:lvl--; N es un epimorfismo con I\er/ ==](,entonces hay un único isomor­
fismo r¡: M/ K--; N tal que 77(m + K) == f(m) para toda m E M. 

b) Si J( s;;; L s;;; M. Entonces M/L ~ (M/I()j(L/Ií.). 

e) Si H s;;; M y](~ M. Entonces (H + K)/K ~ H/(JI n K). o 

Lema 1.1.6.- Sean M y N m6dulos y f: M -• N y h: I\' --+ M homomorlismos, 
tales que: 

2 



Entonces M = Imh $ Ker/. 

Definición 1.1. 7.-

a) Sean M y N módulos, y sean /: M -+ N y h: N --> M homomorfismos, con 
f oh= lN, decimos que: 

1) f es un epimorfismo que se escinde. 

II) hes un monomorflsmo que se escinde. 

b) La sucesión exacta corta: 
O-. ll'f1~M..2_,M2 -•O 

se escinde, en caso de que f es un monomorllsmo que se escinde. 

Proposición 1.1.8.- Sea O--> M 1 _j_•M ~M2 -->O una sucesión exacta corta. 
Son equivalentes: 

a) La sucesión se escinde. 

b) El epimorfismo g: !lf--> M2 se escinde. 

c) Im/ =Kerg es un sumando directo de M. 

d) Cada homomorfismo h: M1 -t N se factoriza a través de f 

o 

e) Cada homomorfismo h: N -• !lf2 se factoriza a través de g o 

Definición 1.1.9.-

Sea J( un sumando directo de M, con sumando directo complementario J(', 
es decir M = J( (fl K'. Entonces P1(: k + k' H k (con k E J{, k' E J(') define un 
epimorfismo PK: M--> J( llamado la proyección de M sobre J( a lo largo de 
J(' 

Proposición 1.1.10.- Si M = J( ED J(', entonces la proyección de M sobre J( a lo 
largo de J(', es el único cpimorfismo 

MPK,J(-> o 
que satisface PK IK = lK y KerPK = J('. O 

Lema 1.1.11.- Sea M = J( (fl K' y Pg la proyección de M sobre J( a lo largo de 
J(', y L ~ M submódulo, entonces 

h(L) = (L + K') n K. 

Demostración.-
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PK(L) = PK(L + K') = PK ((L + K') n (J( + J(')) 
por el lema (1.1.3) 
P1<(L) = PK((L + K') n J( + K') = PK((L + K') n J() = (L + K') n K. o 

Observación 1.1.12.- PK': M--. 1(1 (la proyección de .M sobre ](1 a lo largo de 
K) es: 

(mEM). 

Proposición 1.1.13.- Sea M = J( ED ](1
, sea PK In proyección de M sobre K a lo 

largo de K' y sea L un submódulo de M. Entonces M = L © J{' si y solamente si 
PK IL: L --. K es un isomorfismo. 

Demostración.-

.=>) Por el lema (1.1.11), PKIL es epimoríismo y el KerPK!L = LnKerPK 
Por la proposición (1.1.10), KerPKIL = L n K' y L n K' =O pues M = L © K'. 
Por lo tanto P1(IL:L--. J( es un isomorfismo. 

{=) Como PKJL es un isomorfismo, entonces P¡<(L) = J( pero por el lema (1.1.11) 
PK(L) = (L + I<') n J( de donde K ~ L + J('. Entonces L + K' = M y L n K' = 
KerP1clL =O 

§2 IDEMPOTENTES 

Sea R un anillo y M un R-módulo. 

Definición 1.2.1.- Un elemento e E R es un ldempolenle, en caso de que e2 = e 
(un anillo siempre tiene al menos dos idempotentes O y 1). 

Lema 1.2.2.- Si e E Res idempotente, entonces 1 - e también es idempotente. 

o 

Demostración.- En efecto (1 - e) 2 ::= 1 - e - e+ e2 = 1 - e - e+ e= 1 - e O 

Definición 1.2.3.- Un par de idempotentes e1 y c2 en un anillo R, se dice que son 
ortogonole:s, si 

Ejemplo 1.2.4.- Si e es idempotente, entonces e y 1 - e son idempotentcs ortogo­
nales. 

4 
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Lema 1.2.5.- Sea e un idempotente en En<lu(M"). Entonces 

a) Kcre = {x E Ml(l - e)(x) = x} = Im(l - e). 

b) Ime = {x E Mle(x) = x} === Ker(l - e). 

e) M = e(M) (!) (1 - e)(M). 

Proposición 1.2.6.- Si M = J( e 1(1
, entonces hay un único i<lempote1«;c 

e¡\ EEndR(M), tal que eK(M) = J( y (1- cK)(M) = ]{'. 

Demostración.- Consideremos. 
CJ(:M-• ]l¡f 

m ,__..... P¡<(m) 
y el resultado se sigue de In proposición (1.1.10) y del lema (1.2.5) 

Corolario 1.2.7.- Un submódulo J( de Mes un sumando directo de M, si y 
solamente si J( = Ime, para algún endomorfisrno idempotente e de 1\1. 

Demostración.-

-9:::) Se sigue del lema (1.2.5) 

o 

D 

=>) Se sigue de la proposición (1.2.6) o 

Observación 1.2.8.- Un sumando directo J( de M puede ser la imagen de varios 
endornorfismos idempotcntes de Af. 

Ejemplo 1.2.9.-

a) Sea M = ~ 2 
:::: ((1, O)) EB ((O, 1)} y sea e E Endn(.M} el idempotente dado por: 

e(x,y) = (x,O), es claro que e(l.IR 2
) = ((1,0)). 

Sea /EEndn(M) el idernpotcnte dado por: 
f(x,y)::::: (x + y,0), donde es claro que f(l.IR 2

) = ((1,0)) y f =/.e. 

b) Sea M ::::: N EB ]( y e E Endn(M) idcrnpotente, sea f E Endn(M). Entonces 
t ::::: e+ e/(1 - e) es también idempotente. Además Imt =Ime. 
En efecto Imt =lme+Irne/(1 - e) pero Imef(l - e) ~ Ime, por lo tanto 
Imt::: Ime. 

En el ejemplo a) f =e+ ef(l - e). 

Proposición 1.2.10.- Sea e un idempotcnte en Endn(M). Entonces: 

a) Existe un isomorfismo de anillos <I>: cEndn(M)e -tEndn(e(M)). 

b) e es la identidad en eEndn(M)e 

5 



Demostrnci6n.- Construimos iI>(ese): e(x) 1--+ e.se(x) parn toda .s E Endn(M) O 

Definición 1.2.11.-

Sea (.Ma)aEA un conjunto de submódulos de M con índices en A. 

a) Se dice que (Ma)aeA es independiente en caso de que para toda a E A 

Man (L Mµ) ==o. 
a..¡.{J 

b) Se dice que (M0 ) 0 e,t se extiende sobre M si: 

LMa=M. 
o EA 

Observación 1.2.12.- Es posible sin embargo tener' {.M0 )aEA con 
Me. n M¡J =o para todo a f- f3 y que {Ma)aEA no sea independiente. 

Ejemplo 1.2.13.· Consideremos M = ~ 2 y sea M 0 la recta que pasa por{O,O) 
y con pendiente a:. Es clüro r¡ne M 0 n Mf3 = O si a: f- {3, pero {.Mo) 0 Ell~ no es 
independiente. 

Proposición 1.2.14.- Para (.M0 )aEA son equivalentes: 

a) M = ffiMa. 
A 

b) (Ma)aEA es independiente y se extiende sobre M. 

c) Cada x E M tiene una única expresión como suma, de la forma x = L: x,,. con 
A 

Xa E M 0 , y Xa = O para casi toda ex E A. 

Lema 1.2.15.· Supongamos M = © M 0 y N un submódulo de M no cero. 
A 

Entonces existen a 1, •.• , a:,. conjunto finito con a¡ E A { i = 1, ... , n) tul que: 

o 
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Proposición y Definición 1.2.1().- Sea M == EB Mo.. Entonces para cndn a E A 
A 

existe un único idempotente eo. E En<ln(M) tnl que: 

Imeo. = Mo. y L M13 = Kerc 0 • 

{Jf.a 

Demostración.- Supongamos M = EB M 0 • Entonces por In proposici6n (1.2.G) 
A 

hay un único idempotente e0 E Endn(M) con Ma = Imea y (1-e.,)(M) = EB M13. 
. (Jf.a 

Por la proposici6n (1.2.5) EB M¡i =Kereo.. 
{J;éo. 

Llamamos a (co.)aEA los idempotentcs <le la descomposición M:::: EB 1'10 • Pam 
A 

cada a E A, llamamos eo. el i<lempotente para ll'fo. en esta descomposici6n. 

Proposición 1.2.17.- Sean (Ma)aEA submódulos de un módulo M. Entonces 
M = EB M o. si y solamente si existe un conjunto (único) ( e0 )nEA de en<lomorfismos 

A 
idempotentes de M tales que para toda a E A, Imc., = M0 y ¿; M f3 =Kere0 • 

/3f.a 

Más aún, si tales endomorfismos idempotentes existen, e0 es el iclempotente 
para Ma en la descomposición M = EB M0 • 

1t 

Demostración.-

=?) Por la proposici6n (1.2.16) 

<=) Por el lema (1.2.5 c ) , tenemos M = e0 (M) © (1 - e0 )(.M) para cada 
a E A, por el lema (1.2.5 a ), Im(l - e0 ) =Kere0 , luego Imeníl Kerc 0 = O, de 
donde Mo n ( ¿ Mf:J) =o, por tanto (Mo.)nEA es independiente. 

{Jf.o 

Análogamente (Mo)oEA se extiende sobre M y por la proposición (1.2.14) 

M = Efl .Ma 
a EA 

o 

D 

Definición 1.2.18.- Un conjunto (ea)aEA de idempotentes en un anillo R se 
dice que es ortogonal, en caso de que este sea ortogonal por parejas. Es decir 
e., o eµ = Óo.(JCcn con a., {J E A¡ donde Ó0 f3 es la delta de I\ronecker. 

Corolario 1.2.19.- Los i<lempotentes (ca)aE:\ para una descomposición 
M = Efl Mo. son ortogonales. 11ás aún, si x E .M, entonces ea(x) = O para 

a EA 
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casi toda cr. E A y x == I: e0 (x) 
A 

§3 RADICALES 

Sea R un anillo, M un R-módulo. 

Definición 1.3.1.-

a) La intersección de todos los ideales (izquierdos) maximnles de R se denotará 
por J(R) (o solamente J si no hay confusión alguna) y se llama el radical de 
R. 

b) rndM = n{NIN ~ M mnximal} es el radical de M. 

c) Un submódulo N de M se llama :superfluo en M, si para. cada submódulo N' 
de M con N + N' :::: M se tiene N' :::: M. Escribiremos N « M. 

Ejemplo 1.3.2.-
1 

a) Consideremos ~2, Rad!E2 = {(O, O)}. 

b) Sea J( un campo, fü1dK ==O. 

e) El radical de F. 4 es (2). 

Más adelante presentaremos algunos resultados que nos facilitarán el cálculo 
del Radical de un módulo o de un anillo. Se darán más ejemplos. 

Definición 1.3.3.-

a} Un módulo M se llama :simple si no tiene submódulos diferentes de O y M. 

b) Un módulo M se llama semi:simple, si es la suma directa de módulos simples. 

Proposición 1.3.4.- Para un módulo J.f, son equivalentes: 

a) Mes semisimple. 

b} M = I: S¡ con S¡ ~ M simple. 
iEJ 

o 

e) Todo submódulo de M es sumando directo de M. o 

Observación 1.3.5.- Si N es submódulo de M y M = $ S¡ con S¡ simple, existe 
iE/ 
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I' e I con N :::::! ffi S;. 
iEJ' 

Ejemplo 1.3.6.- Si M = ffi S;, S; simple. Entonces RadM=O. 
iEI 

En efecto. Sea r E Rad.M. Consideremos f: M -• ffi 80 la proyccci6n de M 
oi-{3 

sobre $ Sa a lo largo de Sf3. Por la proposici6n (1.1.10) y por el corolario (1.1.5) 
a# 

M / Sp :::::! ffi Sa que es submódulo maximal de M. Por tanto r E ffi 8 0 y como {3 
aif3 oif3 

es arbitrario, entonces r=O. 

Lema 1.3.7.- Sea M un módulo. Entonces 
radM = n{Kerh!O i= h: M -1 S morfismo con S simple } 
= 2:{NIN es superfluo en M}. 

Demostración.-

(primera igualdad) 

(e) Sea O i= h: M -> S modismo con S simple. Entonces i'v! /Kerh ~ S de donde 
M /Kerh es simple, y Kcrh es ma.ximal. Por tanto 
radM ~ n{Kerh!O i= h: M-> S morfismo con S simple }. 

(:J) Sea x E n{I\erh/O i= h: M -> S morlismo con S simple}. Sea N e i'\J maxirnal. 
Sea O '/= h: M -> M / N el morfismo canónico. Como M / N es simple, entonces x E 
l(erh = N. 

(segunda igualdad) 

{:J) Supongamos N « M y sea [( ~ M maximal. Si N rj. J(, se tendría 
N + [( = M y luego ]( = M que es una contradicción. Así, N ~radM, por 
tanto 2:{NIN « M} ~ radM. 

(e) Sea x E radM y tomemos N 1 ~ M con Rx + N 1 = M. Si N 1 q;M, por el lema 
de Zorn, existe un submódulo [(de M satisfaciendo N 1 e ](, x rf. J( y maximal con 
esta propiedad. Afirmamos que ]( es maximal en M. En efecto si ]( s¡; ]( 1 e M, 
entonces x E [(1, luego Rx e ](1 y como N' e J(' entonces Rx + N 1 = M e J(. 
Así [( = Jl.1. Lo cual es una contradicci6n. Entonces , debería tenerse x E [(, 
otra contradicción. Luego , N1 = M, es decir Rx es superfluo en M, con lo cual 
radM ~ 2:{NIN « Af} 

o 

D 

Corolario 1.3.8.- Sea f: .~f -• N un homomorfismo ele módulos. Entonces 
f(RaclM) e RadN. D 
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Corolario 1.3.9.- Sea f:Af -t N un epimorfismo y Ker/ cRn<lM. Entonces 
f(RadM) =RadN. 

Demostración.-

e) Se sigue del corolario anterior. 

:::>) Se sigue del lema (1.3.7) y del teorema (1.1.4) o 

Corolario 1.3.10.- Ra<l(M /RadM) == O. o 

Corolario 1.3.11.- J es el único ideal Gupcfluo maximal de R. Además J es 
bilateral. 

Demostración.- (veamos que es superfluo) 

Sea N un ideal propio de R. Como R tiene 1, existe J( ideal maximal con 
N e J(. Luego J e J( y N + J ~ J( ~ R; de este modo J es superfluo, y por el 
lema (1.3.7), J es el único ideal superfluo ma.ximal de R. 

(bilateral) : Sea r E R, h: R -> R¡ x H xr, es homomorfismo de módulos. Por el 
corolario (1.3.8), J :::> h(J) = Jr. O 

Definición 1.3.12.-

a) El socio de un R-módulo Mes SocM = °L{SJS es submódulo simple de M}. 

b) Un submódulo N de M se dice esencial si para todo submódulo J( de M con 
N n J( = O se tiene J( = O, se escribe N <J 111 

Lema 1.3.13.- SocM = °L{KIK es submódulo mínima! de 1W} = n{LJL es 
submódulo esencial de M} 

Demostración.- La primera igualdad es obvia. Mostraremos la segunda igualdad. 

(e) Sea S submódulo simple de M. Sea L <J M. Luego S n L :f O y S e L. Así, 
SocM e n{ LI L <J M} 

(:::>) Escribimos J( = n{LJL <J M}. Probaremos que K es scmisimple. Por Propo­
sición 1.3.4 basta demostrar que todo submódulo de J( es sumando directo de 
K. Sen N submódulo de K. Sea N' Sllbmódulo de M ma.ximnl respecto a 
N n N' = O. Ahora N EEl N' <J M (En efecto si O :f L tal que (N El1 N')nL = O 
se tiene N n (N' Efl L) = O, contradiciendo la maximalidad de N'). Luego 
J( e N El N' y por el lema (1.1.3), J( ==Ne (N' n K). 

o 
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Definición 1.3.14.-

a) r E R se llnma nilpolente, si existe n E N tnl que r" = O. 

b) Un idenl I de R se llama nilpolente, si existen EN tal que l" =O. 

c) Un idenl I de R se llnrna nil, si todos sus elementos son nilpotentcs. 

Lema 1.3.15.· Sea I un ideal nilpotente de R, entonces I es superfluo. 

Demostración.· Supongamos l" = O, con ¡n-I f O, y sea N ideal <le R tal que 
I + N = R; entonces I 2 +NI= RI = I, pues RT ~ I por ser I ickal y RI 2 I 
pues 1 E R. Tenemos (J2 + NI) + N = R, continuando suces'.vamente tenernos: 
I" + N ¡n-I + ... +NI+ N = R, y como l" ::=O y NI"' ~ N para m = 1, ... , n-1, 
entonces tenemos N = R, lo cual demuestra que I es superfluo en R. O 

Corolario 1.3.16.- Sea I un ideal nilpotente de R, entonces I C J. 

Demostración.· Se sigue del lema anterior, y del lema (1.3.7.) 

Lema 1.3.17.- J = {x E Rj para toda r E R existe y E R,y(l - rx) = l}. 

Demostración.-
~ ) Sea x E J, de forma que rx E J. Claramente R == R(rx) + R(l -· rx). Siendo 
J {y por tanto R(rx)) superfluo en R, R(l -- rx) =R. 
2 ) Sea x E R tal que para cada r E R, existe y E R con y(l - rx) = l. Sea J( 

ideal maxirnal de R y supongamos x </. K. Así Rx + J( ""'' R y existen elementos 
r E R, k E J( con rx + k = l. Ahora existe y E R con y(l - rx) = l. Luego, 

o 

1 = yk E J( contradicción. O 

Observación 1.3.18.- Basta pedir I ideal nil parn que I e J. 

Demostración.· Sea y E I , r E R , entonces ry = x E I y sea n tal que x" = O. 
Así (1 + x + ... + x11

-
1 )(1 - x) = 1 y x E J. O 

Definición 1.3.19.- Sea M un módulo. 

a) M se llama finitamente generado, si para todo conjunto S de submódulos de 
M con ¿: N == M, existe Fe S subconjunto finito, tal que I: N = M. 

~S ~F 

b) M se llama finitamenle cogenerado, si para todo conjunto S de submódulos 
de M con íl N ==O, existe un subconjunto finito F e S con íl N =O. 

NES NEF 
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Lema 1.3.20.· Sea J.1 un módulo. Son equivalentes: 

a) M es finitamente generado. 

b) Para todo epimorfismo E9 N; U•iM -•O, existe J' e J subconjunto finito con 
(/·) iEI 

ffi N¡~M _.. O cpimorfismo. 
iEI' 

c) Existe n E N y un epimorfismo Rn _,. M 

d) M contiene un conjunto generador finito. 

Proposición 1.3.21.· Sea M un módulo.Entonces: 

a) M es finitamente generado si y sólo si M/RadM es finitnmcnte generado y 
RadM«M. 

b) M es finitamente cogenerado si y sólo si soc:M es finitnmente cogenerado y 

o 

socM es esencial en M O 

Corolario 1.3.22.· Sea lvf un módulo semisimple. Son equivalentes: 

a) lv! es finitamente generado. 

n 
b) M = ffi S;, con 8¡ simple. 

i=l 

e) Mes finitamente cogencrado. 

Lema 1.3.23.- (Nukayama) 

Sea I un ideal de R. Son equivalentes: 

a) I e J 

b) Para todo módulo finitamentc generado M, IM = M implica M ==O 

e) Para todo módulo finitnmcntc generado M, IM .:¡;::: M. 

Corolario 1.3.24.· J = {x E RjxS =O para todo mó'dulo simple S}. 

Corolario 1.3.25.· Sea M un módulo. Entonces J M CiiadM. 

Demostración.- Como Rnd(M/RadM) =O, existe una familia de módulos simples 

12 

o 

o 



(Sa)aE/ tal que O-; M/RadM ---> IlaE/ S0 es exactu. Por el corolario anterior 
J(M/RadM) =O, o bien JM cRadM. o 

§4 CONDICIONES DE CADENA 

Definición 1.4.1.- Sea M un módulo. Se dice que: 

a) M es noelheriono, si y sólo si, para cada cadena ascendente (M,.)nEN de 
submódulos de J\f. (Es decir Mn 2 M 0 _ 1 para toda n) existe m EN, tal que 
M,. = A1m para toda n ~ m. 

b) Mes orlinlono, si y sólo si, para cada cadena descendente (f\10 ),.EN de sub­
módulos de Af, se tiene M0 = A1m para alguna m E N y toda n ~ m. 

Lema 1.4.2.- Para un módulo 111, son equivalentes: 

a) M es noetheriano. 

b) Todo submódulo de Mes finitamente generado. 

c) Todo conjunto no vacío de submódulos de M tiene un elemento maximal. O 

Lema 1.4.3.- Para un módulo 111, son equivalentes: 

a) M es artiniano. 

b) Todo cociente de Mes finitarnente cogenerado. 

c) Todo conjunto no vacío de submódulos de M tiene un elemento mínima!. O 

Lema 1.4.4.- Consic:1eremos una sucesión exacta corta de módulos 

O -; M' _, J.1 _, A1" --1 O. 

Entonces 

a) M es noetheriano, si y sólo si M' y M" son noetherianos. 

b) Mes artiniano, si y sólo si M' y M" son artinianos. 

n 
Corolario 1.4.5.- Supongamos M = ffi M¡. Entonces M es noetheriano (arti­

i=l 
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niano), si y sólo si, cada M¡ es noetheriano (nrtiniano) 

o 

Corolario 1.4.6.- Sea M semisimple. Entonces J.1 es artiniano si y sólo si M es 
noethcriano. 

Demostración.- -::=) Por el lema (1.4.2), Mes finitnmente generado. Por el coro-
" !ario (1.3.22), M = E9 S¡ con S¡ simple. Por el corolario anterior Mes artiniano. 

i=l 

=?-) Por el lema (1.4.3), M es finitamente cogenerado. Por el corolario ( 1.3.22), 
n 

kf = E9 S¡ con S¡ simple. Por el corolario anterior 111 es noetheriano. O 
i=l 

Corolario 1.4.7.- Para i'1 un módulo son equivalentes: 

a) Rad.M = O y M es artiniano. 

b) M es semisimple y noetheriano. 

Demostración.· 

<=) Por el corolario anterior y ejemplo {1.3.<l) 

=?-) RadM =O implica que O-• M-+ TI {SIS simple y O :f h: M ~ S morfismo} 
es exacta. Siendo J.1 finitamente cogcnc;ado, el resultado se sigue de la observación 
(1.3.5) y de la proposición (1.3.21) O 

Corolario 1.4.8.· Si M módulo artiniano . Entonces M /RadM es semis imple. 

Demostración.· Rad(.M/Rad.M) = O por el corolario (1.3.10) y M/RadM es ar­
tiniano. Se sigue del corolario anterior. 

Definición 1.4.9.· 

a) El anillo R se llama artiniano si y sólo si el módulo nR es artiniano 

b) El anillo R se llama noelherlano si y sólo si el módulo nR es noetheriano. 

Ejemplo 1.4.10.· 

a) Son anillos noetherianos: 

I) Los enteros 71.. 
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II) 7l[i) los enteros gaussianos de la forma a+ bi con a, b E 71. , como subanillo <le 
a::· 

III) 7l/Fn) donde nE 7l , como subanillo de o::· 

IV) Si R es noethcriano , x es indeterminada , R[x] es noetheriano. 

V) Todo anillo artiniano es noetheriano (1.4.19). 

b) Son anillos artinianos: 

I) Todo anillo finito. 

II) El anillo de matrices M0 (J{) , donde J( es campo. 

III) Si J( es un campo , toda K-úlgebrn A de dimensión finita. (Una K-álgebra A 
es un anillo con estructura de !(-espacio vectorial de forma que el producto es 
J(-bilineal.) 

c) '71.. es un anillo noetheriano , no artiniano. 

d) Anillos no noetherianos: 

I) K[x 1, x2, ... J el anillo de polinomios sobre infinitas indeterminadas. 

II) C (!O, lj, ~) , el anillo de funciones continuas de [O, 1] en íll. 

Lema 1.4.11.- Sea R un anillo artiniano, 1 ideal de R tal que R/ 1 es semisimple. 
Entonces J(R) e l. 

Demostración.- Supongamos 11¡1R/ I = EB 80 con n¡1Su simples. Cada 11/fSo 
a EA 

es R-módulo simple. En efecto, sir E R, s E S0 , se define rs == (r +!)s. 

Veamos que son R-rnódulos simples: Supongamos O 'f J S 800 , con J un 
R-módulo. Como 800 es R/ !-módulo, J es R/ !-módulo. Contradicción. Por tanto 
R(R/I) es semisimple. Por el ejemplo (1.3.6) O =Rad n(R/I). Y por el corolario 
(1.3.25) J(R)(R/I) cRadR(R/I) = O. Por tanto 
O= J(R)(R/I) = J(R)R/(J(R)R n I) = J(R)/(J(R) n J). Por tanto J(R) = 
J(R) n I e I. o 

Lema 1.4.12.- Sea R un anillo, M un módulo finita.mente generado. Entonces: 

a) R artiniano implica M artiniano. 

b) R noetheriano implica M noetheriano. o 

Definición 1.4.13.-

a) Sea M un módulo, una :serle de compo:sic!Ón poro M es una cadena finita 
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descendente M = Afo :J M1 :; ... :i Afn = O de forma que cada factor 
M¡/!11i+1 es simple. 

b) El módulo M¡/M;+l se llama fodor de composición de M. 

Teorema 1.4.14.- (Teorema de Jordnn-Holdcr) 

Sea !11 un módulo, entonces A1 es noetheriano y artiniano, si y sólo si, 111 posee 
un serie de composición. 

Supongamos que tenemos dos series de composición para A1: 
M = 1110 ::i M¡ :) . . . :J M,,, = o y M = No :J N¡ :) . . . :J Nn :=: o. 
Entonces las series son equivalentes, ésto es, m == n y existe una permutación 
a:{l, ... ,m} ~ {1, ... ,m}, tal que: M;/Mi+i ~ N0 ¡¡¡/Na(i)+l para cada i < m. O 

Definición 1.4 .. "'.5.- Sea 111 un módulo artiniano y noetheriano, l(.M) (Ja longitud 
de M) es la longitud de una serie de composición. Se dice que M es de longitud 
finita. 

Lema 1.4.16.- Si O-> !111_!_11\f _2_,f..f 11 -•O es una sucesión exacta de módulos, 
con M artiniano y noetheriano, entonces l{.M) == l(M') + (M"). 

Demostración.- Como J<.1 es artininno y noetheriano M' y M" tienen series de 
composición M' = M0 :::> M1 :i ... :i M1(M') =O y 
J<.1 11 = N0 ::i N¡ :J ... :i N1(M") == O. Para. cada i == O, ... 1 l{1H1

) 1 sea 
Mf = f(Mi), y para cada j:::: 0, ... 1 /(M11

) 1 sea N} = y- 1(N;-). Se ti<'ne que: 
M - 7\T/ -.. N' -.. ...., i\TI - '·"' ...., ~!' ·-- - ~.rl - o . d - iv0 ,_J 1 _, ••. ,_J 1 l(M") - ""o __, 1 · 1 ...J ••. __, l "l(M') .- es una sene e 
composición para M. O 

Lema 1.4.17.- {lema de Fitting). Sea M un módulo y f: l11 -• M un endomor­
fismo. Entonces: 

a) Si Mes artiniano, entonces existe NEN, tal que M = Im/"+ ICerf" sin> N. 
En particular f es isomorfismo, si y sólo si, f es monomorfismo. 

b) Si Mes noetheriano, entonces existe N E N, tal que O = Imf"n Kerf" si 
n > N. En particular f ,es isomorfismo, si y sólo si, f es epimorfismo. 

o 

Corolario J..4.18.- Si M es de longitud finita y f: M ---> M es cndomorfismo, 
entonces M = Imf"@ Kcrf" para toda. n mayor que cierta NEN. O 



Teorema 1.4.19.- (Hopkins) Sea R un auillo. Sea J el Radical de R. Entonces R 
es artiniano si y solamente si Res noetheriano, J es nilpotente y R/ J es scmisimple. 

§5 MODULOS INESCINDIBLES Y ANILLOS LOCALES 

Sea R un anillo. 

Definición 1.5.1.· Un módulo M, se dice j;,esclndlble, si l\1 i= O y para cada 
descomposición M == N CD N' se tiene N == O ó N' == O. 

Ejemplo 1.5.2.-

a) Los módulos simples son inescindibles. 

b) 7l considerado como 7l-módulo es inescindible. 
En efecto, sabemos que los submódulos de 7l son de la forma n7l y 

n7l + m?l = 7l si (m, n) ==l. Pero n · m E n7l n m?l.. Luego 71. es inescindible. 

c) Consideremos el anillo 

R -(~ Q) - o Q 

Los inescindibles de nR hasta isomorfía son: 

• En el capítulo 3 veremos más ejemplos. 

Lema 1.5.3.- Sea M un módulo inescindible de longitud finita y f: M-+ M' un 
endomorfismo. Son equivalentes: 

a) f es un isomorfismo 

b) f es un monomorfismo 

e) f es un epimorfismo 

d) f no es nilpotente. 

Demostración.- Por el lema (1.4.17) tenemos a)<-=> b) y a)<-=> c); e)* d) es obvia, 
basta ver d) * b). 
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Por el corolario (1.4.18) :M = Im[°ED K.erf", para alguna n E N. Como 
M es inescindible y Imf" t O, entonces Ker f" == O. Luego Ker f = O y f es 
monomorfismo. 

Observación 1.5.4.- Sea f: '/!. -+ 'll.. dada por n >---> 2n, este no es isomorfismo ni 
nilpotente. 

Definición 1.5.Ci.- Un anillo A se llama local siempre que a+b invertible implique 
a 6 b invertible (a,b E A). 

Lema 1.Ci.6.- Para un anillo A con unidad, son equivalentes: 

a) A es local. 

b) A tiene un único ideal maximal. 

e) 9Jt = {x E Alx no es unidad} es un ideal de A {claramente maximal). 

Demostración.-

b) => a) Sea L el único ideal mn.ximal. Sean a, b E A, supongamos a+ b es 
invertible, entonces a + b rf. L y a ó b rf. L (pues si a, b E L entonces a + b E L lo 
cual es una contradicción). 

Supongamos a rf. L. Si (a) ~ A, por el lema de Zorn, existe un ideal mu.ximnl 
I en A, tal que (a) ~ l. Luego I = L que nos dá una contradicción. 

a) => e) Sean a, b E !JJ!, r E A , si ra rf. 9J!, entonces existe u E A tal que 
1 = u(ra) = (ur)a, entonces a rf. !.lJ! lo que es una contradicción. Que a+ bE 9J! se 
sigue de la definición. 

D 

c) => b) es obvio. D 

Lema 1.5.7.- Sea Af un módulo, si EndnAf es local, entonces Mes inescindible. 

Demostración.- Supongamos Af = i\11 ffi i\12 y consideremos los morfismos cru1ó­
nicos e:M .2;M1c.'2.M. Así e E EnclnM con c2 = c. Basta probar que e= O ó 
e= l. (Pues e es el idcmpotente para M1 en Ja descomposición M = Af1 © M2). 

Supongamos O =f. e =f. l. 

Sea 9Jl el ideal mnximnl de EndnM. Si e rf. 9.1?, por el lema (1.5.6) existe tt E 
EndnM con tte = 1, de donde e == ue2 = tte == 1 contradicción, luego e E !.JJ!. 
Como también O i= 1 - e :f l y por el lema (1.2.2) , 1 - e es idempotente, se tiene 
(análogamente a e) 1 - e E !JJ!. De donde 1 = e+ (1 - e) E 9Jl contradicción, por 
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tanto e = O 6 e = l. 

Lema 1.5.8.- Sea M un módulo de longitud finita. Entonces M es incscindible, 
si y sólo si, EndnM es local. 

Demostración.-

(=>) Supongamos M inescindible, por el lernn. (1.5.3) en el anillo EndnM todo 
elemento es invertible o nilpotente. 

({::)Basta ver que VR == {x E End¡¡.MJx nilpotcnte} es ideal de EndnM. Sean 
x, y E VJI, r EEndnM. Si rx <f. 9Ji, existe u con u(rx) == l. Supongamos x" = O, 
xn-l :¡60. Así, O= urxn = u(rx)x"-1 = x"- 1 contradicción. Luego rx E 9.J1. 

Si x + y rf. flR, existe u con u(x + y) = l. Así ux + u,y = 1; entonces 
uy EVJI, 1 - uy:::: ux E !.m. 

Supongamos (uy)" ==O, entonces (1 - uy)(l + uy + (uy) 2 + ... + (uy) 11
-

1) = 1 
es una contradicción por el lema (1.5.3) ; esto muestro. que x +y E 9Jt. 

o 

o 

Definición 1.5.9.- Sea M = E9 J...f,, una descomposición de un módulo M como 
a EA 

suma directa de submódulos (Ma)ac:t\, con i\10 } O, se dice que es una descorn-
poslclÓn lnescindible, si Ma es incscíndíble para toda a E A. 

Lema 1.5.10.- Sea M un módulo noctheriano ó artiniano. Entonces existe una 
descornposíci6n inescíndíble de M. 

Demostración.-

Sea M un módulo artininno . Si M no es inescíndiblc , existen submódulos no 
triviales M 1 y M{ con 

M=Af1SM{. 

Si M 1 y M{ son ambos inescindiblcs hemos acabado. Sí no , podemos suponer 
que .M1 no es inescindiblc y tenemos 

Así obtenemos M ;!M1 ;J.M2 ;2 ... 
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Como 11{ es artiniano, este proceso. debe detenerse :r damos una descomposición 
incscindiblc de M. 

El caso en que M es noecheriano es similar. 

Ejemplo 1.5.11.-

a) Sea 71.1 = {(z, O) Jz E 71.} y 71.2 = {(O, z) Jz E 71.) así 7l1ED71.2 es unn. descomposición 
inescindible de 71. x ?l. 

b) Sea J( un campo. 

( 
J( º) (º J(.) M2x2 = J(. O e O J(. 

es una descomposición inescindible de M 2x2• (En general, si M es scmisimple, M 
tiene una descomposición inescindible). 

Definición 1.5.12.· Sea M un módulo y J(. sumando directo de M, decimos 
que J(. es sumando directo moximol de M, si tiene un complemento directo }(1 

inescindible. 

Definición 1.5.13.- Una descomposición M = ED.M0 de un módulo M, como 
suma directa de submódulos diferentes de cero (Ma)oEll• se dice que complementa 
sumandos directos (respectivamente complemento sumandos directos moxi­
moles), en caso de que para todo sumando directo (respectivamente ma.'Ximal) J(. 
de M, hay un subconjunto B <;; A con 

Ejemplo 1.5.14.- Una descomposición que complementa sumandos directos, com­
plementa sumandos directos ma.ximales, pero no al revés. 

Sea A el anillo de funciones continuas f: ~-+ ~. Sea ,\E~ - ~.Definimos 

q H { 1, o, 

q H { Ü, 
1, 

si q < ,\; 
si q > ,\. 

si q < ,\¡ 
si q > ,\. 

E>,,X.\ E A y se tiene c1 =E.\ 'x1 =X>., E>.+ X>.== l. 
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a) Sea Af,. = c,.A, JV>. = X>..tL Entonccr, A'" .\1,, (l) N>... 

b) AA no tiene sumandos directos inescindiblcs. En particular AA no tiene suman­
dos directos ma.ximales. 

Supongamos J{ sumando directo de AA· Existe O f e E Encl,1(A) =A idem­
potente tal que eA = J{. Sen .s E Q tal que e( .s) f O. Como e es idempotente 
e(s) = l. Como e es continua, existe E> O tal que , para toda t E (s -- e, s +E) n Q, 
e(t) = e(.s). Sea,\ E (s - E, IJ +E) - Q. Consideremos a= CE).., b =ex,\ E A. Como 
a :f O i b , ab = O y a+ b = e , se tiene J{ = eA = a:1 ~) lul con aA j O :f bA. 
Luego J{ no es inescindible. 

Sea>. rfc Q , entonces la descomposición A:::: 111:. CD N,\ complementa sumandos 
directos maximales. 

c) La descomposición A = M,\ G) N>. (>.. rt Q) no compicmcntr. sumandos directos. 
En efecto , si ,\ f- µ , ¡i E ~ - iq, tenemos .·l =~ JU,\ G X,\ = ;\f1,@ N1,. Pero 
M>. n Afµ =/=O y 1 </; N>-. + Mµ-

Lema 1.5.15.- Sen kf = EB Afa una descomposición que complementa sumandos 
¡\ 

directos, entonces cada Ala es incscindible. 

Demostración.- Sen a:o E A y supongamos i\1a 0 = M t ffi AÍ2 con "Nf 1 :/= O. 
Entonces existe A1 ~A, tal que M = M 1 Eíl (ffiM'"') y como 

A' 
M = M1 ©l'>'f2 © ( EB M 0 ) tenemos que ero <;t A1 (pues Je lo contrario 

A-{ao} 

M1 n (E9 Ma) 2 M 1 n Ma0 = M 1 i O lo que contradice que la suma M = 
A' 

M1 © (ffi Ma) sea directa). De este modo .A1 ~A- {ero}. Sea B = (.:1- { ero})-A1
, 

A' 
entonces M = M ¡ ffi(ffi M 0 ) E!l(Ef) M 0 ) ©M2 ya que A= A1UBU{ero} Y la unión es 

A' D 

ajena. Por el corolario (1.1.5) tenemos que: M / (:ivf¡ G) ($ Ma)) ~ (ffi Ma) © M2 
N D 

y M/ (M1 Eíl (ffi Ma)) ~O, de este modo M2 © (ffi Afo) ~O, con lo cual M2 =O 
A' B 

y por tanto Afa 0 es incscinclible. 

D 

o. 

Ejemplo 1.5.16.-

a) Sea 1!.! 2 = l!.! 1 ffi~ 2 donde ~ 1 = 11? x {O} y ~ 2 ={O} x ~- Es una descomposición 
inescindible de f'1 2 que complementa sumandos directos. 
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b) En general las descomposiciones inescindibles no complementan sumandos di­
rectos. Ver ejemplo (1.5.26). Veamos un caso positivo. 

Definición 1.5.17.- Un conjunto (.Mc:r)c:rEA de submódulos de AJ, es homológi­
camente independiente, en caso de que o: f. f3 implique I-Iom(M0 , Mp) =O. 

Lema 1.5.18.- Sea M = E9 M,, una descomposición inescindible de lvf con 
A 

(Mc:r)c:rEA homológicamente independiente, entonces 1'1 :-e: EB 1W0 complementa 
A 

sumandos directos. 

Demostración.- Sen J{ sumando directo de M (I( :/=O). Sea (cc:r)aEA los idempo­
tentes para la descomposición Af = E9 M". Sea B = {o:ic/\oc0 f- O}, donde Cl( es 

A 
el idempotcnte para J{ en la descomposición Af = J( (i) N. Sabemos por el corolario 
(1.2.19) que J( = l:e1(cc.(J() = l:e¡(Cc:r(K), luego 

A B 
J( = L ep( L Cl(ec:r(I()) = L ( L epegca(I()) y por hipótesis 
~ oEJ3 ,6EA c:rED 

K = LCaCI\ea(I() ~ E]3M0 pues Hom(Mc:r,Mp) =O. 
D D 

Tenemos que O -> Af0 n J( _,i AJ0 -• A10 /Mrx n J( -• O es exacta y se es­
cinde, pues f = C¡(0Cc:r!Ma:1'1c:r---> M" nJ( es tal que foi = lManK· Veamos 
que J está bien definida. Es claro que J(M0 ) ~ J(, Sea m" E M" entonces 

/(mu:)= L e11(f(m0 ))= L r.p(cl(c")(ma)= L cri(egcn)(mn)=eaCJ(erx(ma) 
PEA PEA ,BEU 

(pues epe¡(Ca(m0 ) = O si o: f. f3 por ser homológicamente independientes). Así 
f(m 0 ) = e0 el((m0 ) de este modo /(m0 ) E M0 y es claro que es la identidad 
f oi = lM.nK· Por lo cuo.l M0 ::::'. (Me. n K) (f) Mrx/(M0 fl J() y como Ma es 
inescindible, entonces M0 n J( = O ó Ma/Ma n J( = O de donde Man K = O ó 
Mo n J( = Ma. Para a E B 1 o f. C](Ca (M) ~ Man J( entonces Mrx n J( = Ma es 
decir Ma ~ K, de donde E9 M 0 ~ J(. Así J( = E9 .M0 • 

D crED 

Lema l..5.19.- Sea M = E9 M 0 una descomposición que complementa sumandos 
A 

directos maximales y N sumando directo inescindible de M tal que M = ]( EEl N. 
Entonces existe a E .4 tal que M = Mrx © J( y Ma ~ N. 

Demostración.- Corno M = K©N, entoncds existe B ~A tal que ( Ej{ Mp) <fJJ{ = 

111 por la proposición (1.1.13) , E9 Mp ~ N pero como N es inescindible, entonces 
D 

B consta de un sólo elemento, pues llfp i O es decir Mo. 0 -::= N para ao E B, por lo 
tanto Mrx 0 Ell ]( = M y Ma 0 ::::'. N. 
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Proposición 1.5.20.- Sea M = Ef) Ma una descomposición que complementa 
A 

sumandos directos maximales. Si 

M = N1 © ... © Nn © J{ 

con N; inescindibles, entonces existen a 1 , ••• , ª" E A tales que 

Ma, ~ N; , (i= 1, ... ,n) 

y para cada 1 .:5 l .:5 n 
M = Ma, ffi ..• © 1\1a, ED N1+1 Ei7 ••• © Nn ID J(. 

Demostración.- (por inducción sobren) 

Supongamos n == l. 
Entonces M == N1 ffi J(, con N1 incscindible y por el lema anterior se tiene el 
resultado. 

Supongamos M = N1 © ... Ei7Nn+1 ©J( con N¡, ... ,Nn+I inescindibles. Como 
M = N1 © ... EIJ N,. EIJ K 1 con J(1 = Nn+l ED J(. Sean A1a,, ... , Man, tales que 
M 0 , ~ N; (i = 1, ... , n) y para cada 1 :$ l $ n 
M = Ma, G:l • • • © M01 El N1+ 1 ED · · · (!) N,. ID J(I, entonces haciendo l = n tenemos 
ll'J = M01 (f) ··•©Man (f) J(I = M = Ma 1 ©···@Man CD Nn+l El J( de donde M 1 = 
Mo, © · · · $ 111cx

0 
Ell J( es un sumando directo mnximal de M y por el lema anterior 

existe O:n+1 E A tal que Af = 11100+ 1 ED M01 © · · · ffi Afan © Ií. y Afa 0 + 1 :::= Nn+l • 

o 

o 

Lema 1.5.21.- Sea M = ffi M0 una descomposición de M que complement<J. 
A 

sumandos directos (maximales). Sean A1 ~ A y Jo.JI == L,M0 • Entonces 
N 

M 1 = ffi M 0 es una descomposición de 1111 que complementa sumandos directos 
A' 

(maximales). 

Demostración.- Es claro que M 1 = ffi Ma es una descomposición de M1
: Su­

A' 
pongamos que J{ es sumando directo de M 1

, entonces ( ffi Ma) © J( es sumando 
A-A' 

directo de M, por hipótesis existe B ~ A tal que Id = ( Ef) M 0 ) © J{ © (ffi M,B) 
A-A' D 

y por ser suma directa, tenemos que ( Ef) M0 ) n (ffi 1\1,B) =O de donde B ~ A1 y 
A-A' D 

M 1 = El1 Mp © J(. 
D 
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Corolario 1.5.22.- Si M tiene una descomposición que complementa sumandos 
directos, entonces cada sumando directo de A1 tiene una descomposición que com­
plementa sumandos directos. (Respectivamente si M tiene uno. descomposición que 
complemento. sumandos directos maximales). 

Demostración.· Sea M == Ef1 Ma. una descompo~ición que complementa sumandos 
A 

directos y sea N un sumando directo de M, sea B S::: 1l tal que 
($Mµ) $N = M, entonces por la proposición (1.1.13), N ~ Ef1 lvf0 y por el lema 

B A-D 
(1.5.21) N complementa sumandos directos. 

o 

o 

Definición 1.5.23.- Dos descomposiciones directas ED 1\J0 == M = ©nNp de 
A 

M, se dice que son equivalentes, en ca.so de que haya una biyección a, llamo.da 
función de equivalencia, tal que a: A_, B, y para ca.da o: E A , Ma. ~ Nu(a)· 

'l'eorcma 1.5.24.- Sea M = Ef1 M0 una descomposición inescindible que comple-
A 

menta sumandos directos maximalcs. Entonces todas las descomposiciones de M 
son equivalentes. 

Demostración.-

Supongamos que M = Ef) Ma y M = $ N1 descomposiciones inescindibles de 
A G 

forma que la primera complementa sumandos directos maximales. 

Para cada sumando directo inescindible L de Af, construímos 

A(L) ={a E A/M0 ~ L} y 

G(L) = {1 E G/N1 ~ L} 

Entonces para completar la prueba será suficiente probar que para cada L, 
(Sumando directo inescindiblc de M) hay una biyección de A(L) sobre G(L) o 
equivalentemente que: 

GardA(L) = GardG(L) 
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Primero , supongamos .ti(L) es finito. Por Ju proposición (1.5.20) pura cada 
subconjunto finito F = b¡, ... , /n} C C(L), huy un;i función inyectiva rp: F _, A 
tal que: 

De donde Imrp C A(L). Y en este caso CardC(L) ::; CardA(L). 

Segundo, supongamos A(L) es infinito. Sea (P1 ).1Ec las proyecciones para la 
descomposición !vf = EEJ N1 . Para cada a E A , definimos el conjunto 

e 

Fo={¡ E C/M = Mo e (ffi Np)}. 
N1 

Claramente por la proposición (1.1.13), ~¡ E Fo. si P1 !Mn: Mu -> N1 es un 
isomorfismo. Como M = EB M0 complementa cada EB Np. Entonces C(L) = 

A ¡J={ .. ¡ 

UA(L)Fo. 

Sea o: E A. Como (N1 ) 1Ec se extiende sobre M, existen /i, ... ,¡0 E C con 

/.,,fo n (N11 e··· Efl N1 J t- O. 

Sea O :¡!= m0 en esta intersección. Entonces Ker(P1 l,'110 ) = O implicn que ¡ E 
{¡i, ... 1 "Yn} (Pues supongamos que ¡ r/: {¡¡, ... , /n}. Entonces P.1IM., (mu) = O 
de donde Ker(P1!MJ f. O .Lo cual es una contraC:icción). Por tanto , cada F0 es 
finito. Pero esto significa que a: H F0 es una función de A(L) a un conjunto de 
subconjuntos finitos de C(L) . Por tanto, 

GardC(L) $ L CardF0 $ Gard(N X A.(L)) = CardA(L) 
oEA(L) 

Tenemos ahora que para cada sumando directo inescindible L de M. 
GardC(L) $ GardA(L). Esto es hay una función inyectiva a: G _, A tal que 
N1 ~ Mu(1 ¡ para cado. 1 E G. Por tanto hay un isomorfismo 

f:M= Ef)N1 -> EjjMu("Y) 
e e 

tal que J(N1 ) ~ Muh)• para cada 1 E G 

Entonces por el lema (1.5.21) , la descomposición M = EB N1 también com­
e 

plementa sumandos directos mnximalcs. 

Podemos cambiar los roles de A y G , e inferir que para cada módulo inescindible 
L, 
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CardA(L} :::; CardC(L) 

Así que hay una biyección C(L) -> A(L). Por tanto hay una función biyectivn 
ip: C -t A tal que N7 ~ M'Ph)· 

Corolario 1.5.25.- Si un módulo M tiene una descomposición inescindible que 
complementa sumandos directos (maximales). Entonces, cnlia descomposición ine­
scindible de M complementa su:nan<los directos (maximalcs). 

o 

o 

Ejemplo 1.5.26.- No todas las Gescomposiciones incscindiblcs son equivalentes: 

Construiremos el. ejemplo en varios pasos. 

a) Sean I, J ideales de un anillo R . Supongamos que I + J 
I EfJ J ~ R El) (J n J). En efecto, la sucesión 

V 
0->InJ->I©J-->R->O 

R. Entonces 

es exacta. Seaµ: R-> I 6) J el R-homomorfismo tal que ¡1(1) = (a, b) con (a, b) E 
I ffi J cualquier elemento tal que a+ b = v(a, b) = l. Como u¡t = 1 , la sucesión se 
escinde y por la proposición (1.1.8 ), I w J ::! R íJJ (In J). 

b) Sea R = 'fl.[A]. Parar= a+ bN, definimos llrll = a2 + 5b2 EN. Es fücil 
probar que l!rllllsjj = Jjrsll y que el anillo R es noetheriano. 

Sea I el ideal generado por {3, 2 + N}. Probaremos que I no es principal. 
Si lo fuere , I = xR, implica 3 :::: xr, 2 +A= xs parn algunas r,s E R. Sen 
x=a+b.;=5, a,bE '/!.. 

Si b = O , x E '/!. y como divide a 3 y a 2, entonces x = l. Existen entonces 
y= Y1 + Y2\í-5, z = z1 + z2N E 'fl.[-5] tales que 3y + (2 + H)z =l. Luego 

3y¡ + 2z1 - 5z2 :::: 1 

Así, 3[y¡ - 2y2 - 3z2] = l. Contradicción. 

Si b :f O. Como 9 = 11311 = llxllllrll = llrll(a2 + 5b
2
) , b = 1 , a= 2 Y llrll = l. 

Entonces r = 1 , 3 = x , contradicción. 
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De manera similar J generado por {3, 2 - A} no es principal. 

Además , como {3, 4} E I + J , entonces I + J == R. Por (a) , tenemos que 
1© J !:: R© (In J). 

c) Hay un módulo u~M con descomposiciones incscindiblcs no equivalentes. 

Sea M = R Efl (J n J). 

Como In J = 3R , In J ~ R. 

Probaremos que uR es inescindible. En efecto , sea O =f e E Endu(R) = R 
idempotentes , e = a+ bv'=fí. Entonces 

a+ b.;=5 =e= e2 = (a 2 - 5b~) + 2abv'=fí. Así, 

Si b i= O , 2a = 1 con a E 'll , contradicción. Luego , b = O , a == 1 . Entonces 
e = 1. Por tanto , M = R © (In .T) es descomposición inescindiblc. 

Si I y J son inescindibles M = I CD J es una descomposición inescindible no 
equivalente a M = R ©(In J) , por b). 

Si I ó J no son inescindibles , como M es noetheriano por (1.5.10) , existen 
n m 

descomposiciones i = EB J¡ , J = EB J¡ en inescindibles con n + m > 2. Luego 
i=l j=l 

M = ($!;) ED (EDJ¡) no es equivalente a M = R ©(In J). 

d) Finalmente , observemos que la descomposición M = R © (In J) no comple­
menta sumandos directos. 
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CAPITULO 2 

En este capítulo veremos dos de los resultados más conocidos de unicidad 
de descomposiciones inescindiblcs de módulos: el teorema de Krull-Schmidt y el 
teorema de Warficld. 

§1 TEOREMA DE KRULL-SCHMIDT-AZUMAYA 

Lemn 2.1.1.- Sea M = Ef7 M0 una descomposición de M, con Endn(.M0 ) local 
A 

para toda a E A. Sea O =f N un sumando directo de M. Entonces existe a E A tal 
que N tiene un sumando directo J( isomorfo a AJ0 y el isomorfismo está. dado por: 

donde eN E EndR(M) es el idcmpotente para la descomposición M == N © N'. 

Demostración.- Por el lema (1.2.15) , existen a 1, ..• a 11 E A tal que 

N n (.Mn, 0 ... © .MaJ :f O. 

Por la proposición (1.2.6) existe eN E End¡¡(.M) idempotente único tal que 

(1- CN )(M) == N'. 

Por la proposición (1.2.16) existe (ea)nEJ\ los idcmpotentes de la descom­
posición M = ffi M0 • Sea e1 = e01 el idempotente para 1\101 en esta descom­

A 
posición. 

Por la proposición (1.2.10) c1Endn(M)e1 es un anillo local y 

es la identidad en e1End¡¡(.M)e1 de donde e1eNCt ó e1 (1 - eN )e¡ es invertible en 
e1Endn(M)e1• Esto es, para algún J¡ E {eN, 1 _:_ eN }, e¡f¡e¡ debe ser invertible. 

Sea ](1 = Jm(f¡e 1) y como c¡/1e1 y e1 son isomorfismos de .M01 a A1a 1 en­
tonces: 
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y 

son isomorfismos. Como edK, :::: i o Puª, IK, tenemos por proposición ( 1.1.13) que 
M = K1 © ( ffi Mo) 

0;>!01 

Sin> 1, sea e2 el idempotente para M0 , en la descomposición 

M:::: f(1 © ( EB j\fo) 
o;i!a, 

repitiendo el proceso anterior obtenemos h E { CN, (1 - CN)} , con J\2 ::::Im(h o e2) 
y: 

isomorfismos y dado que: c2!K, == i o P111a, IK, , tenemos por proposición (1.1.13) 

M:::: K1 (!) J(2 © ( Efj Ma)· 
A-{a 1 ,a0 } 

Continuando análogamente tenemos: 

A-{ a, , .. .,a,,} 

y una sucesión de elementos /i, ... , fn en {eN, 1 - CN} con cada 

un isomorfismo. 

Por último uno de los/¡ debe ser CN , ya que si/¡ es 1-eN para todo i = 1, ... , n 

entonces 

sería un isomorfismo. Pero ésto es imposible pues: 

Ker(l - CN) n (Ma, 9 · · · ED M0 ,,) = N n (Mo, © · · · © MaJ =!=O 

Por tanto , para alguna 1 ::; i::; n, /¡ :::: CN y tenemos que K; es un sumando 
directo de M , que está contenido en N tal que: 
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es un isomorfismo. 

Teorema 2.1.2.- (Azumaya). 

Si un módulo M tiene una descomposición directa M = ffi.Ma , donde cada 
A 

anillo de endomorfismos EndR{Mu) es local. Entonces: 

a) Esta descomposición es inescindible. 

b) Cada sumando directo O :f N de M tiene a su vez un sumando directo J( 
con eNIM

0
: l.fa -> K un isomorfismo, parn alguna a E A, donde eN es el 

idempotente para N en la descomposición J..1 == N © N'. 

c) Para todo L sumando directo maximal ele 1U, cxist:.- a (:' A tul que L©li1a == i\lf. 
(En particular llf = EB ]Vfc. complementa sumandos directos maximales.) 

A 

d) Todas las descomposiciones inescindibles de M son equivalentes. 

Demostración.-

a) Por el lema (Ui.7). 

b) Se sigue del lema (2.1.1) 

c) Sea L un sumando directo ma.ximal de Af, entonces L tiene un sumando directo 
L' inescinclible por complemento directo ( Esto es L © L' == i"\f). 

Como L' :f O entonces por b) , L' tiene un sumando directo J( con 

un isomorfismo para alguna a E A (Donde eL' es el idcmpotente asociado a L' en 
la descomposición M == L ffi L' ). Por tanto J( es inescindible y L' == J(. De donde 
M = J( ED L. Por proposición (1.1.13) , M == Ma ED L. Por tanto , M = EB Mo 

A 
complementa sumandos directos maximalcs. 

d) Se sigue de c) y del teorema ( 1.5. 24). 

o 

o 

Corolario 2.1.3.- Si M tiene una descomposición finita M = Mi ©M2 (fJ ••• © Mn, 
donde cada anillo de endomorfismos Endn(M;) es local, (i = 1, ... ,n). Entonces 
esta descomposición complementa sumandos directos. 
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Demostración.-

Sea L un sumando directo de M, es decir Jl.1 = L © J(. 

Si J( = O, M = Ef) M¡ ED L. 
o 

Si J( f O, por el teorema (2.1.2) (b) existe un sumando directo Ni tal que 
/( = Ni EfJ N2 y 

es un isomorfismo para alguna i = 1, ... , n, ésto es: 

Como CN1 IM, :M¡ -->Ni coincide con eKIM,: M¡ -~Ni pues Ni C J( y CK = i o p}(, 
entonces por la proposición (1.1.13) 

Si N 2 i= O por el procedimiento anterior tendríamos lvf = M,., ffi M¡, Efl N3 Eil L 
, con i1 f i2. Continuando así , existe k ::; n tal que Nk :o O y en cuyo caso 

o 

Teorema 2.1.4.- (I\rull-Schmidt). 

Sea O f: M un R-módulo de longitud finita.Entonces: 

a) M tiene una descomposición inescindible finita 

M = Mi EfJ ... $ Mn 

tal que: 

b) Todas ]ns descomposiciones inescindibles de M son equivalentes. 

c) La descomposición M == Mi © ... © Mn complementa sumandos directos. 

Demostración.· 

a) Por el lema (1.5.10). 
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c) Es claro que M; (i == l, ... ,n) son de longitud finita y como son inescindibles, 
entonces por el lema (1.5.8) Endn(M;) es local, i == 1, ... , n y por el corolario 
(2.1.3) la descomposición M =Mi (f) ••• ED Mn complementa sumandos directos 

b) Se sigue del lema (1.5.20) y del inciso e) 

Corolario 2.1.5.- Sea R un anillo nrtiniano y M finitamente generado.Entonces: 

a) M tiene una descomposición inescindible finita 

~M=M1©···0Mn 

b) Todas las descomposiciones inescindibles de A1 son equivalentes. 

Demostración.-

Por el lema (1.4.12 a ) M es artiniano y por las proposiciones (1.4.19) 
y (1.4.12 b ) , M es noetheriano. Luego, M es de longitud finita. El resultado se 
sigue del teorema anterior. 

o 

o 

A continuación se dará una variante a la demostración del teorema de Krull­
Schmidt . Esta demostración será útil en !ns genernlizaciones que veremos en el 
capítulo 4. 

Lema 2.1.6.- Sea ( ~ ~) : M (f) N -t J( ED L un R-isomorfismo con a: M --+ ]( 

isomorfismo. Entonces N ~ L. 

Demostración.- Consideremos el isomorfismo 

y t3 : M (f) N -d( © L la composición (-c~-l ~) ( ~ ~) = ( ~ ~1 ) que es 

también isomorfismo. El siguiente diagrama es exacto y conmutativo: 
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0) (0, 1) 

o -t M --t MffiN -1 N -; o 
ta C) ! ,8 (0,1) ! d' 

o -t ]( --t J(ffiL -· L -; o 
Luego, d' es isomorfismo. 

Proposición 2.1.7.· Supongamos M © N ~ J(1 E13 · · · © ](0 y Endn(M) anillo 
local. Entonces, existe j E {1, ... , n}, de forma que ](; ~ J(;. 9 1q con M ~ K} y 
N ~ I(j' ffi (ffii;.!;J(¡). 

Demostración.- Consideremos ªM: M -> M©N, IT¡..t: M©i'i -• M la inclusión y 
proyección canónicas. Similarmente, (a N, ITN ), (a¡, 1i i) las correspondientes para N 
y](¡. Tenemos 1==7iMaM == 'L7= 1 r.Ma¡7i¡UM 1 donde x¡ = 7i¡...¡a¡7í;U/\f EEndR1\J 

Como EndR(.M) es local alguno de los x¡ es isomorfismo. Podemos suponer 
que x1 es isomorfismo. Esto significa que la siguiente sucesión exacta se escinde: 

7í10M 

O -+ M -> K1 -• Kf' -• O 
t .s 11 11 

O -> Imrr1 ªM == K{ -> ]{¡ -· J(f' -; o 

Así, J(1 ~ J(f © Iq' con M ~ Kf. Además, obtenemos un isomorfismo 

cuya componente a= .s es un isomorfismo. Por el lema anterior, 

o 

o 

Damos la otra demostración del teorema (2.1.4) 

2.1.8.· Segunda demostración del teorema de I(rull-Schmidt. 

(Existencia). Como antes. 

(Unicidad). Como .\f1 es de longitud finita, Endn(M1) es local. Por la 
proposición anterior , existen N} , N}' con N; = N} $ N;.' , M1 ~ N} Y 
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M2 ffi ... ED Mm ~ Nj' © (Ejj N¡) 
if.i 

··ºº1!1º N; es inescindible, Nj' = O y el resultado se sigue por inducción. 

Lema 2.1.9.-

a) Sea M un R-módulo tal que dados f, g E Endn (M) con (! - g) = lM se tiene 
que f o bien g es un automorfismo. Entonces Endn (M) es un anillo local. 

b) Sea M un módulo incscindible. Sea 

M1={(m,o)\mEM} y M2=={(0,m)imEM"} 

Sea M 2 = M X M == M 1 © Mz una descomposición que complementa sumandos 
directos maximales. Entonces EndR(.M) es un anillo local. 

Demostración.-

a) Sean h, k E Endn (M) tales que h + /• es invertible. Entonces existe 1 E 
Endn(M) tal que (h + k)I = lM de donde hol + kol """ lM· Se sigue que h o 1 
o bien -k o 1 es un automorfismo. Luego, Endn(M) es local. 

b) Sea 11"¡: M 2 -• Af¡ (i = 1, 2) las proyecciones naturales con Kcrrr¡ = M; 
(ji i). Sean f,g E Endn(M) con f - g = lM por (a) será suficiente probar 
que f o bien g es un au tomorfismo. 

Definimos: 
M' = {(f(m),g(m))\m E M} y M,1 = {(m,m)Jm E M}. 

Entonces como (f (m), g(m)) = (n, n) implica f(m) = n = g(m) tenernos que 
f(m) - g(m) = n - n = O y dado que f - g = lM entonces m = O. Además 
(m,n) = (f(m- n),g(m - n)) + (m - f(m - n),m - f(m ·- n)). 

Entonces M 2 = Md ffi M'. 

Dado que <p: M --> Afd es un isomorfismo tenemos Md es inescindible y por 
tanto M' es un sumando directo mnximal de 1\12• 

Por tanto M 2 = M 1 6J M' <Í M 2 = M2 G) M' y por la proposición (1.1.13), 
7í2\,w:M' -• M2 o r.¡jM1:./\fl -• M1 

es un isomorfismo. Supongamos 7í 2 \M': ,H' -··• Af2 es 11n itiu1110rfismo. Entonces 

D 

g: M -> M es un nutomorfismo. D 
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Proposición 2.1.10.· Sea M == Ef7 M 0 una descomposición inescindible que com­
A 

plementa sumandos directos ma.ximales. Si existe a =f f3 E A tal que Mf3 ~ Ma. 
Entonces Endn(M0 ) es un anillo local. 

Demostración.· Se sigue del lema (1.5.21) y del lema (2.1.9) 

§2 EL TEOREMA DE WARFIELD 

Definición 2.2.1.· Un R-módulo N es e-generado en caso de que exista un 
conjunto (x1 ) 1 ED con cardD =e y (x1 ) 1 ED genera a N. 

Lema 2.2.2.- Sea e un cardinal infinito. Sea M = Ef7 Ma y sea N e M. Si N es 
A 

e-generado, entonces hny un subconjunto Be A, con carel B ::; e y Ne Ef1 J.1p. 

Demostración.-

Sea (x1 ) 1 ED , un conjunto generador de N y sea cardD=c. 

Entonces para cada "I E D , existe una expresión de la forma 

B 

con m 01 E M01 • Luego hay una función F:11-+ F("t) de Da los subconjuntos finitos 
~e A con x1 E Ef7 Ma, para cada "I E D. Sea B = U1 F("I) y como Des infinito 

F("I) 

o 

card D ~ card B. O 

Lema 2.2.3.· Sea e cardinal infinito. Entonces: 

a) Si {Ma}aEA es una familia de módulos e generados y Gard A ::; e , entonces 
EB Ma es e-generado. 
A 

b) Imágenes homomorfas de módulos e-generados son e-generados. 

Demostración.· 

Como e es cardinal infinito Ef7 M0 es e-generado. Sea (x1 ) 1 Es con cnrdS =e un 
A 

conjunto generador de Ef1 Ma . Tenemos que e((x1 ) 1 Es) es un conjunto generador 
A 

o 
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Lema 2.2.4.- Sea M un R-módulo y sean J( 1 K' submódulos de M tales que 
[(' C J( Y K' es sumando directo de M. Entonces 1 existe ]( 11 e J{ tnl que 
J{' E9 J(" == K. 

Demostración.-

Sea M == J(' EB L , entonces J( = J( n M == J{ n (Jl' © L) y por el lema (1.1.3) 
J( = K' EB (J( n (L). 

Teorema 2.2.5.- (Kaplansky). 

Si un m6dulo /..1 es suma directa de submódulos e-generados. Entonces cada 
sumando directo de Mes también suma directa de submódulos e-generados. 

Demostración.-

Sea !vf = E9 Mee , donde Mee es e-generado. Sen. l1f == J( w L otra descom­
eeEA 

posición de M. Smtn (K{J)/3ED y (L1) 1Ec las familias de todos los submódulos 
e-generados de J( y L respectivamente. 

Sea~== {(A 1,B1,G1)/A1 e A,B' e B,01 e C y E17M0 == (Ef)Kp) © (ffiL1 )} 
A' B' C' 

Tenemos ~? f:. 0 , pues (0, 0, 0) E ~ 

Definimos el siguiente orden parcial ~ en ¡p. 

(A',B',C') ~ (A 11 ,B11 ,C11
) en caso de que: A' e A",B' e B",C' e C". Se 

verifica que (~?, ~) cumple Ja hipótesis del Lema de Zorn.Así que (p ~) tiene un 
elemento maximal (A',B',C'). 

Probaremos que A== A' de donde: 

y así por el lema(2.2.4) , K == EB J(fJ y L == E9 L1 
D1 C' 

Supongamos A' f A y sean e, f EEndn(.1W) los idcmpotcntes para la descom­
posición M == ](©L. Esto es c(.M) == K y (1 - e)(M) = L. Sea o: E A - A'. 
Entonces por el lema (2.2.3) , e(M0 ) + f (Mee) es e-generado y por el lema (2.2.2) 
existe D1 e A a lo más de cardinalidad e tal que 

c(Mee) + /(Mo) C EfJMó 
D, 

3Cl 
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y sabernos que 

Mcx e e(Ma) + f (Ma) e EB Ms 
D, 

Continuando análogamente con Ef) Mó tenemos que , dado que ffi Mó es e 
D, D1 

generado, entonces por el lema (2.2.3), e(Ef)M0 ) + f(67M0 ) es e-generado. Por 
D1 D1 

el lema {2.2.2) existe D2 e A a lo más de cardinalidad e tal que 

Además, 

Por tanto D1 e D2. 

Continuando así tenemos que existe una sucesión creciente de subcoajuntos de 
A, de a lo más de cardinalidad e 

Di e Di e ... e Dn e ... 

tales que: 

Ma e e(Ma) + f (Ma) e ffi Mo 
D1 

Sea D::::: U:;';1D ... 

Es claro que D 1- A' pues tt. E D 1 e D y a</. A'. Nótese también que: 
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(En efecto, x E Ef) M.s , existen tal que x E ffi .lvh, e(x) E E9 Mó e Ef) M6 .) 
D Dn Dn+I D 

y que E9 Mó es e-generado. 
D 

Ahora sea: 

A' 

Entonces por hip6tesis M' = K' ED L'. 

'l'ambién sea: 

B' C' 

M" = ffi M 11 , 1( 11 = e(M") y L" = f(M"). 
A'UD 

Entonces: 

K" = e(M") = e(K' + L' + (ffi M6)) = K' + c(ffi Mó) e K' + ffi Mó 

e M'+EBMó e M 11
• 

D 

Aná.logamcn te: 

D D D 

L"cM". 

Por tanto K" 63 L" e M". Como M" e e(M") ED f(M") == J(" <D L". Tenemos 
entonces quc:M" =X" E9 L 11 • Ahora como ]{1 y L' son sumandos directos de 111 
y J(' e K" y L' e L", entonces por el lema (2.2.4) , existen K( e K" y L~ e L" 
tales que: 

. ]{" = K' ED K; L 11 = L' ED L~ 

Entonces: 

Ahora 
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Por tanto 

y además e-generado. 

Pero esto contradice la ma.ximalidad de (A', B', C') 

Por tanto A = A1 
, y esto concluye Ja demostración del teorema. 

Lema 2.2.6.- Supongamos que N, H,H1,K y L son nubmódulos de M, con 
Endn(N) un anillo local y 

M = N Efl H ffi H' = H (f) J( (f) L dos descomposiciones de M 

Entonces: 

a) Existen sumandos directos J(' e K y L' e L de M tales que: 

M = N ffi H ffi Ií:' © L'. 

b) J(' y L' son sumandos directos de J( y L respectivamente 

Demostración.-

Sean e, e', g los idempotentes para la descomposición M = H © J( © L (ésto 
es e(M) = K,e'(M) = L y g(M} = H) y f y 1 - f Jos idempotentes para la 
descomposic:ón M =Ne (H © H') tal que f(M) = N y (1 - !}(!1"1} = H ffi H'. 
Por el lema (1.2.10), JEndn(M)f es un anillo local con identidad f. Como f = 
fef + fe'f, podemos asumir que f ef invertible en JEndn(M)f. Entonces existe 
s = fhf E fEndn(M)f tal que Jsf = s y s(fcf) = (fef)s =f. Entonces en 
Endn(M), (ese) 2 = (esese) = e(fhfefhfe) = e(fhfcf)hfe = (ef)hfe =ese. Así 
por el lema (1.2.5), M =lm eseED Ker ese. 

Pero como (1-e)(M) = LrJJH y por el lema (1.2.5 a), LffiH = (1-e)(M) cKer 
e e Ker ese. Tenemos por el lema (1.1.3) , 

Ker ese =(Ker ese) n (J( e Le Jl) = [(Ker ese) n Kj ffi L ED H. 

Sea 1(1 = (I\er ese) n J( , entonces M = esc(M) ED K' ED L ED H.· 

Consideremos In proyección P de M sobre e$r.(M) n lo largo de K' ED L Efl H 
y consideremos ese:M-> ese(M). Como eseim(M) = lm(hf) pues (ese) 2 =ese Y 
además I\er ese= J{' ED L © H , tenemos por Ja proposición (1.1.10) que P =ese. 
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Ahora consideremos PIN: N -• ese(M) , corno ese(M) = (csc) 2(M) 
= esese(M) = ese(se(M)) e cse(s(M)) = ese(fhf(M)) e esc(f(M)) = cse(N) e 
ese(M). Se tiene ese(M) = csc(N). Por tanto PIN = cselN es epimorfismo. 

Como PIN= csef = (ef)s(f ef) es una composición de monomorfismos. Por 
tanto PIN es un isomorfismo y por la proposición (1.1.13) 

M o:: N © K' © L © H 

b) Como M = H © J( © L = N © H © J(' © L' con Jí.' e Jí. y L' e L por el lema 
(2.2.4) existe Jíf e K y L~ e L tales que: 

Proposición 2.2.7.- Sea M un módulo con una descomposición M = Ií. (j) L. 
Sea N un sumando directo de M tal que N = N1 © · · · © N,. con Endn(N;) local. 
Entonces: 

a) Existen sumandos directos de M , K' y L' con Ií.' e Jí. , L' e L tales que 
M=N©Jí.'©L'. 

b) Ií. 1 y L' son sumandos directos de Jí. y L respectivamente. 

Demostración.-

Supongamos M = N1 © f.r con Endn(Ni) local. Por el lemo. (2.2.G b) existen 
Jí.' e J( y L' e L tales que M = N1 © K' © L'. 

Además por el lema (2.2.G b) Jí.1 y L' son sumandos directos de Jí. y L respec­
tivamente. 

Supongamos M = N1 © N2 © · · · EB N,. EB N,.+1 © Ñ con Endn(Ni) local i = 
1, ... , n +l. Entonces por hipótesis de inducción M = N1 ED ... ffi N,. ffi Jí.' (!) L' con 
Jí.' e J( y L' e L sumandos directos de M y K = K' © Ií.i , L = L' ffi L~ 

Sea H = N1©" ·@Nn, entonces M '"'-' Nn+i@H@Ñ = H©Ií.'©L'. Aplicando 
el lema (2.2.6 a) existen sumandos directos Jí.11 C J(' y 1 11 e L' de M tales que: 

M = Nn+iffiHffiK"©L" y por el lema (2.2.G b), L' == L"©L2, Jí.' = Ií.11 ©K2. 
Por tanto M = N 1 ffi .. · ffi Nn+l © K" © L" y Jí. = K" © Jí.2 ED Ki y L = L" E11L2 © L~. 

o 

o 

Lema 2.2.8.- Si un módulo M es suma directa de módulos M = EB Ma con 
A 
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Endn(Ma) local para todo a E A. Entonces para todo sumando directo J( de 
M y para todo elemento k E J{ se tiene que existe H k sumando directo de M 
satisfaciendo: 

a) Hk es sumando directo de K. 

b) k E Hk. 

c) Hk ~ EB Mo , para algún Fk e A finito. 
F¡. 

Demostración.-

Supongamos que M = J( © L. Sea k E J{. Entonces existe un conjunto finito 
G CA con k E E9 M0 • Sea N = EB M 0 , por el teorema (2.2.7) existen sumandos 

G G 
directos K' y L' de L y J( respectivamente (digamos L == L' Gl I y J( = J(' © H) 
tales que M = }(1 ED L' ED N. 

Consideremos J( = J(' ED H. Por el lema (2.2.4) tenemos que JI== Kn (N © L1
). 

Entonces k E J( n Ne H. 

Como M = J( $ L = J(' EfJ L' 9 N = H ED J(' ED I ED L'. Entonces: 

N ~ M/K' ED L' ~ H ED J. 

Por el corolario (2.1.3) , N = EB lif0 complementa sumandos directos, entonces 
G 

H es isomorfo a EB Ma para algún subconjunto finito F e A. 
F 

Teorema 2.2.9.- (B.J~nsson, P.Crawley, R.B.Warfield). 

Si un módulo M es suma directa de módulos M = E9 Ma con Ma numera­
A 

blemente generados y con anillo de endomorfismo local , entonces todo sumando 
directo N de M es de In forma N = EB N13 tal que para toda {3 E B , N13 ~ Mo , 

/3EB 
para alguna a: E A 

Demostración.-

Por teorema (2.2.5) se sigue que cada sumando directo de M es suma di­
recta de submódulos numerablemente generados de lif. (Necesariamente sumandos 
directos). Así que será suficiente probar el resultado para un sumando directo 
numerablemente generado J( de M. 

Así que sea M = J( ED L con J( numerablemente generado. 

Sea k1, k2 , ••• , un conjunto generador para J( , por el lema (2.2.8) existe H 1 
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tal que J( = H1 ED J(1 

H1 ::= EB Ma , F1 finito y k1 E H1 
F, 

Asumiremos que existe una dcscomposici6n: 

]( = H1 úJ · · • úJ Hn © K,. 

de J( y subconjuntos finitos F1, ... , F .. de A tales que k¡, ... , k11 E H1 © · · · © Hn 
con H¡::: EB Met (i = 1, ... , n). Entonces existe h,, E H1 © · · · (fl Hn y k11 E J(11 con 

F¡ 

kn+I = h 11 + k,, . Corno k,. E J{., el lema (2.2.S) asegurn que existen submódulos 
Hn+l y Kn+l de J(,, y un conjunto finito F11+1 C .ti con Kn = Hn+I ffi Kn+l con 
k,. E Hn+I ::= EB Ma 

Fn+I 

Continuando así podemos encontrar una sucesión H¡, H 2 , ••• de submódulos de 
]( y una sucesión F1, n ... Fn de subconjuntos finitos de A. con (H,,);;"== 1 indepen­
diente y H,. ::: EB Met. 

Fn 

Mostraremos que J( = ©:;"'= 1H ... 

Como (Hn):;"= 1 es independiente sólo queda probar](= 2,:;;"=1 H,. 

Sea k E J( , existe n , o: 1, ..• , a,. E R tales que k = 2.:?=i a¡k¡. Entonces 
11 00 

k E EB H¡. Por tanto k E EB H,.. 
i=l i=l 

Corolario 2.2.10.- Sea M = EB :Met donde cada Ma es numerablemente generado 
A 

y tiene anillo de endomorfismos local. Si M= EB NfJ es otra descomposición de M, 
B 

entonces hay una partición (A(J)PEB de A tal que para toda f3 E B, 

Demostración.-

Se sigue del teorema de Azumaya y del teorema anterior. 

o 

o 
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CAPITULO 3 

El propósito de este capítulo es construir algunos ejemplos de álgebras que 
pueden ser tratadas "geométricamente". Estos ejemplos servirán de puente entre 
la situación considerada en el Capítulo 2 y las categorías tratadas en el Capítulo 4. 
Daremos sólo un breve esbozo de las pruebas. Los detalles pueden consultarse en 
[GJ o en [CLS]. 

§1 CARCAJES Y REPRESENTACIONES 

En este capf tulo ]( denotará un campo algebraicamente cerrado. Por 
J( -álgebra siempre entenderemos ](-álgebra de dimensión finita. 

Definición 3.1.1.- Un carcaj C es una. gráfica orientada ( conexa y finita a lo 
largo de todo el capíitulo 3). Por 0 0 denotaremos el conjunto de vértices de C y 
por 0 1 el de sus flechas. 

Definición 3.1.2.- Un camino dirigido en Ges una sucesión de flechas Cln ••• Cl¡ 

tal que el vértice final de a¡ es el vértice inicial de lli+l· Por T:r. denotaremos el 
camino trivial en x. 

Ejemplo 3.1.3.-

1 2(363 0. es un camino dirigido del vértice 1 al 3. 

Definición 3.1.4.- Jl!CJ es el [(-espacio vectorial con base todos los caminos 
dirigidos en C. 

43 



Lema 3.1.5.· 

a) J{[O] tiene estructura de J(-álgebra. 

b) {r.,: x E 0 0 } es un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos de 
J{[O]. 

Demostración.· 

a) Definimos el producto de dos caminos por yuxtaposición si ésto es posible , y 
si no como cero. Este producto se extiende bilinealmente. 

b) Es claro que r; = T:z: , T:z:Ty =O para toda x,y E C0 • Además, E:z:ECo r., =l. 
En efecto: 

Sea /3 E J{[O] camino dirigido y supongamos /3 = a,. ... a 1 , entonces 
(l::i:EC. r.,){3 = (L::z:EC. r.,)(a,. ... ai) = r.,,..(an···ª¡) = (an ... o: 1) = /3, donde 
Xn es el vértice final de a,. y análogamente /3(L:i:ECo r:z:) = (3. Así tenemos que 
{r.,: x E 0 0 } es un sistema completo de idempotentes ortogonales. 

Veamos que son primitivos. 

Supongamos r,, = f + g con f, g idempotcntes ortogonales. Como T:z: = f + g = 
r; = r'Z.(f + g)rx = rxf rz + T:z:f/í;r; , podemos suponer O ¡f r,Jr,, = L~=l >.¡p¡ con 
p¡ camino dirigido de x en x y >.¡ E J(. Si Pi es el camino más largo entre los p¡ 
, en T:z:J2r:r: aparece >.J.p] que es de longitud mayor. Pero (r,:f r,,) 2 = r,:f r,,. Luego 
r,,fr:i: = >.r:i: de donde r;r;frx = rx y f = T:r; 

o 

Definición 3.1.6.- Un anillo R se llama descomponlble si existen anillos R1 y 
R2 tales que R = R1 x R2• Si no es descomponible se dice indescomponlble. 

Lema 3.1.7.· Si R = R1 x R2 , entonces Mod R ~Mocl R1 X Mocl R2 

Proposición 3.1.8.· R es inclescomponible si y sólo si los únicos idempotentes 
centrales son O y l. 

11 

Definición 3.1.9.- Sea R un anillo con una descomposición uR = E9 P¡ con P; 
i=l 

proyectivos inescindibles. El anillo R se llama básico si y sólo si P¡ ~ Pj si i "/= j. 
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P1·oposiclón 3.1.10.- J{jC] es indescomponible y b1ísica. 

Demostración.- Que XICJ sea indescomponible es equivalente u la conexidad de 
C. Además, 1qc1J(!CJ == E9 J(jC]r,, y J(jC]rx ~ I(jC]r11 si x =/;y 

:zEOo 

o 

Proposición 3.1.11.-

a) J(!CJ es <le dimensión finita si y sólo si C no tiene ciclos dirigidos. 

b) Si C no tiene ciclos dirigidos el radical de J(jC] es el ideal F generado por las 
flechas. 

§2 JDE.ALES ADMISIBLES 

Definición 3.2.1.- Un ideal bilnteral I de J([C] se llama admisible si y sólo si 
, existe n E N con F" e I e F2 , donde F. es el ideal de JC[C] generado por las 
flechas de C. 

Ejemplo 3.2.2.- Son ideales admisibles: 

a) Los ideales F" con n ~ 2. 

b) e: 

/~ f\b 
1 3\) 

) '-· 

El ideal I generado por 82 , 18 , {3a es admisible pues para cualquiera p = 
p3p2P1 E F3 con Pi E F implica que P2Pi E I ó p3pz E I de donde p E J. Luego , 
F3 e I e F 2• 

e) C: 

-- :C:. 

------- •\ é ---> 
(),. 45 
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El ideal I generado por (Ja , 1fJ , óc , ó1 , ó2 es udmisible pues F3 e Je F2 

Lema 3.2.3.- Sen I un ideal admisible de J(ICJ, entonces KICl/I es K-álgebra 
de dimensión finita. En particular K[ G]/ I es K-álgcbru. nrtiniana. 

Demostración.-

Sea n E N con F" C I C F2
• Como HIC)/F" está generada por !ns clases 

de caminos de longitud menor o igual que a - 1 , K[C)/F" es de dimensión finita. 
Como J([C]/ F" -> KI C)/ I donde a+ F" >-> a+ I es sobre , tenemos que K[C]/ I 
es K-álgebrn. de dimensión finita. 

Observación 3.2.tl.- En el lcmu anterior es suficiente pedir I ideal bilnterul de 
K[CJ ta.l que F" e J. 

Proposición 3.2.5.- Sea I un ideal admisible de IC[G). Entonces: 

a) {7 .,: x E 0 0 } es un sistema completo de i<lempotentes ortogonales y primitivos 
de K[C]/I. 

b) K[C]/ I es una J(-álgcbrn básica e in<lescomponible. 

Demostración.-

n) Consideremos la proyección B:¡C] ....,.- K[Cj/I, de ésta resulta que {r,,:x E 
C 0 } es un sistema completo de idempotentcs ortogonales. Basta ver que son 
primitivos. 

Supongamos f,, = f + g con f, g idempotentcs ortogonales en J([C]/ J. Así, 
/2 - f E I e F 2 e F y el coeficiente,\ de í:r: en f es O ó l. (En efecto f = L: ,\11 

como I es admisible y J2 = 7 , entonces f 2 - J E I C F de donde ,\;, - Ar. = O 
pues r., í/:. F y así,\;.= Ar,· Por tanto Ar,::: O ó Ar.== 1). Si se tiene A== O, sen 

n E N tal que F" C [ , se tiene f" E J. Por tanto O == T = f. Si es ,\ == 1 entonces 
r,, - f == Oya que (rx-fl E F de donde (rx-J)" E F" e J. Por tanto (r,, - J( =O 

-,---~·2 - - -2 - - -
pero como además ( Tz - J) = T:r. 2 -'G.f - fr-; + f == rx 2 -2! + J = 'G. - f. Entonces 
T:r. - f == O. Por tanto J == f;.. 

b) Consideremos K[Cj/I == ©xECo(I([C]/I)rz 

D 

o 

Lema 3.2.6.- Sea I ideal admisible de K[C] , F el ideal generado por las flechas, 
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sea F::::: F / 1. Entonces F=Ra<lJC[Oj/ l. 

Dc¡: .• ostración.-

Como existen EN con F" el se fone que~· ==O y por los lcmns (1.3.15} y 

(1.3.7), se tiene F cRactK(Cj/I. 

Como (J((C)/ I)/ F ~ K[Gl/ F ~ © f{Tx semisimplc. Entonces por el lema 
xEOo 

(1.4.11) , F / 1 ::iRad Il[CJ/ J. Por tanto , F = RadK[G]/ l. 

En el cjcmpio (3.2.2 b) 

I generado por 62 ' "fD 1 /Je;. Tenemos F ::::: F / I = Ka$ J(jJ @ IVi (f)f[J e 
J(oq@Iíó(3 ffi J(;¡p =RndH[Gj/I. 

§3 E:ú CARCAJ (DE GABRIEL} DE UN ALGEBRA 

Sea A una J(-álgebrn de dimensión finita , indescomponiblc y básica. Sea 
{ei, ... , en} un sistema completo de idempotcntcs ortogonales primitivos de A. 

Definición 3.3.1.- El carcaj (de Gabriel) C1i. de A se define como sigue: 

Los vértices de C1i., (CA)a = {l, ... ,n}. El número de flechas del vértice i al 
j es dim¡( (ej(RadA/Rad2A)e¡} ' 

o 

Lema 3.S.2.- El carcaj CA de A es conexo. 

Demostración.- Se sigue de que A es in<lescomponible. o 

También llamaremos a G1i. el carcaj de A. 

Ejemplo 3.3.3.-

a) Sea G un carcaj e I un ~den! admisible de IlJGl Sea A = J((OJ/ J. El carcaj 
de A es C. En efecto si F = F / I , entonces F / F 2 ~ F / F2 que tiene por base 
las clases de flechas de C. (Tenemos en mente (3.2.5) .) 

Ilustramos el ejemplo anterior en el siguiente cnrcnj. 

' - r, 
'/;~ ~ ( 

,/ ~ (' ,_,, . r\ 

1 .3 t_) 
{· 
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I generado por 62 , (Ja , 76. 

A= Jl[Oj/I 

Entonces Rad(K!CJ/ I) =Jea ID IíJ ffi K;:¡ (J) J(S ED Jfo¡ $ J(ó(J E!) J(7¡3 

Por tanto 

Rad (K[G)/I) /Ra<l2 (K[C]/J) ~ Irn© J(iJ © J("'f ©l(/) 

b) Sea A= K[xj/(xn), n? 2. 

Como el único idempotente f. O de A es I tenemos que (C1i.)o = {1}. 

Ahora , Rad A = (x). En efecto (x) es nilpotente. Por tanto por los lemas 
(1.3.15) y (1.3.7) , (x) e Rad K[OJ/ l. Además (J([x]/(xn)) /(x) es semisimple. 

Por tanto 
RadA = (x) 

Como Rad2A == (x)(x) = (x2) se tiene: 

RadA/Rad2A = (x)/(x2):::::: J{x 

que es de dimensión l. 

Así que C = l. o: 

Además A~ K[OJl(a.n) donde (a.n) es el ideal admisible. 

c) Sea A = ( ~~ ~ ~ ) . El radical de A es J ::::: ( ~ 
K K K K 

J 3 =O y A/J es semisimple.) 

o º) O O . (ya que 
J( o 

Un sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos está dado por 
!ns matrices {e;: i::::: 1,2,3} donde e; tiene un 1 en la entrada. (i,i) y O fuera de 
ella. 

Así, J/J2 ~ (i ~ ~) y e2J/J2c1 ::/O f- e3J/J2c2 con todos los 
o J( o 

demás productos cero. Como dim e2J/J 2e1 = dim e3J/J 2e2 = 1, por tanto 
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C: 1--. 2----> 3 

Además , A~ K[Cj. 

El resultado que muestra la importancia de los carcajes es el siguiente: 

Teorema 3.3.4.- Sea A una K-álgebra de dimensión finita,básica e indescom­
ponible. Sea C = CA el carcaj de A. Entonces existe un ideal admisible I de K[GJ 
de forma que K[ Cj/ I ~ A. 

Demostración.-

a) Construímos primeramente un morfismo rp: J([Cj -+ A. Para cada espacio 
Cj(RadA/Rad2A)e¡ elegimos elementos {x 0 :0: E A;j} en ejRadAe; de forma 
que {x0 :0: E A;;} es una base de e;(Ra<lA/Rad2A)c;. Aquí, A;; es el conjunto 
de flechas de i en j. Definimos , rp(r¡) =e¡ , rp(o:) = x0 , si a E A;;. Luego, 
extendemos a rp multiplicativamente: rp(a,,. ... o:i) = x 0 "' ••• x 0 ,. Entonces , 
rp se extiende a un morfismo de H-álgebras. 

b) A/RadA es isomorfo a una suma de copias del campo: Como A./RadA es 
scmisimple , por el Teorema de Weddcrburn-Artin , tenemos un isomorfismo 
de /(-álgebras , A/RadA ~ M,. 1 (D1) X • • • X M 01 (D1) donde M 0 , (D;) es el 
anillo de matrices n; x n¡ con cntrndas en el anillo con división D¡. Pero , 
D; = J( , ya que J( es algebraicamente cerrado. Como A es básica , A./RadA 

n 
también lo es (en efecto , A/RadA. = E9 A.e¡/RadAc¡ es descomposición en in­

i=l 
escindibles. Si Ae;/RadAe¡ ~ A.e1-/RadA.cj entonce~ Ac¡ ~ Aej). Luego cada 

n¡ 

bloque .M11 , (I() debe ser básico. Es fácil ver que Mn, (J() = E9 Mn, (K)e; 
j::I 

donde M11,(K)ej ~ M,.,(J()ei' para todo j,j' E {1, ... ,n;}. Asín¡= 1 para 
cada i y A/RadA ~ J( x ... x J(. 

c) rp es suprayectivo: Supongamos Ra<lm A =O. Tenemos un isomorfismo de [(­
espacios vectoriales A~ (A/RadA)ED(RadA/Rad2 A)© .. · ©(Rad"- 1 A./Rad" A). 
El espacio A./RadA está generado por {e;=:i = 1, .. .,n} y RadA./Rad2A por 
{x0 :a E A;;,i,j E {1, ... ,n}} ambos cubiertos por rp. Supongamos que 
A/RadA. El:l • • • ©Rad1- 1 A/Rad1 A está cubierto por rp. Sea b ERad1 A. Pode­
mos suponer que existen b1, .• . b1 ERadA , tales que b = b1 ... b1. Para b' = 
b1 ... b¡_1 ERad1- 1A, existe a' E KjCJ tal que rp(a') = /l ERad1- 1A/Rad1A.. 
También existe a11 E KjCj con rp(a") == b, ERadA/Rad2 A. Así , rp(a'a") = 
b1b1 = b ERad1A/Rad1+1A. 

d) Kerrp e F. Sea a EKerrp. Escribimos a= I::·~ 1 A;r¡ + x con x E F. 

Así , O= i,o(a) = ¿;:: 1 A¡c¡ + i,o(x). Por construcción , rp(x) ERadA , entonces 
I:?=I A¡e¡ ERadA que es nilpotente. Luego A¡ = O y a E F. 
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e) Kercp C F 2. Sea a EKercp. Escribimos a = I:.,Ec, A a IX + y con y E F 2. 
Así , O = cp(a) = EaEOi AoXa + cp(y). Por construcción , cp(y) ERnd2A. 
Considerando esta igualdad en RadA/Rad2 A , tenemos O= EaECi AaXa· Por 
elección de las x0 debemos tener Aa = O y a E F 2• 

f) Existe m EN, con pm cKercp. Por construcción, pre <p- 1(RadrA) para 
cada r EN. Si RadmA =O, se tiene pm e ~- 1 (Rn<lmA) = <p- 1(0) =Kercp. 

o 

. §4 REPRESENTACIONES DE CARCAJES 

Definición 3.4.1.- Un elemento p E J([C] se llama legible si p E TjK[C]r; para 
algunas i,j E C0 (Es decir p = ¿ >. .. ('f combinación lineal con 7 camino dirigido de 
i en j.) 

Ejemplo 3.4.2.- Sea C : 

'?. 

ti(/' """. ~ 
/ ~ 
«:ó~----· 3 ~ (JS 

/ r-. ""- . --e 
p = ~1/3a + EO{Ja + 7{Ja es un elemento legible de J([C] 

Lema 3.4.3.- Sea I un ideal admisible de J([CJ . Entonces: 

a) I es finitamente generado. 

b) Existen elementos legibles p1, • •• , Pq que generan l. 

Demostración.-

Sea m tal que pm e l. 

a) Consideremos la sucesión exacta corta 

O-+ pm --t I--+ I/F"'-+ O 

Sabemos que pm está generado por todos los caminos de longitud m que es un 
número finito (Pues el carcaj es finito.) 
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Ahora I / pm es un ideal de J([ C)/ pm que es una álgebra de dimensión finita 
, de donde es una álgebra noetheriana. Por el lema (1.4.2) , I / pm es finitamente 
generado. Luego I es finitamente generado. 

b) Sea P1, ... , Pq un sistema de generadores de J. Entonces p¡ = 2=.,tEC. r1p¡r. 
con r1p¡r, E I legible. O 

En la práctica nuestros ideales admisibles senl.i1 dados por un conjunto de 
generadores legibles. 

Definición 3.4.4.-

a) Una J(-cotegoría A es una categoría tal que para cada dos Mobjetos x, y E 
ObA, Hom(x, y) es un J(-espacio vectorial y la composición es bilineal . (Donde 
K es un campo no necesariamente algebraicamente cerrado.) 

b) Un J(- Funtor F:A --> A' entre dos K-categorfo.s es un funtor que preserva la 
estructura K-lineal para cada ,\ E K. (Esto es F(,\J) = >.F(!) y F(f + g) = 
F(f) + F(g) para cada,\ E K; f y g EHomA(x, y) , x,y EObA.) 

Ejemplo 3.4.5.-

I) Si A es una J(-álgebra de dimensión finita , entonces ModA( =la categoría de 
los A-módulos izquierdos.) y modA (=la categoría de los A-módulos izquierdos 
de dimensión finita sobre J( ) son ](-categorías 

II) Con C un carcaj e I un ideal admisible de E[C]. 

a) K[C] puede considerarse como X-categoría: Ob J([C] = C0 , Hom¡qc¡(x, y) = 
r11 K[C)r:: , para x, y en C0 • 

b) K[C]/ I puede también interpretarse como K- categoría Ob K[C]/ I = C0 y 

Hom1qc¡¡1(x,y) = r11K[Cjr::/rufr::. 

c) La proyección 71': K[C] -> K[C]/ I es un K-funtor. 

Definición 3.4.6.- Sea C un carcaj. Entonces 

a) Una representación de Ces un J(-funtor V: K[Cj __, ModK. 

b) Un modismo de representaciones 1): V -> V' es una transformación 
natural. 

Lema 3.4.7.- Una representación V está determinada por 
((V(x)L.ec. ,(V(a:)).,ec,) donde l'(x) es un J(- espacio vectorial y V(a:):l'(x)-> 
V(y) transformación lineal, si :r:u es una flecha. 
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Demostración.• 

Sea p = E >. 7 7 una relación legible con 7 = a 7., • • • a .. 11 camino dirigido. Por 
ser V un J(-funtor V(p) = E>...,V("I) = E>. 1V(a7 .,)· .. V(a71 ),con 
V(p):V(x0 , ) --> V(y 0 ) con a 7 . flecha de x0 • en Ya. 

• l "rn1 • 'T, 1, 

o 

Definición 3.4.8.- Sea 1 un ideal admisible de K[O]. 

a) Se dice que la representación V de G satisface I si y sólo si para cada p E I 
V(p) =O. 

b) Sea A = J([C]/ 1, una representación V de A es un /(-funtor V: A -->ModK. 

Denotamos: 

Por Rep O la categoría de representaciones de C. Por Rep (O, I) la subcategoría 
de RepG de las representr.ciones de C que satisfacen J. Por RepA la categoría de 
representaciones de A. 

Lema 3.4.9.-

a) Sea p¡, ... , Pm un sistema legible de generadores de J. Una representación V 
de G satisface I , si y sólo si V (p¡) = O para cada i = 1, ... , m. 

b) Rep(C,I) :::::RepA. 

Demostración.-

a) '* Como p¡ E J, entonces V(p¡) =O para cada i = 1, ... , m. 

~Sea p E I, entonces p = '[ u¡p¡V¡ on p¡ legible,u¡, v¡ E J([O] y por ser V un 
/(-funtor V(p) =E u;V(p¡)v¡ =O 

b) Sea F:RepA--> Rep(G,I), V f-+ V7r, donde r.:K[O]--> K[G)/I es el funtor 
canónico y /:V --> V' •-t fr. donde (f 1r)x = f rr(x)· Es claro que F es una 
equivalencia. 

En general identificaremos RepA con Rep( C,I) siendo en esta última categoría 
más sencillo trabajar. 

o 

Denotamos por rep(C,I) In subcategorfa plena de Rep(O,I) con objetos 
V ERep( C, J) , V: K[ C) -~ mod /(. Similarmente , se define rep A. 

Fijamos A= Ií[C)/I con I admisible. 
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Teorema 3.4.10.- Las categorías RcpA y ModA son equivalentes. La equivalencia 
induce otra entre repA y rnodA. 

Demostración.-

Definirnos F: ModA-> Rep (G,I). Sea M EModA, FM =V dada por V(x) = 
r.,M 'X Eºº' Si ., .... i)eo, 'entonces V(a):V(x)-> V(y), r.,m H a(r.,m) 

Ahora, definirnos G:Rep(G, I) ->ModA 

Sea V ERep(G, I) , GV = E9 V(x) E ModIC Si /:V -> V' rnorfisrno de 
xE00 

representaciones, Gf = E9 /.,: GV-> GV' es A-rnorfismo. 
:tEOo 

Por definición F y G se restringen a funtores entre rcpA y modA. 
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CAPITULO 4 

El propósito de este capítulo es demostrar un teorema del tipo Krull-Schmidt­
Warfield para categorías de funtores asociadas a ciertas [(-categorías. 

En este capítulo J( denotará. un campo algebraicamente cerrado. 

§1 ALGEBRAS Y CATEGORIAS 

Definición 4.1.1.- Una !{-categoría A se llama localmente acotada si: 

a) x ~y entonces x =y para toda x,y E ObA (Esquelética). 

b) Para toda x EÜbA , HomA(x,x) es un anillo local. 

c) Para toda x EÜbA, LyEObAdim HomA(x,y) < oo y 

LueObAdim1< HomA(y,x) < oo. 

Por comodidad denotaremos en algunas ocasiones 

HomA(x,y) = A(x,y) 

Observación 4.1.2.- , 
s; ./l.. l~~j l..lf\Q J<.- cuh:t('.ria ku:lrfunte. ou: tJcfa . t.nloncc,.; 

a) J);cb :.< J existe un número finito de objetos y en A 
para los cuales HomA(x,y) ::f. O. Además dimK HomA(x,y) < oo pa~a toda 
x,y E ObA. 

b) El anillo HomA ( x, x) es una J(-álge bra local. 

Ejemplo 4.1.3.- Sea A una J(-¡ílgebra básica de dimensión finita e indescom­
ponible. 

Tenemos que AA = Ae1 EB · · · EB Aen donde { e1, ••• , e0 } es un sistema completo 
de idempotentes ortogonales primitivos. 

Construímos A(A) una categoría con ObA(A) = {1, ... , n} y HomA(A¡(i,;') = 
e¡Ae¡. 

Afirmamos que A(A) es una K-categoría, localmente acotada con finitos obje­
tos. 

54 



a) Veamos que A(A} es categorfa. 

Sea 

i,o: HomA(AJ(i,j) X HomA(A)(j, h) -~ HomA(AJ(i, h) 

I) <,o es asociativa pues A es anillo. 

II) Existe e¡ E e;Ae; la identidad. 

b) Es rutinario ver que A(A) es una ](-categoría. 

c) Veamos que A(A) es localmente acotada. 

I) Por el teorema (3.3.4) podemos suponer que A= K[C]/ I con I un ideal admis­
ible. Supongamos i ~ j con i :/: j. Entonces existe f E e;Ae¡ y g E e;Aej tales 
que go f = e¡ y fo g =e;. Como Rad .1 == F / I, se tiene que e¡Aei = e¡RadAej 
si i =f. ;'. Luego f E eiRadAe¡ y g E e;RadAe; y se tiene que e¡ = g o f E 
e¡RadAe; e RadA por el lema (1.3.11). Esto es una contrndiccién. 

II) Como Ae¡ es inescindible , de longitud finita tenemos que EndA (Ae;) es local 
y como 

i,o: EndA (Ae;) ~ e¡Ae¡ f: Ac¡ -• Ac¡ ._. e¡f(l}e; 

es un isomorfismo, por tanto HomA(A) (i, i) = e;Ae¡ es un anillo local. 

III) LjE{I,. .. ,n}dirn1<HomA(A)(i,j) <oo para todaiE{l, ... ,n} y 

LjE{I, .. .,n}dim1<Hom"(-'t)(j,i) < oo para toda i E {l, ... ,n} ya que 
HomA(AJ(i,;'), HomA(A)(j,i) son subespacios de A, de dimensión finita y la suma 
es finita. 

Ejemplo 4.1.4.- Sea A una K-categoría localmente acotada con finitos objetos 
X¡, ••• , Xn. Construímos 

A(A) = $HomA(x¡,xi) 
i.j 

Afirmamos A(A) tiene estructura de K-álgebra de dimensión finita. Claramente, 
A(A} es un !(-espacio vectorial de dimensión finita. 

Veamos que A(A) es una K-álgebra. 
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Sea (g¡ik , (f¡i)i¡ E EB HomA(x¡,xi) , donde !lij , /;; E HomA(x¡,xi)· 
ij 

Definimos 

(g¡i)i,¡(/;;}¡,; = (2-:g¡¡ o J¡¡)¡,i 
1 

Como A una K-categorfa localmente acotada con finitos objetos, tenemos que A(A) 
es una K-álgebrn. 

Veamos que A(A) es básica. 

Consideremos P¡ = m¡HomA(x¡,x¡) que tiene estructura natural de A(A) 
rl 

módulo izquierdo , A(A) = EEl P¡ 
i=l 

Por el lema de Yonecla 

EndA(A)Pi ~ EndA (x¡) es local 

Por tanto por el lema (1.5.7) P¡ es inescindible. 

Supongamos/: P; -> P¡ es un A(A)-isomorfismo y ges su inverso. Por el lema 
de Yoneda, existe a E HomA(x¡,x¡) tal que si 7 EHomA(x¡,x¡) , /('/) = 7a E P¡. 
Sea f3 E HomA(x;,x¡) que induce ag. Entonces, l:r, = gf(lx.) = l:r,a/3 = af3 y 
f3a =e;. Entonces x¡ ~ x¡ . Por tanto i = ;'. 

Observación 4.1.5.- Existe una biyección entre las }(-álgebras básicas de di­
mensión finita y las K-categorfas localmente acotadas con finitos objetos. 

Definición 4.1.6.- Dada A una J(- categorla localmente acotada, definimos: 

a) Un ideal de A es un bifuntor 

L: AºP x A-• ModJ( 

tal que: 

I) Para toda x, y EObA , L(x, y) es subespacio de HomA(x, y). 

II) Si y~z entonces f L(x,y) e L(x,z). 

III) Si z~:z: entonces L(x,y) C L(z,y). 

b) Si Les ideal de A, L2 es el ideal dado por: L2(x,y) = LzEObA L(z,y)L(x,z) 
y si (f,g): (x1,x2)-> (Y1,Y2), entonces L2(!,g)(h) = ghf. 
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c) El radical de HomA (x, y) es el idenl de A 
{!E HomA(x,y): f no es invertible} y lo denotamos por Rad,.(x,y). 

d) Construímos el carcaj asociado a A (denotado por Q = QA) como sigue: 

Qo = ObA, n(x,y) =dimK (RadA(x,y)/Radl(x,y)), es el número de flechas 
de x a y. 

~) Construfmos F ideal de J([QA] como sigue: 

dado por (x, y) H ( f / f es un camino dirigido no trivial de x a y ) ; y (x1, x2) -t 

(Yi.Y2) H F(f,g):F(x1,x2) -t F(y1,Y2) donde h H ghf. 

Es rutinario probar que Fes ideal de R[QA)· 

f) Dado 1 un ideal de K[QA] decimos que 1 es admisible si: 

1) Para todo x, y EOb K[QA) , I(x, y) e F 2(x, y). 

II) Para todo x E Q Ao , existe n:i: tal que pn. (x, ) e I(x, ) y F"• ( , x) C I( , x) 

g) Un carcaj Q se dice localmente finito si para todo x E Q0 salen y entran 
de x finitas flechas. 

Teorema 4.1.7.- A es una }{-categoría localmente acotada si y sólo si existe QA 
un carcaj localmente finito e 1 un ideal admisible de K[QA] tal que A~ I{[QAJ/I. 

Demostración.-

Sea Q A el carcaj asociado a A 

a) QA es localmente finito: Se sigue de que la dimensión de HomA(x,y) < oo para 
toda x, y E ObA. 

b) Sea I{[QA] la !{-categoría asociada a QA 

c) Construimos un funtor cp: J([Q,.] -t A como sigue: 

Para cada pareja x, y EObA elegimos n(x, y) elementos {x0 E RadA(x, y)} de 
forma que {x0 / x,, E RadA(x,y)/Rad~(x,y)} es una base de 
RadA (x, y)/Rad~ (x, y) 

Definimos cp(x) = x. Sea .,:u flecha en QA, cp(a) = Xa y cp(r.,) = 1.,. 

Extendemos multiplicativa 
(Esto es 
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(
"""' ,\ . i \ " . . rp t...,¡ ¡a::;- ... O:¡') = ¡_,{,\¡x~nn ... x~, ). 
Es claro que rp es J(-funtor. 

d) tp es denso y pleno. 

Denso es claro y pleno es análogo a como se prob6 en el teorema (3.3.4) 

e) Sea I =Kerrp. Es claro que I es ideal de J{[QA]· 

f) Construyo J([QA]/J la cat'.!goría dada por: 

Ob(K[QA]/J) =ObJ([QA] y Hom¡qc~)A]/I(x,y) = Hom¡qqA¡(x,y)/I(x,y). 

Así , tenemos: 

con <p equivalencia. 

g) I es admisible: 

Consideramos F el ideal de K[QA] generado por las flechas. 

I(x,y) ~ F(x,y) , I(x,y) ~ F 2(x,y) es análogo a como se demostró en el 
Teorema (3.3.4) 

Veamos que para toda x E Q0 , existe n,, tal que: 

Fn•(x,) e I(x, ). 

Como l:
11
dimA(x,y) = l:

11
dim Hom1qQ¡(x,y)/I(x,y) = d < oo. Entonces: 

I) Si Homk[QA](x,y)/I(x,y) =O, entonces I(x,y) =Hom1qQA¡(x,y) :::> pn(x,y) 
, para toda n. 

II) Solo hay finitos y1,!J2 1 ••• ,y¡ tales que HomKIQA¡(x,y¡)/I(x,y¡) :/=O. Además 
como HomA(y¡, yi) es local, entonces Rad~' (y¡, y¡)= O. para alguna n¡ >O. 

III) Si O f 7 de x a y es camino de longitud > l:; n¡ , entonces 7 E I(x, y). 

En efecto , supongamos: 

7 = an ... a:1 (/:. I(x, y) ; con ( ·¡ª' . Si cada y¡ aparece en esta lista :::; n¡ 
Ycr l -tUr{i) 

Yeces , entonces long ~¡ :::; l:; n¡. Lo cual es una contradicción. Entonces , existe 
Yi que aparece > ni Yeces.Por tnnto existe un subcnmino 71 de 7 de Yi en Yi 
que pasa más de n veces por Yi· Entonces , la clase ? de 7

1 
en A satisface "? E 

Rad~;(Yi,Yi) =O. Así, 1= O. 
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~ Es rutinario D 

§2 CATEGORIAS LOCALMENTE ACOTADAS INDESCOMPONIBLES 

Definición 4.2.1.- Dada A una !(-categoría y {A¡ }iEI J(-subi;ategorÍ!lS de A. Deci-
mos que A = uiEJ A; si ObA U¡E/ ObA¡ y 
HomA(y,z) = HomA,.(y,z) si existe i 0 E I tal que y,z EObA¡

0 
y 

HomA(Y, z) =O si no. 

Definición 4.2.2.- Una K-categoría A se dice indescomponible , si dadas A' y 
A" subcategorías de A con A= A' LI A" se tiene que A' o A" es la categoría vacía. 

Lema 4.2.3.- Sea A una J( categoría localmente acotada. Entonces existen 
{Aa}aEJ subcategorfas plenas de A tales que A = UaEJ Aa , de forma que Aa 
es ](-categoría localmente acotada indescomponible para todo a E J. 

Demostración.-

(Existencia) 

Sea x E A. Definimos la siguiente relación: x"' y si existen x = x 0 , xi, ... , Xn = 
y E ObA tales que HomA(x¡, x¡.,_¡) f O o bien Hom,\(x¡+I, x¡) 'f O i = 1,. .. , n. 

"' es relación de equivalencia: rutinario. 

A = U., E ObA/~ A;;; donde A;;; es la subcategorín plena de A con objetos 
{yEA:x,..,,y}. 

.¡ 

Es claro que ObA = uiEObA/~A;;;. Sean a, b E ObA . Supongamos que existe 
z E ObA/ "'t.al que a,b EObA::. Entonces HomA,(a,b) = HomA(a,b). Si a f b, 
entonces HomA (a, b) = O. 

A;;; es una ](-categoría localmente acotada e indescomponible: 

Claramente A;;; es una ](-categoría localmente acotada. 

Veamos que Ar: es indescomponible. 

Supongamos C , D subcategorías de A-;;; (en particular !(-categorías localmente 
acotadas) tales que A;;;= e u D. Entonces dado que X EObA;;; tenemos que X E e 
6 x E D. Supongamos x E C. Sea y EObA;;;, existen x = x¡, ... ,xn =y tales 
que HomA,(x¡,X¡+i) #O o bien HomA,-(x¡.q,x¡) =?O. Si y rf. C. Entonces existe 
Xj,Xi+I tales que X¡ E e y Xi+l E D de donde Home u v(x¡,X¡.¡.¡) =o. Lo cual 

es una contradicción. Por tanto y E C. Por tanto D es la categoría vacía . Así 
A:r:= C. 
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Lema 4.2.4.- Si A es una. K-ca.tegorfa localmente acotada e indescomponible. 
Entonces ObA es numerable. 

Demostración.-

Sea x 0 EObA. 

Sean X¡,. •• Xn 0 E ObA tules que x¡ f- xo para (i = 1,. .. , no) y Hom1. (x;, x0) f-
0 o bien HomA(xo,x;) f- O. 

Sean Xna+l • ... , Xn, E ObA tales que x; f- x; para O $ i < f $ n1 y 
HomA(x1,x;) #-O o bien HornA(x;,xi) :/=O para n0 + 1;::; f::; n1. 

Sean Xn 1+¡, ... ,xn, EObA tales que x; f Xi para O $ i < f ::; n2 y 
HomA(x2 1 x;) f O o bien Hom .... (xf,x2) =f- O pura n¡ + 1 $ j $ n2. 

Continuando así sean Xncn.-1) +1,. .. , ::; 11 n
0 

tales que x; f- x; para O $ i < j :::; 
nn0 Y HomA(Xn01 Xf) #-O o bien HomA(xJ-,xn0 ) =/=O para n(no-1) + 1 $ j :5 nno· 

Ahora sea Xnn
0

+1 1 ... ,Xn(no+•l EObA tules que Horn1.(Xn 0 +1,xf) =f=. O o bien 
HomA(xi, Xn 0 +1) =f=. O para j = n,,0 + 1, ... , n(no+l) además , suponemos X¡ =J. Xj si 
O $ i < j $ n(no+l). 

Veamos que hemos numerado a todos los objetos de A. 

Sea x EObA , como A es indescomponible existen xo = yo, y¡, ... , Ym = x E 
ObA tales que: 

Entonces 

Por tanto ObA es numerable. 

o 

o 

§3 MODULOS LOCALMENTE FINITOS 
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Definición 4.3.1.- Sea A una K-categoría y modJ( la K-categoría de los 
/(-módulos de dimensión finita. 

a) Definimos un A-módulo localmente finito como un K-funtor M: A-• modK. 

b) Dados M y M' módulos localmente finitos. Un morfismo de módulos local­
mente finitos es una transformación natural ip: M -• M'. 

c) Si M 'f: O es un A -módulo localmente finito, entonces M se dice inescindible si 
para cualesquiera Ni , N2 A módulos localmente finitos tales que M = N 1 ©N2 
se tiene que Ni o N2 es cero. 

Denotamos por modA la J(-categorín de A-módulos localmente finitos. 

Ejemplo 4.3.2.- Consideremos 

e(, ve e<, -t>, 
C: Xo --> X¡ <- X2 --> X3 <- X4 --> ... 

Entonces , A= K[G] es una K-cntegorfa localmente acotada. 

Sea 

M;: A-• modJ( la represcntacion tal que: 

para .., se define : z;-.:1 

M;(x;) = { J( ' o, 
si j ~ i; 
si no. 

M¡(xi) = { Id, si j es par, l E {j -1,j + 1} y j ~ i + 1; 
O, si no. 

Se tiene que M¡ es A módulo localmente finito inescindible. 

Veremos que algunos resultados demostrados en los capítulos 1 y 2 para módu­
los de longitud finita pueden probarse para módulos localmente finitos. 

Lema 4.3.3.- Sea J( un campo algebrnicnmente cerrado, V un /(-espacio vectorial, 
f: V -. V una transformación lineal y V>. = { v E V : Existe n, (! - ,\1) n ( v) = O} 
. Entonces V = E9 V>.. 

>.El( 

Demostración.-

a) Si >. 'f: µ , entonces V>. n Vµ = O. 
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Supongamos V E V,\ n v,, , existe n tal que 

(!- ,\l)"(v) =O y(!- µl)"(v) =O 

(x - ,\)"y (x - µ)"son primos relativos en K[x] que es un dominio de ideales 
principales, por t:mto existen p(x), q(x) E K[x] con p(x)(x - ,\)" + q(x)(x- µ)" = l. 
Por tanto: 

p(/)(f- ,\1)" + q(f)(/- JLl)" =l. 

Evaluando estos polinomios en v , obtenemos que v = O 

b) 2=>.EK V,\= $V,\. 
>.EK 

Supongamos ¿7=1 v¡ =O con,\¡ diferentes V¡ E V>.¡ , con n la mínima posible. 
(f- >.1l)" 1 (vi) =O y l.:7=2(f-,\11)"1 (v¡) =O con(!- ,\1l)" 1 (v¡) E V>.,. Por 
minimalidad de n ,(! - >.11)" 1 (v¡) = o. Por tanto V¡ E V>.. n Y.\¡ = o para toda 
(i = 2, ... , n) , por tanto también v1 =O. 

c) Sea O f= v E V. 

Definimos I = {p(x) E K[x] : p(f)(v) =O} 

I es claramente ideal y como I([x] es dominio de ideales principales y ]( es alge-
n 

braicamente cerrado existe q(x) tal que q(x)K[x] = I con q(x) = TI (x - ,\¡)"' , 
i=l 

,\¡ diferentes. Para toda (i = 1, ... , n) , definimos q¡(x) = TI;;l¡(x - >.;)"; . En-
tonces q(x) = q¡(x)(x - ,\¡)"' y mcd{ q;(x) : i = 1, .. ., n } = l. Entonces existen 
s;(x) E K[x] tales que ¿;~ 1 s¡(x)q¡(x) = l. Por tanto 

(f - ,\¡l)"'s¡(f)q;(f)(v) = s;(f)q(f)(v) =O 

n 

Entonces s¡(f)q¡(f)(v) E V>.¡ y E .s¡(f)q;(f)(v) =v. 
i=l 

Este resultado se conoce como el teorema de la descomposición prima (ver 
por ejemplo [HK]). Observar que nuestra demostración es válida para espacios de 
dimensión infinita. 

Proposición 4.3.4.- Sea M: A-+ modJ( un módulo localmente finito . Sea f E 
Hom¡.(M,M). Para,\ E J( definimos 

M.\: A~ modJ( como el J( - funtor 
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x H M>,(x) = {v E M(x): (!"' - ,\lM(:c))m (11) =O para algun m EN} 

Entonces 

a) M>. es submódulo de M. 

b) M = ffi M>. . 
.\EK 

Demostración.-

a) M>.(x) E mod[{: es claro. 

Sea x~•!J' veremos que M(a):M>.(x) ~ M>.(Y)· 

Sea {vi,v2,. .. ,v0 } base de 1'1>,(x) y {s1 1 ... ,s 0 } tales que 

Sea s(x)>. =max{s¡,. .. ,s0 }. 

Sea v E M>.(x) ==Ker(!:-,\lM(:rJ)•(:i:h, entonces M(a)(11) E M>.(y). En efecto: 

ya que 

De donde 

(fy - ,\lM(yj}'("h(M(o:)(v)) == 

(fy - ,\lM(uJ)•(:z:),-l .M(a) ((!,:) - ,\lM(:i:¡)(v)) 

(/y - >.lM(y))(M(a)(v)) = Uu (M(o:)(v)) - >.M(a)(v) = 
{fyM(a)) (v) - ,\M(o:)(v) = 

M(o:)fx(v) - M(o:) (>.lM(x)(v)) = 

M(o:) ((fx - ,\lM(:z:)) (v)). 

Uv - >.lM(y))•(:z:), (M(a)(v)) = 
.M(o:)(/:z: - .\l,u(:i:))a(:h(v):::: Ü 

Por tanto M(a)(v) E J.f>.(y). 

b) Se sigue del lema anterior. 
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Definición 4.3.5.- Sea A una /(-categoría localmente acotada y M: A-> modK. 
un módulo localmente finito. Decimos que un endomorfismo f: J..1 -> M es 
localmen!e nilpo!ente si para todo x E ObA , existe nx tal que f':• =O. 

Lema 4.3.6.- Sea M:A-> modJ( un módulo localmente finito. Sea f:M-> M 
morfismo. Entonces f es localmente nilpotente si y sólo si lvf = M 0 • 

Demostración.-

* Para todo x E ObA , existe n::: E N tal qu'e f~'· = O. 

Esto es Mo(x) = M(x). Por tanto Mo = M. 

<= Supongamos J..1 = i'1o. Entonces: 

M(x) = M0 (x) = {v E M(x)/ f~'(v) =O para alguna n EN}. Supongamos 
M(x) =/=O. Como M(x) es de dimensión finita, sea { v1 , .•• , v,} base de M(x) y sea 
m =max{n;: i = 1, ... , r }, donde f~' (v;) =O (i = 1, ... , r). Entonces f'i' =O. Por 
tanto f es localmente nilpotente. 

Lema 4.3.7,- Sea M:A-> modJ( localmente finito e inescindiblc y f:M-> M 
morfismo. Son equivalentes: 

a) f es isomorfismo. 

b) f no es localmente nilpotente. 

Demostración.-

=> Sea x E A con M(x) :/= O (Existe pues M es inescindible). i!:ntonces 
O :f. fz:M(x) -> M(x) es isomorfismo de espacios vectoriales. Por tanto !::: no 
es nilpotente. 

<= Supongamos f no es localmente nilpotente. Entonces por el lema (4.3.6) 
M f M 0 • Entonces M 0 = O (pues M es inescindible y por la proposición ( 4.3.4) 
M = EB ]\1>.)· Consideremos f x: M(x) -> 2\1(x). Dado que Mo(x) = O, entonces 

>.EK 
f z es monomorfismo. Por tanto fz es isomorfismo. (Pues M(x) es de dimensión 
finita.) 

Daremos una segunda demostación de (4.3.7) , la cual agradecemos al Dr. 
Leonardo Salmerón. 
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Lema 4.3.8.- (Fitting) Sea M: A -> modJ( localmente finito y f: M -• M un 
endomorfismo de M. Entonces: 

M == Im/00 <D Ker/ 00 

donde Im/00 = n,.EN lm!° y Ker / 00 == U nEN Kcr /". 

Demostración.-

Claramente Im/00 
, Ker/00 son submódulos de M. Dado x EObA , por el 

corolario (1.4.18) , si n,, es suficientemente grande iW(x) =Imn'•EBKer/(;•. Pero 
paran., suficientemente grande (Im/00

),: =lmJ:;• y (Ker/ 00}x ==Kerf(;•. 

4.3.9,- Segunda demostración del lema (4.3.7) 

=? como antes. 

-<= Por el lema anterior , M =Im/00 EIJKer/ 00
• Si f no es iso , Ker/z -f O 

para alguna x EObA. Entonces Ker(/°")z =f O y , puesto' que M es inescindible, 
Im/00 =O. Esto es , para cada x EObA, (Im/00

): ==O. De donde Im/~1 =O para 
n suficientemente grande. 

o 

o 

Teorema 4.3.10.- Sea M: A -> modl( localmente finito . Entonces M es ine­
scin<lible si y sólo si Endt..(M) es local. 

Demostración.· Si Endt.. (M) es local , entonces Mes inescindible.Como en (1.5.6) 

Por el lema (4.3.7) en Endt..(M) todo elemento es isomorfismo o localmente 
nilpotente. Por el lema (1.5.6) basta ver que 

9Jt ={!E EndA(M) / f es localmente nilpotente } 

es un ideal de Endt..(M). 

Sean f,g E 9R, r E EndA(M). Supongamos rf cf_ 9Jt. Entonces existe u con 
u(r /) = lM· Sea x E Oh\. tal que M(x) i O. Supongamos ¡:; = O con ¡:;-1 =f O. 
Así O = (u.,r.,)f~' = ux(rxf:;) = (ux(rxfx))g- 1 = ¡:;- 1 f O. Lo que es una 
contradicción. Luego r f E 9Jl. Si f + g cf_ 9Jt, existe u con u(/+ g) = lM. Así 
uf+ ug = l!IJ· Entonces ug y 1 - ug =uf E !JJt. Sen x E Oh\ y supongamos que 
(ug)~ =O, Entonces , (1 - (ug))x(lx + (ug)z + (ug); + .. · + (ug)~- 1 ) = l. De 
donde (1- ug)x es un isomorfismo. Entonces por el lema (4.3.7), (1 - ug) es un 
isomorfismo , y esto es una contradicción. 

o 
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Observación 4.3.11.- Sea A una K-categorfa localmente acotada_ Corno en el 
lema (4.2.3} escribimos A= ll'iEObA/~ A'i 

a} Si M EmodA;t. Podemos considerar a M EmodA de la siguiente manera: 

Definimos M: A-> modJC Como: 

{
o si y r¡_ 1\z¡ 

.1H(y) = Af(y), si y E A-z. 

Supongamos .. :b. Entonces 

M(a) = { M(a), o, 
si a, b E ObA:ti 
si no. 

Es claro que ~M: A --> modJ( es K-funtor. También es claro que 
F:modA:t ->modA , M H Af se extiende a un K- funtor que es equivalencia sobre 
su imagen. 

b) Dado M: A --> modK. Denotamos por M'i: A-z --> modK a la composición 
A:t--> A-+ modJ( donde i es J(-funtor inclusión de A-xx en A. 

Se tienen las siguientes propiedades: En modA , M = EB M x· 
zEObA/~ 

Ademús, si M = EB Nx: con Nx: E modAx;, entonces M:t = Nx;. 
%EObA/~ 

Corolario 4.3.12.- Si A es una K-categoría localmente acotada. Entonces 

ModA ~ lI ModAx: 
zEObA/~ 

El siguiente resultado nos será también de utilidad. (Comparar con el lema 
(2.1.6 ) del capítulo 2). 

Lema 4 • .3.13.- Sean M, N, U, L: A -* modK (localmente finitos). Sea 

a == ( ~ ! ) : Af © N _, U ED L (Transformación natural) un isomorfismo con 

a: Af -> U isomorfismo. Entonces N ~ L. 
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Ver lema (2.1.6) 

Proposición 4.3.14.- Sean M, N, J(¡, ... Kn: A -tmodK módulos localmente fini­
to. Supongamos M ffi N ~ K 1 G:l ••• ffi Kn y M es inescindible. Entonces , existe 
;' E { 1, ... , n} de forma que : 

con M ~ Kj y N ~ I(j' ffi (<iliti·I(i)· 

Ver proposición (2.1.7) 
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§4 UN TEOREMA DE DESCOMPOSICION PARA MODULOS 

LOCALMENTE FINITOS 

Teorema 4.4.1.- Sea A una K-categoría localmente acotada. Sea O :/: M: A -t 

modJ( un /(-módulo localmente finito. Entonces, existe una descomposición 111 = 
E9 N¡ tal que N¡ es inescindible (i E J) . Además todas las descomposiciones 
iEJ 
inescindibles de M son equivalentes, Si A es indcscomponible, I es numerable. 

Demostración.-

Por el lema (4.2.3) A = ilxEObA/~ ,\-¡:con A-x localmente acotada e indcscom­
ponible. 

Veremos que basta tener el resultado para A localmente acotada e indcscom­
ponible. 

En efecto, sea M: A -t modK (/(-módulo localmente finito). Consideremos 
Ah: Ax -• modK (definido en observación ( 4.3.11 ) . Tenernos por esta misma 
observación que M = E9 M z. Supongamos que Afx = EB N; con N¡: Ax -t 

zEObti./~ iEJ, 

moa/( inescindib.J para toda i E l:x. Entonces 1\1;¡ = EB N¡ con N¡: A -+modk 
iEI. 

incscindible para toda i E Ir.. Finalmente M = ffi ( ffi N;). Lu. unicidad de 
z(Ob.\/"' iEI. 

est: descomposic=ón se sigue de (4.3.11) y ele In unicidad de cada descomposición 
de Mx 

Demostración del Teorema para A indescornponible. 

a) Sea A indescornponible localmente acotada. Por el lema (4.2.4) , A tiene un 
número numerable de objetos. 

Sen ObA ={xi, x2 , •• • }. Podemos suponer que M(xi) :/:O. Defi11imos 

S ={(U, V): U, V submodulos de M; U e V = M, V(x1) :/:O}. 

S :/:</>,pues (O,M) E S. Definimos el siguiente orden parcial en S: (U1, Vi)~ 
(U2, V2 ) si y solamente si U1 ~ U2 y 1'2 ~ 1'1. Es claro que este orden es un orden 
parcial. 

Veamos que S satisface In hipótesis del Lema ele Zorn. Supongamos que 
{(U0 ,l',.)}nEA es una cadena en S. Sea U= UnEAUn y V= ílnE;11',.. Entonces U 
v V son subfuntores de M. Tenemos que demostrar qne U(!) V= M y 1'(xi) i= O. 
Para esto demostraremos que U(x) e 1'(x) ~ M(x) para toda X E ObA. Tene­
mos que UU,.(x) = U(x) C M(x) que es de dimensión finita, de donde existe n 
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tal que U(x) = Un(x) y análogamente M(x) == Ur.(x) © Vr. (x) == U(x) ED V(x). 
Además V(x1) = nnEAVn(x¡) = Vr., (xi) f= O. Por lo tanto existe (U,V) ES 
maximal. Veamos que V es inescindible. En efecto V = V¡ © V2 y supongamos que 
Vi(x¡) f; O. Entonces (Ü, V) ~ (t7 (i) l'2, Vi) ES y como (V,V) es maximal, por lo 
tanto V= Y¡. 

b) Tenemos M = N1 ED M0 con N1(x) 'f O y N1 inescindible. Si M0 (x¡) f= O 
repetimos el argumento hasta obtener M = N 11 © N12 © · • · © Ni., ED 1111 con 
Nij(xi) =!=O (j = 1,. . ., s1) y M1 (x1) =O. (En este proceso existe M1 tal que 
Mi (x1) =O pues M(x¡) es de dimensión finita.) 

Ahora, continuamos a x2• Esto es, si i'11(x 2) =!=O repito el argumento usado 
para x 1• 

c) Así para toda m, M = ÉB ( $ N;i) úl 111 m con s¡ E N , N¡i inescindible, 
1=! J=I ~ 

N;i(x¡) f:. ?• Mm(x;) =O (i = 1,. . .,m) y N(m+I); sumando directo de Mm ~~ :1\. 
para toda J = 1, ... , Sm+I · ~ . ·#V-

\<&~~~ d) Probaremos que M == EB ( EB N;;) . 
iEN i=I ~" ~ 

Como N;i es submódul~ de M para toda i E N , 1 :::; j :::; s¡ e~~ciente 

probar que M(x) = EB ($ N¡¡(x)) para toda x EObA. Pero para toda m , 
iEN J=I 

M(xni) = $ ($ N;¡) (xm) eMm(xrn) = EB ($ N¡¡) (x,,.) pues 1\1m(xm) =o 
. •=! i=I iEN ;=! 

Veamos ahora la unicidad de esta descomposición. 

Supongamos EB N¡ = M == EB Nj tales que N¡ , N;. son inescindiblcs para 
iE/ iEJ 

toda i E I , j E J. 

Definimos A1 = {i E J:N¡(x¡) 'f O} y B1 == {j E J:Nj(x¡) f= O} 

Como 1'.1 es localmente finito, A1 y B 1 son conjuntos finitos. Sea io E A1 

y escribimos N;0 ED ( EB N;) = M == EB Nj ED ( EB N;.) . Por la proposición 
i;ii. jEB1 irf.B1 

(4.3.14), N¡0 es sumando directo de algún Nj con j E B1 (ya que EB Nj(xi) ==O). 
jt;t.B, 

Sea a¡ (io) E B1 tal que N;0 ~ N~i(io) Y EB 1V; ~ . EB. Nj. 
1;f.10 n'ad•o) 

De esta forma luego de un número finito de pasos, obtenemos una función 
inyectiva a1: A1 -• B1 tul que N; ~ N~i(i) para toda i E A1 y 
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ffi N;~ ffi Nj 
il,i!A1 jl,i!ui(A¡) 

Como EB N¡(xi) =O , entonces B1 e a1 (Ai) y a1 es biyectiva. 
il,i!A1 

Sea m > l. Supongamos , definidos A 01 e I , Brn e J subconjuntos finitos y 
una función biyectiva 

tal que N¡ ~ N;m(i) para cada i E Arn y EB N¡ ~ . EB N;.. Además , 
i(:!Am J'i!Bm 

( EB N¡) (x;) =O para 1 ::5 ;' ::5 m 
iíi!Am 

. Sean A:n+I = {i E J-Am: N;(xm+1)· =/:O} y n;,,+t ={;'E J-Bm: N}(xm+1) =/: 
O} (Conjuntos finitos). · 

Procediendo como antes , construfmos a;,,+1 : A:,,+1 ~ n:n+I tal que 
N¡ ~ N;, (i) para i E A:i,+1 y EB N¡ ~ EB Nj. Además, 

m+i il,i!(AmUA!,.+ 1) jl,l(BmUB~,+ 1) 

EB N;(x;) = O para 1 :5 ;' :5 m +l. Definimos Am+I = Am U A~•+I , 
i¡¡!(AmUA!,.+ 1 ) 

Bm+1 = Bm U n:n+1 y 

{ 
am(i), 

<7m+1: Am+I ~ Bm+l como Om+I = / ( ') 
0 m+l 1 ' 

Claramente esta función es biyectiva. 

Por construcción Om+1(i) = am(i) si i E Am 

si i E Ami 
siiEA:n+i· 

Así , a:UmENArn -• UmENBrn , a(i) = am(i) si i E Arn es función bien 
definida y biyectiva. 

También por construcción N¡ ~ N;(i) para i E UA,,,. 

Probaremos que J = UmENA,,,. Sea i E J. Sea r EN tal qu: N;(xr) =/:O. Si 
i <f. Ar-I , entonces i E A~ = {;' E J - Ar-1: Nj(Xr) :f O} y entonces i E Ar. Así, 
r E UmENAm. . 

Similarmente, J = umENBm. 

o 
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