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Compra la verdad, y no la vendas;
La sabidurfa, la ensefianza

y la inteligencia.

Pr 23:23

INTRODUCCION

El problema que se considera en este trabajo es el de la descomposicién de
médulos en suma directa de médulos inescindibles y ¢l problema de la unicidad de
dichas descomposiciones, Tratamos este problema sobre dos tipos importantes de
estructuras: anillos y categorias localmente acotadas.

El problema de descomposicién de médulos sobre anillos ha sido considerado
desde hace mucho tiempo. Tenemos asf: el teorema de descomposicidén para grupes
abelianos finitos ; la forma canénica de Jordan , etec. En la primera parte de
este trabajo consideramos dos de las teoremas mds gencerales que se conocen para
mddulos sobre un anillo A:

Teorema de Krull-Schmidt: Todo médulo de longitud finita tiene una descom-
posicién inescindible tinica hasta equivalencia de descomposicién.

Teorema de Warfield: Si M = @,eaM, con M, médulo numerablemente
generado , tal que End 4(M,) es local , entonces esta descomposicién es tinica hasta
equivalencia.

En arios recientes , la teor{a de representaciones de dlgebras ha recibido un im-
pulso importante. Esta teoria estudia los médulos sobre K -dlgebras de dimensién
finita (tomaremos aquf un campo algebraicamente cerrado). Una herramienta im-
portante en esta teorfa ha sido el uso de los carcajes , que dan lugar a las K- cate-
gorfas . La aparicién de las técnicas cubrientes obliga al estudio de las K-categorias
(localmente acotadas) con (posiblemente) infinitos objetos.

Sea A una K-categoria localmente acotada. Un A- médulo (localmente finito)
es un K-funtor M: A — mod K (tal que dimg M (z) < oo para cada objeto z en A).
En este trabajo demostramos:

Teorema: Si M cs un A- médulo localmente finito , entonces M tiene una
descomposicién en A-médulos inescindibles , esta descomposicidn es tnica hasta
cquivalencia,

Iste resultado parece haber sido redescubierto en varias ocasiones



(1P}, [DS}, ...} pero la demostracién no aparece en la literatura.
Describimos brevemente ¢l contenido de los capitulos de este trabajo:

Il capftulo 1 es una recopilacidn de los resultados asociados con descomposi-
ciones inescindibles de médulos sobre anillos que figuran en [AT]. En el capitulo 2
damos demostraciones de los teoremas de Krull-Schmidt-Warfleld (nuestras fuentes
son [AF], [B], |[W]).

En el capitulo 3 se esboza la relacidén entre las X -dlgebras de dimensién
finita , los carcajes y las K-categorfas. Los médulos se interpretan como K-funtores,
En el capftilo 4 consideramos las J{-categorfas localmente acotadas y probamos el
teorema de descomposicién para mddulos localmente finitos.



CAPITULO 1

Il propésito de este Capitulo cs presentar los resultados basicos de la Teorfa
.de Médulos, que servirdn como punto de partida para el desarrollo de los Capftulos

2y 3.

El material de este Capfiulo cstd escencialinente contenido en ¢l libro “Rings
and Categories of Modules” de Frank W. Anderson y Kent R. Fuller; por lo cual sélo
se presentan aquellas pruebas en las cuales hay construcciones o ideas que son de
importancia y/o utilidad para les siguientes Capitulos, asf como algunos ejemplos.

Nuestros anillos siempre serdn asociativos con unidad. “Mddule” (e “Ideal”)
deberd cntenderse como “R-Mdédulo izquierdo™ (“Ideal izquierdo”); andlogamente
por “Homomorfismo” entenderemos “R-homorfismo.”

5i M y K son médulos. K C M denotard que X es un submédulo de M.

El simbolo (X), se usard para indicar ¢l médulo generado por el conjunto X.

1 PRELIMINARES

Sea R un anillo,

Lema 1.1.1.- Sea M un mdédulo y sean H, K y L submdédulos de M. Entonces
HNn(K+L)2HNK+HNL.

Ejemplo 1.1.2.-

a) Sea M =Z, H =4Z, K =71, L = 57. Entonces
4L N (7 + 5T) 2 4L NTEL + 41N 5L = 28T + 207 = 41.
{En este caso se d4 la igualdad).

b) Sea M = T2 H = ((1,1)), K = ((1,0)),
Hn(K+L)={(1,1)) HNIX=(0,0)
Dedonde HN{K + L) 2HNK + HN
{En este caso la inclusién es propia).

c) Sea M = R®. Sea K = ({(a,[,0)) con a# 0 # 8 o, B € R,

H =1{(0,1,0},(1,0,0)), L = {(0,0,1}). En este caso
Hn{K+Ly=HnK+4+ HNL

L = {(0,1)}). Tenemos:
y HnL=(0,0).
L.



Generalicernos esto en el siguiente lema.

Lema 1.1.3.- {Ley Modular). Sea M un médulo y scan H, K y L submédulos de
M tales que K C H. BEntonces HN (K + L) = K+ (HnL).

]

Teorema 1.1.4.- Sean M, M', Ny N' médulos ysea f: M — N un homomorfismo.

a) Si g: M — M’ es un epimorfismo con Kerg C Kerf, entonces existe un dnico
homomorfismo h: M' — N tal que f = hog

M Lo
AN /h
MI

{En este caso decimos que f se factoriza através de g).

Ademis, Kerh = g(Kerf) e Imh =Imf, asf que 2 es monomorfismo, st
Kerg =Kerf y h es epimorfismo si f ¢s epimorfismo.

b} Si g:N' ~ N cs monomorfismo con Im/ Clmg, entonces existe un dnico ho-
momorfismo ii: M — N' tal que f = goh.

M LN

AN /g
NI

Ademés Kerh =Kerf e Imh = ¢~ (ImJ), asi que h es monomorfismo si f es
monomorfismo y & es epimorfismo si Imf =Img. o

Corolario 1.1.5.- (Teoremas de Isomorfismo)
Sean M y N moédulos.”

a) 8if:M — N es un epimorfismo con Kerf = I, entonces hay un dnico isomor-
fismo n: M/K — N tal que n(m + K) = f(m) para toda m € M.

b) Si K C LC M. Entonces M/L =~ (M/K)/(L/K).
¢) SiHCMyKCM. Entonces (H + K)/K =~ H/(H N K). D

Lema 1.1.6.- Sean M y N médulos y f:M — Ny h: N — M homomorfismos,

tales que:
foh =1pn.

2



Entonces M = Imh @ Ker/f.

Definicién 1.1.7.-

a) Sean M y N médulos, y scan f:M — N y h: N — M homomorfismos, con
foh =1y, decimos que:

1) fesun epimorfismo que se escinde.
II) hes un monomorfismo que se escinde.

b) La sucesion exacta corta :
0— M-Lm-Zaag, — 0

se escinde, en caso de que f s un monomorfismo que se escinde.

Proposicién 1.1.8.- Sea 0 — M, -—f—vM-i»Mg — 0 una sucesién exacta corta.
Son equivalentes:

a) La sucesién se escinde.
b) El epimorfismo g: M — M, se escinde.

¢) Imf =Kerg es un sumando directo de M.

d) Cada homomorfismo h: M; —+ N se factoriza a través de f

)
)
)
¢) Cada homomorfismo h: ¥ — Mj se factoriza o través de g

Definicién 1.1.9.-

Sea K un sumando directo de M, con sumando directo complementario X',
es decir M = K @ K'. Entonces P:k+ k' = k (con k € K, k' € K') define un
epimorfismo Py : M — I llamado la proyeccién de M sobre K a lo largo de
K!

Proposicién 1.1.10.- Si M = K & K', entonces la proyeceién de M sobre K a lo
largo de X', es el inico epimorfismo

MEK —0
que satisface Pg|x = 1 y KerPy = K. 0

Lema 1.1.11.- Sea M = K & K' y Py la proyeccién de M sobre X a lo largo de
K', y L C M submédulo, entonces
Px(L) = (L + K')nK.

Demostracién.-

[+



PK(L) = Pyg(L+ K') = Pr{(L + K n (K + K'))
por el lema (1.1.3)
Pr(L)y=Px((L+K)nK+K') = Pe((L+ K)nK)=(L+ K')nK.

Observacién 1.1.12.- Py: M — K’ (la proyeccién de M sobre K’ a lo largo de
K) es:
me—m-— Pg(m) (me M)

Proposicién 1.1.13.- Sea M = K ® K/, sea Pg la proyecciéon de M sobre K a lo
largo de XK' y sea L un submédulo de M. Entonces M = L @ K’ si y solamente si
Pg|p: L — K es un isomorfismo.

Demostracién.-

.=>) Por el lema (1.1.11), Pk|y, es epimorfismo y el KerPy|, = LNKerPy
Por la proposicién (1.1.10), KerPglr = LN K'y LN K' =0 pues M = Lo K'.
Por lo tanto Pg|L: L — K cs un isomorfismo,

<=) Como Pg|;, es un isomorfismo, entonces P (L) = K pero por el lema (1.1.11)
Pg(L) = (L+ K')NK de donde K C L+ K'. Entonces L+ K'=My LOK' =
KerPgl, =0

§2 IDEMPOTENTLES

Sea R un anille y M un R-médulo.

Definicién 1.2.1.- Un elemento e € R es un idempotente, cn caso de que e2 = ¢

(un anillo siempre tiene al menos dos idempotentes 0 y 1).

Lema 1.2.2.- Si e G R cs idempotente, entonces 1 — e también es idempotente.

Demostracién.- Enefecto (1 —e)? =1—ec—e+e’=1-e—ete=1-¢

Definicién 1.2.3.- Un par de idempotentes ¢; ¥ ¢, en un anillo R, se dice que son
ortogonales, si
e1e9 = 0 = eqey.

Ejemplo 1.2.4.- Si e es idempotente, entonces e y 1 — ¢ son idempotentes ortogo-
nales.

8]
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Lema 1.2.5.- Sea ¢ un idempotente en End (M), Entonces
a) Kere = {z € M|(1 - ¢)(z) =z} = Im(1 ~¢).
b) Ime= {z € Mle(z) = 2} = Ker{l - ¢).
¢) M=e(M)d(1-e¢){M).

Proposicién 1.2.6.- Si M = K ® K, entonces hay un tnico idempoteme
ex €Endp (M), tal que ex (M) = K y (1 - ex)(M) = K.
Demostracién.- Consideremos.

e M — M

m +— Py (m)
y el resultado se sigue de la proposicién (1.1.10} y del lema (1.2.5)

Corolario 1.2.7.- Un submédulo K de M cs un sumando directo de M, siy
solamente si X = Ime, para algin endomorfismo idempotente e de M.

Demostracion.-

<) Se sigue del lema (1.2.5)
=) Se sigue de la proposicién (1.2.6) _ : 0

Observacién 1.2.8.- Un sumando directo I{ de A pucde ser la imagen de varios
endomorfismos idempotentes de Af.

Ejemplo 1.2.9.-

a) Sea M = R? = ((1,0)) ® {(0,1)) y sea e€ Endg(M) ol idempotente dado por:
e(z,y) = (,0), es claro que e(R?) = ((1,0)).
Sea f¢Endp(M) el idempotente dado por:
f(z,y) = (z + 9,0}, donde es claro que f(R*) = ((1,0)) y f # .

b) Sea M = N ® K y e € Endp(M) idempotente, sca [ € Endp{M). Entonces
t =e+ef(1~—¢) es también idempotente. Ademiés Imt =Ime.
En efecto Imt =Ime+Imef(1 —~ ¢) pero Imef(1 —¢) € Ime, por lo tanto
Imt = Ime.

Enelcjemploa) f =e+ef(l —eé).

Proposicién 1.2.10.- Sea e un idempotente en Endz{M). Entonces:
a) Existe un isomorfismo de anillos ®: cEndp(M)e —Endp(e(M)).
b) e es la identidad en eEndr(M)e



Demostracién.- Construimos ®(ese): e(z) — ese(z) para toda s € Endp(M) 0O

Definicién 1.2.11.-
Sen (Mo)aga un conjunto de submédulos de M con indices en A.

a) Se dice que (M,)aca es independiente en caso de que para toda « € 4

M. (> Mg) =0.
ot

b) Se dice que (Ma)aeca se extiende sobre M si:

D My =M.

a&A

Obsgervacién  1.2.12.- Es posible sin embargo tener (Ma)aea con
Mo (1 Mg =0 para todo a # f y que {Mg)aca no sea independiente.

Ejemplo 1.2.13.- Consideremos M = R? y sea M, la recta que pasa por(0,0)
y con pendientec a. Es claro que M, N Mg = 0si a # 8, pero (A{a)aem no es
independiente.

- Proposicion 1.2.14.- Para (M, )aea son equivalentes:
a) M= M,.
A

b) {Mo)aca es independicnte y se extiende sobre M.
¢) Cada z € M tiene una dnica expresién como suma, de la forma ¢ = 3 z, con
A

Zo € My, ¥ 2o == 0 para casi toda « € A,

Lema 1.2.156.- Supongumos M = @M, y N un submédulo de M no cero.
A

Entonces existen g, ..., a, conjunto finito con o; € A (I = 1,...,n) tal que:

NN (M, @O M, ) #0.



Proposicién y Definicién 1.2.16.- Sea M = (P M,. Entonces para cade ¢ € A

A
existe un tinico idempotente e, € Endp(M) tal que:

Imea =Mo y Y Mp=Keren.
pa

Demostracién.- Supongamos M = (P M,. Entonces por la proposicién (1.2.0)
A
hay un dnico idempotente e, € Endp(M) con My =Imea y (1-€)(M) = @ M;.
' Bia

Por la proposicién (1.2.5) @ My =Kere,. 0
B#ea

Llamamos a (¢q)aca los idempotentes de la descomposicidn M = ) M,. Para
A
cada a € A, llamamos e, el idempotente para M, en esta descomposicién.

Propoéicién 1.2.17.- Sean (Mg)eea submédulos de un médulo M. Entonces
M = @ M, siy solamente si existe un conjunto (dnico) (én)aca de endomorfismos
A
idempotentes de M tales que para toda a €4, Imea=M, y Y, My=Keres.
Fo

Mds adn, si tales endomorfismos idempotentes existen, e, cs el idempotente

para Mg en la descomposicién M = @ M,.
A

Demostracién.-
=) Por la proposicién (1.2.16)

<) Por el lema (1.2.5 ¢ ) , tenemos M = eo(M) @& (1 — €,){M) para cada
a € A, por ¢l lema (1.2.5 a ), Im(1 — es) =Kereg, luego Ime,N Kere, = 0, de
donde My N (Y, Mg) =0, por tanto (Ma)aea cs independiente.

B#a

Andlogamente (Mg)aca se cxticnde sobre M y por la proposicién (1.2.14)
M= @ M.,
aGA

Definici6n 1.2.18.- Un conjunto (eq)eca de idempotentes en un anillo R se
dice que es ortogonal, en caso de que este sea ortogonal por parcjas. Es decir
eq 0 €g = bapea, con a,f € A; donde g es la delta de Kronecker,

Corolario 1.2.19.- Los idempotentes (e4)acs para una descomposicion
M = @ M, son ortogonales. Mds alin, si z € M, entonces e,{z) = 0 para
acA



casitoda c € Ay z =) eq(%) . o
A
§3 RADICALES
Sea R un anillo, M un R-médulo,

Definicién 1.8.1.-

a) La interseccién de todos los ideales (izquierdos) maximales de R se denotard
por J(R) (o solamente J si no hay confusién alguna) y sc Hama el radical de

b} radM = N{N|N C M maximal} es el radical de M.

¢) Un submddulo NV de M se llama superfluo en M, si para cada submddulo N’
de M con N + N’ = M se tiene N' = M. Escribiremos N < M.

Ejemplo 1.3.2.-
a) ‘Consideremos R?, RadR? = {(0,0)}.
b) Sea X un campo, RadX = 0.
¢) El radical de Z4 es {2).

Mis adelante presentaremos algunos resultados que nos facilitardn el céleulo
del Radical de un médulo o de un anillo. Se dardn més ejemplos.

Definicién 1.3.3.-
Un mddulo M se llama simple si no tiene submédulos diferentes de 0 y M.

2\
aj
b) Un médulo M se llama semisimple, si es la suma directa de mddulos simples.

Proposicién 1.3.4.- Para un mddulo M, son cquivalentes:
a) M es semisimple.

b) M =% §;con S; C M simple.
iel

¢) Todo submddulo de A es sumando directo de M. a

Observacién 1.3.6.- Si NV cs submédulo de M y M = €D S; con &; simple, existe
el



I'CIcon Nz @ S, | u]
i€l

Ejemplo 1.3.6.- Si M = @ S, S; simple. Entonces RadM=0.
el
) En cfecto. Sea r € RadM. Consideremos f: M — @ S, la proyeccién de M
‘ a#p
sobre @ Sy a lo largo de Sp. Por la proposicién (1.1.10) y por el corolario (1.1.5)
a#fp
M/83 =~ @ S, que es submddulo maximal de M. Por tanto r € b Su y como
a?pf a#fi
es arbitrario, entonces r=0.

Lema 1.3.7.- Sea M un médulo. Entonces
radM = N{Kerh|0 # h: M — § morfismo con § simple }
= 5 {N|N es superfluo en M},

Demostracidn.-
(primera igualdad)

(C) Sea 0 # h: M — S morfismo con S simple. Entonces M/Kerh ~ § de donde
M/Kerh es simple, y Kerh es maximal. Por tanto
radM C N{Kerh|0 # h: M — § morfismo con § simple }.

(D) Sea z € {Kerh/0 # h: M — S morlismo con S simple}. Sea N C A maximal,
Sea 0 # h: M — M/N el morfismo canénico. Como M/N es simple, cntonces z €
Kerh = N.

(segunda igualdad)

(D) Supongamos N <« M y sea X C M maximal. Si N ¢ K, se tendrfa
N+ K = My luego X = M que es una contradiccién. As{, N CradM, por
tanto Y {N|N < M} C radM.

(C) Sea z € radM y tomemos N' C M con Rz + N' = M. Si N' M, por el lema
de Zorn, existe un submédulo K de M satisfaciendo N' C K, 2 € I y maximal con
esta propiedad. Afirmamos que X es maximal en M. En efecto si S G K' C M,
entonces z € K', luego Rz C K' y como N’ C K’ entonces Rz + N' = M C K.
Asi I = M. Lo cual es una contradiccién. Entonces , deberfa tenerse z € K,
otra contradiccién. Luego , N' = M, es decir Rz es superfluo en M, con lo cual
radM C Y {N|N <« M}

Corolario 1.3.8.- Sea f:M - N un homomorfismo de mddulos. Entonces
J{RadM) C RadN. o



Corolario 1.3.9.- Sea f:M — N un epimorfismo v Kerf CRadM. Entonces
f(RadM) =RadN.

Demostracién.-
C) Se sigue del corolario anterior.

D) Se sigue del lema (1.3.7) y del teorema (1.1.4) g
Corolario 1.3.10.- Rad(M/RadM) = 0. o

Corolario 1.3.11.« J es el dnico ideal supcfluo maximal de R. Ademds J es
bilateral.

Demostracién.- (veamos que es superfluo)

Sea N un ideal propio de R. Como R tiene 1, existe I{ ideal maximal con
NCK, LuegeJC Ky N+4JC K GR; de este modo J cs superfluo, y por el
lema (1.3.7), J es el dnico ideal superfluo maximal de .

(bilateral) : Sea r € B, h: R — R; z + zr, es homomorfismo de médulos. Por cl
corolario (1.8.8), J D A(J) = Jr. o

Definicién 1.3.12.-
a) El soclo de un R-médulo M es SocM = Y {S|S cs submddulo simple de M},

b) Un submédulo N de M se dice esencial si para todo submédulo K de M con
N NK =0 se tiene K = 0, se escribe N « M

Lema 1.3.13.- SocM = Y {K|I es submédulo minimal de M} = N{L|L es
submédulo esencial de M}

Demostracién.- La primera igualdad cs obvia. Mostraremos la segunda igualdad.

(C) Sea § submédulo simple de L. Sea L< M. Luego SNL #0y § C L. Asi,
SoeM c n{ L| La M}

(D) Escribimos X = N{L|L < M}. Probaremos que K es semisimple. Por Propo-
sicién 1.3.4 basta demostrar que todo submédulo de I es sumando directo de
K. Sea N subméddulo de K. Sea N’ submddulo de M maximal respecto a
NNN' =0. Ahora N ® N' a M (En cfecto si 0 # L tal que (N@® N')NL =0
se tiene N N (N' @ L) = 0, contradiciendo la maximalidad de N'). Luego
KcN@N yporellema (1.1.3), K= Ne (NN K).

10



Definicién 1.3.14.-
a) r € R se llama nilpotente, si existe n € N tal que r™ = 0.
b} Un ideal I de R se llama nilpotente, si existe n € N tal que I" = 0,

c) Un ideal I de R se llama nil, si todos sus clementos son nilpotentes.

Lema 1.3.15.- Sea I un ideal nilpotente de R, entonces I ¢s superfluo,

Demostracién.- Supongamos I™ = 0, con I"! # 0, y sea N ideal de R tal que
I+ N = R; entonces I* + NI = RI = I, pues RI C I porser I idealy RID I
pues 1 € R. Tenemos (I? + NI) + N = R, continuando sucesivamente tenemos:
"4 NI" V14 4+ NI+N=R,ycomo I"=0y NI™ C Nparam=1,...,n~1,
entonces tenemos N = R, lo cual demuestra que I cs superfluo en R, u}

Corolario 1.3.16.- Sea I un ideal nilpotente de I, entonces I C J.

Demostracién.- Se sigue del lema anterior, y del lema (1.3.7.) o

Lema 1.3.17.- J ={z € R| para toda r € R existe y € R,y(1 — rz) = 1}.

Demostracién.-

C ) Sea z € J, de forma que rz ¢ J. Claramente R = R(rz) + R(1 - ra}. Siendo
J (y por tanto R(rz)) superfluo en R, R(1 - rz) = R.

D) Sea z € R tal que para cada r € R, existe y € R con y(l — rz) = 1. Sea K
ideal maximal de R y supongamos z ¢ K. Asi Rz + I{ = R y cxisten clementos
r€R, k€ Kconrz+k =1 Ahoracxiste y € R con y{l — rz) = 1. Luego,
1 = yk € K contradiccién. 0

Observacién 1.3.18.- Basta pedir [ ideal nil para que I C J.

Demostracién.- Secay € I, r € R, entonces ry = z € I y sea n tal que z™ = 0.
Asi(l4+z+...+z"Y1-z)=1yzel. o

Definicidén 1.3.19.- Sea M un mddulo.

a) M se llama finitamente generado, si para todo conjunto S de submédulos de
Mcon ¥ N =M, existe F C S subconjunto finito, tal que ) N =M.
Ne s NeF
b) M se llama finitamente cogenerado, si para todo conjunto § de submédulos

de M con [} N =0, existe un subconjunto finito F ¢ S con [} N=0.
NES NEF
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Lema 1.8.20.- Sea M un médulo. Son equivalentes:
a) M es finitamente generado.

b) Para todo epimorfismo P N,'gil]\{ -+ 0, existe J' C I subconjunto finito con

() el
@ N;=>M — 0 epimorfismo.
el
¢) Existe n € Ny un epimorfismo R" —+ M

d} M contiene un conjunto generador finito.

Proposicién 1.3.21.- Sea M un mdédulo.Entonces:

a}) M es finitamente generado si y s6lo si M/RadM cs finitamente generado y
RadM <« M.

b) M es finitamente cogenerado si y sélo si soeM es finitamente cogenerado y
socM es esencial en M o]

Corolario 1.8.22.- Sea A{ un mddulo semisimple. Son equivalentes:

a) M es finitamente generado.

n
b) M = @ Si, con §; simple.

=]

¢} M es finitamente cogenerado. 0

Lema 1.3.23.- (Nakayama)
Sea I un ideal de R. Son equivalentes:
a) IcJ
b} Para todo médulo finitamente generado M, IM = M implica M =0
¢} Para todo médulo finitamente generado M, IM < M.

Corolario 1.3.24.- J = {z € R|z§ = 0 para todo médulo simple S}.

Corolario 1.3.25.- Sea M un médulo. Entonces JAf CRadM.

Demostracién.- Como Rad(M/RedM) = 0, existe una familia de médulos simples
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(Sa)aer tal que 0 — M/RadM — [Iaer S« cs exacta. Por cl corolario anterior
J(M/RadM) =0, o bien JM CRadM. o

§4 CONDICIONES DE CADENA

Definicién 1.4.1.- Sea M un méddulo. Se dice que:

a) M es noetheriano, si y sélo si, para cada cadena ascendente (Mn)en de
submédulos de M. (Es decir M, 2 M, -, para toda n) existe m € N, tal que
M, = M,, para toda n > m.

b) M es artiniano, si y sélo si, para cada cadena descendente (My),,eN de sub-
médulos de M, se tiene M,, = M,, para algunam € Ny toda n > m.

Lema 1.4.2.- Para un mddulo M, son equivalentes:
a) M es noetheriano.
b) Todo submédulo de M es finitamente gencrado.

¢) Todo conjunto no vacio de submédulos de M tiene un elemento maximal. O

Lema 1.4.3.- Para un médulo M, son equivalentes:
a) M es artiniano.
b) Todo cociente de M es finitamente cogenerado.

¢} Todo conjunto no vacio de submédulos de M tiene un elemento minimal. o

Lema 1.4.4.- Consideremos una sucesién exacta corta de médulos

0-M —M-— M0

Entonces
a) M es noetheriano, si y sélo si M’ y M" son noetherianos.

b) M es artiniano, si y sélo si M’ y M" son artinianos.

n
Corolario 1.4.5.- Supongamos M = (P M;. Entonces M es noetheriano (arti-
=1
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niano), si y sélo si, cada M; es noctheriano {artiniano)

Corolario 1.4.6.- Sea M semisimple. Entonces M es artiniano si y sélo si M es
noetheriano.

Demostracién.- <=) Por el lema (1.4.2), M es finitamente generado. Por el coro-
n

lario (1.3.22), M = @ S: con S; simple. Por el corolario anterior M es artiniano.
i=1

=) Por el lema (1.4.3), M es finitamente cogenerado. Por el corolario (1.3.22),
n

M= @1 S; con S; simple. Por el corolario anterior M es noctheriano, |
i=
Corolario 1.4.7.- Para M un médulo son equivalentes:
a) RadM =0y M cs artiniano.
b) M es semisimple y noetheriano.,
Demostracién.-
<=) Por el corolario anterior y ejemplo (1.3.6)

=) RadM = 0 implica que 0 — M — [J{S|S simple y 0 # h: M — S morfismo }
es exacta. Sicndo M finitamente cogenecrado, el resultado se sigue de lz observacion
(1.3.5) y de la proposicién (1.3.21) a

Corolario 1.4.8.- Si M médulo artiniano . Entonces M/RadM es semisimple.

Demostracién.- Rad(M/RadM) = 0 por el corolario (1.3.10) y M/RadM es ar-
tiniano. Sec sigue del corolario anterior.

Definicién 1.4.9.-
a) El anillo R se llama artiniano si y sélo si el médulo R es artiniano

b) E! anillo R se llama noetheriano si y sélo si el médulo R es noetheriano.

Ejemplo 1.4.10.-

a) Son anillos noetherianos:

1) Los enteros Z.

14



II) Z[i] los enteros gaussianos de la forma a + b7 con a,b€ Z , como subanillo de
Cn

1) Z|v/=n] donde n€ I , como subanillo de C

IV) Si R es noetheriano , z cs indeterminada , R{x] es noctheriano.

b} Son anillos artinianos:

I
I1) El anillo de matrices M, (K) , donde X es campo.

)
)
V) Todo anillo artiniano es noetheriano (1.4.19).
)
) Todo anillo finito.

1) Si X es un campo , toda K-dlgebra A de dimensién finita. (Una I-dlgebra A
es un anillo con estructura de K-espacio vectorial de forma que el producto es

K-bilineal.)
¢) Z es un anillo noetheriano , no artiniano.

d

Anillos no noetherianos:

)

)
1) K{zi,z2,...) el aniilo de polinomios sobre infinitas indeterminadas.
) C

1) € {[0,1],B) , el anillo de funciones continuas de [0,1] en R.

Lema 1.4.11.- Sea R un anillo artiniano, / ideal de R tal que /7 cs semisimple,
Entonces J(R) C I.

Demostracién.- Supongamos gy R/ = @ Sacon py;Sq simples. Cada p1Sa
aGA
es -médulo simple. En cfecto,sir € B, 5 € S, , se define rs = (r + I)s.

Veamos que son R-médulos simples: Supongamos 0 # J § Sq,, con J un
R~médulo. Como S, ¢s B/I-mbdulo , J s R/ I-médulo. Contradiccién. Por tanto
r(R/I) es semisimple. Por el ejemplo (1.3.6) 0 =Rad p{12/I). Y por el corolario

(1.3.28)  J(R)}R/D) CRadgp(R/T) = 0. Por tanto
0 = J(R)( R/I) JR)R/(J(R) RN T) = J(R)/(J(R) N I). Por tanto J(R) =
JR)NICT 0

Lema 1.4.12.- Sea R un anillo, A{ un médulo finitamente generado. Entonces:
a) R artiniano implica M artiniano,

b) R noetheriano implica M noetheriano. 0

Definicién 1.4.13.-

2) Sea M un médulo, una Serie de composicion pora M es una cadena finita
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descendente M = My D M} 3 ... D M, = 0 de forma que cada factor
M; /M4y es simple.

b) El médulo M;/M;y, se lama factor de composicidn de M.

Teorema 1.4.14.- (Teorema de Jordan-Holder)

Sea M un médulo, entonces M es noetheriano y artiniano, si y sélo si, M posce
un serie de composicidn.

Supongamos que tencmos dos series de composicién  para A
M=My DM D>..2M,=0yM=N,>N >..2N, =0
Intonces las series son cquivalentes, ésto es, m = n y existe una permutacién
o:{1,...,m} = {1,...,m}, tal que: M;/M;yy = No(iy/No(i)o1 paracadai <m. O

Definicién 1.4.2.5.- Sea A un médulo artiniano y noetheriano, (M) (la loagitud
de M) es la longitud de una serie de composicidn. Se dice que A es de longitud
finita.

Lema 1.4.16.- Si0 — M A2 A1 5 0 s una sucesion cxacta de médulos,
con M artiniano y noctheriano, entonces {(M) = {{M') + (M").

Demostracién.- Como M cs artiniano y noctheriano A’ y A" ticnen series de
composicién M' = My D M; D...D My =0y

M" = Ny > Ny D ... D Nyppry = 0. Para cada 1 = G,...,(M'), sea
M| = f(M;), y para cada j = 0,...,{(M"), sea N} = ¢7!(N;). Se tienc que:
M=NyD>N>..D Njpgy = Mg DM{ D ... 5 Ml'(M,) = (} es una seric de
composicién para M. a

Lema 1.4.17.- (lema de Fitting). Sca M un médulo y f: AL — M un endomor-
fismo. Entonces:

a) SiM es artiniano, entonces existe N € N, tal que M = Im "+ Ker /" sin > N.
En particular [ es isomorfismo, si y sélo si, f es monomorfismo.

b} Si M es noetheriano, entonces existe N ¢ N, tal que 0 = Imf"N Kerf" si
n > N. En particular f s isomorfisino, si y sélo si, f es epimorfismo.

o

Corolario 1.4.18.- Si M es de longitud finita y [: M — M es endomorfismo,
entonces M = Imf"® Kerf" para toda n mayor que cierta N € N. i
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Teorema 1.4.19.- (Hopkins) Sea R un anillo. Sea J el Radical de R. Entonces R
es artiniano si y solamente si R s noetheriano, J es nilpotente y R/J es semisimple.

0

§5 MODULOS INESCINDIBLES Y ANILLOS LOCALES
Sea R un anillo.

Definicién 1.5.1.- Un médulo M, se dice inescindible, si M 3 0 y para cada
descomposicién M = N @ N'se tiene N=06 N' =0,

Ejemplo 1.5.2.-
2) Los médulos simples son inescindibles.

b) Z considerado como Z-médulo es inescindible.
En efecto, sabemos que los submddulos de Z son de la forma nZ y
nZ + ml = I si (m,n) = 1. Pero n+m € nZ N mi. Luego Z es inescindible,

¢) Consideremos el anillo

w=(3 8)

Los inescindibles de pR hasta isomorfia son:

@0 0 Q 0 @
0 0/°to 0/ 0 @
¢ En el capitulo 3 veremos més ejemplos.

Lema 1.5.3.- Sea M un médulo inescindible de Jongitud finita y f: M — M’ un
endomorfismo. Son equivalentes:

a) f es un isomorfismo
b} f es un monomorfismo
¢) [ es un epimorfismo
d) f no es nilpotente.

Demostracién.- Por cl lema (1.4.17) tenemos a) > b) y a) < c); ¢) => d) es obvia,
basta ver d) = b).
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Por el corolario (1.4.18) M = Imf"® Kerf", para alguna n € N, Como
M es inescindible y Imf" # 0, entonces Kerf™ = 0. Lucgo Kerf = 0y f es
monomorfismo.

Observacién 1.5.4.- Sea f:Z — Z dada por n — 2n, cste no es isomorfismo ni
nilpotente.

Definicién 1.5.5.- Un anillo A se llama local sicmpre que e+ b invertible implique
a 6 b invertible (a,b € A).

Lema 1.5.6.- Para un anillo A con unidad, son equivalentes:

a) A es local.

b) A tiene un dnico ideal maximal,

¢) M = {z € A]z no es unidad} es un ideal de 4 (claramente maximal).
Demostracién.-

b) = a) Sea L el dnico ideal maximal. Sean a,b € A, supongamos a + b es
invertible, entonces a4+ b ¢ Ly a 6 b & L (pues si ¢,b € L entonces a+b € L lo
cual es una contradiccién).

Supongamos a ¢ L. Si {a) G 4, por cl lema de Zorn, existe un ideal maximal
I en A, tal que {a) C I. Lucgo I = L que nos da una contradiccién.

a) = ¢) Sean a,b € Mr € A, si ra & M, entonces existe u € A tal que
1 = u(ra) = (ur)e, entonces a ¢ M lo que es una contradiccién. Que a +be M se
sigue de la definicién.

¢) = b) es obvio, a

Lema 1.5.7.- Sca M un mddulo, si EndpM es local, entonces M es inescindible.

Demostracién.- §upongamos M = M; & M, y consideremos los morfismos cané-
nicos e: M-"HA M. Asi e € BndpM con e? = e. Basta probar que e = 06
e =1. (Pues e es ¢l idempotente para M; en la descomposicién M = My @ Ma),

Supongamos 0 # e # 1.

Sea M el ideal maximal de Endp M. Si e @M, por el lema (1.5.6) existe u €
EndpM con ue = 1, de donde e = ue? = ue = 1 contradiccién, luego e € M.
Como también 0 # 1 ~ e # 1 y por ¢l lema (1.2.2} , 1 — e es idempotente, se ticne
(andlogamente a €) 1 — e € M. De donde 1 = e -+ (1 — ¢) € M contradiccién, por
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tantoe=06e=1,

Lema 1.5.8.~ Sea M un médulo de longitud finita. Entonces M es inescindible,
si y sélo si, EndpM es local,

Demostracion,-

{=>) Supongamos M inescindible, por ¢l lera (1.5.3) en el anillo EndpM todo
elemento es invertible o nilpotente.

{<=)Basta ver que I = {z € Endp M|z nilpotente} es ideal de EndpM. Sean
z,y € M,r €BndpM. Sirz ¢ M, existe « con u{rz) = 1. Supongamos z" =0,
2120, Asl, 0 = urz™ = u(rz)z""! = z"~! contradiccién. Lucgo rz € 9.

Siz+y & M, existe u con uf{z +y) = 1. Asl uz + uy = 1; entonces
vy M 1 -uy=uzc M.

Supongamos (uy)™ = 0, entonces {1 —uy) (1 +uy + (uy)®+ -+ -+ (wy)* ") =1
es una contradiccién por el lema (1.5.3) ; esto muestra que z +y € M.

Definicién 1.5.9,- Seca M = P M, una descomposicién de un médulo M como
a&A
suma directa de submédulos (Ma)aca, con My £ 0, se dice que es una descom-

posicidn Inescindible, si M, es inescindible para toda a € A.

Lema 1.5.10.- Sea M un médulo noctheriano 4 artiniano. Entonces existe una
descomposicién inescindible de M.

Demostracién.-

Sea M un médulo artiniano . St M no es inescindible , existen submddulos no
triviales M; y M| con

M=Me M.

8i M, y M{ son ambos inescindibles hemos acabado. Sino , podemos suponer
que M; no es inescindible y tenemos

A’[} = A[z @ A[;

As{ obtenemos M DM, DMz 2 ...
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Como M es artiniano, este proceso debe detenerse y damos una descomposicién
inescindible de M.

El caso en que M es nociheriano es similar.

Ejemplo 1.5.11.-

a) Sea Z) = {(2,0)|z € T} y I = {(0,2)|z € I} asi Z; ®Z; es una descomposicién
inescindible de Z x Z.

b) Sea K un campo.
K 0 0 K
Maxz = (K 0) ® (o K>

es una descomposicién inescindible de Myya. (En general, si M es semisimple, M
tiene una descomposicién inescindible).

Definicién 1.5.12.- Sea M un médulo y K sumando directo de M, decimos
que K es sumando directo maximal de M, si tiene un complemento directo X'
inescindible,

Definicién 1.5.13.~ Una descomposicién M = @M, de un médulo M, como
suma directa de submédulos diferentes de cero (Mg )aea, se dice que complementa
sumandos directos (respectivamente complementa sumandos directos maxi-
males), en caso de que para todo sumando directo (respectivamente maximal) X
de M, hay un subconjunto B C A con

M= (epM.)® K

Ejemplo 1.5.14,- Una descomposicién que complementa sumandos directos, com-
plementa sumandos directos maximales, pero no al revés.

Sea A el anillo de funciones continuas f: @ — R. Sea A € R — Q. Definimos

. 1, sig< )
Q- R qH{O, sig> A

. 0, sig< A
x3Q@- R qH{l, sig> A

e, XrEAysetiene €2 =6y, X1 =xy, e +xa =1
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a) Sea M) =y A, Ny = xad. Entonces 4 = M, & N).

b} a4 no tiene sumandos directos inescindibles, En particular 4 A no ticne suman-
dos directos maximales.

Supongamos K sumando directo de 4 4. Existe 0 # ¢ € Endy(A) = A idem-
potente tal que ed = K. Sea s € @ tal que ¢(s) # 0. Como e es idempotente
e(s) = 1. Como e es continua , existe € > 0 tal que , para toda i € (s~ ¢, s+ €)NQ,
e(t) = e(s). Sea A € (s — €,8-+ ¢) — Q. Consideremos a = ecy, b = ¢xy € 4. Como
e#0#£b,ab=0ya+b=c¢,setienec f =cAd =ad ©bA con ad # 0 # b4,
Luego I no es inescindible.

Sea A ¢ @ , entonces la descomposicién A = My @ Ny comnplementa sumandos
directos maximales.

¢) La descomposicién 4 = My @ Ny (A € Q) no complemente. sumandos directos.
En efecto , si A # g, 1 € R — @, tenemos A = My @ Ny = M, @ N,.. Pero
MynM,#0y1¢Ny+ M,

Lema 1.5.16.- Sea M = @ M, una descomposicién que complementa sumandos
A
directos, entonces cada A, es inescindible.

Demostracién.- Sca ap € A y supongamos Mg, = M, ® My con M, # 0.
Entonces existe A’ C A, tal que M = M, & (B M,) y como
A'

M=MoeM,o( @ M) tenemos que ag ¢ 4’ (pues de lo contrario
A-{ao}
M0 (B M) 2 MyN M = M # 0lo que contradice que la suma M =
Al .
M;® (D M,) sea directa). De este modo A' C A —{ap}. Sea B = (A-{ap})— A/,
Al

entonces M = M, 0 (D M.)® (D M) ®M; ya que A = A'UBU{ao} y la unién es
Al B
ajena. Por el corolario (1.1.5) tenemos que: M/ (WI}@ (D Ma)) ~ (D M) ® M,
Al B

y M/ (Tﬂ@ (D Ma)> =2 0, de este modo M; ® (€D Ma) = 0, con lo cual My =0
Al B

y por tanto My, es inescindible.

Ejemplo 1.5.16.-

a) Sea R? =R, ®R, donde Ry = R x {0} y Ry = {0} x R. Es una descomposicién
inescindible de ®B? que complementa sumandos directos.
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b) En general lns descomposiciones inescindibles no complementan sumandos di-
rectos. Ver ¢jemplo (1.5.26). Veamos un caso positivo.

Definicién 1.5.17.- Un conjunto (Mq)aea de submédulos de M, ¢s homoldgi-
camente independiente, en caso de que « # § implique Hom (Mg, Mp) = 0.

Lema 1.5.18.- Sea M = @ M. una descomposicién inescindible de M con
A
(Ma)eea homoldgicamente independiente, entonces M = @ M, complementa
11
sumandos directos.

Demostracién.- Sea K sumando directo de M (I # 0). Sea (¢q)oca los idempo-
tentes para la descomposicién M = @ M,. Sea B = {aleioeq # 0}, donde e es

A
el idempotente para K en la descomposicién Af = K& N. Sabemos por el corolario
(1.219) que K =3 exea(lf) = 3 exceal), luego

A B
K =73 eg() exea(X))= 3 (L eperea(X)) y por hipétesis
BEA ocB BEA a€D
K =3 esexeq(K) C P M, pues Hom(M,, Mg) = 0.
B B

Tenemos que 0 — M, N K — M, — Ma/Meg N K — 0 es exacta y se es-
cinde, pues f = ex oeqlp, 1 My — Mg N K cos tal que foi = lp nx. Veamos
que [ estd bien definida. Es claro que f(M,) C K. Sca m, € M, entonces
f(ma) zl};‘ ea(f(ma))= 3 eglerea)(me) =ﬁZU ealereq)(me) = eatrea(Mma)

€

€A
(pues egegea(me) = 0si @ # B por ser homolégicamente independientes). Asi
f(mea) = eqer(my) de este modo f(ma) € M, vy es claro que es la identidad
foi = 1pnr. Porlocual My = (Mo N K) @ Mo/(Ms N IK) y como My es
inescindible, entonces MeN K = 0 6 M /M NK = 0 dedonde Mo NK =06
Mo NK =M,. Para a € B, 0# ¢xceq(M) C My N XK entonces Mo NI = M, cs

decir My C K, dedonde G M, C K. Asi K = @ M,.
B a€B

Lema 1.5.19.- Sea M = @ M, una descomposicién que complementa sumandos
A
directos maximales y N sumando directo inescindible de M tal que M = K @ N,
Entonces existe a € A tal que M = M, Il y My = N,
Demostracién.- Como M = K®N, entoneds existe B C 4 tal que (@ Mp) el =
B
M por la proposicién (1.1.13) , @ Mg = N pero como N es inescindible, entonces
B

B consta de un sélo elemento, pues My # 0 es decir AM,, = N para o € B, por lo
tanto Mo, @ K = M y Mo, = N.
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Proposicién 1.5.20.- Sea M = ) M, una descomposicién que complementa

sumandos directos maximales. Si

M=No..oN, 0K

con N; incscindibles, entonces existen a,,..., o, € A tales que

Mo, 2Ny, (i=1,...,n)

yparacada 1</ <n
M=M,® 0M, N W& BN, 0K.

Demostracién.- {por induccién sobre n)

Supongamos n = 1,
Entonces M = N} @ K, con N; inescindible y por el lema anterior se tiene el
resultado.

Supongamos M = N1 @...0 N1 ® K con Ny,..., N4y inescindibles. Como
M=N&...ON,® K con K' = Npy1 ® K. Sean Mq,,...,Ma,, tales que
Mo, =N (i=1,...,n)yparacada 1 <I<n
M=M, ® - @My &Ny &--® N, ® K, entonces haciendo ! = n tenemos
M=M,® OMy @K' =M=My, & &My, ©Npp1 @K de donde M’ =
Mo, &+-® M, ®K es un sumando directo maximal de M y por ¢l lema anterior
existe app1 E Atalque M =M, ,, OMy, @ &My, ®K y Mo, ,, = Npyy.

0

Lema 1.5.21.- Sea M = @ M, una descomposicién de M que complementa
A
sumandos directos (maximales). Sean A’ C A y M’ = ) M,. Entonces

Al
M' = @ M, es una descomposicién de M’ que complementa sumandos directos
!

{(maximales),

Demostracién.- Es claro que M’ = @ M, es una descomposicién de M'. Su-
‘ e

pongamos que X es sumando directo de M’, entonces {  M,) @ K es sumando

A=A
directo de M, por hipdtesis existe B C 4 tal que M = ( @ M,) @ K & (@ Mp)
A-A' B
y por ser suma directa, tenemos que { @ My) N () Mp) =0 dedonde BC A’y
A=A B

M=@MoK.
B
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Corolario 1.56.22.- Si M ticne una descomposicién que complementa sumandos
directos, entonces cada sumando directo de M tiene una descomposicién que com-
plementa sumandos directos. (Respectivamente si M ticne una descomposicién que
complementa sumandos directos maximales).

Demostracion.- Sea M = @ M, una descomposicidn que complementa sumandos
A
directos y sea N un sumando directo de M, sea B C A tal que

(B Mp)®dN = M, entonces por la proposicién (1.1.13), N =~ € M, y por el lema
B A-B

{1.5.21) N complementa sumandos directos.

Definicién 1.5.23.- Dos descomposiciones directas Y M, = M = @pNg de
A

M, se dice que son equivalentes, en caso de que haya una biycccién o, llamada
funcion de equivalencia, tal que 6: A — B,y para cada a € A , Mo = Ny(q).

Teorema 1.5.24.- Sea M = ) M, una descomposicién inescindible que comple-

A
menta sumandos directos maximales. Entonces todas las descomposiciones de M
son equivalentes.

Demostracion.-
Supongamos que M = @ M, ¥y M = @ N, descomposiciones inescindibles de
A c
forma que la primera complementa sumandos directos maximales.

Para cada sumando directo inescindible L de M, construfmos

AlL)={ac A/Mg=L} vy
C(L)={ye€C/N, =L}

Entonces para completar la prueba serd suficiente probar que para cada L,
(Sumando directo inescindible de M) hay una biyeccion de A(L) sobre C(L) o
equivalentemente que:

CardA(L) = CardC(L)
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Primero , supongamos A(L) es finito. Por la proposicién {1.5.20) para cada
subconjunto finito F = {v,,...,9,} € C(L), hay una funcién inyectiva rp: J' — A
tal que:

Lot Ny =M,y (1=1,...,n)

De donde Imrp C A(L). Y en cste caso CardC(L) < CardA(L).

Segundo, supongamos A(L) es infinito. Sea (P,)4ec las proyecciones para la
descomposicién M = @ N,. Para cada a € A, definimos el conjunto
c

Fo={7€C/M=M,0 (P Np)}.

B#n

Claramente por la proposicién (1.1.13), v € F, si Pylas,: My — Ny es un
isomorfismo. Como M = (P M, complementa cada €D Ng. Entonces C(L) =
A P#En

UA(L)F‘,.

Sea a € A, Como (N} ec se extiende sobre M, existen 4y, ...,7, € C con

Min(N, & --®N,)#0.

Sea 0 # mg, en esta interseccién. Entonces Ker(P,|M,) = O implica que 4 €
{71,+.-yn} (Pues supongamos que v & {v,...,7}. Entonces P.lpr, (ma) =0
de donde Ker(Py]as,) # 0 .Lo cual es una contradiccién). Por tanto , cada Iy es
finito. Pero esto significa que & +» F, es una funcién de A(L) a un conjunto de
subconjuntos finitos de C{L) . Por tanto,

CardC(L) < ), CardFa < Card(N x A(L)) = CardA(L)
aCA(L)

Tenemos ahora que para cada sumando  directo inescindible L de M.
CardC(L) < CardA(L). Isto es hay una funcién inyectiva 0:C — A tal que
N, = My, para cada 4 € C. Por tanto hay un isomorfismo

M= N, - P M)
c c

tal que f(N,) = My(y), paracada v € C
Entonces por el lema (1.5.21) , la descomposicién M = € N, también com-
c
plementa sumandos directos maximales.

Podemos cambiar los roles de Ay €, e inferir que para cada médulo inescindible
L,



CardA(L) £ CardC(L)
Asf que hay una biyeccion C(L) — A(L). Por tanto hay una funcién biyectiva
p:C — A tal que Ny = M.
(o]

Corolario 1.5.25.- 5i un médulo M tiene una descomposicién inescindible que
complementa sumandos directos (maximales}. Entonces, caua descomposicién ine-
scindible de M complementa sumandos directos (maximales).

Ejemplo 1.5.26.- No todas las cescomposiciones inescindibles son equivalentes:
Construiremos el ejemplo en varios pasos.

a) Sean I,J ideales de un anillo B . Supongamos que I + J = R. Entonces
I®J =R (InJ). Enecfecto, la sucesién

0—»IOJ-+163J——1—}—>R~+0

os exacta, Sea 1 B — I @ J el R-homomorfismo tal que p{1} = {a,) con {a,b) €
I & J cualquier elemento tal que a+ b = v{e,b) = 1. Como vp =1, la sucesién se
escinde y por la proposicién (1.1.8 )}, 16 J ~R® (INnJ).

b) Sea R = Z[/-5). Parar = a +by/=5 , definimos ||r|| = a® 4 5b* € N. Bs ficil
probar que [{r||l]s}] = l|rsl] y que el anillo B es noctheriano.

Sea I el ideal generado por {8,2 + +/~5}. Probaremos que I no es principal.
Si lo fuere , I = zR, implica § = zr, 2 4- /=5 = zs para algunas r,s € R. Sca
z=a+b/~5,a,be L.

Sib=0,z & Zycomo divide a 3 y a 2, entonces z = 1. DExisten entonces
y =y +y2vV~5, 2= 21 +25v/~5 € I[~5] tales que 3y + (24 v/~5)z = 1. Luego

3yy+ 22—~ 82 =1

3ya+ 2y + 22270

Asi, 3{yy ~ 2y; — 323) = 1. Contradiccién.

Sib # 0. Como 9 = |[3}] = |lz}jiir]] = Hr”(a2 +56%) ,b=1,a=2y|r||=1
Entonces r =1, 3 = 2, contradiccién.
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De manera similar J generado por {3,2 — \/=5} no es principal.

Ademds , como {3,4} € I + J , entonces I + J = R. Por (=), tenemos que
IoJ~Re(InJ)

¢) Hay un médulo xR M con descomposiciones inescindibles no equivalentes.
SeaM=Ro(InJ).
Como INJ =3R,iNnJ =~ R,

Probaremos que pl? es inescindible. En cfecto , sca 0 # ¢ € Endp{R) = R
idempotentes , ¢ = a - by/-5. Entonces

a+by/~b =e=¢€? = (a® — 5b%) + 2aby/=5. Asi,

Sib#0,2a=1cona€ Z,contradiccidn. Luego , b =0, a = 1. Entonces
¢ =1, Por tanto , M = R® (I NJ) es descomposicidn inescindible.

Si Iy J son inescindibles M = I ® J cs una descomposmon inescindible no
equivalente a M = R@ (InJ) , por b).

8i I 6 J no son inescindiblcs ) como M es noetheriano por {1.5.10) , existen

descomposiciones J = @ I, J= EB J; en inescindibles con n + m > 2. Luego
i=1 =1

= (P L) & (®J;) no es equivalentea M = R® (INJ).

d) Finalmente , observemos que la descomposicién M = R @ (I N J) no comple-
menta sumandos directos.
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CAPITULO 2

En este capitulo veremos dos de los resultados mds conocidos de unicidad
de descomposiciones inescindibles de mddulos: el teorema de Krull-Schmidt y el
teorema de Warfield.

§1 TEOREMA DE KRULL-SCHMIDT-AZUMAYA

Lema 2.1.1.- Sca M = @ M, una descomposicién de M, con Endp(M,) local

A
para toda a € A. Sea 0 # N un sumando directo de M. Entonces existe a € A tal
que N tienc un sumando directo K isomorfo a M, y el isomorfismo estd dado por:

CNIM,ZMa - K
donde ey € Endp(M) es el idempotente para la descomposicion M = N @ N'.
Demostracién.- Por el lema (1.2.15 ) , existen ay,...a, € A tal que
NNn(My, ®...0M,,)#0.

Por la proposicién {1.2.6) existe ey € Endp(M) idempotente dnico tal que

en(M)=N 'y (l—-en)(M)=N"
Por la proposicién (1.2.16) existe (e4)aca los idempotentes de la descom-
posicion M = @ M,. Sea e; = €4, cl idempotente para M, en esta descom-
A
posicién.

Por la proposicién (1.2.10) ¢;Endp(M)e; es un anillo local y

ey = ejeyer + e {l —en)e
es la identidad en ¢;Endp(M)e; de donde ejene; 6 €;{1 — en)ey es invertible en
e1Endp(M)e;. Esto es, para algin f; € {ex,1 - en}, e1f1e; debe ser invertible.

Sea Ky = Im(fie;) y como ey fiey y e son isomorfismos de M, a Mg, en-
tonces:
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el’“l:ffl - Mal Y fll)\l‘,l My, — IG

son isomorfismos. Como eylg, =1 o Ppg, |k, tenemos por proposicién (1.1.13) que
M=Keo(d M,)

aFay

Sin > 1, sea e; el idempotente para M,, en la descomposicién

M=K (D M)

u‘#a;
repitiendo el proceso anterior obtenemos fy € {en, (1 —¢en)}, con K3 =Im(fs 0 e9)
y:
|k, Ko = Mo, fala,, 1 Mo, — K2

isomorfismos y dado ques eg]g, =1io0 Py, |k, , tenemos por proposicién (1.1.13)

M=Kokeo( M)
A"(al lai}
Continuando andlogamente tenemos:

M=Ko-oko( P M.

A—-{a;,....a.,}

y una sucesién de clementos fy,..., fn en {ex,1 ~ en} con cada

fi'lMa; :Atfm b If;

un isomorfismo.

Por tltimo uno de los f; debe ser ey , ya quesi f; es 1—ey paratodoi=1,...,n
entonces

1-— eNlMul@...@Mun:z\f‘,l [N I\J‘,n Ko .-0K,
serfa un isomorfismo. Pero ésto e¢s imposible pues:

Ker(1 —en) N (Mo, @ O My,) = NN (Mg, @+ ®M,s,) #0

Por tanto , para alguna 1 <1 < n, f; = ey y tenemos que K; es un sumando
directo de M , que estd contenido en N tal que:

CN‘M‘,‘: Afm s ]f,'
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¢s un isomorfismo.

Teorema 2.1.2.- (Azumaya).
Si un médulo M tiene una descomposicién directa M = B M, , donde cada
anillo de endomorfismos Endp (M,,) es local. Entonces: *
a) Esta descomposicién es inescindible.

b) Cada sumando directo 0 # N de M tiene a su vez un sumando dirccto K
con ey|p,: M, — K un isomorfismo, para alguna a € A, donde ey es el
idempotente para N en la descomposicién M = N @ N/,

¢) Para todo L sumando directo maximal de M, existe o € A tal que LOM, = M.

(En particular M = @ M, complementa sumandos directos maximales.)
A

d} Todas las descomposiciones inescindibles de M son equivalentes.
Demostracion.-

a) Por el lema (1.5.7).

b) Se sigue del lema (2.1.1)

¢) Sea L un sumando dirccto maximal de M, entonces L tiene un sumando directo
L' inescindible por complemento directo ( Esto es L @ L' = M),

Como L' # 0 entonces por b} , L' tiene un sumando directo K con

CLILM‘XSA{Q - K

un isomorfismo para alguna o € 4 (Donde ez es ol idempotente asociado a L’ en

la descomposicién M = L@ L' ). Por tanto K es inescindible y L' = K. De donde

M = K & L. Por proposicién (1.1.13) , M = M, & L. Por tanto , M = P M,
A

complementa sumandos directos maximales.
d) Se sigue de c) y del tecorema (1.5.24). i
0

Corolario 2.1.3.- Si M tienc una descomposicién finita M = M1 OM:®...0 M,,
donde cada anillo de endomorfismos Endp (M) es local, (1 = 1,...,n). Entonces
esta descomposicién complementa sumandos directos.
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Demostracién,-
Sea L un sumando directo de M, es decir M = L @ K.
SIK=0M=@M oL
0
8i I # 0, por el tcorema (2.1.2) (b) existe un sumando directo Ny tal que

K=NoNy
exlar;: My = Ny

es un isomorfismo para alguna i = 1,...,n, ésto es:

M=NaoN,eL

Como en, |am,: M; — Ny coincide con ex|pr,: M; — Ny pues Ny C Ky ey = 10py,
entonces por la proposicidn (1.1.13)

M=M,06MolL

5i N; # 0 por el procedimicnto anterior tendriamos M = M;, @ M;, @ Nz @ L
, con 71 # 73, Continuando asi , existe ¥ < n tal que Nt =: 0 y en cuyo caso

M= M, © .(\’[,‘, O..0M, 0L

Teorema 2.1.4.- (Krull-Schmidt).
Sea 0 # M un R-mddulo de longitud finita.Entonces:

a) M tiene una descomposicién inescindible finita

M=M®.. . &M,
tal que:
b) Todas las descomposiciones inescindibles de M son equivalentes.
c¢) La descomposicién M = M; @ ... ® M, complementa sumandos directos.
Demostracién.-

a) Por el lema (1.5.10).

31



¢) Es claro que M; (i = 1,...,n) son de longitud finita y como son inescindibles,
entonces por ¢l lema (1.5.8) Endp(M;) es local, 7 = 1,...,n y por el corolario
(2.1.3) la descomposicién M = M, ®...® M, complementa sumandos directos

b) Se sigue del lema (1.5.20) y del inciso c)

Corolario 2.1,5.- Sea R un anillo artiniano y M finitamente generado.Entonces:

a) M tiene'una descomposicién incscindible finita

M=M®&®- - -0OM,

b) Todas las descomposiciones inescindibles de M son equivalentes.
Demostracién.-

Por el lema (1.4.12 2 } M es artiniano y por las proposiciones  {1.4.19)
y (1.4.12b), M es noetheriano. Luego, M es de longitud finita. El resultado se
sigue del teorema anterior.

A continuacién se dard una variante a la demostracion del teorema de Krull-
Schmidt . Esta demostracidn serd itil en las generalizaciones que veremos en el
capitulo 4.

Lema 2.1.6.- Seca (i 3) M®N — K &L un R-isomorfismo con a: M — K

isomorfismo, Entonces N =~ L.

Demostracién.- Consideremos el isomorfismo

( - (1)) KoL KoL

- L., 1 0 a b\ _ fa b
yB:M& N — K@&Lla composicién (—-ca"l 1> (c d) = (0 d’) que es
también isomorfismo. El siguiente diagrama es exacto y conmutativo:
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1
0 0.1)

0 - M — MoeN — N = 0

la (é) 18 (01 1d

0 - X — KoL -— L — 0

Luego, d' es isomorfismo. 0

Proposicién 2.1.7.- Supongamos M@ N ~ K, @ .-+ & K, v Endp(M) anillo
local. Entonces, existe 7 € {1,...,n}, de forma que K; =« K. @ K con M = Kl y
N e K ® (DiyyK). T ’

J e
Demostracién.- Consideremos opr : M — MON, mpr : MON — M lainclusion y
proyeccién canénicas. Similarmente, {0y, 7N ), (01, 7¢) las correspondientes para N
y If,'. Tencmos 1 = TMOA = Z?:l TMOT{OM, donde Ty = TN O{T{O)N EEndm\J

Como Endp (M) es local alguno de los z; es isomorfismo. Podemos suponer
que 1 es isomorfismo. Esto significa que la siguiente sucesidn exacta se escinde:

T1OM
0 — M — Ky — KI = 0
ls I I
0 — Immopy=K — K — K - 0

As{, K, = K| & K con M ~ K{. Ademds, obtenemos un isomorfismo

(‘CI Z):M@N-» (e (K{a K@ 0K,)

cuya componente a = s es un isomorfismo. Por el lema anterior,

N~K'oK, © oK,

Damos la otra demostracién del teorema (2.1.4)

2.1.8.- Segunda demostracién del teorema de Krull-Schmidt.

(Existencia), Como antes.

(Unicidad). Como M; es de longitud finita, Endp(M;) es local. Por la
proposicién anterior , existen N, N con N; = N @ N}, My = Ny
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M;®...0Ms =N o (D M)

27
_Como Nj es inescindible, N;.' = 0 y cl resultado se sigue por induccibn. o

Lema 2.1.9.-

2) Sea M un R-médulo tal que dados f, g € Endg (M) con (f — g) = 1, se tiene
que f o bien g es un automorfismo. Entonces Endp{M) es un anillo local.

b} Sea M un médulo incscindible. Sea

My = {(m,0)lm e M} y My = {{o,m)|m € M}

Sea M? = M x M = M, & M, una descomposicién que complementa sumandos
directos maximales. Entonces Endp{M) es un anillo local.

Demostracién.-
a} Sean h, k € Endp (M) tales que L 4 & cs invertible. Entonces existe | €
Endp(M) tal que (% 4 k)l = 1pr de donde hol + kol == 1. Se sigue que hol
o bien ~k ol es un automorfismo. Luego , Endp(M) es local.
b) Sea m:M? — M; (i = 1,2) las proyecciones naturales con Kerm; = M
(7 #1). Sean f,g € Endp(M) con f — g = 1 por (a) serd suficiente probar
que f o bien g es un autormorfismo.

Definimos:
M' = {(f(m),g(m))|m € M} y My = {{(m,m)|m ¢ M}.

(

Entonces como (f{m ), (m)} = (n,n) implica f(m) = n = g(m) tenemos que
f{m) —g(m) = n~n =0y dado que [ — g = 1, entonces m = 0. Ademds
(myn) = (f{m —n),g(m - n)) + (m ~ f(m ~n),m ~ f(m - n)).

Entonces M? = My & M’

Dado que p: M — My es un isomorfismo tenemos My cs inescindible y por
tanto M’ es un sumando directo maximal de M2,

Por tanto M2 = M, @ M' 6 M? = M2 @ M' y por la proposicién (1.1.13),
7T2|MIIA'I' —t .AIQ (o} 7.‘”1\.{!21\'1’ — Afl

es un isomorfisino. Supongamos ma|ar: M’ —- Mz es un isomorfismo. Entonces

g: M — M es un automorfismo. ]
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Proposicién 2.1.10.- Sea M = @ M, una descomposicién inescindible que com-

A
plementa sumandos directos maximales. Si existe o # 8 € A tal que Mg = M,.
Entonces Endp(M,) es un anillo local,

Demostracién.- Se sigue del lema (1.5.21) y del lema (2.1.9) 8]

§2 EL TEOREMA DE WARTFIELD

Definicién 2.2.1.- Un R-médulo N es c-generado cn caso de que exista un
conjunto (zy)yep con cardD = ¢y (z.)4ep genera a N.

Lema 2.2.2.- Sca ¢ un cardinal infinito. Sea M = @ My ysca N C M. Si Nes

A
c-generado, entonces hay un subconjunto B C A4, concard B<cy N C ) Mp,
B

Demostracién.-
Sea (Z,)4ep , un conjunto generador de N y sea cardD=c.

Entonces para cada 4 € D, existe una expresioén de la forma

I’1:m01+'..+n1ﬂn

COn My, € My, Luego hay una funcién i~y 1=+ F(+) de D a los subconjuntos finitos

de A con z, € @ M., para cada 4 € D, Sea B = U,F(q) y como D es infinito
F()

card D > card B. 0

Lema 2.2.3.- Seca c cardinal infinito. Entonces:
) Si {Ms}aca s una familia de médulos ¢ generados y Card A < ¢, entonces
@Ma es c-generado.
b} Imégenes homomorfas de médulos c-generados son c-generados.
Demostracion.-
Como ¢ es cardinal infinito @ M, es c-generado. Sea (z4)eg concard§ = cun

A
conjunto generador de @ M, . Tenemos que e{{z)es) cs un conjunto generador
A

de e[ M,).
A
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Lema 2.2.4.- Sea M un R-médulo y sean X , K' submédulos de A tales que
K' ¢ K y K’ es sumando directo de M. Entonces , existe X" < K tal que
K'eK'=K.

Demostracién.-

Sea M =K'@L,entonces K = KNM =Kn(I'®L)y por el lema (1.1.3)
K=K (Kn(L).
0

Teorema 2.2.5.- (Keplansky).

Si un médulo A es suma directa de submédulos c-generados. Entonces cada
sumando directo de M es también suma directa de submddulos ¢-generados.

Demostracién.-
Sea M = @ M, , donde M, cs c-generado, Sea M = K @ L otra descom-

aEA
posicién de M. Sean (Kg)pen ¥ (L+)qcc las familias de todos los submédulos
c-generados de X y L respectivamente.

Sea p = {(A", B',C')/A' C 4,B' CB,C' CCy DM, = (D Ks) 0 (D L)}
Al B! c!

Tenemos p # 0, pues (0,0,0) € p
Definimos el siguiente orden parcial C en g.

(A", B',C") € (A",B",C"} en caso de que: A' C A", B’ ¢ B",0' C C". Se
verifica que (p,C) cumple la hipbtesis del Lema de Zorn.Asi que (p C) tiene un
elemento maximal (4, B/, C').

Probaremos que A = A’ de donde:

M=KeoL=PMs=PM,= (@Kﬁ) ® (@L.,)
Al B! c!

A
y asi por el lema(2.24) , K =@ Ky L=@Q L,
it c

Supongamos A’ # A y scan e, f €Endp(M) los idempotentes para la descom-
posiciln M = K@ L. Estoes ¢(M) =Ky (1—-¢)(M) =1L Seaa € d-4"
Entonces por el lema (2.2.3) , e(M,) + f(Ma) es c-generado y por el lema (2.2.2)
existe Dy C A a lo mds de cardinalidad ¢ tal que

e(Ma) + f(Mo) € P Ms
D,
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y sabemos que

Mo C e(Mo) + f(My) ¢ D Ms
D

Continvando andlogamente con @) M; tenemos que , dado que @M5 o5 ¢
D,

generado , entonces por el lema (2.2.3) , (@ M) + f(@ Ms) es c~generado. Por

el lema (2.2. 2) existe Dy C A a lo més de cardmahdad c tal que

o(€P Ms) + S(ED Ms) € P M5
D, D, Dy
Ademds ,

P M5 ¢ () Ms) + /(P Ms) ¢ P Ms
Dy D, Dy Dy

Por tanto Dy C D».

Continuando asi tenemos que existe una sucesién creciente de subconjuntos de
A, de a lo mds de cardinalidad ¢

Dicbh,c...CcD,C

tales que:
M. C e(M,) + f(Ma) € P Ms
D,

@Mg C e(@Ma) +I(@M5) C @A/fa

Dy D, Dy Dy

P Ms ¢ (P M;) + (P Ms) € @ M;s

D, D, D, Dpnyy
Sea D = U Dy.

Esclaroque D ¢ A' puess e € D) C Dy o & A’. Nétese también que:

(P M) cPMs ., [(EPMs)cPMs
D D D D
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(En efecto,, z € B M;s , existe ntal que z € @ My, e(z) € @ Ms C @ M;.)
D D, Dogs D

y que @ M; es c-generado.
D

Ahora sea:

M=@PM. K=K, LI'=PL,
Al BI cl

Entonces por hipétesis M' = K'@ I/

También sea:

M'= P M, , K"=eM") y L= f(M").
AlUD

Entonces:

K = e(M") = e(K' + L+ (@Mé)) =K'+ c(@Ma) cK'+ @]\45
D D b

CM+BMsc M,
D

Andlogamente:

" c M".

Por tanto K" @ L" c M". Como M" C e(M") @ f(M") = K" ® L". Tenemos
entonces que:M” = K" @ L". Ahora como K' y L' son sumandos directos de M
y K'Cc K"y L' C L" , entonces por el lema (2.2.4) , existen K{ C K"y L{ c L"
tales que:

K'=K'eKk L'=LolL
Entonces:
M'=K'¢L'= (I(’eaK;) () (L’eBL'l) =M (K &L

Ahora

K'®L ~M'/M y tambicn M"/M'=~@&p_yMsD Ms#0

38



Por tanto
KoL ~0p-aMs y K @L #0
y ademds c-generado.
Pero esto contradice la maximalidad de (4, B',C’)
Por tanto A = A' | y esto concluye la demostracién del teorema.

0

Lema 2.2.6.,- Supongamos que N, H,H',K y L son submédulos de M, con
Endp(N) un anillo jocal y :

M=NoHoH =H®K®L dos descomposiciones de M

Entonces :

a) Existen sumandos directos K' € X y L' C L de M tales que:

M=NaHoK oL

b) K’y L' son sumandos directos de K y L respectivamente
Demostracién.-

Sean ¢, e', g los idempotentes para la descomposicién M = H @ K @ L (ésto
es e{M) = K,e'(M) = Ly g(M) = H) y fy1- [ los idempotentes para la
descomposicién M = N (He H') tal que f[(M} =Ny (1 - f)({M)=HaoH'
Por el lema (1.2.10), fEndp(M)f es un anillo local con identidad f. Como [ =
fef + [€'f, podemos asumir que fef invertible en fEndp(M)f. Entonces existe
s = fhf € fEndr(M)f tal que fsf = sy s(fef} = (fef)s = J. Entonces en
Endp (M), (ese)? = (esese) = e(fhfefhfe) = e(fhfef)hfe = (ef)hfe = ese. Asi
por el lema (1.2.5), M =Im ese® Ker esc.

Pero como (1—¢}(M) = L& H y porel lema (1.2.5a ), LOH = (1—e)(M) CKer
e C Ker ese. Tenemos por el lema (1,1.3) ,

Ker ese =(Kerese) N (K@ Lo H) = [(Ker ese) N K|® L& H.
Sea X' = (Ker ese) N K , entonces M =ese(M) @ K'9 Lo H..

Consideremos la proyeccién P de M sobre ese{M) alo largode K'®@ Lo H
y consideremos ese: M — ese(M). Como eselese(ar) = lesc(ar) PUES (ese)? = ese y
ademés Ker ese = K' ® L @ H , tenemos por la proposicién (1.1.10) que P = ese.
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Ahora consideremos Ply:N — ese(M) , como ese(M) = (ese)*(M)
= esese(M) = ese(se(M)) C cse(s(M)) = ese(fhf(M)) C ese(f(M)) = ese(N) C
ese(M). Se tiene ese(M) = ese(N). Por tanto P|y = ese|n cs epimorfismo.

Como P|y = esef = (e¢f)s(fef) es una composicién de monomorfistnos. Por
tanto P|y cs un isomorfismo y por la proposicién (1.1.13)

M=NoKaeLoH

b) ComoM=HoKeL=NoHOK' &L con K'Cc Ky L' C Lporellema
(2.2.4) existe Kj ¢ Ky L] L tales que:

K=KoK y L=LeolL]

Proposicién 2.2.7.- Sea M un mddulo con una descomposicién M = K @ L.
Sea N un sumando directo de M tal que N = N, @ -+ @& N, con Endp(V;) local.
Entonces:

a) Existen sumandos directos de M , K’y L' con XK' ¢ K , L' € L tales que
M=NeoKeolL.

b) K'y L' son sumandos directos de K y L respectivamente.
Demostracién.-

Supongamos M = Ny ® N con Endp(N;) local. Por el lema (2.2.6 b) existen
K'cKyLcLtalesqueM=NoKaol.

Ademis por el lema (2.2.6 b) X' y L' son sumandos directos de K y L respec-
tivamente.

Supongamos M = N @ Ny @ -+ & N, ® Noyy ® N con Endg(N;) local 7 =
1,...,n+ 1. Entonces por hipétesis de induccién M = N1 @... @ N, @ K'@ L' con
K'c Ky L' C L sumandos directosde M y K= K'0 K] ,L=L'® Lj

Sea H=N& &N, ,entonces M = N,,HEBH@IV = HOK'@L'. Aplicando
el lema (2.2.6 a) existen sumandos directos K" C X'y L' C L' de M tales que:

M= Ny @ HOK"OL" y por ol lema (2.20b) , L' = L"® Ly , K' = K"@ K.
Portanto M = N, @ &N, 1 0 K'"@L"y K = K"0K,0 Ky L=L"® L@ L.

o

Lema 2.2.8.- Si un médulo M cs suma directa de médulos M = @ M, con
A
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Endp(M,) local para todo a € A. Entonces para todo sumando directo K de
M y para todo elemento k € K se tiene que existe Hi sumando directo de M
satisfaciendo:

a) Hy cs sumando directo de XK.

b) k € Hy.

¢) Hi = @ M, , para algiin F. C A finito,
Fi

Demostracién.-

Supongamos que M = K & L. Sca k € K. Entonces cxiste un conjunto finito
GC Aconk € @M, Sea N =@ M,, por el teorema (2.2.7) existen sumandos

G G
directos K’ y L' de L y K respectivamente (digamos L=L'0 Iy K = K' @ H)
talesque M = K'@ L’ ® N.

Consideremos K = K'@® H. Por ¢l lema (2.2.4) tenemos que H = KN{N@ L').
Entonces k€ KNN C H.

ComoM=KoL=K oL eN=Ho K ®I®lL' Entonces:

NeM/K'eLl ~Hol.

Por el corolario (2.1.3) , N = @ M, complementa sumandos directos, entonces
G

H es isomorfo a €) M, para algdn subconjunto finito I C A.
F

Teorema 2.2.9.- (B.Jgnsson, P.Crawley, R.B.Warfield).
Si un médulo M es suma directa de médulos M = B M, con M, numera-
A

blemente generados y con anillo de endomorfismo local , entonces todo sumando

directo N de M es de la forma N = ) Ng tal que para toda 8 € B, Ng = Mo,
BeB

para alguna a € A

Demostracién.-

Por teorema (2.2.5) se sigue que cada sumando directo de M es suma di-
recta de submédulos numerablemente generados de M. (Necesariamente sumandos
directos). Asf que serd suficiente probar el resultado para un sumando directo
numerablemente generado X de M.

Asi que sea M = K © L con X numerablemente generado.

Sea ky,kz,..., un conjunto generador para K , por el lema (2.2.8) existe H;
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tal que X = H, 9 K,

Hl'::@Ma , I finito y ky € Hy
Py

Asumiremos que existe una descomposicién:

K=Ho - -¢H,® K,

de K y subconjuntos finitos Iy,..., F,, de A tales que ky,... )k, € H1®--- @ H,
con Hy @ M, (f =1,...,n). Entonces existe b, e 1@+ @ Hp y kn € I(,, con
F.

kny1 = hn + k, . Como k, € K, el lema (2.2.8) asegura que existen submddulos
Hpp1 v Kpyy de I, y un conjunto finito Fyyy C A con Ky = Hupy ® Kpoay con
kn E Hﬂ+1 o~ @ A{a

Foys
Continuando asf podemos encontrar una sucesién Hy, Ha,... de submédulos de
K y una sucesién Fy, Fy ... I, de subconjuntos finitos de A con (H,)%, indepen-
diente y Hy, = D M,.
P
Mostraremos que K = ®%%, Hp.
Como (H,p)32, es independiente sélo queda probar K =Yy oo | Hy
Sea k € K , existe n , ay,...,a, € R tales que k = Y[, a;k;. Entonces

n oo
ke @ H;. Portanto k€ @ H,.

1=1 i=1

Corolario 2.2,10.- Sea M = @ M, donde cada M, es numerablemente generado
A
y tiene anillo de endomorfismos local. Si M= @ Ns cs otra descomposicién de M ,
B
entonces hay una particién (Ag)ges de 4 tal que para toda f§ € B,

Ng =~ @ My

a&Ap

Demostracién.-

Se sigue del teorema de Azumaya y del teorema anterior.
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CAPITULO 3

El propésite de este capitulo es construir algunos ejemplos de dlgebras que
pueden ser tratadas “geométricamente”. Estos ejemplos servirdn de puente entre
la situacién considerada en el Capitulo 2 y las categorias tratadas en el Capitulo 4.
Daremos sélo un breve esbozo de las pruebas. Los detalles pueden consultarse en

[G] o en {CLS].

§1 CARCAJES Y REPRESENTACIONES

En este capitulo K denotard un campo algebraicamente cerrado. Por
K —dlgebra siempre entenderemos K —4lgebra de dimensién finita.

Definicién 3.1.1.- Un carcaj C es una grifica orientada { conexa y finita a lo
largo de todo el capfitulo 3). Por C, denotaremos el conjunto de vértices de C y
por C; el de sus flechas.

Definicién 3.1.2.- Un camino dirigidoen C es una sucesién de flechas ay ... oy
tal que el vértice final de oy es el vértice inicial de oy, Por r; denotaremos el
camino trivial en z.

Ejemplo 3.1.8.-

%863« es un camino dirigido del vértice 1 al 3.

Definicién 3.1.4.- K|C] es el K-espacio vectorial con base todos los caminos
dirigidos en C.
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Lema 3.1.5.-
a) K[C] tiene estructura de K-dlgebra.
b) {rz:z € C,} es un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos de
K[C).
Demostracién.-

a) Definimos el producto de dos caminos por yuxtaposicién si ésto es posible , y
si no como cero. Este producto se extiende bilinealmente.

b) Es claro que 7} = 1, , 7,7y = 0 pura toda z,y € Co. Ademds , 3 co ™ = 1.
En efecto:

Sea § € K[C] camino dirigido y supongamos § = oy...q; , entonces

(Xsea, )8 = (Zsec, 2)on. . 1) = mz (an...c1) = (@n...cq) = f, donde
Z, es el vértice final de ¢, y andlogamente ﬂ(zzGC’o 7z) = f. As{ tenemos que
{rz:z € C,} es un sistema completo de idempotentes ortogonales.

Veamos que son primitivos.

Supongamos 7, = f -+ ¢ con f, ¢ idempotentes ortogonales. Como 7, = f+4-g =
3 = 1z(f + )1z = 72f7z + 7297z , podemos suponer 0 3 7. frz = Y1, Api con
p; camino dirigido de z en z y A; € K. Si p; es ¢l camino mis largo entre los p;
y en 7, f2r; aparece Ajp} que es de longitud mayor. Pero (r.f7;)* = r2f7s. Luego
refrz =Mz dedonde rpfro =,y f=72

o

Definicién 3.1.6.- Un anillo R se llama descomponible si existen anillos By y
R, tales que R = R; x Ry. Sino es descomponible se dice indescomponible.

Lema 3.1.7.- Si R = Ry X Iy , entonces Mod R ~Mod R; x Mod R,

Proposicién 3.1.8.- R es indescomponible si y sélo si los Unicos idempotentes
centrales son 0 y 1.

n
Definicién 3.1.9.- Sea R un anillo con una descomposicién pR = @ P; con P;

i=1
proyectivos inescindibles. El anillo R se llama bdsico si'y sélo si Py ¢ Py sii# 3.
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Proposicién 3.1.10.- X|[C] es indescomponible y bésica.

Demostracién.- Que K[C] sea indescomponible es equivalente a la conexidad de
C. Ademds, k|K|C]= @ K[C|r: y K|C]r: ¢ K|Clrysiz#y
2EC,

Proposicién 3.1.11.-
a) K[C] es de dimensién finita si y sélo si C no tiene ciclos dirigidos.

b) Si C no tiene ciclos dirigidos el radical de K[C] cs el ideal F generado por las
flechas.

§2 IDEALES ADMISIBLES

Definicién 3.2.1.- Un ideal bilateral I de K|C] se llama admisible si y sélo si
,existe n € N con '™ € I < F?, donde F es cl ideal de K[C] generado por las
flechas de C.

Ejemplo 3.2.2.- Son ideales admisibles:
z2) Los ideales I'® con n > 2.

b) C:

El ideal I generado por 6%, 46 , fa es admisible pues para cualquiera p =
papapy € F3 con p; € F implica que popy € I 6 pgpy € I de donde p € I. Luego,
F3cIc F

c) C: » B



El ideal I generado por fa, v8 , bc, 8+, 6% ¢s ndmisible pues FP C I ¢ 1;2

Lema 3.2.3.- Sea I un ideal admisible de K[C], entonces K(C]/] es K-dlgebra
de dimensién finita, En particular K{C]/I es K-dlgebra artiniana.

Demostracién.-

Sea. n € N con F* ¢ I C F*. Como K|[C]/F" estd gencrada por las clases
de caminos de longitud menor o igual que n— 1, K[C]/F" es de dimensién finita.
Como K[C}/I'™ — K|C]/I donde ax+ F"™ v &+ I es sobre , tenemos que K[C}/T
es K-dlgebra de dimensién finita.

Observacién 3.2.4.- Ern el lema anterior cs suficiente pedir I ideal bilateral de
K|[C] tal que F™ C I.

Proposicién 8.2.5.- Sea I un ideal admisible de K[C]. Entonces:

a) {Fz:2 € Co} es un sistema completo de idempotentes crtogonales y primitivos
de K|C)/I.

b) K[C}/I c5 una K-dlgebra basica ¢ indescomponible.
Demostracién.-

a} Consideremos la proyeccién K[C|] —™ K[C]/I , de ésta resulta que {Fz:z €
Cos} s un sistema completo de idempotentes ortogonales. Basta ver que son
primitivos.

Supongamos 7, = f +§ con f , 7 idempotentes ortogonales en K[C)/I. Asf,
[P~ fe€ICF*C Fyelcoeficiente A dem; en f es 06 1. {En efecto f = Y. Ayy
como I es admisible y 72 = f,cntonces f2~ f €I C F dedonde A2, — A, =0
pues 7, ¢ F y ast A2 = X, . Por tanto \r, =06 A;, =1). Sise tiene A =0, sca
neN talque F* C I, setiene f* € 1. Portanto0=J =7 . SiesA=1 entonces
1. — f =0yaque{r,—f) € Fdedonde (r;—f)" € " C I. Portanto (r, — f) =0
pero como ademds {r; — f) = 752 *?;7——1:7';-%72 =732 -2f+f =7 . Entonces
7. — [ = 0. Por tanto [ = 7.

b) Consideremos K(C|/I = @.cc, (K|C}/I)7:

Lema 3.2.8.- Sea I ideal admisible de X|C] , I el ideal generado por las flechas,
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sca I = F/I. Entonces F=RadX|[C]/1.
Deiostracion.-

Como existe n € N con I C I se tizne que % =0y por los lemas {£.3.15) y
(1.3.7) , se tiene F CRadX|[C]/1.
Como (K[C)/I)/F =~ K|C|/F =~ € Kr; semisimple. Entonces por el lema

2€C,
(1.4.11) , F'/I DRad K[C)/I. Por tanto , F = RadK|[C}/1.

En el ¢jempio (3.2.2 b)
I generado por 6% | 46 , Be. Tenemos F= FII = Kao KB o Ky oKs ©
Kay® K66 ® K~ Radh[C}/J

§3 EL CARCAI (DE GABRIEL) DE UN ALGEBRA

Seca A una X-dlgebre de dimensién finita , indescomponible y bdsica. Sea
{e1,...,¢n} un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos de A.

Definicién 3.3.1.- El carcoj  (de Gabriel) Gy de A se define como sigue:

Los vértices de Cy , (Ca)o = {1,...,n}. El ndmero de flechas del vértice 7 al
j es dimg (e;(RadA/Rad®A)e;)

Lema 3.5.2.- Ll carcaj C4 de A es conexo.
Demostracidn.- Se sigue de que A es indescomponible. u}

También llamaremos a Cy el carcaj de A.

Ejemplo 3.3.3.-

a) Sca C un carcaj e [ un ideal admisible de K[C]. Sea A = X[C]/I. El carcaj
de A es C. En cfectosi I = F/I,entonces F/F? ~ I'/F? que ticne por base
las clases de flechas de C. (Tenemos en mente (3.2.5).)

Tlustramos cl ejemplo antcrior en el siguiente carcaj.

ol -~ e
P / " \\3 ’\Er

N\
L Y,
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I generado por §? , fa , 76.

A=K[C)I

Entonces Rad(K|[C)/]) = Ka® KB & K50 K6 @ Ko @ K58 & KAf

Rad*(X([C)/I) = K& ® K8f @ K48

Por tanto

Rad (X[C)/I) /Rad® (K[C)/]) = Ka® KB © K5 ® K§

b) Sea A = K|z]/(z") ,n > 2.
Como el dinico idempotente # 0 de A es 1 tenemos que (Cy)o = {1}.

Ahora , Rad A = (%), En cfecto (Z) es nilpotente. Por tanto por los lemas
(1.3.15) y (1.3.7) , (£) C Rad K|C]/I. Ademds (K{z]/(z")) /(Z) es semisimple .
Por tanto
RadA = ()

Como Rad?A = (£)(z) = (27) se tiene:

RadA/Rad’A = (2)/(z?) =~ KT
que es de dimensién 1.
AsiqueC =1 «
Ademds A =~ K[C]/(a"™) donde (a™) es el ideal admisible.

K 0 0 0 0 0
¢)Sea A=K K O | .ElradicaldedesJ = | K 0 0. (ya que
K K K K K O
J® =0y A/J es semisimple.)
Un sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos estd dado por
las matrices {e;: ¢ = 1,2,3} donde e; tiene un 1 en la entrada (i,#) y O fuera de
ella. ‘

0 0 0
Asf, J/J? ~ (K 0 0) y  enJ/J% # 0 # esJ/J%y  con todos los
0 K 0

demds productos cero. Como dim e3J/J%¢; = dim esJ/J%e; = 1, por tanto
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C: 1—2-—3

Ademds , A = K[C].

El resultado que muestra la importancia de los carcajes es el siguiente:

Teorema 3.3.4.- Sea A una K-dlgebra de dimensién finita,bdsica ¢ indescom-
" ponible. Sea C = Cj cl carcaj de A. Entonces existe un ideal admisible I de K[C]
de forma que K[C}/I =~ A.

Demostracién.-

a)

d)

i

Construfmos primeramente un morfismo @: K{C] — A. Parae cada espacio
¢j(RadA/Rad?A)e; clegimos clementos {zq:a € A;j} en e;RadAe; de forma
que {To: @ € A;j} cs una base de ¢;(RadA/Rad?A)e;. Aqui, 45 es el conjunto
de flechas de 7 en j. Definimos , p(r) = ¢; , p(a) = zq , st @ € Ay;. Luego ,
extendemos a ¢ multiplicativamente: (e, ...21) = 24, ... Zq,. Entonces ,
© se extiende a un morfismo de K -dlgebras.

A/RadA es isomorfo a una suma de copias del campo: Como A/RadA es

semisimple , por el Teorema de Wedderburn-Artin , tenemos un isomorfismo

de K-dlgebras , A/RadA = M,, (D)) x ++« X Mn, (D) donde My, (D;) es el

anillo de matrices n; X n; con entradas en el anillo con divisién D;. Pero

D; = K, ya que K es algebraicamente cerrado. Como A es bédsica , A/RadA
n

también lo es (en efecto , A/RadA = @ Ae;/RadAe; es descomposicién en in-

i=1

escindibles. Si Ae;/RadAe; = Aej/RadAe; entonces Ae; =~ Aej). Luego cade
blogue M, (X) debe ser bisico. Es ficil ver que My, (¥) = @ M, (K)e;
J=1

donde M, (K)ej =~ My, (K)ey para todo 5,7’ € {1,...,n;}. Asin; =1 para
cada iy A/RadA~ K x...x K.

 cs suprayectivo: Supongamos Rad™A = 0. Tenemos un isomorfismo de K-
espacios vectoriales A =~ (A/RadA)®(RadA/Red?A) @ --- ®(Rad”~'A/Rad"4A).
El espacio A/RadA estd generado por {&:7 = 1,...,n} y RadA/Rad?A por
{Zata € Ayyi,J € {1,...,n}} ambos cubiertos por w. Supongamos que
A/RadA @ ---®Rad~'A/Rad’A estd cubierto por p. Sea b €Rad'A. Pode-
mos suponer que existen by,...& €RadA , tales que b = by... 4. Para ¥/ =
by...bi_; €Rad" 1A, existe a’ € K|C] tal que p(a') = b €Rad'~'A/Rad'A.,
También existe ¢” € K|C) con p(a") = b €RadA/Rad?A. Asi, p(a'd") =
b = b €Rad'A/Rad!*'A.

Kerp C F. Sea a €Kerp. Escribimos a = ), Ayy +z conz € F.

As{ , 0 =p(a) = Y1, Miei + ©(z). Por construccién , p(x) €ERadA , entonces
1 Aie; ERadA que es nilpotente. Luego Ay =0y a€ F.
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¢) Kerp C F?. Sca a €Keryp. Escribimos a = Yacc, Aa Yy con y € F?,
Asi, 0 = p(a) = 3,cq, AaZa +©(y). Por construccién , p(y) €Rad’A.
Considerando esta igualdad en RadA/Rad®A , tenemos 0 = Zuec, AoZq. Por
eleccibn de las x4 debemos tener Ay =0y a € F2.

f) Existe m € N, con F™ CKerp. Por construccién , F* C o~ !(Rad"A) para
cadar € N. Si Rad™A =0, se tiene F™ C ¢~} (Rad™A) = p~1(0) =Kerep.

§4 REPRESENTACIONES DE CARCAJES

Definicién 3.4,1.- Un elemento p € K[C] se llama legible si p € 7;K[C]r; para
algunas ¢,7 € C, (Es decir p = ), A~y combinacidn lineal con « camino dirigido de
tenj)

Ejemplo 3.4.2.- Sea C:

2
y N
)
i < 3 4
& N VAR

p= eyfa+ effc + yBa es un elemento legible de K|[C]

Lema 3.4.3.- Sea I un ideal admisible de K[C] . Entonces:
a) I es finitamente generado.
b) Existen elementos legibles py, ..., pq que generan I.
Demostracién.-
Sea m tal que F™ C I.

a) Consideremos la sucesién exacta corta

0~ F™ —ns T — I/F™ =0

Sabemos que I'™ estd generado por todos los caminos de longitud m que es un
niimero finito (Pues el carcaj cs finito.)
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Ahora I/F™ cs un ideal de X[C}/F™ que ¢s una dlgebra de dimensién finita
, de donde es una 4lgebra noetheriana. Por el lema (1.4.2) , I/F™ ¢s finitamente
generado. Luego I cs finitamente generado.

b} Sea pi,...,pq un sistema de generadores de . Entonces pi = 3., e 7tiTs
con 7y p;7, € I legible. W}

En la prictica nuestros ideales admisibles serdn dados por un conjunto de
generadores legibles,

Definicién 3.4.4.-

a) Una K-categoria A es una categorin tal que para cada dos Mobjetos z,y €
ObA, Hom(z, y) cs un K-cspacio vectorial y la composicién es bilineal . (Donde
K es un campo no necesariamente algebraicamente cerrado.)

b) Un X- funtor F:A — A’ entre dos K-categorfas s un {untor que preserva la
estructura K-lineal para cada A € XK. (Esto es F(\f) = AF(f) y F(f +g) =
F(f) + F(g) paraceda A€ K ; [ y g €Homy(z,y) , 7,y €0ObA.)

Ejemplo 3.4.5.-

I) Si A es una K-dlgebra de dimensién finita , entonces ModA(=la categoria de
los A-médulos izquierdos.) y modA (=la categoria de los A-médulos izquierdos
de dimensién finita sobre X ) son K-categorfas

II) Con C un carcaj e I un ideal admisible de I7[C].

a) K[C] puede considerarse como K-categorfa: Ob K[C} = C, , Homgc(z,y) =
7, K([C|r: , para z,y en C,.

b) K[C]/I puede también interpretarse como K- categorfa Ob K[C)/I = C, ¥
Homgcy/1(z,y) = ry K(Clre /7y I 72

¢} La proyeccién m: K[C] — K[C}/I es un K-funtor.

Definicién 3.4.6.- Sea C un carcaj. Entonces
a) Una representacién de C es un K-funtor V: K[C| — ModK.

b) Un morfismo de  representaciones n:V — V' es una transformacién
natural.

Lema 3.4.7.- Una representacién V' cstd  determinada  por
((V(2)zec, » V(@) aec,) donde V(z) es un K- espacio vectorial y V(a): V{z) —
V(y) transformacién lineal, si |2~ es una flecha.
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Demostracién.-

Sea p = ¥, A, una relacién legible con v = @y,, '+ 0y camino dirigido. Por
ser V. oun Kfuntor V(o) = L AV(y) = EAV(e, ) V{ay)con
V(p):V(za,,) = V(yam) con a, flecha de z, en Ya,,

]

Definicidn 3.4.8.- Sea I un ideal admisible de X[C].

a) Se dice que la representacién V' de € solisface I si y sélo si para cada pe T
V{p) =0.

b) Sea A = K[C]/I, una representacion V de A es un K-funtor V: A —~Mod K.
Denotamos:

Por Rep C la categoria de representaciones de €. Por Rep (C, I) la subcategoria
de RepC de las representzciones de € que satisfacen I. Por RepA la categorfa de
representaciones de A.

“Lema 3.4.9.-

a) Sea py,...,pm un sistema legible de generadores de I. Una representacién V
de C satisface I, si y sélosi V(p;) =0 paracadai=1,...,m.

. b) Rep{C,I) =RepA.
Demostracién.-
a) => Como p; € I, entonces V(p;) = 0 para cada ¢ = 1,...,m.

<= Sea p € I, entonces p = Y, u;p;v; on p; legible,u,,v; € K[C) y por ser V un
K-funtor V{p) = 3 u;V{p;)vi =0

. b) Sea F:RepA — Rep(C,I), V — V, donde #: K|C] — K|C]/I es el funtor
canénico y f:V — V' — [r donde (f7); = fr(z). Es claro que F es una
equivalencia.

o

En general identificaremos RepA con Rep(C, I) siendo en esta {iltima categoria
mds sencillo trabajar.

Denotamos por rep(C,I) la subcategorfa plena de Rep(C,I} con objetos
V €Rep(C,I} , V: K|C] — mod K. Similarmente , se define rep A. '

Fijamos A = K{C]/I con I admisible.
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Teorema 3.4.10.- Las categorfas RepA y ModA son equivalentes. La equivalencia
induce otra entre repA y modA.

Demostracién.-

Definimos F': ModA — Rep (C,I). Sea M €ModA, FM =V dada por V(z) =
=M ,ze€C,. Si 2—'15)0601 , entonces V{a):V(z) — V(y} , Tam — &(Tzm)
Ahora, definimos G:Rep(C, I} =ModA
Sea V €Rep(C,I) , GV = é.é V(z) € ModK. Si f:V — V' morfismo de
i,

representaciones , Gf = @ f,:GV — GV’ es A-morfismo.
z2EC,

Por definicién I’ y G se restringen a funtores entre repA y modA.,
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'CAPITULO 4

Il propésito de este capftulo es demostrar un teorema del tipo Krull-Schmidt-
Warfield para categorias de funtores asociadas a ciertas K-categorias.

En este capitulo K denotard un campo algebraicamente cerrado.

§1 ALGEBRAS Y CATEGORIAS

Definicién 4.1.1.- Una K-categorfa A se llama localmente acotada si:
a) z & y entonces = = y para toda z,y € ObA (Esquelética).
b) Para toda z €0bA , Homy(z,z) es un anillo local.
c) Para toda 2 €0bA , )7 copsdim Homy(z,y) < oo y
Eyeotmdimlf Homy (y,2) < oco.
Por comodidad denotaremos en algunas ocasiones

Homy(z,y) = A(z,y)

Observacién 4.1.2.- , L
Gi A cesum K- catecera lecolmente aeetada . Entonces. s

a) Dade x, existe un nimero finito de objetos y en A
para los cuales Homy(z,y) # 0. Ademds dimg Homy(z,y) < oo para toda
z,y € ObA.

b) El anillo Homy (z,z) es una K-dlgebra local,

Ejemplo 4.1.8.- Sea A una K-ilgebra bésica de dimensién finita e indescom-
ponible.

Tenemos que 44 = Ae; @ ---® Ae,, donde {ey,...,e,} es un sistema completo
de idempotentes orfogonales primitivos.

Construfmos A(A4) una categorfa con ObA(A) = {1,...,n} y Homy(4)(i,7) =
e;Ae;.

Afirmamos que A(4) es una K-categoria , localmente acotada con finitos obje-
tos.



2) Veamos que A(A) es categorfa.

Sea

©: Homya)(1,7) x Homy(4){7, k) — Homy (7, )

(ejaei, enbes) — (en(bejales)

1) ¢ es asociativa pues A es anillo.

II) Existe e; €e;Ae; la identidad.

b) Es rutinario ver que A(A4) es una K-categoria.
¢} Veamos que A{A) es localmente acotada.

I) Por el teorema (3.3.4) podemos suponer que A = K[C]/I con I un ideal admis-
ible. Supongamos t 2 j con ¢ # 7. Entonces existe f € e;Ae; ¥ g € e;Ae; tales
quegef = ¢y fog =e;. ComoRad 4 = F/I,se tiene que ¢;Ae; = ¢;RadAe;
sif # j. Luego f € e;Radde; ¥y g € e;RadAe; v se tiene que e; = go f €
e;Radde; C RadA por el lema (1.3.11). Esto es una contradiccién.

II) Como Ae; es inescindible , de longitud finita tenemos que End4(Ae;) es local
y como

wrEnd(Ae;) — e;de;  [:de; — Aejo eif{t)e;
es un isomorfismo, por tanto Homy(4)(i,1) = e;de; es un anillo local.
111) §:j€{1'm,n} dimgHomy(4)(f,7) <oo para todai€({l,...,n}y
Eje{l....,n} dimgHomy(4)(7,f) < oo para toda ¢ € {1,...,n} ya que

Homy4)(7,7) , Homy(4)(7,7) son subespacios de 4 , de dimensién finita y la suma
es finita,

Ejemplo 4.1.4.- Sea A una K-categoria localmente acotada con finitos objetos
Zy,...,%n. Construimos

A(A) = @Hom/\(xnxj)

Afirmamos A(A) tiene estructura de K-algebra de dimensién finita. Claramente,
A(A) es un K-cspacio vectorial de dimensién finita.

Veamos que A(A) es una K-dlgebra.
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Sea (gi7)ij + (fij)i; € @ Homy(zi,z;) , donde gij , fij € Homy(z;,z;).
ij
Definimos

(9i)i5{fiz)ig = yguszx ij

Como A una K-categorfa localmente acotada con finitos objetos, tenemos que A(A)
es una K-dlgebra.

Veamos que A(A) es bdsica,
Consideremos P; = @jHoma(zi,z;) que tiene estructura natural de A(4A)

n
médulo izquierdo , A(A) = @ F;
’ i=1

Por el lema de Yoneda

Endya)P; = Endp(z;) es local

Por tanto por el lema (1.5.7) P; es inescindible.

Supongamos f: P; — P; es un A(A)-isomorfismo y g es su inverso. Por el lema
de Yoneda, existe « € Homy(z;,z;) tal que si v €Homy(z;, 1) , f(7) = o € Pj.
Sea § € Homy(z:,z;) que induce a g. Entonces , 1z, = ¢f(1z;) = 1;,08 = afi y
Pa = e;. Entonces z; = z; . Por tanto { = 7. .

Observacién 4.1.5.- Existe una biyeccién entre las K-dlgebras bésicas de di-
mensién finita y las K-categorfas localmente acotadas con finitos objetos.

Definicién 4.1.6.- Dada A una K- categoria localmente acotada , definimos:

a) Un ideal de A es un bifuntor

L:A°P x A — ModK

tal que:
I) Pare toda z,y €ObA , L(z,y) es subespacio de Homy(z,y).
I) Si 7, entonces fL(z,y) C L(z,z2).
III) Si 9, entonces L(z,y) C L(z,y).
| b) Si L es ideal de A, L? es el ideal dado por: L*(z,v) = 3_,com L(2,v)L(z, 2)
v si (f,9) : (z1,22) = (y1,¥2) , entonces L*(f,g)(h) =

4
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c) Bl radical de Hom, (z,y) es el ideal de A
{f € Homp(z,y): f/ no es invertible} y lo denotamos por Rada(z, y).

d) Construimos el carcaj asociado a A (denotado por @ = @) como sigue :

Qo = ObA , n(z,y) =dimg (Rads(z,y)/Rad?(z,y)), es el nimero de flechas
dez a y.

e) Construfmos F ideal de K[Q4] como sigue:

P: K(Qa)P x K[Q4) = Mod K

dado por (z,y) — { f// es un camino dirigido no trivial dez a y ) ; y (z1,%2) =
(y1,92) = F(f,9): F(z1,22) — F(y1,y2) donde b+ ghf.

Es rutinario probar que F es ideal de K{Q,].
f) Dado I un ideal de X[Q,] decimos que I es admisible si:
I) Para todo z,y €0b K[Q4] , I{z,y) C F*(z,y).
IT) Para todo z € Q, , existe n, tal que F™(z, ) C I(z, )y F"=(,z) C I( ,2)
)

g) Un carcaj @ se dice localmente finito si para todo = € @y salen y entran
de z finitas flechas,

Teorema 4.1.7.- A es una K-categoria localmente acotada si y sélo si existe @y
un carcaj localmente finito e I un ideal admisible de K[Q,] tal que A = K[Q4]/I.

Demostracién,-
=
Sea @, el carcaj asociado a A

a) Qj es localmente finito: Se sigue de que la dimensién de Homy (z,y) < oo para
toda z,y € ObA. ‘

b) Sea K[Q4] la K-categoria asociada a Q4
¢) Construimos un funtor : K[Qx] = A como sigue:

Para cada pareja z,y €ObA elegimos n(z,y) elementos {z, € Rada(z,y)} de
forma que {Z,/ T, € Rada(z,y)/Radi(z,y)} es una base de
Rad, (z,y)/Rad}(z,y)

Definimos p(z) = z. Sea zzy flecha en Q4 , p(@) = za ¥y P(72) = 1z

Extendemos a %) multiplicativa y bilinealmente.
(Esto es plag...ap) = Zq, .- - Ta, y
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o (Tonalr ool ) = D(hizly, ...z,
Es claro que ¢ es K-funtor,
d) ¢ es denso y pleno.
Denso es claro y pleno es andlogo a como se probé en el teorema (3.3.4)
e) Sea I =Kerp. Es claro que I es ideal de K[Q4].
f) Construyo K[Q4]/I la categoria dada por:
Ob(K([Q4]/I) =ObK|[Q4] y Homg|q,)/1(z,v) = Hompy g, (2, ¥)/1(z,y).
Asf , tenemos:

i
K[Qy) — A
A

s

KlQu/1"  ®

con @ equivalencia.
g) I es admisible:
Consideramos F el ideal de K[Q,] generado por las flechas.

I{z,y} C F(z,y) , I(z,y) C F¥{z,y) es andlogo a como se demostré en el
Teorema (3.3.4) .

Veamos que para toda z € Qg , existe n. tal que:
Fre(z, ) C I(z, ).
Como }_ dimA(z,y) = 3° dim Homg(g)(2,y)/I(2,y) = d < co. Entonces:

I) Si Homk{Qa}(z,y)/I(z,y) =0 , entonces I(z,y) =Homy(q,j(z,¥) D F"(z,v)
, para toda n.

II) Solo hay finitos y1,¥2,.. .,y tales que Homy g, )(z,v:)/I(z,y;) # 0. Ademds
como Homy (y;, yi) es local , entonces Rad}¥ (y;, ;) = 0. para alguna n; > 0.

III) Si0# v de £ a y es camino de longitud > )", n; , entonces v € I(z,y).
En efecto , supongamos:

v=an...0p € I{z,y) ; con v (‘.)'f_';y @ §i cada y; aparece en esta lista < ny
veees , entonces long 4 € Y. ni. Lo cual es una contradiccién. Entonces , existe
y; que aparece > nj; veces.Por tanto existe un subcamino '1 de v de y; en n y;
que pasa mis de n veces por y;. Entonces , la clase 4" de v'en A satisface 47 €

Rad (y5yy;) = 0. Asi ,7=0.
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<= Es rutinario o

§2 CATEGORIAS LOCALMENTE ACOTADAS INDESCOMPONIBLES

Definicién 4.2.1.- Dada A una K-categorfa y {A;};e; K-subgategorias de A. Deci-
mos que A = [icr&i  si ObA = Uier  ObA; v
Homa(y,2) = Homy, (y,2) si existe iu € I tal que y,z €ObA;, y
Homy (y, z) = 0 si no.

Definicién 4.2.2.~ Una K-categoria A se dice indescomponible , si dadas A’ y
A" subcategorfas de A con A = A’ [] A" se tiene que A’ 0 A” es la categorfa vacfa.

Lema 4.2.3.- 8Sca A una K categorfa localmente acotada. Intonces existen
{Aa}aes subcategorfas plenas de A tales que A = [[ o, Ae , de forma que Aq
es I(-categoria localmente acotada indescomponible para todo a € J.

Demostracién.-
(Existencia)

Sea z € A. Definimos la siguiente relacidn: z ~ ysiexisten £ = 25, Z1,...,Zn =
y € ObA tales que Homy (24, 2i41) 7 00 bien Homy{zipy, 2) #0i=1,...,n.

~ es relacion de equivalencia: rutinzrio.
A=1¢ ObA/~ Az donde Az cs la subcategoria plena de A con objetos
{ye Aiz ~y}.

+ .

Es claro que ObA = Uzcoba/~ Az Sean ¢,b € ObA . Supongamos que existe

Z € ObA/ ~ tal que a,b €0ObAz. Entonces Homy_(a,b) = Homa(a,b). Sia # b,
entonces Homy (a,b) = 0.

Az es una K-categoria localmente acotada e indescomponible:
Claramente Az es una K-categoria localmente acotada.
Veamos que Az es indescomponible,

Supongamos C , D subcategorias de Az (en particular K-categorfas localmente
acotadas) tales que Az = C[[ D. Entonces dado que £ €ObAz tenemos que z € C
6 z € D, Supongamos z € C. Sea y €ObAz, existen z = z;,...,z, = ¥y tales
que Homy_(z;,2;41) # 0 o bien Homy_(zs41,2;) # 0. Si y ¢ C. Entonces existe
Z;,Zi+1 tales que z; € C y z;+1 € D de donde HomcUD(xi!Iﬂ-l) = 0. Lo cual
es una contradiccién. Por tanto y € C. Por tanto D cs la categoria vacia . Asi

A;= C.
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Lema 4.2.4.- Si A es una K-categorfa localmente acotada e indescomponible.
Entonces ObA es numerable.

Demostracién.-
Sea zg €0bA.

Sean zy,...Z,, € ObA tales que z; # zg para (¢ = 1,...,n0) y Homy (z:, o) #
0 o bien Homy (g, z;) # 0.

Sean Z,;41,...,Zn, € ObA tales que z; # z; para 0 < 7 < 7 < myy
Homy (21, 2;) # 0 o bien Homy(z;,2,) # 0 parang 4 1 < j < ny.

Sean Tn,41y...,%n, €0DbA tales que z; # zy para 0 < ¢ < J < mpy
Hompy (z2,z;) # 0 o bien Homy (25, 27) # 0 purany +1 <5 < no.

Continuando asf sean T, 415120, tales que z; # 2y para 0 < i<y <
fing ¥ Homy (Zn,, z;) # 0 o bien HomA(z;, zn,) # 0 para ngn,—y) +1 < j < ng,..

Ahora sea ZTn, 415+ ++1%n,, 4,y EObA tales que Homy (#no+1, ;) # 0 o bien
HomA (25, Tng41) # 0 para j = np, +1,...,n(n, 41) ademds , suponemos x; # z; si
0<i< J < np+1).

Veamos que hemos numerado a todos los objetos de A.

Sea z €0bA , como A es indescomponible existen zp = yo, Y1y +-2Ym = £ €
ObA tales que:

Homy (yi-1,u) #0 o bien Homy{yi,yi—1) #0.
Entonces
m=z;, 0L <n

ypo=1z;; 0<1<n,

T =Ym = 24, 0<tn < LT

Por tanto ObA es numerable.

§3 MODULOS LOCALMENTE FINITOS
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Definicién 4.8.1.- Sca A una K-categorfa y modK la K-categorfa de los
K-mddulos de dimensi6n finita.

a) Definimos un A—médulo localmente finito como un K-funtor M; A — modX.

b) Dados M y M’ médulos localmente finitos. Un morfismo de médulos local-
mente finitos es una transformacién natural : M — M/,

¢) 8i M # 0esun A -médulo localmente finito , entonces M se dice inescindible si
para cualesquiera Ny , N2 A médulos localmente finitos tales que M = N; @ N,
se tiene que N; o Nj es cero.

Denotamos por modA la K-categoria de A~médulos localmente finitos.

Ejemplo 4.3.2.- Consideremos
o e o ‘5‘
C: mg——r ) & Zg — 23 +— Ty — ..

Entonces , A = K[C] es una K-categorfa localmente acotada.

Sea

M;:A - modX la representacion tal que:

Mi(z;) = { K, sij2y;

0, sino.
para :,-lz. se define :

Id, sijespar,le{j-1,7+1 >+ 1
Mi(z;) = { 0, sino. Uobirthyd
Se tiene que M; es A médulo localmente finito inescindible.

Veremos que algunos resultados demostrados en los capitulos 1y 2 para médu-
los de longitud finita pueden probarse para médulos localmente finitos.

Lema 4.3.3.- Sea J{ un campo algebraicamente cerrado, V un K-espacio vectorial,
f:V — V una transformacién lineal y Vy = { v € V : Existe n,(f —A1)"(v) =0}

. Entonces V = @ Vj.
AeK

Demostracién.-

a) SiA# p, entonces VANV, =0,
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Supongamos v € Vy NV, , existe n tal que
(f = A)"(o) =0y (/ - p1)"(v) =0

(z—=A)"y (z — p)" son primos relativos en K|z] que s un dominio de ideales
principales, por tanto existen p(z}, ¢{z) € K[z] con p(z)(z— A)" +¢(z){z—p)" =
Por tanto:

PN =)™ +q(/)f - n1)" =
Evaluando estos polinomios en v, obtenemos que v =0

b) ZAeK Vi= @ Va.
AEK

Supongamos E?:x v; = 0 con A; diferentes v; € ¥}, , con n la minima posible.
(f=X)™(v) =0y 20 ,(f = M1)™(vi) = 0 con (f — A1)™ (vi) € V. Por
minimalidad de n ,(f — A;1)"{v;) = 0. Por tanto v; € ¥y, NV, = 0 para toda.
(i=2,...,n), por tanto también v, = 0.

¢) SeaD#veEV,

Definimos I = {p(z) € Kl{z| : p(f)(v) =0}

I es claramente ideal y como K[z} es dominio de ideales principales y X es alge-

n
braicamente cerrado existe ¢(z) tal que q(z)K(z] = I con ¢(z) = [[(z — A)™ ,

i=
A; diferentes. Para toda (i = 1,...,n) , definimos ¢;(z) = [];(z — 4;)"% . En-
tonces g(z) = q(z)(z - X)) ymed{ g(z) i =1,...,n} =1 Dntonces existen
) € K|z| tales que Y7, s;(z)g:(z) = 1. Por tnnto

(f = A1) "si(F)ai(F) () = si(f)a(/)v) = 0

Entonces s;(f)g:(f)(v) €Wy, ¥ és.‘(f)%(f)(”) =v.
(W]

Este resultado se conoce como el teorema de la descomposicién prima (ver
por ejemplo [HK]). Observar que nuestra demostracién es vélida para espacios de
dimensién infinita.

Proposicién 4.3.4.- Sca M:A — modK un mddulo localmente finito . Sea f €
Homy (M, M). Para A € I{ definimos .

My:A - modK como el K —funtor
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T - My(z) = {ve M(z): (f: - z\lM(:))m (v) =0 para algun m € N}

z -y M(a): My(z) — My(v),
Entonces

a) M) es submédulo de M,

by M= & M,.
AeK

Demostracién.-
a) Mx(z) € modK : es claro.
Sea 7%, veremos que M (a): Mi(z) — Ma(y).

Sea {vy,vy,...,vn} base de Ma(z) ¥ {51,...,5n)} tales que

(fz - AlM(z))” (vl-) =90.

Sea s(xz)) =max{s;,...,sn}.

Sea v € My (z) =Ker(f; — Apy(z))*(*1*, entonces M(a)(v) € M (y). En efecto:
(fu- >‘1I\4('J))"(x)A (M{a)(v)) =

(fy = Magey) P M() ((f2) = Maps(e) (v)

ya que
(fy = Alm))(M(e)(v)) = (fy (M()(v)) — AM()(v) =
(fyM(a)) (v) = AM(a)(v) =
M(e)f2(v) = M() (Alps()(v)) =
M(a) ((fz = Mma) (v) -
De donde

(Jy = Mage) T (M (o) (v) =
M(a)(fz - f\lM(:))'(‘)*(v) =0
Por tanto M{a)(v) € Ma(y).

b} Se sigue del lema anterior.
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Definicién 4.3.5.- Sca A una K-categorfa localmente acotada y M: A — modK.
un médulo localmente finito. Decimos que un endomorfismo f: M — M es
localmente nilpotente si para todo z € ObA , existe n, tal que fP= = 0.

Lema 4.3.6.- Sea M:A — modK un médulo localmente finito. Sea fi1M — M
morfismo. Entonces f es localmente nilpotente si y sélo si M = M.

Demostracién.-
=> Para todo z € ObA , existe n, &€ N tal que f» = 0.
Esto es Mp(z) = M(z). Por tanto Mg = M.
<= Supongamos M = My. Entonces:

M(z) = My(z) = {v e M(z)/fP(v) =0 para alguna n € N}. Supongamos
M(z) # 0. Como M(z) cs de dimensién finita , sea {vy,...,v,} base de M (z) y sea
m =max{n;:i=1,...,7}, donde f(v;) =0 (i =1,...,r). Entonces fI* = 0. Por
tanto f es localmente nilpotente.

Lema 4.3.7.- Sea M:A — modX localmente finito e inescindible y /1M = M
morfismo. Son equivalentes:

) f es isomorfismo.
b) f no es localmente nilpotente.
Demostracién.-

= Sea z € A con M(z) # 0 (Existe pues M cs inescindible). Entonces
0 # f;:M(z) — M(z) es isomorfismo de espacios vectoriales. Por tanto f: no
es nilpotente.

< Supongamos f no ecs localmente nilpotente. Entonces por el lema (4.3.6)

M # M,. Entonces My = 0 (pues M es inescindible y por la proposicién (4.3.4)

M = @ M,). Consideremos f;:M(z) — M(z). Dado que Mp(z) = 0, entonces
A€K

fz es monomorfismo. Por tanto f; es isomorfismo. (Pues M(z) es de dimensién

finita.)
a

Daremos una scgunda demostacién de (4.3.7) , la cual agradecemos al Dr.
Leonardo Salmerén.
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Lema 4.3.8.- (Fitting) Sea M:A — modXK localmente finito y f:M — M un
endomorfismo de M. Entonces: '

M=Imf* @ Kerf*

donde Imf® =N, NImf" y Ker f® =y . Kerf™.
Demostracién.-

Claramente Imf* |, Kerf* son submddulos de M. Dado z €ObA , por el
corolario (1.4.18) , si n; es suficientemente grande M(z) =Imf*=@Kerf=. Pero
para ng suficientemente grande (Imf*°); =Imf2* y (Ker f*),; =Ker =,

4.3.9.- Segunda demostracién del lema (4.3.7)
= como antes.

<= Por el lema anterior , M =Imf®®Kerf=. 8i f no es iso , Kerf, # 0
para alguna z €0bA. Entonces Ker(f*); # 0 v , puesto’ que M es inescindible,
Imf® = 0. Esto es , para cada £ €0bA | (Imf*°),; = 0. De donde Imf} = 0 para
n suflcientemente grande.

Teorema 4.3.10.- Sca M:A — modK localmente finito . Entonces Af es ine-
scindible si y sélo si Endy (M) es local.

Demostracién.- Si Endy {M) es local , entonces M es inescindible.Como en (1.5.6)

Por el lema (4.3.7) en Endy (M) todo elemento es isomorfismo o localmente
nilpotente. Por el lema {1.5.6) basta ver que

M= {f€Ends(M)/J es localmente nilpotente }

es un ideal de End, (M).

Sean f,g € M, r € Endp(M). Supongamos rf ¢ 9. Entonces existe u con
u(rf) = 1p. Sea z € OWA tal que M(z) # 0. Supongamos fI = 0 con fP~! #0.
Ast 0 = (uzrz)fl = uz(rofP) = (uz(rfz)) 271 = f271 # 0. Lo que ¢s una
contradiccién, Luego rf € . Si f + g & M, existe v con u(f + g) = Lp. Asi
uf +ug = 1pr. Entonces ugy 1 —ug = uf € 9. Sea z € Obd y supongamos que
(vg)? = 0, Entonces , (1 ~ (ug))z(1z + (ug)z + (ug)2 + - + (ug)?™!) = 1. De
donde (1 — ug). es un isomorfismo. Entonces por ¢l lema (4.3.7), (1 — ug) es un

isomorfismo , y esto es una contradiccién. q
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Observacién 4.3.11.- Sea A una K-categorfa localmente acotada. Como en el
lema (4.2.3) escribimos A = Uzeova/~ Az

‘ a) Si M €modAz. Podemos considerar a M €modA de la siguiente manera:
Definimos M: A — modK. Como:

TFon = J 0 siy € Ag
Mfy) = {M(y), siy€ Az,

a
Supongamos %, . Entonces

— M(a), sia, b€ ObAs;
M(a)={0,() si no . ,

Es claro que M:A — modK es K-funtor. También es claro que
FimodAz —modA , M w M se extiende a un K- funtor que es equivalencia sobre
su imagen.

b) Dado M:A ~ modK. Denotamos por Mz:Az — modK a la composicién
Az —+ A - modK donde t es {-funtor inclusién de Azz en A.

Se tienen las siguientes propiedades: En modA , M = @ M.
ZEObA/~

Ademzis ,siM= @ Nzcon Nze modAz, entonces Mz = Ng.
ZEObA/~

Corolario 4.3.12.- Si A es una K-categorfa localmente acotada. Entonces

Modhe ] Modiz
TEObA/~

8]

El siguiente resultado nos serd también de utilidad. (Comparar con el lema
(2.1.6 ) del capitulo 2).

Lema 4,2.18.- Scan M,N,U,L:A — modK (localmente finitos). Sea
a b

a=1{,4 M@ N — UeoL (Transformacién natural) un isomorfismo con

a:M — U isomorfismo. Entonces N = L.
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Ver lema (2.1.6;

Proposicidén 4.3.14.- Sean M, N, K,... K,: A -modX médulos localmente fini-
to. Supongamos M ® N ~ K, ® ... ® K, y M es inescindible. Entonces , existe
J€{1,...,n} de forma que:

K=K oK!

con M = Ky N = K@ (@4, K).
Ver proposicién (2.1.7)
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§4 UN TEOREMA DE DESCOMPOSICION PARA MODULOS

LOCALMENTE FINITOS

Teorema 4.4.1.- Sea A una K-categorfa localmente acotada. Sea 0 # M:A —
modK un K-médulo localmente finito. Entonces, existe una descomposicién M =

@ N; tal que N; es inescindible (s € I) . Ademds todas las descomposiciones
i€l
inescindibles de M son equivalentes. Si A es indescomponible, I es numerable,

Demostracion.-

Por ¢l lema (4.2.3) A= FEObA/~ Az con Ax localmente acotada e indescom-
ponible.

Veremos que basta tener el resultado para A localmente acotada ¢ indescom-
ponible.

En efecto, sea M:A — modK (K-mdédulo localmente finito). Consideremos
Mz:Az — modK (definido en_qbservuci(')n (4.3.11 ). Tenemos por esta misma
observacién que M = @ AM,.. Supongamos que Mz = @ N; con NiiAz —

FEObA/~ i€l
modkK inescindib : para toda i € I,. Entonces Mz = @ Ny con N;: A —modk
icl,
inescindible para toda ¢ € I,. Finalmente M = @ N, |. La unicidad de
TCOLA/~ \ i€,

est: descomposicidn se sigue de (4.3.11) y de la unicidad de cada descomposicién
de ]\4"5

Demostracién del Teorema para A indescomponible.

a) Sea A indescomponible localmente acotada. Por el lema (4.2.4) , A tiene un
ntmero numerable de objetos.

Sea ObA = {z,z3,...}. Podemos suponer que M(z;) # 0. Definimos

S={(UV): UV submodulos de M;Ue®V =M,V(z,)#0}.

S # ¢, pues (0,M) € S. Definimos el siguiente orden parcial en S : (U,V1) €
(U2, V3) siy solamente si Uy C Uy y Vo C Vi, Es claro que este orden es un orden
parcial.

Veamos que S satisface la hipétesis del Lema de Zorn. Supongamos que
{(Un,Vu)}nea es una cadena en S. Sea U = UnealUn ¥ V = Nuea V. Entonces U
y V son subfuntores de M. Tenemos que demostrar que U @V = M y V(z;) # 0.
Para esto demostraremos que U(z) ® V(z) = M(z) para toda = € ObA. Tene-
mos que UU,(z) = U(z) C M(z) que es de dimensién finita, de donde existe n
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tal que U(z) = Un(z) y andlogamente M(z) = U, (z) @ V\,(z) = U(z) ® V().
Ademds V(z1) = NueaValz1) = Vi, (1) # 0. Por lo tanto existe (U,V) € S
maximal. Veamos que ¥ es inescindible. En efecto ¥V = V; @ Va y supongamos que
Vi(z1) # 0. Entonces (U,V) € (U Ve, Vi) €Sy como (U,V) es maximal, por lo
tanto V = V.

b) Tenemos M = Ny @ M, con Ny(x) # 0 y N, inescindible. Si Mpy(z;) # 0
repetimos cl argumento hasta obtener M = Nyy @ N1z @ - +- ® Ny, ® M, con
Nip(z1) #0 (F = 1,...,81) ¥ Mi(z1) = 0. (En este proceso existe M, tal que
M;(z;) = 0 pues M{z,) es de dimensién finita.)

Ahora , continuamos a z,. Esto es , si M;{z;) # 0 repito el argumento usado
para zj.

i=1
Nij(%:) # 0, Min(zi) = 0 (i = 1,...,m) ¥ Nimyy); sumando directo de M
paratoda j=1,...,9m41

§=1

m Lh
¢) Asf para toda m, M = @ (@ Nij | ® My, con s; € N | Ny; inescindible,

8 X
d) Probaremos que M = P <@ N;j) . \\"P\
ieN \7=! 6\\ \&

Como N;; es submédulo de M para toda i € N, 1 <5 < g eg}@ciente

probar que M{z) = @ (GIB N;i(z) | para toda z €ObA. Pero para toda m ,
ieN \7=1

m LR 3
M(Inl) = @ ( IV,‘]') (zm) @A{m(zm) = @ (@ ]vij) (Im) pues J\{m(xm.) =0
=1 ieN \J=1

i=1 \J

Veamos ahora la unicidad de esta descomposicién.

Supongamos @ N; = M = P N7 tales que Vi , N; son inescindibles para
i€l i€J
todaiel,jeJ.

Definimos A; = {{ € I Nj(z)) # 0} y By = {j € J: N}(z1) # 0}
Como M es localmente finito, 4; y B; son conjuntos finitos. Sea iy € A;

y escribimos N;; ® | @ M| =M = @ N/@ | @ N;|. Por la proposicién
i#ia JEB) 78,
(4.3.14), Ni, es sumando directo de algiin V) con j € By (ya que €D Ni(z1) =0).
JEB:
Sea o1(i0) € By tal que Ny, = Né;(x‘o) y@® M= @ N
i#ig J#oy (o)
De esta forma luego de un nimero finito de pasos, obtenemos una funcién
inyectiva o;: 4) — By tal que N; ~ N"n(,.) paratodat € 4, y
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r= @ n

VEAy Jgo(4))
Como @ Ni(z;) =0, cntonces By C a,(A41) y 0y es biyectiva.
l‘eAl

Sea m > 1. Supongamos , definidos A,, C I, B,, C J subconjuntos finitos y
una funcién biyectiva

Om Am — B

tal que N; =~ N/ (i) para cada i € Am y @ N = @ N/. Ademis,
" iEAm J€Bm

iZAm

( &) N;) (zj)=0paral<j<m

. Sean A,y = {1 € I-An: Ni(zm1 ) # 0}y Bhyy = {7 € J—-Bm:NJ'-(zmH) #
0} {Conjuntos finitos). :

Procediendo como antes , construfmos ol ,,:A; ., — Dp.., tal que
N; =~ NI, (i) para 1€ ALy ) N; =~ @ N}. Ademds,
mtt i€(AnUA’ L)) JE(BmLBL )
Ni(z;) = Opara 1 £ j < m+ 1. Definimos Amy1 = A U4L
i@(AmUA!, )
By =BnUBL, vy

om(f), sii€dpm;
Om+li Amer = Brgl COMO Opmg1 =4 4 ' 1 oo 2
’ am-i-l(")v sl1 g Am-H‘
Claramente esta funcién es biyectiva.

Por construccién oy +1(t) = o (i) 511 € A

Ast, iU NAm = UpeNBm , o(t) = om(i) si i € Ay es funcién bien
definida y biyectiva.

También por construccién N; =~ Nc’,m parat € Ud,,.

Probaremos que I = U .njAm. Sea 1 € I. Sear € N tal qua Ni(z,) # 0. Si
t¢ Ar—y ,entonces 1 € AL = {5 € I — A,_y: Ny(z,) # 0} y entonces ¢ € A,.. As,
re UmENA""

Similarmente, J = UpeNBm-
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