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La intuición geométrka es muy 1itil cuando se estudian los 

principales conceptos del cálculu (limite, cun t..inuid<1d. 

dit'erenciabilidad , int~gración, ek. ). 

Sin emb.u·¡;o l.odos hemos enfrentado alguna vez ·sit.uaciones que 

chocan con n11est.ra int.uición. 

Por 1;jc111plo, en un primer curso de ·calcl.110~ 'llos·-encont.ra~o,,; con 

1,, función 

r : !Y. - - .. lR 

r<x) "' xz sen l 

X 
si X ,.! o 

flx) = o si X = o 

que es dit'erenciable en el origen. 
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Hás l.arde en un curso de análisis .. est.udiafüos la función de 

Weierst.1-ass, una función continua : que· no es diferenciable •m 

n,ingún punto ( [20 J, l.eo. 7. 18). 



XÜ En est.e Lrabajo t..ral.aremos con und si l,11ación de esle tipo, 

aunque no Lan elemental como los ejemplos anteriores. 

Analizaremos al~unas pruebas sobre ·1a e'<istencia de !'unciones 

reales que esLán definidas y son diff?Í·1~nciables en un intervalo, 

pero que sin embargo, no existe níngJ~ lritg;v~lo en el que sean 
-· ~ ):: :. : ... ·, 

crecientes o decrecienles. 

Con reepec'.o a <.>si.e p1•obloma _e_n ci2) H9~~(j~_J~~ñala:• 
"El pr ime1· inlent.o p.:tra construir. una función con un máximo y un 

mínimo en cada inl.ervalo que tuviera co1:ienl.e diferencial finil.o 

en cada punt.o fué hecho por Hankel <1882). La función que 

construyó, sin embargo, no era una función que oscilar<i en c<idl'I 

intervalo. Du Bois-Revmond había manifestado ya en 1875, que una 

función así no podía existir, pero Dini considerab11 que la 

exist.encia de La les funciones era al t.amente probable. L<' p1•ime1•a 

construcción válida de una función de este tipo se debe a Ki:ipcke, 

quien prime1·0 construyó una función oscilante en cada intervalo, 

derivable por la derecha y derivable por la izquierda en cada 

punto, más tarde obl.uvo una función que tenía las propiedades 
-'P.:·.~·-·· 

deseadas. La constr11cción de Ki:ipcke fué modificad<t por Pereno", En 

su t.rabajo, Hr.>bson p1•esenta una prueba basada en la modif'icación 

de Pereno. 

Casi cincuenLa aiíos después; Bruckner escribe en C4J: 

"En 1887 Ki:ipcke dió una construcción de una función de est.t> 

tipo. Discutiendo el trabajo de Ki:ipcke, Denjoy dijó en 1915: "En 

1BB7 Ki:ipcke dió en Math-Annalen un ejemplo de una función quv 

t.enía en cada punto (o así lo pensaba éD una derivada la cual se 



anulaba y Lomaba ambos signos ei. cada intervalo conl,e1lido t'!l Sil 

doininio de def'in1ción. Este geómeLra rel,0111ó c~l p1'oblem .. 1 va1•ias 

\•eci:s corrigie111:lo, en cada ocasión, los erl'ores de las prueb.:is 

ant..erio1·es. La cuestión •fo runciont'<: d 11'.erenciables monól.01Ms en 

ningima pax·te ha originado t.ambién 111uchos .ot1•os t1•abajos". 

Las dire1·ent.es pruebas a qu•" Denjoy se refería eran de111asfodo 

•:omplic.:tdas. Al 1·cspect.o en el trabajo de Denjoy fl·ef'erencla l. él 

habí;i d.ld«:i L1•1:.s consl,rucüiones dire!'ent.es. Ant..es de dar u11a 

construcc1ó11 

claridad y s impli dJad-· de esta constrncción era posibl~ grilcias 

a las ideas de Borel y Lebesgue sobt'e la medida de con.juntos . 

Para Den jo y sus const.rui.:ciones eran .simples V claras. 

Probablemente nosotros las encont.rariamos horrendas. 

Hobson modificó la modiric;lción de Pereno a la const..rucción de 

Ki:Spcke en su libro [121. Est.e fué publicado cuarenta años después 

de la primera corrección de Ké:ipcke, tre in t..a ai'ios después de la 

modH'.it:ación de Pereno v cincuent,a ai'ios después de el ··simp.le y 

claro· desarrollo de Denjoy. ¡La modii'icación de llobson r·equirió 

diez pági11as!. 

En la act.ualiJad existen vap.i.~~:· p1;'uebas accesibles. Algunas son 
;,e·,. ~ .. ' 

rlf· naturaleza const.1'uct.iva ·• ,· C:&n\~:iX bien con•)cicla consLr11cc i.Sn de 

2ahorski [231, ·v"_f~s.·~.i~~~~jit¿~{y 'rei~t,{,;amente elementales 

constr·ucciones de:. KáL~~eiso1l ·,.;/:~t;1~~111Jerg l13J y Blazek, BoN•k y 

M"'ly Cret'erencia];.'¡ .. · 

En C4 l Bruckner bosqueja si1~te pruebas con· técnicas bast.ant.e 

modernas no disponibles pára Hobson. En est.e trabajo se present.an 

cuatro de estas pruebas. La r inalidad es reunir·· el mat,1~rial en 

... 
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xiv lorno al cual giran es las pruebas (mal,erial que se 

disperso en un gran número de> publicaciones) y presenlar lo con 

lenguaje uniforme; de t.al manera que l<;1s pruebas result.en 

accesibles a quienes que hayan est.udiado 1,eoda de la medida. Es 

por es.le molivo que la i.irimera parle de esle t.rabajo eslá dedicada 

a present..ar aquellos t.emas f'undament..ales para la comprensión de 

lales pruebas. 

Las cual.ro pruebas que analizaremos, soni debidas a 1) \foil [22 l. 

2) Gof'fm<rn [9], 3) Pt'•l.ruska y Laczkovich [{4]. y 4) Bruckner, Marik 

y \leil [5 J; publicadéls en 1976; 1975. 197' y 1902. 

respect.i vament,e. 

La prueba de Weil es la más clara y elemental de las cuatro 

pruebas. aunque es una prueba indirecta. puesto que la exislencia 

de la función se deduce del Teorema de la Categoria de Baire. 

Entretant.o, las otras tres pruebas son de nat.uraleza const..ructiva, 

t.an const.ruct.iva como quiera entenderse la const.1·ucción de una 

runci6n mediante un procedimient.o similar al usado en el lema de 

Urysohn en Topología. 

La prime1·a part..e (!,res primeros capitulos), ya se dijo arril.ia, 

son preliminares. El primer capítulo se refire a las· ¡:{¡;,c~ones de 

Bai.r"' 1 (que- son límite puntual de funciones continuas), el 

objetivo es present.a; una caracterización de estas funciones que 

será de gran ut..ilidad en las cuatro pruebas. El segundo capít11lo 
- - ,_ """''" ,• 

es sola.mente una prueba del Teorema de la .Catet{or(a de Baire. El 

capítulo t.res, es el más extenso, está .dl\f:i,diclo en tres secciones 

en las cuales se abordan temas como Densi.dad de -un conjunto en -un 

punto, Fiinctones Aproximadamente ContlmJ.as, Topolot{Ía de la 

Densidad y el Teorema de Zahorski. En la segunda part.•? Ccapít.ulos 



4, !3, 6 v 7) es en donde se presentan las pruebas sobre la 

existencia de funciones diferenciables monótonas en ninguna parte, 

cada capít11lo corresponde a una prueba y al pr·incipio de cada uno 

se da un ligero esbozo de la demostración. 

Se incluye a continuación, una list.a de los símbolos más usados, 

con una breve definición y también se- da una lista de 

convenciones, que pueden ser de utilidad en. la lectura del texto. 

XV 



Converge. 

lJ 
--+ Converge uniformemente. 

Máximo. 

Mínimo. 

Infimo. 

Supremo. 

Complemento del conjunto A 

Cerradura del conjunto A . 

A' Conjunto derivado de A . <Conjunto de 

puntos de acumulación de A ). 

Conjunto de puntos de condesación de A . 

A a B Diferencia simétrica de los conjuntos A y 

B < A U B - A n B ), 

Un conjunto es si es intersección 

numerable de conjuntos abiertos. 



xviii r 0 

V (x) 
e 

A< f = o } 

A< f ~ a i 

dloCx,y) 

dloCx,A) 

l(J) 

m(.I,) 

Un conjunto del t.ipo r 
Cl 

es •.ma unión 

numerable de conjuntos cerrados. 

Bola de radio e y cent.ro en el punto x 
r" " . . :,·; 

··,·.·.·:·_,·<::"', 

Bola agujerada de radió .. e 'co~-,c~nt.ro x 

.- ----- : - > ·- ;/ ... '_ ... •-• 
{ x e A::)f5~>--o:,l;. 

Re~~rí'J6t;J:·:i~i'.'Y~#}~Niiisri - r al conjunto 

A 

Distancia del punto x al punto y 

Distancia del punto x al conjunto A 

Diámetro del conjunto A . 

Longitud del intervalo J . 

Hedida exterior del _conjunto A . según 

Lebesgue. 

Medida interior del conjunto A 
' según 

Lebesgue. 

Medida del conjunto A según Lebesgue. 

Integral de f sobre A <integral de 

Lebesgue). 

La notación que a continuación se da, forma part.e del material 

de este trabajo, por tal motivo, después de se~alar el significado 

de un símbolo se indica la página en que se define tal concepto. 

~-----·· 



if,<A,x) 

'i:_(A,x) 

q,CA,x) 

[R 
d 

A e• D 

!:i.' 

A' 
o 

Densidad st1porior del 1:1111j1mto 

A en el punto x 

Densidad inferior del conjunto 

A en el punto x 

Densidad del c~njunt..6 

el punto x • 

Topología de la Dc;m~idad. 

Conjuntod~los números.con ·1a 

Topol9gía de la densidad. 

para 

todo x ··en A • 

Conjunto de las funciones de 

Baire definidas en TO ,11 . 

Familia de las· 

aprox imadamem t..e continuas 
=- --~ ~·-------

definidas en [OJJ 

{ f : / es de~ivada de>alguná · .. 
función der in ida . en [() ,11 }; . 

{ f e !:J. l. .esta. ~co.t..ada } 

< / e 6.~ / se anula en 

Si una 

ruriciones. 'lí denota el 

conjunto de runciories de A 

en IR que se pueden extendeJ' 

a un elemento de ~ . 

. 
XIX 

(20) 

<20) 

C20) 

(27) 

(32) 

(54) 

(3) 

(95) 

(XIX) 

(69) 

(71) 

(95) 



XX b 'l1 
Subfamilia 

acotadas en 'l1 • 

de !'unciones 

(95) 



En este trabajo estudiaremos funciones reales definidas en un 

subconjunto de números reales, a menos que se diga otra cosa. 

Se dirá que una función es di/eren.e iabte, si tiene derivada 

finita en cada punto de su dominio, cuando otro sea el caso se 

dirá explícitamente. 

La medida de conjuntos se1•á en. todos los casos la medida de 

Lebeseue. · De ·ia. misma m~llera, · cuando hablemos de la integral 

de una función, estare~o;,;:hablar1do de la i:nte6'rat de Lebese11e. 
: .. ;.~"·!' ',:' 'l_:" ":_:"" 

-- Llama1•emos milo, "a ,;·~nÚ.~o~~'jü~l2- ~ei:~edida' cero; 
. ·- <',!¡:·:< . .-.'.·,'.. :,,,·>::· .. l:~~:-· ~' .. > :: .. · ' 
~~;-~-,~· ~~::: ,_·~;: ~~~-i~ __ ·:-: .. ·:· :~;i~ L\;-_°':~--~~- -

Por un conjunto ntimerad~·~·::·. -·i·A~[iJ)~J~e¡~,s~2un't cónjunt.o con la 
- ·::.::: •. , . -;::.-:·~; <·~~-· ~ _:-

cardinalidad del conjunto de 10!3. ~tlm~'r.~l:i\nil)'fu~ales. 
' •. ,.; ., :'.o'.~¡.-; : -. ? · . 

,.1. 
';;· 

-- Diremos que un conjunto es contabJe, .si es finito o n1imerable. 
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PRELIMINl'lílF.S 



FUNCIONES DE BAIRE 

El. objetivo de est..e capít..ulo es presentar un teorema de 

caracterización de las funciones de Baire, est..e t..eorelna, debido a 

Lebesgue, asegura que las funciones de Baire <Hmit..e punl.ual de 

ruQciones conLinuas) son aquellas cuyas imágenes inversas de 

conjunt..os abiert..os son del t..ipo F o 
O equivalentement..e, imá~enes 

inversas de conjunt..os cerrados son del t..ipo G
6

. 

DEFINICION i, 1 Una /une ión f : A -·• IR se dice que es una 

/unción de 8a1re o que está en la clase 8ai re 1 (IS) , s"l es 

limite puntual de funciones conl inuas. 

PROPOSICION 2 • .2 Dada >{11 l 
º·" n 

una suces(ón<de con)¡.tntos del 

tipo 
llJ 

u 11 
n=t " 
F e 11 

n 

F e.xis te 
O 

u 
n=1 

n 

F = O 
m 

F 
n 

otra sucesión {F ~ tal que: 
n n 

V n e IN 



4 D~n~o~tr:...~ t..S1·: Sab.:-mos que 11 
n 

'º H .. u AL donúe Ak ei:. cerrado 
n k=1 n n 

Sea o<n ,k) una numeración 

Derininros para cada 

Ahora si 

definimos F .. 
n 

ya 

Bk 
r. 

Dk 
n 

Puesto que en 

es un 

r e 11 puesto 
n n 

Veamos que Fn íl Fm • 0 si 

Bast..a probar que ok °() B~'' .. 0 
n m 

Sean k y en !tl 

que n ,.l m Supongamos 
r-1 

91 A u A y • A 
l=1 l m g 

n Bl .. o 
m 

-- Finalmente veamos 
00 

que 
CI) 

Claramente U F e U H 
n=i n n= 1 n 

t'S du la t'nt·nht; 

pal' a t.odo k t:'ll u~ . 

INxlN. 

r ~ g 

' como 

ent..onces 

Para ver la ot..ra cont..ención tomemos alguna n 

ent..onces X e Ak 
n 

para alguna k en !tl En ton ces ex ist..e 

l = a(n,k) t..al que x e A, 
l 

que E A 
(o 

Ent..onces 

x e A. 
l • 

. : . . - . 

Sean n y k <unicos) en . o 

es A._•'" A. Por !Ó tanto 
n l 

o . 

Sea \. mínimo con la propiedad de 

IN ··tales que o(n
0
,k),. i

0 
, est..o 

x, e uk. 
n 

CI) 

U F. ·• l:i L 



LEMA 1.3 Si un. intervalo [a,bJ es un.ión fin.ita de los 

conjuntos ajer,os F , F , , F y cada uno de estos 
l z n 

•: onf>Jn tos ,¡,s un F 
' 

en.tc<n.ces cuci l qw:.er _ /unctón real de f i niela ~n 
CI 

[a,b] qu13 sea constan.te en cada es un.a /unción de Bai.re. 

Demostración.: Sea 

todo x en Fk 

Supongamos que 

Para c<.ida número 

y 

También derinimos 

~m(x) • ok si x e Em 
r k ' 

para 

como sigue 

Puesto que la !'unción f'm l;st.a definida en uria unión t'inita· de 

conjuntos cerrados, y es constante en cada uno de estos, entonces 

es una !'unción conl.inua.-·--

Ent.onces, ver ((61, cap.VII, t..eo.5.D o {(20], cap.IV, ejer.5), 

es posjble construir una extensión continua f 
m 

Veamos que {f l 
mm 

ent.onces X E pk C 
i 

conyei;-ge punt.ualment.e.a f 

Elci para. ~lg~~~~ ~' l - y ( k 
'.?,· 

Ca,bl --+ IR de 

Sea X en [a,bl 

- ·en IN • Ahora, 
·'i '" . ' . ~ - -

puesto que la sucesión -de~coriJtl~to~-~ {~~~k~,L;· .. ~s'~fff,CÍEtnt.e, se tiene 

que x e E~' e Em pa1~~--t.Ód()2_~;}:t/~\sii~~~;~~que pm(x) = ok 

para todo m > i • iiiii ·,;>~e~) ~;cr}~j;~ ·-·: Tm 
m ... "00·. 

5 



6 LEHA 1.4 Sean AclR y f una /unción de Baire definida en 

A. Si: H Gs una cota para f, entonces f es t{mit& (puntual) 

de funciones continúas 

Demostración: Sea 

definidas en A t.ales 

¡ im. rp <x) = f(x) , 
.. n 

para t.odo x en A 

Dado n en IN . definimos· 
~~. 

r Cx) = ,,,,(n{ ma.x{ tp n 
{x) . -H 

n 

cntinua. y d<1do X en A 

-H ~ f Cx) ~ H 
n 

Por t.ro lado 

itm fn(x) .. mMt.{ !MX{ f(x), -H}, H} 
n .. CXI 

función es 

, así que 

(por que los máximo::. y mínimos respetan límit.es). Pero 

-H ~ f(x) ~ H , de modo que Um 
n .. <:O 

f (x) • f(x) ·• 
n 

LEHA 1.6 Sean· A e IR y {f} una suces.ión d& funciones· de 
~: n. 

de números Baire deftnidas en A . Y sea {H} 'tina· s\tcesi6n 
n n. ··· · ,,.,·· 

rn (x) { ~ Hn '.'/Iir'f/5·/g~¿,.· n. en positivos lates que IN y todo 

X en A Si 
00 

E H 
n 

n=i 

converae. entonces 
00 

tp(x) = E r (x) 
n 

n= i 

es una /unción de Baire. 



Demostración: Ya que r (x) ::; M , tenemos que entonces que 
n n 

00 

r (x) 
n 

n= i 

converge para t..odo x en A , de modo que tp est..á bien definida. 

De acuerdo con el lema ante.r:_io1-, para cada n en . IN , exist..e 

1m.:i sucesión de funciones continuas . en A t..al que 

r Cx) 

" 
y r"<x) para Úido x en A .• 

n n 

Dado " en IN d~ la siguiente manera 

Veamos que {tp n} n conv~rg~ puntÜalmente a tp : 

Sean 
00 

E 
n.:N 

0 
+ 1 

X 

M < 
n 

Dado n ) N 

'P (x) 
n 

N 

E f~(x) -
i = 1 

N 

E fn(x) 

' l.= 1 

N 

E fn(x) -
' l = 1 

--- - -

en A •. y -e > O • Elegimos en IN t..al que 

f. Cx) ~ 
j----

r. <x> + 
l 

Ahora. ya que 
N . 
E 

l = t 

t..iende a cero dende a Úifinit..o, existe N en IN tal 

que N > N y est..a suma es meriorq~e c/3 para todo n·~ N Por 

lo t..ant..o tp (x) - ip(x) 1 < e para todo n ~ N • Es decir ~'P } 
" n n 

converge a 'P.• 

7 



8 TEOREMA 1.6 CLlHlTE UNIFORJf[ DE FUNCIONES DE BAIRE ES DE BAIRE>. 

Sea {f } un.a sucesión. de /unciones de/i.n.i.das en. A e IR , donde 
n n 

cada una de etLas es Límite CpuntuaL> de /un.ci.ones continuas. Si. 

r ~~ f entonces f 
n 

también es l i'.m.i te puntual de al8un.a sucesión. 

de funciones continuas. 

Demostración: Como f !:!..... f existe • >Nm en que IN. · .. tal 
n 

r (x) - r (x) < 1/2 para cualesquiera .. n : y m mayores o 
n m 

iguales que 

Del mismo 

NU> y 

modo 

.- _, ~· -~~-:-<~~~{-<!-'_ '" :;: _':;_~-=.::.~ _ ... ::~::~' ~-

para todo.. -~ er~.;.t¿:~'c';•oc• ' . _,. : .. 
, •• -,.- _-=:;¡_,;__ 

exi!ft.e N12l n.:c;;1 .gt~ · 
f (x) - f <x) 1 < 1/22 

n m 

que N<Z> y para t.odo x en A • 

y 

Procediendo de est.a manera es posible construir una sucesión 

{N<n>} 
n 

de números naturales tales que NU.> < N<2> • · 

para todo x en A y· t.odo n en IN • 

Usando el lema ant.erior t.enemo-s 'que~la -ru!lción 

~L ( f <x> - f Cx) J ...... 
N<n+l> N<n> -.,,,.. 

n= l 

es una función de Baire. 

Ya que la <n - u-ésima suma parcial de esta serie es: 

[ f (x) - f (x) J + 
N<n> Nin-u 

[ r Cx) 
N<n-1) 

r <x> 
Nin> 

f (X) 
N<n-2> 

f (x) 
NI ll 

y 

tenemos que esta serie converge a f(x) ·f'; '; · ~)(y . Por lo tanto 
- NI l). 

f(x) - f Cx) 
N< i > 

es una función de Ba{~~· y .en· consecuencia fCx) 

lo es.• 



TEOREMA 1. 7 Uno condición ne<.:eHlria y stJ/ictente para que una 

/unción f definida en A e lR , sea 'tina /unción de Baire es que 

Los conjuntos e X € A : f(x) > a } 

sean conjuntos deL t 'i.po ·.· F , para a 
CI • . 

Demos trae ion: 

<: Necos i: dad): >suio~~arílos 
-!.- ·;:. ·. · .. - >_, 

f e l im. f 
n 

n•tCO 

con f cont..foua 
" 

Tenemos entonces lo 

s1c .. { X e A : r Cx) ~ 
m n 

00 

u sk "' { )( e A ; 3 m 
m=i rn 

00 00 

U U Sk = { x e A : 3 k 
k=i m=i m 

pero puesto que r 
n 

(O (f) 

u u s" = 1 x 
k=i m=i m 

de donde 

00 00 

U U s" = ( x e A 
k=i in=i m 

ahor·a, puesto que f 

Sk 's lo son, 
m 

del t.ipo F 
o 

Como x e A 

que va probamos 

<Su/ic ienc ia): 

función 

y Cx •A : f(x) <a> 

.es decil' 

es una 

9 



10 
o 

AJ.: 

A 
o 

A 
" 

" en IN y consideremos la partición 

.. 111 o .. o + M 
1 

Sean 

"' { X º1<-1 
< f(x) 

= { X f(x) < e i t 

"' { X o < f(x) 
n-1 

Por hipótesis cada 

" 

- 111 . 
" 

< o 
k+i 

o .. M 
" 

k•·t•• •• ,n-1. 
.,. '• .. 

le "' o t ••• . " . es un r . a y 

A = U A • De acuerdo con la proposición 1.2 •.. :existe .otra 
k=o k 

n 

descomposición A= U B 
k=o k 

de conjuntos 

ajenos dos a dos y t.ales que Bk e Ak • k "' o 

Consideremos la siguiente función 

f : A - .. lR 
n 

. r n (x) = ºk para X en Bk: • k • o • . . n • 

de1··· ·tipo 

" . 

Con base en el lema 1. 3 concluimos que f 
n 

es una función de 

Baire. 

Sea x e A entonces x e Bk e Ak para alguna k entre O y 

n • Esto significa que fn(x) • ole y º1c-1 < f(x) < 
entonces < M - • . Se concluye entonces 

n 

r !::._, r . 
n 

De acuerdo con el teorema 1.6 f. es una función de Baire. 

o 
k+i 

que 

Consideremos ahora el caso general. Sea gCx) = arctan f(x) 

Entonces g es una función acot..ada. Y además t..enemos lo siguiente 

( X gCx) > Ct } = { X : f(x) > tan et } si Ct E [-¡¡/2 • ¡¡/2) 

{ X gCx> >o}=A si o < -rr/2 

{ X gCx) > o } = 0 si lll > ¡¡/2 

Tenemos entonces que { X : g(x) > a } es un r ( A es un 
a 

00 

ya que A ., r-t([l'O = u r 1 C-oo,n) ). 
n:: t 

De manera similar concluimos que { x : g(x) < a } es un 

Por lo que ya probamos g es una función de Baire. 

F a 

F 
a 



Pero f = tan g(x) y como la función t.angent.e es continua, 11 
entonces f es una función de Baire.• 

COROLARIO 1,8 Una condición necesaria y suficiente.para que una 

/unctón f:A--.IR sea una /unción de BaLre es que los 

con;untos { x e A : f(x) ·~ o.·} y { x e A ; f(x) ~ o. } sean G
0 

para a arbi trari:a .. en IR.'. 

TEOREMA 1, 9 Si - f : [Q,11 __;_.¡ · !R es t1na der.i:vada. entonces f es 
-.-·-""º--,"·-; 

una /une ión de Bal.~e. 

Demostración: Def'inimos pa~a ·cadá f ; CO,il -.. IR 
·" ¡:· 

de la siguient.e manera: 

f(x-+ !.) .--rcxr 
·n 

:.. 
n 

f (x) = 
n 

f(i) f(1 
si · 1 .;; !., ~ X ~ 1 

n .. :.. 
n 

. ~, 
. "/. 

donde f es una primitiva de f . Para cada )-~;, I ::-,..¡. 
- - ;;;; ':'> ne -- -7 -

r <x) · ~ fr'(x) ·.• cllando 
n>. ··· .. -, ,, . " .. 

es una 

función continua bien definida. Además 

n _., oo • para cada x en CO ,il. Por lo tanto ({in. ~f {;.··y;• 
n·.+c:o·:-_-; n'.:_::"·.,. 



TEOt~EfM1\ 
CATEGORIA 

L.1'4 
DE Bt,IRE 

En est..e capítulo presentamos las .ve1'siónes del' Teorema de la 

Catee.oda de Baire, que usar'emoi; en ei'capí~ulo IV (p~ueba de 

lo/eiD. 

OEFINICION .2, 1 En. 1.1n esp(;ic l.o mé ti'Ci:o - X e~ uri-subi:onfunt o D , es 

l lam.ado denso en IHl\!S'tlha parte, si D no es denso eri rtin8tma 

>.iecindad no >.•acta de X , Es d.;.cir, si para todo x ert X y 

para to&:> 

V (x) 
¡;. 

e > O , existen 

y 

y en. X ¿; > o 

··.' 

TEOREMA 2,2 Sea X -un espacio métri.co compl.;.to., Si 

tal que 

{F} 
~·- - -~ n- n -- es 

una sucesión de subcon/untos cerrados' densos --erf nfnaú:na paZ..te, 
00 

en.t onces X - U F es denso. 
n= 1 n 



14 Llernostrac(Ón: Sean X 

contenido en F 
i 

podemos 

Entonces existe e 
1 

··tal que 

O<c <1 
1 

y 

e V (X ) - F 
¡;; • 

y e > O . Como V (X ) 
e • 

no está 

elegir un punto X E V (X ) - F 
1 s o 1 

Procediendo de esta · :construir sucesiones 

e 
n 

< !... 
n 

Si m > n entonces 

V (x ) e V (x ) , 
t: m e n 

rn n 

así que d<,:,(x ,X) { s; 
m n n 

.,-rOr 

< !. • 
n 

Es •de~h- lx } 
.n n 

;._;,-. ·,: 

de Cauchy y, por t.·anto, converg~ a un!'f>u~to . x en 

Además 

n 

para todo rn > n , est.o imJ>Hca que 

X E [ V¡;;n(Xn) r 
para todo n en ~ . 

a¡ 

es una sucesión 

x. 

Resumiendo tenemos que x J! U F y .. x e V (x ) • • 
n= 1 ·n e 0 

.-~· ----: <: __ ',""" 

LEHA 2. 3 SL X es ttn. espacio ·:mé~~i~~ :y O es i.m sv.bconJunto 

abierto denso entonces 



Demo.5 trae t én: Sean X en X y e > O . Veamos que no es 15 
rfonso en V (x ) 

e • 

Pueslo que o es denso en X ' podemos elegÍI' un punto X en 

O íl V c<x ) . y como este conjunto é.s abierto; existe Ó .. > o 
. ,,,-,,>':';: -·/;;.,· 

Es . de.~ir, l~~~h¡¡,~, /\v 6c~f'.c::. v.s <x.) 
,',:.<,' 

tal 

que y 

COROLARIO 2, 4 Sea X t1n. espacio m.étr(co completo. Dada 'Una 

/ nm t l t ,-., {O } 
r1 n. 

de conJüii.fos abi.:-rlos densos. se ctimple q'Ue 

es denso . 

. Demostraci.ón: Es inmediato del teorema 1+2 .y él lema 1,3 ·• 

COROLARIO 2,6 Si 

una sucesión de 

&s dG>nso. 

LEMA 2,6 En. un espacio métricOse cumple ~ue '.D .?s denso en 

ni.neuna parte s{ :Y sólo si D""'. ié> es. 
-·--

Demos trae {ón: 

denso en ninguna parte implica tri~ialment.e que D lo 

es. 



16 Supongamos que D es denso en ninguna pdrte. Entonces dados 

X en X y e > O . exist.e x. en V <x ) y 6 > o t.al que 
e . 

v6cx) e V <x ) D íl Véx) .. o . Entonces D e D - [V6(x)]c y e e o 

Por t.lnto V6Cx) e V <x ) y D- n v6
<x)=0 Es dcdr D no es e . 

denso en V <x ) 
e • Por t.ant..o D- es.denso en ninguna parte.• 

COROLARIO 2.7 Si X es un espci.Ci.o m.élrtco completo entonces D 

es denso en ntneun•.:t parte si y sólo si D- tiene interior vac(o. 

Demostractón.: 

... >) Si D es denso en. ninguna parte, entonces lo es, en 

particular tiene int.erior vacío. 

~) Supongamos D tiene interior vacío. Entonces dados x en X 

y e > O se tiene que D-c íl V <x> .,,_ 0 • es decir 
e es denso. 

Por el lema z; 3 se concluye que D es denso en ninguna parte y 

entonces D también lo es.• 

DEFIHICIOH 2.B En 1.1n esPcicio métrico completo, 1.1n s1.1bcon;'1.1nto A 

es llamado de la pri~~á i~c:It9soi(a, si . p1.1ede ser exp;.esci.d.o como 
':;·;···; .. :/: ·,;_, .. : . ·., -

una ·~nt.Sn .:on.ta.bl_~~Ji ·~-~l'J~~-ri,~:~~-~P!T<sos en nine1.1na pci.l•le .. 
.. -

,.:i· , 
- • --·-- -- ,, '_4_ ~ 

o-."--;-o-~c,_-

TEOREMA 2.9 CTEORENA DE LA CATEGORIA DE ºBAIÚ) ·Er:. un. espacio 

métnco completo, el complemento' de- u~ Ccni}unr~· ~~·~'la pr:imera 

cateeoría es denso. 



00 

Demostractón: Consideremos A = U D , doride para cada 
n=i. n 

en 17 
n 

as denso en ninguna parLe. IN D 
00 

Por el lema 2,6 y el Leorema 2,2 se tiene que X - u CD ) es 
n=i n 

00 co 00 

denso, pero X - U CD ) 
n=t n 

e X - U 
n=l 

D enLonces X - u D 
n n=t n 

es denso.• 

... '·' 



.• 

TOPOL.OGIA DE LA DEi~S!DAD 
Y TEORE~tA DE ZA.HORSK~ 

La idea de est.e capít.ulo e:; int..roducir la TopoLoeía da ta 

Densl.dad, T d , y estudiar al~unas propiedades de las funciones 

aproximadament..e cont..inuas que, son precisamente aquellas funciones 

continuas del espacio topológico (!R ,T d) en (lR ,t..opologia usual). 

Los principales teol'l::>mas de est.e cap í t..u lo se rei' ieren a la 

existencia de funciones aproximadamente continuas que separan 

ciert.os S•)bconjunt.os de los reales (dos ·Teoremas de Zahorski y el 

t..eorema que dice que la Topotoeía de ta Densidad es completamente 

regular). 

3.1 DENSIDAD 

En esl.-u sección introducimos el concept.o de densidad de un 

s11bconj11nt..o de fR en un número real. Al respecto probamos algunas 

propiedades elementales y el Teorema de La densidad de Lebesisue 



20 que asegura que un conjunto 

Lodos sus puntos. 

medible tiene densidad 1 en casi 

DEFIHICION 3,1,1 Si x e IR y X e IR es un conjunto modible, la 

;¡;cX,x) y ,;e 

def inG como: 

;¡;cx,x) tim 'j, <X.x) 
n n .. co 

donde 

{ 

m(X. íl l) 1 
°?)n<X,x) ., ~'U{I- l(I) x e ·I. , l<D < 1 

De manera análoaa se definé p_CX;x> , 

X en.· X 

Nótese que los l(mites ip_(X,x) · siempre existen, 

puós, las su¡:.;sionds {;¡;,} n {~} n $On. dec.rec.ümte 

respectivamente y además acotadas Centre O ~ 1>. 

Y. creci.·ente 
"' 

;... 

DEFINICIOH 3,1,2 CDE:NSIDAD> Dado un confunto X ., medible y un 

número real x , si los. límites ifj<X.x) y rp_CX,x) 

definim.os La ~D~«úul d,e X e<;1- x , <f¡{X,x) , como: 

rpcX,x) = ;¡;cx.x> = <E._<X.x) . 

TEOREMA 3,1,3 Sea X un número y un confunto. Par'!. que 

rp<A.x> ,. L es condición necesaria y suficiente que para cualquier 

sucesión de intervalos abiertos {l } tal que 
n n 

R I 
n:: 1 n n .. oo 

1 im l(I ) = O 
n 

X E 



. . .... 
': 

, •" · 1n( A ·n ·¡ ) 
llffi n 
n .. oo -nr-)-

·. 
L . .~ .. . ··~ . } \~-

n 

:.'\ 
:_., 

C·emost'rac tón: 
~·j· 

Se'\;, {l } 
n n 

': ~n·a .sucesión ·de interv<\los ab.Í.ert.o.s· t,al~s 
:::1 l "\ 

.r.' ... . , que. . . 
·l· 

.• ·~~. . .. 
!·•'-

·"~ ~ ~\; fi ,l ~· .. -.¡ tm ~(l )""" O 
.·,Y;.· '···. n=~: .. ·•. n .. '"~n-.c(J' ~· n, · :.r ~ 

.• '.';'Sed· t:>o:~:Como 4'.:.·i.ú.x)=.~CA;~J • 
. ', : ~ . ;-t • . -~' -

' .. 

.l.l:: d il)'I t.d~l,,--i ué, .. 1 $ CA ,í() - '¡;~., {;, .. ~ · " ,v j ! ~/A;"") 
·;e i'.~. • ,"),.1\~ ¡f'. _t ' f ;-· - '· 

.aquí que L -" 'e <•~<.A.~)~(' .°j,M CA:~') < L .¡. 1: 
.:~ )· 

Yu ·que: 
l \ 

L i 1.ri l(I ) :.. O 
n~·oo .. ~ 1' «( , 

I . ~· .', 

· • entonces existe 

,,;,,.§-

x e I e.' 1 un 
n 

.Y 9 
n 

tales que -;¡; U,x) - l' < e 
n n 

et,,~: 

fi~ . 
._.;:. 
"':. 

I 

,.,.. __ 

!-"!':' 

un' ·int.erv. 
-¡¡·· -\:: .. 

~.; .. ~r . ;.~} , 

int.e1·valo abierto 

~ CA,x) ~ ¿; ei¡; 

!l.:' 

-~~!' 

} 
decir 

· .... ' 



22 

'\ 

• ~.,..r 

.... 

,. 

r > efi (A,x) 
I'\ I'\ .. 

- e y sn < ~(A,x) + e . Si elegimos int..ervalos l 
n 

para r y J para s 
n 

podemos aplicar la hipót..esis, así que 
n n 

Lomando ·límite cuando n t..iende a infinito, tenemos 

y L ~ rJ!.CA,x) + e , tenemos entonces que 

if,<A,x) - e '.'.', L ~ p_CA;x.) + e . 

'Ahora t..omando límit..e cuando e ·t..iende · a cero, se tielle que 

. if,C.A,x.) ~ 

rf_<A,x) .~. flA,x) •. Así que 

LEHA 3.·1. 4 Dado X 

( 

LEMA 3.1.6 Si ;¡cx,x). • o entonces q,cX,x> • o 

Demostración: ·Por definición de r -:v - P. 

.. O ~. <kCX,x) ~ .~CX,x) así que o ~ <P_CX;x) ~ o 
' 

esto 

p_<X.x) = O Por t..ant..o rpCX,x) =O ·• 
..... 

LEHA 3.1. 6 Si p_CX,x) = 1; er\lónces rp<X.x> = 1 . 

;:· .'.·). ,• . , 

Demostración: Es análoga a·_ia}pr-~eba de 3.1.6. • 

COROLARIO 3.1.7 Si X es un número reaL, A 

tenemos que 

• 11 

entonces: 

t..enemos que 

significa qu,e 

y B son 

conjuntos medibLes, A e B y rf¡CA, x) = 1 entonces rpCB,x) 1 



D>:>m.os l rae i ón De la definición de densid,ui inf'er-ior tenemos que 23 
. rJ!.CA ,x) s; rJ!.<R ,x) ~ 1 entonces 1 s ~(ll ,x) s 1 • • 

LEHA 3.1.8 Si /.. y B son con.nmtos medibLes, A e B y ef><A.x) 

Dem.os l rae i ún: Pnesto que A e B ·entonces· 

m<A ~ !) ~ ~~7B _ _n_Q_ 
t.<) m-

para cualquier intervalo I , así que "if>(A,x.) ~·· ~(8,x) , esto es 

<:i<A,x) ~ if¡lB,x) . • 

LEHA 3.1. 9 Sea x e IR . SL A es rnecUbt~· B e A y in(A-B) = O 

G>ntonc9,; if¡(A,x) o;oxistG> si: y sóto sí .. tf><D,x) ex{ste.• En caso de 

que if¡(A,x) y ef><B.x) existan son i9uaLes. 

Demos t i·ac i ón: Puesto que B A - (A - B) = A íl <A - B)c se 

tiene quo B es medible. 

Por otro lado si I es un intervalo tenemos; 

A íl I CA n D n !) u [<A - 8) n I] = <B n !) u [<A - 8) n I] 

de donde m(A íl !) mCB íl !) + m(CA - BJ íl I) pero, 

m(C A - B J () I) = O por tanto m(A íl D '"' rn<B íl D pa1·.l 1,odo 

intervalo I . 

Entonces pard que q,<A,x) exista; es necesario y suficiente que 

exista ip<B,x) y, es claro que,': en el caso de que existan son 

iguales .• 



24 LEHA 3.1.10 .St A fN medtble, m.CA o 8) = U y rr.CA,x) ext :;(e, 

•:mtonc:es q·<B,x) extste ,;1 rp<A,x) • if>(8,x) . 

Derr,os trae i ón: Como A = <A íl B~ U (A ..:;'. B) 
'' ' •,J:·' ··, 

mCA - 8) • O 

POl' el lema ant.ePior .A íl D es medible y 

¡fJ(A,xJ • ¡pCA íl D.><.> 

Yd q11e B • CA íl B> U <B -· A) y m.<D - A) • O , t.enenios que B 

es medible. Aplicando ol,.t'a vez el lema anl..1'1r ior t.enemos que 

cf,CB,x> "" ,P<A íl B,x) • 

Por t.:~nt.o .J,CA,x) .. .pCB,x) • • 

TEOREMA 3.1.11 si: X es . 'Un número; reaL, A. es tm con)"unto 

medibLU< y existe entonces también .. e . ...:iste y 

Demostrac(Ón: Desde luego Aª es medible. Veamos que se cumple 

1o demás. 

Tomemos una sucesión de intervalos abiel't.os t.al que 

fl I 
n=i n 

y l un lCI ) • O 
n 

Como 

1 • 
11,( <A U A e ) íl I ) 

n 
------{(l)--

m.(A íl I ) 
n • t<I 5 

n n 

y como pr el t.eol'enia 3,t,3 

L un = rp<A,x> 

t.enemos ent.onces que 

L t tn 
m.(A e íl I ) 

n 

n+ro tC! 5 
n 

existe y es igual a 1 - ,P<A,x) • Aplicando nuevamente el teo1·ema 



3,1.3 concluimos que r/¡CAc , x) • 1 - rplA,x) . • 

TEOREMA 3, 1, 12 (DE: LA . DE:NS!DAD DE: LE:BE:SóUD. Si A un 

conjunto MdibLe ento~c~~ /~cÁ\~~·0'.~ j br-} case' todo X en A. 
. •. < ·/ ;}<J: 

~: ; /,:·~;l( 

Dern.ostr-ac tÓn; Con~lde~~n!¿;,~: ~{;,;~:·~¿ en· que: A es .acotado. Y 

supongamos que no .~~s}~;;c'f'~1:t~~.;;h'i:re~uf~~d(). _Esto implica que si 

, º~<Á.·~~2 ;~:A·~iºtf ,~;·ÍR2;1,1.~; ~·;·. :·;.r···: 
~·:.'..~;:f 2r;~·0¡~f J~~ ::,i::~~~::':i:.~:·;::~·::: 

s = 1 X 12,_ A 

un nat.u1·al 

11,•(T) > o . 
T .. A íl { X 

y {X e IR 

medible pot· sel' el límit~ J~FJ.~s 'funciones medibles . - ,~ - - . </!_,.,(A, ) <Es 

rácil comprobar que, para ~todg 'CI e IR , ~ x e IR : </!_,., CA,x) < a } 

es igual a _;;e':. 

U { I ; intervalo 
~-:_,~~-

y ·m(~~J ). 
Resumiendo un ·:~u@o~j11rít..o nT . medible 

de A tal que 

u-<('f) k > o 

"bad~ ·~ X 

._~·-\\::_; 
., 

un conjunt..o abierto y cJ~l cont..iene 

m(G) - m (A) • _!s • Sea X en t . ''l:oín6 ; r/ 
Sea G 

no ,~-.:.-:·-1;.~~ ,---. --~:;_;~~,--1:;.,"-,- ·_'.,;.~ -·--

;L U}~ 

en 'f y 

a ·A y 

exist,e una sucesión {In~ ·,Ú ·i~le·~~~J.6~·:i'¡bi~1:fos .. contenidos era 
>< n ·• .• .. ' .. •. .· . .,o~·¡ <:2,, ... 

. :;~ ... . ?> G , t.ales que 

·.· /1ÍcA n In) 
X 

l(l") 

ro 
)( E n ¡n 

)( 

n= l 

< 1 - V n e ll'I • . y 
n n ... oo 

" 

25 



26 Notemos que la familia X e T n e DI cubre ;:1 T 

en el sentido de Vi ta li. Así que existe una familia 

numerable de int.ervalos ajenos dos .1 dos que 

T excepto por un conjunto de medida cero. Ver ([BJ, 

r.ap. U cor. D. 

Tenemos entonces 

m(A íl 1
11

) 

< 1 - 1 
l(I ) " 

Vnc;IN, 
n 

de aquí quF.: 

m(Ac n I ) 
1 n > l( I ) n n . 

o bien 

m{Ac íl 1 ) > 1 l(I ) 
n n n 

Y entonces 
00 

rn(Ac íl [ n~tln ] ) • E m{Ac n 1 ) > 
n 

n=t 
00 

E .i l(I ) • • _! rn( lJ I ) ~ 1 rn<T> 
n n n. n::: 1 n n 

n=I. 
00 

u 1 
n=i n 

e G entonces rn(Ac íl G) > le / n Ya que 

Por otro lado rnCG) • rnCA íl G> + rn(Ac íl G) , pero 

G • CA íl G> U (Ac íl G) .. A U (Ac íl G) entonces 

rnCG) = m(A) + m(Ac íl G) , de la definición de G f,enemos 

rn(A) + ~ • m<A> + m{Ac íl G) ent.onces 
n 

rn(Ac íl G) • 
n 

o 

termina la prueba en el caso de que A est.é acotado. 

Consider·emos ahora el caso general. 

A se puede expresar como A • nY1 A n C-n,n) • 
00 

• 
n 

'J • Estt• 

así que 

X e A : <E_<A.x) ;.! 1 ... nY1 { X E A n (-n,n) : rf!.A n <-n,n)) ... 1 } 

por lo que probamos al Pl'incipio para cada n en IN el conjunt.o 

{ )( E A n C-n,n) : it_(A n <-n,n)) ... 1 • 

donde rn({ X E A : <f;.CA,x> ... 1 n • o .• 

t.iene medida cero, de 



3.2 TOPOLOGIA DE LA DENSIDAD Y FUNCIONES APROXIMADAMENTE CONTINUAS 27 

En est.a pal'te se definen los conjuntos d-abiert.os como aquellos 

subconjuntos medibles de rR que tiene densidad 1 en 1;ada uno de 

sus punt.os. Verificamos que la familia de los d-abiert.os es una 

t,opolo¡;ia, la cual es llamada Topoloeía de la Densidad. 

Ot.ro resultado impol't..ant..e de est..a sección es f'>l teorema que 

asegura que el producto de una derivada acotada por una 

aproximadamente conLinua acotada, es una derivada. 

DEFINICION 3.2.1 (d-ABIERTO> Un conjunto A es llamado 

d-abierto, si es m.odible y la densidad de A existe y es ieual a 

1 en cada uno de sus puntos. 

TEOREMA 3.2,2 (TOPOLOGIA DE LA DENSIDAD> La /amLlia Td de los 

con;'untos d-abiertos 95 una topoloe{a. 

Demostración: 

Est..o es claro ya que .·IR es'm~~itlle;y dadcf~ ·cualquier··.· intervalo 

I , IR íl I = I por lo 

m.CIR () !)_ 1 --Ten-- .. 
de donde ~(IR,x) = 1 



28 t D St A y B están en rd entonces A íl B también está en 

~ Por supuesto la intersección de dos medibles es medible. 

~ Veamos que ~(A n B,x) = 1 para todo X en A n B . 

Sea X en A n B y sea 1 un intervalo abierto. tenemos que 

de aquí que dado n en N 

o 

intervalo abierto } ~ 

{ 
m(Ac ~I) + 

<>Uf'- l( ) 

intervalo abierto } 

entonces 

m(Bc ~ I) 
l( ) 

m.( [ A e O I ] U [ B'= O I ] ) 
mr 

1 x e I , lCD ~ !.. e I 
n--: -

1 x e I , lCD < !.. e . I 
n 

es un 

es un 

o ~ { 
m( [ A e U Be ] O I ) 

<>Uf'- l( !) 1 x e I ·, lCD < !.. e I es un 

intervalo abierto } ~ 

{ 
m(Ac ~ I) 1 

"Uf' l() x e I , 

+ 

{ m( Be r¡t I) 1 x e I • 
<>Uf'- l< ) 

entonces 

O ~ if; (Ac U Be, x) ~ 4' (Ac;x)~• ·"{> (Bc,x)· 
n n n 

como 

entonces 

entonces 

= O = Um. "if> (Be,><) 
n 

n .. CO 

n 

intervalo abto. } 



0 , O biPll 

¡/;(A () IJ,x) 1 . 

t'ii) .St IA,/
0 

es WK1 fanú:lia d.·, .;léll\en.tos de. 'd , entonces 

A = U Aa está en Td 

Pl'imel'o 'veamo~ que A es medible. 

Supon¡;.'.lmos ql¡e no es mr~dible, est.o es, supongamos que existen 

conjuntos F y G del tipo G0 y F l'l~spect,ivamente f.ales q11e 
a. 

y ni(IJ -F) ) o ; F e A ·= G , 11\(f) = m,/A) , m"(A) = m(G) 

AhoN, pol' un lado, m*<A - f) > O , 

entonces A - f se1·ía medible, de donde 

y;:¡ que si m."'<A - F) = O 

A resultaría medible 

t.ambién. 

Por otro lado, por ·el .. Teorema· de La Denstdad·. de Lebeseue, 
'' ---c-.-~có='--=-' 

x e u - r ; :p_<G - F ,x) .. ·,.t · 1 • tiene. medida. ce~d; 

De los p.;irraf'()S_ antel'ióres y como A . .._ P c:G· S f' •, .tenemos que 
_.:_ '.· ~ ~ ~ :.-,_~:_.._-:::: -

;:::~:es e:is:e A: Fta1 q::
1 

xqu:.A .. ;~:=.-.\4<.tg.·~}~~:.1f>T=-r~x)Y = :º~ 
' º·'··."-' - '-·. . ·q .,-,, 

··'-'···. 

hipótesis <K.Ae1.,><) = 1 .. né· <lhtiJ~'~Att\'nc:~ ~\:r).x·) = 1 . 

Esto implica que m(Aan'S· ª~·:-·r·l?'·~~I? :·' ;~r{' . ·.· \ •. . .. 
Aa n e G - F ) e Ac. ~ )J~j-~\~tr'GJ. '~n~b~d~s?.: ;~~é('~·'\t'i ·; O. ? 
Por tanto A. e~ h1edlb~~~'.· ·•· ,' ...... · ··; .. . .. \; 

.. -.--- ._ -;·, 0---=-·1:~~ . .:.;;;·_-~·--¡·"~~-: -.----- ---=~'.:._'=, .: ~-_; __ ~~' ~~_:_'_;!'..;_ ',·>·-

- AhoN veamos :~~~\;~A;~).~.(, ~~r.á<l6Jci> •X., en '·tJ·_{" 
,· . '···'cfi" .,e.ce.~ ..... i_ '"""· . •• . .. • . ....... '''.'· ' .': .•.. a 

Aª c:A • entone~; ·:.. ~6~.'~)]l~-:$,~;~~t',~ txP~~a<fodo 
Entonces si x .·· '.~~á · . en ··A \ ;~·¡;<1' '}~í~u~~ '-\~ ··· ·tenemos que 

~ rp<A,x> .. ~ 1 • Por Unto ,</cJ...tj~;t/'i i.'pat-a t.odo 

Como X • 

)( en 

29 



30 TEOREMA 3,2,3 Si un conj'unto A tiene 17l6'dida cero entonces 

~CA,x) • O para todo x en IR En particular A es d-cerrado. 

O.mostración: Es inmediato de las deriniciones s.1.1 y 3,1.Z el 

teorema 3.1.11 y la derinición anterior. 

OEFINICION s.z.• Una /undón f : A - .. IR .. • es aproximadamente 
. . 

continua en a . un pv.nto 
.. 
·cada ¡; > o . 

{ X e A : 1 f (x) - f(x ) 1 < ¡; en )( 

• 

OEFINICION 3.z.a Una /unción t : A --. IR , es aproximadamente 

continua en A si es aproximadamente continua en cada pv.nto de A 

TEOREMA s.z.6 $( f A - .. IR es aproximadamante continua 

entonces f es medible. 

Demostración: 

D Para cada a en IR , E • { x x e f(x) < a } es rnadible: 

Sea a en IR . Si E • 0 no hay nada que hacer. Supongamos 

entonces que E es no vacío. 

Sea y. • irtl C-oo,a) íl Im. f 

ser -oo ). 

úi/- fCE) . <Notemos que y
0 

puede 

- Consideremos el caso en que y
0 

e fCE>. Sea x. en E tal 

que f(x) • y. Como f(x) • y e f(E) entonces fCx) < a 



asi que a - f(x
0

) > O . Entonces el conjunLo 31 
E

0 
= l x : 1 f(x) - f(x) 1 < ~ - f(x_) esLá bien definido y es 

medible por hipót.esis. 

Pero E si 

)( 

- Consideremos Ya que 

y. = in,f. fCE). éxist.e . {y ~ .. Una sucesión en 
'"" 

t.al que 

Sea {x } e E t..al que en IN • 
n n 

Para cada n en ~ sea 

E = ( x ; 1 f(x) - f(x ) 1 < a - f(x )/} 
n n - -.n - · 

Entonces E est..á 
" 

bien definido, puesLo que < .a • Además E es medible po1• 
" 

hipótesis. 
00 

Veamos que E = U E '<:ú~rament..e E e E , de donde 
00 

~ n=t n :.~·-· · ;" n 

n~1E 11 e E Si x e E , ~~~5;.F>:.'qúe y. ti! f(E) , y. < f(x) y 

y < f(xn) ' para Lodo ¿~ · .. :~J'. ,¡N;,.·Y tome) re<) -.. y ' exist..e N 

:::::, :::.::~ 1 :':~~rt~(~~lf ~~f i~1}~,I{;;.::·' :.: .. º: 
Por lo t..anLo t..ambién ~n est..'é ~~9()'..C:~n~luimos que E es medible. 



32 

fil'•)• tU:J 

(C<UIO en que Y. e f(E) l IC<UIO en que Y• ~ f(E) l 

rt9• 9.2.1 

ii) A es medible: 

00 

Notemos que u 
n=i 

Por 

lo que vimos en i) obtenemos que A es medible.m 

NOTACION 3.2.7 Denotaremos por a los reales con la 

Topolosfo de la Densidad. 

TEOREMA a.2.0. Las funcionGs f IRd - IR cont int.tas son las 

aproximadamente continuas. 



DelT'..OS trae t 6n: 

e-_.) Supongamos que f : !Rd - .. IR es cont..1nua. 

,Sean e11 IR y ¡; > o . Conside1•emos el conjunto 

Entonces est.e conjunto es la imagen 

inw~1'sa de un abierto por lo que debE! ser abierto en la TopoloeJl:a 

de ta Denstdo.d, est.o quiere decir que tiene densidad 1 en todos 

sus punt.os, en part.iculal' 

C.-) Sea f : IR - .. IR 

Basta ver que las itnageries in~~rsas de .fo$'. l.rit.~ry~los · abiertos 

son d-abiert.os. 

Sea Ca,b) un intervalo 

r-1<a,b) es un conjun~o medible. 

Soa Sabemos t.al que 

(f(x) - e ,f(x) + i:;) e (a ,b) y ya 

continua, 

en X • 

tenemos que r 1crcx)-.. c~.i;c~5!~+~~~5k· hiene densidad 

Pero r 1(f(x) - c,t<x~ }'¡) ~itffiá,h> , de aquí 

1 

que 
' '. !..o- - • -- ; ; ;:· ~'.~':. ;'J.'.: - ~ 

:-;_.~·-x 

:.::., . ·>A._:-·~~:,_~;· .. -·> ~;<"·.·, -~-;;~: -' -.. ·-~_<;·:·: ,,._ . 

t..ieríe ·, tte~~.i.d~d (· f\"'. en ca.da 
".I.c·,¡,, 

Por lo t.ant..o uno de sus 

. - . " . . . "' 

COROLARIO 3.2.9 . yni:;__.fti~c~É_I} .· t 
,-· ... -. 

cont titua en x • si y~sóLo'sí, cpai'a cada e> O . el conjunto 

{ >< : 1 f(x) - f(x) 1 < & ·~ t (ene densidad 1 en cada uno de 

sus puntos. 

33 



34 TEOREMA 3. 2, 10 51: / a son /unciones acotadas, f una 

derivada y a aproximadamente continua en un intervalo 

,;>ntonce,; o./ es; una deriva.da. 

Demostración: Sea 

g(x) = Jx o.(t) /(t) dt 
o 

J 

De los t.ooremas 1.9 y 3.2.6 se sigue que ,, '! . s9n funciones 

es una función. m~dible y ácÓe~d:a; .:·Por medibles. Entonces a/ lo 

cual está bien definida. 
- -- ;_::: -oc::i~~~~'.bf:s' ~--~~:2-c-•c _:~~~ ':~~:~;·: ,.~:.-.:~''°-~'= _ 

> .,~-~-~-:··_- ,~- ::· ;·:_:,_-~ D·-_ ---:-.-_- .:·,·-
:_ .. '\ ·: -.:-~_':.:'· ,-., - -- -

g'<x) = a<x) J<x?.; :E:$f;'a~cir n~cé~it.amos ver que 
._·:_-":.~.:~;: .. · .. _:=-~'.-

------ -; : . •--<C.·' e~-(-• 

Probaremos que 

lim ~g_(_x~+~h~>~~g_<_x_)_ 
h .. o h "' aCx> /Cx):'(~"~ V 'x'"\;,>!R: ' 

'·:,_·_,:.:¿ 

Sean e > O x. e IR • e~t.oríc~~ ,~ 
., _.., .. _ 

y 

g(x • + h) - g(x .) ~ a(~;: :~fif le 
' ~,~~:-.: ·-,-_v >. 

k [ch octl /<i>d~'-fi!!•&~m dj- oCx.J /CX) • 

1 J". +h 

h 
X 

X +h 

k r· 
)( 

o 



TE.·nemos qUl' 

gCx. + h) - g(x.) 

donde 

A Ch) 1 
n 

- aCxl /Cxl 1 ~ ACh> + BCh) 

+ 

BU1) = i J~:t:: ec<;i [?(•z- 1m ) •< 

Así que basta probar: 

() l'm AChl • O 
h .. o 

i O llm BCh) ,,. O 

Prueba de i) 

Supongamos h > O Sea H una cot.a. de f y a . y sea 

E= a-1 (v;;nM(a(x)~) ---· ,~e~- '·~-
es apro:dillad~m~ilt.e l:ónt.inua, E.. t.iene de°'nsTdad puest..o que 1 

e11 X ú ~quívalent.em~rit¿, 1

E<=' ,~~Í~1j~; den~·ldad' o 

implica que 

L irn 
h-+o 

así 

m(E" íl Cx. 

Calculemos 

X +h 

ACh) 1 f 0 

ll 
X 

, esto 

35 



36 ~ J"º +h 

11 

J a(t.) - a(x.) J dt. ~ 

Y. 

11 f 1 ci<t.~. - cx(x_>. 1 dt. + 
fl lx ,x.+hiñE 

M J J a(t.) -,'a(x) 1 dt. . ~ 
h lx ,x

0
+h1-E 

¡; ... 211 2 

2 

& dt. .... 
2H 

... 2112 f . · .. ·· h . 
tx ,x

0
+h1-E 

m( [ x 
0 

, X 
0 

+ h] - E) 
< ·~ ... ~ 

Se demuestra de manera análoga cuando h < O 

Prueba d.;; i i) 

a ¡; 

Podemos suponer que a(x) " O . Puest..o que_ f es una derivada 

f f' para alguna funcion f . Así exist;e 6
2 

> O t..al que si 

h 1 ( 6
2 

ent..onces 

rcx .... h) - rcx.) 
h 

Ahora bien si 1 h 1 <.62 , .• 

o(x .J %~~~l;-f ~<i~~)~~if ,: 0 

1 

~ Jx 0

+h 
B<h> = 

11 

)( 

o.(x) dt. l . 



ct(X) 

l( + h 

1 

i f. o 11 /(i.) di. 

x. 

37 
f(X ) . 

.. 

1 a(x) 

COROLARIO 3,2.H 

acotada en el interualo 

DEFlNICION 3.2,12 Una /unción que es 

sem.iaproximadament e continua- stiper1:ormeni6'~Jn~,,~x:-~;-un -ptinto de 

de~~ ~121a~~ 3~ . en x · 

y es 

~ x ; f(x) < f(x) + & 

sen1iaproximadam.ente cont iniia ···in}er,{o~in,e~le··· en X si . 
A , si 

x; f(x) > f(x) - e} llene densidad'.1 •m x. 

DEFINICION 3,2.13 CSEHlAPROXIHADAHENTE- CONTINUAS) - Und- /ü'ri.ci.ón 

real r es semi aproximadamente continua: 

Cinferiormente) si lo es en cada punto 

PROPOSICION 3,2.14 Si f:A-IR es. semiaproximadamente 

continua supertor e inferiormente entonces t es aproximadan<ente 



38 con.t inuo. 

Demostración.: Tenemos que 

E { x : f(x ) - e < f(x) < f(x_) .+ e<~ "' 
. -

i X fCx) - e < f(x) ~ n {>i : j'(x) < f(~),i+ e } 

De la prueba hecha en ~l ~~o~e~~. §~~:2jil1e,fso ir)• <'~¿i;J,pr~eba se 

hizo puntualmente) se d~spt~l\d~''~u~'C~ "/E '•{;{ehe' dells1daa > 1 en 

Es decir r es aproximada~:rite :co~ti~~~'..l __ •'i2;'JI: • ·-~ :;·· X 

PROPOSICIOH 3.2.16 Si r es 

aproximadamente continua. 

démó~f.r~Í:- qúe:,~• cólljulltos 
_., - ' .. : ;-.-.;~ .. ; .. :_:?.•.--~~.· .. ·< .-~,~-'::. /'.t· .-
'- '~---··~~~·.: 

,';, ·.: .. ,;~:¿'~'."}:.:•e• 
: !/ " ,.-~'--' ', ·.,. 

Demos trae ión.: Basta abiertos son 

d-abiert.os. 

Sea G un conjunto abiert.Ó ~c~n ::¿fa.; •.tópología usual en [R • 

Queremos ver que G tiene'~deksiJ~d"~_{~}i,_ en ~cada uno de sus puntos. 
"'-'.·--'. ·.·. --º~;·. 

Sea x en G • Puesto que '•'<a .:~~' ;bie1-to existe e > O tal que '-:_._:- ,.,._,:: 

V (x) e G 
t: 

Sea N e IH tal que 

si x e I , l<I) ( 1/n 

.,::~~~{--~ '';'·: 
-,'.Y--·i: '·· <.;,. 

-'.,'/?··-· -::-.::> 
1/N < '& -~.; 'Entonces .tenemos que 

,~~e¡.-:,, -. 
- -~~--~~-, -:,··- .. ,:. : , ' 

Y· n >(ti:•; Ásí que 

{ 
m<G ~ 1) 

l() 1 • e I , ÍCI?~'H~,c~ Iün fn~~rValo ab~erto } = {1} 

-. -o_-=-_ocoo..·· ::O'o_-, ~ _ -- ;; __ ,~-~'( 

si n ) N • 

De donde ~ CG,x) = 1 si " > N , en~.oric:es t¿<G;x) 1 . Por 

tanto ~(G,x) = 1 .• 



3.3 TEOREMA DE ZAHORSKI 

En >?sta sección usamos un procedimiento del tipo Lema de Urysolrn 

para probar que · la Topolo5Ca de la Densidad es completamente 

regular y que dos subconjuntos d-cerrados, ajenos y del tipo G 
6 

pueden ser separados mediante una función aproximadamente 

continua. Estos dos resultados son la herramienta fltndamental para 

tres de las µruebas (caps. V. VI y VII); 

LEMA 3.3.1 Si J es un iitte:rva.L.o. y es contable 

entonces A íl J también lo es. 

Demos trae i ón: Supongamos que esto no sucede, es decir que AnJ 

es no cont..able. 

contable. Para 

óx > o t..al que 

V¿; 
X 

(x) ílÁ 

es contable. 

Elijamos un 

X e V (q) 
1./ n 

X 

x-o 
X 

Así que 

cada X e 

natural n 

e V
0 

(x) 

)( 

)( 

A íl J - Aco íl J "'A íl J 

A íl J - Acº . como X fi! 

y un racional qx 

íLg. 3, 3. 1 

q +.!.. 
X n 

)( 

Aºº 

Aco . 

tales 

x+o 
)( 

es no 

existe 

que 

39 



40 c11L.inces 

An v
1
,,r.<q)cAn V0 Cx) 

X ~ 

por lo cual 

es contttble. 

Pero 

quex·ria decir que ,, A·n .J,.:. Acº es cont..able. Lo .cual es absurdo. 

Por lo t..ant..o · A íl J cdebe ser cont..able. • 

LEHA 3.3.2 Para cualquier conjunto A se cwnpLe que es 

perfecto. 

Demostración: es "trivial, supongamos 

entonces que 

ac:wnuLación de Aco 

Sea X e Aco es ún punt..o de'.condensación de 

A , para cada ó > O se tiene que ; A íl V é~) no es.:, .. contable, 

pero entonces, de ac~er-do con ·~1 lema ant..erior, para c~'ctaL º > ~ . 
·,,·.<:· 

Acº n Y éx) es no ·contable, ent..onces x. es· un 'punto de 

acumulación de Acº • 

ii) Aco es cerrado: 

Sea 

Ent..onces 

)( un punt..o de acumulación de 

Aco íl V"Cx ) ;.! O • Sea X en 
e • 

y sea e > O • 

Acº íl V Cx ) 
e • 

y o > o 



t.al que V
6

<x) e V (x ) , ent.onces 
e • 

es no contable puest.o que x e Aco . Por lo que V (>< ) 
e • 

es no contable. Entonces x es un punto de condensación de A , 

decir x está en A co . • 

LEMA 3,3,3 Para cualquier subconjunto A de IR , A .,. Aco es 

contable, esto es, cuando mas una cantidad numerable de elementos 

de A no son de condensación. 

Demos trae i: ón: Sea K tina base numerable de IR • Para cada a 

en A - Aco podemos< elegir V a e \f tal que V a íl A es contable. 

Entonces A - Aco e lJ {V
8 

ílA: a e A -·Aco}, y como esta unión 

es contable, ent.onces A - Acº es contable.• 

COROLARIO 3,3,4 Si A es cerrado . m<A> ., m(Acº) 

Demostración: Ya que.> A,, es :cerl'ado Aco .e AJ;· Se ,tiene entonces 

que A .. A co U CA - Aéº) , enf..Onces m<A> • mCÁ}º), + m(A - A co) , 

pel'o poi' el lema De donde 

TEOREMA • donde p 

es perfecto 

y por los 



..ti'~ lemas 3.3,2 y 3,3.3 Aco 

evidentemente son ajenos.• 

es perfecto y es contable, y 

LEMA 3.3.6 Si A es medible, m(Á) > O y t: > o entonces 

"xillte> 'Un confunto pcor/9cto p to l qv.e> PcA, P,.i0 y 

m(Á - P) < t: . 

"9tn0~tración: Puesto que A es medible y m(A) ) O , existe F 

cerrado tal que F e A m(F) ) O y m(A - F) < e 

Veamos que P • Feº satisface las condiciones deseadas: 

i.) Por el lema 3.3,2 Feo es perfecto. 

i.i.) Como F es cerrado Feo e F entonces Feº e A • 

ii.i.J Por el corolario 3,3,4 m(Fcº) • m(F) > O , en particular 

iv) Ya que m<A - F) < e 

que m(A - Feº) < e . • 

Feo e F e A y m(Fcº) • m(F) se tiene 

LEMA 3,3,7 Cv.alqv.ier conjv.nto abierto G , G e IR puede ser 

expresado comD unión contable> de int9rvalos a.bi9rtos, ajenos dos a 

dos. E:stos intervalos son las '811111{14~ 'ecrn..ex<v.> de G y se Les 

(Nótese qv.e dichos intervalos 

ti.en9n extremDs en Ge , si estos extremes son reales). 



LEMA 3.3.8 Sea X un conjunto cerrado y acotado. Dado n e !N 

de/tnamos Tn "' { x e IR • -
1

- < dM>Cx,X) ~ -n
1 

}· • Entonces 
• n+ l. 

1' os 
n 

unión finita de intervalos 

d&(JEmerados). 

DQmcs trae i: ón: Como X e [•,MJ , donde 

• = m.in X y M = m<l.X X 

Puesto que XC 

anterior J(' es 

es 

de 

abierto y 

la forma 

(-oo,BIJ U CM,oo) e Xc , del lema 

xc .. JºUJ1u(nY2Jn) con 

J = C-oo,•) . J = CM,oo) y J 
o i o 

J 
1 

una sucesión de 

intervalos abiertos, ajenos dos a dos. Además cada J con 
n 

n ~ 2 

tiene extremos reales que pertenecen a X . 

De esto desprendemos que si Y e J (a ,b ) con n ~ 2 
n n n 

entonces dM>Cy,X) = m.in.{ y - a b - y } , tenemos entonces 
n n 

d0(y,X) ~ !. l(J ) 
2 n CD 

00 

Como u J e (111,M) entonces 
n=i n 

00 a m( U Jn) E l(J) ~ M - • 
n n=Z 

n::2 

así que 

iim l(J) = o n n .. oo 

Dado n en IN tomemos el mínimo N en IN con la 

propiedadad de que; Si n ) N entonces l(J ) < 2 Por CD 
na+t 

tenemos que si n ) N ··'y y e J 
n 

n 

entonces C:Üó(y,x) < 
Esto implica que si n ) N entonces Jn n Tno = 0 . 

Para cada 2 ~ n ~ N tenemos 

= 

··e 
na+t 



44 (a n + n 
1 

+ 1 ' a n 

[bn - min.{ nl 

y además 

Jo n T n = [ ID - 1/n o • - 1/(n o +u) 
o 

J 
1 

íl T n = (H + v<n. +u , H + un.) 

1 
w--~r 

N 

.. 

flg. 3. 3. 2 

,.._t 
•. 

Es decir, T 
n• 

U ( T íl J ) . Esto es T es unión finita 
n:O neo n no 

de conjuntos ajenos dos a dos y cada uno de estos conjuntos es 

unión finita de intervalos (o vacío). Por t.ant.o T es unión 

finita de intervalos.• 

TEOREMA 3.3.9 Sea 

ieuaL que 1 y sea 

E 

X 

.un. con.junto medible de 

un subconjunto cerrado 

n• 

diámetro menor o 

.de E taL que 

~(E,x) = 1 para cada X en X Entonces existe un conjunto p 

taL que: 

O XcPcE 

ii) P es perfecto 

iii) ~CP,x) = 1 , VxeX. 



De~.Dstracién: Para cada n en IN , sea 

T n '" { X E IR ; ~ ( + di.!}(X ,X) :S ~ } 

Por el lema ant.erior sabemos que 

NCnl 
T u 

n 
L = l 

J~ ' 
l 

N<n> E IN ' 

donde los J' 's son intervalos ajenos dos a dos. 
n 

Sea sn .. E íl Jn , sn es un conjunto medible y acotado, así qtl<::· 
l l l 

por el lemr.1 3. 3. 6 sabemos que existe un conjunto pert'ect.o 

tal que rn(Sn) < (l'n) + 1/N<r»2n 
L l 

Llamemos 

N<n> 
p .. u pn 

n 
l = 1 

Y llamemos 

N< n > N< n> 

n 
U S~ = U E íl J~ ., E íl T

0 
, s 

\. = 1 l::: i 

puesto que el diámetro de E. es menor o igual que 1 , tenemos 

'º 
1-~=XU U S 

n=t n 
CID 

Como los 'l' 's son ajenos dos a dos, tenemos que los S 's 
n n 

también lo son. De manera que 

[NC n> s~J rn(S ) 11'. u 
n '= i 

NI nl 

¿ 
i:: 1 

N<n> NI nl 

¿ rn(P~) + ¿ 1 
l 

L=i l=l 

por lo tanto 

rn(S ) - rn(P ) < 1 
n n 2º 

rn(S~) 
l 

< 

CID 

= 

1 
2n 

45 



46 
00 

AJ 'i. rm.ac 'i. ón: p X U U P 
n= t n 

es el conjunto t>'Jscado: 

i) Desde luego se cumple que X e P e E . 

ii) r es perfecto: 

1' es cerrado: 

Sea x e P- y {x • tal que x x . Si una infinidad de 
n'I m n 

de xm's caen en alguna de las P 's o en 
n 

X , ya habríamos 

terminado puesto que cada uno de estos conjuntos es cerrado. 

En et.ro caso, si existiera sólo un ndmero finito de X 's 
m 

en 

cada p . podríamos tomar subsucesiones {x 
m 1 i >. L 

y {P 
ncLJL n 

de {x • y {P • respectivamente, tales que )( e p 
mm n n mti.> nlll 

Ahora p T tiene di,;,(x X) ! 1 ya que e se que . 
nli> ntl> m<1.> ne L > 

de aquí que dV...(x . X) o cuando l --- 00 Por lo que 
m<1.> 

-dV...Cx,X) .. o entonces x e X • X e p Es decir p es cerrado. 

p es denso en si mismo: 

( 
CXl 

) Desde luego X' u u p e P' Falta ver que X - X' e P' 
n= t n 

Sea X en X - X' Ya que X no es un punt.o de acumulación de 

X , existe M en IN t.al que X íl v• Cx) = 0 para t.odo nat.ural 
3/m 

m ~ M Tomemos 

x-~ 
m 

x-~ 
m 

m ~ M, 

1 x-,.- -m - x+.!. 
m-

x+~ 
m 



Puest..o rpCE,x) = 1 , se t..iene que m(E n v• ex)) > o . 
1/m 47 

que . U T ) = 0 . · EsLo implica que 
m-1 

Not..emos que V Cx) íl ( T U 
1/m l 

E n v• Cx) 
l/m 

Ent..onces 

De modo que exist..e k ~ m t..al que 

SI: íl v:,.m Cx) "' ( :~:, S~ 1 íl v:,,m (x) 
t,iene medida posit..iva. De aquí que 

<llD 
para alguna 

En part..icular Sk v• Cx) rd 0 , de donde 
L n l/m 

Jk n v• Cx) " 0 CIV> 
L t/m 

Dado y en 
(x - !. , x - .!.).U (X + .!. , x + !.) , t.enemos que 

m m · m m 
y fi! Jk Por 

d.V->(y,X) > ; ~ ~ 

t.ant..o 

De modo que y f1! Tlc , así que 

, X - .!.) U (X + .!. , X + !.) ·1 .,¡ 0 
m m m 

CV) 

De CIV) Y CV) Y puesto que 
Jk es conexo, se t..iene necesariamente 

L es t.. o 

i' e V (x) • 
L 1/m 

Y de aquí que 
J~ n v.. (x) .. Jk 

L 1/m L 
De 

últ.imo t..enemos que 

sk n v• <x) .. e E n Jk > n v• <x> .. E íl Jk .. sk 

L i/m 
' 11m 

L L 

ent..onces, por CIID m(Slc) > o Así que p~ rd 0 \' 

L 

L 

pk e gk e gk n v• <x> e v* Cx) e v" Cx) De donde 

L ' 
L 1/m 

1/m 
3/m 



48 
.. k • k P íl V Cx) ::i P íl V <x> = P ~ O . 
3/m l 3/m l 

En lances 

para Lodo m ~ M • Por lanlo x es un punlo de acumulación de P . 

iii) 4i<P.x) = 1 para todo x 

Para los puntos x en X tales 

es claro. Analicemos, pués, el otro 

Sea x e X tal que <JiCX,x) 

intervalos abier~os tal que 

R x e j = 
1 

I J y l(l? --+ O cuando 

Ahora veremos que para cada en 

la propiedad de que S íl I .,1. 0 
n!j> j 

I íl S ~ 0 es no vacío. 
J n 

n e IN 

Dada en IN no es posible que E n l. e X 
J 

pués de olra 

,PCE,x> = 1 manera E íl I • X íl I . , y como 
J J 

se lendria que 

ip<X,x> • 1 , contrario a lo que eslamos suponiendo. Por tanto 

podemos tomar y en E íl I . - X 
J 

Entonces existe n en IN tal 

que y e T 
n 

De aqui que y e I. n S . Hemos probado entonces 
J n 

en IN , ~ n e IN : I . íl S .,1. 0 ~ .,1. 0 
J n 

que para todo 

Por derinición de s . 
n!J> 

tenemos que dV..(y ,x) > 1 

n < j > + l. 

por lo que 

l(l) > 
J n < j > + l. 

<VD 

Esto es n<j> + 1 ) -1if;- y puesto que . l(I) - .. O 
.· J 

cuando 

-.. oo entonces 

L im n!j> oo <VID 
j-+00 



Ahora recordando la definición de p y nljl es claro QUE-

P n r. = [ X u ( nY1 p n J ] n I j = [ X íl Ii ) u ( nY1 p n n IJ ) l 

v como esta unión es ajena, se tiene entonces que 

m(P n i 1 "' ,;t(X n n + m [ Ü r n I
3
.) 

J J n:t n 
CVIID 

Puesto que por construcción los ( P íl I .. )'s 
" J 

son ajenos dos a 

dos, entonces 

ro 

E m. (P íl 1) 
n ·J 

n= n 1 j l 

De <VIII) Y CIX) tenemos 

m(P n l.) 
J 

y por CID 

m(P íl !.) 
J 

Por tanto 

m.(P íl !.) 
J 

m(X () I) .¡. 
J 

tenemos 

> m(X () I) .¡. 
J 

> m.(X () I J + 
J 

co 

E 
n= n < j l 

l 
n=n< J > 

00 

r: 
n= n< j > 

m. (P n I.) 
n J 

[ m(S () l.) - -
1

- .] 
n J 2n 

m(S n I) -
1 

n J 2 n<Jl-1 

También por construcción los S 's son ajenos dos 
n 

que 

( 
co ) m. u s n 1. 

n=n< j l n J 

(l) 

r: 
n=n<Jl 

m(S íl !) 
n J 

Por CD y la definición de n<j> 

E íl I . • ( X íl I . ) U [ U ( S n íl IJ. ) ] 
J J n=n < j l 

<IX> 

CX) 

a dos, así 

CXD 

49 



!;() y por ser unión ajena 

m(E íl 1 ) "' m(X n 1 .) .¡. m [ U , 8 n n I ·) 
J J n=nCJl J 

Por CX) Y CXD 

m(P n r ,' > m(X n I/ • •{""g,jt'(~ ~J5] - 2"' ; '-• 

y por CXID 

m(P íl I ) > m(E íl l.) 
J J 

entonces 

mCPnI.) 
> 

l(I ) l(I.) 
J 

y por CVD 

m(P íl I ) 

> 
l(I ) 

J 

como 

U.m mCEnI.) 
J 

j .. 00 l(J .) 
J 

y por CVID 

U.m ne j > + 1 

j-+CD 2 n C j l - 1 

entonces 

m(PnI.) 
li m. --,-,-3-. ,....,J.__ 
j .. CD J 

J 

m(E íl I .) 

l(I.) 
J 

.. 1 

""o 

y como desde luego 

Ur¡i. m(P f! I J) 

j .. CD t(J.) 
J 

~ 1 

tenemos entonces que 

i"< j )-1. l(I .) 
J 

n< j > + l. 

2n<J>-1 

cxm 



m(P íl I ) 
L i.11, -~¿(~J~.~)_._J_ = 1 
j -+00 J 

Como ~I ~ era arbi t.rar ia, entonces tj:iCP ,x) .. 1 . • 
n n 

TEOREMA 3, 3, 10 ( LUSI N-HENCHOFt'> . Sea E medible, 

subconjunto cerrado de E tal que ¡/>CE, x) .. 1 para lodo 

X , entonces existe 'Un confunto . P tal que: 

O XcPcE 

ii.J P es perfecto 

u o q,cP ,x) .. 1 

Demostración: Para cada k en Z definimos: 

Ik = C1< , k + D 

¡k .. (le + !.. + k + !) 
2 , 2 

Jk =[ k + !.. + k + !J 4 , 4 

1k = e 1e + ~ + k + :!.1 
4 • 4 

I 

k 

-• •- - - Jk::c__;;º.: ~;;~~:~~;{~,;, - ,... ,_~ . 
' ___ __....;....:.,:::...___....;'-"----' . - ,,~.,·~-

--- "- - "·-.' - --- o=-o;,~-., ·'·-·, . . . 

flg. 3. 3. 4 

X 

le+! 
2 

X 

51 

un 

) 



52 
l::k es medible, E,_ e I 

~ k 

Ek es medible, 

y además, sean 

xk es un subconjunto cerrado de El: 

Dado k en 2 , veamos que tJi(Elc ,x) • 1 , para todo 

x1c : 

Sea x en xk • y sea {I"• una sucesión de intervalos 
n n 

CID 

CIID 

CIV) 

X en 

tales 

que x e ¡k para todo n en IN y l(lk) O cuando n tiende 
n n 

a inrinito. Existe, entonces, n en IN tal que 

n > N • De aquí que si n > N 

E íl ¡k 
n 

de donde 

m(Ek n I~) m(E íl ¡k ) 
lim n 1 • ' 
n .. CO l(Ik) l(I ) 

n n 

por lo tanto 

CV) 

Análogamente se puede ver que 

CVD 



Por };~s propiedades 

(1), CllD· Y CV) Y por el t,eorema an\,erio1· 

podemos =nclui' que, EKisL• P k un conjunLo p_,recLo L'1 quo 

X e P e E y .ur,, , x> , para todo x en X,; 
k le le '+"" .. .. i Pº' ([!), ([V). v (Vi\ concluimoS que, exisCe r'' Ún conjunLo 

y 

x en 

perfecto tal que 

x1e • 

P • ,. '!. e P, U· .~ Y s<i«s/o<• tos co••'"ººes •• .. ª"°"' CXl 

t> xcrcE 

~Es e taro que P e E . 

~ Chequemos que X e P : 
CXl 

Puesto que IR .. U ( J U J1c ) se· tiene que 
\(::-CX> \c 

ro to x • x n ,.'!. e J, u J' > • · ,.'!. ¡ e • n J, > u e • n J' i i • 

CQ 00 ' 

1:::t}o>CX1eUX1c) e lé=\}toCp1eUP1c),. P. 

53 

tL) P ~s perfecto: 

ple e lle . pero {lk}k 

(l) 

u p es unión de perfec\,os tales que 

k~ -00 k 

co 

es un& sucesión de in\,ervalos ajenos. De donde 
u p es 

le= -(1) le 

"' 
pert'ect.o. Por razones similiares u r" es pert'ect..o. Así que p 

k= -00 

es perf'ecLo por ser unión de dos perfec\,os. 

tii) cpCP ,x) .. 1 . 'V X e X : 

()) 

Sea X en X ... u ( x1e u x" ) 
le= -Ol 

supon¡;amos que X e Xk , para alguna k 

Sin pérdida de generalidad 

en lN 
Por como fueron 

deriniolos los P, 's Lenemos que .¡<P k , •l • 1 , P°"º 

ent.onces ip<I' ,x> '" 1 .11 



54 NOTACION 3.3.11 Para ui.dicar que un conjunte> B tiene densidad 

1 en cada uno de los puntos de un subconjunto A escrtbiremos 

COROLARIO 3.3.12 Sea E X: un subconfunto Cti>rrado de 

E tal que ip<E.x) .. 1 para X .. , entonces existe un 

conyunto perfecto P tat que Xc•P e• E. 

DGmostración: Por el teorema de Lusin-Henchorr sabemos que 

existe un conjunto perfecto p 
i 

tal que 

y por el teorema de la densidad de Lebes¡;ue, sabemos que 

F { X e E ; .p<E ,x) "' 1 tiene medida cero. 

p - F sat.isf ace que X e• p - F 
l 1 

puesto que X e• p y p 
l l 

y p - F difieren en un conjunt.o de medida cero. y t.ambién se 
1 

cumple que esto de la definición de F' • Es decir, 

tenemos X e• P - F e• E . 
1 

Nuevamente por el t.eorema de Lusin-Menchoff, aseguramos que 

existe un conjunto perfecto P t.al que 

tanto X e• P e• E ·• 

X e• P e P - F' • Por 
1 

lo 

TEOREMA 3.3.13 <PRIHER TEOREHA DE ZAHORSKI>: Sea E un conjunto 

F'
0 

tal que ip<E,x) • 1 para todo x en E. Entonces existe una 

/unción r . aproximadamente continua, tal que 

O < f(x) ~ 1 para todo x e.E 

f<x> = O para todo X fi! E 



Derru:;stración: Si E = 0 . r - o sat.isf ace las condiciones. 
Cl) 

Consit.leI'ernos el caso de que E a u F . donde, para cada n en 
n=1 n 

F' . es ceI'rado y no vacío. 
n 

Sea K = F' 
1 1 

Ya que ~<E,x) = 1 , para Lodo X en E • 

K
1 

c .. E . Así que por-. el teorema do Lusin-Henchorr sabemos que 

exist.e llll conjunto perfecto p tal que J( e• p e• F1 . z 1 ·z 

Sea K "' F u p entonces K es cer-N1do Y/ ~t;<::•~·K{ e• E 
2 2 2 2 

Supongamos 

e• .. 

que 

• .K 
n 

ya definimos n 

tales que 

n •, 

Definamos el cerrado K Por el t..eore~a 'ae 

existe P perfecto ta~+ ;ue K e~ • P'·;>,1~~./~ .• 

cerrados 

y 

Lusin-Henchofr 

n+ J n ·n+ t·s·· 

Sea Kn+ 1 "' F' n+i U P n+t , entonces;Kg+/C ~~ 6errado, y además 

f' e K 
n+t n+t 

y K e• .K e• E • 
n n+ i 

Henws definido una sucesión de conjuntos·.. cerrados t.al 

que; 

K c .. K V n e IN 
n n+l 

CD 

1-' e K "I n E IN <ID n n 

K Clil E <IID 
n 

De CID y es decir 

00 
E .. u K 

n= t n <IV> 

55 



56 Hemos definido un conjunto por cada natural, el siguiente paso 

será construir un conjunto ~ para cada :>.. = n/2m con n > 2m , 

con las características de los · KA ya construidos. Esto lo 

baremos mediante un proceso induC:t..ivo. 
',:. - --: '· '..:, ~ ,;,' ", ' --,,, + 

Para m = o , definim6s/ . , KnA'~· ~Y< t..enemos por (1) 

Kn/2m -:::• K<nH>/zm 

Supougamos que pal'a hemos definido • . K ¡ m n z • 
tal que 

K e• .K m • , pal'a Lodo n/zm• <n+il/Z n e IN Definimos para los 

pares; 

CV) 

y para los impares un conjunto cerradao (perfecto) 

conjunt..o cerrado Cperf'ect..o) t..al qÜe 

K ¡ m•+t 
<2nHl 2 

el cual sabemos que 

K . I ,;;~+1'. 
<Zn+i) 2 •. ,:' 

De CV) y la segunda parte de CVD 

.K / m~+i 
<2n+Zl 2 ' · 

De cvm y CVIID 

K / m•H e• n 2 · 
K . m•tt 

<n+il/2 

<VD 

s.s,12. 

<VID 

CVIID 



Es decir dado m fijo, hemos definido una familia 57 
'(jm = { KA : A. • n/2m , n > 2m } de conjuntos cer1'ados tal que; 

K ¡ m <n+ll 2 
<IX) 

NOTA: Observemos que para cada A. de la ,forma 

no depende de la representación de A. • Pór que se desprende de 
' ' ' 

CV) llUe, KA. • Kr/2" donde A. • r/z" y ,r impar. 

Aho1·.:i notemos que si y 

r !!'.. 2• ) , se cumple que Kn/
2
m e• 

Para mostrar esto, sea 

CX) 

Por cada • A. ~ 1 , como 

CXD 

Observemos que si A. • n.f 2'"· la definición en CXD coincide 

•' con la def'inición que habíamos dado en CV) y en CVD. 

Puesto que obviamente 

n K m e K m• 
n/2 n•/2 

y 

por CX) . 



58 Así para cada A. ~ 1 tenemos un conjunto cerrado KA , Y estos 

conjuntos satisfacen que ~1 e• Kx.
2 

si X.1 < A.z • Para ver que 

esto es cierto notemos primero que existen n y m tales que 

Al < n/2'" < ( n + 1 )/2m < A.2 , entonces de CXD es claro que 

~ <K¡mcK 1 mcK 
"7'.1 n Z <nH> Z A2 y entonces por (X) Kx.

1 
e• KAz · 

Ahora definiremos la función f como sigue: 

f IR IR 

[ 

1 Si x e E 
in.t 'A X e ~ } 

f(x) • 

o Si X ll!E 

00 

donde E .. u K 
n:i . n 

i) Veamos que O < f(x) ~ 1 para todo x e E . 

Si x e E entonces x 6 K 
" 

para alguna n en ~ . Entonces 

lnf. { A : x e KA ~ ~ n , entonces 

1 
~ 

1 
iñ.7 { 'A X e RX ·n 

:e.st.o es fCxJ ~ !. . 
n 

V entonces f<x> > o Y puesto que 

i<i,/- { A : x ~ KA } ~ ~ , así que tcx) ~ 1 

ii) f es medible: 

Puesto que f ~ O , basta checar que para todo a > O el 

conjunto { x f(x) ~ a } es medible. 

Sea Ct > o Notemos que las siguientes afirmaciones son 

equivalentes: 



rcx> ;?; a 

x e KA para todo A > 1/a 

>< e A>~-'ª KA 

Esto implica que { )( : f(>é) ~ Cl - } • íl 
-A>t/CI 

{ x ; f(x) ~ a } es medible. 

._- ~ .. -,. . .. -'.'.· --.,,, :; 

KA. • Por lo tanto 

Para ver q•Je f es ap;.oxima~~t.~ C:Ónti:nua en veamos qv.e 

f es con! inua ah{: 

Sea x en Ec y sea N -en IN • entonces x J! K 
N 

Puesto 

que K 
N 

es cerrado, existe 6 > o tal que 

x e E n V6Cx) . entonces in}{ A >< e ~ • ~ N 

f{x) :<.; .!.. • Si x e Ec () V
6
(x) . 

N 
f<x> • o < .!.. 

N 

arbitraria • entonces fCx) < .!.. 
N 

para t.odo X 

puesto que f(x) .. O entonces f es continua 

Si 

. de aquí que 

Como N era 

en V6Cx) y 

en X . 
~Para uer que f es aproximadamente continua en E ueremos dos 

casos: 

a) r es sem.icontinua superiormente por tanto 

sem.iaproximadamente cont in'Ua s'Uperiorm.en.te 

b) r es sem.iaproximaciament~ _c~nt 

De a) y b) con.cLuiremos inua 

en E 

a.> Sea x en E 

El caso en que x se 

tiene que f(x) ~ 1 , en se cumple que 

f(x) ~ 1 + e m f(x
0

) + e • 

59 



60 Consideremos ahora el caso en el que tCx) < 1 , podemos 

suponer que e < 1 - rcx.) Puesto que 

-,,...(,,_x-...,)'"'"1-...+_1:_ > 1 . 
entonces 

x. ti! K1/[ f(x )+e] . 
Y como 

K1/[ f(x )+e] . 
es cerrado, existe 6 > O tal que 

V t}><) íl K.1/[ f(x )+e] .. 1:) 

Si x e E íl V 6cx) entonces 

de donde f(x) ~ f(x ) + e . Si . 
f(x) • O < t(x) + e . Por lo tanto 

>< en V6'x) . 

x e Ec íl Vlx) 

f'Cx) < f(x) + e 

entonces 

para todo 

De los dos casos anteriores se concluye que f es semicontinua 

superiormente en E . 

b) Sea x en E y sea e > O . Queremos ver que el conjunto 

{ )( : f(x) > rcx.) - e • tiene densidad 1 en x . 
Los casos en que f(x ) - e • O y f(x ) - e < O son claros ya . . 

que tendríamos: 

{ x : fCx> > f(x) - e • • { x f(x) > O > • E si f(x ) • e . 
y 

{ x : f(x) > f(x) - e • • IR si f(x) < e 

Analicemos entonces el caso en que f(x) - e > O . 

Sea a • f(x) - e tenemos entonces 

O < 1/fCx.) < 1/a , entonces existe 

>..
1 

<Va . 

X. ~ 1 
i 

f(><) > a > O o bien 

y 



Sea "- e (A. , Va) fijo . entonces X e K/,1 -;::• K. 
2 l i.z 

Veamos Kf..z 
-1 Sea K\z (·11Lo11ces que e r (a,oo) X e 

i. «.f{ A. : X E ~ !Ó A así que f(xJ ~ 1/A.2 > a !·:!1l.011c0s 
2 

-1 -1 K,._
2 

e f Ca ,oo) • Por lo tan t.o K,_
1 

e• f Ca ,oo) . 

-1 Por t.ant,o t/o(.f (a ,oo) ,x) • 1 . • 

TEOREHA 3,3,14 C5EGUNVó TEOREHA VE ZAHOP.SKU Sean E , ¡; _y 
l 2 ' 

11 

tres con.juntos dt:syun.tos, toles que EUEUll=!R 
l 2 

E U 11 
1 

y 

E UH son con.juntos del t i.po F '>' d-abü;ortos er,t.on.ces 
z a 

'Una /unción. f aproximadamente continua tal que 

f'(x) = O 

f{x) 1 

O < f(x) < 1 

para todo 

para todo 

x e E 
1 

x e E z 

para todo x e H . 

Demo,;t rae i.ón.: Del primer l,eorema de Zahol'ski, s<1bemos que 

existen !'unciones g<x> y h<x> aproximadament.e continuas tales 

que 

gCx) = o pa1•a todo x e E 
1 

O < g<x> !Ó 1 para todo X e E UH 
2 

hCx) = o para t.odo X E E 
z 

O < hCx) !Ó 1 para todo X e E UH 
1 

Sea f !Rd - .. IR dada por 

f<x> • 1 rx) 1 

61 



62 Dado que E y E son ajenos, entonces g y h no se o:inulan 
l 2 

simultáneamente. Por tat\to f está bien y es 

aproximadamente continua. 

Por ot.ro lado 

si X E E 
1 

g(x) = O así que f(x) = O 

si X E E hCx) .. O entonces f(x) .. 1 
2 

si X E 11 . g(x) > O y h(x) > O de modo que f(x) >.o 

y desde luego f Cx) ~ 1 para todo para 

t.odo x .s H • • 

- --.,-,. 

COROLARIO 3.3.15 Si y ~2 Gó' s_ ajenos E 
l ,_.,.,_ 

d-cerrados, entonces exisle Ama dp1·ox( madamen te 

continua f tal que 

r<x> o para todo 

f(X) 1 para todo _:x ~ E --z-

o < f(x) < 1 para todo X e E e n E e 
i z 

Demostración: Apliquemos el segundo Teorema de Zahor·ski a los 

conjunt.os E • E • 11 = E1c íl E e ya que 
1 2 2 

E U E u 11 .. E UE U(EcnE") ., IR 
1 2 l 2 1 2 

E UH= E U ( Ec íl E e ) ,. E e 
1 1 1 2 2 

E U H = E U ( E e íl E e ) "' E e 
2 2 1 2 1 

así que E u 11 y E UH son r y d"."aDiertos por ser 
1 2 CI 

cornplement.o, cada uno de un G6 d-ce1'rado. • 



COROLARIO 3.3.16 Sean. A y • con.)"un.tos (ji ó , af~n.os y 63 
d-cerrados, en.ton.ces existen. funciones a y {l aproximadamente. 

con.tin.uas tales que: 

a(x) • 1 V X E A 

O ~ a(x) ~ i 

(Kx> • 1 V X E B 

O ~ f1Cx) ~ 1 V X E IR 

Demos trae ión: Por el corolario s. 3.15 sabemos que existe una 

función aproximadamnente continua tal que: 

r<x> • 1 V )( E A 

r<x> .. o V X E B 

o < r<x> < 1 V X e A.e íl Be • 

Sean A . { )( y(x) ~ 1/2} y B • { X yCx):S V2 } 
i 1 

entonces 

ya que r es de Baire (corolario 1.8>. 

A y B 
1 

son d-cerrados. 

Así que existe una función aproximadamente continua a tal que: 

a(x) a 1 

a<x> • O 

O < a(x) < i 

V x e A 

V x e B 
1 

V X e A e íl Be • 
i 



64 Análogamente existe una función (? aproximadamente continua tal 

que: 

(1Cx) • o y X 4! A 
l 

(1Cx) • 1 y X e B 

O < {1(x) < 1 y x e Ac n ge . 
l 

Así que a ¡1 es a prox imadamen te continua en IR y además 

o(X) • 1 y 
" E A 

o ~ a<x> ~ 1 y X e lR 

(l(x> • 1 y x e B 

O ~ (JCx> ~ 1 y x e lR 

a(? • O ·• 

TEOREMA 3.S.17 La Topoloe{a de la Densidad es completamente 

re(J'U lar. 

De1110stración: Sea " un d-abierto y X en V Puesto que 

c¡,cu ,x> • 1 para todo " en u y puesto que K • ~x) es 
l 

cerrado, por el teore~a de Lusin-Henchorr. existe un conjunto 

cerrado (perfecto) tal que K e• K e U y puesto que u es 
l z 

d-abierto, se tiene entonces que K, e• K
2 

e• U Suponiendo que 

ya hemos definido el conjunto K 
n 

para n ) 1 tal que 



K e• K e• . . . e• K e• U . Nuevament..e poi" el t..eo!"ema de Lus.i.n- •~5 
1 z n \JI 

Menchorr, existe un conjunto K cel"l"ado (pe!"fect..o) tal quu 
n+ 1 

sucesión {Kn} n de conjuntos ce1•:rados tales que 

pa!"a todo n en ~ 

K e+ K e• U 
n n+. i 

00 

Sea E • U K 
n=t. n 

Puesto que cada .:Kn ·•,es cerrádo E es un F 
a 

además ~CE,x> • 1 para t.odo X en /~E ::, lJ¡d~s estas condiciones 
-'-;-·-.: _--':..'._.]·¡;~-·- ":-_'.~~0.: _:>:._:_·_ -~:~ ,~,- ' 

podemos aplicar el 

asegu!"al" que existe: 

f : IR --+ C0,1l . f aproxiniadament.e cont.foua," 

o < f<x> ~ 1 para t. cid o x· en E 

f(x) . o pa1•a t.odo X en Eª 

Puesto que E e U y X e E entonces . 
o ~ f(x) ~ 1 para todo X en u 

f<x> .. o par· a todo X en uª 

Si f(x 
0

) = 1 hemos tel"minado. Si f(x) < 1 . definimos h 

como sigue: 

h : [R - .. C0,11 

hCx> • f(x) 
f(x) - r(x) 

h está bien definida ya que, como rCx) > o . Y 

clal"amente h es aproximadamente continua. También es evidente 

que 

h(x) • 1 

h<x> • O para t.odo x en uc 



66 O ~ h<x) :5 1 para todo x en U 

Por que si f(x) > O , entonces 

f(x.) + 1 f(x) - rcx.) 1 ~ f(x.) + f(x) - f(x.) > o entonces 

h(x) = 



SEGUNDA PARTE: 
HISTENCIA OE FUNCIONES OIFERENCIABLES 

MOHO rDNAS EN NINGUNA PAR fE 



PRUEBA DE WEIL 

Esta prueba consiste en mostrar que el espacio (A' , 11· •. 11) Ce! 
o 

espacio de las derivadas acotadas definidas en C0,11, que se 

anulan en alGún subconjunto denso de [0,1] ) es completo. Y 

mostrar que E "' { f e A~ : Existe algún intervalo J e C0,11 tal 

que 11 ~o 
J 

es de la primera categoría. Con estas 

dos premisas concluir, con base en el Teorema de ta Catesoría de 

Baire, que R = { f e A' Para todo intervalo J e C0,11 , f 
o 

toma valores positivos y negativos en J • • es denso. 

Así, si f es una primitiva de una función f en R , f será 

una función diferenciable que no es monótona en ningún intervalo. 

TEOREMA ~.1 (LIHITE UNIFORME DE DERIVADAS ES DERIVADA). Si 

VJn es una sucesión de deri.~adas~0 ~9_/iri.i.das en A e IR , la cual 

con.ve:ree uniformemente a una /unción f , entonces I es una 

derivada. 



70 O."'°"' trae i Ón: See {f • una sucesión de runciones tales que 
n n 

f' • f , para todo n en IN . 
n n 

Para cada n en IN , derinimos •n : A - .. IR 

entonces g~ • f~ •In y ' (O) • o n 
para todo n en IN Esto 

es g~ - f y s,,CO) - .. O • de acuerdo con ([201: teo.7.17) 

existe 1 : A - .. IR t.al que gn -+ g y g' = f , es decir. / es 

una derivada.1 

TEOREMA 4.2 EL espacio CA', 11·. • llJ , dtt Las derivadas acotadas 

en C0,11 con la norma d9l supr9mo 95 un 9spa.ci.o dN Banach. 

Demostraci.ón: Es claro que CA'. 11· .. llJ es un espacio 

vectorial sobre IR Para ver que es completo consideremos una 

sucesión de Cauchy {/ • en h.' 
n n 

Entonces, dado e > O existe N e IN tal que si n y m son 

111ayores que N se tiene que 11 f n - f m 11
00 

< e • Es decir {/ . 
n n 

es uniformemente de Cauchy. En particular para cada X E C0,1J 

{/ Cx)• es de Cauchy en IR y por lo tanto convergente; sea y 
n n x 

tal que f (x) -.. y 
n X 

Veanios que f ~ f , donde f : [O ,11 -... IR 
n 

y f Cx) • y 
X 

Sea e > O • Como {/ • es uniformemente de Cauchy, existe N 
n n 

en IN tal que para todo x e C0,11 , n y m mayores que N se 

tiene 1 f (x) - f (x) 1 < e o bien 
n m 

-e + f (x) < / Cx) < e + /m(x) 
m n 

lomando límite cuando m tiende a infinito, tenemos que 

-e + /(x) < r Cx) < e + f(x) • Esto es, para todo x e C0,11 
n 



1 J (x) - /Cx) 1 < e 
n 

si n > N , por lo que j ~ .. f 
n 

, Y POI' el 

teorema anterior f es una derivada. 

Por último veamos que I está .acotada.· Puesto que l ~ .• .t 
n 

existe algún natural N t.ocio . X E [Q,1J 

ent.onces 

si H es una cota de / . Es decir f 
N 

+ 1 IN (X) 1 < 1 + M 

est.á acotada. 

Ya que f ~ ó, 1 
, (IJ.',11· ··!leo) es un espacio de Banach.• 

A continuación veremos que el espacio también 

es de Banach, donde h.~ es el conjunt.o de las derivadas acotadas 

definidas en (0,1] • que se anulan en algún denso. Pero ant.es 

veremos dos lemas: 

LEHA 4,3 Si / e h.' y J e [0,1] &s un intervalo entonces 
o --- -- - - --~·--

.J{ f = O } es 'Un denso en .J , del ;tipo 

Demostración: Que J{ J = O } . es• .. , .. kn ··, J es inmediato de 
\·.'::"' 

la definición de D.' • Por el corofarioé 1-8 y el teorema 1.9 
o 

sabemos que los conjuntos 

del t.ipo G
6 

, de donde 

también lo es.• 

J{ / ~ O > ··y J{ f ~ O } son del 

J< f .~ o > n J< / ~ o > = J< I = o > 

LEMA 4.4 ( h.' , 11·. • 11 ) es 11n espacio veeioriat sobre !R . 
o 

71 



72 Demos trae i: ón: Si o es un númeI'O real y es evidente 

que o/ e l:i.~ • Veamos entonces que f es cerado bajo la suma. 

Sean f v e en l:i.' • Por el lema anterior sabemos que los 
o 

conjunt.os H/=0} y.Hi=<O} son conjuntos densos del 
,J_':"',' 

tipo G0 • 

int.ersección 

Entonces por/el \~r9Óternd..de La .cateéJoría de Baire, 

es densa ke~~ · · .,;demás est.á contenida 

{ x e I : (/+e)Cx) = O F por;lo t.ant.o est.e últ.imo es denso.• 

TEOREMA 4. 5 6.' 
o 

su 

en 

Dem.os trae i ón: Como probar 

que 6.' es cerrado en t:i.' 
o 

Supongamos que que 

f --+ f . 
n 

Por el lema 4.3 son del 

t.ipo G6 y densos , cateeoría de 

Baire tenemos que R 
n= 1 

dado x en 

ñ l{ f 
n::i n 

.. o ~ se t.iene que n en IN 

De donde f(x) = l im f (x) • O , . para todo 
n-+00 n 

X en R H f 
n::1 n 

o 

Es decir f se anula en un denso, por lo t.ant.o f est.á en 6.' • • 
o 

OEFINICION 4.6 (DERIVADA .DE POHPEIW : Una. /unción definida en 
-'·. ,·-" 

un intervalo cerrado, es l Lamaoo Ünd':défttfada de'Pbmpeiu; si es 
-.-·r_-,---- '"";. 

una /unción acotada, mayor O•· ieuaL.q":uec cez'o,,C:Ústinta de La 

con.<>tante cero, que se a~uL~~e~ o.I~~2: d~:J.;.~'·;~~~ ~~·supuesto es 

una derivada. 



Hostraremos la construcción que dió Pompeiu para una función de 73 
este tipo en el siguient.e: 

ale'Ún subconjunto denso de su dominio. 

Demo:;tración: Escojamos {A} ._ una sucesión 
n·n 

de números 
00 00 

positivos t.ales que n~ A y ~ .. :rr-. convergen. 
n n · > <;n 

Sean A y 

U los limites de estas Sl!ries respéct.ivamente. Y sea {a } un 
.. . 

conjunt.o numerable denso en C0,11 . 

Consideremos 
00 

E A (x - a )1/3 
n n 

n:t 

para X en l0,11 Es claro 

uniformemente en C0,11 , puesto que 
00 

E An convege. 
n=1 

Sea 

00 

que 

(x -

f(x) = A ( x - a ) 1
/

3 
, X e (Q,1) 

n n 
n:: 1 

n n 

fest.a·.· serie converge 

a)l./lE está acotada y 
n 

CD 

f(x) es cont.inua ya que es límite uniforme de funciones continuas 

y es estríctamente creciente ya que cada una de las funciones 

A (x - a ) 1
/

3 lo es. 
n n 

Por lo que existe r-1
: [a,131 - .. [Q,1] 

c1m. r es un intervalo ya que r es cont.inua, es decir Im. f 

es compacto y conexo) . 



74 Afi.rmac ión.; La función (f- 1
)' es una derivad;:i de Pompeiu que 

es positiva en un denso de [a,Ol Para demostrar esto probaremos 

antes tres propiedades; 

to 

La serie 2 CID 
n: 1. 

·'-" 

con:veree excepto en tin conjunto de medida 
'. '• 

:,_;:~~:~:~)~'.~ :··~~:~:;-. _:~~~~>-'·' 

Sea en 

' ·-~ ' 

IN • si X' J~~tifié)'.q-u~~ é -·.¡é~x ~i <F 1· ->-! 1-A ,. e.para 
- · · · n .•:-···1c n· 

casi todo 

la serie 
to 

E~ 
n=i 

n en IN . 

converge, tenemos que 

to 

2 
n=i 

A 
n 

X - a 
n 

converge. 

Entonces y como 

Analicemos ahora el conjunto de las-e- ')c•s-- restantes, esto es 

)( - a 1 < n El: = {x e [a,bl ; I 
• { x e [a ,b] ; a 1 -rr 

1: n n 
infinidad de n's } 

es decir Ek de la forma; 
(1) 

( Ek .. . U 1 rr . a 
•=1 n< \. > 1: n< L) 

~tonces 
00 

( El: u a 1 -fA + e a· 
n= 1 n le n n 

por lo que 

m[n~J rn(Ek) ~ 
1 -rr a - ·ª n k n 

! .. -rr;_ 
1: .·. n ,para una· infinidad de n's} 

< X·· < a + 1 -rA para una 
n 1: n 

) + 1 rA. a n< ¡) k n( L) 

-· .-···· 

1 ·:-1A~-' 
k . n. 

.i )] 00 28 + -FA ~ E 2 rr . 
n k n k n k 

n=i 



Ade11á& es claro que el conjunt.o D . donde CID no converge, . 75 
28 e•t.á cont.er.ido en Ek • De donde rn(D) ~ y COlllO k era 

k 

arbitraria en IN se t.iene que rn(D) • o . 

i i) La serü> 

(IO 

l 
A 

n 

n:l 
( X - a )2/!f 

n 

conv9r5e &n todos Los puntos en que CID convertfe. Es decir 

converse a aleuna función f casi dondn sea: 

Dada X sea L>< t.al que 
00 A 

l n - L>< X - a 
n 

n•l 

Not.e11os que si 1 >< - a 
n 

donde A 1 e " - a )2/3 ~ 
n n 

t.a.bién ( X - a )Z/3 > 1 n 

Así que, si definimos los 

N • {n e IN : 1 X - a 1 ~u 
1 n 

entonces 
O) A 

~ n 

• nl ( X - a )Z/3 
n:l n 

1 

A 
--.-~~-"~--..- + E 

X - a neH 
A 

n 
n z 

por lo t.ant.o 
00 A 

~ 
n 

( X - a )Z/3 
n:l n 

converge. 

1 ~ 1 ( X - a )ua ~ 
1 >< - a 1 , de 

n n 

A I X - a y si 1 X - a 1 > 1 
n n n 

entonces A I e X - a )Z/3 < A 
n n n 

conjuntos H y " como sigue 
1 2 

y N • fo e IN : 1 X - a 1 >u . z n 

A A 
n 

+ ne,
2 

n 
~ 

( X - a )2/3 ( X - a )2/3 
n n 

L + A 
)( 



76 Sea E el conjunt.o donde 
00 

A 

l n 

( X - a )Z/!I 
n: f. n 

no converge, por O y i O mCE> • O • · De modo que C0,11 - E es 

denso. 

Sea 

00 A 
/Cx) • 2 n x e CO ,11 - E CllD 

( x - a )va 
n=l n 

iiO f'Cx) existe para todo 1 . f'(X) • !. /(X) 
3 

en 

C0,1] - E y t''Cx) • oo para x en E • E es denso en C0,11 : 

Observemos primero que 

00 

f(x + h> - f(x) ¿ A (x + h - a )1/!I - (X - a )i/ll 

• n n 
n 

n=t 

dado n llamemos 

Ch) • (x + h - a )va + Cx + h - a )v"Cx - a ) 1
/!I + Cx - a ) 2n In n n n n 

Resolviendo la ecuación 

que en el caso de que X .. a 
" 00 

f(x + h) - f(x) 2 A 
(X+ 

• n 
n= l 

00 A h 00 A 

2 n • 2 n 
h¡--n\J -(1\) 

n In 
n= l n=t 

es decir 

f<x + h> - t<x> 00 A 
• 2 n 

g (fi) 
n 

n= l 

para 

g (h) .. o 
n 

h - 8 )t/3 

" 

si X,.! a 

x + h - a , se muest.ra 
n 

para t.odo h • así que 

- (X - a )l/3 g (h) 
n n 

¡-olY 
n 

V n E IN 
n 

.. 



'.' 

Consideremos ahora los siguientes casos: 

Primer caso: Cuando x e [0,1J - E Cen este caso x ~ a , para 

todo n en IN ). 

Si llamamos a~ = ( ( X .¡.. h .;. 'l n )
0 

/ ( X ,- ·a 

por la observación hecha a1'riba 

f(x + h) - f(x) 
---~-----

oo A 

2 gro= 
n 

n=1 

00 

Jt (a~)2+' a~ 

n 

n 

la función (a~)2 + a~ + 1 nunca se anula r su valor mínimo es 

entonces 

A A 
" n 

g (h) 
n ( x - a )2/3 

n 

para todo n y todo h Esto implica que 

00 
A f(x + h) - f(x) 

2 n u <como función de h). 
g~ 

--+ 

n 
n=t 

y recordemos que para X E C0,11 - E 

k A l im 2 n 
"' /(x) 

k .. 00 ( X - a )2/3 

n= t n 

de donde 

k A k 
Lim Lim. n L im. Lim. A 

n 2 l -(1\) .. k .. oo h .. o h-+o k .. oo gn g (h) 
n= 1 

entonces 

00 A 
n lim. \ 

h-.o L ¡-m 
n 

n= t 

k 
1 lim. 

2 g- k -+OO ( 
n= 1 

k 

2 
n=i 

A 
n 

" - a )2/3 
n 

n 
n=t 

A ______ n____ = 
3(x'-a 

n 
)2/3 

! 
4 

tomando los extremos de esta serie de igualdades, tenemos 

77 



78 1tm 
h-+o 

fCx + h) - f(x) = .!. /(x) 
'3 

por lo Lanto f'(x) = ~ /(xl 

Se~undo caso: x e 

Demostraremos que 

f(x + hl - f(x) 

como 

00 
A 

2 n 

e X - a )Z/3 
n=1 n 

diverge, existe m E (N tal QUe 

"' 
2 

n=1 

por 

m 

2 
n= 1 

A 
n 

( X - a )Z/'3 
n 

otro lado 

A 
n 

-(li) 
gn 

> 3M 

es continua en h .. o . y 
m A m A 

si x e [Q,11 - E . 

2 n 
-·zoy'" 2 n -).H 
gn 

n= 1 n:s 

así que exisLe 

entonces 

m A 
2 g-h-5- > M 

n 
n= 1 

de donde 

f<x + h) - f(x) 

3 ( x - a n ) ~~~ª , _ 

e > O Lal que, si lhl < e 

00 

¿ A 
---n.:oc.• );-H 
g· (fi)_. __ -, 
- n -

n= 1 

tal que 

Por lo tanto f'(x) = oo s,i x e E y . - x ~ a , p~~a todo n e !N 
.-n -



ESTA TESIS 
SALia Dt l.A 

NO BEBE 
BIULIGTECA 

Tercer caso: Si x = a para algún no e m 79 
A ( x - a ) 1n 

n n 
f(x) = A ( x - a 

n n 
o 

si HCx) E 
nriin

0 

A ( x - a .)i/3 

n n ~ 

entonces pol' los dos pl'imel'os casos· .. H'(a ) e IR o H'(a ) = 00 • 
n• n• 

y por otro lado 

[ d! A ( X - a )1/3 ]la = oo .• 
n n 

n 
o 

de donde f'(x) = ro • 

Resumiendo tenemos; 

00 A 

2 
n 

!.. /(x) > o , si X e [O ,1] - E 
3 3 ( X..,. a )Z/3 

n= 1 n 
f '(x) • 

00 si x e E 

C0,11 - E es denso ya que rn(E) = O y E es denso ya que 

ta } e E 
n n 

Pinalmente veamos que que (f-1
)' es una derivada de Pompeiu: 

Por el inciso anterior sabemos que tiene una derivada en 

cada punto y ésta es; 

P .. cr-'>' Ca,(31 -. IR 

P. cr-'>'''' • { 
1 ) o si t f( CO ,1 l - E) e 

f'Cr- 1-ct)) 

o si • .. t(E) .. 



80 Entonces 

p es una derivada, definida en un intervalo cerrado. 

p(x) 2:. O para x e Ca,(11 . 

No es trivial ·va que f(C0,11 - E) ;i! 0 va que CO,il - E ;i! 0 . 

p se anula en un denso de su dominio ya que f es invertible 

y continua y E es denso. 

- p es positiva en un subconjunto denso d~ [a,(11 

C0,1l - !:: es denso y f es continua e invert.ible. 

- Está acotada ya que; 

Si t. E f (E) cr- 1 )'<t.) • o . 

Si t. E f(C0,11 - E) 

)( E CQ,1] - E entonces 

ro A 
f'(x) .. 2 

1 n 
g-

( X - a 
n=i n 

de donde 

1 

existe X 

> 2 .!. A 
)2/3 3 n 

n=i 

.. 1 .•. < ~ 
,, . c/f/{)(y·._ -~- . A . • 

:-\~ 

:.··)_:; .. \(:·:·:. 
•'\;' 

tal que 

le 
• •. !. E A 

3 
n=i 

n 

COROLARIO <.B <xi st6 f ~'.~i;:.~ de ·· Po~p&( u •n 

al !fÚn subco~}~~;(o.?Ji~~'."(i9 •... co'.il ·. posi.ti.ua en 
,.<·~---~:~:··. - ·. 

puesto que 

f(x) • t. y 

• A 

A' 
o 

qv.e es 

Dem.ostraci.ón: Sea p Ca,(11 --:-,. C0,11 una derivada como en 

el teorema anterior y h : C0,11 -:. [a,(11 la función 

h(x) m ( (1 - a ) x + a enloces p • h es una derivada de Pompeiu 

definida en C0,11 que es positiva en un denso de [0,11 ·• 



COROLARIO 4.9 Existe una /unción f e .6~ , tal que f 5 O y es 81 
n.e¡ga ti ua en un. denso de CO ,11 . 

LEMA 4.10 Si X en· [a,l>l , 

8(X) = g'Cx) para eCb) entonces lo 

fun.c i.ón. 

{ 
/(x) 

h(x) = 
e(x) 

es tal que h = h' , donde· 

{ 
f(x) 

h(x) .. 
g(x) - g(b) + f(b) 

si x e [a,bl 

si x e (b,oJ 

Derrv::>s trae ión: Clarament-e h(x) = h '(x) para X en 

[a,b) U Cb,ol , sólo falt-aría ver que h(b) .. h '(b) • pero 

Li.m h(b + a) - h(b) Um f(b + a) - f(b) = f'(b) = /(b) .. h(b) 
a-+ o a et-+ o a 

y 

tím hCb + a) - hCb) lim g(b + a) 
• • a-+ o a ª .. o 

itm g (b + a) - gCb) .. g'(b) .. e<h) + .. 
a-+ o a 

TEOREMA 4.11 Si J = [a,bl e C0,11 

E = { f e .6' : f ~ O en J } :y • .F = 
o 

son densos en. nineuna parte. 

Demostración: Veamos que si /
0 

E' 

es denso en V (/ ) . 
¡¡; o 

- g(b) + f(b) - f(b) 
a 

/(b) .. h(b) •• 

entonces tos conjuntos 
---;. 

en J } 

E no 



82 Sabemos por el Corolario 4,9 que existe una función /1 E !J.' y 
o 

ft :5 o y que existe o en (a,b) tal que f <o) < o . Ahora 
1 

como f y /t están en A' existe X e (a,a) y X e <a,b) 
o o o 1 

tales que f (x ) = f (x) = O • 
o o t 1 

Consideremos la siguiente funciónf 

{ 

f (x 
/Cx) "' 1 

+ o - X ) 
o 

o 
- ·.. -~ ., 

f está bien definida, puesto quefb~~~~{fff't.)~ .'~stá definida para 

o ;!;; t. !> 1 entonces /Cx + o-,·:~~2;~)K~~<~st.á definida para 

- ( o '- X~ )}~ X ~-1 - e o - "o ) ' est.o es, 
o 

en particular para Además 

/ (x + x - o + e: - x ) "' / (x ) • 
1 o t o 1 1 

Veamos que f está en A' 
o 

- Por el lema 4.10 /Cx) 

f(x) • 

donde 

- Para ver que 

basta ver que 

[O,x +x -o] 
o 1 

[o-x ,x] 
o 1 

y 

f 

f 

invert.ible, así que 

de ( 0 X + X - O) . , o i 

si x .e ,[O~··xJc::" x
1 

- o] 

six~(x,+x -o .1] 
o 1 

<.:t~~<·.:~.l{· .. · º:-~.:':·.·"~· 
.. • 

se anula'. ~ri ·.u~ subconjunt.o denso de CO ,11 , 
' ' .~ ;. ', ;,:_,, .. 

se ~ntüa:' en algún subconjunto denso de 

pero f 
1 

la función 

se anula en algún denso de 

X - X + O - X o 
es continua e 

se anula en algún denso 



- Claramente f est..á 

De donde f está en 

Si e e .. R I t<>mbién 

acolada 

ti J 
o 

está en 

por 

6, I 
.. o 

H una cot.a de f . 
i 

ecx
0

) .. R 1cx
0

) .. R-1.<c) <o 

y además para todo x en 
'. ,.·i: :,:,. , ,• ¡; 

rn;1r,:;_ :'e<~? ~:: ff. re~) < & • · es decfr. 

Consideremos, úlÜ~~~~ ?'ia}; :.;unLi~J~· h :: I + 8 e 6' . 
- ... -; -, - . ,-• <·-···--'"' .~: ·--· -0 ->' . o o por 

e . 

" h - / tt = tt e " < e 
. eAto~¡~~~ -~1i;i v:c·¡:\)··•· · v· h ~ E 

. & .. O· :, 
puesto 

o 

que h(x ) = / ex ) + · d<x> .;. scx.) · ( o , ,, .... pero observemos que 
O O O ·O O 

E = E- , así que 
. -- --

X e y:(/ ) pero• X.ii! •. E:-- ••.• 'es dedr E ·no es 
¡; o 

denso en V (/ ) 
e o 

Como & ) o y ./ 'e 6.' o o 
eran arbitrarios 

concluimos que E es denso en nillgUria p~rfe. 

De manera análoga se prueba que; en ninguna parte.• 

TEOREMA 4.12 n conjv.nto E • { ¡::·e '!!,.~ : Ex.is te al6'Ún interualo 

J e CO,il tal qu9 11 ~ o 
J 

} 9s de la pr-i.mera 

cateaorta. 

DemostraCLón: Sea {l } una nu~et-~cióri de la,'.. colección de 
n n 

raci'c;nal~s. 
>-'·' 

subintervalos cerrados de CO,lF que 

Sean 

E = U e 6.' 
n o 

/(x) ~o . v.,x',~?il~}':' 

1<x) ~·o'Ov/~;i~l·~~p: F = U e ti' 
n o 

00 

entonces E = U ( E U F ) •. 
n=t n n 

Para cada n E y 
n 

F son cerrados, además 
n 

por el .Leorema 

anterior son densos en ninguna parte. Entonces E U F ~es 
n n 

cerrado y denso en ninguna part..e. De donde E es un conjunto de 

la primera categoría.• 
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COROLUIO 4,13 El. conjunto R = { f E /J.': Pa:-a todo subtntena1= 

" 
J de C0,11 , f toma valores posi U: vos y neeattvos en J } , es 

denso en Ci' 
o 

Demostración: Es inmediato de 4~6 , 4,12 y -e1 Teore11v:i_ do la 

Cat~Bor(a de Baire. 

COROLARIO 4,14 Existe una /un.ct.ón diferen.ciabte que n.o es 

monótona en nin5ún in.terualo. 

Demos trae i ÓI\: Por el corolario anterior, sabemos que existe una 

derivada f que toma ambos signos en cada subintervalo de [0,11 . 

Así, si f es una primitiva de / entonces f es una fusición 

diferenciable que es monótona en ninguna parl.e.• 



PRUEBA DE GOFFMAN 

Esta prueba resulta muy breve, una vez que se conoce el material 

del capítulo tres, específicamente el hecho de que la Topoloeía de 

la Densidad es completamente regular (teorema 3. 3.17) y el hecho 

de que las funciones aproximadamente continuas acotadas son 

derivadas (corolario 3.2.11). 

TEOREMA B Existe una /unción f que es diferenciable, pero que 

no es monótona en nineún intervalo. 

Demos trae ión: Sean 

A = { a ' ªz . } y B .. { b . b . } dos conjuntos 
i l. 2 

ajenos densos y numerables de C0,1l Estos conjuntos son 

claramente cerrados en la 'fología de la Densidad T d , y sabemos 

por el teorema 3.3.17 que esta topología es completamente regular, 

entonces para cada n en ~ , existen funciones y h 
n 

Td-cont.inuas tales que; 



s;s g (a ) = 1 
n n 

g Cb) "' O 
n 

O ~ gn (x) ~ 1 

h (b ) = 1 
n n 

h Ca) = O 
n 

o 5- h (x) ~ 1 
n 

f 2 
n:i 

1 

2" 

para 

para 

para 

para 

t.odo 

t.odo 

t.odo 

t.odo 

b E 8 

x e IR 

a e A 

x e IR 

es aproximadamente continua: 

Por ([61, cap.III, t.eo.10,5), las funciones 

2 1 g. 6 
2n n 

n=i 

y 

h • 2 1 h 
2n n 

n= i 

son T d-cont.inuas. De aquí que f t.ambién lo es, es decir, es 

aproximadament.e continua. 

ii) f está acotada: 

Si x e IR t.enemos 

1 /Cx) 1 '" 
1 

-- 6 Cx) - ~ -
1
- h Cx) 

--
1

- 6 Cx) 
n n 

2 

2 n n 
n=l 2n n 

--'-h. (x) -
2

n n 



2 
n:S " 2 

e <xJ + 
" 2 

n= 1 

--
1

- h (x) 2 
n n 

2 
2 

n= 1 

1 

" 2 

De i.> , t>:> y el t.eorema 3. 2,11:),enemos que 

2 . 

Pero entonces f • r' Loma valor~s positivos y negativos en 

cualquier intervalo. Ya que dado un intervalo J e (0,11 , existen 

a y b. en J y 
J 

J(a.) 
l 2 

n= 1 

__ 1_ g(a.) -
2" L 

/(b} .. 2 ···-1 
- ~b.) -

J n= 1 2" J 

~ -
1
- h ca) .. l n n l ·. 

n= 1 2 · · 

- h.(b) - "; 
J J n{t j z" 

1 > o . 

. ·= ~i < o . 

Poi' lo cual r es monótona ~o ninguna pa1•t,e. • · 
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PRUEBA DE 
PETRUSl(A Y LACZKOVICH 

Para esta prueba consideramos la sigui~nte función: 

f C0,11 --+ IR 

1 
q si x = I!. 1 p , q e Z , Cp ,q) .. 1 y 

q 

f(x) "' 
1 
q si 

0 si X E o x=O o x=1 

q par 

q-impar y X ;.! 1 

y demostramos que esta es una función de Baire. Probamos Lambién 

que la restricción de una función de Baire a un conjunto de medida 

cero se puede exLender a una derivada. Así que existe una derivada 

7 que extiende a !I~ y cualquier primitiva de 7 satisface las 

condiciones deseadas. 



{a ~ 
n n 

r , r- • • • . 
1 2 

una sucesión 

una numeración para 

90 PROPOSICION 6.1 

<f.l n co,D 

Sea 

y sea de números reales 

conuer6ente a cero. 

St f por 

f(x) • { 
' 1 } 

Bai.r1.;._ 

Demos t raci.ón: Como primera parle construiremos una sucesión de 

funciones continuas ·Y'. después··· probare~os .que eoest.a sucesión 

converge a f 

Dada n e IN definimos 

n 

r .. E a,,_ r1c 
n lc=1 n 

n 
está definida para cada p~reja le. , n e IN con 1c ~ n donde 

como sigue 

donde ¡k .. ( 
n 

1 r m.ln. l'. ' 1 - l'. ~} ¡; • 2 m.in. l l~l(j~n l~l~n 
l l 

n 



/' 

Observacion.é's: 

L- 1 .r1c 
n 

:!: 1 para le :!: n • 

2. - Dada n e IN , ¡l íl lle • 0 si l _. le 
n n 

Supongamos que r l < r k Sea X e ¡L entonces 
n 

r le - ¡; n - 2 ( (r ¡, - r l )/2 - en ) ::; r le - -¡;ri -

De aquí que X ~ ¡k . Por tanto ¡le n ¡L - o 
n n n 

.. "" ylc 
n 

" 

Como x ti! ¡k 
n 

para ,¿ k • de la :d;f i.1:}ciÓn ~tie<- r~ -se 
para 1,odo "' 1c • ~§1'-Xt..aO,t..o' 'l'n ()e) "' r~<x> 

tiene 

que 
;:-::>'\.;~./··:'';;; .· ·'.:.:·~;-. 

4.- ¡; 
n 

tiend<? a cero cuando_ "~-''ª~~~~)b{,,_ 'i - ~·T;:.-::~ '-:7.,-;o.~ -- -'¡;.~,; ___ -;_-~-;:_c=o=; - -- -

··.::•:<""; 

n 
converse pt.mtualmente. a_ f; 5.- r 

Si para alguna k en -IN , 'e~t.onces 

n ~ k y , por 3, fn(rlc) .. ak f~(rlc) "' ak • f(rk) 

l ll7l r (x) .. f(x) 
n 

para todo 

Por tanto 
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92 Ahora supongamos que x e O U { O , 1 } . Y sea e > O . 

Sea N e IN t.al que 1 a 1 < e si n ~ N 
l n i 

Sea 6 .. !_ min. 
1 - X 1 .. z 1 :::;lc:::;N rk 

i 

Sea N E IN lal que e < 6 si n ::?: :Nz z n. 

Sea N = n.a.x{ N . N2 i 

Tomemos n ) N Como 

" fk(x) r Cx) = E ' n 
k=l 

n 

lenemos 

r (x) CD 
n 

Si 1: ( N enlences rk - X 1 
l 

e De modo que 
n. 

X J! ¡le De aquí que 
n 

N -1 
i 

fl:(x) E é\ = o 
le= i 

n 
CID 

Por olro lado, de la definición de los ¡le 's y de la 
ri 

observación 2, X eslá necesariamente en uno y 'sólo uno de los 

conj11ntos 

( <i N r N N 
U I z u. U I" . I i • I z . .--_,-. • ,¡". 

n n n n n 

Si 

( <' N r X E U I z U U I" . n n 

de la definición de r1c tenemos que fle(x) • o . para todo 
n n 

N :::; k S n 
l 

y por lo lanto 



n 
E ªk r~<x> .. o 

k=N 
l 

entonces 

En el otro caso, si >< e Ik 

t.iene de lo v ist.o en la 

Por lo t.ant.o 

n 
fk(x) .. 

k 

E ªk ªk r · Cx) 
k=N 

n n 

l 

De la observació'n 1, 

se 

si 

Es decir en cualesquiera de los casos citados se cumple que 

si n ) N 

De CD. CID v CIID se tiene que 

Entonces 

lim r (x) = o . 
n 

n-+OO 

Por lo t.anto t im r <x> = f(x) 
n 

n-+ro 

CIID 

f (><) 1 < e si n ) N • 
n 

para~t.odo X E 0 U { Ü¡1 } , • 
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94 PROrOSICION 6.2 La .función 

r (O ,1 J --+ IR 

1 si 
q 

X :: p , q e Z : Cp ,q) = 1 y q par 

r<x> . 1 
q 

si X '" X ;lf! 1 

o si X e 

05 una /unción de Baire. 

Demostración: El resultado se sigue de la proposición anterior. 

Para ver que r satisrace Lodos las condiciones, ordenamos a 

Q n <O ,1) como sigue; 

t 

• J 
!. . " .... } 

{a ~ 
n n 

.. { ~ 
z • 1 } 

Desde luego ªn queda derinida a partir.del orden que le dimos 

a cO n (Q,1) • esto es 

. f-
1 si e. r q par q n q 

a 
n 1 e. si r = impar y X ;lf! 1 q n. q 

y claramente a tiende a cero cuando n tiende a infinito.• 
n 



NOTACION 6.3 Si es una fami.l ia de /unciones reales 

definidas en un subconjunto A de IR , entonces denotaremos por 

~H a ~a /ami l ia de las funciones. definidas en un subconjunto H 

de A , que l ienen una extensi.ón e,n , '('J . 

NOTACION 6.4 Al conjunto de 1as .. /undone1> acotadas en lo 

denotaremos por b 'lf . 

TEOREMA 6.5 Sea 'U el conjunto de las /unciones aproximadamente 

continuas definidas en el intervalo [Q,1], y sea !B la familia 

de las funciones de Baire definidas en [Q,1] . Entonces tenemos 

b !Bu si m(ff) • O . 

Demos trae i ón: 

Basta probar que b 'U e b $' . Sea f en b 'U • Entonces por el 

teorema s.2.11 sabemos que f es una derivada y por el teorema 

1.9 f es una función de Baire. 

iO b !l)r e b 'Un 

Sea r en b !Bu supongamos que- -1 ~ f ~ 1 . probaremos que 

r E b 'UH 

Como m(ff) .. o entonces existe H tal que 11 es un Go ' o o 

K e H y m(H) ... o . 
o o 
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96 Si r¡llo Liene una exLensión en b 'U enLonces necesar-iamenLe 

r l 11 la tiene, así que podemos suponer- sin pérdida de generalidad 

que H es un G6 

Sean n• 
1 

.. { x: f(x) ~ - 1/3 } y u• '" { X 
2 

: f(x) ~ 1/3 } 

Por el COl'Olal' io 1.0 sabemos que los conjuntos 11 • 11 n u• y 
l l 

H .. H íl 11• son G6 ajenos y además z 2 
d-cerrados, pués tienen 

medida c.:er-o. Pol' el segundo teor-ema de 2·'1hol'ski, existe una 

f'unción aproximadamente continua tal que 

,:\ (x) = - 1/3 

p
1 
(x) • 1/3 

-1/3- < p
1
(x) < 1/3 

lrf X E ff 
1 

V X e H 
2 

V X e He n He 
l 2 

EnLonces es fácil vel' que Sea f'
1 

m f - p
1 

Supongamos que . • • f' n ya han sido definidas y 

cumplen las propiedades; 

y para 

r • r -
n 

se tiene que 

Construyamos la función 

'· k•t 1 2, ... ,n 

Considel'emos los 

Hn • H íl { x : f <x) ~ - (1/3) (2/3)n } 
1 n 

y 

CD 

<ID 

conjuntos 



Hn "' H íl { x : f Cx) ~ (1/3) (2/3)n } 
2 n 

entonces sea una función aproximadamente continua t.al qtte 

lrl X e Hn 
2 

lrl X E (Hn)c n (ll'Y 
1 2 

por est.a construcción tenemos que si r n+ 1 .. r n - p n. 1 • en t.onces 

- (2/3)n+t ~ f 1 ~ (2/3)nH 
n+t 11 Con esto hemos t.e1,minado la 

construcción de {pn}n • 

Definimos 
00 

g<x> • E Pi.: Cx) 
le= 1 

Ya que por 

tenemos que g está bien definida y g e 'U 

tenemos que g e b 'U . 

< C6l ,cap. III ,10. !D. 

Y como 1 g 1 ~ 1 . 

Por CD y <ID tenemos g i H .. r i 11 . Entonces f 1 H e b 'U11 . Por 

lo tanto b !811 e b 'U11 . • 

COROLARIO 6.6 La función l l4:l donde 

f [Q,1] - lR 

1 SL X :: P. p .q~2 
q q 

(p,q) = 1 ;y q par 
---;.', 

/(x) • 1 si X .. P. p 
q q ; 

o si X e o 

se puede extender a una derivada: 
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98 Demostración: Por la proposición 6. Z f es una t'unción de 

Baire. Por el leorema anlerior, /I~ e b 'UH Es decir, f ¡~ puede 

ser extendida a una función aproximadamente continua acotad~. 

Pero por el teorema 3.2.11 las funciones aproxirnadamente 

continuas acot,adas son derivadas. 11 

COROLARIO 6,7. Existen /unciones dtferenciabtes que no son 

monótonas en nineún intervalo. 

De mas trae i ón: Si 7 e ti. es . una e.xtensión ·.para entonces 

cualquier primiliva de 7. satisfac~t.i1ei<c~~diciones.• 



PRUEBA DE 
BRUCKNER, ~1ARIK y WEIL 

En esta prueba consideramos la función: 

f C0,11 --+ IR 

{ 
<-1>" si X = l' 

f(x) ,. 2" n 

o si " fi! ctl 

donde {r n~" es una numeración de los racionales con la siguient..e 

propiedad: si r = p/q , con p y q pr-imos relativos, entonces 
n 

n y q t..ienen la misma paridad. 

El primer resultado que probamos está basado en el segundo 

teorema de Zahorski, y de él se deduce que existe una sucesicin de 

funciones aproximadamente continuas {et ~ del intervalo [0,11 
n n 

en si mismo tales que el product..o de dos funciones dist..int..as es 

cero y cada et vale uno en r 
n n 

Conio segundo paso probamos que, las funciones caract..er ísticas 

~{x} son producto de derivadas acotadas para todo x en W. • 



100 Usando esLos dos resulLados deducimos que r es producLo de dos 

derivadas y al final del capíLulo argumenLamos que la primiLiva de 

una de estas dos derivadas, es una función como la que buscábamos. 

TEOREMA 7.1 Sea A 
l 

• A z 
'Una s1.1cesión de 

nulos. disjuntos dos a dos, q1.1e son a la 'Vez. G 's 
.ó 

Entonces existen /un.d.ones aproxi.17tadamente 

C\ , a
2 

tates. que para cada 

ª· = 1 en A. . 
J J 

o s ª· s 1 Eln IR 
J 

Ol. CI. . -o en IR si. i 
J • 

Demostración: Para 

m(S.) "' 
J 

B '"' T 
J J 

O . Sea T 
j 

un 

- A . Entonces 
j 

d-cerrados y conjuntos 

,,. j 

cada sea s . l~j A 
J 

Gó Lal que s e T y rn(T) 
J J J 

s e B ; B. íl A .. 4> B. y 
J J J J J 

del Lipo Gó Entonces por el 

. 

3.3.16, para cada existen funciones aproximadamente 

* aj , (Sj tales que 

"' D 1 A. Ol. en 
J J 

O s a" s 1 en IR 
J 

(3. = 1 en B. 
J J 

o s ($ ~ 1 en IR 
J 

a• (i . .. O en IR 
J J 

Definimos • 1\ (3j-l 
• et. ª· J J 

con;1.1ntos 

F 's . 
C1 

continuas 

entonces 

o y sea 

A. son 
J 

corolario 

continuas 



Claramente o :;; a. s 1 
J 

• De a. f?, manera que a. 
L L 

entonces 

)( e u A e B X e:· 
L o!t 

1 ·:),--.. 

De modo que a (x) .. f11 c:x~ 
J 

Si i < j 

ª· .. o en IR 
J 

' a. a. es múlt.iplo de 
L J 

Finalment.e, si x -: A 
J 

U A e B 
•• • t¡¿]C-1 l h 

' 1:, .. 1 .• 

PROPOSICION 7.2 Si a; b, e, d, a y /s son m.inwros r<.?·::tle!:< y 

u < b entonces existe una· ·/tmcl.ón continuamente dt/erencl.able 

f : [a,bl - .. IR tal qtJe:·: 

f(a) = a. , f(b) = d , f.'(a) "' a y -·f'(b) • (l • -

, . . ·: 

Demos trae l. ón: La demost.1•ación . e~ ¡i~~;1é? séndllament.e 
- -~e,~: - .- ·:)).;_¡, '. "\ 

~:r que exist.e un polinomio de t.e~c~~ gf(l~~ ~IJe sát.isface 
~ ~-~~.~_,_-\.: .. "'·p -_,, -. , . . 

··' ···.::--{:~\::·-::_--: 
_-,,~:-; :,,:· <-~ f::;-~-. _,,, condiciones. 

haremos 

dichas 

Primero most.raremos que exisfe·~¡./~()'Íir\6~1~: :Pcx) de la forma 

.:OCx) = Ax3 + Bx2 + Cx + D t.al que: 
y 

:P(Q) = e 

Y si b .. b - a , entonces 
1 

:P(b ) = Ab 3 + Bb 2 + Cb + D .. d 
1 1 1 1 

Jl'(U) .. CI 

!P'(bl) = 3Ab 2 + 2Bb + e .. f? 
1 1 

De modo que D .. e y e .. a 
flg; 7.1 

Así que t.enemos un sistema de dos ecuaciones con dos incógnit.us 
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102 Ab 3 + Bb 2 = d - c - ab 
1 1 1 

<D 

3Ab z + 2Bb = (1 - a 
1 1 

CID 

y para ver que existe el polinomio Jl veamos que el 

determinante del sistema es no nulo. 

b 3 b 2 

i 1 = - b 4 • -< b - a ) 4 
..i o 

1 

3b z 2b ., 
1 1 

Definimos entonces f como sigue: 

f Ca,bJ - .. rR , r<x> = Jl(x - a) • 

f satisface Las condiciones desQadas: 

r es continuamente diferenciable 

f:'<a) .. Jl(Q) .. o 

f(b) .. Jl(b ) .. d 
1 

f', Ca) Jl'CO) = a 

Para el siguiente corolario necesitaremos la definición 

explícita de f , la cual determinaremos ahora. 

Multiplicando cada miembro en la igualdad (ID por -(1/2) b 
1 

tenemos 



- ~ Ab 3 
- Bb 2 

• ! ah - ! ~b 
z l l. z l. z l CIID 103 

Sumando miembro a miembro en las igualdades CD y CIID queda 

- .!. Ab 3 
• d - o - .!. ab - .!. (1b z 1 z 1 z 1 

entonces 

A • 
-2< d •· e ) + ab 

1 
+ f!b 

1 

b 3 
i 

Sustituyendo CIV) en CD queda 

-2( d - o)+ ab
1 

+ f1b
1 

+ Bb
1

2 
• 

entonces 

B • 
3( d - o ) - 2abl - f1bl 

b z 
i 

entonces 

d - o - ab 
l. 

Sustituyendo el valor de b 
1 

en CV) y· CVD tenemos 

A 

B • 

-2( d - e ) + a< b - a ) + f1 (b .- a ) 

( b - a ) 3 

3( d - o ) - 2a< b - a ) + f!C b
1

- a ) 

( b - a ) 2 

f(x) =A< x - a ) 3 + BC x - a ) 2 +a( x - a)+ o .• 

CV) 

CVD 



104 COROLARIO 7.3 Si a y b están en ~ y a < b , existe \!na 

función diferenctabte y creciente tal que 

y 

f'(a) = 2a - b 

f.'{b) = b 

f'(a) = O 

f''(b) = o 

f'Cx> < 3 V x e (a,bl . 

2a-b a 

fl9. 7, 2 

Demostración: Por el la proposición anterior sabemos que 

f(x) = 

-2[ b - ( 2a - b ) ] < X - a ) 3 + 
< b - a )¡¡ 

3[ b - ( 2a - b ) L ( X - a ) 2 + 2a 
( b - a )z 

6 
-----"--- ( X - a ) 3 + 

( b - a >2 Ch-a). 

- b • 

x - a >2 + 2a - b 

b 

es tal que f(a) 2a - b, f(b) ~.b, f'(a) =O, f'(b) =O. 

Por ot.ro lado 

f'(x) ___ 1_2 ___ ( X _ a )2 + 
< b - a ) 2 

___ 1_2 __ ( X - a ) 

< b - a ) 

es un polinomio de grado dos, el cual sabemos que tiene dos raíces 

a y b • Por lo cual sólo toma un signo en [a,bJ Por lo que f 

es estrictamente creciente o decreciente en (a,b) , pero 

" 



f(a) = 2a - b < b < f(b) . Por lo tanto f es est.ríct,ament..t.: "i05 
creciente. 

Ahora 

f' '(x) = ( X - a ) 12 

( b - a ) 

entonces 

f' ' ( x) o ---2-4---. < x - a ) 
( b - a ) 2 

__ 12 ___ ,,. o 
.( b -· n) 

x = ( b + a )/2 • es decfr ( b + a )/2 es un punto est.acional'io 

de f' . 

Además 

f"'(( b + a )/2) - 24/C b - a ) 2 < O • De donde '::f' · tiene un 

tiene un mJximo en ( b + a )/2 'i f'(< b + a )/2) .:. 3 O Pol' lo 

tanto f'Cx) ~ 3 para todo x en Ca,bl .• 

PROPOSICION 7.4 La /unci:ón 

expresar como eL producto de dos 

Demostración: Consideremos la 

para .. 
fl = 1.. 2 •••• 

00 

[Q,1) .. I Evidentemente u 
n= t n 

Dada n en IN , POI' el corolario ant.erlor podemos c~ri~Íu.Í.l' que 

existen funciones diferenciables cl'ecient.es y . h de 
n 

[ r n , r n+i] en !R tales que: 



106 gn(x) = rn 

g' f(r .+- r )/ 2) • O 
n l n n+t 

g'(r ) .. O 
n n+l 

g~Cx) < 3 

h Cx) = (r + r )/ 2 
n n n+t 

h (r ) '" r 
n n n 

h '(r ) .. O 
n n 

V x e [r , (r + r )/2) 
n n n.+1 

Vx.e[r .• r. ]. 
n · nH 

h' rcr + r )/ 2) • o 
n l n n+t 

h'Cx> < 3 
Vxe[r r] 

n ' nH 
n 

Entonces las funciones 

g C0,11 --+ IR 

. { g (x) 

g<x> 
n 

1 

si x e [ r r . ] 
n n+i 

si X • i 

y 

h C0,11 - .. IR 

hCx> • { 
h Cx) 

n 

1 

si xe[r r ] 
n ' n+ i 

si X • i 

son funciones bien definidas y evidentemente diferenciables en 

C0,11 , g'Cx) . h'(x) < 3 para x en CO,D y 

en CO,D. <figura 7. ¡¡), 

g'h' • O • Xu> 



)( 



, 

y 

1 
1 

1 . ¡. 
1 

¡ 

1 

1 

1 
1 

.1 
X 

r z r •. 

ftg. 7. 3 



108 Así que sólo nos resLa ver que g y h son diferenciables en 

1 y que g'(i) h'(1) = 1 .. A: (1) 
(l) 

Veamos que g'(1) existe y g'(1) .. 

Dada t. en [0,1) existe 

[1' - !. 1 -~] t. e "t. 

tenemos ent..onces que· 

l < 1 - t. :.:; 1 

+ "t. 1 "t. 

:.:; 1 < .¡. 1 "t. - t "t. 

y como g es creciente 

1 - g< t.) 1 

< 1 - g< f.) :.:; 

De (1) y de CID 

"t. 
"t. + 

"t. 
"t. + 

< 1 - g(t.) 
1 .,. t 

< g(1) - rt.) 
t -

• 1 

nl en IN 

... 

1 . 

t.al que 

De mane1·a análoga se puede demostrar que exist..e 

h'(1) = 1 . Entonces h'C1) g'(1) = x (i) • 
<1> 

Por lo t.ant.o Xm .. h'g' , h'(x) g'(x) < 3 

en [Q,11 . 

(l) 

CID 

h'(1) y qué 

para Lodo x 

Notemos que además g(Q) a O • h(Q) y g'(Q) • O • h'(Q) ·• 
~ 



PROPOSICIOK 1.a La funci.ón carac t.erís t Lea 

expresar como el producto de dos derL~adas acotadas en ~ . 

Demostración: De la prueba anterior sabemos 

funciones diferenciables 

que: 

en C0,11 

gi{Q) =o~ hi{Q) 

g
1
CD = 1 = h/D 

g'CO) • o • h'(Q) 
1 1 

gi '(1) • 1 • h '(1) 
t 

y 3 es una cota para 

Definimos entonces 

o 

g(x) .. 
gt 

2 g (2 - X) 
t 

2 

o 

h 
h<x) . 1 

2 h (2 - X) 
1 

2 

r' l 

' 
y 

h definidas en 
t 

y h' 
t 

h tales que: 

si X e <-oo,0) 

si X e co ,1) 

si X e C1 ,21 

si X e (2 ,oo) 

si X E (-oo,0) 

si X e co ,11 

si X ,E Ci ,21 

si -X e (2 ,oo) 

son funciones diferenciables y además 

que 

C0,11 1 

puede 109 

existen 

tales· 



110 o si X e (-oo,0) 

g' si X E [Q ,11 
g'Cx) • 1 

g'(2 - x) 
1 

si X e <1,2) 

o si X e [2 ,oo) 

o si X E <-ro,0) 

h' si X e [Q ,1] 
h '(x) .. 1 

h '(2 - X) 
1 

si X E (1 ,2) 

o si X E [2 ,oo) 

desde luego 3 es una cota para g' y h' 

Dada x en <1,2) tenemos que O < 2 - x < 1 , así que 

g'<>< - 2) h'<x - 2) • O 
1 1 

De aquí que g'(x) h'(x) • o • x(i)(x) 

y claramente g'Cx) 'h '(x) .. ::t:m (x) para x ~ <1,2) Por tanto 

g' h' = X • • 
(1) 

COROLARIO 7.6 Sea x un número reah ·entone.es :·.,, se puede ."'<X•> 

expresar como el producto de dos derivadas acotads pól' una cota 

que no depende de x. 

Demostración: Sabemos que existen y h funciones 

diferenciables tales que Xco • g'h' y 3 es una cota para g' 

y h' Cver prueba de la proposición anterior). 

Sea h<x> = x + 1 - x 

Entonces son funciones diferenciables y 

( g o h )' = g' o h y < h • h )' • h' • A • 



Veamos que ;¡_ s(gok)'(hok.)'. 
< )(.) 

Sea x " x 

( g • A )'(x) ( h • A )'(x) 

g'(A(x)) h'(fi<x)) a:: Xm(ACx)) = x (x + 1 ..;. x
0

) 

<t> 
= o . 

'i para >< tenemos 

( g • A )'(><) ( h • A )'(x) 

g'(A(xº)) h '(A(xº)) • ~<1>(h(xº)) .;;,¿) = 1 .• 
~ ' - .. 

TEOREMA 7.7 Sea 

forma ~ , p y q 

{r ~ 
Zn n 

una ordenczi:ú:in de los racionales de 

en z . q 

una ordenación de. los ráciona.les de la forma 

p y q primos relativos en 2 y q illipar. 

La /unción definida como si81.J.e 

r co.11 - .. IR 

f(x) .. { 
(-i)n 

2n 

o 

Demos trae ión: 

sean e 
n 

y o ~ 8 
n 

y h 
n 

' h ~ 
n 

Sean 

3 

Definimos entonces 

00 

2 
(-i)n 

8 Ol 
n-n n 

n: i 

si .. >< = r ___ :n. 

si. i .. X ji!' .. tfi· 

8 y h como 

8 n 

sigue: 

en el teorema 7,1 

n en 

e. 
q 

la 

y 

111 



112 00 

h ¿ 1 

n=1 

Ya que 

(-1)" 
a 8 rr n n 

para todo n en 

n 
1 

IN 

a h 
n n 

1 

1 
rr n 

tenemos que 

1 < Ct tJ 
n n 

las series 

convergen uniformemente. Esto muestra que 

g 

-rrn 

que definen a 8 y h 

8 y están bien 

def'inidas. Por el teorema 3. 2.10 cada una de las funciones a 8 
n n 

y a h son derivadas entonces por el teorema 4.1 tenemos que 
n n 

e y h son derivadas. 

Además 

(1) 

e h • ¿ 
n=1 

00 

8 h 2 
n=1 

(-1)" 

.yrn 

<-U" 
2" 

<-1)" 

2" 

2 
Ct n:, 

2 
Ct 

n 

h 8 
n· "· 

Xo:· ) 
n 

evidentemente si X e 0 se tiene que 

X e e{) . entonces l( = r para alguna 
n 

(1) 

ehCx) eh(r ) 2 <-1)" z -.. a A:{r ~ n 2" n 
n 

n=t 

e( h ] n n 

eh<x> • o . ahora si 

n en IN • Así que 

(-1)" 

2" 



Por lo tanto oh(x) = f(x) para Lodo X ro.11 .• 

TEOREMA 7.B Ex(sten f'1.u~piore,~ que son di.ferend.ables y q'Ue M 

. . - / .;~ ·: :. >--. 
. -.·:ii.::····"-·-·· ., ... ,,. 

Dem.ostradón: oeT cd;dÍa~io sabemos que da , función: 

f C0.11 --+ lR 

( 
e-un 

- si X::: 

f(x) = 2n 

o 

es el producto de dos derivadas e y h , ( r como en el teorema 

7,7). 

Sean 

A • { X ; e<x> ) 0 , h(x) ) 0 •} 

B = { X : 9(x) ) 0 , hCx) ( c(í } 

C = { X 8(X) ( 0 h(x) ) 0 

D = { X e<x) < o h(x) < o l , 

n 

Sabemos que f es positiva en .un' conjunto denso ,en CO,D • Poi· 

lo que A U D es denso. 

Entonces existe algún D 

es denso. 

Ahora, puesto que f J 

se tiene que B U C es 

113 



114 Así que, debe 

e es denso. 

De lo anteriClr podemos concluir que una de las 

siguientes, está formada por dos conjuntos densos en K 

<A.e> , <D,B) o <D,C) • Desprendemos que t1 toma ambos 

en cada intervalo de K o bien h 

intervalo de K . 

toma ambos signos 

B o 

parejas 

en 

(A,B) 

signos 

cada 

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 8 toma ambos 

signos en cada subintervalo de K 

Así que si g es una primitiva de t1 , g es una función 

derivable que no es monótona en ningú~ intervalo de K .• 
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