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!N1RODUCCJOt: 

El objetive de este t•·ab.'.l.JO es estud1.;r algun¿1s <:Je l.~s 

propiedades de las oartlculas metél1cas pequefi~s. En par

ticular se enfocara el problema drl calculo de J.:1 dP densi

dad de carga .:lec::t1·on1ca d<;·nt1·0 de una p¿.t·t1cL1lC1 met.::d1ca 

pequo~a CLtando esta se encuvntt~a en pt·esenc1a de un campo 

electrostático 1?;ttPt'no desdí' el pL•nto de vista de la mecá

nica cuantu:a. Ent;~ndat'emos .1qu1 por pé1rt1cula pequer1a aque

lla cuyo diametro esta comprendido entre 20 y 400 n y la 

denotaremos por PP. 

El interes por estud ii:lr este tipo de s1stem.:1s ba 10 di

ferentes circunstancias esta basado en el hecho de que estos 

sistemas pt·esentan caracterlstic.::1s distintas a las de los 

sistemas grandes. Surge, entonces, el problema de entender y 

describir teóricamente 01cho compot'tam1ento anom.:110 y encon

trar posibles aplicaciones. 

Actualmente so conocen algunas causas por las que las 

PP presentan ese comportamiento e::traño. Enti·e el las podemos 

mencionar, p. ej., un valor grande en Ja relacion superfi

cie/volummn, espectro de energ!as claramente discreto, es

tructura cristalina distinta a la de los cristales macros

cópicos, etc. Sin embargo ,:iún e:: is ten al9L1nos fenomenos que 

no se han podido e;:plic6t' como es el caso del aumento desme

surado de ~bsorción elmctronica en el intrarrcJO leJano, la 

fotoern1sion an.:imala, etc. De hecho la mayot' p¿1rte de !.;s 

propiedades opticas, electrónicas, magnéticas de las PP 

parecen set~ ~nomalas. 



Pcw otr.:< riarte 0::1ste un interes pr«c:t1co por eo::t.udiat,' 

las PP debido a que son una Pnt1dad mL1y importante c:n 1nuchos 

campos. T~l es el c:aso del estudio de la cinAtica de los 

cambios dP- f .. :.-tsP, e::1st1erido 1 ("1s1, ur1.~1 interdependencia entre 

unas y otros. Este Gltimo aspecto tiene un gran alc:anc:e 

en cuanto« <'lpl1c,1cione•.; se r·efiere. P. e.1., el c:rec:imiento 

de PP met~l1cas es importante para la elaborac1on de dispo

sitivos de astado solide y pcl1culas delgadas.Muchos cambios 

de fase atmosft.:.r1cos tales comc.1 lt1 for~mac16n de aerosoles 

sólidos y c:ondensac1on de agua involucran PP para 1n1ciar el 

proce'3o. V"'"1ado<;, procesos qu1m1cos requieren de la forma

ción de peque~os cristales o gotitas para la in1c1acion de 

tJna nL1evü tase, pat'a tavor·ecer t'eacciones catalíticas, etc. 

Se h::1 encontr.:ido que p.H'c< ''"cd iúll' c1lgunos procesos 

qu1m1cos las PP son mucho mas efectivas que las partlculas 

macroscop1cas C!J. 

Las ~reas de 1nteres y de apl1caciOn de las PF son muy 

entensas y variadas. Sin embargo, como se indico anterior

mente, el presente trabajo se limitara a estudiar algunas 

propiedades eléctricüs de las PP. 

En el capitulo 1 haremos una breve revision historica 

del problYma; en el capitulo 2 este será trütado desde el 

~unto de vista de la mecan1ca clas1ca; en el capitulo 3 se 

intentara un tratamiento cuantico y en el capitulo 4 se 

mostraran los resultados numaricos. Al final del trabaJo 

~• darán algunas conclus1ones de interés. 



CAPITULO 1 

RESEnA HISTORICA 

En este capitulo se d1scut1ra brevemente los princi

pales trabaJos relacionados con el terna de esta tostD. 

Posiblen1ente 1;l pr·1.T1er tt·.:1baJo en el que se h1~0 notar 

la importancia que tH,nen li'.\s F·.f·. fue el articulo de 

Frbhlich (2) publicado en 19:7 &n donde se menciona que el 

estudio de t~c;,l.)5 s1~'5tc.)m3s podr•t¿t ~t::?r' Lmpartf;H1t!~ t1cioidD u que 

el espect1•0 dt:• en~'t·g¡,,5 de los electt·unec:. 0s discreto. 

Posteriormente, en 1965, Gor~·ov y El 1ashberg (G-E) c:.J 

estudiaron ViH'ios Aspectos de li'.\s P.F'. y obtuvieron, entre.• 

otras cosas, e~pres1ones para algunas propiedades electro

magneticas. Su$ resultados pred0c1an que la polari:abil1dad 

estat1ca de una F'.F'. era sorprendentemente grande. Sin 

embargo, en esa apoca no habla ningun experimento que 

pudiera cm•roborar tal predicción. De hecho, los pt·imeros 

e::perimentos fueron efectuüdos en la decada siguiente. 

ALtnqL1e tal predicc.:ión era ffiLIY eHt1·añ&1, aparentemente 

el mod~lo que hablan util1=ado estaba Justificado. Entre las 

suposiciones mas importantes en que basaron sus calcu1os 

podemos mencionar la~ siguientes 

al En primer lugar consideraron que la energta del 

sistema ent~ro era 19L1al • la sun1a de ener·g1as de cuasi

partfculas individuales. Est~~ cua~ipart1culas eran en 

esencia electrones libres cun una masa efectiva m• = 1.4m. 



ziendo m. lr:1 mt\Sit del electt·on y, de est~1 m~nera, las e}:c1-

t<1ciones del s-.1:,tema eran simplP1,1emte c::cttac1ones electro-

nicas. Ademas, a baJas temp0~'8tL1t~~s y en 8USenc1a de 

perturb21c iones e::terr1as solo los n1 .·eles de energie1 mennres 

bl Comn i?I s1stem,• tiene un nllmFJt'o 1•elat1ve1mente peque-

ño de electrnne';.., los niv .. :-le-=.: de ener91a r;nn dtSCt"'etos, de 

hecho Ja d1sl:anc1a entre ellos es Lln.~ f1.1nc1on del tam.:iño 

del mismo. 

De acuerdo con estos autores el número de estados pnr 

unidad de intervalo de energla es igual J 

Vm*p..., 
Y= 

donde 

VsvolL•men 

pas momento en la suoerftcie de Ferm1 

y es obvio qL1e su reciproco A=Y-'es la distancia promedio 

entre los niveles de energ1a. El valor 

aproximadamente por 

donde 

E.,. 
Íj,IV-

N 

E.,. s energla de Form1 

esta dado 

N = namero de edos. hasta nivel de Fermi 

cl Como en general la forma de las partículas es 

desconocida no se puede determ1nsr exactamente su espectro 
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de energícts y por le• tanto t••,1IL::ar'on L1ro« u1;;t1'1but.:ion 

pared del sistema y la 1ntens1d~d del campo es pequeRa, de 

tal maner·a qlle l" enE·r~;1a ganada o per•duJ¿, po" ·.1n el·~ctr•on 

al vic•Jar de pat·ed a pilt'ed es menor que /::,. i. e. 

siendo "a" el radio de la part1cula, entonces la interacción 

de la~ partlculas metal1cas con el cam0 o eMterno puede ser 

tratada dentro de Llna teorla de pertllrbaciones. 

En este intervalo de camµos la part1cul~ se comporta en 

forma semejante a un atomo con una cierta polar1zabil1dad y 

no manifiesta ~u~ propieci~des mctal1cas. 

Bajo lHs hipótesis anter1or~s la po\ar1:abilidad 

estatica ªº encontrada por G-E fue 

(1. 1) 

5n 

que se puede escribir 

con 
~ = -1¡ .. ,, 11""1 

ªª ~ a~ = polar1:ab1lidad de una esfera 

met~lica clas1ca. 

El valor de la polari~db1lidad dado en 11.11 es muy grande 

puesto qL1e el valor m.:i::imo predicho por la eiectrod1n.:\mica 

clásica es <ver c:apí tL1lo s1gL11ente) i:.cc=-.:.1" que en nuestro 
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• caso considerando p.eJ. una part1cula de radio A es del 

orden de 1251 3 , en cambio l~ ecuac1on anterior 11.ll pred1-

co una polar1zab1lidad a~=c:s>~ que es <~5>~ vecos mas 

gr<1nde. 

Claramente e' efecto predicho por estos autores es 

mayor mientras mayor sea la part1cula, sin embargü como este 

grandes, supusieron quP. con campos mas intensos o tamaños de 

particulas mayore,., tales que eEa." /::,. , se provocart.:, Lln<'> 

mezcla de niveles dP energla del sistema de tal manera que 

su modelo seria inaplicable y se rer:uperar1an, as1, los 

resultadas cla~icas. 

No fue sino hasta 1971 cuando Oupree y Sm1thard C4J 

hicieron algunas experimentos can el propos1ta de comprobar 

si lé\s predicciones hech.>s pat· G-E acerca de la pol~.r1-

zabilidad e::traordinariamente grande en una P.P. eran 

ciertas. 

Su e::per1menta cons1stio en medir la constante dielec-

trica, la cual esta diréctamente relacionada con la po\ari-

zabil1dad, en una muestra que contenla grandes concentra-

cienes dm partlculas de plata can radio promedia menor 

que 100 A. 

Partiendo de la base de que el factor de agigantamiento 

B de la palar1zabilidac predicho por G-E era del arden 

il ~ Po a 2 

Estimaran que el valor de B, que esperar1an obtener a partir 

de sus É:·::perimentas, sería del orden de 120 para pr.H't1cula'" 



de plata. E.n la t'E.•al i.~ación tlel e;;¡,H'1n •• mto t.omaron ;;n 

r:uenta las c.ondic i•Jne'., que 1mp1.1s :01·rn1 G-E p;:,ra !.~ v.::d ide:: dt? 

su toorli-' qu& cr•1110 hemos n1&nc.1onado P.ri\n pr·incq:i~ln1ente: 

a) Temperat~1r,1 suf¡¡:1entc.nente b.:1Jl' f·>.·J E~ ípar"' qu2 ;;oln 

los n1velt?s abajo del nl»·r:l de Fe1·m1 estuv1e1·an ocl1pe1dosl. 

bl C.:1mpo el0ctr1co pequeño 1p¿,1·,; que le\ ener'gt,1 potrmc1e1l 

i:¡anada por un 2lcctrün .:<l atr-.:wesar· la pcwt.1cula fLtera 

pequeña compar·.:Hia con Ó, l. 

Fuesto que los resultados obtenidos no rG~elaron ningun 

factor d& agigantam1ento pa1·a la nolar·1:<1bil1d.•d, las 

prediccioneg de G-E no podrlan ser correctas. 

DLtpree y Smi thard no pL1d1eron e><pl icar el por que no se 

observaba este fC'nOmer"J, aunque conJelLtr'ar·on que orobable

mente la d1stribuc1on de niveles rle ener'\\la usada en 

la tcor i a de G-E no """' dpr·op 1 dd"' p<11·a f". F'°. 

En 1972 Meier· y l>Jyder· C5J r·e;;.li=aron nLtevOt· 

experimentos para investigar nuevamente la validez ae la 

teor1a de G-E. 

Sus euper1rnentos cons1st1eron esencialmente en medir la 

polarizebil1dad de p<1rticules de nro como u~a tuncion del 

campo aplicado. 

Sus resultados no mostr•aron ningún f<1ctor de aumt?nto en 

la polari:ab1l1dad como G-E hablan dascrito. 

Fue tamb1an en 1972 cuando Strassler, Rice y Wyder 

lS-R-WJ [6J encontraron dónde estaba la falla de la teoria 

de G·-E. 

Segun, S-R-l>J, lo que G-E habí¿m calcLtl.ildO era la 

7 



sucepti~il1daci y no la polar1:abil1dad. 

Como se sabe, de ar:L1erdo ,, ¡~, electr·od1nám1ca clasica 

donde 

p:momento d1polar; t.1CEpola1•i::ab1l1dad; E .... =campo E::terno 

P=polar1:ac1on; 1 =sucept1b1l1dad; Eiac= Campo local 

y también 

Eioc ( 1. 2) 

en donde 

-4nP/3 es el campo depolari:ante que es inducido por 

las cargas dentro de la esfera en respuesta y contrario a 

En opinion de 5-R-W lo que hic1eron G-E fue considerar 

la polarizacion P como una respuesta lineal al campo eMterno 

E•w• en lugar de haberlo considerado como respuesta lineal 

de Eiac• Al haber considerado un campo interno igual 

a E .... no estaban tomando en cuenta el campo depolari:ante 

y, al no tomar en cuenta este hecho, de la ec 11.2> se tiene 

Em ve;: de tomar 

E ... t 

Por tanto lo que G-E calcularon fue la suceptibil1dadl. 

Ahora, come en realidad los electrones estan respondiendo al 

campo Eiam y aste es tal que 

8 



entonces el despla;:<1m1ento de~ los electrones ~s menor y por 

tanto la polar1zaollidad sera tarnbi~n rn0nor. En realidad Jos 

resultados de G-E hubieran sida correcto~ si los electrones 

estuvier<1n ,:dec:t.:1do<;. un1camentr; por el c.:1moo e>·terno ( 1.e. 

par~~ electt'onGs sin 1ntet~acc1on1 por·que, de ~sta manera, e1 

momento dipolar de ce.cla partlculil serl<'I la resp11esta al 

campo externo E-"•· 

Conocida la succptibil1dad es pog1ble calcular a partir 

de ella Ja polarizabilidad. Esto tuu hecho posteriormente 

y la polari;:abilidad corregida concordaba mflJDr con las 

experimentos. 

En 1973 Lushnikov y Simonov [1] publicaron un articulo 

en donde presentaron una forma alternativa do calcular la 

polar1;:abilidad de l.o1o; P.F'. cotTectamente. Encontrat·on qua 

los cAlculos de G-E no se verlan aumentados por el factor a 2 

si se tomara en considerac1an la interacc1on de los 

electrones. Al hacerlo asi encontraron que la polar1;:ab1li

dad dada por G-E se adecuari.::1 a su valor e>:per1mental y 

cl6s1co dado por a~ y no ca~>. En el capitulo 3 será 

discutido y utili;:ado el metodo ue L-S de manera mas amplia 

y e>:acta. 

También en 1973 Rice, Schneider y Strassler CBJ 

utilizaron la teur1a de la respuesta lineal y la ecuación de 

Poisson para calcular de otra manera mas la polarizab1lidad 

estática de P.P. metálicas. Estos autores explicaron que 

el modelo de G-E es erróneo dPb1do a QL\9 supusieron un campo 

9 



local constante dentro de l~ part1cula y, por tanto, 

despreciaron el efecto de apantallam1ento del si~tema de 

electrones de conduccian, el cual es 1ndep~nd1ente de si los 

niveles de energ1a son discretos o continuos y por tanto, la 

conjet\.wa de Duprr'e y Smi thard mencionada anteriormente er"I 

falsa. 

En realidad, para una µarticula de radio R sufic1ente

mentemente grande, el campo externo estara esencialmente 

apantallado <casi en cualquier punto en el interior de la 

partlculal aun s1 esta ~ es lo suf 1cienternente peque~a como 

para que los niveles de energ1a permane::can discretos en el 

sentido definido por Gorkov. 

En cambio, cuando R es muy peque~a la cantidad de 

carga de conducc1on presente en el sistema no es lo 

suficientemente grande corno para poder apantallar 

completamente al campo externo. En este caso el campo 

e::terno cnm1enza <'I penetrar al interior del metal; el 

sistema es ahora menos polari::ado y la polarizabil1dad 

asumirá ahora un valor menor que su valor clasico. En esto 

consiste el fenómeno de la tendencia limitante de pequeAos 

objetos de perder sus propiedades macro•cópicas de 

apantal l an11entc•. 

En resumen, podrlamos decir que en 1973 se habla logrado 

calcular de varias maneras la polar1zabilidad de una PP y 

los resultados estaban de acuerdo con los e~per1mentos 

además se habla concluido que el calculo de G-E habla sido 

para la ~ucGµt1bilicad y no para la polar1:auilidad. 

1 (1 



Sin embargo, surgió un nuevo problema. Una ve~ obtenida la 

m:presion corregida p.:>t'a L• pr.·lar1~atn l idc"J se procedio u 

calcular l.:; aosot·cion de P.rHnglc'\ Plectr·omagnetica y se 

comparo con los e1.perim~ntos, encontrandosn una discre

panci<i de varios ót·dene;. de magn1 tud. Hasta ahora y 

desde 1975 [9J se ha tratado de t•csolvP.r c~stc problema sin 

que se haya logrado. Como los ettper1mcntos mostraron que las 

P.P. absorben mucha mas enet·g¡.:; que L.1 predicha, '' lo largo 

de los aRos se hun propuesto un sin numero de mecnn1smos 

adicionales, entre los cuales se pueden mencionar: absorcion 

a traves de la capa de o~idu que rodea las part1culas [lOJ, 

absorción a traves de encitaciones fnnonicas [Jll, absorcion 

a través de las corrientes de eddy c1:J, excita~iones de 

fonones superficiales (131, efectos no locales (14l, etc. 

E::isten traba Jos "'" que se discuten ( 15] y [ !6J se 

discuten, ademas de los anteriores, otros mecanismos y la 

incapacidad de los mismos para ~xplicar el tenomeno pero 

ninguno de ellos ha logrado resolver 5atisfactoriamente el 

problema. Actualmente se sabe que Jos primeros reportes 

hab1an exageraoo la cantidad de energía absorbida C el 

factor de absorción aceptado actu~lmente es, a lo maximo, 

del orden de 10=1. Aun asi, el problema sigue sin estar 

resuelto. Sin embargo el obJetivo de esta tesis no pretende 

atacar este problema, sino 0nicamente el de la polari~abi-

1 idad estática y r:omprobar ei:p l 1c i tamente que las correi:-

c iones u objeciones de Lushnikov y Simonov por una parte y 

de Strassler y Rice, por otra, eran correctas y que, por 

l ¡ 



tanto, la polar1:abilidad s1 esta bién calculada. Esto en un 

indicio de que la absorcion debida al mecanismo de 

polari=ac1on de cada part!cula est~ bien calculada y no 

puedr .. dar CLl'~n1:'3 rJe L' i\bs:orc tOn anomali:t 11 ~1 ecz. qLte efectí-

van1er.te lLI hay" (1""'J. 

En los c.--1p1tulos si~111ientes estud1.3remos la pol<1r1:abllidad 

de acuerdo a diferente~ modelo!:. Er1 el cap 2 su estudiará el 

modelo clasico y en el cap ~ dos modelos cuánticos, siendo 

uno de ellos el de L-5. 

1.::: 



CAPITUL.0 ::: 

FORMUU\C l Dtl CLAS l CA 

En este cap1 tul o estud1¿wemos las propiedades de unu 

part1cula met~lica peque~a CPMPI dnsde el punto de vista 

de Ja electrod1nam1ca clásica. Este problema ha sido 

resuelto anter1or·mente; sin embargo, can el obJeto de 

definir la notación y de tener los resultados para 

posteriores comparaciones, vamos a obtener los resultados 

mas importantes. 

Obt;end,.emos una e::presion para lu densid.:1d electronic,J de 

carga dentro de una PMP cuando esta se encuentre en pre-

sencia de un campo electrice externo. 

Sea E~ un campo eléctrico uniforme paralelo al eje z, 

Eo = E,,k si en do E,, l c1 magn ¡ tud de Eo y k el vec l;or' 

unitario en la dirección ~ • El campo eléct1·1co resultante 

al colocar una esfera conductora de radio a en presencia de 

Eo se puede obtener a partir de 

E=·-V'u (2. 1) 

donde U es el potencial electrostático y satisface a su ve~ 

la ecuación de Laplace 

"' \J U=O. (2. 2) 

Debido a que U no depende del ángulo ~. al utilizar coorde-

nadas estericas <ver f1g. 2.11, la soluc.ión a esta ecuacion 

se puede ª"Presar coma [18) 

"' "' 
UCr,8) I: An r" Pn<cos8) + ~. Cn r-<n+•> Pn<cos8) C2.3l 
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Mas eupl1c1tamente 

Ulr,81 ~ An + A,rcos8 +CA~r~/2JC3cos~8-1J +, •. +Car-•+ 

C,r-2 cos8+ CC~r-~/2JC3cos29-1J+ •••••• + (2. 4) 

Fig. 2.1 

Las constantes An y Cn se determinan a partir de las con-

diciones do fronter~ l~s cuales son: 

a) Para distancias leJanas a la esfera el campo eléctrico 

E<r,91 sera igual a Eo i.e. 

E<r,8) 1 =E,. k .... __ . (2. 51 

lo cual implica que 
Ulr,81 -Eoz + cte 

-Eorcos8+ cte 

Por tanto, para que concuerden 12.41 y <2.61 para roran-

de Ao ~ cte , A, = -Ea y las demás An se igualan con cero. 

El término Co/t· es el potencial que produce una esfera 

cargada con carga total Ca, como nuestr~ esfera esta de~-

provista de carga neta entonces Ca = O. 

bl El campo electrico dentro del conductor es cero, por 

tanto de 12.1 > 

U<r,8) Uo s1 r!:.a 
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siendo Uo una constantr. Entonces al evaluar (2.41 en 1=a y 

sustituyendo los valores de las An obtendremos que 

•••• + (2. 7> 

Esta enpres1on implica que los coeficientes de los poli-

nomioa de Legendre deben anuiarse. Asi 

s1 n::. : <2.Bl 

-E.,a + C,/a"' O 

-Uo + cte = O 

Sustituyendo estos resultados en <2.4> obtenemos la solución 

final 

U<r,B>= U0 - Earcose + CE0 a 3 cus8 J/r~ (2.9) 

utilizando <2.1> y la expresión para el gradiente en coorde-

nadas esféricas 

\/ u + Et ( 2. 1 (l) 

r r !ien8 

obtenemos 

su 
[1 ~1 E~ E,,. cose + (2. 11) 

~r r"' 
si rla 

w 
[1 •ª 1 E .. - --- - E,, sene (2.12) 

r :;:e r" 

E (l si r<.a (2.l:'l 

Como el campo eléctr:co que e&ta en el exterior inmediato de 
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Ltn conductor esfé1·1co r.s< [ 19J <c-n Ltnidaoes electrost.:.tices:• 

(2. 14> 

en donde u<0> es la densidad superficial de carga, entonces 

<2. l5l 

U'(E!) (3/4nl E,, co~8 (2. 16) 

Ahora vamos a calcular la carga electrónica en el casquete 

superior de la esfera <ver f1g 2.2> 

t 

Fig ':.2 

Sea s' la superficie sobre la que vamos a calcular la 

carga electrónica. Sabemos que 

Q •. = f <r(&)da' (2. 17) 

•' 

donde da'= a~sen8d8da con o ! e ~ n/2, ú ~ ~ ~ 2n y u< 

estl dada por la eMpresion <2.15>, sustituyendo ésto en 

!2.16> lo que tenemos es 

Q •. = I (3/4nlE~ cosaa~ sena d9 dp 

•' 



(3/llni E,, a"' J cos8sen€1 d(• r de 
,¡ 

R .. " <314 l E., a"' (2. 18) 

La ewpres1on 12.181 es la carga acumulada en la mitad su-

perior de la esfera y h2 sido calculada para compararla con 

posteriore•.; 1·1~sul tados. El resLll tado que se hubiera obtenido 

al calcular la cat·i;ia acumL1!.:icJa en l« m1 tad 1nfer1ar de la 

esfera es el mismo que el de <2.181 pero con el signo con-

trar10 de modo que la carga total es caro. 

Las enpres1ones para las componentes del campo eléctrico 

total de las ecuaciones (2.11) y <2.121 constan de dos tér-

minos cuyo origen puede entenderse facilmenLa. En efecto, el 

primer tér•mino es deb1tla al cc.mpo externo E.:. como puede ver-

se de la figura 12.3> en donde el vector k enpresado en 

coordenadas esfer1cas es igual a 

+ 

k cose e~ - senee~ 
'I: 

.. .. 

Fig 2.3 

y 

17 



Por tanto 

Eo cosee~ - Ea sene e~ 

lo que implica que 

E.,.. Eo cose 

Estas dos Liltlmas e1:preslones son los µ1·ime1·os term1nos de 

las ecuaciones que dan el valor del campo total i.e., las 

ecuaciones <2. 11 l y <2.12>. El se9undo ter·mino de dichas 

ecuaciones es el campo que produce la densidad de carga dada 

µor 2.16 inducid<' sobre la st1p12:·fic1e de la esfera en el 

momento en que ésta es polari=ada. En efecto: el potencial 

en cualquier punto H está dado por 

I 
u (p.) 

LJ(i:l= 
IP. - :: 1 

da' <.:::. 19) 

en donde ulp'l es la densidad de carga superficial en el 

punto p·. Para evaluar esta integral colocaremos el sistema 

de coordenadas de la variable de integración de tal forma 

que el origen este en el centro de la esfera y el eje z en 

la llnea que une el origen con el punta x, tal y como se 

muestra en la figura 2.4 . 

18 
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y· 

Fig 2.4 

Entonces las coordenddas esfericas de x , E0 y p'son 

respectivamente cr,o,o>,<Ea,9,0> y (a,9',0'>, siendo 

r=¡x¡. Si denotamos con el ángulo entre Eo y p' entonces 

la densidad de carga de la ecuación (2.16) evaluada en p' 

es: 

u<p'lm u(9) = C3/4nl Eo cose 

y como el ár.gulo está dado por C20J 

e.os 't cos9cosa+ sen8senOcosC0'-0l 

entonces 

u!P1 = C3/4nlE~(cosecose+ sen0sen9cosC0'-0l (2.?0) 

Por tanto, el potencial producido por u en el punto x es, 

de acu~rdo a C2.19l y 12.20> 

3 Eo 
U!xl=---

4n 

3Eoa2 

=---
4n 

....... 

I J 
(cns0cnae+sen9sen9cosC0'-0lJa2 sen9d0d0' 
-----

[a"'+ r 2 - 2arcos9 J•~2 
o o 

l! 
"" 

cos9c.os9sen8d0 

JdQ" J 
sen9sen9senE!dF.I 

+ 
Ca"'+r 2 -2arc.os8 J'< ( a2+r2-~~:t e: r;,¡.,(1 J'< 

o "' 

¡. cas(fl1'-'1J• c:i:I' 
, 
o 



21) 

pero "'" 
J cos(~'-pldp O 

entonces 

LJ(H) 
3Eoa"'coser~ses~nede __ 

2 , [ a"'+r"'-2arcos8J"' 
(2.21! 

haciendo el cambio de variable 

>< = cos•:t => dN - senSd8 

y definiendo 

¡J = -2ar y 

la ecuación (2.211 queda 

-· 
UC>:I 

::.E.,a"'c:os(~ J--<_-_x_>_d_>_t __ 
2 Ca + f3xJ~ 

(2.22l 

Trabajando solamente con la integral, tenemos 

I Ca+fh:J~ tl J 
f3 X d>: )1 dl: 

[O( + fll:J~ 

-· 
SLtmando y restando a en el nLtmerador 

I a + th: 
O( I d11 d:: -

fl [a+Jl :: J"' ll U<+JJ):l"' 

-· -· 
2 

[ t.+O»'" <•-OI''"] 
2a 

[<•+O>• -
3Jl"' ll"' 



Sustituyendo 12.~31 y los valores de a y B en c:.22l obtene

mos 

U<nl 

2/d~C!/311r-al 3-la+rl 3 1+2aa si r.>a 

E"' cos8r si r<a 

U<1:l= 
Eo a"' cose 

si r>a 

Por tanto, el campo electrice producido por tal potencial 

estará dado por 

E •• cose 
r"' 

C::!.241 

E .. 

para r>a y por 

E.. - Ea cose 
y 

E-. E.:. sen8 

es deci.r 

21 



-E,:, 

para r<a. Las ecuaciones <2.~~l son preci~amente los 

segundos términos dr: la,; ecu.:<ciones (,~. t l) y <::?. l=I como se 

quer1a demostrar. Podeincir,, la ecu.:1cion (2. 251 indica qL1e, el 

campo dentro de l~ esfera, producido por la densidad de 

carga inducida,· es justo el negativo del campo oHterno Ea, 

de tal manera que el campo total en el interior es igual a 

cero como indica ¡;, ecltación <2.131. 

Hemos demostrado, entonces, qlle el campo totsl en cual-

quier punto x es la suma del campo e::terno E,, mas el campo 

producido por la densidad de carga inducida u. 

Finalmente conviene hacer notar que la esfera con la 

densidad de carga inducida u se comporta como un dipolo 

eléctrico cuyo momento dipolar esta dado por C21l 

p (2.261 

pero 

! 8Cr - al u Crl 

por tanto 

; = I; 8(r - al ulrl dv 

Utilizando coordenadas esféricas 

o o .:1 

+ sene sena + cos8kl (3/4n1Eacoser~ 

E(r - al sene d8 drdP J 



.. 
c:os EtsenedEi 

,., 

p a:s E,, k 

p (2.27) 

Comparando <2.27l con la ecuación 

p = oc E,, (2.28) 

que define la polari~abilidad oc, vemos que para el c:as8 de 

la esfera conductora 

a"' (2.29) 

Como referencia tambien escribiremos las e"pres1ones para 

el momento dipolar y la polarizabilidad de una esfera 

dielt>ctrica con función dieléctl'ica E [22) 

p., a:s<E-l>Ec./ <E+2l (2.30> 

y a"<E-ll/(E+2l (2. 31) 

Vemos que para todo valor positivo de E, ª" i oc y la 



igualdad se tiene solo cuando E - m • 

En el capitulo s1gu1cnte estudiaremos nuevament• estos 

conceptos pero desde el punto de ~•~ta de la mecan1ca 

cuántica. 



CFiF· J 'TULO 3 

FOFMULACIOM CUANTICA 

Se discute estudier el comoortam1entc de una pequeAa este

ra condL\ctora de ap ro:: tmad.:~inen te .:4 ¿1n9:;; troms de rdd i o en 

un campo electr0ma9nét1~0 desde el punto de vist& de la me

c.:in1ca cuéintica. 

Estudiar est~ sistema resulta complicado ya que una 

esfera de dicho tamaAo contiene aproc1madamente 5000 atemos. 

Por lo que se partira de un modelo simplit1cado del sis

tema y posteriormente lo retinaremos. 

Para tal ohjeto se supondrA lo s1gu1ente 

11 Cada átomo contiene electrones de vdlenc1a y electrones 

del caroso, en donde los electrones del carosos son los 

que estan mas cerca de! nucleo y los de valencia los 

mas alejados. Esto permite simplificar el problema s1 su

ponemos que los electr·ones del caroso no so mLteven y que 

solo los elect .. on,:•0> de valencia pueden reaccionar a la 

acción del campo electromagnético e~terno. 

21 Como los electrone5 de valencia de los metales tienen 

mLtcl;a mov1l1d<1d se clt?spla:ar«n fcici lment8 " través de 

to.je el mdterial P"""º el potonci.:ll baJo el CLtal se mueven 

( que es el poter1c"d prodL1c1do por los ele<.trones d•?l 

caresa, l~s pJr~d~s de la esfot~3, eLc.) es muy 

complicL1cl'.J, F'.c<r<> ~.lfr1pl1f1c<H' este proble111a SL1pond1·emos 

que !os electrones ''' inuev•¿11 a t1·avl'.?s d<? un potencial 

25 
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uniforme dentr~ de la e3fora y que estan cont1nados a 

move1'se rh:~ntro de el l.:i mi:?d1antc un potencial int1n1to en 

la superficie de la misma. Ast, se despla=arán libremente 

y no importara el mnv1m1en~o detall~do en caoa punto de 

la osfet·a. Debemos not.:lr que el potencial prodLlC.1do peir 

cad.:i caroso es de 1<1 f1;wrna V=llr, potencial di:? CoL'lnrnb (ver 

Fig. 3.1> 

Fíg. 3. l 

y que los carosos astan distribuidos en forma discreta 

dentro de la part1cula; sin embargo estamos suponiendo 

que la suma de todos esos potenciales es uniforme y de 

esta milnera los F.dect1·oncc; de valencia se moveran libre-

mente pues ~a no sentlt'án Ja presencia del potenc1.'.ll de 

Coulomb. 

3) Supondromos también, por el mornt?nto, qL1e los electrones 

no interac:tuan entre sl, esto es, no se repelen entre sl. 

De esta manera podremos enfocar nuestra atención ha~ia un 

solo electran,estud1ar su comportamiento y despuas sola-

mente supmrpaner el efecto de los restantes utili~ando 

~nicamente al princ1p10 de e"clusion o~ Pauli. 

En reE:umen, 8'~;tucl1aremos el comport.:imiento ce Ltn c:on.1~1n-

J 



dad P•:if~rica en orest"nr l.J d•: un cam~n clec.trom:3qnetico 

uniforme Ea!tl ~un apunta en la direcc1on del eje = 

1 Ealtl = EYCtJk l. Por tratarse dn un proolema cuantico so 

re5olvera la ocuación de Schcid1nger adecuada al problema. 

A con t l nu01c 1ón vamo'.: .. 3 ob tm1er L'n<' e::pre·~ 1<'.ln para la don-

sidad de car9<-1 p¿¡1·a el moaolo de l.:, esfera contluctora que 

hemos de~-crito. 

La densidad de carg.::, debida ,, Lll1 elactr·on de carga e esta 

dada por 

( Cr,t>= e ¡~c;:,tl\"' (:::. 1) 

en donde 't' <r, ti es la fLincion de ond.~ y satisface la 

ecuaciOn de Schrod1nger 

-Uo1"/2mJV "''t'<;:,tl + [V.,,...,cr,tl + v. lrlJ ~(;,ti Eit. 

u:'Y<r,t>ltt 

donde 

v •• ..,<r,tl - energla potencial del electron en presencia 

de el campo eHterno 

y 

V.Ir> - energla potencial del electron dentro de la e~fera 

sin campo electr1co e::terno. 

Si supunemos que el campo eHterno Ealtl no depende del 

tiempo, ES decir, Eúltl = Ea, entonces v •• m<r,tl tampoco 

dependerá del tiempo y tendra la forma 

Vc .. 1n ( r, t) :Vcam ( I' ~=e ( -Eu.::) =-Euercos~=-eE. r 

En este caso la soluc1on de e:.. 2> tiene la tn1·mC1 



~ , {r) (.3.3) 

donde "\' Crl sat1sf~ce la ecuac1on estac1onar1a 

r -b"' 1-
L 2m J ',, "'t · ( ~ 1 (3. 41 

El Indice i asociado a~ ,<rl y E, cuenta las distintas 

soluciones de la ecuac1on <3.41. 

Para resolver la ei.:uac1on antG>rior podemos util1:<>r L., 

teor1a de perturbaciones 1ndepend1ente del tiempo <TPIT\ 

tomando como perturbacion ~ Vcam<rl. Para hacer esto es 

necesario empezar par resolver la ecuac1on 

[
- b."' ¡--- \/ 

2m 

" \&) t\:/> _ _ tO> \l)(OJ 

1 .l. < r 1 + ( v. C r l -E, J 1;. < r) o <3.5> 

la cual corresponde al problema no perturbado cuyo hamil-

toniano se denotara por Ho. 

Si el potencial V.!rl est~ dado por 

1 

o Sl r<a 
\l. e rl 

"' si rla 

entonces para rla .., 'º,' 1 (r) y para 

satisface la ecu~c1ón 

r<a 
"'~º) -
1 • ( t·) 

:28 



3.2) 

(Ó) 

y se enc:uen tra qL1e '\I • (~¡ 
como C23J 

W'º>-
1 • ( r > 

( .~,) \V(•:> 
1 .. ,,...1 <:.. 6) - E • 

y 

Fiq. 

se puede escr1b1r 

(3. 7) 

donde R,,.,<r>, 07<l~l y fm(~I son funciones que dependen 

anicamente de una variable y seran discutidas més adelan-

te. En esta e>:p1-es1011 el indice i se h<:< sustituido por la 

terna de 1nd1c:Ps r,, l .rn Y"" qL1e P'-'''ª distintos valores cie n, l 

o m se obtienen di~t1ntas soluciones. Se encuentra que los 

posibles valo~es de estos indices ~on [24] 

n t ,2, 3, ..•.••••. 



l =- (~'., 1 • :: ' ........ .. 

m= - l, - < 1- J ·' ••• , o, .. l -1, l. 

\JJ 'º' Sin embargo todas las estadQs 1 n1m con l y n fijos es-

tan degenerodos, es orr 1r 

lÓJ <.:.it 

Entth En1"'' 

y por t::>nt;o el indice m de L.?S ener·g1as se acostumbr¡¡ omitir 
tC1> 

y escribir 31mplementc E1n 1 par convon1enc1a se acostumbra 

escribir el orden de los indices n y 1 invertidos, ~er 

ecuac1an :;. 19). 
m 

Les tunc1ones li 1 ntri, G 1 1EI> y 

pect1vamente las ecuaciones 

[ 

d"R,.,(r 
r'"

dr"' 

l :" -1 

sene 

con 

r 
l 

l [ 'dR 1
n \rll 

J 
+2r -- + 

di' 

7,.,} :2 m 

d m 0, Ctll 
sen El +-----

dE! sen"'EI 

[ 

2m ]- "'' --- E1n 

./'\"" 

=l< l+ll 0~ IB> 

<3.Bl 

(3.9) 

(3. 10) 

•3. 11> 



L~s soluc1cnes de e~cas ocuac.ones qL1e sat:stac~~ la~ 

condiciones de frontera aproµ1adJS son respact1~arnente 

(3. 12> 

l (8) P, \cosl• (3. l31 

y 
f.,,(p) "' !?"""' • <3. 14l 

ver referenciaa [25J, C26J y C27J 1 en donde j, es la func1on 
m 

de Bessel Rsféi·ica de orden l y P 1 la función asoci.:1da de 

Legendre dada por 

"' P,!costl)" 
[ 1-i:"'J 

211 ! 
<3.15> 

Además K1 n debe ser tal que al evaluar Pin en r~a sea igual 

a cero <ya que para r=a "' (ót -1 ,..,,,,, <r> = (1) es decir 

( 3.161 

esta cond1cian implica que el producto ª~'" debe ser 1gudl a 

alguna de las raices de la funcion Ja, o sea 

\3. 17) 
a 

donde <:<in es la rai:: n-és1;n2 de la función j, y de acuerdo 

con (3, 1 l > 

o biE?n 

"' "' 'º' t<11"'\R 
Eln ::: 

2m 

".:n IX 1 n h 
E,..,"'----· 

2ma:z 

(3. 18) 

(3. 19J 

:::1 



que es l• enPr91a a~ociada a la e1genfunc1on no perturbada 

la cual se obtiene sustituyQndo 13.121-C~.141 en 

(3. 7). Í-tS 1 

\lJ f\.:H 

1 ri1m<r,8, P) "' An1m ji (rl;,...,) P1 (cos8) (3.2Q) 

donde An1m os \Jna const~nte arb1tt·ar1a. 

Utilizanda la defin1c10n de Jos armonices asféricos 

m l' 12l+!)(l-ml!l

1

r;zm 
y,(f),i:l)='(-1)"' . . p, 

4n tl+m)' 
<cos8> e'"'"'• (3. 21) 

"' dondP P1<cos8l esta dado en 13.15>, la e19enfuncion 30 puede 

escribir como 

(3. 22) 

La constante A'n1m se el1g~ de tal forma que~ "'"'Ir! esté 

normalizada a uno. Su valor es igual a 

An1m <3.23) 

donde J ·, es la derivada de la func1on de Bessel. Por tanto 

<2/a"'>'" 
j,lk1nr> v,<e,P> si r<a ( ::.,, :2tl) 

r 'ª' ¡ j • 1 (a in> 
n1m(r)= 

o 51 t".!a CJ.:25> 

\J.J 'l.'..t) 

TeniendQ ya la eigenfuncton imperturbada 1 "'"' nos inte-

resa ahora saber wn qué se transforma al aplicarle la 



parturbac10n para poder calcular la densidad de cnrga de la 

ecuac ion \3. 1). 

Lo pr1mer·o que d!?bemos not.~r es que estamos tratando con 

das varias funcione" ur.perturbad<:>s. En total, dac:Jo Ltr1 valor 

de 1, habra asociada a cada E 1 n !21+1) estados degenerados. 

La T.P.I.T. usual no puede ut1li~arse en este caso puesto 

que su formttl~c1on est~ b~sada en la supos1c1on de qu~ a 

cada estado perturbado r nl.n le corresponde Lln y St)]O un 

estado no perturbado ~ nlm al cual colapsará a medida que 

la perturbacion va cesando. Sin embar~o, cuan~o hay degene-

ración la correspondencia no es directa, purque dada la fun

cion perturbada~ nlm y el COnjuntO de functOneq no pPrtur-

badas { \V "'" 
\ n lm con -l·m··.l ) no es po~tble s~b~r~ de antemano 

de cuál 
\¿) , en 

1 '""' 

combinacion lineal de ellas. No obstante, haciendo uso de la 

Teorla de Perturbaciones para el caso degenerado \T. F'.D.)' 

podremos determinar las combinaciones lineales apropiadas, 
<u>' 

que denotaremos por rl1m ' y util1=arlas como aproxima-

ciones de orden cero. 

Según la T.P.D. las funciones ~ "" \ n l1n deben ser tales que 

(en nLtestro cinso Hk .. :Vc:ani t con mtm ·, sean igllale~~ c.1 c:erc.:>, lo 

cu<.11 implica qLte l<' prob..1bllid;,d dl' q•.1e el sistema estando 
\1) ( t;°J) 

en el esttldo l nl111 pase 
IJ) .. -... 

al 1 nJ.m Implica esto 
\&) e 1:.., • 

tambien que el p..1SO del estado perturbado 1 n1m sea contl-

33 



!Jsu~lmentn el n1·oblen,.~ 12sho:.:-1do é'rr1b.:\ ~'~ resuelve simple-

mente hallando la base que d1a~onal1~a PI bloque de matri= 

de la perturbac1on y los ~lcmentos d0 la diagonal se toman 

w (l.o) 

la lta~·.p original 1 nlttl t1ue hemos 

obtanido ya es I~ apropiada, puesto que Dl bloque d~ matri= 

dE' i·Pr1im· .n1m e~ d1ayonul. En 0tecto en nuestro caso ter1etT10t', 

que (hacH~ncio H 1 'Jc•m (t') 1 

H1 ,n • m 

<-eE,~rcos8> -----
J',(<:x,..,) 

n "" 

(3.26l 

pero [28J 

J J 
... 
Y,.(8,.)Y,(8,.)cos~ dfl 



1r::. 

+ [ - ( 1-m) ( l +m) 1 €.,, 'm 

(21+1) <:21-1) J 

por tanto haciendo l=l" 

J I 
o o 

y 

H1 n1m•r'\lm ::: O, 

(3.27i 

(1 <3.28) 

(.::;: • .29) 

como se queria mostrar. La ecuacion (3.291 nos dice además 

que los elementos de la diagonal tamb1e11 son c:ero y por· 

tanto la T.P.D. a primer or·den no tl1ó ningllna correccHm a 

la energla, i.e. no se romp10 la degenerac1on. Mas adelante, 

utilizando argumentos de s1mPtr1a , veremos qlle la 

perturbación e::,,ct.:1 •jebe rnmper· la degenerac:1nn ;1 por tanto 

los corrimientos a la energla deben de ser distintos de cero 

en algOn orden de perturbac1on, en consecuencia se podrla 

intentar utilizar la T.P.D. a segundo orden para determinar 

dichas cot't-ecc1ones. No obstante~nuostr~o obJet1vo es 

calcular la densidad de c:ar"J"' a primer orden y nr1 

necesitamos c:alcular e~:;a<;::. correcciones a la ener•gia. 

'4-' <O) 

Otra forma de ver que la base 1 inm es la apropiada es 

utilizando argllmentos de ~imetr1a. En ef~cto, debido a que 

el sistema antes y despu~s de la per~uroacaón es invariante 

.... . ,.:.,_} 



n1ano-= H,-, , H' y HT dl!ber·an ,:onmut.:11· con el oµer<1dor L., 
Zlt.'ndo H,,, el ham1Jton1<'no no i:•er·turtJ,3do, H' la perturba-

ción al ham1ll~n1ano y Hr el hdm1ltaniano total. Es dec11· 

H(.,L:.1-L:.Hú (l .. e: .. 30 • 

En este caso se pued~ demosLrar C29J que e~1ston e1genfun-

ciones cie Hr que son tamb1en e1genfunciones de L. y esto 

debe ser cierto para todos los valores del par~metro de 

perturb~cior1 q. En confiecuenc1~, ~l ~c~stt·uit• la comb1nacion 

~.¡,río incluir· sale· ¡,qu<':llils tunc:iones QL•t- pertene;:c:an al 

mismo eigenvalor m de L., que en nuestro caso solo hay una 

\V "". 
de el las, l n.L1n• 

\.l.) ClJ) • \J) (U) 

Por tanto \ nim = \ n1m• 

Formalmente esta simplif1cac1on se debe a que s1 L. y H• 

conmutan entonces 

== '·""'" . i.: m ¡ m ~, (3.31) 

ya que la eigenfuncion ¡m·j de L. es también eigenfuncion de 

H• asociada al eigenvalor IXm·• De 13.31> se sigue que 

y por tanto no habrj transiciones del estaoo m' al estJdo m 

baJo la perturbac1on. 

El valor de IXm fL1e determinado anteriormente y resultó 

ser igual "'cero, lo que implicaba que la degeneracion no se 

romp1a a primer orden. 8111 c~mba.rgo. vna ve;: introduc:1dé\ 1<1 

perturbación el sistema solo es invariante aaJo el grupo 

.:t 



0121 que es el conJunto de todas las 1·otac1ones alrededor 

del e.ir':. Sorno IJI'.::> r•s un i:;wupo conmutativ•J se pL•ede 

demostrar· que Ja d.:gener .;1c 1 on es de order, l y por t<1n to la 

degenerac 1 on ss> romp•! ( l <;•:. 1·ep1·e~en tac iones 11·1·etluc ib J es de 

lo; grupos conmL1tC1t l vos son d'? orden 1 :: 1 l • 

Una vez o~t:~111da$ las funciones r10 pet'tut'badas apropiadas 
~ (Ü) 

\ n1m, proc.:ederemos a encontr·ar l[\s 1unc1ories perturb~dw~ a 

primer orden'\" '"'"" Estas vienen dadas por 

(0) -

n1m!r) 
( l) -

nim<r), (3.33) 

\V (t.) -

en donde g es el parametro de la perturbac1on y 1 n1m<rl es 

la correccon a pr·1mer orden de~ n1m<r>. Tomando Ja e):pre-
\,¡,) el' -

$\Ón para \ nlm(ri de la reter•enciL'\ r:.01 tenemos que 

U/ (0) -

, .. L m \ t"') ::: l n 1 m ( t") +g 
\¡J 'CJ) 

I: · 1 n • 1 •m• Ir> <3.34) 
n • 1 • m • 

(1,."I) (Q) 

-[El'n' - E 1n ) 

En principio la suma l: ·corre sobre todos los posibles va lo-· 

res de n·,1·1 m'e::cepto el caso n·=n, l'=l y m'=m. Sin em-

bargo, debido a que existe una regla de seleccion entre los 

valores de los índices, 1.:1 suma se puede simpl 1f1car como 

veremos a continuacion. Tenemos que 

\J,/ CO> - \4.J <U> 

H1
n•1•m•.n1m = < \n'l'm'jVc•m(r)f i nl.m > 

= J r J r ;·~: ~ m .( rJ C-eE.:.rcosEt 

o " o 

J 'Y (0) -

n1m<rJ dV 



[ 

- 2eE" 
·--

a3j. l. l<lC1 'r•. ·' J 'l \t:X1n> 

j 1 o:.,.,r) •'"dr I J 

"'" 

,7: "•""' "•"'ºº'"••n•••••] (3.35) 

o ., 

sea dQ=:senttd8dd, entonce!l, de la ecum: ión c3. 27) tenemos 

que 

" "'" 

[[ 

1 Vo 

" ( 1-m+ 1 ) < 1+m+1 ) J ~m • "' 

C21+1> <:!+:;".) 
l;l •• 1+1 + 

r <1-m> (l+m> ]"2r " . 
e-"' 'tn c.1 • 1-l l !21-1) C:.'.l+l l 

(3.36) 

así, los términos de la ec.uación (3 •. :..:i> ser~n di:tintos 

de cero solo si m'=m y l '=1+1 o l '=l-1. Mas ei:pllcitamente 

Hn•1•m•n1m 



De C3.37l y C3.34l tenemos 

W t O) - [ Hn ' l -1 , m, n 1 m 
1 n•1-1 0 mlr) --

E1-1,n·-E1n 

o bien 

'\' nlm (;:) 
-f (I~) 
- nlm Cr> -g ¡: 

n• :~: [ '!' 

(::!.,37) 

<1.38> 

"'" 

l 
n • 1 · m (r) Hi.n•1 •m 1 n1m 

CO> (0) 

E" ·n · - E, ... 

(3.39~ 

Habiendo enc:ontrado la e>:pres1ón para 'f n>m Cr) 1 volv<1mos 

al problema original que es el de c:alc:ular la densidad de 

c:arga de la esfera en presenc:ia del c:ampo eléc:tric:o. Para 

ello c:alc:ulemos primero la densidad de c:arga debida a un 

solo elec:trón en un solo estado f ... , ... (;). De acuerdo a (3.11 

tenemos que 

p.. -
l nim'.r., t> ntm Cr, t) e: .. 'rnl 

pero debido a la forma de~ nim<r,t> dada por C3.3) 



sustituyendo 13.391 

- 9 

-9~ "'" nlm ( r') i:: 
n· 

l.¡' 
o:n 

n · z. ·m<r) 

'º' E, . .,. 

¡v i: i:: 
.,. ·-· ·-· 

'º' 
n 'l •m 

CCJ) 

Ei .,..,. · 

<rl 

'º' 
Ei . ., · 

<~>J -

ni"' Ir> 

"'" 

Hn•i•tn.nlm 

(3.42> 
(Q.) 

E,., 

\V (f~) - l 

ca> - ~CO)• - ln•\•m<r)HM'1'm.n1m 

.,,.,(rl-gj I nim\rJI: E ----·--·--------
n • 1+ 1 C•:JI (0) 

E1 •n• - Ein 

'º' 
, .. 

" • 1. .. "" ( r) Hn · 1 · m. n ltn 

·=· r +g"'l: i:: i:: ~ .. [ (1:,) lO' n • l+:I. " l-1 E1 ·n · - Etr• ·-· q-1 

ir~ CO) • l 
Hn · l ''" • n l. m .,, •q. <rl H,.·q ·m.pqm 

1 1 
·------

(('f) (tJ;) (('.J) 

-E1n J E q'p' - E q " J 
J 

41'; 

1 



l 

((.11 

n i •in (r· 

C•:>> 
E.1 • n • 

'º' El .... 

Ahora vamos a tomélr en cuentél el tiecho de qL•e en real iclud 

tenemos un conjunto de muchos electrones ocuµando los dis

tintos estados \f .., 1 .,.<rl. 

Sea~"'"' el numero p1·omed10 dP electrones qL1e es~.;n en 

Lln cierto estacJo perturb.;do y n1m(;:-) (obv1<1mente \ n1m cle

penderD de \a ener~la E .... 1 .., asociada a Y nim<r>, del numero 

to~al de electrones¡ de la temperatura T del sistemal, 

entonces la densidad de cl11·ga promedio en el punto r debida 

al estado~ ..,, ... <r> es 

13.44) 

F'or tanto, la densidad de cargi.' rromed10 en el punto r del11-

da a todos lo~ electrones del sistema sera 

"' - ~" D (rl "' i:: .) .. ,..,irl ...... 

ifl 



nlm 

El valor del numero' n1m esta dado por la di~tri~ucion 

de Ferm1 

•.3. 461 

siw1do e., l¡~ energ1i\ de Ferm1 y ~ la const,mte de? Bült::.nan. 

El 2 del numerador se ha 1ntruduc1do para temar en cuenta la 

degeneracion del esp1n. 
(('J) 

Como a primer orden d0 perturbac1on En1m = Ein 

ascr1blr 

2 
nlm 

10) 

e'Kln -U~>~~T + 1 

podemos 

(3.47) 

lo cual implica suponet' QL•e los 21+! estados"'( "'"'\r) con n 

y 1 fijos y -1 ~ m ! l tienen la misma probab1l1dad de estar 

llenos o vac1os. 

Si hacemos la temperatura igual a cero obtenemos que 

¡· 
((.)) 

2 si E,,, ~ E, 

'"' l t,t;,J) 

(1 Sl E,,, > e .. 

(3.48) 

Obteniéndose para (3. 45) 

D <rl = e E ~ n1 ¡; 
1 '¡) n lm ( t') 

,. 

n1 m--1 



Los valores eu~rernos de los 1nd1ces n,l y m, 1ndicados 

simbólicamente en est~ e~pres1on, son t?las que m corra de 

-1 a J y los indices n y l lo hacen a~ modo que 

(1;,, tO) 

Et)t. .: E t.., .::. ff' 

...... 
siendo Eo1 el estado elactron1co de mas baJ~ energía. 

"' Sustituyendo el valor de t>I 4' ,,..,<;:-> ¡ dado en <3.43> er. la 

ecuac1on (3.49) 

e_ .... 
D<r> =2e i:: 

n1m•O 

e . e -
D <rl= 2e I: l't' 

n 1.n1-r.1 

¡\¡} 'º' ... f gy <o>•_ 

n1m<rif - 2 Re n1m(r)l: .:.[ l 1-1 

(3.50) 

'º' \f n . l • ""' ( r) H ..... 1 • m' rl L m 

'º' "" n1m(r) -2e 

(CJ) 

E1 ·n • 

e, 

¡; :: 
nlrn-o Re[·~ C.0) 

nlm (r) ¡; 

" [ n• 1+1 

1-1 

4.3 



'f 
CCI> • 

n • l • m <r>H,... l ·m. ""'' e:: .• 51 > 
<O> <O> 

Ei n• E,,... 

.. ,. 
((1) -

Pero notamos que el termino 2e C nlm(r) es la 

i.e. antes de que se 1ntroduJera el campo externo Ea 
CO> __ 'L 

( e¡I¡} n1m<1·) ! es la densidad dP carga debida a un solo 

\J <CH 

electrón en el estado T nlm• pet·o s1 sumamos Gobre los 

diferentes P.Stados desde nlm=ú h~sta E~ estaremos ~bAr-

cando 1;1 densidad electr·on1ca total ,fo la esfera>. Por tan-

to, esta dens1d<1d de carga ~e anul.11·?. con l;; densidad de 

carga protónica pu~s originalmente la osfera no tenia carga 

neta i.e. su carga total era cero. 

En consecuencia nos ocuparemos de la segunda suma que es 

la densidad de carga inducida por el campo y es la siguiente 

.. ,. 
D"1r1=-4Re eg r. 

n • 1+1 

"'" 
lol e o.* - y n. 1 • m ( r) 
T nlm\t•) 

Hn • 1 •m, ltn l 
j 

Sin embargo, se puede demostrar que la suma sobren' y l' 

puede restringirse a valores de la energ1a Ei·n· tales qu2 

44 



'l5 

E1·n·~ e~ ya que la suma de JOS termines con ener91as meno-

res vale cero. En efecto, se~ 

l .. G=Re ¡:' 

n1m-o 

~ n 1 "' Hn · l •m,...,lrh 

(3.53) 1: -------------·----
n• 1 .. · 1 En·1· -E,,1 

.. ~ Re ('Y n l m '1' n • l · m HM ' l · m, n 1 m 

E 
l 1· 1 

En donde el argumento r de~ n•m y el superlndice 'º' de 

Ein se han omitido por comodidad. 

Como 

Hn • l • m • • n lm (3.53') 

la ecuacion anterior se puede escr1b1r 

.. ~ ... n • 1 'm' Hn•i.•m•.ni~) 

nlm-o n't•m· En·1· - En1 

en donde la suma soore los indices primados corre ahora 

sobre Jos mismos valores que los indices no primados eNcepto 

los casos (n\m)=(n"l'm"l 1 lo cual queda indicado mediante la 

sigma mayúscula primada .. Cambiando n'l"m' por nlm y 

viceversa 



1 

Hnlm,.n' 1 •,,.,' 

n · 1 ·m • 
n "" 

E,,1 - En·,· 

-r 
tilm n ''l '". E,.,· 1 · -- E..,1 

pero Hn1m,n·1 ·m· 

e ... 
-r. 
rilU\ 

" ... 
¡: 

n · 1 'm · 

1 

H,., · 1·.-n·.,..,11n 

F.f..~ l r ,., . 1 . f" .1 : l m Hn • 1 · "' • , n 1 "' •' 

En• 1 · - En l 

y com•J R!i!L:>:=RcH;:,., na1·a cu.:>lquior nL1mm·o c:omp!e10 : 

entone: e~ 

... RP ( ~ n · 1 · "' · r : l m H,.,· 1 •m·,n1m) 

s r: 
n1m En·1· - Enl 

"' -s 

le que implica 

s = o. <3.SIJJ 

Asl, l~ ecuac1on 13.521 se pu~de escribir 

D"lr)=-4Re eg 
n, 1 

>E 
... 

1 
'4J e o> * _ n · i · "' ( r ) H,., · t · ,,, , ,., i m 't' e,,, 1 

\ nlm (r) 

lQ) (M> 1 
E.-n · E,., 

J 

En donde· ~11-,or;; iOs v<1lor€!; e::trenoos de lo¡; 1nClic:es 1··, l,m, 



tales que: m cr.wre di? - i :.. l; n i c!'.l•'1·en di? modo que 

t1:., ,~, 1 

E1•t - E Lt"'I - j='f'~ c::.56i 

y n· y 1· corren de modo que 

El ·" · ,' E1'~ <3.57) 

Haciendo el cambio de v~r1able H=r/a en la integral de 

<3.37l y sustitL1yenwo C:::.17l 1 <3.19) 1 (:;\.24) y (3,37> en 

<3.55) obtenemos 

0<=(r)"'-4Re 

(-n)eEo 

.. ... 
nJ.•O n • 

C -n) eE.,, V ' ' .. l: 

.. 
m 

rti--< 1-l) 

r 
". 1 .... 

... l. 

( \21+2)!2-1) "" l . 

l 

•I ~ 



donde 

y 

V' ... 

2 

7t [ j ' l ... 1 (O:: 1 • t n ' ) J l ( 1X \ n) J::: [ Ci~ l +' • n ' -.(~ ~ l • n J 

1 

J j l ~ 1 ( ,')( 1+1, n • )! ) J 1 \O< l n :: 1 :: "'d l< 

2 

1 

r j 1 - 1 (O< 1 -1 , n • :<) J 1 (O< 1,, !el X "°d :: 
ú 

'" 

(3. bl)) 

Como en <3.58) los term1nom correspondientes al ca30 

l'cl+I se p8ed~n esrrib1r como 

. ... "' \ ( l+l l =-m=l ""' 
Y1 CEl,plYi+1 (8, pl. ----- ----

( (21+2) "'-1) \/:O: 

r 
(2!1+1)+1J <1+1-ml 1 

4n(l+t+m) 1 

L 

= (-1 ¡:.:m¡:.:l+l) ( 1-m) ! l ~~~ 
4n(l+m)! 

< l+ 1) 2 -m"' 

<21+2) 2 -1 

'"" 
1 [(21+1) (21.i-3).(1-ml' (1-m) ! (J-m+1) ((1+1)"'-m"')] m "' 

"'-- ------ F'1 F'1+1 

4rr ( l +m ¡ ' < l +m) ! < l +m+ 1 l C ( 21 +2) "'-1 J 

48 



t./;:. 

_ 1 r (Lcl+.21"'-l!<l-.nd!\l+.t-m•<l+\+inll <l-•nl' 
--1---------·····--·----·-- -

4nl ((21+2>"-l)(J+m+I• . IJ+m1• 

(1-m+l l (\-.n)' 

-----···~--- P1 P1+1 

4n ( l +m)' 

<l-m+l l' 
-------- F'1 P1..-1 

4n ( l+rr.i 1 

y los correspondiente; al caso l'=l-1 como 

C:..61) 

r <2l+1) ( 1-m) 1 ·¡ • /::..: 
1-1) "'"'l- ' 

m" ( l"'-m"'> '"" 
Y 1 <8,p>Yi-• <8,pl .-----

(4 l"'-1), ,,,. •1n<l+m> 1 J 

[ <::~<1-l>+ll <l-1-m> ']'""' .,"' [!"' -m"']'""' 
p, f,_, ----

4" ( 1 - 1 +m ) 1 4 l"'- 1 

1 [<'.21+1 l ('.21-1) ( l-m·-1) '< 1-m> (1-1-ml' ( 1-ml 

=~- <l+m-ll ! \l~m' <l+m-1>' <21+1l <21-ll 

( 1-ml 1 

----- p, p,_, 
4n (l+m-1) 

(3.62) 

entonce~ al sustituir 13.61) y (3.62) en <J.58) obtenemos 

e - e"mgEo 
O (r)=+4 Re 

nl.-t.J n • 

49 



( 1-m~ 1 J' 
f. ----- F'i F" ~· , + :: 

•.l+m) ! 

( 1-m) 1 

r: 
rn--1 1 l+m-1 l' 

Utilizando las propiedades d~ las funciones F, podemos 

(.3.63) 

rearreglat~ los tet'minas de las ~uma:; sobre el 1nd1ce 1n, de 

tal maner-" que solo apar·e:c.Jn &L1m,1s sabre m desde l t•a~'t"' l 

mas ~l tet·m1no cot't'espond1Q11te a m=O. Aciemas, ~1 notamos que 

el símbolo " Re " de e: .. 6::'.·> se pL•ede omitir < debido a <1'.1e 

l~s cantidades encerradas dentro del parentes1s cuadrado son 

reales) y 11at:E'HlD" g~l, er>tonn.e'.: 12 e::p1'es10n para la 

densidad de carga denLro d0 l~ esfera se puede escr1uir 

.. _ e 2 m Eo 
D <rJ=+4--

¿p n1-o l I: Ji(OC1nr/alj1+dOC1+1n•t'/a) V',.· 
n• 

:.>·Cil .. 

n• 

11-ml 1 

11-l+m>' 



Uti J 1;:anclo l« io1·m1.il<.> <:::.;:;8. se calr.Ltl3 la polarizab1-

l idad IX, qLll:! es 

16m~"'n Lv 

r.t = ------ l: < í~ Vfi 11 
' < l + 1 J + E '.J~ (l ¡ ) 

3 h;:: "• 1 

en dondt; 

VA".<l+li= v .. ·j'a .. ::"J1n<l)C1"x>J1+1<'x1+1n·;:ld1: 
J 

y utili;:ando 13,591 tenemos que 

2 a4'-
V'",. 

n [ j ' l + 1 (O: l • 1 n · I j ' 1 ( ('j.. 1 n ) ] ~ ( 1) :;! 1 - i. , n • -ex= 1 • n ] 

l 
y además 

o 

V " .. 

utili;:ando C3.60l, tenemos que 

r 
J 

(3.66) 
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í3.67) 

La carga totDl Q, en media esfera, esta dada por 

<3.68) 

utilizando, nuevamente 13.58> obtenemos 

( 1-i) 1 ! 
1 par 

l ! ! 
1 1 +m+ l > ' '-" 

Q=AI: r: U',. I: R1 R-12 ---·-- I: Mu+l/2 l 1 ! 
nl n • 11-m+I)' impar 

( l+ 1) ! ! 

<l-i-1) ! ! 
1-1 par 

( 1-1) ! ! 
< l+m>' ...... 

+ I: U' ',. I: R2 R_/2 ( 1-1) ! ! 
n• m--1+1 11-m> ! 1-1 impar 

l ! ! 

c:; .• 69> 

1 

m-2 si m+l par 
LS= 

·m~t si m+l impar 

16 m e"' n E.~ 
A 

-1'1"' 



y 

R, ~¡ (1•1)1..-w.' f --·-·-~~--·--· 

c:~1+;~>"' -1 1 

J 

,- , s. .... = 
1 l"' - m"' 

1 
R" ~l ------

41"' -1 

u· .) i ... , ~01.+1. >') ){.:;: dH 

,, 

[

<2l+ll <l-m> 1 (21+3) (1+1-ml ! ] '''" 
R+ 

<l+ml! !l+l+m)! 

[

(21+1> ( 1-m> 1 (21-1) <l-1-m)' ] ''"' 
R-

( ! +m l ! 0-l+ml! 

tl+i-ll ! 1 ( 1-i-l) ! ! 

<1+1+2) ! 1 (1-i l 1 1 

( l+j-2) ! ! <l-i-21 1 ! 

(l+i+l) ! 1 (l-i-1) ! ! 

Los resultados que predicen estas fórmulas que, como 

hemos dicho, no incluyen l~ interaccion electrónica seran 

mostrado$ en el capitulo siguiente. 

U"':" 
..J·-· 



Ahora vé\mos é\. discutlt' las mod1fic:ac:1ones que hay qL1e 

hacer en esta= fórmulas para tom«r en cuenta du:ha 

interacciór:. L<' form<> er. que lo vamos a hacet· se1·.t;, en 

escenc1a, la misma que ut1J1::aron Lushn1!-ov y Simonov en la 

referencia [7J. Estos autores mostraron que la polarizabi-

lidad estáticd correcta esta dad<> por 

e"' 'L -~i 
a =- i: r,J.R1.J <3. 7(1) 

::; • J E, - E, 

en donde R,J son los elementos de matriz del operador 

1 /2 

3[3 'i J ... 
R rf(r)=r d([3°t J r/a) (3. 71! 

senh <3 't >"' 

donde 

.. cosh<C3'1' J"' Hl senh([.3 'l'J"' x1 

p((3 't J )() (3. 72) 
([3'fJ .. ::)2 

Sin embargo, podemos ver que la ecuación e::. 70> resL1l tOI de 

tomar una densidad de carga semejante a la que hemos 

utilizado nosotros pero con una pequeña modificacion que 

consistió en sustituir el integrando 

que aparece en (3,59) Y (3,6Q) de V'A Y V' 'R por 

r cosh([3 y J"' ::) 
j l • ( QC 1 • n • .': l j 1 «x l n l:l :: "" l 

([3"fJ'"nl 2 

senhCC3tJ'" 

(3.73) 

"'] 
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En efecto, de lns ecuaciones 13.521 y 13.53'1 

tenemos que 

'f '"" H: · l • m' n l
0

m l f .. "!' 
(,.,,. n • 1 ·mir> 

D"'lr>=-4Re e~ i~-·~ 
¡: "im < r) 

n• (UJ "'" 
J 

1 ·-G E .. ,,. - E,n 
•n' ' 

En donde ahora en ve;: de tom«r H•=-eE.:.r cos8 =-E>E0 .r 

tomaremos 

H'=-eEaR cos~ =-eE0 .R. 

con R definida como en 13.71•. 

Por brevedad haremos 

n' l 'm · 

n l m 

entonces 

Hn'l'm'.nlm H_,, -e Eo.Ru 13.751 

y por tanto 

'º' l 
Ir> 

RJ a 

j 
13.76) 

"'" 'º' 
EJ E, 

' 
Por otro lado, de la ecuación (2.261 

p = J rD<=<r> dv 

entonces 



l•\ 

f l .. 
' 't} l °f'l p "'J ~ 

R,, 1 
r4e"Eo.Rel l: E , \r) ----------·-- rv l-1:..0 .1-1 ,,:,, t•:J) 

"J E, 

R_,, 

'º' 

f '\''"". w''" 
1 ' 1 r 1 r 1 .• ( r > dv 
J 

E .1 

<3. 77) 

pc>ro 

r.11 (3.781 

por tanto 

"'., R,. r,J 
p ::- 4e"' Eo.Re l: I: <3.79) 

t.-L'l J-L ,,,, (C:•J 

E, EJ 

en donde el producto RJ,r,, es un tc>nsor. Si ahora 

comparamos la eupres1on que relac1ona la polarizabil1dad ~ 

con el momento dipolar p 

p = ~ Eo (3. 8úl 

obtenemos 

... .. ., Ru rJ, 
IX 4 e"' i:: ¡: l3.81) 

s.-o J-• Cf)) 

E, - E, 

usando (~ .. 48> podemos eser ibi t' 

.... 1\ . R .. r .. 
C( 2 e"' i: E 

> 
(3,82i 

1-•:io J-l (l:,J) tO> 

EJ - E, 
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" .... 
¡; Y\; R.1 • r,, i.:1; R,, r..f .. 

e"' --------- + e"' C3.83> 
• J "" (o) • J (0) 'º' 

E. J - E, E., - E, 

e= r\ + e"' 
\ Rt .t r1. J 

i: ¡----- (3.84> 

' J 'º' cnt l J (1.ll ,,.,, 
E, - E, E, - E,, 

o 

e" ¡; ~. . r.l R,, r 1.J 

e"' . 1 (3.85> 
L J <O> <o> • J (t.)) (0) 

E, - E, E, - E, 

además 

r, • "' r,j 1 y R,,=R,, ==> R1 ... r., RJ 1r Ja. <R,. r ·" > 

Pº" tanto 

r. t R, L r,, 
r.l 

<R, • r' J L) 

=e2 - e'" 1 
(3,86) 

L J • o, 'º' l J 'º' 101 

E, - E, E, - E, 

y como ambas sumas son números reales podemos tomar el 

compleJo conjugado de la segunda y escr1b1r 

'· - 11 R,, r,, (3,87) 
1 J 'º' e<» 

E, - E, 

-e" r. 
'\i - t 

R,, rJ L (3,88) 
L J 'º' 'º' E, - E, 

"l .. _,} 
--------- R.• r,, ('.;l.,89> 

• J 'C:I) 'º' E, - E, 



,.. .... 
como el tE.>nsor t debe se1· Uf! ia forma f1. TI . donde JI es el 

tensor identidad podemos escr1b1r 

<3. '?(ll 

'J (Ú) (0) 

E, - E, 

que es precisamente la e::p1·esion c:..7(1) qLte qLter1amos demos-

trar. 

Entcmces toda~; !.:;:; formLtlas que hemos obtenido par·a el 

modelo del electron independiente pueden Lttilizarsae para el 

caso de electrones con interaccton con solo SL1stitt1ir el 

integrando <3.731 que ;;pe.rece er1 <3.5'1l y l::' .. 6·)) de v·,. y 

V' ·fi por (3.74J. Esto era de esperarse ya que ae acuerdo a 

la e1:presi6n <:: .• 71> EJ\ vectot• fl es proporc1on;;l al vector I" 

lo cual implica que las 1ntegrale¡ trtd1mens1onales 

y 

tienen la misma forma en la pé<1•te .:1ng1.1l;;r, solo viéndose 

afectada la parte radial. Es d~:;cir, los •:lementos de matriz 

hemos demostrado e::pl 1 e i tamen te. 

Los resultados 1que se obtienen con las formulas modifi-

cadas tambien seran mQstradas e~ el capitulo slgu~~nte. 



C(,r..· 11 ULO l V 

RESULTADOS 

Ant~s de pasar a la descr1pc1on de las figuras conviene 

recal1:ar que debido a lé< simr.;t.,·1u del p1•oblema, lo cuul se 

refleJ~ en li.4 CCL\CiClón <"::.r.:::i • baSti°il"'ci estL1d1\;.t .. la densidad 

de carq."::¡, p.:;\r¿\ va1ot·es de .;,¿[1),n;2J .. Obv1:3mente los valtires 

de la m1sn1~ pn [n.'~,n] ser~~n lo~ m1smGs que on el i11t~r~alü 

antet~1or' solo qu~ con ~1gno opLtesta por tar1to, l~s figut~a6 

ql.te de•.;cr1t11remoi:. a. cont1nu~c:1on se reter1r·an un1cc:1rnente al 

hem1sfer10 SL1p8r1or d~ li:..1 estr?rw.. f~dcin,>, debido a la 

simetr1a a=1mutal del problema, no nos preocuparemos por la 

dependenc1:i del <1ngulo ·J:. Tamb1en es necesario acla1·ar que 

Dolo se graficaran los valores del incrementa en la densidad 

de ca1·g<.> electron1ca producida p'Jr !et ciCc1on del Ci>mpo. Para 

obtener la densidad de carga electronica total habrla que 

sumar la densidad de carga negativa que eNiste antes de 

intr·oducir el C<'.mpo. Sin embiH'yo, como se p:.:pl ice en el 

párri.'<fo anterior a 1.:1 ecL1acion C"...5:> solo nos ocL1paremo'3 de 

la carga inducida por el campo. 

Lo primero que se ni=o 1ue calcul~r un namero suficien

temente grande de las primer~s ralees de la función Bessel 

14:0 de ellas) lo que equ1vnle a ~alcular las primeras 420 

energlas propias de una caviJad esférica \ver ec. 3.191. 

Despues se ordenaron y se ulmacenaron en una tabla Junto con 

la informacibn del orden de la func1on de Bessel a la que 

pertenecen 1v~lcres de ll, el numero de ralz que es de la J 1 

<valor n> y su degeneracion asociada 12121+1)1. Poste-
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r1ormenie se e\1010 uno ~e ~sos n1~eles como ol n1vo! ae 

Ferm1 y conol-:l1?1ic10 la det:;:C'nt?t'.::\LJ.ón oe t.o:Jos lo:. r11'.1Qle-; 

ante1~1at'es se c2lcLtlO el nun1e1~0 de clectt~oncs dl!l s1sterna. 

Finalmente S•~ el 1,110 el m.Jter•ial ao la e':.fere1 y 

c:onocn~ndo e:t nun1Pt·o ije c.-lect,ront?s dt: ·1¿denc1a por i'tomo S!? 

cal~ulo 12 masB, el volum~n ~ radio de la part1cula 

er:.téric~., Par¿:¡ cont.tru1r t~s. fi(--1ur·nc; 1-6 ~e el 1~~10 c::Hno 

nivel de F.:1·m1 el numPrrJ 135 que comprende a la ra1z numero 

n=2 de la func1on Bes~ol de orden 1~~3 que tiene una 

degener<1<-1tin <2<211-!1)"911. 

BaJo astas cond1c1nnes la part1cul~ reEulta tener 5006 

electr•ones y si se supone que la part1cula es de cobr·e !:·e 

obtiene que el radio es a=24. 18 A. En l~s figuras restantes 

el nivel de Fer·m1 se v¿•rto pero el mate1•1<•l z1gu1ó siendo 

cobre. 

Las figLll'as 1 y '2 nos muestr·c.n la var1ac1on de Ja den

sidad de carga en funrinn de la distancia m0d1da desde el 

centro de la esfera a la largo del e Ja z, solo que la figura 

2 se ha obtenido por medie del modelo de [G-El <nuestra 

formula <3.641 y la f 1gura 1 por medie del modelo de [L-Sl 

(la misma fórmula (3.641 pero con la sustituc1on de (3.741 

por (3.7311. 

Comp~r~ndo l~s figuras 1 y ~ roaema~ ~dve1~tir lo 

c1gu1ente: 

al En ambas notamos un~ densidad ae carga que se anula en el 

centro de la esfera. Esto se debe a que la expresjon para la 

den,ndad de ca1'9a d;1da por Ja Er:. (.3.641, es L1na SL1ma de 

~t) 



p rod~•r. to:: de la t orma 

por tantc1. ~i 1 ::(l tal suma ser<" igual a cero. Flsicamente 

esto et~.:\ eje ei:;p~:r'~t"~~e debido a que la acc1on oel campo 

eléctrico sobre la estera nace que las cargas pos1t1vas se 

quedando anulada la densidad de carga en el cent1~. 

Tambt~n en la superf1c10 de Id misma se observa que 

101 dcms1d¿,L1 e~; Jh1l.;,. Esto se debe a que lil funcicin de onda 

es ::et·o en la supe,·ficie (puesto que ahl ni potenci.:.>l es 

inf ini tol y a que 

y por t.:mto 

~ =el:!'\' ! " 

~ = o 

bl Observamos que lil densidad de carga, obtenida en diversos 

puntos sobre el eJe :: desde r=l) hilStil r=a, fluctua entre 

valores positivos y negativos en la figura 1 debida a que 

esta se obtuvo baJo el modelo de (L-SJ, en donde los 

electr~nes intera~tuan entre si, entonces al haber un exceso 

de car~as negativas estas so cmpe::aran a repeler y, even

tualmente, se producirá un conglomerado de iones positivos, 

que tamb1é~, al haber un exccnente empe::aran a atraer cargas 

negativa! dando lugar a ctro conglomerado de cargas negs

tiv~s y a~~t ~ucesivao\ente. 

Est~s fluctuaciones contribuyen a que la carga total 

ac:umulade1 en cad¿. hemisier10 no aumente desmedid1:1mente de 

bt 



v~lor, .~unquo Lidvcr·t1mc•z Lln valor moderddamcnte 9r·C\r1dt2 cer"r:¿1 

de la super1ic1e do l~ esfera, Justo como la electroo1nam1ca 

clos1ca lo predice. 

En c11:o1nto a la fie¡ura ~ <ldvertimos qLW l" dens1da•J de 

cargc• siempt'C:- t iE-ne el mismo signo, debido a qLtC· esta se 

obtuvo baJo el modelo del eloctron independtentc, en dondra 

(.1Stl1S· no 11 r::1enten '' iu pr~i::enr:1a cte los Lltt~oc:., prudur:tP.n

dose as! Ltnil aglo1nerac:1on de carga de 10·"" orderH:>s de 

magnitud m<lS grande que en el caso de (L-SJ, podemos notar 

que esta r19ura es ~~en11?1antP a la fiqLH':.\ 2 de lc1 refet·C?nr:1.) 

C31J, en donde se anal1:a el mismo problpma pero para el 

caso de w1 cubo. 

Tanto en la f1gw·a 1 como en la 2 advertimos que la 

densidad de carga adquiere fluctuaciones mas o menos uni

formes en puntos cercanos al r:rmtro dt? la estera ( apro::1-

madamente hasta 0.7 del r;:,dio1, ILt1?go el valor de la densi

dad aumenta hasta obtener un ma~1mo cerr:a de la superficie 

de la esfera ( 0.9 del radial. Esto nos habla de una 1nde

pendenc1a de tal densidad a lo largo del eJe :, excepto en 

puntas cercanos a la SL1pe1'iicie de la E.'Sfere.1, qLle es dond!? 

clasicamente esperartamos obtener una dcumulac1on de carga 

mayor. 

En las figuras 3 y 4 hemos obtenidn ld grafica de la 

densidad de carga sobre un plano perpendicular al eJe :, 

situado a 3a/4 del centro de la esfera, baJo los modelos de 

[L-SJ y (G-EJ, respectiv~mente. En ambas figuras podemos 

notar que la densidad de carga es casi independiente del eJe 



H y dc~l l-.:.JE.· y e~:cr:-r·t·o rJio-:1 J~".1. 1·etJ1ón cerc¿\nLl i:\ lv. superf1c.1r..1 

de l ~ osfpr;~, t~n dondr~ ,'.:\dqu 1 er~r:· un '.'...t l or· l 19e1 .. amcntc mas 

de 1~ refet'Qnc1~ [~ll~ Sln e1nb~r~gG. nuevJ1ner1te l~ densidad 

de ccirgl'."1 ohtcrnd¿, t,,,'1JO t:l 111ad12lo dE: f(J-EJ e::; l(!'.3 veces m¿\S 

gt·ande que 11..1 obb:~n1di.l th-iJ(..1 el ot.t·o modelo. 

En la~. 119•.n•JS S y ó !:;e l13n 1;1tJ.f1cado. cuma func1c1n ele 

Et 10~5 y,;.lores ch::.' L.-\ dt?n91dc.id dt:= C"-t"9d en un CMS4uet.t? de 

radio al:, concentrico a la superficie de la esfera. El 

~ng1J]11 a se vat~1~ enl:r'P O ~ n1~. En arnb.Js figut·as se oo~et'Va 

qLlf! ¡,, tlerisid«rl de ce<.t'\)a decrece conforme 8 aument« a ni'.::. 

Como ya se diJo ar1ter'tot·mante, s1 se gt .. at1cat'dn los valat~es 

d~ la den~1dad contormE A varia de n/~ a n esta volverá a 

aumenLar. Resta observ~r, que la magnitud de la densidad de 

carga vuel~e ~ser del orden de 10~ veces mas grande en la 

fi9ura 6 que en la 5. 

Pasemos ahora a estudiar el comportamiento de la 

polari;:abi 1 idad estática IY.. En l<· figLira 7 se n1uestran .los 

valores de IJ(/a 3 en funcion de V \ )" =(4e"'mp.,./3h"'rrJa"'l, 

calcL1lados a partir de la e::presion : .• 65 que, como hemos 

discutido en al capitulo 3, es valida tanto en el modelo de 

CG-EJ como en el de CL-SJ. la i:mica diterenc:ia es la de 0L1e 

en el segundo debe utili;:arce 1:.741 sustituyendo a \3.73>. 

La l 1nea CL1rva representa el calculo apr0>:imado que 

obtuvieron [L-SJ a partir de su ei:presion 1 para /]( íver 

referencia [7]) y la linea recta representa el cálculo 

apro::1mado que ot"ltuvieron (G-EJ a partir de SLI e:·:presion t., 



nuc.::1stros c:~lculo~, riumc•r1co";.,M -Jtlti-;on1c1os; a p:::\rt1r de nu~etr~ 

C::Cl.1i1C10'1 C: .. o5) QLll:' f"; C1tt·t1 farm.-~ de f?'~,Crltlll' Jas 

corrPspondcn .:>l mc•delo de Ll_-SJ :: lus otro$ <11 modelo de 

CG-El. En pr1m1?r lugar, ven1<'.l·3 que 10•3 calculo;; ap1 º''1-

mados quE h1c1c1·on dichr1s c1utores parc.:1 sus rE?~pect1vas 

G·!:p1·ei:1onr'i;; r•:"'ln1-uer~ctan bi..,st~1nte ll1en c.r.Jn los cctlculos 

nuni~r ices nues li'o~,. 

Como '.;e pue11e aprec t .. r, bél jo el modelo de [G-EJ le>. 

polar1z~b1l1dad es proporcional a a~ lya que a/a~ en 

proporcional o Y=~~~,, en cambio en el de LL-SJ la polari

:abilidad presenta un comportamiento mas cumpleJo pero 

s11<mpre menor e-, igual a a"'. F':.ro1 p:11·t1cL1l~s suficiente111ente 

grandes se obtiene que n=él°' 1 que c•s el reSL1ltc.do cl<istco, en 

cambio pera parttculas muy pequerias los dos modelos predicen 

resultados del mismo orden y le< poL-,ri~abi l id.'ld e<o:. mucho 

menor que a" ya que, en este c.:1·~0, t:d cJespl.-.;:c•1n1ento de 

carga e~ menor que el permitido clasicamente e indeµend1ente 

de si las cargas tienen o no t•epuls1ón el,:ctroc;tál1ca, 

debido a que el principio cie Paul1 impide que ~llas se 

aglomeren en la s11pe1·ficíe de l.:l peqL1eiic1 esteru. En estos 

casos la estera conductora no es capa: de apantallar al 

campo e;:tE·rno quE: penet1~~·u .. ~ t?fi s1.t interior y i?~(~e es un 

efecto bien conoc1do para p~rticulas pequeRas [34l. 

Sin emb¿1rqo, la p1 1nc1pa l discreµanci.a entre los 

resultados cte un modelo y otro radica en que para particulas 



1' 

sufir:ientemente gr·an~IE-s ( V~\";:,) ria:1 un iactor· de <1g1gantci·· 

miento para 1<1 polar1zabilidad oblon1do por CG-EJ el cu~! es 

del orden de a"' ccin r·especto al Yulor dr, [L-SJ, qui:! e!':. ITILIY 

semejante al valor clas1co de a 3 , y se debe a que [G-EJ no 

tomaron en cuenta la interacción coulomb1ana entre los 

electrones de conducción. 

Por otro lado, si se integra la Ec. 13.64> sobre la 

mitad superior del volumen de la esfera se obtendrá la Ec. 

(3,69> que nos da la carga total Q inducida en su hemisferio 

superior. Esta expresión también es válida tanto en el 

modelo de CG-EJ como en el de CL-SJ, la única diferencia es 

que en el segundo debe utilizarse <3.74> sust1tL1yendo a 

(3. 73l. 

Si graticamos, mediante clrcLtlos oscuros, la suma que 

aparece en <3.691 en función de a 4 para el caso de CG-EJ y 

de a~ para el de CL-SJ se ootienen las figuras 8 y 9, 

respectivamente. 

En cada una de estas figuras tamb1en se mLtestra, 

mediante lineas continuas, el re~ultado que predice la 

electrodinámica clásica y que es 

Q/Eo=(3/4la"' 

En la figura 9 se observa que los c1rculos se aJLIStan casi 

perféctamente al resultado clásico. Esto nos habla de una 

dependencia proporcional de la carga Q respecto a a~ 1.e. 

Q,..., a"' 

y que está relacionado con el hecho 1mportant1simo de que la 

polarizabilidad m se~ proporcional a a~ 1.e. 



F'cir otro ladco, los pc.1ntos ne•Jr'o<; en la riguru 8, nos 

ha1blan dE· una P•'f"\pcirc. iDn<ll td<:•CI Pntrt? la carga Gl con rr~specto 

y Ltna desp1--oporc:1on rec;pecto u lci cut".~ obt0nidc:\ ut1l1::ando 

el modelo clas1co, la r:ual t;,, quea.::1110 muy por dot'J,:. Jo oc los 

que es Justam&nte el resultado que G-E predeclan para 10 

m1smt\. 

FineilmentF.· mecJ1 ante la 1ntt->91'3l 

E<r> "J ~~-) 1 r-r · > dv 

1 r-r · ¡""· 

(4, 1) 

se puede calcular el campo electrice en el punto r producido 

por la densidad de carga S <r'). En nueéitro c,1so la eHpre-

sien general que resulta al sustituir (~.64) en (4.1) re-

su l t2 ser muy comp 11 cada por· lo CLt.3 l sol o nos ocuparemos de 

la componente E.CrJ del campo. hdemas, solo calculamos Jos 

valores de E.e cm el centro de \¿• esfera, que es donde e~.,,e--

ramos tenqa ti!l valor m.~::imo (ver figura 5 de la re·fe1'en-

c1a [31 J. 

La expresión para C.<O> es 
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ló a n 

------ l: r: u,· ·q.q) ~· r: U>'"' n1 ll;. 2) 
E,, 

u, ... v·., I Ji (0:1,nl:) Ji+t. (0:1+1n 1 :dd~( (4.3> 

o 
y 

U1 4
"""' v· ·,. J J l «x l n::) J • - 1 ( IJC i - • n · f:) d :: (4. 4) 

t:1 

la cual nuevamente es valida para los dos modelos, basta 

con hacer las sustituciones pertinentes ya 1nd1cada~ 

anteriormente. 

En la figura 10 se han 9raticado los valores de E.10) 

como función de a. La linea punteada corresponde al modelo 

de CG-EJ y la cont1nLta al de CL-SJ. Se puede ¿\urec1,:w que en 

el modelo de CG-EJ. conforme el tamaRo de la part1cula 

;aumenta, ¡¡:, de~üqLtaldad 

se hace mas evidente. En cambiu en el 1i1odelo de [L·-SJ 

siempre se tiene que 

IE.< 
Ol 1 ' .. E,., 



Compar·and,, l'?S tot;;. re~L' 1 t;~d·:1tl c:on l OtJ ~:ie 1.:: el E·r.· t ro-

d ín~micu cl~! .... lCr..'\ tJb(jf?f'Vittn05 une"\ .j, ~r.:reo::,nc:1J muy m,1rc~d-' ccn 

respecto a loe 1·csultad0~ ctc IG-El 1 va que cl~s1camente ae 

pr•:!dice 1.1n v.~1lnr d·:il Cc:J.mpo 2r1d1.1 1• 1.Jo ?gt.1.._¡J a -Ec, {t'CC:ord¿\f~ 

Ec. ~~2J1} nr.::·H·a q1.1e 1-:-.n t:?l 1riter1or· dt..l condl.1ctor Pl campo 

t;o1:cd sn<> cero. Er1 .~,1mbio J.:; comp:wacirm con los resltlt~do::; 

de [L·-SJ r:-r:. muy st1t.1sft•ctot·1c..1, sol)t Q todo paril pürtl.culas 

~uflc1entemente grandas. 
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ESTA TESIS NO nEBE 
SALIR DE LA BJBUOTECA 

COMCLU0 f (!1·IE:~ 

Se han vista, en el dt~":~t~ri.:;llo Ue esb,¿, trM.bct¡o, dos 

metál ic,,_ e.len tr·o dt:- un c¿~11ipo ~h~c trom'1.ynét;1co b¿\JO (jc.i:; d1~ -

tintos mod!elos 

a) Modelo del ll~ctr·on Indepena1onte, traba1ado p~r G-E. 

b> Modelo d~l Elec:tron c0n lntcr;~c1on, trabAJado por L-S. 

mencionados hablan obtenido formu!Rs para l~ polar1z.:1bilidad 

IX relativamente> r:omplic.:1do~ de ev.:iluar poi· lu qlle n1r:1erc11 

ec:uaciones e::actas ubtenldt1s pot f~llos, ¿1sí como de otras 

e::presio11es e·:actas que dDt~ivamos aqt.11 par~a calculi1t' la 

campo oléctrico 1nd~cido. 

Mediante las c1frcis arroJa<Jas al hacer· los ce>lculo,; 

numericas ~e obtuv1et·on l(l t1~Llt~~s que nos 1nuestran los 

alguno~. pHrámt~\.rns dt:· 10 e~tera, e.·ncor.t1"¿1ndose Ltrlél discre-

i i En las figuras 1 y 2 hemos g1'af icd<Jo la densicJcid de carga 

para Uf< l<r1gulo (; l\_U<d a cero ) sot•re el eje ::. variando 

supert1c1e, obser.~ndo un orden de magnitud 103 veces mas 



9rande al hé<tJer L1til!.cado la 1ormL1la de G-E con re<0pecto a 

la de L-S. Esto se debe al hecho de que G-E estan trabajando 

con electrones independientes, esto es, &lect1·ones quP no 

reaccionan antP l~ presencia de los otros electrones. Esto 

no toman en cuenta la repuls1on coulombian0 y en el momento 

en que es introducido el campo electr1co se origina una 

aglomeraci~n de car9as desmedida, en los p0ln3 de la 

pequeRa esfera. En cambio, L-5 sl tomaron en cuenta la 

repulsion coulomb1ana y como consecuencia se obtiene que la 

densidad en los polos de la esfera ycl no es tan grande ya 

que, debido a esta repulsion, las cargas del mismo s1gno no 

pueden estar muy Juntas, produci~ndo una dism1nucion en la 

densidad de carga con respecto a la obtenida por G-E. Además 

pudimos observar que la densidad de carga es independiente 

del eje z, encepto para puntos cercanos a la superticie de 

l• esfera en donde 1 es de esperarse, segun la electrodinami

ca clásica debe adquier su valor maximo. 

ii) De las figut'as 3 y 4 concll1imos que 1.:1 densidad de carga 

es casi independiente del eJe x y del eje y ya que no ae 

observan grandes fluctuaciones en la densidad de carga 

excepto cerca de la super1ficie de la esfera, en donde es de 

esperarse que la densidad asuma su maN1mo valor. El hecho de 

que se haya asegurado que la densidad de carga es 

independiente tanto del eJr; ., como del eJe y, habirmdol<, 

calculado solamente sobre una recta paralela al plano x-y, 

se debe a la simetría azimutal que presenta este problema, 

i.e. lo que suceda en un punto situado a una cierta 

ª'-' 



distancia del eje z ~obre un plano perpend!cUlQr ni m1smo va 

a Sl1cedor en otro punto s1tu.:ido .:i esa m1sm-~ d1st.:mc1a -:;obre 

ese mismo planc:, aunque se haya girado c1ertG angulo f. 

Sin E:>mbar<:f':i, 1ndepond1entemcnt1e• de .:>sto, observ3mn.s aqu1 

tambian que la densidad cte carga obtenida con la fórmula de 

G-E se VC! engrandecida en un orden de ¡c,.s con respecto a 1 a 

obtenida con la de L-S. 
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iii> En las figuras 5 y 6 observamos que la densidad de 

carga medida sobre una superficie esférica es máxima en 9=0 

y se va hac1endo cada ve: menor conforme el angulo ~ tiende 

a n/2, esto parece obvio si tomamos en cuenta que la mnHima 

densidad ocurre Justo en la direcc1on paralela al campo 

electromagn•tico ya que las cargas positivas se desplazan en 

el sentido que lleva tal campo y las cargas negativas en el 

sentido opuesto, siendo esta densidad nula en un plano 

perpendicular al eje z en :=O. De nueva cuenta observamoE 

que ambas Tiguras tienen estas mismas características 

excepto que en la figura 6 la den5idad de carga vuelve a ser 

103 veces mayor que la obtenida en la figura 5. 

ivl En la figura 7 graficamos la polarizabilidad a dividida 

entre a~ en función de V y observamos que en el modelo de 

G-E 

lo cual implica que la pol•r1zabilidad es proporcional a a~. 

Por otro lado, de la curva correspondiente al modelo de 

rL-SJ podemos advertir que para partículas suficientemente 

grandes 



s:: 

lo que impl1c& que 

como clas1camente es de esperarse. Sin embargo para part1-

cul~s muy peque~as el comportam1ento es mas cumplejo. 

LA discrepancia eHistente ahora entre la polarizabili

dad obtenida con la ecuacion de G-E respecto a la de L-5 es 

del orden de aQ y, como hemos indicado, este factor de 

agigantam1ento aparece por el hecho de no tomar en cuenta la 

interacción coulombiana. Sin embargo, para partlculns muy 

pequeñas la p>larizabi 1 idad e5 casi del mismo orcwn de 

magnitud en ambos modelos y resulta ser mucho menor a a 3 • 

v) En las figuras B y 9 se muestra el compor·tam1ento de la 

carga total Q en la mitad superior de la esfera en función 

de SLI tamaño utilizando la formula de L-S y 1<1 de G-E, 

respectivamente, en la figura 8 se ha graf:cado Q en tuncion 

de a 2 y en la 9 en func1on de a•. Los puntos negros que 

.aparecen en ambas figuras se obtuvieron mediante el cál~ulo 

numérico de la fórmula 13.68> y las lineas continuas 

representan la predicción clasica 

Q --..J a"' 

dada por la ecuacion 12.26). En la figura B podemos apreciar 

que los puntos se ajustan casi e><actamente con la curva 

clásica, sobre todo para part1culas suf1cientement~ grandes, 

lo cual esta relacionado con el hecho de que la 

polarizabil1dad u crece como 

(}.. r.J a:s 



Por otro lado, de In fig.t•a 9 ot5ervamas q1.te,e:• cd mo<ielo dE> 

G-E, Q crece en propor'ción d1ract¿1 con rE!specto .:i a" i.e. 

Q ,...., a·• 

quedando muy por encima de la curva cl~s1c~ que se ha 

graficado mediante la curva contlnua. ~e nueva cuenta 

podemos relucionar r>st,; tunc1onal 1da!l do W respectc>p de a" 

con el hecho de que la polarizabilidad ('. c1·e:ca en funcion 

de a"' i.e. 

vil En la figura 10 vemos que, segun G-E, conforme el tamaAo 

de la esfera aumenta, se induce un campo eléctrico opuesto a 

Eo pero mucho mayor a IE 1 . b o , sin em cJ.rgo, los electrones no 

interactuantes no reaccionan ante este campo, puesto que 

éste es el producido por los otros electr·onP.s. Este fenomeno 

no es posible que se de con electrones que si interactúan 

entre sl, ya que a éstos s1 les afectarla el campo producido 

por los otros electrones y obl1garla.necesar1amente a un 

decremento en el dipolo eléctrico. Es por esto que baJo el 

modelo de L-S, en donde si estAn interactuando los 

electrones el campo inducido es igual o menor a Eo pero en 

sentido contrario, lo que oc<,s1ona que en el interior de la 

esfera el campo total sea cas: cero. 

Al comparar este trabajo con el d~ la referencia [311, 

en donde se anali=ó el mismo problema para el caso de un 

cubo, vemos que por un lado la ut1li=ac1on de coordenadas 

esféricas tiene la desventaJa de que 1.:1 e::pres1ones son 



mucho mas compl1ca~as que las que resultan de util1~ar coor-

de qua es posible utili=ar las torrnulaE de [L-SJ que estjn 

r•esul tados on coordeni.'das cartes1an.:1s las ""'presiones 

resultantes serian sumamente compl1cJdas. 

De hacho en la referencia C31J solo se anali=ó el 

modelo de CG-EJ, en cambio aqut, gracias al hecho de haber 

utilizado coordenadas esfer1cas, pudimos analizar también el 

modelo de L-S con rel<1tiv<• facilidad y los resultadcE; 

obtenidos nos permiten concluir oue en general los valores 

c:orrespondi1mtes al modelo de CG-EJ son de varios órdenes de 

magnitud mas grandes que los obtenidos mediante el de CL-SJ. 

Por otra parte, encontramos que baJo ol modelo de CL-SJ se 

obtienen resultados muy semejantes a los que le electr·o-

dinámica clásica predjce, sobre todo para part!culas suf 1-

• cienteffiente grandes e a > 50 Al 

Finalmente, como se dijo en un princ1p10, el presente 

trabajo solo pretende recalcar las diferencias obtenidas 

utili~ando un modelo y otro y compararlas con lo que 

clásicamente se esperarla obtener, sin pretender, en nin9(1n 

momento tratar de eHplicar el por que las PP presentan una 

absorción anómal& cuando son sometidas a un campo eléctrico 

variable en el tiempo. En nuestro tratamiento nos limitamns 

siempre a campos ectAttcos. 
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