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Prefacio

Hoy en dfa el Anflisis Matemdtico es una herramienta poderosa
con Ia que cuenta el matemstico moderno. Esta disciplina fecunda
en aplicaciones, resulta de gran interés para su estudio.

Es un hecho que el Andlisis aporta una gran cantidad de de-
sigualdades y también las utiliza para el desarrollo de su propia
teorfa. Asf pues, las desigualdades en Matemdticas son un tema
muy vasto y sumamente dtil en el Andlisis Matem4tico.

Resulta frecuente que uno encuentre en cualquier libro de An4-
lisis, ya sea una seccién dedicada a las desigualdades o bien algunas
desigualdades importantes que se requieren para el desarrollo de su
teorfa o de sus aplicaciones. Sin embargo, raras veces puede uno
encontrarse con un texto dedicado exclusivamente a tan importante
tema. La compilacién de dichas desigualdades en un volumen es
una tarea ardua e importante. En esta tesis no se agota exahusti-
vamente el tema, pero sf se establecen algunas desigualdades im-
portantes, considerando inclusive casos extremos. Ademds, en las
demostraciones el lector puede apreciar las técnicas més comunes
empleadas para las demostraciones de dichas desigualdades.

Se establecerdn algunas de las desigualdades mds importantes
que involucran a la integral de Lebesgue, y se proporcionardn apli-
caciones de dichas desigualdades al Andlisis. Se estudiardn también
las funciones convexas y las convexas de medio punto.

La tesis estd dividida en cinco capitulos. En el primero se enun-
cian los conceptos bdsicos requeridos para el estudio general de las
desigualdades, como lo son los espacios Lp, la norma || ||, (inclusive
para los casos extremos), etc. Se muestran las propiedades bédsicas
de L, y de Ia norma || {|p. La parte central de dicho capftulo la
constituye el estudio de la desigualdad de Hélder en su forma mds
general. Enseguida se extraen algunos corolarios iitiles de dicha
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desigualdad, como lo es un teorema debido a Ricsz. Para concluir
este capftulo se estudia brevemente Ia continuidad y diferenciabili-
dad de la funcién w;(r) = [{f||-. En el capitulo dos se cstudian las
desigualdades del tipo Minkowski, incluyendo el caso de un niimero
infinito de sumandos y también cuando p resulta ser un nimero real
extendido. Y por dltimo se muestran dos desigualdades que involu-
cran a las funciones de dos variables. El tercer capitulo trata sobre
las funciones convexas, sus propiedades fundamentales, la desigual-
dad de Jensen y finalmente se estudia con cicrto detalle las fun-
ciones convexas de punto medio. En los capftulos cuatro y cinco se
muestran algunas aplicaciones al Andlisis Funcional. En el capftulo
cuarto se definen los espacios de Birnbaum-Orlicz, que resultan ser
una generalizacién de los espacios de Lebesgue. También se gene-
ralizan algunos resultados obtenidos en los espacios de Lebesgue a
estos espacios, como lo son la desigualdad de Hélder, etc. En el
ultimo capftulo se muestran las desigualdades de Beurling y Clark-
son y se define el concepto de convexidad uniforme. Y por dltimo
se usan las desigualdades de Clarkson y Beurling para probar la
convexidad uniforme de L.

Quiero agradecer de manera muy profunda a mi director de
tesis Guillermo Grabinsky Steider por su dedicacién y constante
interés que prestd al desarrollo de este trabajo, asf como por su
paciencia al revisar un gran ndmero de impresiones preliminares
de la misma, aportando sugerencias e indicando errores tanto ti-
pogréficos como en la exposicién de los resultados. Asf mismo,
quiero agradecer a cada uno de los profesores que intervinieron en
mi formacién como estudiante, pues gracias a su esfuerzo he podido
conocer un poco de tan bella ciencia llamada Matemadticas.

Guillermo J. Correa Gémez
Mayo de 1988, Fac. Ciencias, UNAM



CAPITULO 1

Desigualdades Basicas

En este capitulo se introducirdn algunos conceptos bdsicos en los espacios Lp. Se
extenderdn dichos conceptos a los casos en que p s un real extendido. Se establecerd
la desigualdad de Holder en su forma més general. La demostracién aquf presentada
de dicha desigualdad se basa en la desigualdad bien conocida: logz < z—1 con
igualdad ssi z = 1. Una vez establecida la desigualdad de Holder se obtendran
algunos corolarios inmediatos de ella. Por dltimo se analizard en este capftulo la
continuidad de la funcién ps(p) = || f||p y su diferenciabilidad.

1.1 Noclones Basicas

En todas las desigualdades que se han de considerar, excepto en el caso general
de la desigualdad de Jensen para funciones convexas, se mostrardn las condiciones
necesarias y suficientes para que la igualdad ocurra. Para facilitar el enunciado
de dichos casos de igualdad resulta dtil tener la notacién que se introduce en la
siguiente definicién:

1.1 DEFINICION. Sean (X, S,v) un espacio de medida, f,g : X — R
funciones S-medibles. Se dice que f y g son v-equivalentes, denotado f =, ¢ {0
bien f = g cuando esté claro de que medida se estd hablando), ssi f(z) = g(z) (c.d.
rel. v).

En lo sucesivo se consideraran espacios de medida (X, S, v) tales que v(X) =1,
i.e. espacios de probabilidad. Ademés, 2 menos de que se diga lo contrario, todas
las funciones en cuestién serin S-medibles y no-negativas (i.e. funciones en el
conjunto que denotaremos como M*(X,S)). La restriccién de que las funciones
sean no-negativas tiene tan sélo el propésito de no recargar la notacién, aunque
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2 Desigualdades Bésicas

pueden establecerse los resultados para funciones S-medibles arbitrarias, siempre y
cuando se sustituya el valor absoluto de la funcién en consideracién cada vez que
aparezea dicha funcién en alguna expresién, que por otro lado es la manera como
se encuentran enunciados los resultados en la mayorfa de los libros.

El considerar espacios de medida unitaria resulta en apariencia una restriceién
muy fuerte. Pero en realidad no es asl. Pues la mayorfa de las desigualdades
obtenidas aquf pueden extenderse al caso més general, en el que el espacio no
resulta de medida unitaria, mediante un procedimiento muy simple. Veamos, por
ejemplo, cuél es el procedimiento para la desigualdad de Hélder, corolario 1.21. Sea
{(X,S,p) un espacid de medida y supéngase que existe una funcién h € M+ (X, S),
k>0 (cd. rel. p) tal que fx hdu = 1. Pedir esto es equivalente a pedir que entre
las funciones medibles positivas casi siempre, exista una cuya integral sea finita.
Enseguida definase v(E) = [ hdu VE € S. Entonces v resulta ser una medida en
(X,5). Més ain (X,8,v) es un espacio de probabilidad. Sean ahora f € £,(x),
g € Lg(p) y definase f; = f/h'/P, g; = g/h)/?, entonces f; € L(v), g1 € Ly(v) ¥
por la desigualdad de Holder:

[ oo ( / frdu) v ( / g‘{dv) o
/fydns (/f”du)llp </a"du>l/q

Con lo cual se obtiene la desigualdad de Holder en el caso general. Para la desigual-
dad de Minkowski, su Compafiera, ete. se procede de manera similar.

es decir:

Es bien conocido que una integral de Rieman puede interpretarse como un caso
particular de une integral de Lebesgue!, asf que las desigualdades que aquf se han
de presentar pueden aplicarse al ¢aso en el que se trate de la integral de Riemann de
funciones positivas. Aunque en el caso general se establecen las condiciones para que
la igualdad ocurra, tratdndose de la integral de Riemann dichas condiciones pueden
simplificarse un poco a la luz de los dos lemas que se enunciardn a continuacién.

1.2 LEMA.  Sean (X, S,v) un espacio de medida y f una funcién no-negativa
¥y v-integrable dados. Entonces: [ fdv =0ssi f = 0.

DEMOSTRACION.  (<=) Si f = O es claro que [ fdv=0.

LVer [H-S).



Nociones Bisicas 8

(=) Sea E, = {z: f(z) 2 1/n} y Eg = {z: f(z) > 0}, entonces Ep = |J3°, En

y
0=/fdu2/ favy ) 5 g
E., n
por lo tanto ¥(E,) = 0 Vn €N, de donde 0 < v(Eq) < 3.2 v(E,) = 0. D

- 1.3 LEMA.  Sea f no-negativa y Riemann-integrable. Entonces |, : f(z)dz =
0 ssi f(z) = O para toda z punto de continuidad de f.

DEMOSTRACION. {<=) Como f es Riemann-integrable entonces f es continua
(c.d. rel. A)1, con X la medida de Lebesgue y dado que f(z) = 0 para toda z punto
de continuidad de f entonces f =) 0. Como [ es Riemann-integrable entonces f es
Lebesgue-medible! y f: f(z)dz = f[a,b) fd\ =0 pues f =, 0.

{=>) Sea £ un punto de continuidad de f tal que f(£) > 0, entonces 3¢ > 0 y un
intervalo abierto relativo a [a,}] tal que:

(8) €€,y
(b) fz) >eVz el

Si ¢ < d son los extremos de I, entonces f: fz)dz > f:j’(z) dz > f:edz =
e(d—¢) > 0.
b
/ f(z)dz > 0. D
a

En algunas ramas del Anélisis Matemético se trabaja a menudo con la clase
de funciones denotada por L,(X,S,v) para r > 0, la cual resulta ser un espacio
vectorial. La siguiente definicién extiende este concepto para el caso en que r €
R — {0}. Por supuesto que en caso de que r < 0, L,(X,S,v)} es tan sélo una clase.

1.4 DEFINICION. Sea (X,S,v) un espacio de probabilidad y r > 0. Se
define el conjunto £ (X,S,v) como sigue:

LHX, 5,v) = {f € MF(X, S) : (/ It du) Y < boo).



{ Desigualdades Bdsicas

Si r < 0 se define el conjunto £} (X,S,v) como sigue:

1/r
LHX,S,v)={feM"(X,8):0< (/!’du) < +00}.
Nétese que si r < 0, entonces para que f € L}(X,S,v) es necesario que v({z :
f(z) =0}) =0.

Se optaré por omitir el espacio de medida, cuando quede claro de que espacio
ge trata, escribiendo tan sélo L}. £.(X,S,v) denotard las funciones S-medibles
y r-integrables, sin ser necesariamente no-negativas. A continuacién se dardn una
serie de ejemplos que ilustran el comportamiento de los espacios Lp.

1.5 EJEMPLOS.

Sea X = (0,a) (p > 1), con la medida y la o-4lgebra de Lebesgue.

(8) z=YPe L5 — L, (6> 0).

(b) z=47 (log 1) P € £, — Lpus (6> 0).

(c) log (1) € £, P Vp>0.

(d)e=g L, ¥p>0

Sea X = (0, +o0):

(e) z (1 +|logz|)~? € L1 — L, Vp #1 (p € (0, +00)).

(f) Sea p > 0, entonces f(z) = z~V/P(1 + |logz|)~%P € L, - L, Vg # p
(g € (0, +00)).

DEMOSTRACION.

(2) Sea 6 > 0.

(i) [2(z~Y/P)P~3 dz < +00 P.D. [P 2+~ dz < +oo.

f:zﬁ’l dr = lint Bla®/P — yblP) = BqSlP

y—‘

(ii) fna(:c“l/")" dz = +o00. f0° zldr = il’in::)[loga — logy} = 400,
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(b) Sea 56 >0
: 1 1 1.
O f5 fogpyr = lim [mr-mr] = wr

(ii) Sea f(z) = -—x—rr)—,- PD. f & L,4+5(0,a). La integral es del tipo:

IO ;:Ff;:?;. Con a > 1.

Partimos de la desigualdad p(logt) < t# para t > 0. Aplicindolaat=1>0

nos da:
! 1 1
og ;:-p"

pz’ (log -1-) 1.
z

o bien:

Elevando a ia 2a:

Sea p = &= L entonces: .
(an)x—l -<-
22 (log 1)
Por lo tanto no fP*%(z) es integrable.

(c) f: (log %)p dz < 400 Vp > 0. Como Va > 0 se tiene que logt < %,
entonces {log 1)” < —;l. Sea p > 0 dada, hallamos & > 0 tal que ap < 1,
entonces: f: (log ) dz < o : :,,‘, < 400, Ademds —logz ¢ L, que equivale
a decir que, -en esencia, la funcién no tiene una cota superior.

(d) Como (e/%)” = e?/* > B, entonces:

a a
/ (cl/u)p duZp/ E:-}-oo.
0 o U

Ademds ¢!/* € £_, pues est4 acotada inferiormente por e > 0.

(e) Partimos de la desigualdad p(1 +logt) < tP, vélida parat >0y p < 12

’p-—plogt <1—plogt=1+logt=? <t~ pueslogw <w-—1Vw >0,
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i) f€l.
/ocof(::)dz:=/01f(x)dz+/l°°f(z)dz

__/’ dz +/°° dr
T Jo z(1-logz)? "), z{1+ logz)?

t ! -1 1=
=[1—10g1]0+[1+10gx]1 =1+1=2

(ii) Sea p 3£ 1, p > 0. Sen z € (0,1), entonces p(1 — logz) < -},—, entonces
1P(z) = ?r(T:IIB';—:W > pPrep3-1), §jp = Ealpl, entonces p < 1y p(2p —1) = —1,
Por lo tanto fP(z} > %ﬁ en (0,1). De donde fP & L.

(f) (p > 0) Sea f; = f?, por el inciso (e}, fy € Ly ~ L4 Vg # 1. De donde:

() S €Ly (i) Sig#plg>0), /9= f%,0 < pfg # 1 como fy # 1 Como
f1 & Lyjp, entonces f & L,

Por el inciso () fP(z) € L1 - L, Vg # 1 ¢> O, entonces f € Lp— L, Vg # p
g>0. .

De manera anéloga a la definicién anterior se exticnde la definicién de la semi-
norma denotada por || ||, que, como es de esperarse, para el caso en que r < 0 deja
de ser una semi-norma para convertirse tan sélo en una funcién.

1.8 DEFINICION.  Sean (X, S,v) un espacio de probabilided y r € R — {0}.
Se define la funcién || ||, : £} (X, S,v) =+ R* U {0} como sigue:

Il = ( / f'du) l/r. (Vf € L}(X,5,v))

Las siguientes propiedades de la funcién { ||, recién definida, nos serdn de gran
utilidad, sobre todo para demostrar resultados de los casos en que r < ( basdndose
enelcasor> 0.

1.7 PROPIEDADES.  Sean r,k € R— {0} y f € £} (X, S,v) entonces:
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(1) Si f(z) > 0 (c.d. rel. v), entonces ||f]|, = IT1771TF——:
(2) Si f = k, entonces ||f||, = |k| ¥r.
(3) 10 = 171"

La comprobacién de tales propiedades es inmediata. Un caso particular impor-
tante es el siguiente:

1.8 EJEMPLOS. Sean n € N, ay,...,a, > 0 tales que Y7 o = 1,
X={1..,n}, 8§=PX)yv:5 = Rdada por v({{}) = o; ¥i € X. Si
f: X =Rt U{0} es tal que f(1) = q;, entonces:

n ifr
£l = (Z a;a’})

en particularsir =1

£l =) aga.

=1

A continuacién se han de definir las funciones || Jleo ¥ || [|~oc que van muy
ligadas a las funciones || ||, definidas previamente, pues como veremos m4s adelante,
(teorema 1.26) || floo ¥ || l|-co resultan ser los limites de las funciones {| ||, cuando

r —+ 400 y r — —oo respectivamente. Ademds este hecho justifica el uso de tal
notacién.

1.9 DEFINICION. Sean (X, S,v) un espacio de probabilidad y f € M* (X, §)
dados. Se definen el supremo y el infimo esencial de f, denotados || f|lce ¥ [|fll-co
como sigue:

Ifllco = inf{A 2 0:v({z: f(z) > A}) = 0}

Yy
I/ l-o0 = sup{4d > 0: v{{z: f(z) < A}) = 0}.
Ademsés se definen
Loo(X,8,v) = {f eMT(X,8) : |fllo < +00},
y

Looo(X,5,0) = {f €M*(X,5) : |f]l-c0 > O}
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Resulta conveniente conocer el comportamiento de las funciones || Jloo ¥ || [|=0o ¥
como estdn ligadas entre sf. Esto simplifica muchas demostraciones. A continuacién
se exponen algunas de las propiedades que nos dan informacién sobre tales funciones,

1.10 PROPIEDADES. Sean (X, S,v) un espacio de probabilidad y f €
M*+(X,S). Entonces:

(M v({zeX: f(z) > Ifllo}) =0=v({z€ X : f(z) <|fll-c0})-

(2) 1 fll-c0 € |/l con igualdad ssi Ik € R tal que f = k.

(8) Sean Sy ={A 20:v({z: f(z) > A}) =0} eIy ={A>0:v({z: f(z) <
A}) =0}. Si B € Sy entonces B es una cota inferior de Sy y ademéds B < || f]co.
Anélogamente si B ¢ Iy entonces B es una cota superior de Iy y || f]| -0 < B.

Con lo cual se concluye que tanto Sy como Iy resultan ser intervalos. M4s aiin

= 10,11£ o) ¥ S7 = [/llco, +00).
(4) Si f(z) > 0 (e.d. rel. v), entonces: ||flleo = Az ¥ I/ ll~o0 = iy
(5) Si r > 0 entonces: || [T, = | fll-co ¥ IS7UEL" = |l SiT <Oy f(z) >0
(cd. rel. v), entonces: [|f7)I5, = [Iflloo ¥ /764" = 1/}l -co-
(6) Si /= g entonces ||lleo = llglloo ¥ [1/1-c0 = l9]|~co-

DEMOSTRAGION.

(1) Sea M = ||f||°°, entonces Yn € N v({z : f(z) > M + 1}) = 0, pero
{z: flz) > M} = {1: f(z) > M+ 21} asi que 0 < v{{z: f(z)>M})<
=v({z: f(z) >MTL )=

Anélogamente se demuestra que v({z : f{z) < ||f]-}) =0

(2) Supéngase que || f|loo < ||f]l-co- Entonces X = {z: f(z) < ||fll-ca} U {z:
7(z) > ||fll}- Aplicando la propiedad (1) resulta que: v(X) < v({z : f(z) <
Ifll=co}) +v{{z : f(z) > || flloo}) = O pero esto contradice al hecho de que v(X) =
1> 0, pues se trata de un espacio de probabilidad. Por lo tanto || ff|-co < ||/ |leo-

Si | flloo = l[fll-00s sea k el valor comtn. Se afirma que f = k. En efecto

{z:f(z) #Kk} = {=z: f(z) <k}U{z: f(z) >k}, asf que v({z : f(z) # k}) < v({=:
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J(z) < |fll-e0}) +¥({z : f(z) > [Iflleo}) = 0. por lo que f = k. Reciprocamente si
3k € R tal que f = k entonces v({z : f(z) > k}) = 0=v{{z: f{z) < k}), entonces
por la definicién de || fllo ¥ de || /]| -co se sigue que: |{filco <k < [f]l-c0 < ||flloo-

(3) Supéngase que B & Sy, entonces
v{{z: f(z)>B}}>0

lo cual implica que VA € §; B < A, pues 5si 34 € §; con B > A entonces
v({z : f(z) > A}) > v({z : f(z} > B}) > 0 lo que contradice al hecho de que
A € §7. Por lo tanto B es una cota inferior para S; ademds por la propiedad (1),
se tiene que

v({z: J(z) > |/ll}) =0,

es decir que ||fllo € Sy, de donde B < ||f|los. De hecho, se ha probado que Sy
es un intervalo y por la definicién de [|f|lco ¥ del hecho de que ||f||oo resulta que
inf S = |1l € Sy, pot Lo que Sy = [|fllms +0).

Anélogamente se prueba que si B ¢ I entonces B es una cota superior de Iy,
que [|fll-oo < By que Iy =[0,]| /]]-col-

(4) Por Ia propiedad (1) se deduce que v({z: 375 < fi#ll-c0}) = 0 de donde
v({z: f(z) > T I}- }) =0,y por la definicién de ||f]|o se sigue que:

1
il < T (1.1)

Nuevamente por la propiedad (1) se deduce que v{{z : f{z) > ||fllec}) = 0 de
. donde v({z : 77 < 7=} = O, v por la definicién de |[1/f||-cs resulta que:

ﬂ'ﬁ]: < [11/f]|-c0» por lo que:

1flleo 2 (1.2)

1
1/ fll-e"

Por las desigualdades {1.1) y (1.2) resulta que:

1
Iflleo = ="
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La igualdad ||f]|—a = ﬂVlfﬂ: puede demostrarse aplicando el caso anterior a
g=1/f.

(5) Primero probaremos el caso en el que r > 0. Por la propiedad (1) v({z :
(@) > Ifll} =v({z: f(z) > [[fllo}) = O, asf que por la definicién de ||f"|oo:

1% 2 11/ Heo- (1.3)
Nuevamente por la propiedad (1) v{{z : f(z) > ”f']|¥'}) = v({z: /{2 >
1/ llec}) = 0, y por definicién de |} floo:

17N 2 01 floo- (14)
De las desigualdades (1.3) y (1.4) se concluye que:

171887 = 1S Moo-

La igualdad | f Hl_/;, = ||f]l-00 puede demostrarse aplicando el caso anterior a
¢ = 1/f usando la propiedad {4). Para el caso en el que r < 0 puede aplicarse el
recién probado (r > 0) a —r usando la propiedad (4).

(6) Sea Eo = {z : f(z) = g(z)}, como v(X — Eq) = 0:
v({z€ X : () > llglleo}) = v({z € Eo : f(z) > ||gllec})s (1.5)

dado que f(z) = g(z) Yz € Ey y por la ecuacién (1.5)
v({z€X: f(z) > |lgllo}) = v({z € Eo : 9(z) > llgllw}) =0 (1.8)

. Y de la definicién de || fllco 8e concluye que |[f]lco < llglloo. La otra desigualdad
puede obtenerse intercambiando los papeles de la f y la g.

Andlogamente se demuestra que: -

1£ll=c0 = llgll-oo- ]

A continuacién presentamos el primer teorema que involucra desigualdades e
integrales, el cual proporciona una cota uniforme (tanto superior, como inferior)
para los valores de todas las funciones || ||,.
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1.11 TEOREMA.  Sean (X, S,v) un espacio de probabilidad,
fe nioo(X,S,lJ) n ﬂ;(-X‘ S, V).

Entonces f € L} (X,S,v) ¥r # 0 (con f(z) > 0 c.d. rel. v si r < 0) y ademés:

(®) 1/ll-c0 < Wflir < 1 lleo-
{b) La igualdad ocurre ssi f = ||f]|,.

DEMOSTRAGION.

CASO A. (r=1)

Sean Sy y Iy como en la propiedad 1.10 (3). Como [(f — || fll1)dv = [ fdv —
[[flls = 0 entonces f — ||f]l; es nula (c.d. rel. v} o bien es positiva en un conjunto
de medida positiva y negativa en un conjunto de medida positiva. La primera
posibilidad implica que f = ||f||1 y por la propiedad 1.10 (2) ||f]l-c0 = |Iflh =
[l flleo-

Inversamente, basta que se de una de las igualdades y la otra automdticamente

se da. Supéngase que [|f|-co = ||f P.D. ||fl-co = I/l = |/ ]lcc ¥ que f = [}f]|s.
Sea E = {z € X : f(z) <[fll-cc}, por la propiedad 1.10 (1) ¥(E) = 0. Entonces

0= [U=1fl-mlto= [ (7=1fl-c)

pero f — || fll-c0 20 en X — E. De donde f - || f]|~oo = 0, es decir que f = ||f||-co
y por la propiedad 1.10 (2} se concluye que ||fll-co = ||fllco. Anélogamente se
demuestra que si [|f[l; = || fllco entonces f = ||flloo ¥ Ifll-0 = /]l = |floo-

La segunda posibilidad implica que v({z : f(z) > [|f]1}) > 0y que v({z :
f(z) < |} > 0, i [Iflly & Sy ¥ Iflls & Iy y por la propiedad 1.10 (3)
Ill-o0 < [1flls < ifllco-

CASO B,  (r>0)

Por Ia propiedad 110 (8) |l-co = e ¥ 1/7leo = Il/1e, ¥ dado que
J frdv =||f7||1 entonces por el caso anterior ||f"||-co < [ f7dv < ||f ]| 0 lo que
es lo mismo |7, < f /7 dv < |5, de donde [fil-co < [l < Ifler ¥ a
igualdad ocurre ssi f* = [ f"dv ssi f = ||f]r.
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caso ¢.  (r<0)

Por la propiedad 1.10 (5) [|f l=cc = Ifll5% ¥ I/ llcc = If|"cos ¥ dado que
[ 17 dv = ||f]ls entonces por el caso (a) [|f"fl-c0 < [ /" dv < [[f"|lao 0 lo que es lo
mismo [[f[|%, < [/ dv < ||f||Ze, de donde [|flloo 2 [Ifllr 2 I/l o0, ¥ 12 igualdad

ocurre ssi f* = [ f"dv ssi [ = || £]-
La siguiente definicién es una generalizacién del concepto de la media geométrica.

1,12 DEFINICION ( MEDIA GEOMETRICA). Sean (X,S,v) un espacio de
probabilidad y f € M¥(X, S) dados. Se define la media geométrica de f, denotada

por ]| fllo como sigue:

I7le = esp | [ tog 4]
Con la convencién de que log(0) = —co y que exp(—oo) = 0.

Y se define
L5(X,5,v) = {f eM* :||f]lo < +oo}.

En un tcorema que se probari en el capitulo siguiente quedard plenamente
justificado el uso de la notacién || f]lo para la media geométrica de f, por lo pronto
veamos un caso particular importante.

1.13 EJEMPLO. Sean n € N, ay,..., @, > 0 tales que Y_;_;a; = 1, Sea
X={1,..,n},S=P(X)yv({s}) =Ly f: X = R"U{0} dada por /(i) = a;.
Entonces

7o = T o5*.

Lo cual pone en evidencia porque se dice que la definicién anterior es una general-
izacién de la media geométrica usual.

Ya hemos definido £, ¥ || ||, para todo real extendido p. A continuacién pre-
sentaremos algunos casos particulares que sirven para ilustrar el comportamiento
de los conjuntos £y, cuando p = 0, +oo.

1.14 EJEMPLOS.  Sea X = (0,1), con la medida y la o-dlgebra de Lebesgue.
Entonces:
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(a) c*EEO—LPVp>O
(b) z_l eﬂ—p'—Lo Vp>0-

(c) Sea ap =0, ap = ap—y -+ 1/2" ¥n > 0. Definase I, = (@q-1,84] V0 > 0. Y
Sea

f{z) = inxh.

t=n

Se afirma que f € Lp - (L-oo U Lo).

DEMOSTRACION.
(a) Sea f(t) = exp(1/v1).
(i) Jo log f(t) dt = [y L de = [2vil} = 2.

(ii) fol fr(t)dt = fox ¢¥ dt, haciendo el cambio de variable u = p/+/t resulta
que: [g f7(t)dt = 2p? [ u=%" du = +oo.

(b) Sea f(t) =t~
, 1
0 e =feda= (8] =
(i) fylog f(t)dt = [} —logtdt y haciendo el cambio de variable u = logt
Jolog f(t)dt = f° uedu = +o0.
(c) Sea f(z) = Yio, nX1,.

(i) Dado que 0 < ¥"o | nP/2" < 400 Vp € (—00,0) U (0, +00), entonces f € L,
Vp € (~o0,+00).

il

(ii) Ademds VM,e > O siempre existirén Epns y Fe en S de medida positiva
tales que f(z) > M Vz € Eyy y f(2x) < € Vz € F,. De donde se deduce que

fE(L-xV L)

Algunas propiedades de la media geométrica son las siguientes:

1.15 PROPIEDADES.

(1) log {[fllo = [/ og £l
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(2) 8i 3r > 0 tal que ||ffj, < +o00 entonces ||f]|o < +oo.
(3) Si 0 < {|f]lo < +oo entonces ||1/fllo = IU}IF
@ 11l = 715

DEMOSTRACION.  Las propiedades (1), (3) y (4) se siguen inmediatamente
de la definicién, Para la propiedad (2) se tiene que log f < !;-, entonces [log f dv <

1 [ frdv < +o0 de donde [|f]lo = exp [[ log f dv] < +oo.

1.2 La Desigualdad de Hdlder

A continuacién se establecerdn los resultados necesarios para demostrar la desigual-
dad de Hélder. dicha desigualdad resulta ser rica en aplicaciones. En esta seccién
s6lo se han de considerar consecuencias inmediatas de ella.

El teorema que se da a continuacién (para el caso r = 1) es una generalizacién del
hecho bien conocido, el cual afirma que la media geométrica nunca excede a l1a media
aritmética y estas coinciden sélo cuando los niimeros que se estén promediando son
todos iguales,

1.16 TEOREMA. Supéngase que f € MY(X, S) y que existe r 3£ O tal que

fiflir < +oo. Entonces:
Ii£llo < 1AM Gir>0)

1o 2 11 (sir <0)

y en ambos casos ocurre la igualdad ssi f = [[f]|,.

DEMOSTRACION.

CASO A.  ([r=1)

Si [ fdv =0entonces f =0y ||fllo =0< ||/|l-- Supongamos que [ fdv > 0.
Como logz < z — 1 con igualdad ssi £ = 1, entonces

log f — log|f]|1 =log (ﬂ—ffﬂ}) < Wfll—x -t
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e integrando

/(logf—logl[f“;)dusf(m{m—l) dv = H%—I =0.

Por lo tanto [log fdv < log||flf, es decir ||fllo < {Ifll1 v Ia igualdad ocurre ssi
[log fdv = log||flly ssi f(logf — log||fll)dv = O ssi 0 = [log (lﬂﬁ'ﬂ) dv =
f(log (ﬂﬁﬁ) - (Hﬁﬁ - 1)) dv ssi log (IDL!IT) = “ﬁ; —1 (pues logz <z —1) ssi
i = 1ssi £ =410
CASO B.  {r>0)

Por la propiedad 1.15 (4) y el caso anterior |f{if = |/ llo < Ifll;. Es decir .
Iflle < (f f7dv)"" = 7]}, y la igualdad ocurre ssi f* = |7}, ssi f = |f],.

oAso €. (r<0)

Se demuestra de manera andloga al casor > 0. D
1.17 COROLARIO. Sean a;,0; > 0Vi = 1,...,n tales que 0 o = 1
entonces
n n i/r
Ha?‘ < ( a.-a,’-) (vr >0)
=1 1=1
6
n n 1fr
Ha:_xi > (Za;a::) (Vr < 0)
f=1 =1
con igualdad ssi a; = -+ = aj,.
DEMOSTRACION.

Sean.X'= {1,....;n, v({t}) =, S=P(X) y f: X = Rcon fi) = a;. D

Otro corolario importante que se puede extraer del teorema anterior afirma que
la suma de las medias geométricas nurnca excede a la media geométrica de la suma,
su enunciado preciso es el siguiente:
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1.18 COROLARIO. Sean (X, S,v) un espacio de probabilidad y f,g9 €
M*(X, S). Si0 < ||f +gllo < +oo entonces:

/llo + flgllo <11 + gllo

y la igualdad ocurre ssi 3k;,k; € R no ambas nulas tal que &y f = k29 (ie. fyg
son esencialmente proporcionales) o bien cuando ||f + ¢]lo = 0.

DEMOSTRACION,

Nétese que si ||[fllo < 400y |igllo < +o0, entonces ||fgllo < +o0, de hecho
ifgllo = [lflloliglio, en pasticular

f
f+g

I/ +gllo “o = || llos

o bien:
= Ml
o If+gllo

=

Y por el teorema anterior ”7‘}5”0 < “7{—5"1, de donde:

“__f_
f+g

I _.2_I=
osilf+g"x+llf+91 8

Con lo cual ||fllo +|lgllo < || +9llo. L& igualdad ocurre ssi 7{_—0- = ”7%3“1 Y75 =
|7l = = a7l vo = +al ], i (- ], ) 7 =1 #5]
r (=l o= 1l o sl =o sl i

El corolario anterior puede extenderse para el caso en el que se consideren n
sumandos (n > 2). Es decir ||fiflo + -+ + [[fallo < [[ft + <+ fallo con igualdad ssi
f; s esencialmente un multiplo de la suma de las otras funciones. Esto se puede
demostrar usando el cociente f;/(f1 +++ + fn).

g
+ m——
) ”f’*’g

Una desigualdad que resulta ser muy til es la llamada desigualdad de Holder
que relaciona el producto de las “normas” con la “norma” del producto, la cual se
muestra a continuacién.
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1.19 TEOREMA (DESIGUALDAD DE HOLDER).  Seann €N, ay,...,an >0
tales que @y +++-+ap =1y f; € LE(X,5,v) (i = 1,...,n). Entonces [ ... f3» &

Li(x,Sv)y |
/!f‘---!:'dus (/hdu)m-n(/f,.du)a‘.

Y la igualdad ocurre ssi fy,..., [, s0n esencialmente proporcionales.

DEMOSTRACION.

5i 31 tal que f fidv = 0, la igualdad se satisface. Supéngase que f fidv >0
Vi. Por el corolario 1.17

) fnfiuf)i: .-.-.-j("}“fil:lu)a» = / (Tfffz) " (Tfi:g;) " <
<[ (rfz) o alrim)] @

=/(a,+---+a,.)du=1.

Es decir [ [ ee fondv < ([ frdv)®t -« ([ fn dv)™", con igualdad ssi

hi = In_
= T 0

n

Si en el teorema anterior se hace p; = ;’; y gi = f{, resulta la siguiente
caracterizacién de la desigualdad de Holder que es como frecuentemente aparece en
la literatura:

llgs=+-gnlls < Hgillos < lgnllpn-

El corolario que se enuncia a continuacién es la forme més conocida, y més
usual, de la desigualdad de Hélder (teorema 1.19).

1.20 OBSERVACION. En el corolario anterior el caso p < 0 se reduce al
caso (b} intercambiando los papeles de p y ¢. Nétese que las hipétesis en cada caso
cambian un poco.
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1.21 COROLARIO (DE LA DESIGUALDAD DE HOLDER).  Sea (X, §,v) un
espacio de probabilidad, p,¢ € R — {0} tales que ‘1, + 7‘1 =1, si:

(a)p>1,fe€ B;'(X, S,vjyge [I:(X, S, v), entonces:

[ows(fre)"(f1s)"

con igualdad ssi fP y g7 son esencialmente proporcionales.

(b)o<p<1, fge LT(X,5,v) y0< [g9dv < +oo, entonces:

/fgduz (/!Pdu>l/p (/g"du)l/q,

con igualdad ssi fP y g? son esencialmente proporcionales.

DEMOSTRACION.

(a) Se demuestra aplicando la desigualdad de Hélder (teorema 1.19), con n = 2;
oy =1/paa=1/gy f{' =f, [7? =g Esclaroque a1 + o3 = 1; 1,02 >0y
que f1,f2€ Ly.

(b) Supéngase que 0 < p< 1. Sea p; = %, entonces p; > 1. Sean

u=(fg)? y v=g7h

entonces: uP! = (fg)PP! = fg€ L, y como ¢y = '1%;5 entonces: —pq; = ¢, de donde
v =g P =g9¢ L, y uv = fP, Aplicando la parte (a) a # y v obtenemos:

I/Pl q
/uvdu < (/ uP du) (/ y® du)

o lo que es lo mismo

elevando s Ia 1 /fpdus </ fgd") P (/ ¢ d”)l_p
(/""‘“)i < (/fydu) (/quu)



La Desigualdad de Hélder 19

Por hipétesis 0 < f ¢9dy < +o0, por lo tanto:

(o) (frs)"s o

La igualdad ocurre ssi uP® es esencialmente proporcional a v%, que es equiva-

lente a que fP sea esencialmente proporcional a g9.

1.22 TEOREMA (DESIGUALDAD DE HOLDER, p = 1, ¢ = £c0). Sea
(X, S,V) un espacio de probabilidad.

£+((a) S ;7 =1,¢=+400, f € L;(X,5v) y g € L](X,5,v), entonces fg € .
1(X,8,v) y:

[ 190 <ol [ 1.
Con igualdad ssi g = [|gfle (c.d. rel. ¥) en E = {z: f(z) > 0}.
(b) Sip=1,¢=-00, f€LYX,Sv)y g€ LI(X,SV), entonces fg €

ET(X, S,v)y:
[ 1odv 2ol [ 10

Con igualdad ssi ¢ = ||g||-c0 (c.d. rel. v) en E = {z: f(z) > 0}

DEMOSTRACION.  (a) Sea F' = {z: g(z) > ||g]leo}, por la propiedad 1.10 (1)
v(F) =0, entonces [ fgdv = [ fgdv < [ fllgllco dv = [lgljco [ f dV.

J19dv = |lglleo J £ dvssi [ f(llglloo~g) dv = 0, ssi f{]lg]loo—g) = 0 (c.d. rel. v)
(pues f(llgllco—g) 2 0 c.d. rel. v),ssi||gfloc = g (c.d. rel. v) en E = {z: f(z) > 0}.

(b} Andlogo al anterior. D
1.23 OBSERVACION.  No hay desigualdad de Holder con p = 0, pues no tiene
sentido hablar del exponente conjugado de 0. No obstante en este caso podemos

encontrar una relacién interesante que involucra la norma cero aplicada al producto
de dos funciones y es la siguiente:

179llo = H/llollgllo-
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Para dos funciones f,9 € L7 (X, S,v).

A continuacién probaremos un tcorema que da las condiciones necesarias y
suficientes para saber cuando una funcién es integrable y estd acotada por cierta
constante fija. Este teorema resulta particularmente 1til en la demostracién de los
teoremas 2.11 y 2.17. Dicho teorema es un corolario sencillo de la desigualdad de
Holder.

1.24 TEOREMA (F. RIESZ). Sean (X, S,v) un espacio de probabilidad,
femt(X,8)y A,B>0

(a) Si p > 1 entonces:
/f"du_(_A 8si /}'gdusAl/PB‘/q
Vg € £F(X,5,v) tal que [ ¢7dv = B.
(b)Sio<p<1
/f"dVZA 8si /fgdyz,qllpgllq
Vg tal que g9 ¢ ﬂf(X,S’,u) y fg"du =B.
(c)Sip<0y f>0tal que 0 < [ fPdv < +oo, entonces
/fpdVSA 8si /fgduZA‘/PBW
Vg tal que f[¢%dv = B.

La igualdad ocurre ssi 3g con [ ¢%9dv = By tal que [ fgdv = AVPBY4,

DEMOSTRACION.

CASO A.  (p>1)

(=) Supéngase que [ fPdv < A ysea g € L} (X, §,v) tal que [ ¢9dv = B, por
la desigualdad de Hélder (corolario 1.25)

1/ 1/
/fgdus (/ f”du) p(/g"du) ) < AYrpifa,
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(<) Supéngase que f fPdv > A. Sea f, = (f A n),como f, t f por el T.C.M.3
existe m tal que [ f2 dv > A. Sea

Bi/a. fp-i
g= —(ff,ﬁ_du)‘/"'

entonces [g9dy = L2 JP dv =B y por lo tanto:
l [adv? '™

i/q 1/p
fgdv> | fmgdv = B fedv=BY( [ frdv) > BYaqlr
(J fin dv)i/e

Falta considerar el caso en el que se da la igualdad. Para este caso, puede
probarse de manera anéloga que: [fdv < A ssi [ fgdv < A'/PBY/1 Yy tal que
[ ¢%9dv = B. Por lo tanto [ fdv = A ssi 3gg con [g¢ddv = B tal que [ fgodv =
AlVrpi/e,

casoB. (0<p<1l)
(=>) Supéngase que [ fP dv > A, sea g tal que g%¢ LT (X, S,v}y f¢7dv = B.

(i) Si f fg dv = +oo trivialmente se cumple que:

/ fgdv > AVPBY4,

(ii) Si [ fgdv < +oo por la desigualdad de Hélder (corolario 1.21)

1/ 1/
/fgdu > (/ f"du) P(/g" du) ) > Al/rpl/a,

(<) Supéngase que 0 < f fPdv < A. Sea

BV, fp—t
g= ‘_"(f f' p-dll)l/q’

3 Ver [Bal].
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entonces [ ¢?dv = TI%E; [ fPdv = By por lo tanto:
BY1 P ifq P Ve Yq4t/p
/fgdl/'-:(—].—m/f dv=B ( de) < BYIAVP,

En caso de que | fPdv = 0 entonces sea ¢ = B, g% € £(X,5,v), [¢%dv =B
y [ fgdv=0< AYPBY4,

El caso de igualdad se prueba de manera similar al caso (a).

CASO C. (p<Oy f>0talque0< [ fPdv < +oo)
(=>) Supbngase que [ fPdv < A, sea g tal que g% € LT (X, S,v) y [ ¢%dv = B.

(i) Si [ fgdv = +oo trivialmente se cumple que:

/fgdv > Al/rpl/a,
(i) Si f fgdv < +oo por la desigualdad de Holder (corolario 1.21)

1/ 1/
/fgduz (f f"du) ’ (/f@) ) > AY/rpi/e,

(+) Supéngase que [ fPdv > A. Sea

N BYa. pp-t
T UTaE

entonces [ g9dy = T—I%I; [ fPdv = By por lo tanto:

1/
/fg dv = U%:—)-,—,;/ fPdv = BY/1 (/ 1P du) ? < BYa4Mp,

El caso de igualdad se prueba de manera similar al caso (a). D
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1.25 TEOREMA (F. RIESZ p=1,¢ = f00).  Sean (X, S,u) un espacio de
medida y f € £;.

(a) Entonces [ fdu < Fesi [ fgdu < F Vg € Lo tal que [jgfjo = 1. Con
igualdad ssi 3¢ tal que flglloo =1y [ fodu = F.

(b) Entonces [ fdu > Fesi [ fgdu > F Vg € L oo tal que [[gfl-00 = 1. Con
igualdad ssi 3g tal que |jgl| o = 1y [ fgdu=F.

DEMOSTRACION.

(») Sea E = {z: g9(z) > |l9llca}, por la propiedad 1.10 (1} p(E) = 0.

(=) Entonces [ fgdp = [, fadp < llglleo fx_ g/ di = llglleo [ £ dps.

| (<) Supéngase que [ fdu > F. Sea g =1, entonces ||glloo = 1y [ fodu =
fdu>F.

Falta considerar el caso de la igualdad. De modo similar puede probarse que:

[fdu < Fssi[fgdu < FYg € Loo con |jgllo = 1. Con igualdad esi Ig tal
que [lgllos =1 tal que [ fgdu = F.

For lo tanto [ fdp = Fssi 35 € Lo con Ylglleo = 1 tal que [ fgdp = F.

(b) Este ceso se demuestra de manera anéloga al anterior. D

1.3 Continuidad y diferenciabilidad de || |,

En esta seccién se establecerdn las condiciones para que || || sea una funcién con-
tinua o diferenciable, al considerar r como su argumento.

El teorema que viene a continuacién dice que las normas r constituyen una red
de funciones crecientes en r y resulta ser de utilidad para demostrar la continuidad

de || flr.

1.26 TEOREMA. Sean (X, S, ul un espacio de probabilidad y r < s un par
de nimeros reales extendidos y f € £, entonces

1l < 111
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con igualdad ssi f = C.

DEMOSTRACION.

CASO A.  (0<r<s<+m)

Entonces 3a € (0,1) tal que r = sa. Aplicando la desigualdad de Holder
{corolario 1.21)

Jrafirius([ra) (f1) <[ r+)"

entonces (f f7dv)!/7 < (f f*dv)°/", pero & = 1 con igualdad ssi 3C > 0 tal que
f=Cie f=0Y

CASO B. {0<r<s=+400)

Es claro que ||f]l < {|/]lcc. Basta tan sélo ver cuando se da la igualdad. Sea
M = ||fllco, y supéngase que (f f7dv)}/" =M. Sea E_ = {z € X : f(z) < M},
Eo={ze€X:f(z) =M}y B, ={z€X: f(z) >M}. Porlapropiedad 1.10
(1) sabemos que v(E4) = 0, por lo que basta demostrar que v(E~) = 0. Como f
es no negativa, es suficiente con demostrar el caso en que M > 0. Supéngase que
v(E.) > 0, entonces:

M"=/xfrdur:/;_frdU{-'/EofrdU.:/E_f'du-f-M'.y(Eo)
<M U{EL) + M"o{Eo) = M (o(B-) + 1(Bo)) S M"

Lo cual es una contradiccién. Inversamentesi f = C, claramente ||f[lr = C = || fljco-

CASO €. (0=r<s<+o)

Ya se probé el caso en el que 0 = r < s < +00, teorema 1.16, inclusive analizando
el caso en que se da la igualdad. Para el caso en el que s = +oo considérese
t € (0,+00). Ya sabemos que [|f[lo < ||f|l¢ con igualdad ssi f = Cy. Por el caso
(b) Iflle € |1flloo con igualdad ssi f = Cz de donde ||fljo < ||f]leo con igualdad ssi

CASOD. (s<0)
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Se demucstra aplicando el caso s >0 a s >0, 1/f, —s < —r y usando las
propicdades 1.7 (1), 1.10 (4) y 1.15 (3).

CASOE. (r<0<3s)

Por e! teorema 1.18 || fli- < i fllo < [|/]ls, con igualdad ssi f = C. D

Decl teorema anterior se sigue que: si r < p, entonces L, C L,. Puede verse que

inclusive: ;
L. N & v U Lyc L,

r>p>—oco +oa>p>r

conr € R. Para 0 < r < +oo consiltense los ejemplos 1.5 (a) y (b). Para
—00 < r <0, témese 1/f con f la de los ejemplos 1.5 (a) o (b). Si r = 0 consiiltense
los ejemplos 1.14 (a) ¥ (b). Y para r = too consiiltese el ejemplo 1.14 (¢). Nétese
que en este caso tan solo:

LGN v U LGl

p<oo —oo<p
tienen sentido.
El teorema siguiente justifica el uso de la notacién || |l ¥ || [|-co para los

ntmeros de la definicién 1.8, que uniformiza la notacién.

1.27 TEOREMA.  Sean (X, S,v) un espacio de probabilidad y f € £}(X, S,v)
Vr dados, entonces:

(8) i [l = 1l

{Obsérvese que no se excluye la posibilidad de que el limite resulte ser el real ex-
tendido ++00.)

(6) tim £l = o

DEMOSTRACION.

(a) Supéngase que M = ||f]loo < +00, entonces es claro que [|f|l, < M Vr. Si
M>0,e€(0,M)y E={z: f(z) > M ~c} entonces v(E) > 0. Asf pues:

il = ( / f'du)ur > ( /[ f'du) Y - Ey,
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de donde M —¢ < hm ||f||r < lun ||f||,. < M. Como € € (0, M) es arbitraria

entonces lxm e =

Si |fllcc = +00, por un argumento andlogo, v{Ex} > 0 VN > 0, donde Ey =
{z: f(z) > N}. Por lo tanto:

I11= ([ rr o) S ([ r d,,)”' > N{(Bn) V"

y hm ifll- = N YN > 0 por lo tanto hm [Ifil: = oo 8sf que hm Iy = +o0 =

1flloo
(b) Si 0 < ||f]l-e0 < +00 de la propiedad 1.6 {1} y la parte (a)

1 1
l r= l ~¢= lim = i = || [l 00+
o M= o e = i 7 = g~ W :

1,28 OBSERVACION. El limite en (a) es creciente y el lfmite en (b) es
decreciente, en virtud del teorema 1. 28 M4s aiin, si en el teorema anterior se adopta
la convencién de que - = 0 ¥ que 3 L = }oo, el resultado es vélido inclusive en

caso de que || f[|-c0 € 0 +00

El siguiente teorema nos da una caracterfstica interesante de las normas || ||, y
es que 8i consideramos las normas como una funcién de r entonces siempre resulta
ser una funcién continua por la izquierda de r para toda r > 0. Més adn, si para
alguna s > 0 la norma 9 es finita, entonces es una funcién continua en r para r
menor que s.

1.29 TEOREMA. Sean 0 < r < 8 < +o0, entonces lim ||f{l; = ||fjl,. Si
tte—

ademds || f||, < +oo entonces lim || fljs = ||/l VO < r < s.
t—r

DEMOSTRACION.
cAso A, ([Iflls < +oo)
Como f* < (1V f*) € L}(X,S,v) Vt € (0,3), se sigue del T.C.D.L.%:

4 Ver [Bal
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(i) La continuidad por la izquierda de s.

1/t
pt= o ([ #0) = e[ [ 14
= lim ) tdyl = [l ‘d]
exp[ "xfnosff V} exp oz/f v
1/a
=(fre)

(i) La continuidad en r para r € (0, 3).

1/t
lim || flle = lim (/!‘JV) = lim exp [%log/!‘du]
t—r teer

t—or

=exp[é}'_u41:log/f‘du] = exp [élog/f'du]
i/r
(7o

caso B.  (||flls = +o0 ¥ ||flle < +o0 ¥ € (0, 3))

Entonces YN > 0 3n € N tal que f(f* A n)dv > N. Como (f* An) — (f* An)
(t — ) y dado que (f* A n) < (1V {f* An)) € L,{X,8,v), se sigue del T.C.D.L.
que: [(f* An)dv — [{f* An)dv (t — s). Entonces 3to tal que [(f* An)dv> N
Vt € (to,8) v asf que [ f1dv > [( ]‘ A n)dv > N. Y ésto es vélido YN > 0, por lo
que lml 71l = +o0 = I lla-

Nétese que basta comprobar estos dos casos, pues si 30 < 3 < s tal que
I fllts = 400, entonces inmediatamente ge sigue que lim ||f{l = 4-00 = || f|ls, pues

t—rg™—

f* crece con t. D

1.30 LEMA, Sea 0 <r <svya; >0, entonces:

(54" <(54)"



28 Desigualdades Bdsicas

con igualdad ssi a lo m4s una de las a; es no nula.

DEMOSTRACION. Supdngase que Z|..l ¢ > 0y considérese
a;
=n_ i/
(El—l !) ’

Es claro que b; < 1, con lo cual b} < b7 y entonces: Y., , < i b =1 Porlo

-

tanto (30 b')l/' <1, de donde (3.1, f)l/' <(XTh,al

=1

b =

Ahora se analizaré en que casos ocurre la igualdad. (=) Si existe més de una
de las a; tal que a; > 0, entonces b; < 1 y as{ que la desigualdad es estricta.

(<) Si & lo més una de las g; es no nula, entonces se tiene la igualdad, D

1.31 OBSERVACION. Nétese que existe una aparente contradiccién entre el
lema 2.5 y el hecho general para espacios de medida, teorema 1.26, el cual afirma
que la sucesibn de normas crece cuando el exponente crece, la cual se resuelve
observando que a la desigualdad del lema 2.4 le corresponde un espacio de medida
discreto con medida total igual a n.

Ha llegado el momento de justificar el uso de la notacién || |jo para la media
geométrica. La razén cs porque || ||o es el limite de las medias |j [}, cuando r tiende
a cero. Para este fin requerimos los dos resultados siguientes.

1.32 LEMA. Sea y > 0y # 0 fija, entonces ¢ : (0,+00) —~ R dada por
¢l .
p(t) = L= decrece con t, i.e:

(si0<s<T)

DEMOSTRACION. Por el corolario 1.17 con n = 2 obtenemos:
(L+r)il-t < §(1+rt) +(1- ;) =1+,

amenos de que 14+ rt = 1 ssit = 0. Sea y = (1 +rt)'/", entonces: ¢ = y"-1),
de donde: y* < 1+ 4(y" — 1) (2 menos de que y = 1), Es decir Yy # 1

y'-1 vy -1 N

L) r




Continuidad y diferenciabilidad de || ||, £9

El teorema que a continuacién se enuncia es una wtil extensién del T.C.M. en
el que no se requiere que la sucesién de funciones conste de funciones no-negativas,

1.33 LEMA (EXTENSION DEL T.C.M.). Sean (X, S,z) un espacio de
medida y (f,) una sucesién de funciones medibles tales que fn £ fasur T f. Si
J fi" du < 400 entonces [ fodut [ fdp (< +oo).

DEMOSTRACION.

Como [y < f3< - < fnlf,entonces 0< it/ < fatfi <+~ < fatfT 1
[+ f{. Por el T.C.M. usual (en M*(X,S)) obtenemos que: [(fn + f{)dp 1
J{f + 17) dp(< +o00), restando [ f; dp (< +00 por hipétesis) se obtiene que:

[rotut [1an (s 4e0). 0

Con el siguiente teorema se justifica el uso de la notacién || |o. Y nos muestra
que || ||, es continua en 0.

1.34 TEOREMA. Sean (X, S,v) un espacio de probabilidad, f € M*(X, S).
Entonces:

(a) Si 3ro > 0 tal que || f|l, < +0o, entonces ||f||, — [|f]lo (r — 0%).
(b) 8i 3ro < 0 tal que 0 < ||f||r, < +oo, entonces ||f{|, — ||fllo (r —0~).

DEMOSTRACION,
CASO A.  (r>0)
logl|fllo < log Ifflr = 2log[lf"fls < RISl — 1) = [ L= aw,

Sea p(r) = t" entonces '(0) = t"-log t|r=o por lo que p’(0) = lim E(L)%E(El =
r—0t
"

lim &= =logt.

r—0t

Considere f, = L";L'-, entonces f. T —log f (r — 0%). Por hipStesis 3ry > 0
tal que [|f|lr, < -+o0, entonces f;; = L,:'—‘x(mz,) € L1(X,8,v). Y por el lema
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1.33;
lim frdv=-— / log [ dv, (£ +00)

ro>rfot

lim /f ”ldu=/logfdu, (> —o).
ro>r[0t r

CASO B. (r<0)

o bien:

De las hipbtesis [|1/f]|-r, = Wﬁ—a < 400 con —rg > 0. Por el caso anterior:

1
lim {|fflr = lim e = lim
tim ] = tim e = s T,

El teorema que se da a continuacién resume todos los teoremas que se dieron
anteriormente, relativos a la continuidad de la funcién w¢(r) = ||f||,. Para su
enunciado es conveniente introducir la siguiente notacién.

1.35 NOTACION. Sean (X, S,v) un espacio de probabilidad y r €R. Sir #0

entonces se establece la siguiente notacién: || fli,4+0 = lim ||f{ls, |fllr~0 = lim || f{ls.

llr"’ str—
Cuando r = 0 simplemente escribiremos: {|f||+0 ¥ ||/]l-o en lugar de || fllo+o ¥ de
I7llo-o respectivamente.

1.36 TEOREMA (RESUMEN).

(a) Si r > 0, entonces: ||f]lr~0 = ||fll+ = ||/ l|r+o, excepto cuando 0 < ||f]|- <
+ooy ||flle=+oo V> 1.

(b) Sir <0, entonces: ||f|l.—0 = ||/llr = ||f]lr+o, excepto cuando 0 < ||f||, <
tooy [flle=0Vt>r.

(c) Si r = 0, entonces: 0 < ||f]l-o < 400 851 0 < |{f|l4+0 < +c0 en cuyo caso

I1/ll-0 = Ifllo = i fll+o.

DEMOSTRACION.
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CASO A,  (r>0)
El caso en que 3rg > r tal que || flj», < +00 ya se demostré en el teorema 1.29.

8i ||/fllr = +oo entonces claramente se cumple que ||f[l» = ||f]lr+0- Por otro
lado, VN > 0 3n tal que [(f" A n)dv > N, como (f* An) T (f" An)(t—r),
entonces por el T.C.M. [(f* An)dv T du(f" A n)dv, por lo que 3t < r tal que
J(f* An)dv > N. De donde se concluye que: ||f||r—0 = [|/]}-

Sélo falta examinar el caso en el que 0 < ||f{l, < +oo ¥ ||flle = +oo Wt
r. En este caso por el T.CM. [|[fllr—0 = [Iflls, en efecto lim ([ f* du)m
t—sr™

v

A

1/r 1/r
(lim fj“du) = (f lim f‘du) =(f f'du)l/'. Pero obviamente |||,
t—er—

L—er—

[Ifllr+0 = +oo, para completar este estudio falta proporcionar algin ¢jemplo en el
que efectivamente se verifique este dltimo caso, dicho ejemplo lo proporciona 1.5

(b)
CASO B. (r<0)

Se hace un anédlisis similar al del caso anterior.
CASO C. (r=0)

El ssi se deduce de la propiedad 1.7 (1) que establece la siguiente igualdad
ill-r = W‘?IF {en caso de que ambos miembros de la igualdad sean finitos y

positivos). Ademés en el teorema 1.29 se demuestra la igualdad || f]lo = || fllr+0, &

otra igualdad se deduce de la propiedad anteriormente mencionada.

Ademés de que Ia funcién py(r) es continua, considerando a r como su argu-
mento, resulta ser diferenciable, como lo aclara el siguiente teorema.

1.37 TEOREMA (DIFERENCIABILIDAD DE || ||;).  Sean (X, S,v) un espacio
de probebilidad y vs(p) = ||/|l,.

(a) Sean r >0y f € L, fijas, con ||f]|- > 0. Entonces pp,(p) existe ¥p € (0,r)

(b) Seanr <0y f € L, fijos, con || [}, < +oo. Entonces ¢, (p) existe Vp € (r,0)

DEMOSTRACION, Sea:
¥1(p) = (ps(p))",
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ie. ps(p) = (Vs(p))V/P (= exp (,‘—, log ¢,(p))). Basta probar que 4 (p) existe.
. (a) Seape (0,r) y 6 > 0tal que {(p—26,p+26) C (0,r). Sea h tal que |h| < 6,

entonces:
Yelp+h) —¢ylp) _ [ ()P~ |f(z)P
f ) i _[ . dg.

Definimos F: X x (p— &,p + 8) — R como F(z,t) = |f(z}[*, entonces:

(1) z — F(z,t) es integrable Vt € (p— 6,p + §) fija, ¥
(@) |95 (z.0)] = 17 (=)] log |/ (2)]] < g(z) € LT (v). con

o(e) = 3 max{l/(=) P, £ (=) ). (v (1]

Por lo tanto ¥/ (p) existe (ver [Ba2]) y es igual a [ ({/(<)|Plog |f(z)]) dv por el
T.C.D.L.

(1] Seate (p—6,p-+8) fija. Como logw < %—‘- Vw, entoces:

11 Nog 1111 = 1£1* 1og ]—,‘,—,m:u«; +171 1og 11X 1151

] é
< lfl""'ilrnma; +if l”“'i&'-x {111>1}

< L el 1P € £,

(b) Para el caso r < 0, por la propiedad 1.7 p¢(p) = \—01_(1:37 y la diferenciabilidad
se obtiene del caso (a}. D
Los siguientes dos resultados van encaminados a probar el hecho de que
log |l f{ir = r log || /llr
es una funcién convexa de r.

1.38 TEOREMA. Sean (X, S,v) un espacio de probabilidad, 0 <r<s <ty
f e Lf(X,8,v), entonces:

7l < QA () =
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con igualdad ssi existen E€ Syc€Rtalesque f=0enEy f=cen X — E,

DEMOSTRACION, Como s € (r,t), Ja € (0,1) tal que s = ar + (1 ~ a)t.
Aplicando la desigualdad de Holder a los exponentes conjugados:

-r t—r
resul*a que:
[ l1-a
/f‘ dv = /(fr)u(fl)l-a dv S (/ frdl/) </ ft du)
por lo tanto

U718 < QA= (Urhe) ™=
con igualdad ssi A, B € R no ambas nulas tales que Af” = Bf*. Supéngase para
fijar ideas que B # 0y ses E = {z : f{z} > 0}, entonces f'~" = A =K (en E),

1
entonces f = K-+,

1.30 TEOREMA. Sean (X, S,v) un espacio de probabilidad, 0 < r <ty
JeLH(X,Sv) y p(u) =log|f||t = ulog|ifllu Vu € (0,t), Vo € (0,1). Entonces:

p((L ~ a)r + at) < (1 - a)p(r) + ap(t).

DEMOSTRACION.  Sea a € (0,1) y sea s = r + (t — r)a entonces s € (r,t) y
por el teorema 1.38

alog |7 < s log Il + 3= log 7
o bien: e v
p(s) < —;—;so(r) +—el)
o lo que es lo mismo:
p((1 - a)r + at) < (1 - a)p(r) +ap(t). D

Lo anterior muestra que i es lo que se llama una funcién convexa del logaritmo.



CAPITULO II

La Desigualdad de Minkowski

En este capftulo se obtedrin algunas consecuencias de la desigualdad de Holder.
En particular se establecerd la desigualdad de Minkowski y su compafiera. La
mayorfa de las desigualdades se generalizardn a los casos en los que el nimero de .
sumandos eg infinito o en los que p es un real extendido. Por (ltimo se estudiardn
algunas desigualdades de funciones de dos variables.

2.1 Caso finito de la Desiguaidad de Minkowski

En esta seccién se analizard la desigualdad de Minkowski y su compaifiera. Cada
una de ellas nos proporciona una cota {superior e inferior respectivamente) de la
norma p de una suma finita de funciones.

2.1 TEOREMA (DESIGUALDAD DE MINKOWSKI), Sean (X, §,v) un
espacio de probabilidad y f1,...,fn € L}.

() Si p> 1, entonces:

M1+ fallo S HAllp + -+ + [ fallpe

(b) Si 0 < p <1, entonces:

”fl Foeeet fn”p 2 "fl"P'*' e +”frxup'

(c) Sip<0,y0<|fiflp <+oo Vi, entonces: '
Ifs et Tullp S Mallp o + U fnllpe
85
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En los tres casos la igualdad ocurre ssi fy,...,f, son esencialmente propor-
cionales.

DEMOSTRACION.

Primero mostraremos que fy +-+++ fa € .C;'. Como f; € .C,*,', entonces:

JUp s 2y =l 4 1l < o

Sea R = fy 4+ -+ + fn. Dado que:

max{f1,...,/n}?, sip>0
U‘*"'*’")PS"P{min{ff,...,fn}". 6ip<0

=np'm&x{f{’v-'|fvg} S"P(ff'*'""*'f,f)'

entonces:
/IZ"du= /(/1 et fo)P dy
SaP(ANR + -+« + I /allB) < +oo. (21)
CASO A. [p>1)

Desarrollando RP y aplicando la desigualdad de Hélder al caso p > 1, resulta
que:

[ = [(re=tset rr Y

1/ 1/ \ VY 1/
s(/!{’du) p(/R("""’du) q+---+(ff£du) p(/R(”“)qdu) )

pero q(p —1) = p, y ast:

[was([na)”([wa) v (fna)” ([ra)”.

= (/ RP du)‘/q /allp + -+ fallo)-

Ademés si [ RPdv = 0, entonces R = 0 y por lo tanto f; = 0 W = 1,...,n,
por lo que la igualdad se verifica y /P es esencialmente proporcional a RP Vi. Si
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J RP dv > 0, entonces:

(/ Rvdu)"’ -(f mdu)‘—"q <l + Ul

Con igualdad ssi f; y RP~! son esencizlmente proporcionales Vi = 1,...,n, ie.
siempre que todos los f; sean esencialmente proporcionales.

casoB. (0<p<1l)

8i [ RPdv =0, entonces R = 0 y por lo tanto f; =0 Vi =1,...,n, por lo que
la igualdad se verifica y los f; resultan ser esencialmente proporcionales. Supéngase
que [ RPdy > 0 de manera ansloga al caso anterior, aplicando la correspondiente
desigualdad de Holder (corolario 1.21, pues Vi [ fiRP~'dv < fRPdv < 400 ¥
0< [R(P-D9dy = [ RP dv < +oo por (2.1)) se llega a que:

/RP dv > (/ R”dv) WUSMIP + oo 4 Unllp]-

De donde [|fy 4+ + fallp 2 [fallp + -+ + | fullp, con igualdad ssi todos los ||£;]],
son esencialmente proporcionales.

cAso . (p<0)

De manera andloga al caso anterior, aplicando la correspondiente desigualdad
de Halder (corolario 1.21 pues Vi 0 < [ fiRP~1dv < [ RPdv < 400 por (2.1) y
0 < [ fPdv < +oo por hipétesis) se llega a que:

]deuz (/dev)l/q (/f{'du>l/p+--.+ (/RP@)I/q (/fgdu)w.

Por hipétesis 0 < [ RPdv, entonces || fy + - + fullp 2 Mfillp + - [|/nllp, con
igualdad ssi los f; son esencialmente proporcionales.

2.2 TEOREMA (DESIGUALDAD DE MINKOWSKI, p = 1). Sean (X, S, u)
un espacio de medida, p=1,n ENY f1,..., fn € L1, entonces:

Do+ falls S UWAalls + oo+ [ fallns

con igualdad ssi Vi, 5 fif; > 0 (c.d. rel. p).
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DEMOSTRACION,  La desigualdad se deduce de la desigualdad del tridngulo
y de la linealidad de la integral.

Para la igualdad. "fl +et fn”l = "fl”l R "fnuh ssi 'fl"'wfn' =
|fxl'*‘"’+|fn| ssi Vi,j fif; 20 (c.d. rel. p).

2.3 TEOREMA (DESIGUALDAD DE MINKOWSKI, p = #o00).,  Sean (X, §,v)
un espacio de medida, p=1,n €N.

(2) Si fi,...,fn € Loo, entonces fi + -+ + f,, € Loo ¥ ndemds:

”fl +"'+fn"oo < "fl”oo toeeet "fn"oc'

con igualdad ssi Ve > 0 3E, € S, tal que v(E;) > 0y fi(z) + -+ + falz) > -
Ifilloo +:++ + || falleo — € ¥z € E,.

(b) Si fy + -+ + fn € Lo, entonces fi,..., fn € L_o ¥ ademds:

”fl + "'+fn||—oo 2 "fl”-oo B "fn"—oo)

con igualdad ssi Ve > 0 JE, € S, tal que v(E,) > 0y fi(z) + -« + falz) <
fill~0o ++* + I fnll-00 + € Vz € E,.

DEMOSTRACION.

{(a) Si E(f) = {A : p(z: f(z) > A) = 0}, entonces |[f[c = inf E(f). Sea
F={z: filz) ++ falz} > |fillo + -+ + I /ulloo}- Claramente F C {z :
N(z) > fillse} U--cU{z: filz) > ||falloo}, entonces u(F) = 0. Por lo tanto
114+ falloo < Willoo + -2+ + [l falloo

Analicemos el caso de igualdad!: (=) Supongamos que se verifica la igualdad.
Sea € > 0, entonces || filoc + **+ + | fnlloc — € N0 €s fnfimo de E(fy + -+ + fn). Sea
Ec={z: fi(z) + -+ [ulz) > |/illoo + :+* + || fallec — €}, entonces u(E,) > 0.

(<=) Supongamos que Ve > 0 3E, tal que p(E,) > 0y fi(z) + -+ + fu(z) >
||f1||m 4o+ fallo — € Vz € E.. Entonces | filloo + -+ + | falloo = |If1 +

“+ fallo = fi(z) + -+ + falz) > [filleo + -+ + || falloo — & Es decir, Ve > 0
||f1”°° oot | falloo 2 Hfl oot falleo > ”fl”oc + e+ || falleo — €. Por lo tanto
”fl”oo+ +”fn”oo '-”fl+ +fn"oo

Lpuede asumirse que f < (|0
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(b) Si E(f) = {4 : p(z : f(z) < A) =0}, entonces || f||—0o = sup E(f). Sea
F={z: fi(z)+: -+ falz) <|fill=o + -+ + Ifal]~co}. Claramente F C {z :
fi(z) < fill-oo} U+ U {z: fi(z) < ||[fn]]-co}, entonces p(F) = 0. Por lo tanto
Wit fall-oo 2 l/1ll-00 + -+ + [l fnll-e0

Analicemos el caso de igualdad?: (=) Supongemos que se verifica la igualdad.
Sea € > 0, entonces || fi||~oo + -+ + || fal| 0o — € NO es supremo de E(fy +:-++ fn).
Sea B¢ = {z: fi(z)+++ fn(z) < [ f1ll-oot+ -+ [ fnll-co T €}, entonces u(E,) > 0.

{¢=) Supongamos que Ve > 0 3E, tal que p(E,) > 0y fi(z) + - + falz) <
fill=os + ++ + | fnll-c0 + € Yz € E,. Entonces ||fill-co + -+ + [|fall~cc + & >
filg) 4ot falz) 2 W44 fall-oo 2 Mill=0o +++ -+ || fall-c0 — €. Por lo tanto

Mill—oo 4 <+ + [ fall—oo = L1 + -+ + fall-co-

El caso de la desigualdad de Minkowski con p = 0 es el corolario 1.18 . Existe
una desigualdad que tiene mucho que ver con la desigualdad de Minkowski (teorema
2.5) pues acota & ||f1 ++++ + fu|lp por el lado que no lo hace la desigualdad de
Mikowski. Los dos lemas que siguen son preparativos para la demostracién de
dicha desigualdad, como se podra apreciar més adelante,

2.4 LEMA. Seanp<0,n>1ya; >0Vi=1,...,n dadas, entonces:
n P n
| (z ) e
=1 =1

DEMOSTRAGION.

CASO A.  {p=-1)

Debemos mostrar que:
1. 2": 1
Yimti  iai

(£2) ()25

i=1 F)

Considérese

24.p.g. puede asumirse que f > [|f|{-o0)-
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pero -—-’n"—“-u—" > S =1, de donde }_7.,, (—z—-’—"—‘—a-{-) > n por lo que

ag

) (54

(ia;) B <n (i a.-) ) < ia}'l.

i=1 i=1 =1

O bien:

(Note que la prueba es bastante més general)

cAsO B.  (p<-1)

Porellema 130conr=1ys=-p: 3 0 a? < (E‘_, a.)_ , entonces a.ph-

cando el caso anterior, resulta que: Y 7., < — _ u_, <Y i3 e
(L3} o
n p
=1 0

cAso c. (-1<p<0)

1

Sea b; = af y como } b )1/p <y bl

elevando a la p queda: 30, b; > ( :' 1b,l/") ,es decir: 30 af > (L0, a)".

O

< -1 por el caso anterior: (}_5

2.6 TEOREMA (COMPANERA DE LA DESIGUALDAD DE MINKOWSKI).
Sean (X, §,v) un espacio de probabilidad, fi,...,/n € L;.

(2} Sea p > 1, entonces:
ULANE + -+ Ifall) 2 S Wi+ +o 4 fall

Con igualdad ssi para casi toda z a lo mis alguna f; no se anula en z.

{b) Sea 0 < p < 1, entonces:

(LAIE+ - 4 1al) P 2 s+ + Fallpe

Con igualdad ssi para casi toda z a lo més alguna f; no se anula en z.
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(c) Seap< Oy fi(z) >0 (c.d. rel. v), entonces:

UAlE+ -+ WEalE) TP < Wfi 4o+ Fullpe

DEMOSTRACION.

CASO A. (p>1)

Por el lema 1.30: Vz € X (fi{z) 4+ + fn(2))? 2 fP(z) +---+ f2(z). Entonces:
Jh@E) ot falz))Pdv > [ fP(z)dv+-++ ] f2(z) dv. Y Ia igualdad ocurre ssi
{(fit -+ fu)P = fF +.- + fPy csto sucede ssi para casi toda z a lo més alguna
fi no se anula en z.

cAso B. (0<p<i)

Se demuestra por un argumento anélogo al del caso anterior.

caso ¢. (p<0)

Sea E = {z : fi(z) > 0}, entonces v(X — E) = 0. Y por el lema 2.4: (fi(z) +
<ot ful2))? < f1(z) 4o+ fB(z) Vz € E. De donde: [ fP(z)dv+:+-+[ fu(z)) dv.

2.2 Caso infinito de la Desigualdad de Minkowsk!

Ahora se generalizardn las desigualdades de Minkowski y su compaiiera al casc en el
que el nimero de sumandos es infinito. En genera! las pruebas de dichas desigual-
dades no se basan en los casos finitos, salvo el de la compaiiera de la desigualdad de
Minkowski, que resulta ser una sencilla generalizacién de su respectiva desigualdad
en el caso finito. En realidad las pruebas se basan en dos teoremas debidos a Riesz,
uno para el caso de integrales y otro para el caso de sumas, respectivamente. El
teorema de Riesz para integrales ya fue enunciado en la seccién 1.2, La versién
de dicho teorema expresado para series requiere tener a su vez una versién de la
desigualdad de Holder para series. Dicha versién de la desigualdad de Hélder y del
teorema de Riesz la damos a continuaci6n.

2.6 LEMA (DESIGUALDAD DE HOLDER PARA SUCESIONES).
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{a) Si p > 1y (an), (bn) son sucesiones de nimeros no negativos tales que:
Y6 < ooy Y00, b < +o00, entonces:

oo =) t/p o0 1/q
S anbn < (Zaz) ( b:’,) ,
n=l n=1 1

n=

(b) 8i 0 < p < 1y {(an), (bn) son sucesiones de nfimeros reales no negativos
tales que: b, >0Vny 30 anbn, ¥ oo, b8 < +00, entonces:

oo o0 VP 4 oo 1/q
Y anba > (z ag) (st,) .
n=1 n=1

n=t

En ambos casos la igualdad ocurre ssi 34, B no ambas nulas tales que Aaf, =
B YneN.

DEMOSTRACION.  Sean X =N, § = P(N), v({n}) = s, f(n) = an-2"? y
g{n) = ba - 2™9. Entonces v(X) =1, [ fodv = 52, anbn, [ fPdv = Yonei6b

y [¢%dv = Sone; b2, Entonces el resultado se sigue inmediatamente del corolario

1.21 D

2.7 OBSERVACION, En el corolario anterior el caso p < 0 se reduce al
caso (b) intercambiando los papeles de p y ¢. Nétese que las hipétesis en cada caso
cambian un poco.

2.8 LEMA (CORRESPONDIENTE AL TEOREMA DE F. RIESZ PARA SUCE-
SIONES). Sean (ap) una sucesién de nimeros reales no negativos, 4,8 > 0:

(a) Si p > 0, entonces:
©o oo
Y aB <A ssi Y anb, < 4'/PBYS
n=1 n=l1
¥(b,) sucesién de nimeros reales no negativos tal que Y e, b9 = B.

(b) 8i0 < p < 1, entonces:

-] -]
Eaﬁ > A ssi Zanbn > AYrpl/e

n=1 n=1
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V(bn) sucesién de nimeros reales positivos tal que Y o, b7 = B.

(c) Sip <0y a, >0 VYn, entonces:

fe -] (-]
Y R <A ssi Y anbe 2 AVPBYS
n=1 n=l

-¥(bp) sucesién de mimeros reales no negativos tal que y oo 4% = B.

En los tres casos la igualdad ocurre ssi existe una sucesién (by) con Yoo by = B
tal que 300 | apb, = A/PBY,

DEMOSTRACION.

CASO A, (p>1)

(=) Como 3_p7 a8 < Ay 307, b2 = B, entonces por el lema 2.6 se sigue que:

od
Y anbn < AVPBYS,

n=1

Supéngase que >0k > A, entonces 3m tal que ) ne af > A. Sean
Ve » n= 1 n n=1
BYegr-t

b= e

Vi <myb;=0si1>m,entonces:

ibg= - Pzaq(p—l)-—
n=1

n 1 &

y por otro lado:

BV m
Pontn= St = P Sk

n=1 n—l n

1/p
= pVs (z ag) > BU/agl/p,
n=1

Falta considerar el caso en el que se da la igualdad. De modo similar puede
probarse que: 120 an < A sl 100 | apbp < AMPBYI Wb, tal que 100, b8 = B,
Por lo tanto 3 ... a6, = A ssi exlste una sucesién (b,) con Yoo, b8 = B tal que
apb, = Al/PB/9,

n—l
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cAsoB. (0<p<i)

(=) Sea (b,) una sucesién de nimeros reales positivos tal que Y %0 b = B,
El resultado se concluye del lema 2.8%, (<=) Asumiendo que 0 < Toaiah <Ay
considerando
BY/ag8"!

(Caet °ﬁ)l !

se concluye que .20 | anb, < BY9AYP con 3720 47 = B, Faltando de considerar
para el reciproco tan s6lo el caso en el que 3o, ab = 0. Dicho caso se puede tratar
directamente, pues implica que a, = 0 V¥n. Y haciendo b, = %:—;,1 Wn, Towy b = B
¥ T anbs =0 < AVPBYS,

La igualdad se prueba de manera andloga al caso (a).
CASO C. (p<0)

(=>) Sean (by) una sucesién de nimeros reales no negativos tal que 30, b% =
B. Puede asumirse que Y pv; anbn < +00, como 0 < Y00 B < A < +00, en-
tonces por el lema 2.8 Yo anbn 2 (Lo, czf’,)l/"(g‘r’:=l 83)'/0 > AUPBYA, (<)

pilegr=t
Supéngase que § nw;n > 4, 8can m tal que Jom. 6B > Ay b = E—E-;T":E-)-m,

entonces Y no b =By T anby = BYI(T 2, af,)x/p < BYa4l/p,

La igualdad se prueba de manera andloga al caso {a). D

2.0 TEOREMA (GENERALIZACION DE LA DESIGUALDAD DE meowsm).
Sean (X, §,v) un espacio de probabilidad y (f,) una sucesién de funciones en L7

(2) Sip>1y v, Ifnllp < +oo, entonces:

1S fullo € 3 1l

n=1 n=1

(b) Sio<p<1ly||Yne; fallp < +oo entonces:

1Y falle 2 3 i fnlles
n=1

n=i

3Puede asumirse que 2::1 anbn < ++00, pues de otro modo la conclusién es inmediata,
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(c)Sip<0, fn>0Vny Y o2 |fallp < +00, entonces:

(o] (=]
122 falle < 3 Wallos
n=] n=1

En los tres casos la igualdad ocurre ssi existe una funcién ¢ € E; y para cada
n una constante ¢, tales que f; = ¢, ¢.

DEMOSTRACION.

CASO A.  (p>1)

Sea J = Y.~ | fn, por el teorema de Riesz (teorema 1.24) para el caso p > 1,
resulta que: [JPdv < MP ssi [Jgdv < M Vg tal que [¢%dv = 1. Por el
T.C.M. y la desigualdad de Holder (corolario 1.21) [Jgdv = [} o2 | fagdy =

2 fagdy) ST, ([ 12dn) P (fgr ) = 5% (f fr ).

Nétese que: (f /2, du)l/p <yeLu f,’:du)l/p < 400 ¥m € N, por lo que es
vélido aplicar la desigualdad de Hélder (corolario 1.21 ) sip > 1.

Sea M =322 (ffF du)llp, entonces:
o0 P o0 1/p]P
[[Sn] e ([ ra)"]
n=1 n=1

y la igualdad ocurre ssi g€ L} con [ ¢7dv = 1, tal que

g/f,‘gdu=g(/f}:du>l/p (/deu)l/q,

S [(/5e)" ()" - [ 508] -

n=l

i.e. ssi

Pero la serie consiste de términos no negativos, por lo tanto deben ser idénticamente
nulos, es decir: [ frgdv = (f f£ du)l/p (f g7 du)‘/q ¥n, pero esto sucede ssi fF es
esencialmente proporcional a g7 Vn, i.e. Jc, tal que f, = cnp con ¢ =g¥/P € B:.



46 La Desigualdad de Minkowski

CASO B. (0<p<i)

Sea J = .o, fn, por el teorema de Riesz (teorema 1.24) al caso 0 < p < 1,
resulta que: [JPdy > M ssi [ Jgdy > MY/P g tal que [¢¥dv = 1.

Puede suponerse que +oo > [ Jgdv = [} 7 fag. Y porel T.CM.
o o
/Jgdu:/Ef,,gdu:E/f,,gdu
n=1 n=1%"

£ ([ 5) " (J04)"

Nétese que: [ Jgdv < +00y 0 < [g9dv < +0o por lo que es vélido aplicar la
desigualdad de Hélder (corolario 1.21) con 0 <p < L.

Sea M =30, (ff° du)‘/p. entonces:
) 4 0 i/p1P
/[an} dv > [Z (/f;:@) ,,] ,
n=1 n=1

y la igualdad ocurre ssi dg € B: con [g%dy =1, tal que

g/fngdu=g (/],{’du)llp (/qu,,)l/q’
g[/fngdu— (/f.’.’du)l/p (/g"du)l/q} =0.

Pero la serie consiste de términos no negativos, por lo tanto deben ser idénticamente
nulos, es decir: [ fagdv = (f f2 du)llp (fg?dv) Ve Yn, pero esto sucede ssi fF es
esencialmente proporcional & ¢% Vn, i.e. 3¢y, tal que f = cnp con ¢ =g¥P € E;’ .

i.e. ssi

cAso . (p<0)
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Supéngase que (0 <) [ (302, fu)” dv < +00. Sea J = 302 | fn. por el teo-
rema de Riesz (teorema 1.24) para el caso p < 0, resulta que: [ JPdy < MP ssi
JJgdv > M Vg tal que f¢9dv = 1. Por el T.CM. y la desigualdad de Hélder
(corolario 1.21)

Puede suponerse que +00 > [ Jgdv = [ Yoo | fug.

“A>

/Jgdv=/gfngdv=g(/fnydv>

£ (J )" (]s)”

Nétese que: (f /2, du)l/p <ye.U f,’,’dv)l/p < +00 Vm € N, por lo que es
vélido aplicar la desigualdad de Hélder {corolario 1.21 ) sip > 1.

SeaM =Y ([ fE du)l/p, entonces:

/ [Z:, f,,]" dv < [i (/ fm) x/p]p’

n=1

y la igualdad ocurre ssi 3¢ € E;‘” con fg7dv =1, tal que

5 w5 (] 1) (fos)

B () (fors) "~ 0] o

n=1

i.e. ssi

Pero la serie consiste de términos no negativos, por lo tanto deben ser idénticamente
- nulos, es decir: [ fagdv = ([ f2 du)l/p (g7 du)llq Vn, pero esto sucede ssi fF es
esencialmente proporcional a g7 Vn, i.e. Jep tal que f, = capcon ¢ =g¥/P € E;.

0
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2.10 TEOREMA ( DESIGUALDAD DE MINKOWSKI, p = 1). Sean (X, S,v)
un espacio de medida, p=1,n €Ny f, € L; Vn €N, entonces:

nfif,.ul < fall,

A=l ¥=f

con igualdad ssi ¥i,5 f;f; > 0 (c.d. rel. p).

DEMOSTRACION.  Sea J =Y 7>, fn, por el teorema de Riesz (teorema 1.24)
para el caso p = 1, resulta que: [ Jdu < M ssi J Jgdp < M Vg tal que |jgllo = 1.
Por el T.CM. y s desigualdad de Hélder (corolario 1.21)

/Jyd#=/’§lfnladﬂ=g (/Unlgdﬂ)

< fjl (1ot 1)
i,(/ 'fnl"“) = f;uf..ul.

Sea M = Yo7 || full1, entonces:

/de sz,. <annu,.

n=1

La igualdad ocurre ssi [ |} oo J’f,. dp=Y o, flf,,|d/1 I, ]f,,ldu (Por
el TC’M) ssi f('zn—l f"l - Zn—l If"n d[l. = 0 ssi IZn:l f"l = Z =1 Ifnl’ sﬁ

" fafm Z0Vn,m {cd. rel. v}.

2.11 TEOREMA { DESIGUALDAD DE MINKOWSKI, p = 0). Sean (X, S,v)
un espacio de medida, p=1, fi € L3 vy || T3, fillo < 400, entonces:

lef:llo < lIZf.IIo,

i=1

con igualdad ssi Vi f; es proporcional a la suma de las otras (c.d. rel. g).
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DEMOSTRACION.  Como exp [ log(3"{2, f) dv < +o0, entonces

00
/log(E fi) dv < +o0.
f=1
Supéngase que || 372, fillo > 0, entonces 0 < Y02, fi < +0o (c.d. rel. v). Sea
gi= . De donde
oy f8
0 ©o
2 loillo < 3 llalls =1, (2.2)
=1 i=1
pero:
[ ]
Zizy loillo
gillo = = <
Ylsde= V|52 5], = 15520 <

Entonces Y 2, llgillo < || Z,-___l g;]]o. Con igualdad ssi la igualdad se da en (2.2),
pero como V¢ 0 < |lgillo < lgills, asf pues la igualdad debe verificarse término a
término, entonces la igualdad se da ssi [|gsfjo = |lg:]]1 V5, esto se da (teorema 1.18)

ssi g; = [lgills (c.d. rel. v) ssi f; = ”24*.7 '1 ¥ i []

2.12 TEOREMA (DESIGUALDAD DE MINKOWSKI, p = +o0). Sean
(X, 8,v) un espacio de medida:

(8) Si fi € Loo Vi, entonces Y 02, fi € Loo ¥ ademds:

A BESN I7
=1 =1

con igualdad ssi Ve > 0 3B, € §, tal que v(E,) > 0y Y12, filz) > 0oy I filloo —¢
Vz € E,.
() Si fi 20y 12, fill oo < +o0, entonces:

Sl 22 Ull-e

i=1 —oa =1

o

con igualdad ssi Ve > 0 3E, € 8, tal que v(E,) > 0y Yoio; fi(z) < 132, Ifill-cot€
Vz € E,.
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DEMOSTRACION.
(8) 1 0=, filloo € Liey Milloo € X2, Ifilloo Yn. Entonces:

PINL BEP PV

=1

La igualdad se demuestra de manera anéloga al caso finito.

(b)Y H 2 fill-oo 2 1y fill—oo = Toioy Hfill o0 ¥n. Entonces:

Zf.‘

i=t

> Y |lfill-cor

=1

La igualdad se demuestra de manera andloga al caso finito. D

213 LEMA, Sea0<r<sya;>0,tal que (372, af)l/' < +o00, entonces:

(£)" <54

con igualdad ssi a lo m#s una de las a; es no nula.

DEMOSTRACION.  Como en el caso finito. (Ver 1.30) D

2.14 TEOREMA (COMPANERA DE LA DESIGUALDAD DE MINKOWSKI).
Sean (X, §,v) un espacio de probabilidad, f; € E;,“ Vi,

(a) Sea p > 1, entonces:

00

Sk

=1

)

P

0 /p

con igualdad ssi para casi toda z, 2 lo més alguna f; no se anula en z.
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(b) Sea 0 < p < 1, entonces:

(i uf.-n::) "

i=l

Zf.

i=1

con igualdad ssi para casi toda z, a lo més alguna f.- no se anula en z,

{c) Seap <0y fi(z) >0 (c.d. rel. v}, entonces:

(f: uf.-u:) " Zf.

i=1 i=l

DEMOSTRACION. La demostracién es completamente andloga al caso finito.

Vale la pena observar que en el caso p = 1, 1a compaiiera de la desigualdad de
Minkowski coincide con |a misma desigualdad de Minkowski. Y que no hay versién
de la compaiiera de la desigualdad de Minkowski en los casos p = 0, to00.

Para Ia siguiente desigualdad debe considerarse || ||, como la norma p en £, es

decir [|(za)llp = (5%, 28)'/P. Nétese que dichs desigualdad tiene clerto parecido
con la desigualdad de Minkowski, sl se intercambian los papeles de suma e integral,

2.15 TEOREMA. Sean (X, S,v) un espacio de probabilidad y (fa) una
sucesién de funciones en (.

(8) Sip> 1y [li(fa)llpdv < +oo, entonces:

(/)] < frcp e

(b) Si0<p <iyl|(f /ady)lp < +oo, entonces:

“(f o) 2 J IR

{c) Sip <0, fa(z) >0 (c.d. rel. v) Vn y [ [{(fa)llp dv < +00, entonces:

([ )], < [ 150
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En los tres casos la igualdad ocurre ssi existen una funcién ¢ € .C; y para cada
n existe una constante ¢, tales que f, = c,d Vn €N,

DEMOSTRACION,

CASO A. p>1)

Sea Jo = [ fadv < [I5°50, fR]HYPdy < 400, Como [[Yon, fE]VPdv < +o0
¥ fn'2 0, entonces existe E C S, v(X - E) =0, tal que ¥, f2(z) < +oo Vz € E.

Por el lema 2.8 aplicado al caso p > 1, Yoo | JE =< MPssi 5o Juby < M
V(by,) sucesién de nimeros reales negativos tal que Z =1 0% = 1, pero porel T.C.M.
y por el lema 2.6

Sea M = [ (300, /8) l/p dv, entonces Y oo, JB < MP, ie:

g[ffndu]ps lf [érﬁ}wdu]p,
S]] < (£

La igualdad ocurre ssi 3(b,) con Y_po, b8 =1 tal que

o bien:

. . 1/9 / 0o 1/p
= 4 dv,
[ S (Sn) ()

ie. ssi E:.;l bnfn = (}::;1 53)”“(2;”:1 fg)l/p-
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Y por el lema 2.8 esto sucede ssi las sucesiones (b,) y (f(z)) son proporcionales
{c.d. rel. v}, i.e. ssi existe una constante que depende de z, llimese ¢(z), tal que
()b = fa(x) (c.d. rel. v).

CAS0 B. (0<p<y)

Sean Jy = [ fadv < [5202, ([ fa dvP]'/P < +00. Por el lema {2.8] aplicado al
caso 0 < p < 1: 102, JB > M Vb,) tal que 377, 8% = 1, pero por el T.C.M. y
por el lema 2.6%;

S bl = f:b.,/f..dn/fb,f,.du

()5

/(5"

Sea M = [ (5%, f2)'/? dv, entonces:

Bl ][5«

La igualdad ocurre ssi 3(b,) con Y00, b9 =1 tal que

) 00 19 / o 1/p
/ Y bufady = f (E bx) (Z f,‘.’) dv,
n=1 n=t n=1

y por el lema 2.6 esto sucede ssi las sucesiones (b,) ¥ (fu(z)) son proporcionales
(c.d. rel. v}, i.e. ssi existe una constante que depende de z, lldmese ¢(z), tal que

#(z}bn = fa(z) (c.d. rel. v).

CASO C. (p<0)

o0

neq Ondn < -+oo pues de otro modo la conclusién es inmediata.

4 Puede asumitse que by
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Sea Jy = [ fadv < +0o (pues f, € L), Como [[Tr, fA]/Pdy < 400y
fn 2 0 Vn, entonces existe E C S, v(X — E) = 0, tal que 3o, fP(z) < +oo0
Vz€E.

Por el lema 2.8 aplicado al caso p < 0, 100 J& < MP ssi 300 Jub, 2 M
V(b,) sucesién de nimeros reales negativos tal que Z b8 =1, pero por el T.C.M.
y por ¢l lema 2.65;

i =§ /Ef"du=/ibn/"du

(5 L)

n=1

) (i ,g) "

Sea M = [ (30, f,‘,’)llp dv, entonces Y po, JP < MP, ie:

Sl/nel <|f [«
:

l: [/ In du} P} / Li::l f,‘,’}l dv.

=1
La igualdad ocurre ssi 3(b,) con Yoo, b7 = 1 tal que

- S 9)1/9 3 pyl/p
/an;lb,.f,.du /E(f\;lbn) (n;f,,) dv,

i.e. ssi Z:o—_q bufn = (Z?:l b?‘)l/q(z:il fr’:)l/p-

Y por el lema 2.6 esto sucede ssi las sucesiones (b,) y (fn(z)) son proporcionales
(c.d. rel. v), i.e. ssi existe una constante que depende de z, lldmese ¢(z), tal que

é(x)bn = fu(z) (c.d. rel. v).

o bien:

5 Puede asumirse que E;‘”:x bpJn < 400 pues de otro modo la conclusién es inmediata.
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3.3 Funclones de dos Varlables

Ahora se considerarén aplicaciones de la desigualdad de Holder a las funciones de
dos varibales. Los dos siguientes teoremas requieren, ademés de algunos resultados
enteriormente enunciados, del teorema de Tonelli%. El primero de estos teoremas se

puede ver como la versién integral de la desigualdad de Minkowski en la que 3 se
recmplaza con [ en la segunda variable (i.e. respecto de v;).

2.18 TEOREMA. Sean (X, S5y,v1) y (Y, S2,v3) dos espacios de probabilidad
y[: XxY —Rt*:

(2) Sip> 1y f estal que [([ fP(z,y) dv1)"/Pdvy < +00, entonces:

(1) )] () o

(b) Sio<p<1ly festal que [(f f(z,y) dv3)P diy < +00, entonces:

(f ([ remaa) @) 2 [ ([ Penan)” o

(c) Sip< 0y f estal que [(f fP(z,y) dv1)!/P du; < +0o, entonces:

([ (e )< ([ ) o

En los tres casos la igualdad ocurre ssi 3¢, tales que f(z,y) = #(z)¥(y), ie.
ssi f(z,y) es de variables separadas,

DEMOSTRACION.
CASO A. (p>1)

Sea J(z) = [ f(=z,y)dva, entonces [ JPdy; < MP ssi [Jgdyy < M Vg >
0 tal que [¢?dv; = 1. Como [(f fP(z,y)dv1)!/Pdvs < +oo, entonces IE con

€ Ver [Bat}
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v(X — E) =0 tal que (f fP(z,y) d))"/P < +00 Yy € E. Por el teorema de Tonelli
y la desigualdad de Holder (corolario 1.21):

[ 1980 = [ (st2) [ rtzus) dvn) av

=//Eg(z)f(z,y) dvq dy, =/;}/g(z)f(z,y) dvy dv,

</ ( [ dl’x>w (f s dul)w vy
=/(/ #(z,3) dzq)l/p dvs.

Sea M = [(f fP(z,y) dv,)"/P dvy, entonces:

(/( f=) d"‘)p d"z)l/p < / (/f"(x.y) dul>l/P dvy,

y por hipétesis es finito el segundo miembro de la desigualdad. La igualdad se da
ssi Ig con [ g9dv = 1, tal que:

[ [ @ vista amsaw, = [ ( [ e dw)w ( [ stare dul)w din,

lo cual sucede ssi:

[ f(2,5)9(z) dvr =, < / 17(z,1) du.)w ( / o*(z) dul)l/q,

y esto tGltimo a su vez sucede ssi fP es esencialmente proporcional a g7 (c.d. rel. 1),
o lo que es lo mismo, si para casi toda y existen un par de constantes p(y) y o(y)
no ambas nulas, tales que p{y)f*(z,y) = o(y)g?{z) para casi toda z. Si p(y) =0
para alguna y para la cual la igualdad anterior se cumple, entonces ¢ serfa nula,
lo cual es falso. Por lo tanto p(y) > 0 para teles y, y asf f(z,y) = é(z)¥(y), con
$p=giPrec ﬂ;' y ¥ = (0/p)*/? para casi toda y.

cAsoB. (0<p<l)

Sea J(z) = [ f(z,y) dvs, entonces [ JPdvy > MPssi [ Jgdyy > M Vg >0 tal
que [g%dy, = 1.
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Puede suponerse que [ Jgdu, < +o0o. Por el teorema de Tonelli y la desigualdad
de Holder (corolario 1.21):

/Jg dyy =/ (g(z)/f(z,y) du,) dyy

=//g(z)f(z,y) dvy duy =//g(z)f(2.y) dvy dvy

?./ (/ [P(z,y) de) v (/ ¢%(z) d"x) v dv
| =/ (/fp(z'!l)dvx)l/p dv;.

Sea M = [(f f?(z,y) dv1)"/P dus, entonces:

(/ (roma) )" (] ) o

y por hipétesis es finito el primer miembro de la desigualdad. La igualdad se da ssi
Jgcon [¢¥dv = 1, tal que:

[ [ rens@anan = [ ([ rlema) v (f ola)? in) Y

lo cual sucede ssi:

[ sty an = ([ raman)” ([ o),

y esto Gltimo a su vez sucede ssi fP es esencialmente proporcional a ¢ (c.d. rel. v3),
o lo que es lo mismo, si para casi toda y existen un par de constantes p(y) y o(y)
no ambas nulas, tales que p(y) fP(z,y) = o(y)g9(z) para casi toda z. Sip(y) =0
para alguna y para la cual la igualdad anterior se cumple, entonces g serfa nula,
lo cual es falso. Por lo tanto p(y) > 0 para tales y, y asf f(z,y) = ¢(z)¥(y), con
¢=gVP e L}y ¢ =(0/p)!/P para casi toda y.

caso ¢c.  (p<1)

Sea J(z) = [ f(z,y)dvs. Como [([ f(z,y)dv)"/Pdy; < +oo, entonces:
3E CY con v(Y ~ E) = 0 tal que (f f?(z,y) d1y)"/9 < +oo Vy € E.
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Por otro lado, [ JPdy; < MPssi [ Jgdy, > M Vg > 0 tal que [ ¢%dy, = 1.
Puede suponerse que [ Jgdv, < +0o. Por el teorema de Tonelli y la desigualdad
de Holder (corolario 1.21):

/Jgdul =/ (g(x)/[(z,y) dl’z) dvy
// z) f(z,y) dvadvy = / / (z)f(z,v) dvy dvq

/ ([f” (z,y) du,>w (/go( )du,) dvy
- [ ([ rewan)” a

Sea M = [([ fP(z,y) dv1)'/Pdvs, entonces:

(1 ([ o) )" (] o) "

y por hipétesis es finito el segundo miembro de la desigualdad. La igualdad se da
s5i 3g con [ g9dv = 1, tal que:

[ [ 1@ anan = [ ([ 7 dul)l/p (/ g(x)wul)”q dn,

lo cual sucede ssi:

[ twvat@) dn =, ([ 17(z)an) I/P ([ dul)w,

y esto tltimo a su vez sucede ssi fP es esencialmente proporcional a g7 (c.d. rel. v3),
o lo que es lo mismo, si para casi toda y existen un par de constantes p(y) y o(y)
no ambas nulas, tales que £(y) f?(z,y) = o(y)g?(x) para casi toda z. Si p(y) =

para alguna y para la cual la igualdad anterior se cumple, entonces ¢ serfa nula,
lo cual es falso. Por lo tanto p(y) > 0 para tales y, y ast f(z,y) = ¢(z)¥(y), con

¢=gYPe L}y =(0/p)"/P para casi toda y.

2.17 COROLARIO.  Sean (X, Sy, v1) y (Y, S3,v3) dos espacios de probabilidad
yf:XxY =Rt rs€eR.
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(a) Sio<r<sy [(f f*(z,y) dvy)"/* dvs < +00, entonces:

( / ( [y du,)'/r d"l)l/' ) ( | ( [ e dux)'/' du,)

(b)Y Sir<s<0y [(f f*(z,y) dv)"/* dv; < +00, entonces:

(/ (/ M) d”’)a/' d"l) ‘ 2 ( / ( / f*(z.y) dul)r/. du,)

(c)Sir<0<sy0< [(f [ (z,y)dv1)*" dvy < +c0, entonces:

([rene) o) <[ ([ rene)" )

En los tres casos la igualdad ocurre ssi 3¢, 1 tales que f(z,4) = ¢(z)¥(y), ie.
ssi f(z,y) es de variables separadas.

i/r
1/

1/r

1 1/r

DEMOSTRACION. Aplicar el teorema 2.18 & 8/r = p y F(z,y) = f"(z,y). D



CAPITULO IO

Convexidad

En este capitulo se introduce de manera formal el concepto de convexidad,
aunque ya nos lo habfamos encontrado en la seccién 1.3 algunas de sus propiedades.
También se ha de estudiar el concepto de funcién convexa de punto medio.,

3.1 Convexidad

Del estudio de las funciones convexas pueden obtenerse resultados interesantes y
evidentemente, bastante itiles. Por ejemplo, como se verd mds adelante, mediante
una simple aplicacién de la desigualdad de Jensen se puede concluir que ||f{ls <
[Ifll1, ¥ también se pueden dar las condiciones para la igualdad.

Esta seccién estd dedicada al estudio de las propiedades de las funciones con-
vexas, como lo son su continuidad, diferenciabilidad, etc. También se propor-
cionardn dos versiones de la desigualdad de Jensen.

Comencemos por definir este importante concepto.

3.1 DEFINICION (CONVEXIDAD). . Sean I un intervalo abjerto de R y
@ + I = R una funcién. Se dice que ¢ es convexa en I si Va < b en I, el segmento
de recta que une el punto (a,y(a)) con el punto (b,¢(b)) nunca queda por debajo
de la gréfica de la funcién en el intervalo (a,b).

Otras caracterizaciones de este hecho son:

(a)
p(th+ (1 —t)a) < tp(b) + (1 — t)p(a), (3.1)

vt € (0,1).
61
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b-a
de la recta que pasa por (a,(a)} y (b,%(b)), entonces la definicién dice que:
L{z) > p(z) Vz € (a,b). Es decir que Yz € (a,)):

(b) Como L(z) = S"-G'-},—"_—a“ﬂﬁ)-(:t: ~a) + p(a) = 4=26) (2 _p) 4 p(b) es la ecuacién

go(bz - f(a) > so(zi - f(a) (3.2)
o bien:
go(bl)J = f(a) < so(zi - bw(b) (3.3)

(c) Resumiendo los casos anteriores, resulta la siguiente caracterizacién: ¢ es con-
vexa en [ ssi Va <z < ben I, se tiene:

e(z) —ela) . pb) - wl) < p(b

v(z)
z—-a ~ b-u ' (3.4)

)-
b-=z

Y este hecho se ilustra en la figura 3.1.

Figura 8.1 Ilustracién del comportamiento de las
secantes a una curva que representa una funcién con-
vexa.

3.2 OBSERVACION. Sea z € I, entonces si oy < & L 1y < Iy, por la
caracterizacién (c) se deduce que si  es convexa, entonces
p(m) - (z)  plz) —p(3)  p(za) - pl2)
o—-1r T I;—z = zy~z
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por lo cual ﬂﬂ'}‘l"—@ decrece cuando h decrece y ademds esta acotada inferior-
mente por ﬂ(’%g{-riﬂ Por lo que el siguiente limite existe Yz € I y es decreciente:

lim oz +h)— ga(::)'
hlo+ h

a dicho l{mite se le llama la derivada por la derecha de v en z y lo denotaremos
por D*p(z).

Anélogamente se define la derivada por la izquierda de © en z, denotada por
D~ p(z), como el siguiente limite creciente:

i plzth) = plz)
woe b

Obsérvese que: DVp(z) = inf {ﬂi')—:-f—(ﬂ} y D~ p(z) = sup {ﬂf%%’lﬂ} por ser
z<x y<z
lfmites decreciente y creciente respectivamente.

Sea z > z, entonces por la desigualdad (3.4) Yy < z,

p(z) - p(y) . p(2) - »(z)

— ¥

-y z—-zx
de donde
- p(z) - o(3)
P I AR Sl |
D7p(z) s = ——
y esto Vz > z, por lo que:
D™ p(z) < Dtop(z). (3.5)

Més atin, D~ y D% son funciones no decrecientes, Veamos por ejemplo que
D*p es no decreciente. Sea = < y, entonces:

L felz)=e(@)) L oely) —el(z) _ ely) ~ e(w)
DHla) = inf {PELZEE} L2 LW =000) 1, 5
entonces: ( ) ( )
o(y) —e(w) | _
D*p(z) < :;fy { o— } = D%p(y).

Anélogamente se prueba que D™ es no decreciente.
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Como D*p y D~p son no decrecientes, entonces son continuas salvo a lo mds
en un conjunto numerable de puntos. Sea r un punto de continuidad de D~ y
z>z,entonces 8i z < w < 2

prp< PlEl=el) el ele) oo

Como z es un punto de continuidad de D™y, entonces D~ p(z) < Dtp(z) <
lim D~(z) = D™ p(z). Entonces, D-p(z) = D*p(z) y por lo tanto ' existe
slst

(c.d. rel. }).

Para concluir con el estudio de la diferenciabilidad de las funciones convexas se
establecerdn las definiciones de la primera y segunda derivada simétrica. Por otro
lado la segunda derivada simétrica proporciona condiciones necesarias y suficientes
para que una funcién sea continua, como se verd mds adelante. (corolario 3.15 ).

3.3 DEFINICION (PRIMERA Y SEGUNDA DERIVADA SIMETRICA). Sen
@ : I — R, I un intervalo abierto de R, z € I, se definen la primera derivada
simétrica superior e inferior, como el limite superior e inferior de:
p(z +h) - p(z~h)
2h

cuando h — 0%, Denotadas Dp(z) y D,(z) respectivamente.

Y se define la segunda derivada simétrica superior e inferior como el limite
superior e inferior de:
ez +h) + oz - h) - 20(z)
FX]
cuando h — 0% denotadas Dyp(z) y Doip(z) respectivamente.

3.4 OBSERVACION. Es evidente que si p’(z) existe, entonces Dyp(z) =
D,p(z). Supéngase que p"'(z) existe. Sean f(t) = o(z +t) + oz —t), g(t) = %,
a=0yb=h. Dedonde [{b) - f(a) = w(z+h)+p(z—h)—2p(z), g(b) — g(a) = h?
['(t) =o' (z+t) ~ ' (z—t) y ¢'(t) = 2¢. Por el teorema del valor medio de Cauchy*
existe k € (0,4) tal que:

p(z+h)+p(z-h)-20(z) o'(x+k)-p'(z-k

h? 2k

1Sean 1,9 € C1(0,8) entonces 3z € (a,5) tal que (/(8) ~ /(a))g'(z) = (9(8) ~ gla}) S (2).
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El cual tiende a " (z) cuando k — 0. Asf que si ©"(z) existe entonces, Dyp(z) =

Dyp(z) = p"(z). Andlogamente con [ﬂﬂ:ﬁ\‘}(.‘:_'ln.
3.5 LEMA. Sea i : R — R convexa, entonces ¢ es continua.

DEMOSTRACION.

Sea zo € R fijo. Basta probar que 3IM = M(zo) y § > 0 tal que 8i |z — z¢| < 6
entonces |p(z) — p(zo)| < Mlz ~ zo|.

Sea My = M (o) = max{|D*p(zo)|, [D~p(z0)|}. Como

D*ol(zo) = lim 21 = p(z0)

hlot h

D-tp(xo) = lim .‘P_(iqi_}_l_’)::_‘{i(io_)_.
hto-

a) Asf pues 36, > 0 tal que si 0 < zg — z < §), entonces:

- p(zo) - p(z)
LY TR e My,
D~ p(z0) P <M
por lo que:
plz) —o(=)| \D~o(z0)| < My,
Ig— T
lo cual implica que:
‘p(IO) - So(z) < le.
Io—<T

b) Y también 36; > 0 tal que si 0 < z — zg < §;, entonces:

D*p(zo) - plz) ~p(zo) | My,
r—2Zo
por lo que:
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lo cual implica que:

REETCIPPN

Xg—Z%

Sea M = 2M, y § = min{6;,52}. (]

Observese que sc ha probado que o satisface una condicién de Lipchitz de orden
1 en intervalos cerrados propios.

3.6 LEMA. Sea p : R — R convexa no constante, entonces existen m,n € R
tales que ©(z) > mz +n Yz € R con m # 0. (La recta con ccuacién y = mz + n, se
llama una recta soporte para ©).

DEMOSTRACION. Como i no es constante, entonces Ja,b € R tales que
a<by p(a) # p(b).

CASO A.  (p(a) < (b))

Entonces:
el = 2(@) < p=p(t) < D*p(s).
Ademis
E(ia).:___fﬁ’l > D*p(b) (vz > b)
Y
_Vi?__;@ < D=p(b) < D*plb). (V2 < b)

En ambos casos ¢(z) > Dtp(b)(z—1b)+p(b). En este caso el{jase m = D*p(b) > 0
y n=p(b) —b-D*p(b).

cAs0 B.  (p(a) < (b))

Entonces:
0> —-(jl)’—_-_—f(-ﬂ > D*pla) 2 D™ p(a).
Ademiés
) =eld) ¢ pup) (V= < o)

r—a
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_vp_(x:‘):__:t:_(a)_ > D*p(a) > D7p(a). (Vz > a)

En ambos casos p(z) > D~p(a)(z—a)+p(a). En este caso clfjase m = D~ p(a) < 0
yn=p(s) —a:D p(a).

3.7 LEMA. Sea v : R — R convexa, entonces 3M € R tal que: Vz > M, © es
no decreciente o p es no creciente (i.e.  es monétona).

DEMOSTRAGION.

CASO A. ( Az > 0 tal que p(0) < p(z))

Se afirma que p es no creciente para = > 0. En efecto, supéngase que 3z < x3
mayores que cero tales que p(z;) < p(z;3). Seaz > z3 > 0, entonces por convexidad
de p:

p(z3) - o(z1)

) 2 —————(

p— z—z3) + (z1)

o(z

Y para
> v(0) — p(z1)
~ p(z3) —o(z1)

v(z) 2 ¢(0), lo que contradice nuestra hipétesis. De donde debe tenerse necesari-
amente que p(z3) < p(z1).

(z2—z1) +z2 230 -

CAS0 B. {3z > 0 tal que »(0) < p(z0})

Afirmacién ¢ es no decreciente para £ > zp. En efecto, sean 29 € 21 < 23
entonces por convexidad de !

(1) —0(0)  e(z2) - ¢(0)
T - T3 ’
entonces: z
p(z1) —p(0) < ;f(w(zz) - ©(0)) < p(za) - #(0),
pues £ <1, de donde e(z1) £ p(z2). ' D

3.8 LEMA ( ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONVEXAS).



68 Convexidad

(a) Sea {a} una coleccién de funciones convexas (i, : (a,b) — R), entonces
BUp Pq = €8 convexa.

(b) Sean ()32, una sucesién de funciones convexasy p = lim p,, entonces

n—oo
{ c8 convexa.

(c) Sean w convexa en (a,b). 4 convexa, no decreciente y cuyo dominio estd
contenido en el rango de o, entonces ¢ o p es convexa en (a,b).

(d) Sea © : (a,b) — R positiva. Silogp es convexa, entonces ¢ es convexa.

(e) Sean I C R un intervalo abierto y ¢ : I — R una funcién convexa, entonces
¢ € Lip,([a, 8]), para todo subintervalo cerrado [a,b] de I.

DEMOSTRACION.

{e) Sean c,d € (a,b) y t € (0,1). Hay que demostrar que p(tc + (1 —t)d) <
to(c) + (1 — t)p(d). Como Ve p, es convexa, entonces:

Palte+ (1~ 1)d) S tpa(e) + (1 = )pa(d)
< tp(e) + (1 - t)p(d) (Va)
entonces:
p(te+ (1~ t)d) < tpfe) + (1 = t)p(d)

(b) Sean ¢,d € (a,b) y t € (0,1) entonces

pnlte+ (1 —t)d) < ton(c) + (1 —thon(d) (Vne N)
entonces:
p(te+ (1-t)d) = lim Palte + (1 - t)d)
< lim (ton(e) + (1 = t)oa(d)
= lim tp,(e) + (1) lim ¢on (d))

= tp(c) + (1 - )e(d)

(c) Como p es convexa p(tc+ (1 — t)d) < tp(c) + (1 - t)p(d). Como 3 es no
decreciente:

Ylp(te + (1~ t)d) < P(te(c) + (1 - the(d))
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y como 1) e8 convexa:

Youp(te+ (1 -1)d) < thop(e) + (1 - ) 0 p(d)

(d) Sean ¢,d € (a,b), t € (0,1) y p tales que log p es convexa en (g, b), entonces:

logip(te+ (1 —t)d) < tlogp(c) + (1 — t) log p(d)
entonces:
p(te+ (1 —t)d) < expltlogp(c) + (1 — t) log p(d)]
= lp(e))'l (@)1

Y como la media geométrica es menor que la media aritmética, [p(c)]t{p(d)}1~" <
tp(c) + (1 — t)p(d), de donde:

plte + (1~ t)d) < tplc) + (1 —t)p(d).

(e) Como D*p(a) < p(’l::’(“) < @(v‘)’:fkl < ﬂé&-‘_’—‘}(ﬁ <D p(b)Va<z <
y < b Sea M = max{|D*p(a)|,|]D"¢(b)|}. Entonces: —M < —|Dtp(a)| <
D*pla) € l—‘%—:—fm < D p(d) < |D(b)] < M. Va < z <y < b. Por lo que:

'ﬂ%{ig < M. Entonces: p € Lip,({a, b}). D

3.9 OBSERVACION.

(a) En el caso (c) del lems 3.8, no basta con que y sea convexa, debe ser ademés
no decreciente, v.gr. 5i ¢(z) = —z y p(z) = z?, Yo p(z) = —z? on es convexa, ain
cuando ¢ y ©(z) lo son, pues ¢ es decreciente.

(b) Para ver que el reciproco del caso (d) del lema 3.8 considérese p(z) = z?,

la cual es convexa y sin embargo log¢(z) = 2log(z) no lo es.

A continuacién se proporcionardn dos pruebas de la desigualdad de Jensen. La
primera apela al teorema de Taylor y requiere que la funcién convexa posea segunda
derivada positiva. La segunda prueba no requiere més que el hecho de que la funcién
en cuestién se convexa. A pesar de que la segunda prueba es mis general, no da
condiciones exactas para la igualdad, cosa que la primera si, por eso resulta ser 1til.

3.10 TEOREMA (DESIGUALDAD DE JENSEN, PRIMERA VERSION). Sean
a,f € R, (X, S,v) un espacio de probabilidad, f : X — R tal que a < f(z)} < g
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{cd. rel. ¥) y o : (a,f) — Rtal que p”(t) >0Vt € (a,8) y [po fdv < +00.

Entonces
0 (/fdu) < [etna

con igualdad ssi f = C (C €R).

DEMOSTRACION. Nétese que [p(f)dv tiene sentido pues ¢ es continua
(entonces es Borel-medible) y f es medible.

CASO A. (ffdv < +00)
En tal caso f(z) < +oo {c.d. rel. v),
Sea J = [ fdv < oo, entonces a < J < B. Sea z € X tal que f(z) < +o0.

Aplicando el desarrollo de Taylor, hasta el segundo término, a p alrededor de J. se
tiene que:

el1(=)) = o) + (f(z) = D)e'(9) + 5(7(2) = 91" ()

con y entre f{z} y J y por lo tanto & < g < . Integrando ambos lados resuita:

[etn=re(f rar) + 3o [0 - 97 a0

y asf que [ p(f) dv > ([ f dv) con igualdad ssi " (n) f(f(z) — J)*dv = 0, pero
©" (1) > 0 pues p € («, B). Por lo tanto la igualdad ocurre ssi f = J.

cAso B.  (f fdv = +c0)

Sea fn = f A n, entonces por el caso anterior

p ( / fn dV) < f ©(fn) dv. (3.8)

Por el Lema 3.7 i es monétona en una vecindad de +oo por lo tanto & partir de una
N €N, si n 2 N entonces F, = p{f,) es una sucesién monétona. Si es monétona
creciente por el T.C.M.:

lim [ Fydv={ lim Fpdv

n—oo n—oo
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Si es monétona decreciente, como p(f) < F,, < Fy y w(f), Fx € L1, se sigue del
T.C.D.L. que:

lim [ Fadv= [ lim Fndv,

n-—oco n~—o00

tim [ (fn)dv = /"lixl:op(f,,) du=/ga(f)du<+oo.

n-—+00
Por el T.CM. y que i es finalmente monétona p{+o00) = lim ¢(z) existe siendo
. T—e 0O
o'no finito. Pasando al lfmite en (3.6) resulta que:

¢=(+°°)=P(/fdt') < /so(f) < +oo0.

Ahora se demostrar4 el caso de la igualdad.

(<) Supéngase que f = C. Entonces 3E € § con v(X — E) = 0 tal que
f(z) =C Vz € E, entonces: p ([ fdv) = o ([ dv) =p(c) = [go(f) dv.

(=>) Suéngase que

otrea) = ([ 180) = [eln v

por lo que [(p(+00) ~ p(f)) dv = 0 como ¢ es finalmente monétona, entonces
p(+00) — (f) es no negativa o no positiva Vz € X, con lo cual p(+00) = (/).

casoc. ([ fdv=-x)

Se demuestra de manera anédloga al caso anterior. D

3.11 DISCUSION. En el teorema anterior no es posible que [ f dv no exista
¥ que [ o(f)dv < +00. En efecto, supongamos que [ o(f) dv < +oo y que [ fdv
no existe. Esto dltimo implica que [ f* dv = +co, entonces:

/A o(f)dv <400 VAES. (3.7)
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Por el lema 3.6 3m # 0, n € R tal que p(z) > mz + n. Supbngase que m > 0,

entonces:
[ o= et
{1(x)>0) {£+(s)>0}

>m frdv+n.v({ft(z) > 0}).
{*(x)>0}

Pero f(!*(:)>o) [rtdv = 400, .. f(l(¢)>0) ©(f)dv = +oo, lo que contradice a
(3.7). Andlogamente si m < 0. D

§i tomamos p(t) = — logt entonces exp (flog f) < [ fdv,ie. |[flo < Iflh ¥
para p(t) = tlogt (p"(t) > O V¢ > 0) resulta que Vf >0

/ fdv<exp [f ff"}“d{, d"] (3.8)
con igualdad ssi f = C.

3.12 TEOREMA (DESIGUALDAD DE JENSEN, SEGUNDA VERSION).  Sean
¢ convexa (X, S,V) un espacio de probabilidad y f € £;(v), entonces:

/so(f)dvz¢(/de>

DEMOSTRACION.  Sea zo fija, sea A € [D~p(z0), D¥p(z0)] entonces p(z) >
w(zo) + A(z — 20), VZER

SiM=[fdvy e [D p(M),D*o(M)] tenemos: ©(f) > ([ fdv) + A(f ~
J f dv) e integrando se obtiene que [ o(f) = o([ fdv). '

Para la desigualdad de Jensen en su forma general no hay condiciones para la
igualdad, como lo ilustra el siguiente ejemplo:

3.13 EJEMPLO. Sean X =R, § = Bg, v = A (la medida de Lebesgue) y
©(z) = |z|. Sea f € M*(X,S), entonces [ f dX > 0, entonces: p(f fd\) = [ fdA =
f »(f) d) y sin embargo f puede bien no ser una funcién constante (c.d. rel. A).

A continuacién estableceremos condiciones necesarias y suficientes para que una
funcién sea convexa.
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3.14 LEMA. Sea i : (a,b) ~ R, continua. Entonces ¢ es convexa ssi no
existen o, 8 € R tales que p(z) + az + f tenga un méximo relativo propio? en el
interior de (a,b).

DEMOSTRACION, (=) Supéngase que ¢ convexa, como la suma de convexas
es convexa, entonces Y(z, a, ) = p(z) +az+ £ s convexa Va, # fjas. Supongamos
que Ja, B tales que ¥(z, a, B) tiene un méximo relativo propio en el interior de (a,3),
entonces Ja < a' < b < &y 29 € (a',}'), tal que Y(zo) > ¥(z) Vz € [a’,b'] — {x0}.

Por lo que
¥(zo) — ¥(a') _ ¥(¥') - ¥(a')
> .
zo —a' ¥ —af
Lo que contradice la convexidad de ¢.

(=) Supéngase que p no es convexa, entonces Izp y a < a' < V' < b tal que
p(z0) > U(zo), con £ la ecuacién de Ia recta que une (a',(a')) con (8',p(d'})). Por
continuidad 3(ay,8;) C {a',d') tal que zo € (a1,b1}, (v — §(z) > 0 Vz € (a1, b1) ¥
tal que p(a;) = p(b;) = 0. Como ¢ — ¢ es continua, entonces alcanza su miximo
en [ay,by] y como o~ £> Oen {a1,8) y ©(a1) = p(by) =0, entonces o — £ alcanza

su méximo en (ay, by).
La condicién de que ¢ sea continua es necesaria como se verf posteriormente

en la observacién 3.24.

3.15 COROLARIO. Una condicién necesaria y suficiente para que una funcién
p(z) continua sea convexa en (a,b) es que Dyp(x) 2> 0 en dicho intervalo.

DEMOSTRACION. (=) Sean z € (a,8) y & > 0 tal que (z—h,z+h) C (a,b).
Entonces p(z+h) +p(z — h) — 2p(z) = {p(z +h) — p(z)} - {o(z) - p(z - h)} 2 0,
pues o es convexa. Entonces Dyp(z) > 0.

(+)

CASO A.  (D3p > Oen (a,b))

Si i no es convexa, entonces Y(z) = p(z) + aoz -+ fo tiene un miximo relativo
propio en zp € (a,b), para ciertas ag, fo. Por lo que:

¥(zo + k) + Y(zo — h) — 2¢(z0) = p(zo + h) + p(z0 — k) — 2p(x0) <0

2S¢ entiende por méximo relativo propio de p, un punto zg tal que ¥(zo) C (s,b) tal que
plzo) > p(z) ¥z € V(x0) — {20}
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de donde:
Dap(zo) < 0.

Lo que contradice las hipétesis.
caso B. (D3 >0en (a,b)
Considérense a las funciones () = qp(z)+5,—:-. Entonces D3, (z) = Dap(z)+

% > 0. Por ¢l caso (1) o, es convexa, entonces ¢ = lim p, es convexa.
n—o00

3.16 TEOREMA (CARACTERIZACI(SN INTEGRAL PARA LAS FUNCIONES CON-

VEXAS). Una condicién necesaria y suficiente para que ¢ sea convexa en (a,b)
es que:
1 z+h
o)< [ el (38)
2h z-h

siemprequea<r—-h<z<z+h<b
(=>) Supéngese que ¢ cs convexa, entonces p(z) < ﬂfﬂ—'}%ﬁ‘-‘;ﬂ, por lo que:

A
plz+t)+p(z—t)dt
h

2hp(z) = 2h /__: p(z)dt < %/

= % [f-:tp(z+t)dt+/_’;<p(z—t)dt]
[ e [0

= ‘/;tha(u) du.

~h

DI

(<) Supéngase que p satisface (3.8), sea ¥(z) = p(z) + az+ B y supéngase que
Zo es un méximo relativo propio de ). Note que ¢ también satisface (3.8) en zo, de
donde 3h suficientemente pequeiia tal que ¢{zo) > ¥(z) V0 < |z — 2| < h. Por lo
que [, :°°_+: ¥(t) dt < 2h(zo), lo cual contradice el hecho de que 1) también satisfaga
(3.8). Por lo tanto no existen «, 8 tales que y(z) tenga un méximo relativo propio,

por lo que p es convexa,
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3.17 TEOREMA (REPRESENTACIéN INTEGRAL DE LAS FUNCIONES CON-
VEXAS). Sea f : (a,b) — R una funcién. f es convexa ssi es la integral de una
funcién no decreciente.

DEMOSTRACION. (=) Si f es convexa, entonces por el teorema 3.8 inciso
(e): ﬂi"—",’.—'—'ﬂﬂ estd uniformemente acotado para z,z + h € [a',b'] € (a,b), de
donde f es absolutamente continua en [a',b'). Por lo que f(z) = f(a') + [ f'(¢) dt
en [a/,b'] 3.Sea ay = a+ 1/n y z € [a,b] fijn, entonces IN > 0 tal que sin > N,
entonces 2 > @n.. Si In = [an, ), entonces f(z) = f(aa) + [, f'(t) dt. Pasando al
limite, puesto que f es continua f(z) = f(a) + f: fl(t)de.

{<«=) Sean ¢ una funcién no decreciente en (a,b) y ¢ € (a,b) y f(z) = f(c) +
[5o(t)dt. Sea (a',b') un subintervalo de (a,b). Sea z € (a', '), entonces:

[ewa [ el a

b~z b~z
_ Jaelz)dt 5 e(t)dt

= wla) = z—a 2 T~a

Por lo que:
b z z
(/ wwdb+/‘wmd0(2~d)2(/,wmdo[h—aﬂ+®“-ﬂL
O bien:
o z
5’-:1_—?/;' p(t)dt > ;-j—a-;[:' p(t)dt
i.e.
1) - 1(e) o f(=) — f(a)

b—-a = z—-a '

es decir f es convexa. : D

3 Ver {Ro).
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3.2 Convexidad de Punto Medlo

En esta seccién se estudiardn brevemente una clase méds general de funciones que
la clase de las funciones convexas, y son las llamadas funciones convexas de punto
medio. Desde la definicién puede apreciarvse que dicha clase de funciones est4 rela-
cionada con las funciones convexas. No obstante dada una base de Hamel de R como
espacio vectorial sobre Q (i.e. asumiendo el axioma de eleccién), puede construirse
una funcién que sea convexa de punto medio pero no convexa. Sin embargo basta
que una funcién convexa de punto medio sea continua o acotada en algin intervalo
o adn acotada en algin conjunto de medida positiva o que sea Lebesgue-medible
para que sea convexa.

Por lo pronto se establece la siguiente definicién:

3.18 DEFINICION. Sea ¢ : (a,b) — R, se dice que p es convexa de punto
medio si Vz,y € (a,b):

o (z;y) < #la) ;rv(y)_

3.19 TEOREMA, Sea p : {a,b) — R una funcién convexa de punto medio y
continua en (a,}), entonces ¢ es convexa. '
DEMOSTRACION. Sin = 2™ (m € N}, puede mostrarse por induccién que

w(::1+~--+::n)<§P(11)+‘“+‘P(z")_ (39)

n - n

Para el caso en que n no es potencia de dos sean M = 2t+2a el minimo
-entero de la forma 2* tal que n < m. Definimos y;, con { = 1,...,m como sigue
yi =z; con Vi <nyy; =M Vi > n, entonces por la desigualdad (3.9):

o(M) = (EA_‘_t(L;_‘_l‘l"i) cp (gi_;j_ﬂ)
< e(y1) + -+ +o(Ym)
= w(z) + m + p(zn) + {m — n)p(M)

m
y despejando a p(M):
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o(M) < plz1) + "'1' +p(zn) (3.10)

Sean ¢1,92 € Q* tales que g + ¢; = 1, supéngase que g = B y ¢ = a, con
my,m3,n € 2t y n # 0, entonces my + my = n por la desxgualdad zmtenor

myzx; + mazy
n

plaz + @) =p (

myp(z1) + map(z3)
n

= qup(z1) + qa(z2)

<

Sean a,f € R* tales que a+f = 1y (an), (ba) tales que ap, — e, b, = B (n —
00}, Gn, bn € QF, entonces p(anzy + ba13) < anw(z1) + bate{z3). Por continuidad:

p(z) = lim p(anz+ 8,23)
n=+00
< lim (anp{z1) + bnw(z3))

n—oo

= ap(z3) + Be(z1).

Por lo tanto p es convexa. D

3.20 OBSERVACION, Si p : (a,b) — R, se puede ver del teorema anterior
que basta con el hecho de que  sea convexa de punto medio, para que satisfaga la
siguiente desigualdad:

w(pz1 + 923) < polz1) + gp(7a)

conp,q € Q* tales que p+ ¢=1y z1,; € (a,d).

3.21 LEMA.  Sea : (a,b) — R convexa de punto medio y acotada en algin
intervalo I C (a,b). Entonces ¢ es continua en todo el intervalo {a, b).

DEMOSTRACION.

Primera Parte (ip es acotada en todo intervalo abierto interior de (a,b).
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Supéngase que I = (¢,d} y que M es una cota para p en I. Sea a < a3 <c. Se
demostrard que p es acotada en (ay,¢).

Sea z € (a1,¢), por la propiedad Arquimediana 3m € N tal que
z—ay <m(d—c), (8.11)

y por la misma razén 3n,; € N tal que ny (i:—n‘h) > ¢ —ay. Sea n el minimo de tales
n;. Por construccién "
—m-(I - ax) >c—ay, (3.12)

Obviamente n > m pues: z — a; < ¢ — a1, adem4s por ser n el primer natural con
tal propiedad entonces 2=!(z — a;) < ¢ — a; y por (3.11)

'l;-(z—al) = ;(z—-al) + n;‘l(::— a)<(d-c)+{c—ay)=d—a;. (8.13)

Por (3.12) y (3.13) c < a1 + 2z —a)) < d. Sea { = a1+ B(zx —ay) € ],

entonces: ‘p(z,) Y ( m€ + (n — m)ay )

_—M0+
< mnx{M.sa(an)}-

Por lo tanto ¢ es acotads en (a,,¢) Vo, € (a,c). Andlogamente se demuestra que
i es acotada en (¢, b)) Vb, € (d,b). Lo cual implica que S ¢ ‘acotada en todo
subintervalo abierto interior de (a,b).

Zo(ar) < —M + - —p(a)

Segunda Parte (i es continua en (a,b)).

Sea z € (a,b), entonces existe un intervalo I interior a (a,b) tal que z € I, por
la Primera Parte IM > Ocota dep en I. Sean n,m€Nn >my p # 0con |§| lo
suficientemente pequeiio para que £+ né € I. Entonces:

plz+mé) =p (m(a: - '15):‘ = m)z)
< Zofz+n6) + “=p(s)
o bien
plz+n8) — p(z)  plz+mé) - () 3.14)

n m



ESTA TESIS MO DEBE
SiLiR LE LA BIBLIGTECA

Convexidad de Punto Medio 79

reemplazando § por ~§ en (3.14) y multiplicando por —1:

p(z) — p(z — mé) > p(z) ~ p(z — né)

m n

(3.15)

ademds por convexidad de p:

p(z+ mé) - p(z)  p(z) —p(z ~ mé)
mé 2 mé (3-16)

por {3.14), (3.15) y (3.16) con m =1 resulta que:

wlz) - p(z- nﬁ),

ﬁ(i"_tﬁ%)_:_?_(flZp(z+5)—w(z)Zso(z)—w(z“ﬂz n

y dado que p(y) < M Vy € I, entonces:

M -~ -M
*---ni’iﬂ 2z +8)-p(z) 2 0(z) —plz-8) 2 ﬂi);z———

Sea € > 0, entonces dn € N tal que M:'_?.(il < ey 3p > 0 tal que si {§] < p,
entonces £ = né € I. De donde {p(z + §) — (z)} < A—‘——-n‘ﬂ(ﬂ < €. Por lo tanto € es

continua en z. D

3.22 OBSERVACION. Si una funcién p : (a,b) — R es convexa de punto
medio y es discontinua, entonces es no acotada en todo subintervalo de (¢,b). Més
avin ni siquiera es acotada en algin conjunto de medida positiva contenido en {a,b).
Pues de lo contrario lo ser{a en algdn conjunto abierto de medida positiva, en virtud
del teorema de Steinhauss.

3.23 TEOREMA. Sea ¢ : (a,b) —+ R convexa de punto medio y Lebesgue-
- medible, entonces ¢ es convexa (y por lo tanto continua)

DEMOSTRACION.  Sean A > 0, T : (—4,4) — (a,b) una transformacién
afln. g = f o T : (—A, A) — R, es convexa de punto medio, pues si T'(z) = az + 8,
a, € R, entonces Vz,y € (— 4, A):

()1 ({2 ) (2232

< flaz +B) + floy +8) _ 9(z) +9(y)

2 2
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Ademés g cs Lebesgue-medible, pues la o-4lgebra de Lebesgue-medibles es invariante
bajo transformaciones afines. Por lo que 3E medible contenido en (—4, A) con
v(E) > 0, E = —F (simétrico) y tal que g es acotada en E. (v.gr.: Sea F, =
{z € (A, A4) : |g(z)| £ n} (n € N), entonces 3n, tal que v(F,,) > 0. Como
~Fn, = {—z : 2 € Fy,,}, tiene medida positiva In; tal que {z € (—Fy,,) : lg(z)| <
n3} = By tiene nicdida positiva. Entonces E = (E;)U(~E,) satisface los requisitos
y lg{z}| € max{ny,n;} en E).

Por el teorema de H. Steinhauss (ver [GG] (77)) 36 > O tal que (—26,26) C
E-E=E+E.

Sea t € (—6,5) arbitraria, entonces 3e,¢' € E tales que t = 3 = ‘—g—‘—' As{ pues
por la convexidad de punto medio tenemos:

ol = o (2)] < ol 1o

< 5 < max{ng,ns}
y por el lema anterior g es continua en (—A, A), por lo tanto g es convexa en (--A,.'E:)J

¥ ¢ es convexa en (a, b).

Los teoremas anteriores prueban que una funcién convexa de punto medio que
no sea convexa (continua) es extremadamente irregular. Otras demostraciones de
este hecho vienen en (Bl), [Si1} y [Si2].

Para construir algunos ejemplos apelamos a la existencia de una base de Hamel
B de R sobre Q (i.e. asumimos el lema de Zorn). Como B es no-numerable, B tiene
al menos un punto de acumulacién zo. Sea (b,) una sucesién de elementos en B
tales que by — zo. Definimos f : 8 — R poniendo:

n, sib=b,;
1) = {1, i b # by,
y extendemos linealmente a f sobre todo R. La funcién as{ obtenida resulta ser

aditiva y en consecuencia convexa de punto medio, pero obviamente es discontinua
en Ig.

3.24 OBSERVACION, En el lema 3.14 es necesario que p sea continua, pues
bien puede tenerse que Aa, B € R teles que (z) + ez + f tenga un méximo relativo
propio, y sin embargo no sea convexa. Témese por ejemplo, como ¢ la f que se
acaba de construir con la base de Hamel de R en Q. Claramente para dicha funcién
no existen «, f tales que ©(z) + az + B tiene un méximo relativo propio, pero ¢
no es continua y por tanto no es convexa.




CAPITULO IV

Espacios de Birnbaum-Orlicz

A continuacién se estudiard una generalizacién de los espacios £p, que son los
Hamados espacios de Birnbaum-Orlicz £g. Se definird una norma en tales espa-
cios y se generalizardn algunas desigualdades importantes {como es el caso de la .
desigualdad de Holder).

La mayorfa de los resultados que se enuncian en este capftulo dependen de la
desigualdad de Young, asf es que a continuacién proporcionamos una demostracién
de tal desigualdad.

4.1 DEFINICION ( COMPLEMENTARIAS EN EL SENTIDO DE YOUNG).  Sea
w : [0,a] — R una funcién continua y creciente tal que lim (x) = +ooy p(0) =
200

Sea v su inversa. Las funciones ®, ¥ definidas por ®(u) = fo (t)dty ¥(u) =
f: ¥{t) dt se llaman complementarias en el sentido de Young.

Necesitaremos el siguiente resultado cuya prueba bien conocida omitiremos!.

4.2 LEMA. Sea ©: [0,a] — R una funcién continua y creciente. ¢ = p~?

Sean
={(z,v) : v > p(z)}
E; ={(zy) : ¥ly) <z}
By = {(z,v) : p(z) = y}.

Entonces E; es Lebesgue-medible 1 = 1,2,3, /\(Ea) =0y [0,a] X [0,p(a)] =
E; U E3 U E; (unién ajena).

1 Ver (Za).
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El teorema que viene a continuacién demuestra la desigualdad de Young, in-
dispensable para el estudio de los espacios de Birnbaum-Orlicz y que tiene una
interpretacién geométrica muy clara, la cual se ilustra en la figura 4.1,

Figura 4.1 Ilustracién de la Desigualdad de Young ad < ®{a) + ¥(b). Nétese que la
misma figura muestra la necesidad de que b = p(a) para que se de la igualdad.

4.3 TEOREMA (DESIGUALDAD DE YOUNG). Sean ®(u), ¥(u) comple-
mentarias en el sentido de Young, entonces:

ab < O(a) + T(d).
Va,b > 0, con igualdad ssi b = p(a).

DEMOSTRACION.  Sea D = [0, a] x [0,b], por el lema anterior (lema 4.2):
ab=XDNE;) +ADNE;) = fD f(u,v)dudv + [ g(u,v)dudv, con f(u,v) =
. XE,(4,v) y 9(t,v) = XE,(u,v), por el teorema de Fubini®:

a pm(u)
/ f(u,v) dudy =/ / dudy,
D 0 Jo

con m(u) = min{b,o(u)}. Entonces

/D/(u,v) dudv < /;uﬁv(u) dudv =_/:(p(u) du = p(a),

3Ver [Bal]
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con igualdad ssi b > p(a).

De la misma manera:

/ g(u,v) dudv < (),
D
con igualdad ssi (b) < a.
Entonces:
ab < ®{a) + V(b},
con igualdad ssi b = p(a). D
4.4 DEFINICION, Sea ¢, ¥ complementarias en el sentido de Young. Sea

(X, S, 1) un espacio de medida o-finito y sea

h={f e (X,8): B0 f € Ly(X,5,m)}.

Vale la pena hacer notar que El no es un espacio vectorial, pues bien puede

tenerse que f € Bl y sin embargo 2f ¢ ,Cl debido & que & aumente muy répido.
Para esto veamos el siguiente:

45 EspMPLO.  Sean X = (0,1), p(u) = e* ~ 1y [{t) =log ().
(i) fe £1. ®(z) = [F(e* — 1)du = e* — z — 1, entonces [, & o f(t)dt = }

(i) 2f € L} 2/ =log (1), ®of(t) = L +logt — 1 ¢ £4(0,1).

4.6 DEFINICION, Sean @, ¥ complementarias en el sentido de Young y sea
Lo el conjunto de las funciones f : X — R, S-medibles tales que:

17lls = sup(lifoll -9 € £}, /X Vogdy<1)

es finito
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Ly es la generalizaci6én de los espacios £, que anunciamos. Y como en el caso
clésico, funciones medibles que sean esencialmente iguales se considerardn como
idénticas.

El siguiente teorema prueba que EI C Lo,y que Ly es un espacio vectorial
rormado, cuya norma es || [|¢ de la definicién 4.8. A dichos espacios se les conoce
con el nombre de espacios de Birnbaum-Orlicz. '

4.7 TEOREMA.  Sean (X, 5,v) un espacio de medida o-finito; &, ¥ comple-

mentarias en el sentido de Young y L4 como en la definicién 4.4. y Lo como en
4.6. Entonces:

) £} c Lo
(b) Le es un espacio vectorial sobre R.
{c) I llo e8 una norma, en Ly, (identificando f con g si f = g)

(d) (L] lia) es de Banach

DEMOSTRACION.
(a) Sea f € L}, entonces [ @ o fdu < +o0. Por Ia desigualdad de Young:
| fg<®of+Voy,
por lo que:
‘ Ilfgllx$/¢°fdu+/wogdp
S/C’Ofdp+1<+oo

Vge £l‘ tal que [ Wogdu < 1. Por lo tanto:

e S [ @0 du+1< 4co.

(b) Para ver que L es un espacio vectorial, basta probar que Ya ERy Vfy, f €
Lo se tiene que fi + af;3 € Lg. En efecto:

(1 + efa)glls < [l f10lls + ledll f2glls
< fille + laflfalle < 400
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por lo tanto
11 + afalle < [ fille +lalll falle < +co.
(¢} Il lle €8 una norma.

(i) [fle 20y |lflle =0, 8i f = 0 son consecuencias inmediatas de la definicién de
lle-

Supéngase que u(X) < +oo y que ||ffle = 0. Como W es continua y monétona
creciente, 3¢ € (0, +00) tal que W(c) < ;ky. Sea g(z) = ¢ Vz € X, entonces

[x¥ogdu= [, ¥(c)du < 1, de donde g € ETW. Como ||f]le = 0, entonces
0 < |Ifglli < lIflle =0, por lo que fg = 0. Por lo que se concluye que f = 0.

(ii) Para el caso general, sea X = U, X, con p(X;) < +o0o0. Por el caso finito -
aplicado & f; = f: Xx, se concluye que f; = 0 Vi, por lo que f =0.

(i) leflle = lalliflie es inmediato.

(iv) Falta por comprobar la desigualdad del tridngulo.

12 + falle = sup{lI(f: + fa)gls : ]X Yogds < 1)
< sup{[lfuglls + 1ol : A Yogds< 1}
< sup{|| f1gfl1 / Vogdu <1} +sup{|| faglhr : / Vogdu <1}
X X

= | fille + i falle

(d) Sea (fn) una sucesién de Cauchy en L. Sea€ > 0, entonces IN = N(g) > 0
tal que si n,m > N, entonces ||f;n — fullo < €. De donde

/ [fm = fallgldu <€
X

Vg tal que py <1y m,n > N (con pg(X) = [ Yogdp).
Afirmacién: Existe una subsucesién (f,,,) v f tales que f,, — f (c.d. rel. p).

Como u es o-finita, escribimos X = U, X (unién ajena), con pu(Xi) < +oo
Vk.
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A continuacién hallamos ¢; € (0,+00) tal que exp{Xk) < 1. Sea gi = caXx,,
entonces [ Wo |gx]dp < 1. Si k =1 tenemos:

I = fm)xcall < 1 = Frlo

entonces (foXx, )%, es de Cauchy en £;{u) y por la completez de £;(u) ¥ el teo-
rema de Riesz® existe una subsucesién (f£) de (faXx,) y SO € L1 con fD(z) =0
Vz & X tal que f,(."xx, — 1) (cd. rel. y)yen L.

Como (4 - fW)xxlle < ZIF = 9], entonces (£xx,)2; es de
Cauchy en [, existe una subsucemén Uy @erl,y fO)z) = 0Vz ¢ X; tal
que fP%x, = f@ (c.d. rel. p) y en L.

Procediendo de este modo y usando el método diagonal de Cantor (fa (")) es

una subsucesién de (f,) tal que fa “"xx,, — flk) (cd. rel. p) yen Ly Vk €N,
Sea f = Yoo lf(“’ entonces Vn > m suficientemente grande se tendrd: § >

fl[(") ~ 7™ |igldp Vg con [ Wolgldu < 1. Y por el lema de Fatou (ver |Ba2))
e>$2[1/- 78 Nlgl dp. Ast ||f — fmlle < €, 5i m es suficientemente grande. Por

lotmto /,.-L—*-*f D

Bl siguiente resultado aclara la relacién entre El y Leo.

4.8 TEOREMA. f€ Ly ssi Ja> 0 talque af € ‘CZ

DEMOSTRACION,

(¢=) Supéngase que Ja > 0 tal que of € [l;, entonces por el teorema 4.7 (a)
af € Lo. Como Ly es un espacio vectorial, entonces f € Lo ¥ [|flle = L]laflle <
+00.

(=) Supéngase que f € La.

(i) Si||f]le = 0, entonces f = 0, entonces f € EI, (8(0) = 0).

(i) Si [lflle # 0, sea a= s BD. [ @ () du< 1.

3 Teorema de Riess-Weyl, ver {Bal).
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Primero estableceremos las siguientes relaciones:

|/ faa6] < 1o maxta ). (1)

(con po(X) = [y Wo |g|du). La primera desigualdad se sigue de la definicién
de || fle. Supéngase que py > 1, como ¥ es convexs, por ser la integral de
una funcién creciente, ver 3.17 y ¥(0) = 0, entonces ¥(lgl/p,) < ¥(lg])/py. De

donde:

Jo(8) s [ B

por la primera desigualdad. De donde:

l / s£ dp] < fllo-

Entonces | [ fgdu| < [|fllepy-

CASO A,

(f esté acotaday u(X) < +o0)

Seag = p(|f]/Iflle). Como [ es acotada y p es creciente, entonces g es acotada
y dado que 2(X) < +o0, entonces 0 < p; < +00. Por la desigualdad (4.1) y el caso
de In igualdad en la desigualdad de Young (teorema 4.3)

+oo>p"72

/H‘]%l:gdﬂ
=[¢ [ulfful ] -t o

> { [ &[] 4o}

con pl) = max{p,,1}, entonces py < pf, por lo que p; = 1. De donde

CASO B.

Sea

[ [u’ffulo] st

(Caso general)

X= OLTI X (unién creciente},

n=
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con p{Xp) < ooy fo = ((f An) V —n)xx,. Entonces por el caso (1)

[ #siste)du < 1,

como || falla < ||flle ¥ @ es creciente, se tiene:

[ #Un1s10) do < [ @ULFnle) b < 1.

Usando el T.C.M. y dado que @ es continua se concluye que:

JE I BTES O

Si se imponen restricciones a la velocidad de crecimiento de @, se obtienen
resultados como el siguiente:

4.9 TEOREMA. 8i 3M > 0 tal que ®(2u) < M®(u) para u > 0, entonces

BI = Ls. Lo mismo sucede si tan sélo Jug > 0 tal que ¥{2u) < M®(u) Vu > uo > 0
y B(X) < +o00.

DEMOSTRACION,

CASO A.  (®(2u) < M¥(u))
Entonces ®(2%u) < M®(2u) < M?®(u), y de manera inductiva &(2Pu) <
MP3(u) para todo p EN.

Y como BI C Ly (teorema 4.7), basta probar que Lg C EI. Sea f € Lg arbi-
traria, si [|flle = 0, entonces f =0y f € EI. Supéngase que ||f}|e > O, entonces
flliflle € BI (teorema 4.8). Sea p € Z* tal que ||f]j¢ < 2P. Como & es creciente

#(11) < @ (¥H1) < Moo (). Entonces: [ @ olf1du < M2 [ & (L) du <
400,

CASO B. (®(2u) < MO(u) Vu > ug > 0y pu(X) < +o0)
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Sean E = {z:|f(z)|/l|flle < uo} y sean p € N tal que ||f||o < 2P, entonces:

Jeumans [ o () an= [ o () ews [ 2 (77ts) @

< ®(2Puo)pu(E) + MP < +o0.

Pues & (“’7}&) < MPo (nﬁr) entonces:
A fooo? (i7ts) s [ o (i) oo

Por lo tanto f € ﬂl. D _

4.10 OBSERVACION, Obsérvese que en el teorema anterior puede usarse
cualquier & > 1 fijo en lugar de la constante 2, i.e. basta con que ®(au) < M@ (u)
para @ > 1y M > 0. O bien, Vu > 0 ¢(au) < MP(u) paraa > 1, M >0y
Vu > up > 0 si p(X) < +o0.

4.11 DEFINICION. Sea (X,S,u) un espacio de medida. Se dice que S es
p-separable si existe una subcoleccién Sy de elementos de S (§) C S) tales que:

(a) Sy es numerable,

(b) VF € Scon u(F) <+ooyVe>03IE € 5 tal que u{E A F) <.

4.12 EJEMPLO. Sean X = R, § = Lebesgue-medibles y ¢ = medida de
Lebesgue, Sy = { uniones finitas de intervalos abiertos con extremos racionales }
satisface los requisitos.

4.13 LEMA.  Sean (X, S, &) un espacio de medida y @, ¥ complementarias en
el sentido de Young. Si 3M > 0 tal que ®(2u) < M®(u) Yu > 0 (de modo tal que

ET L¢), entonces dada ¢ > 0 36 > 0 tal que si p(f) < &, entonces l[f"@ < € (con

= [ ®o|f|du). Més precisamente si Ip > 0 p € N tal que p(f) < 347, entonces

||f||g < 2'7P, En particularsi f, € Lo y lim p(f,,) 0, entonces lim ||fn]le =0.
13 —+00

n—oo

DEMOSTRACION.
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Sip(f) < gf5 para p €N, entonces [ ®(2P|f|) dp < MP [ ®o|f|dp = MPp(f) <
1. Si fWo|gldu < 1 por Young se tiene que [ 2°|fg|dp < [ ®(2°|f|)du+ [Wo

lo} dis < 2, entonces || fla < 21-P.

4.14 TEOREMA.  Sean (X, $, ) un espacio de medida o-finito y pu-separable
y M > 0 tal que &(2u) < M&(u) Yu > 0, entonces Lg(X, 1) cs separable, j.e. 37
_ una familia numerable de funcionesen Lo tal queVe > 0y Vf € Lo 3f' = f'(c) € F
tal que ||/ ~ f'lle <e.

DEMOSTRACION. Sea f € Lo y € > 0 dadas. Existe una sucesién de fun-
ciones S-simples con coeficientes racionales (3,) tales que [s,| < |f] (. 30 € Lo)y
f(z) = lim s,(z) Vz € X. En particular |s, — f| < 2{f] ¥y ®(lsa - f]) S 2| S

n—+00
M®(|f|) € L1, entonces por el T.C.D.L. [ &(|sn— f|) du — [ #(0) dps = 0. Es decir
p(Jsn — f]) — 0, entonces por el lema 4.13 ||s, — f|[¢ — 0, de donde 3N = N(g) tal

que Yn EN:
€

""n - flle < 2

Fijamos ng > N. Si 3, = E:-;l a;X g, entonces p(E;) < +oo 8i ¢; # 0 (ya que
J ®(sno) d = [ T, (leul)XE, = T, #(leil)u(E:) < +oo).

Sea S; de la separabilidad de px. Hallamos (D‘(-"')) C Sy tal que p(E; A
DI™) — 0 (m — +oo), y definimos f%, = T a;x pgm1- Sea 7 la familia de
funciones S;-simples con coeficientes racionales, entonces f], € F y |sn, — fiil =

k k k
|Es=x ai(xg, - Xp‘(--))l < Eiarlaillxme = Xpem| = Eiss leilX g, o pgm -

Entonces:

k
/q’(lana - fr,n|) du < / Z ‘I’(|°“|)xump§"’ du

=1

k
= > o(leslu(E A D{M) =0 (m = oo).

Y por el lema 4.13 . .
II-’no - frIn"@ < 9
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Por lo tanto ||/ — fL.lle < &. D

4.15 LEMA.  Sea © : R — R estrictamente creciente, p(0) =0y lim ©(z) =
=00

1 < 4-00. Sean 1, d,¥ como en la definicién 4.1. Entonces Vg € Ly, =< (c.d.
rel. u)

DEMOSTRACION.  Supéngase que jg(z)| > lliglly en E € S, u(E) > 0 (s.p.g.
puede asumirse que u(E) < +o00) y sea [ = ,,%’fgy. Como ®(u) < lu, entonces

[#elisian=ueye (,7(1737) dus1

y [foldu = [e Tﬁl'f"Ej du > {lglle por hipétesis, lo cual es imposible pues ||gl|w es el

supremo de tales integrales.

4.186 TEOREMA.  Si u{X) < 400 y  es como en el lema anterior, entonces:
Lo=LiyLly=Lo

DEMOSTRACION.  (a) Veamos que Ly = Loo.
(€) Sea g € Ly, por el lema 4.15 "ﬁ-’— < 1 {c.d. rel. p), entonces: g € Loo.

(2) Inversamente si g € Lo, entonces 3p > 0 tal que plg{z)] < & (c.d. rel. p).
Por lo tanto [ Wo |pg|du < [ ¥(!/2)dp < u(X)¥{1/2) < +00, entonces pg € EE, c
Ly.

(b) Veamos ahora que Lo = L.

(€) Sea f € Lo, 81 g € Ly, entonces por el lema 4.8) Ja,f > 0 tales que
[ ®olafldy < +ooy [WolBg]du < +0o. Y por la desigualdad de Young (teorema
4.3):

aﬁ/”!)ldﬂS/‘I’Olafld/;+/\llo|ﬂg|dp<+oo,

entonces [ |fg|du < +oo. En particular si g(z) = % Vz € X, entonces g € 1}1 pues

J ¥{g) dv = p(z) - ¥(I/2) < +o0, por lo que f € L;.
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(2) Inversamente si f € L,, entonces [ ®|f|dy < I [|f|du < +o0, entonces
fetlcro.

4.17 OBSERVACION, En la demostracién anterior no se usé el hecho de que
#(X) < 400 para probar que Ly C Lo ni para probar que £; C L. Por lo que
valen en general.

El tecorema que se enuncia a continuacién es una dtil aplicacién del teorema de
Banach-Steinhauss a los espacios Lg.

4.18 TEOREMA. Sea (X, 3,v) un espacio de medida o-finito g,g,, : X — R
funciones S-medibles. Sean @, ¥ complementarias en el sentido de Young, entonces:

(a) Si f fgdu < +oo Vf € L entonces g € Ly.
(b) Siwn(f) = [ fgn dp es acotada Vf € Lg, entonces ||galle = O(1).

¢) Siu,(f) es acotada Vf € £T, entonces 36 > 0 tal que [ ¥(8]g,]) dt = O(1).
3

DEMOSTRACION., Como X es o-flnito X = U2, X; con X; C Xiyy v p(X3) <
+00.

(a) Sea gn =[{g A n) V —n] - Xx,, consideramos la integral u,(f) = [ fgn dp,

como cada g, es acotada y p(X,) < +oco, entonces g, € Ly ¥ por el teorema
A8 [un(1)] = |[ fondn| < [I7o#'(6n) con #(g,) = mux{l, [ (lgal) du}. De
donde u,{f) es una funcional lineal acotada en Ls, por hipétesis |fgn| < |fg| €
Ly. Sesigue del T.C.D.L. que (un(f)) converge Vf € Lg, entonces para cada f
la sucesién numérica (un(f)) estd acotada Vf € Lo (que es de Banach). Por el
teorema de Banach-Steinhauss* {u,(f)} estd uniformemente acotadai.e. IM >0
tal que ju,(f)| < M||f|le Vn EN.

Sea f tal que [ &(|f|) du < 1, entonces f € Lo y por la desigualdad de Young
Iflle <2y dado que la desigualdad If fon du| < 2M es vélida Yf tal que [ ®o
|f|dp < 1, entonces ||gn[l¢ < 2M Yn EN.

Sea f € EL tal que [ ®(|f|) du <1 arbitraria. Entonces [1f9aldp < 2M Vn.

4 Ver [Ru).
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Usando el lema de Fatou tenemos que: f|fg|du = lim f|fgn|dp < 2M. Por lo
que ||glle < 2M también. n-eeo

(b) Como un(f) = [ fgn dp esté acotada Vf € Ly, entonces por (i), gn € Ly
¥n €N. Sea A > 0 tal que Angn € EI (existe por el teorema 4.8). Se sigue de Ia

desigualdad:
Anfun(f)] < if er' (Angn)

que un(f) es una funcional lineal acotada en L¢ (de Banach). Como un(f) esté
acotadn Vf. Por el teorema de Banach-Steinhauss SM > 0 tal que |jua(f)] <
Mliflle ¥n € N. Sea f tal que [®o|f|dp < 1 por la desigualdad de Young
(teorema 4.3) ||flle < 2, entonces |un(f)| = |[ fondn| < 2M Vn € N, de donde
llgnlle £ 2M VR EN.

{c) Sea f € Le, cntonces por el teorema 4.8 f/|if]lo € El y por hipbtesis
un(f)/lifile esté acotada Vf € Lg. Por (b) AN > 0tal que |jgufle S N VneN.

Sea 8 = 1/N, entonces Vn

/W("lgnl)dﬂs/\ﬂ( 9o )dusl- 0

"gn"W

En la definicién de Lg se dijo que f € Lg si
e =supllfal : [ #ogdu <1} < +oo

A priori es posible que exista una f € Lo para la cual {[fg]ly < +oo Vg tal que
JWogdu < 1y sin embargo ¢l supremo de tales |{fg|l; sea infinito. En realidad
esto no es posible que ocurra, como lo aclara el siguiente teorema.

4.19 TEOREMA. Si [ fgdp < +oo Vg tal que [ W o [g]dp < +o0, entonces
Iflle < +oo.

DEMOSTRACION.  Sea f, = (f A n) V —n. Sea g € Ly por el T.C.D.L.
Va{g) = [ fagdp converge Vg € Lg. De donde v,(g) es acotada. Sea g tal que
fWolgldp < 1. Como [[fnlle < M Vn, entonces vu(g) = [ fagdp < ||falle < M.
Como vn(g) — [ fgdu, entonces [ fgdu < M Vg tal que [ Wolg|du < 1, entonces

Iflle £ M < +oo.
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4.20 TEOREMA (DESIGUALDAD DE HOLDER). Sean f € Lo, g € Ly; O,
W complementarias en el sentido de Young. Entonces

[ 1614 < Wl

DEMOSTRACION.  Si |g[l¢ = 0, es evidente pues se tiene la igualdad. Si
llgll # O, entonces [ |fg|du = "9"Wf|/nﬁr;| du, como [ ¥ (";'ﬁ—;) dp < 1 (teo-
rema 4.8), por la definicién de || flle, [ /gl dn < liglle]iflle-

4.21 EJEMPLO (CaAso PARTICULAR) Sean p€E (1, +oo) y g € (1,+00)
exponentes conjugados. Si ¢(z) = - \Il(:c) = —, entonces Ly = L (pues f € Lo

ssi 30 > 0 tal que f—lpﬂ—dp < +oo i.e. ssi f € Lp). Sin embargo ||f|le # ||/llp,

de hecho ||f]le = [|/llp¢"/9. En efecto ||f||o = sup {f]fg[du :f M:dp. < 1} Por
la desigualdad de Hélder (teorema 1.21) [|fg|dp < | fllpllolle < "f||pq‘/" Vg tal

que f I8 gy < 1, ice. ||f]lpq"/9 es una cota superior. Sea g = , entonces

IIIII"

lol* 4, = gy = = P II/lI -
S du= [y Sdn =1y [ fodu J—r",,,,.f P dp = Snr® = 1fllpe"/
Por lo tanto la cota se alcanza y asf || flle = "f”‘/" t/q

Por lo que a continuacién he de definirse una norma equivalente a la norma || ||o
& la que denotaremos Ng la cual coincide con || |[p.

Sean §, ¥ complementarias en el sentido de Young. Se puede normalizar la @
de tal modo que:

®(1) + (1) = 1. (4.2)

Esto por ejemplo puede hacerse reemplazando ¢(u) por p(ku), con k > 0, tal que
(k) = 1. Dicha k existe pues p es continua, p{0) =0y p(+o) =

Sea entonces p;(u) = p(ku), con lo que ¥1(u) = k~1¢(u) y asf:
1 1
&1 (u) + ¥ {u) = /0 o(ku) du + %/; P(u) du
k 1
-1 /0 p(v)dv+ /0 ${u) du = F[0(4) +9(1)]

1
= ;[k-l]zlg
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Pues p(k) = 1 (caso de la igualdad en la desigualdad de Young). Ademés por el

teorema 4.8 f € Lg 8si 30 > 0 tal que 8f € Ei. entonces Ly no se altera, por lo
que Vf € L¢ 3X > 0 suficientemente grande tal que [ $(A~1|f]) du < 8(1).

4.22 DEFINICION (LA NORMA Np). Sean ®, ¥ complementarias en
el sentido de Young y normalizadas., Sean f € Lo y No(f) = inf{} > 0
J (A f)du < ®(1)}, (f € Le). A No(f) se llama la norma Ng de f.

4.23 OBSERVACION.  Np(f) es una norma.

(a) Evidentemente No(f) > 0 ¥f. Si f = 0, entonces No(f) = 0. Si f & 0,
sea B, = {z:|f(z)| > 2} ysi B = {z: |f(z)| > 0}, entonces E = UZ, En,
entonces 3ng tal que p(E,,) > 0. Como ®(+00) = +00, entonces IM > 0 tal que
(M) > F(.é%' Sea ) = - > 0, entonces [ (A~ {f])dp 2 IE»‘, (A S du >

% (-M;'-:ﬁ) u(En,) = o(M)u{Es) > p(1}, y como & es creciente entonces No(f) >
A>0.

(b) Sea a = 0, entonces af = 0y Ny(af) =0 = aNp(f). Si a # 0, entonces
No(f) =inf{X: [ @A af|)du < &(1)}. Seav = |a]~'), entonces A = |afv y:

No{o) =int{lalv: [ @(\-Harl) du < 8(2)}

=lafinf(v: [ @(v111) du < 1))
= la{Na()).

(c) Sean f,g € Loy A > No(f), v > Np{g), como d es convexa y |f + g <
1+ 1ol fo () du < 25 fo () eut x5 ro (1) du < gpe() +
1 8(1) = €(1). De donde No(f +g) < A+v VA > No(f) y v > Ne(g). Entonces

Ne(f +9) < Np(f) + No(g) (haciendo A — No(f) y v — Na(9)).

4.24 EIJEMPLO (CASO PARTICULAR).  Sea &(u) = %, entonces Na(f) =
infA > 0: fUEdu < 1} = f(d > 0: fffPdn < X} = inf{A > 0 :
(f1/1Pdu)"/? < A}. Obviamente No(f) = (/]
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4.25 TEOREMA. Sean &, ¥ complementarias en el sentido de Young y
normalizadas, entonces Ny y || ||o son equivalentes.

DEMOSTRACION.  Sean f € Lo y v = ®(1), Entonces 0 < v < 1. Por la
convexidad de @ y el teorema 4.8 [ & (lﬁﬂ?) da<vfe® (“—ﬁl—.—) dp < v = 8(1).

Por lo tanto Np(f) < IL{J,L'- = “.1}5-.
Sea g tal que [ W(|g])du < 1y A > Ne(f), entorces

[irstan=a [ |f

~9I du
y por la desigualdad de Young

<) [ / 3 (%) dp + / (lol) dﬁ] < AB(1) +1) <22

De donde ||f|le < 2X (pues || f]|o €5 un supremo) y haciendo A — Ng(f) entonces
(£l < 2Na(f). Por lo tanto &(1)Ne(f) < |Iflle < 2No(f) y como (Le, | [le) s

un espacio vectorial completo, entonces (Lo, No( )) es completo también,

4.26 TEOREMA (GENERALIZACI(SN DE LA DESIGUALDAD DE
HOLDER). Sean ¥, ¥ complementarias en el sentido de Young. Sea f € Lo ¥
g € Lyg, entonces:

ffydu < No(f)Nu(g).

Para la igualdad supéngase que & es tal que IM > O para la cual $(2u) <
M®(u) Vu > 0, entonces la igualdad se da ssi:
Ya sea que Ng(f) =00 Ny(f) =0 o bien si:

(a) (/a)(z) SO 0 (£4)(a) 20 (cd. el. a).

(b) w3y =0 @ (wdy):
DEMOSTRAGION. Sea A > Np(f), v > Ny(g), Por la desigualdad de Young:

l/ No(f)Nv(y) “{ /

Nw(g)l

No(f)l
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</ (wp) #+ [ # ()

<e(1)+¥(1) =1, (4.3)

Pues No(f) =inf {A>0: [ @ (M) dus < 2(1) } st que por e T.CM.:

[+ (y) 4w 5300

andlogamente IW(NHES) dp < ¥(1).

Para la igualdad. Basta suponer que No(f)Ng(g) > 0.

(=) Supéngase que se satisface la igualdad, entonces se satisfacen todas las
igualdades de (4.3). La primera de tales igualdades implica (a). Y la segunda
igualdad, por el caso de igualdad en la desigualdad de Young, implica (b).

(<) Supéngase que se satisfacen (2) y (b) entonces la primera y la segunda
igualdad de (4.3) se satisfacen. Falta ver que

/‘h(NLf(‘f)) dy+/\I’(N|:(I )) dp = ®(1) +¥(1),

w—'iml du < ¥(1), debe satisfacerse la

{

®(1) por definicién de Ng(f). Sea n € N tal que % < 2", entonces [ & (]-Q) du <
J22"|f])du < M™ [ &(|f|) dp, esto dltimo se sigue de la hipétesis y del hecho de
- que en este caso Lg = Lg. Porlo que $(1) < [ ®o ‘ dp < M"™ [ &(|f]) dp < +oo.
Y por el Teorema 1.33, 81 A T No(f), entonces §(1) > fﬁolﬁ-ﬁ-nl u > ®(1), porlo
tanto [ o 7&-' dp = ®(1). Anélogamente se demuestra: f\IJOIW-'lml du = ¥(1).

Como [ o N-lmldpgd’(l)yf\llo

igualdad término a término. En efecto: Sea0 < A < No(f), entonces: { o

du >




CAPITULO V

Aplicaciones

En este capftulo se establecerdn dos desigualdades importantes, que son la desigual-
dad de Beurling y la de Clarkson. Se estudiaré los conceptos de convexidad uniforme
y la convexidad localmente uniforme.

5.1 Desigualdad de Beurling y de Clarkson

En esta seccién se establecerdn desigualdades de Beurling y de Clarkson para los
espacios L, que como se verd més adelante, se convierte en la identidad del para-
lelogramo cuando p = 2. Y por iltimo veremos que dado un sibconjunto convexo
existe un ¢nico elemento de norma minima. Primero mostraremos la desigualdad de
Beurling. Su prueba es larga y requiere de varios artificios, pero una vez obtenida
se deduce de ella inmediatamente la desigualdad de Clarkson.

5.1 TEOREMA (DESIGUALDAD DE BEURLING).  Sean (X, S, ) un espacio
de medida y f,g € Lp.

(8) §i 1 < p < 2, entonces:
0+ alts + 07— allf 2 (1£He + lalle)” + 11l — flllol” -

(b) Si p > 2, entonces:
IS +olis + 17— allp < (170p + Hallo)® + 7 1lp — Nolipl®

{c) 8i 0 < p < 1, entonces:
If +ollf + 117 = gl < (Ufllp + Hollp)® + 1 FHlp — lallol?
29
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(d) Si p < 0, entonces:

1/ +llp + 115 — gll5 < (1/llp + lalle)® + 71l = Nall,l” -

En todos los casos la igualdad ocurre ssi f y ¢ son esencialmente proporcionales.

DEMOSTRACION,

Sea h(z) = (1 + z/P)P + |1 — 2/PP, 2 > 0.

h'(z) = (z~1/P +1)P~! 4 sgn(z — 1)]z~ VP — 1JP~! y es continua. h"(z)
—-L;-l-z"é"[(z“/" +1)P=3 — |z~V/P — 1P-?], para z # 1. Como z~'P 41 =
|£=!/P| 4| = 1] > |z~¥/P — 1| para z > 0, entonces h"/(z) es positivasil <p< 20

biensip < 0y es negativasi0 < p < L osi p > 2. Por lo tanto, si p € (—00,0)U(1,2)
h es convexa y para p € (0,1) U (2,+00) es céncava. O lo que es lo mismo:

hz) 2 h(E) + K (§)(=—-€) (p<0)

hiz) SH(E + R (E)(=-¢) (0<p<])

hz) Z h(€) + K (E)(z-€) (1<p<2) (5.1)
hiz) <h(E) +H' )z~ & (p>2)

con z,€ € (0,+00) y como no existe ningin tramo en el que h(z) sea lineal, la

igualdad se da ssi
z=¢. (5.2)

Sea H(z,y) = zh (¥) con z,y > 0, entonces

oH ==p 1
“5;(&'7)— eh (€>+h(€> (5‘3)
oH _ufn
'5;(6)77)—" (E) * (5'4)
Sea } = p, entonces
38 (6n) = -oK'(0) + h(o) (5:5)

Siem =) (5.6)
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Y ademaés
H(z,y) = (z'/P + y*/P) + |zV/P & yl/Plp (5.7)
Por (5.1) h () > h(p) + h'(p) (£ — p) para 1 < p < 2. Sustituyendo (5.5) y (5.8)

en cl resultado de multiplicar z a esta dltima desigualdad, (pues z > 0), se obtiene
que:

Hao)=ah (L) 205 E@m +e2nen  @>p>1) (69

Andlogamente:

Hia) =oh (L) Sy i6n) +250(6n) @<

y por (5.8) la igualdad se verifica ssi y = F.
(a) Sean f,9 >0,z = [P,y =¢P, € = {|f|I5 vy n = ||g|lZ, por (5.7) vy (5.8) e
integrando:
p P oH P
[+l du+ [1f —glPdp 2 2=(&n) [ 1f1P dpt

(por definicién de £, n) %%(fn ﬂ)/ lglP dys

= S e+ G

(por (5.3) y {5.4)) = ¢h (%) nhk! (E) +nh! (f)
= &6 (1) = (11l + Nell)? + 1 = Dl

Entonces [[f +gl[g+{lf -gll5 = (1/lp+llgllp)? +1l/llp — lollp|” para (1 < p < 2).

La igualdad ocurre ssi g? = lif?“[&'- fP, i.e. ssi f es esencialmente proporcional a
g.

Andlogamente se prueba para los demds casos. Nétese que el sentido en el que
se da la igualdad {meyor que o menor que) depende crucialmente del signo de h"'(z),
el cual es positivo para p € {—00,0)} U (1,2} y es negativo para p € (1,2) U (2, +oo).

{b) Caso general. Sean f,g dos funciones no necesariamente positivaa,
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Sean By = {z € X : f(z) 2 0,9(z) 2 0}, B3 = {z € X : f(z) < 0,9(z) < 0},
Es={z€X:f(z) 2 0,9(z) < O}, By = {z € X : f(2) < 0,9(z) > 0}. Y sean
fi = fXe, gi = gXg,, con ¥ = 1,2,3,4. Entonces del caso anterior (para 1 < p < 2):

Wfs+ gillp + 115 — 0ilip = (1£illp +Hloellp)® + lfellp — Nosllp)® -

Ademi4s como los conjuntos E; son ajenos:

If +oll2+11f — gll? = Z (£ +9:llB) + Z (15 = a:ll2) -
=1
Por lo que:

IS+l +11f - glp 2 E(Ilf-llp +llgillp)® + Z illp — llgilsl®. (59)

=1 i=1

Considerando al espacio discreto {1,2,3,4} y a las funciones no negativas ¢, ¢ :
{1,2,3,4} — R definidas como sigue:

v(9) = 1 £illps ¥() =ll:ll»
Se sigue de la desigualdad de Beurling aplicada a @ y ¢ que:

llo + 9115+ lle ~ 9li5 > (lellp + 1¥1l6)° + Hlells — ¥llo1" -

es decir:

(Z(Ilf-llpﬂlmllp)”) (Z il - llg.llpl”)
= ) ‘ 1/p 1/p
( lef.ll" + (Zﬂgaﬂﬁ) )

i=1 i=1
Yp

(5.10)

+ (i I|f-||5) " (Z Ila.ll’) "

i=1 =1

Pero nuevamente por ser los E; ajenos tenemos:

4 4
SUGE=1E v 3 oz =llal? (5.11)

i=1 f=1
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y por {5.9), (5.10) y (5.11):
If +gllg +11f = alif 2 (1f1l + lgllp)® + Hille ~ Ngllp -

De manera enteramente anéloga se demuestran los otros casos.

La igualdad ocurre en (5.9) ssi f; es esencialmente proporcional a g; y 1a igualdad
ocurre en (5.10) asi © es proporcional a y. De donde la igualdad ocurre ssi f es

esencialmente proporcional a g. D

5.2 TEOREMA (DESIGUALDAD DE CLARKSON). Sean (X, S, ) un espacio
de medida, f,g€ L,

{a) Si 1 < p < 2, entonces:

207115 + 2llgllp = Uf +glip + 11/ - gll5-

(b) Si p > 2, entonces:

27115 + 2llgllp < IS + glip + If - gllf-

{c) Si 0 < p < 1, entonces:

2711 + 2llgllf < IS +allp + 1/ —gllp

(d) Si p <0, entonces:
20715 + 2llgli? 2 If +glis + 11f - gll}-
DEMOSTRACION.  Sean v, ¢ : {1,2} — R, p(1) = ||l ©(2) = llallp, ¥(2) =

llgllps ¥(2) = —{|fllp. Por la desigualdad de Beurling (teorema §.1) con p € (1,2)
obtenemos:

lle + 1l + ke = G117 2 (llells + 141:)° + llells — [¥llsl?
y como [f ~ ¢lI2 = lo + $IIE, llellp = (1715 + llall5)'/7, [1¥llp = llllp- Entonces:

2()/1lp + lallp)® + 211/ 1lp — llgllsIP 2 28(1 /115 + llgllp) +0
y dividiendo entre 2
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(I£llp + lgllo)® + (1£Np ~ Nollol? 2 22~ (712 + igliE)-
Y por la desigualdad original de Beurling obtenemos:

I + ol + 17 - gllp > 2272 (H/11E + Nlgllp)- (8.12)

o bien que:
20/ +allp+20f - allf 2 12715 + 2915

y haciendo f; = f + g, g1 = [ — g resulta que:

2 A8+ 2l 2 M1+ @l + |1 - aill® (5.13)

El caso p > 2 se demuestra de manera andloga. D

§.3 COROLARIO. En la prueba de la desigualdad de Clarkson se obtuvo la
desigualdad (5.12) que junto con la desigualdad de Clarkson dice que;

7ML HR + o) < IF + ol + 07 = ollp <201/ +1all)  (1<p<2)

Andlogamente:

215 +Ngllp) < Uf + llE + 1S = gllp < 2271 (A1 + NallF) (2<p)

En particular si f,g € L3-4 N L3144, entonces sip — 0

I +all3 + 11 = ollz = 2(1713 + llall3)

" que no es mis que la identidad del paralelogramo.

5.4 TEOREMA (DESIGUALDAD DE CLARKSON).  Sean {X,S,v) un espacio
de medida, f,g € £,(X, S,x) (p € (1,2)), entonces:

=

17+ glET + 1f = glE™ <2 [0+ HollZ]

DEMOSTRACION.  (Ver [H-S].) D
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Usando las desigualdades recién probadas, e imitando algunos resutados de los
espacios de Hilbert obtenemos:

5.5 TEOREMA.  Sean (X, S, ) un espacio de medida, F' una funcional lineal
continua no nula en L£p(X,8,4) (1 < p < +o0). Entonces 3 A de mfmima norma en
el hiperplano:

H={fely:F(f)=|F|%

y s8i hg es otro elemento de H de minima norma, entonces k = h,.

DEMOSTRACION.  Sea fn € H tal que lim ||fn]| = A con A =inf{||f]: f€
n-~+00

—

H}. Obsérvese que A > 0, pues si A = 0 entonces 0 € H por continuidad de F,
entonces F = 0.

EXISTENCIA

CASO A. (1<p<?)
De la desigualdad de Clarkson para p € (1,2) (teorema 5.4) aplicado 8 fn, fm:

o = LmllETT < 2(IfallE + Nl BYFET = [ifn + SmlET,

como l'i,l" € H, entonces: ”[8%15" > A, entonces ||fn + f...ll;!-' > (24)%T.
P

De donde: "
1o = SmllET < 2(all5 + N fmlle) 7T — 2757 435,

Asfque0 < lim ||fn — fmllET < 2(247)77 — 27T AFET = 0. Entonces f, es
m,n—o0
I| lp-Cauchy.

CASO B. (p>2)

De la desigualdad de Beurling p € (2, +00) (teorema 5.1) aplicado & fa ¥ [,
resulta que: |/fn — fmll,'? < (IMfnllp + | fmlip)? + |”fn”p - ”fmuplp - Ifn + fmu’b-
Como l‘i;ln € H, entonces ||fn + [m||E > 2PAP, por lo que

1fa = fmllE < (1allp + [ fmllp)® + (1fnllp = I fmllpl® — 2P AP
As{que0< lim |[/fn~fml|B < (24)P +0—2PAP = 0, entonces f, es || [|-Cauchy.
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Por lo tanto en ambos cagos f, es || [|-Cauchy, de donde 3h € L, talque fr — b
(cd. rel. gy en Lp), y como F es cotinua, entonees F(k) = hxn F(f,.) = ||F||e,

por lo que h € H. Ademés |[k], = || hm f,.”,, = hm ”f,,",, = A Por lo tanto h

tiene norma minima.
CASO C. (r=2)

Para este caso el hecho es bien conocido asf que su demostracién se omite.
También se omite la demostracién de la unicidad.

UNICIDAD
Sea hg € H de norma minima.
CASO A. (1<p<2)
De la desigualdad de Clarkson para p € (1,2) (teorema 5.4):
0 < Ih = hollF™™ < 20112+ Bholl2) 77 1 + kol
< 2(24P) 5T — (24) 55T =0,
Entonces [|h — hol|7~T =0, entonces hg = h.

i

CASO B. (p>2)

De la desigualdad de Beurling p € (2, +00) (teorema 5.1):
0 < [k = holl} < (Ilkllp + [1hollp)? + [lAllp = liBoll oI = 12 + holl3
< {24)P +0-(24)F =0.

Entonces ||k ~ ko[ = 0, entonces ho = h. D
5.6 OBSERVACION. Nétese que en el teorema anterior tan sélo se usé el
hecho de que H fuera convexo no vacfo y cerrado.
El siguiente teorema aclara quien es el elemento de norma minima,
5.7 TEOREMA.  Sean (X, S, ) un espacio de medida o-finito, F una funcional

lineal no nula y continua en £,(X,S,p), p> 1y g € Ly la g de la representacién
de de Riesz de F, ie. F(f) = [ fgdu Vf € L. Entonces

h=lol¥?ogng
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es el elemento de minima norma en el hiperplano:

B = {f: F{f) = |FI*).

DEMOSTRACION.  [IWJ8 = [lolvdu = folf, entonces ], = ]° =
ligfld~*. Del teorema de representacién de Riesz! sabemos que |jglly = |[Ffl. Sea
f € H, entonces |jgl|d = |F| = F(f) = ffg du, que por la desigualdad de Holder
para p > 1 (teorema 1.21), resulta que: {[g? < [|fllpllallq, entonces ||All, = [jglli—* <
7llp VS € B. Ademés F(h) = J glol*/?sgngdis = ] loft di = flglig = [F[|%. Por lo

tanto h € H es el elemento de norma minima en el hiperplano.

5.8 TEOREMA. Sea (X, S,u) un espacio de medida y B un subconjunto
convexo cerrado no vacfo de L, (p > 1) y fo € L, fijo, entonces ey € E tnico tal
que Jleo — follp < lle — follp Ve € E.

DEMOSTRACION. E — fo es cerrado, convexo y no vacfo. Por la observacién
5.5 3g € E - fo dnica de norma mfnima. Sea ¢p = g + fo, entonces |jeo — folp <

lle = follp Ve€ E.

1 Ver {Ru].
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5.2 Convexidad Unliforme

En esta seccién se definirdn los conceptos de convexidad uniforme y convexi-
dad localmente uniforme. Como una aplicacién de la desigualdad de Clarkson se
mostrard que L, es uniformente convexo. A continuacién se presentan tres defini-
ciones de convexidad uniforme, as{ como su equivalencia.

5.9 DEFINICION.  Sea (V, || ||) un espacio vectorial normado.

(i) Se dice que es uniformemente convexo si Ve > 0y Vx,y € V tal que
Izl = llyll = 1 ¥ ||z~ y|| > ¢, entonces ||3(z + y)|| < (1 — 6) para alguna § = 6(¢)
talque0<é <1.

Otra definicién es:

(i) Se dice que es uniformemente convexo si Ve > 0 36 = §(g) > 0 para la cual
siz,y € V son tales que ||zf| =1 =|jy|| y |3 (z +y)l| > 1 -6, entonces ||z - y|| <.

Otra definicién debida a Clarkson de uniformemente convexo {ver [Cl], [D-S])
es la siguiente:

(iii) Se dice que es uniforriiemente convexo ssi Vjzal| < 1, [lyall < 1y [Jzn +
ynl| = 2 entonces ||z — yn|| — 0. [N6tese que 8i (zn) ¥ (yn) son tales que [|z,]] < 1
¥ lynll €17 lzn + yal| — 2, entonces forzosamente [[z4]] — 1y |fyn]] — 1. Pues
2 « |izn + ynll < llzall + lvall £ 2, por lo tanto ||z.|| + [lvn]] — 2, ¥ de donde
lzall = 1y flynll = 1.

5.10 OBSERVACION. Las tres definiciones de convexidad uniforme son
equivalentes. En efecto:

(i) = (ii) Sea e > 0y 6 = 6(¢/2) de (i). Sean z,y € V tales que ||z|| = J|y]| =1

jeri)>1-5 (5.14)

Supongamos que ||z — y|| > §, por (i) [|}(z + y)|| < 1 — 6 lo que contradice (5.14),
entonces [|z - y|| <&/2 <e.
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(ii) = (iii) Sean (za), (yn) como en (ii). Sea an = ||zn]l, B = ||vnll, zh = 2
Y ¥n = %2, entonces [z | = |lypll = 1y como ||za + yn|| — 2, entonces también
zh+yhll — 2 (ver (1)), ie. ||3(=h +y,,)|| — 1. Sea e >0y 6 = §(c) de {ii), entonces
3N > 0 tal quesi n > N, entonces || 3(z}, + )|l > 1-6, por (ii) [|z}, — vill < €,
i.e. ||lzh — yh]l = 0. Por lo tanto [z, — yn|| — 0 (se prueba con un método similar
al usado en [1]).

1] Sea an = ||za]|, entonces si z§, = 20, llzq - zh|| = |izn - = ﬁﬂﬁﬂ'—’n =
Qan
llza)l 22z = jan — 1] =1 - an.

Anélogamente si B = [lyn]|, entonces |jyn — =1-fn.

As{ pues por la desigualdad del tridngulo: |||zh + ynll = [lzn + ynlll < lzn — zhll +
lyn - yhll < (1 = lzall) + (1 = Jynll). ¥ como 1 - [lznll — 0 — 1 = |lynl, resulta
que jlzh + ¢4l ¥ |Zn + ynl| convergen o divergen simulténeamente, pero por hipétesis
sabemos que ||zn + yn|| — 2, de donde ||z}, 4 yh|| — 2 también.

(iii) = (i) Supéngase que (i) es falso, entonces 3o > O tal que V& > 0 3z5,ys
con ||:c5|| = 1= [lys|l, con }|izs — ysl| 2 1 - 6. Considerando § = " L obtenemos
sucesiones (z,), (yn) con [|za]] = 1= |lynll v tel que }||zs — ys]| = 1 — %, entonces
§l1zn +vall = 1, por lo que ||z, + yal] — 2. Ast pues por (ii) [zn — y,.|| — 0 pues

l|zn — yal] > €0 ¥n por hipétesis lo cual es una contradiceién.
5.11 TEOREMA. (L, ]| |lp) es uniformemente convexo (p € (1,+00)).

DEMOSTRACION,

Supéngase que f,g € L tal que [|ffl,=1=|lgllp yscae > 0talque 0 <e <
If — gllp. Nétese que e < |[|f —gllp < [|fllp + llglle < 2

CASO A,  (sip22)

por la desigualdad de Clarkson (teorema 5.2).

Seu

1
|52 <0+ 10 =1

2

Por lo tanto: “L}’l": <1-(g)%
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CAsO B.  (sip€(1,2))
por la desigualdad de Clarkson (teorema 5.4).

f'—g ’ /+g ! 1 P p ;-Lr —
152 |5 < [+ o] ™ =
+9 1P »
Por lo tanto: ”LH" <1- (;-) .
P
Sea 6 = (§)", 6 € (0,1). O
5.12 TEOREMA (MILMAN-PETTIS 1938). Un espacio de Banach uni-
formemente convexo es reflexivo.
DEMOSTRACION.  Ver [Pe]. D

Un sencillo corolario de! teorema anterior es que Lp es reflexivo Vp > 1.

Existen espacios reflexivos que no son equivalentes a espacios uniformemente
convexos?.

5.13 DEFINICION. Un espacio vectorial normado, (V, || ||) es localmente
uniformemente convexo ssi ¥(z,) C V, z € V con [lzn]| = [|z]] = 1 tal que
[l2x={| - 1, entonces [lzn — 2| — 0.

5.14 LEMA (RADON-RIESZ). Sea (V,]| [|) localmente uniformemente
convexo, (yn) CV y y € V tal que [lya|l — [lyl] ¥ (yn) converge débilmente a y,
entonces [|yn — yj] — 0. (Note que en un espacio de Hilbert, el lema es elemental en
virtud el teorema de F. Riesz)

DEMOSTRACION.

(a) Si flyl| =0, entonces y =0 y como {lya|| — ||v]l, entonces |ly, ~y|| = 0.

(b) Si lyll >0, sea z, = ptoy y 2= ylp, entonces llzall = llzll ¥ (zn) converge
débilmente a z. ‘

2 Ver [Dy).
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P.D. ||z, — z|] = 0. Supdngase lo contrario. De la convexidad localmente

2‘,3-5 <a<l,

uniforme se deduce que 3(z,,)52,, tal que

Por una de las consecuencias del teorema de Hahn-Banach® 3f € V*, ||f|| =1y
f(z) = ||zll = 1. Paratal f tenemos que: 1|f(zn,)+1| = ![ (-’—"‘515) < Emmtz) <
a<l.

Poi lo tanto 2 < |f(za,) + 1] + |1 = f(za, )], por lo que: 1 — }|f(zn,) +1| <
11~ f(2n,)|, de donde: 0< 1 - @ < 1—}|f(zn,) + 1] £ 311 - f(zn))| VK EN.

' 4y
Por lo tanto f(z,,) 7~ f(z), i.e. z, no converge débilmente & z, lo que

contradice la hipétesis, Por lo tanto ||z, — z]| — 0.

5.15 LEMA. Si (V,] ll) es uniformemente convexo, entonces es localmente
uniformemente convexo,

DEMOSTRACION,

Sea (za) € V, z € V con ||z,| = ||zl = 1y ||25¢%|| — 1. Supéngase que
||zn—2|| #+ 0,sea £ > 0, entonces 3(z,,, ) una subsucesién de (z,) tal que jjz,, —z| >
€ y por ser (V,|| ||) uniformemente convexo, entonces 36 = 6{¢) € (0,1) tal que

l 2o, +2
2

l < 1 -6 lo cual contradice la hipétesis, por lo tanto ||z, — z|| — 0.

El teorema 5.11 dice que si p > 1, entonces (Lp, || |p) es uniformemente convexo.
Con los resultados probados hasta el momento estamos en posibilidad de analizar
que sucede con [; respecto de su convexidad uniforme. De esto se encarga el
siguiente teorema:

5.16 TEOREMA. L1([0,27),B(o,24], A) no es localmente uniformemente
convexo. (y por lo tanto no es uniformemente convexo).

DEMOSTRACION.  Sea f,(z) = 1 +sen(nz), f(z) = 1. f, fn € Ly, de hecho
£l = Ifally = 2m, de donde || fulls — {I/1l1.

Sea G € L], entonces g € L, tal que G(h) = f[o'"] hgdX.

3Ver [Rul.
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P.D. lim G(fs) = G(f).
n—e00

Pero G(f,) = floﬂfl fngd) = f[o,zrlgd’\ + f[o.,,l(sen nz)gd\ y pox" el lema de
Riemann-Lebesgue4

lim fngdd = gdi 4+ lim (sennz)g dr
n—co J[0,2%x] [0,2x} n—co v [0,2r)
=/ gd = G(f). VG e L}
[0,2r]

Por lo tanto f, converge débilmente a f pero || fn — f|l1 = 4 Vn.

Por lo que || fu—f|l1 # 0,y por el lema 5.14 £} no es localmente uniformemente

convexo.

5.17 TEOREMA.  Esposible probar que (Cla, ], || |l) tampoco es localmente
uniformemente convexo.

4 ver [2y].
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