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RESUMEN 

En este trabajo se aborda el problema de la est.ab111dad 

lineal de una capa de fluido que desciende sobre un plano 

inclinado en rol.ación. Como primer paso se obtiene una solución 

estacionaria en forma de capa descendente y con espesor constante, 

sobre el cual se estudiara la estabilidad. 

En un capítulo posterior se obtiene un sistema de 

ecuaci enes que gt?ner ali za a la ecuación de Or- r -Sommer f el d, m.i smo 

que se utiliza para describir la evolución de perturbaciones 

infini lesimal es. Considerando que no hay soluciones anal í li cas a 

dichas ecuaciones, s'e hacen apro:<lmaciones en forma de serie de 

potencias para dos casos a) perturbaciones con núm.,.ro de onda 

pequel'lo y b) perturbaciones en flujos con valores pequel'íos de 

número de Reynolds, número de Taylor y ángulo de propagación. 

En líneas generales se obtiene que la rotación L!ene un 

efecto estabilizador sobre el flujo. 



INTRODUCCION 

El flujo de un liquido sobre una superficie sólida aparece 

en muchos procesos naturales e industriales. Por ejemplo, el 

descenso de las gotas de lluvia por una placa de vidrio o bien el 

recLilirimiento de superficies con pintura. Las características de 

estos flujos han sido estudiadas intensamente en las últimas 

cL1atro decadc.s. 

En 1906 Sommerfeld obtiene una ecuación diferencial de 

cuarto ordon para le. función de corriente do una perturbación en 

un flujo unidireccional <Dra::in, 1979). Ocupa el método de 

separación on modos normales. Se trata de la llamada ecuación de 

Orr-Sommc:?rl ft:>l d: 

</>' ''' -21:2.p•' +l:-'4>=i l:R[ <U'' -c l (</>'' -k2<,t>J-U' ',PJ, 

siendo c una cantidad compleja cuya parte real es la velocidad de 

propagación de la perturbación, y la parte imaginaria indica si la 

perturbación crece o se amortigua, k el número de onda, R es el 

número de Rcynolds y U el campo de velocidades ldopendiente de una 

sola coordenada!. 

La primera investig¿;ción teórica acerca dE?l escurrimiento 

de un liquido por un plano inclinado fue realizada por Nusselt en 

1926 CMijeev, 1979), quien supuso que la interfase liquido-aire 

era plana. Como resulte.do de su estudio obtiene algunas 

caractr:>risticas de::! Fllljo, entre? 1~1s que destacc.n qL1e el liquido 

se mueve en una sola dirc>cción y que> el pc>rfil de velocidades es 

semiparabólico, con el vértice en la superficie libre. 

El modelo de Nusselt predice> un flujo estacionario, 

rC?sult.:.do del balance entre las fuer:2.s visco!::.as y la componente 

de la gravedad en la dirección del plano inclinado; los términos 
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de inercia son despreciados en la ecuación de momento. Las 

conclt1siones de éste modelo son v~lidas unicamente para números de 

Reynolds pequeftos CBenjamin,1957l. 

Usualmente la superficie libre no es 

cantidad de m:peri mentes muestran 1 a formación 

plana; una gran 

de ondas que se 

propagan hacia abajo. Las ondas pueden crecer hasta llegar a una 

amplitud de equilibrio o bien dar lugar a un flujo más complicado 

O<rant:: et. al., 1971>. Las evidencias eJ:pcrimentc1les indican que 

la superficie ondulada se observa hasta valores de R alrededor de 

300, y con valores mAs altos el movimiento se torna turbulento 

<Benjc.min, 1957>. 

El problema de la formación de ondas en una capa liquida 

que desciende por un plano incline.do se encuentra en los marcos de 

la est.:-.bilidi:ld hidrodin~mic.:1. Los trz1bajos que inician r.·~ta 11nea 

de investigación se deben a Kopit:a, Benjamin e Yih <Krantz, 

1971). Kapit::a investiga el comportamiento y las caracter1sticas 

de las ondas sin amortiguamiento ni crecimiento n:rant::, 1971), 

aunque sus resultzq:los. son inc::<•ctos IYih,1963). 

F'ostorior·n:ente, E<enjamin Cl957> presenta una sol ud 6n 

aproHimada a la ecuación de Drr-Sommerfeld en forma de una serie 

de Frobanius, truncada hQ~ta la potencia 15. Con este desarrollo 

demuestra que el escurrimiento por una pared vertical es inestable 

para todos los valores finitos de R. La convergencia de la serie 

de potencias es lenta para valores grandes de R, por lo que sus 

resultados son válidos cuando el número de Reynol ds es pequefto. 

Uno de los trabajos más importantes corresponde a Yih 

C1963). Yih obtiene solucione>s aprm:imadas ¿, la ecuación de 

Orr-Sommerfel d en dos casos: al para val orC?s peque:>l'\'os del número 

de onda y bl para valores pequc,!"íos del número de Reynolds. El 

método de solución es una e::pc1nsión en serie de potencias de los 

parametros k y R en la ecuación de Drr-Sommerfeld y en las 
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condiciones de frontera. Algunas de las conclusiones concuerdan 

con las de Benjamin, otras son nuevas. 

Yih <1963) demuestra que para valores pequel"íos de k las 

ondas se propagan con una velocidad que es dos veces la del flujo 

en la superficie libre. Además, dichas ondas crecerán si el nómero 

de Reynolds os tal que: 

R > 5 
6 cot~ 

L.::-. volocidod que ocupa Yih pari'.I definir el número de 
1 d 

Reynolds os el promedio espacial de U, <U> =a 
0
f Udy, donde d es 

1 a anchura de 1 a capa (ver 

figura). Adicionalmente, resulta 

que la tc>n'-ión superficial no 

influye en la estabilidad de las 

ondas largas, algo que era de 

esperarse, ya que en tales 

condiciones la curvatura de la 

Sllperficie libre es despreci¿1ble, 

En la <•prm:i mE<ción para 

números de Rcynolds pequenos, Yih 

llega a la conclusión de que el 

flujo siempre es estable, eHcepto 

cuando el plano esta vertical y 

la tr=nsi6n ~.uperfi ci al es 

dr=:oprc·ci é<da. 

Otra linea de investigación es el estudio del escurrimiento 

de líquidos en superficies que no son planas, como sucede en 

tubos, alambres y conos. Algunos procesos industriales presentan 

este tipo de flujos. Por ejemplo, el deposito de una capa aislante 

en los alambres ocupados para la fabricación de bobinas, el 
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deposito de la emulsión en l8s pel1culas fotográficas o el 

recubrimiento de tubos con una pel1cula protectora de pintura o 

aceite. 

En muchos casos es importante que la capa tenga una anchura 

uniforme. La inestabilidad (manifestada en la formación de ondas> 

impone un limite a las tasas de producción o bien induce la 

selección de los materiales fabricados. Lin y Liu (19751 resuelven 

una ecuación diferencial parcial no-lineal que dE?scribe el 

movimiento de la superficie libre de una pG11cula de fluido sobre 

un CL1c1·po de form.:< cil1ndricé1, L<•S ft1cr·::.:<O', que co11s"ider-<1n son: la 

gravedad, la viscosidad y la tensión superficial. Estos autores 

determinan algunas condiciones bajo las cuales el espesor de la 

capa es uniforme, mismas que dependen eHplicitamente del número de 

Reynolds, el número de onda y el nú~cro de Weber. La utilidad de 

esta investigación es evidente. 

Más recientemente, Zoll.:1rs <19801 presenta una 

investigación sobre la estabilidad de un liquido que desciende por 

un cono, cuyo eje coincide con la vertical. Hay dos diferencias 

respecto al problema del plano inclinado, a saber, la curvatura de 

la sup~rficie y el incremento de la superficie donde se mueve el 

cono. Un ofecto de esto último es la disminución dol espesor de la 

capa liquida conforme se aleJa del vertice del cono. En lineas 

generales puede decirse que si bien, localmente puede haber 

inestabilidad, lejos del vertice todas las perturbaciones decaen. 

En esto juega un papel primordial el adelga=amiento de la capa. 

En este tr-ab<:1jC• se DLorda el problr:íl1a de la est.:1bilid.:1d 

lineal de una pel1cula de fluido que se mueve por un plano 

inclinado bajo la acción de la gravedad y la rotación. El capitulo 

1 osta dedicado a presentar los conceptos primordiales y las 

ecuaciones fundamentales de la mecánica de fluidos. En el capitulo 

2 se e~ponen las caracterlsticas, los métodos y Jos limites de 

aplicación de la teoría lineal _de la estabilidad. 
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En el capitulo 3 se plantean y se resuelven las ecuaciones 

que describen el comportamiento de la capa de fluido por un plano 

inclinado en rotación y en ausencia de perturbaciones. La solución 

es un flujo laminar cuyas componentes de velocidad dependen sólo 

d& la coordenada perpendicular al plano. Además, al final se 

transforman las variables del flujo a una form« <:•dimensional. 

El c«pitulo IJ C?sta dedic<ido a «plicar los métodos de la 

tcor1a lineal de la estabilidad al problema de la capa de fluido 

en rotación. En base a las ecuaciones de momento y continuidad se 

obtiene· un::. g¡:>nc·rali::i;ción dG le. c•cu;-,ción de· Orr-Sommer·f¡-old. 

Partiendo de que las ccuacion~s de la Gstabilidad lineal no 

tienen una solución anDlJtica. en los capitulos 5 y 6 se obtiene 

ltna :1p1-o::imr•ci6n v:.lid11 pc.r« númcTos dG onda pcquc·l'íos. Lo que se 

h1:1cc es busc.:1r un1.1 snluc:i6n C'fl scrirc dr. polu1c:i;-.;<:, de\: y ~,C' trunca 

el degarrollo hasta el término de orden 1. 

El c~·pitulo 7 incluye una 2.pro::imaci6n :<1 problema de la 

estabilidad válida cuando el número de Reynolds, el número de 

Taylor y C?l ángulo .de inclinación <medido respecto a la vertical) 

son poquL'!"íos. 

Los principDlcs rc:s11ltados de c!"te trflba_io se prE>sontan a 

tr~vés de gráficas al final de los capitules 6 y 7. Por último, en 

el capitulo 8 se dan las conclusiones y las perspectivas. 
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J.-PRINCIPIOS GENERALES DE LA MECANJCA DE FLUIDOS 

I . -HI PDTESI S DEL CONTINUO 

Una de las hip6tesis bAsicas de la mecAnica de fluidos es 

la suposición de que la materia contenida en cierta regi6n del 

espacio llena totalmente el volumen donde esta confinada, es 

decir. no c::istcn hucceos. Let estructura niolcr:ul.:lr de la m<:1teria es 

ignor¿,da y se le sustituye por un continuo. De acuerdo a esta 

concepción, se considera que la cantidad de partlculas dentro en 

un volumcm arbitr¡:;rio es infinita, Si a lo anterior agregamos que 

un fluido es un cuerpo deformable, esto os, la sep¡:;raci6n entre 

dos part1culas es susceptible de sufrir modificaciones por la 

acci6n de una fuer=a, resulta que el número de coordenadas para 

describir su movimiento es infinito. Por lo tanto, en el modelo 

del continuo un fluido es tratado como un sistema con un número 

infinito de grados de libert~d ( L e. n rfrn.t • 1978). 

En lo sucesivo, al referirnos a una part1cula material 

considet-ó1r::>mos un C?lemento de fluido, pequr:·l'ío desde el punto de 

vista macrosc6pico, pero que contenga aún un número considerable 

de moléculas, de manera que pueda ser ignorado el carácter 

discreto de la materia. En forma similar definiremos un elemento 

de volumen. 

La hipótesis del continuo conduce: predicciones 

cuantit.':o1tivas que concuerdó•n con l<'s obser·v.:1ciones e::perimentales 

cuando las distancias caracter1sticas de los fenómenos estudiados 

son mucho mayores que el camino libre medio de una molécula. 

E::isti: un parametro adirnl?nsional ~:conocido como número de 

~nudsen, que se define as1: K= 1, siendo l el camino libre medio y 
L· 

L una longitud representativa di:l flujo. Cuando ~: es peqLtel"ío el 
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fluido puede ser estudiado como un continuo. 

Aparte de lo anterior, supondremos que todas las funciones 

que describen las propiedades del fluido son continuas, excepto en 

un número finito de superficies que separan a las regiones de 

continuidad. Esto último permitirá ocupar las herramientas del 

cAlculo diferencial e integral. 

Una de las consecuencias de la hipótesis del continuo es la 

utili:aci6n de ecuaciones diferenciales parciales no-lineales en 

la descripción de 12'':· p1-opiod¿1dcs de un fluiclo <Son1merfcld, 1950), 

lo que m.:1rca una diferencia bási Ce• con respecto "' la mi:.•cáni ca de 

sistemas con un número finito de grados do libertad. 

I I. -DESCRIPCIONES LAGRANGI /;NA 'f EULERI ANA 

En la mecánica ordinaria uno de los conceptos básicos es el 

de posición de? la p.:1rt1 cul ¿,. Se trat.:1 de una variable que se 

obtiene al resolver la scgu~da loy de Newton y que dopende de las 

coordenadas iniciales y del tirampo ILandau, 19781. 

A la descripci6n de la trayectoria de un cuerpo en termines 

de las condiciones iniciales y el tiempo se le conoce como 

representaci6n lagrangian.:. CMalvet-n, 1969). 

Aparte de la anterior, existe una forma alternativa para 

describir las propiedades de un fluido. En lugar de considerar un 

elemento do materia, lo que se hace es fijar la atención en un 

elemento de volumen fijo en el esp~cio. Las propiedades del fluido 

se determinan para cada punto del espacio y el tiempo! entonces, 

las magnitudes como la valocidad, la presión, la temperatura, etc. 

adquieren el carácter de campos. En esta representación las 

coordenadas espaciales y el tiempo son puestas al mismo nivel: son 

las variables independientes. A la anterior se le conoce como 
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descripción C?llleriana y es la más usL1al en la mecAnica de fluidos. 

Las leyes de la mecánica y la termodinAmica estan referidas 

usualmente a un elemento de masa. Sin embargo, la descripción 

euleriana requiere de la aplicación de estas leyes a un elemento 

de volumen. El paso de una a otra se hace por medio de un 

resultado conocido corno Teorema de Transporte de Reynolds 

Fijemos la atención en una masa de fluido en movimiento. 

Tanto el volumen que ocupa corno Sll frontera sufrirán 

modificaciones c·n c·l lr.:,nc:cur·~o dc·l tiempo. Luego, la integral de 

una propiedad a dol fluido se hará sobre una región de integración 

que es función del tiempo. 

Interesa conocer cual es la ra=ón de cambio de una 

i ntC?g1- al, Y"' que e>st ;;s ¿,p:.r eccm en 1 <•S e;: presiones de b21l anee de 

masa, momento y onorgla. 

Dofinimos la derivada material de una integral de volumen 

como la ra=ón de cambio -en el tiempo- de una integral que se 

toma, no en un volumen determinado del espacio <como se hace 

11sualmunto>, sino sobro un sistema de masa constante. Se denota 

como sigL1e: 

D 
Dt Jadv, 

v<U 

donde v<l> es el 

tiempo. 

volumen que ocupa el sistema y depende del 

Est.:, intc·gr<:<l se e::pres.ará en función de? las variables 

independientes en un sistema de Euler, la posición x y el tiempo 

t. Sea v el volumen ocupado por un sistema de masa constante a un 

cierto tiempo y s la superficie que limita a v. La ra=ón de cambio 

de la integral fadV tiene? dos contribucionl?s: al la variación de 
vkl> 

a dentro del volumen inicial v y b> el flujo neto de a a través de 

la superficie s <Malvern, 19691. Lo anterior conduce a la 
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í gual dad: 

( 1. 1) D - I CldU :: Dt 
Vil) 

+ f a v·nds. 
s 

Recurrí endo al te6rema de Gauss, 1 a igual dad quedará · 

escríta en terminas de integrales de volumen: 

(1. :;?) 
D 
Dt fa dv = J 

Vil> V 

eªª+ div<av>Jdv at 

La integral de la derecha se hace sobre un volumen fijo en 

el OEpacio; Por tanto llegamos a una e:: presión aplicable 

directamente en la repres:c:mtación eulerian<:1. Sc·l'ialese que a puede 

ser un escalar o los elementos de un vector o un tensor. 

II I. -CONSERVACI ON DE LA l·.IASA 

Uno de los principios básicos de la f1sica clásica 

establece que la cantidad de masa permanece constante en el 

universo. Esto significa que no puede eHistir creación o de 

aniquilación de ~atería. La variación de masa en un volumen fijo v 

se debe entonces al flujo a través de la superficie que lo limita. 

Considerese un masa arbitraria de fluido. La conservación 

de la materia implica que la derivada material de la integral de 

volumen de la densidad de masa es igual a cero. 

representación euleriana esto significa que: 

( 1. 3) 
V 

cªP + cJ~uk Jdu 
at CJ .. 1c 

12 
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Teniendo en cuenta que el volumen de integraci6n es 

arbitrario, concluimos que el integrando es igual a cero. La 

ecuación que resulta es una expresión local de la conservación de 

la masa: 

i)p + i) 
éH '3\ <pulo:} ::O, 

que se conoce como ecuación de continuidad por ser una ecuación en 

derivadas parciales, lo que implica que la velocidad es continua 

<Currie, 1974>. Se ha ocupado notación tensorial, en la que se usa 

la convención de suma sobre indices repetidos. 

Cuando la velocid21d del flujo es poquería en comparación a 

la velocidad del sonido del fluido, podemos considerar que la 

densidad permanece constante. A los fluidos que cumplen esta 

condición se les llama incompresibles. La ecuación de continuidad 

adopta entonces una forma m~s simple: 

(1. 5) o. 

IV. -CONSERVACION DE MOMENTO 

La ecuación de conservación de momento resulta al aplicar 

la segunda ley de Ne~ton a un elemento de fluido. Recur-riendo al 

teorema de transporte de Reynolds, 

momento torna la forma: 

( 1 • 6) 

la ecuación de balance de 

donde F. incluye a todas las fuer-zas que actuan sobre el fluido. 
l 
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Las fuerzas pueden agruparse en dos categorías. En primer 

lugar mencionaremos aquellas que actuan sobre cada punto material 

del fluido y que se conocen como fuerzas volumétricas o de cuerpo. 

Dentro de esta clase se encuentran las fuerzas gravitacionales, 

las electromagnéticas y las fuerzas ficticias <que se incluyen 

cuando el movimiento se describe desde un sistema de referencia no 

inercial>. En el otro grupo estan las fuerzas que actuan sobre la 

superficie del elemento de fluido dependen exclusivamente del 

área y orientación de la mismn y se les llama fuerzas de 

superficie. 

Sea T la fuerza volumétrica por unidad de masa y ~ la 

resultante de las fuerzas superficiales por unidad de área. La 

fuerza total r puede escribirse entonces como la suma de una 

integral de volumen y una integral de superficie: 

( 1. 7) J pT du + J P c1S, 
s 

Dentro de las fuerzas superficiales por unidad de área 

incluimos a J~, presión y a los esfuc·r::os vis.cosos. En un elemento 

1 
1 

.,, , l 
__ ;._JllJI 
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., 
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108 elemQ>ntou d .. t l"ns>or 

de fluido podemos identificar 9 

componentes de esfuerzos, 3 para 

cada plano coordenado. LL1ego, la 

descripción de los esfuerzos se 

hará con un tensor de segundo 

primer 

elemento 

plano 

rango "ú• donde el 

subíndice indica que ese 

actua sobre un 

perpendicular al eje x. 
• 

segundo 
d .. 

índice da la 

y el 

dirección 

d .. hacia donde actua el esfuerzo. P. • 
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puede escribirse entonces como sigue: 

( 1. 8) Pl = "· . n,, 
L J J 

siendo n. el vector normal a la superficie. La fuerza adopta la 
J 

siguiente forma: 

( 1. 9) F = tJJ pf, du + J o. . n . ds , 
l • s'J J 

Usando el teorema de la divergencia se transforma al 

segundo termino en una integral de volumen. La ecuación de momento 

queda entonces as1: 

< 1. 1 O> 

Considerando que el volumen de integración es arbitrario, 

podemos escribir la ecuación de momento en forma diferencial: 

(1. 11> ªº pf i+ t1>: lj. 

V. -ECUACIONES CONSTITIITTVAS 

En los pArrafos anteriores se han est<1bl eci do los 

principios generales que satisface cualquier fluido. En esta parte 

serAn consideradas las ecuaciones que relacionan las fuer:as que 

actúan sobre una particula material con la estructura interna y 

las propiedades del fluido. Estas relaciones reciben el nombre de 

ecuaciones con.stitutiuas. 

Las ecuaciones constitutivas se obtienen a partir de la 

observación e;:perimental y ciertas condiciones adicionales. Un 
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buen ejemplo lo constituye la Ley de Hooke que relaciona la 

deformación de un cuerpo con las cargas aplicadas. En un fluido es 

importante determinar la dependencia funcional de los elementos 

del tensor de esfuerzos con respecto a otras variables del flujo. 

Helmholtz demostró en 1858 que un movimiento infinitesimal 

de un elemento de cuerpo deformable puede ser representado como la 

suma de una trasl <:1c:ión, unt:1 rot21ci6n y una deformación (e}: tensión 

o contracción y corte puro> <Somn1erfol d, 1950), Las ft1erzas 

superficiales que actúan en las paredes del elemento material 

producen deformaciones. 

De la evidenci<:J eJ:porimental se propone que o-.. dt?pDnde del 
au ~ J 

tr.msor r api de:! de def or- maci ón o . . =a . . (,.le). Con si der ando la 
t J s. J u}:g 

simetr1a del tensor de esfuerzos -que se obtiene de la 

conservación del momento angul<:Jr IStrclkov,19771- resulta que este 

sólo puede depender de la parte simétrica de cauk/ax
5

J, es decir 

de (8uk/8x
5

+au
5

/8uk> conocido como tensor de rapidez de corte 

(es;Jcl. 

Una rel i:\Ci ón. entre C7, • y e. . se obtiene al hacer una 
' J • J 

expansión en ~orle de Tciylor ulrededor de ek 1= O: 

(1.12) º·. • J 
f .. 

l J 
+ + 

donde fLj es un tensor de segundo orden, fLJkl es 

cuarto orden, etc. 

+ .... ' 

un tensor de 

Se supondra que le relación es lineal. Un comportamiento de 

este tipo puede encontrarse en el agua, el aire y muchos de los 

f1 uidos más <:1bundantes en la superficie de la ti erra (a los 

fluidos que se comportan de esta manera se les 

newtonianosl. La hipótesis de linealidad implica que 

dcponde de eLj y que fijes, a lo más, lineal en eij' 

Entonces, la rel<1ción entre C7 •• y e .. qLll:~da: 
• J l J 
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(1.13) º·. 
' J 

Se con si der a además que el f 1 ui do es homogá-neo e 

i sotr6pi co, 1 o que implica que f. . y f. . , deberán ser tensores 
' J ' J le. 

i sotr6pi cos. 

Un tensor es isotr6pico si sus elementos permanecen iguales 

bajo una transformación ortogonal de coordenadas cualquiera. En el 

caso de lo tensores de segundo rango, cumplen esta condición 

ónicamente aquelos de la forma: 

( 1. 14) 

donde X es un escalar. 

f .. 
' J 

Por otra parte, la forma rnás general de un 

isotr6pico de cuarto orden es <Malvcrn,19691: 

tensor 

TC?n i en do c>n "1cr1te que º" . r?s simétrico, tendt· en1os que hi:lcer 
' J 

x igual a cero, ya que este coeficiente multiplica a un tensor 

antisimétrico en i y j y en k y l. 

En ausencia de movimiento, la ónica fuerza superficial es 

la presión hidrostática, que es un esfuerzo perpendicular ·a la 

superficie. Por lo tanto f\.j -p ó\.j' 

<1. 16) 

La rr-laci6n que se tiene hasta ahora entre o . . y e .. es: 
' J ' J 

o .. 
' J 

-p ó. . + X ó. . ( ~ ) + T/ e. . , 
' J l J >:le l J 

misma que puede reescribirse en termines de cantidades f1sicas que 

caracterizan la sustancia, la viscosidad cortante µ 

viscosidad volumétrica ( <Currie, 1974): 

17 
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(1.17) - ó + ( au' BLI, ~ Bu ó BLI 
"· .--p .. µ rJ+¡r- 3 . ·r> +( . ·r· 

LJ LJ l: L X j LJ X le LJ >i le 

Por lo tanto, la ecuación de balance de momento de un 

fluido newtoniano e incompresible es: 

(l. 18) [ 8u. Bu 8p 
P ,.-tJ +u -jJ= - - + µvzu. + pf., 

" le iJ X le iJX j J J 

A !1.18) se le denomina ectwci6n de Navier-Stol:es. 

VI. -SEMEJANZA FISICA Y PARAMETROS ADIMENSIONALES 

Decimos quC' 2 fcm6mcnos son SC'mejantC's cuando C'~:i sten entre 

ellos algunas características comunes. Desde el punto de vista de 

la mecánica de fluidos podemos hablar de tres tipos de semejan=a 

entre dos sistemas CMalvern, 1969): 

i> Semejanza_Geomét..rica: ocur-r-e cue1ndo la geomt?tr1a y la forma del 

flujo tienen la misma disposición en los dos casos. El cociente de 

longitudc:s cor-respondientes sien1pre d<• el misn10 valor. Podríamos 

decir que dos hojas de papel son semejantes geometricamente si el 

cociente anchura/largo es el mismo en <:tmbos c<:tsos. 

iil Semel.an:z.a Cinemát.ica: elijase al a:::e1r un punto Cll en uno ·de 

los flujos; busquese enseguida el punto equivalente C2l en el otro 

flujo. Entonces, los flujos serán equivalentes cinemáticamente si 

los cocic:ntC!s de la velocid<:•d v1/v2 y de le< aceleracion a1/02 no 

dependen de la elección del punto 1. 

iii> Semejanza Dinámica: considere dos elementos de masa, elegidos 

como se hi=o en el caso anterior. Dos flujos son dinamicamente 

equivalentes si el cociente de la fuerza F1/F2 no depende de la 

elección del elemento de masa 1. 

18 
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Habrá semejan:a completa cuando se cumplan simultaneamente 

todas las condiciones se~aladas en los incisos anteriores. La 

semejanza se convierte en un medio de comparación de resultados 

aparentemente diferentes. Por ejemplo, la corriente en un r1o 

puede asemejarse bajo ciertas condiciones al flujo en un canal. 

Desde una interpretación distinta, la semejanza permitirá 

extender los resultados teóricos y e~perimentales obtenidos en un 

fenómeno particular a otros casos. Esto es importante por cuanto 

las ecuaciones que describen un flujo son no-lineales y su 

integre1ción c·s b<:1Sti'lnte cornplic;:1da, rcqu;r·ic·ndoso en lA m<1yoria de 

los casos el uso de métodos numéricos. 

Uno de los procesos que permite comparar fenómenos <y 

buscar semejanzas) con diferentes dimensiones y propiedades 

fisicas es la adimcnsionalizaciOn de variablos. La introducción de 

variables adimcnsionales en las ccuacionos de movimiento conduce 

directamente a la formación de combinaciones de cantidades f1sicas 

cuyas dimensiones se cancelan y que representan 

cociente~ de fu~r=as (pQramctros adimensionales), 

la ccu~ción de Navicr-Stü~~s ca~tiane las 

Adimcnsionali:cmos v con }¿: dE? una 

cornunmente 

sigllicntcs 

vc:·locidad 

representativa en el flujo (llo) ; a las coordenadas con una 

longitud caracteristica del sistema <Ll. A la presion con pUoZ y 

al tiempo con L/Uo. Al introducir esto en la ecuación de momento y 

e>n ausencia de -fuct-=¿•s e;:tern~1s .:.p;;.rece una única combinación 

C\dimcnsion.::d: Uol/v (v-µ/p c·5 1a ··.iis.ccs.id.:-d cinC?1!1áticcd qL1e se 

ccmocc· corno N.Jn1ero de .Reynolds IR>. En ausencia de fuerzas 

E:>wl:crnos 1 a cct1<:1ei ón de Mavi er-Stol:cs queda: 

( 1. 19) 
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La presión se adimensionalizó con pUoZ considerando la 

igualdad <Monin, 1975): 

(1. 20) 

que se obtiene al tomar la divergencia de la ecuación 

cuando el fluido es incompresible. 

<1.18) 

Los resultados obtenidos para un valor fijo de R son 

aplicables a otros fenómenos. Se requiere Qnicamente que la 

geomctr1a sea semejante y la combinación UoL/J.J sea la misma. He 

aqu1 una ventaja de los parámetros adirnensionales. 

Los núm12ros adirnensionales permiten i:ldernás comparar el 

orden de mi:lgnitud de los diversos t~rminos en las ecuaciones de 

movimiento. Lo anterior es importante pues permiten determinar qué 

términos pueden sor ignorados y as! simplificar las ecuaciones. 

Cada parametro adimensional tiene un significado fisico. En 

particular, el número de Reynolds representa el cociente entre las 

fuer:as de inercia·y las fuer:as viscosas. 

Otro p<1rc-1melro c.dimt.?nsional ~·s la combinación r=2nLZ/J.J, 

conocida cc•rno N mero de Taylor, que 2<.parece e>n la ecuc1ci6n de 

balance de momento cuando el fluido esta en rotación y el 

movimiento se describo desde un sistema de referencia no inercial. 

n es la' velocidc1d angular de rotación, L es una longitud 

caracter1stica y v es la viscosidad cinemática. El nómero de 

Taylor es el cocianto entre la fuer:a de Coriolis y la fuerza 

viscosa. 

Para los fen6rnenos en que aparecen ondas superficiales 

ei:iste una combinación i'1dimt?nsional conocida como N mero de 
~ 

Frov.d& Fr==U/(gL)Z, Este par<1rT1E1tro es el cociente entre una 

velocidad representativa del flujo y la velocidad de propagación 

de una onda gravitacional en aguas poco profundas. El cuadrado del 

2(1 
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número de Froude también se interpreta como el cociente entre la 

fuerza de inercia y la fuerza de gravedad. 

VII . -CON DI CI ONES DE FRONTERA 

La ecuación de Navier-Sto~es es una ecuación vectorial 

derivadas parciales, de segundo orden y de tipo parabólico 

soluciones deben satisfacer ciertas condiciones de frontera. 

en 

5LIS 

Usualme~te se utili:a como una condición la velocidad en 

todas las fronteras sólidas. Supongase que un liquido fluye 

hallandose en contacto con una superficie de este tipo. Si IT es la 

velocidad de la pared, entonces la condición que debe satisfacer 

el campo de velocidades en la frontera es: 

<1.21l V u. 

Los resultados teóricos obt~nidos al usar <1.211 concuerdan 

con los el:peri;11t.:·ntos en ur1? ,'>mplia gz1ma de fc;,nómenos. 

Por otra parte. en una interfase liquido-gas las 

condiciones de front12ra se c-':pi-c:>s¿,n en términos de los elementos 

del tensor de esfuer:os. Supongase que una de las fronteras de 

cierto liquido en movimiento es una capa de aire, inicialmente' en 

reposo. Si desprcci ¿irnos el arrastre del gas, los 

esfuerzos tangenciales son nulos en esa frontera. 

los cs·fucr::os. no1·m.::;l t.:'S il l <• s.upC?1-fi ci e libre satisfacen 

otro tipo de condición, esto por la existencia de una fuerza de 

superficie. La capa de fluido que esta en la interfase liquido-gas 

se encuentra en una situación especial. Las moléculas que se 

localizan en la superficie libre sólo estan rodeadas por otras 

similares hacia un lado, a diferencia de lo que sucede en el 
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interior del liquido. Tales moléculas tienen un e~ceso de energ1a 

respecto a sus similares que no se encuentran en la frontera, lo 

que da lugar a una fuer:a conocida como tensión superficial, la 

cual tiende a reducir el área de las fronteras de cualquier 

cuerpo. La tensión superficial es la causante de que las pequeftas 

gotas de agua tomen una forma esférica <M~tvéev, 1987). 

Supongase que la interfase liquido-gas es inicialmente 

plana y que por alguna causa sufre una deformación. Dicha 

deformación aumenta el área de la superficie libre; la 

tensión superficial tcnderA a ~ue la interfase recupere su forma 

plana <Guer<:1si mov et. al., 19771. 

La tensión superficial es una fuer:a dirigida normalmente a 

la frontera entre los dos medios, es 

FIOURA z. -Rodi.01> princi

pot .... d" un"l"m"nlod" 
s;up<>rfici.<>. 

T 

se encuentran en contacto. 

p1-oporci onal a la curvatura de la 

superficie. SQan R1 y Rz los dos radios 

principales de 1 a superficie (ver figura 

21. La condición de frontera 

es un balance entre los 

norm:d es <qu12 dtmot¿,rcmos aqu1 

y la tensión superficial: 

(l. 22)'7 
nn 

o, 

es el coeficiente de 

respectiva 

esfuer:os 

como r:7 ) 
nn 

tensión 

superficial y depende de los medios que 

Cuando se adimensionaliza esta condición de frontera, surge 

un pararnatro sin dimensiones, conocido como Número de ~Jeber: 

(1.23) l>Je 
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que serA usado e~ los capitulas 5 y 7. Con 

parte dedicada a eHponer los principios 

mecánica de fluidos. 

23 

esto se concluye 

fundamentales de 

la 

la 

~~--------------------



Z. -TEORIA LINEAL DE LA ESTABILIDAD 

I.-DEPINICION DEL PROBLEMA 

Se entiende por perturbación de un flujo a una acción sobre 

éste que modifica el comportamiento predecido por las ecuaciones 

de la mecánica de fluidos y las correspondientes condiciones 

iniciales y de frontera. Una perturbación puede ser, por ejemplo, 

una vibración de las fronteras o la colocación de un obstaculo 

dentro del flujo. 

Los campos de velocidad Vcx,tl y de presión p<x,tl tendrán 

desviaciones respecto a los valores calculados para el flujo 

original o prim<ir·io. Podre111os e::prt:sDr estas magnitudes como la 

suma de dos contribuciones: 

v <::, t > 

p (>: ,tl 

Ü<>:,tl + Üb:,t>, 

P<>:,t> + pCl:,t>, 

donde ÜCl:,tl y P(::.tl son los campos di? vc:locidad y presión en el 

flujo prim211·io; y :Ucx t , p(::,tl son los correspondientes términos 

debidos a la perturbación. 

El problema básico de la tr;,or1a de la estabilidad lineal· .. 

consiste en determinar si los campos asociados a la perturbación 

crecen, permanecen constantes o se amortiguan. En el primer caso 

decimos que el flujo es inestable, ya que las campos que lo 

describen se alejan espacial o temporalmente del comportamiento 

original ' en el último caso afirmamos que el -flujo es estable 

pues C\ l paso del tiempo o con la distancia 105 campos ve::, ·t> y 

pCx,tl tienden respectivamente a Li<>:, t> y P(>:, tl. Si la 

porh1rbac:i 6n permDnece constante decimos que el flujo ti ene 
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estabilidad neutra CDr-a;:in, 1979>. Por su parte, el problema 

básico de la teoria de la estabilidad no-lineal es obtener la 

evolución temporal y espacial de la perturbación. 

En 1883 Osborne Reynolds reali::ó el:per-i mentos con agua 

fluyendo a trav6s de tubos de diferentes radios. Uno de los 

resultados de su investigación fue que el f l Uj o dejaba de ser 

laminar cuando la cornbinac:ioón adimensional UoL/v (el número de 

Reynolds) sobrep•.saba el valor critico Re:: 13000; Uo es la 

velocidad miHima del agua y Les el radio del tubo COra::in, 19791. 

Usualmente 1<' inost<<bilid.:1d de 11n flujo esta asociada a 

valores do número de Reynolds <R> relativamente altos. El 

comportamiento de una perturbación arbitraria y su dependencia del 

número de Reynolds, asi como de otros parametros adimensionales, 

puede determinarse r·ccurriendo a las ecuaciones de momento y 

continuidad. Las variables que aparecen ahi se adimensionali;:arAn 

como se hi::o en la sección 1.VI. Fijaremos la atención 

exclusivamente en la estabilidad de flujos estacionarios e 

incompresibles. Po~ lo derr~s, restringiremos el estudio a los 

casas en qt\e las fL\er:as \'olurriétricas ~~a~ const~rltes o bien~ 

dependan de la velocidad. 

Los campos de velocidad y pr~sión en el flujo primario <CT y 

P) , asi como en el flujo perturbado cV y pl son soluciones de las 

ecuaciones de la mecinica do fluidos. Por lo tanto, se cumplen 1as· 

siguientes igualdades 

adimension¿dr_•s): 

+ + 

<2.2) 

(2.3) 

<escritas en términos 

Sf.CV. l + 
kj J ' 

Sf (LJ > + lfZU 
j t j 
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<2.4) ~=o 
ih:lc , 

donde U. y V. son las componentes 
J l 

de Ü y V respectivamente y s 
es un parametro adimensional. 

t. incluye a todas las fuer:as de cuerpo que actuan sobre el 
l 

fluido. Por cada una de estas fuer:~s podemos definir un número 

adimensional S ; Supongase, por ejemplo, que la fuerza es la de 

Coriolis -2p<fr.:velocidad). La combinación adimensional que se 

forma es <20L2/v), el número de Taylor. 

L<7<s ecu.:1ci ont?s q11c> ciobi ern¿m ¿, 1 a pe1·turb<:;ci6n se obtienen 

al restar 12.2) de 12.1) y 12.41 de 12.31, dando por resultado: 

<2.51 -RiJp + V2u + Sófj , 
é};¡ j 

(2. 6) 

siendo ófj = fj<Vt)-fj<Ut) y uj es la representación tensorial del 

vector u. 

Determinar la evolución dG la perturbación y, por lo tanto, 

conocer la est.:;bilidi:ld, QS un probl i:?ina en el que .:.parecen 

ecuaciones diferenciales no lineales. 

II.-MODOS NORMALES 

Las dificultades asociadas a la busqueda de soluciones a 

ecuaciones diferenciales no lineales pueden evitarse si se 

consideran unicarnente perturbaciones pequeftas, 

suponemos que? se cumple UÜ<>:,t>n « nIT<::Jn. 

es decir, si 

En ese supuesto podemos despreciar lo términos cuadráticos 

u létu./ax,.> en la ecuación de momento, qued.:mdo as1: 
le J ,; 
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(2.7) 

La ecuación <2.6) queda igual, 

+ Wu 
j 

Además de las ecuaciones <2.6) y (2. 7)' toda solución 

deber~ ajustarse a las condiciones iniciales y satisfacer ciertas 

condiciones de frontera. 

Supongase que el flujo primario es estacionario. En ese 

caso las ecuaciones <2.61 y <2.7> forman un sistema homógeneo 

cuyos coeficientes no dependen del tiempo Esperarnos entonces que 

l¿•s soluciDnC>s contcnqz.n un factor del 

<Shivamoggi ,19851, donde el coeficiente w es, 

tipo 

en 

e;:p(-iwtl 

general 1 

complejo. En el caso de que U¡ no dependa explícitamente de alguna 

de las variables espaciales, podrern~s aplicar el mismo argumento. 

Por ejemplo, supongase que el campo de velocidades tiene una 

dependl?nc i a ei: p 11 e ita un i c.:;rTien te on 1 a e oordenada 

sol LIC iones tendrían entonces un f 21ctor del tipo 

En el fondo; lo que se ha hecho es aplicar una separación 

de varic:>bles c-n un sisle111é• lir.cal y homC"lgénE·o de ecuaciones 

diferrmcic:,li?s pai-ci ¿,li:s. A este- nétodo se le du el nombre de modos 

normales iMonin, 19751. 

Fi j1?mos 1 a é'.<tención en 1 a ei:presión e::pí <k1 ;: 1 +k 9 }: 9 -wt >. El 

término <1:1x1 +1: 9 :: 9 -wtl lo podernos escribir como 
.! 

1: <cosEh: 1 +sen6:: 9 -cl >, si en do I:= ( 1: 1 Z+1: 8
2 > z· , < 1:9 /1: 1 1 =tane y e= (w/kl. 

La interpreta~ión flsica de k, e y e es inmediata si recordamos la 

descripción matemática de una onda. 1: es el número de onda <211/Xl 

<X:=longitud de onda), e es 1?1 ángulo de pi-opagación; la parte real 

de e es la velocidad de propagación y la parte imaginaria indica 

la raz6n de crecimiento o decrecimiento de la perturbación. Cuando 

Ci:=lm(c) >O hay un crecimiento temporal de tipo exponencial; CL<O 

implica que la perturbación decrece en el tiempo; Ci=O es el caso 
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de la estabilidad neutra (la perturbación se propaga en forma de 

una onda sin modificación temporal>. 

Considerese una perturbación cuya longitud de onda es X0 • 

El parametro k es igual a 2íl/X0 • Luego, de acuerdo al método de 

modos normales la solución de u. y p ser~ del tipo: 
J 

El problema de la estabilidad consiste en determinar los 

valores posibles que adopta c. El procedimiento usual es el 

siguiente: las soluciones de los campos de velocidad y presión 

contienen a f.<::zl y g(::zl. E:::t~,;:. funcionc·s sc>tisfacen ecuaciones 
J 

diferenciales que se obtienen al sustituir lc:1s el:presiones de uj y 

p dadas anteriormente, en C2.6l y (2.7l. Los coeficientes de estas 

ecuaciones dependen de \:, e, R y posiblemente de otros números 

;:,di mensi anal es. 

Las soluciones deben satisfacur ciertas condiciones <que 

resultan de aplicar las condicion~s de frontera>. Al imponerlas 

obtenemos, por lo general, un sistema de ecuaciones homogéneas. El 

parametro e se determina como un valor propio, de manera que las 

ecua'Ciones sean consistentes. Por lo tanto, el cálculo de ·la· 

estabilidad lineal se convierte en un problema de eigenvalores. 

EHiste una dependencia entre e y los parametros k, e, R y 

los otros números adimensionalos; entonces c=c(l:,R 9, ••• J. Podemos 

establ-ecer condiciones bajo las cuales las soluciones elementales 

del problema se ~mortiguen o no sufran modificaciones. Estas ser6n 

condici enes de estabilidad respecto a perturbaciones 

i nf i ni tesi mal es. 
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III. -LIMITES DE LA TEORIA LINEAL 

El estado final de un flujo inestable puede ser un flujo 

laminar diferente al original, o bien el surgimiento de la 

turbulencia. El camino que sigue el flujo no puede ser determinado 

con la teoría lineal de la estabilidad. El crecimiento de una 

perturbélci ón conduce i nevi t<1bl emente a que sean cada vez más 

importantes los términos cuC1dr.áticos uJc(¿}u;/.J¡\) de la ecuación de 

momento y la evolución posterior es un problema no-lineal. 

Un flujo puede ser estable en presencio de perturbaciones 

pl:'qLte!'ías¡ pero aún ·queda la posibilidad de que con respecto a 

perturbaciones finitas sea inestable (Para investigar esto último 

se requiere un método distinto al de modos normalesl.El mismo 

Osborne Reynolds lo pudo const,:1t.:1r en SLtS m:perinientos. Usando 

tubos con paredes rugosas o perturbando el liquido a la entrada 

del tubo, encontró que la estabilidad se perdía a números de 

Reynolds del orden de 2000 <Drazin, 1979). 

En este trabajo se abordará el estudio de la estabilidad 

lineal en dos casos: al para perturbaciones con números de onda 

pc::>qLIC?!"ios y bl pa1-a perturbaciones en flujos cuyos números de 

Reynolds y Taylor son peque!'íos. 
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3. -FLUJO DE.SCENDIENDO POR UN PLANO INCLINADO 

I.-PLUJO PRINCIPAL 

Abordamos el problema de la estabilidad buscando en primera 

instancia los campos de velocidad y presión correspondientes al 

flujo primario. Consideramos una capa liquida de espesor constante 

(d) que? se> mLIE·ve por un pl«no inclinc1do que rota con velocidad 

l1nr;¡ul¿~r conr,t;:;ntc O [1 ár1011lo qur: fc:o:-nwn li:< vcr·tic¡d y c•l pl.:ino 

inclinado se denota con Ilustramos gráficamente las 

condiciones del problema en la figura 3. 

Superficie no 
erturbodo 

pi o no 
inclinado 

///Fe , 
./ 

. X 
9>0 9<0 

Vista superior del 
plano inclinado 

naURA 

51up.,ri.or 
· rolaci.ón. 

9. - vt .. 1.eu> lal. .. ral 
d"l plano i.ncllnado 

y ; 

"n 

La dirección del vector 

velocidad ~ngular es antiparalela 

al« dirección de la gravedad. 

Por otra parte, elegimos un 

sistema de referencia no inercial 

que se mueve con el plano 

~nclinc.rlo y cuyo origen se 

1 o:::, 11 :: a er 1 un punto sobt·o la 

supot- f i c i e· 1 ibre de la capc:i de 

fluido Cno perturbada). El eje >: 

y el eje z son paralelos al plano 

inclinado. El primero coincide 

con la dirección de la componente 

d~ l~ gravedad que es paralela al 

plano. El eje y es perpendicular 

21 la interFc:1se s6lido-11quido, de 

manera que tengamos un sistema de 

coorden~das derecho. 
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La descripción del movimiento se hace desde un sistema de 

rDferencia no-inercial. Por lo tanto, la ecuación de Navier-Stokes 

incluye dos fuerzas de cuerpo: la fuer:a ficticia de Coriolis 

-2p<ñxÜ> y la fuerza cc:mtr1fl1ga -,oñx<ñxr> , donde res un vector 

que comienza en el eje de rotación y termina en el 

está. aplicada 1;:1 fuer::a <ver 1.:1 figura <:1ntedor>. 

punto donde 

En el sistema de coord2nadas que se ha elegido,el vector 5 
tiene componentes en los ejes x y y <ver figura 4>, a saber: 

..J,.. + 

FlOURA 4. -V.,clor volociclod angu

lar un CI\. !li.lllúrt1a. de¡; ruf&ri.::r1c.ia 

no inwrc\Ql, quw ¡¡."' muc..vw cc .. n '-i'\ 

ptono inclinado. 

( 3. 1) --Ocosc:ú. -Osene1j, 

con n = unn 

La ccuoci6n v~ctorial de balance de momento -que incluye 

además a la graved~d- es <Sammcrfeld, 1950): 

(3.2) '7P - 2p<ñxüi - pñ,. <ñxr> + µw.IT, 

donde· Ü Ui + \lj + l'lk y LIZ '"' 11u11z. 
Tratandose de un fluido incompresible, la ecuación de 

conservación do la masa Qs: 

(3.3) div TI o. 
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~ntes de resolver el sistema de ecuaciones, se harán 

algunas consideraciones físicas. En primer lugar, la inclusión de 

la fuer:a centrifuga tiene como consecuencia que las coordenadas 

x, y,z <a través de ~J aparc:can explicitamente en la ecuación 

(3.2>, lo cual dificL1lta el cálculo del flujo principal. Por otra 

P••rte. Liria dcpcndE'ncia E'~:pl1cita de los campos de velocidad Ü y P 

(flujo principal> r-especto a::, y,: limita la utilidLld del método 

de modos normales. LCtS 

.¡:<::,y, z J e;.:p (-iwt l, es decir, 

soluciones ser1 an 

solo es posible 

del 

separar 

tipo 

la 

dcpendc·nc. i<:• t cr.1por ;:d dt' l ¿. dc¡:.c.·; 1dcric :i <:1 csp..-;c :i c.l • Con el fin do 

evitar las dificult¿\dcs matcrr~ticas asociadas a este problema, 

comenzaremos eliminando la fuerza centrifuga. Este paso limita la 

valide: de Jos resultados a fenómenos en los que la fuerza de 

Cerio] is domina a la centrifuga. 

Entonces, limitaremos la investigación a flujos en los que 

suceda lo siguiente: 

un-x <fi.crl 11 

112<ñxIT>11 
« 1 • 

Sea ro una longitud rE'presentativa de la distancia del c:je 

de rotación al plano inclinado. Entonces la relación de arriba es 

eqllivalente a: 

(3. '1) 
T ro 
R 4ci « 1 • 

donde U0 es una velocidad caracterlstica del fllljO. 

La segunda suposición es que el área que ocupa el flujo es 

lo suficientemente grande corno para despreciar los efectos de 

borde. Entonces todos los puntos en un plano y=cte. ser-án 

equivalentes, es decir, las variables que describen el fenómeno 
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tendr~n el mismo valor. En otras palabras, los campos de 

velocidad ü y de presión P s6lo pueden depender explícitamente de 

la coordenada " • De la condición de continuidad resulta qL1e dV_o· 
"' dy 1 

eso significa que V =cte. Dado que la velocidad dE·be anular se en 

la interfase liquido-plano inclinado, se tiene que V=O. 

Con base en lo anterior, el sistema de ecuaciones que 

S.':ltisfacen los campos del flujo principul es el siguiente: 

(3. 5) 

(3. 6J 

(3. 7) 

-::.n sc:na l•J 

2D cosa W 

20 sena U 

1 dP 
gsena - P dy , 

d2 \~ 
JJ-

dy2 

donde U, V y W son las componentes de la velocidad en los ejes x,y 

y : respectivamente. 

La5 ecuaciones 13.51 y (3.7> forman un sistema cerrado, 

cuyas incognitas son las componentes del campo de velocidades. 

Buscaremos los solucjon~s de esle sistema transforrnandolo en una 

sola 1:>cu<:>ci6n complc:-J¿,, Multiplic""mos a !3.71 por y enseguida 

le sumamos a 13.5): 

(3. 8) {:zn sena CU +i\>J) 
d:Z 

ge osa + v dyZ <U+tl~l • 

Dc:fino•mos c•horu tina fL1nción F: U+d1J, con lo cual llegamos a 

una sola ecuación diferr.mcial de sc·gtmdo orden y no hom6ge•nea, a 

sabe!"': 

(3. 9) ge osa. 
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La parte real de la solución será U<y> y la parte 

imaginaria W<yl. Si adimensionali=amos a las coordenadas con el 

espesor de la capa, llegamos a la siguiente ecuación: 

<3. 10) 
IJ d'l. F 

C2úsena F - d'l. ~dyz 
ge osa. 

La búsqueda de la solución se hari por el camino usual. 

Primero resolveremos la correspondiente ecuación homogénea: 

(3. 11) (1, 

De la teorla de ecuaciones di fer ene i a J es 

esperarnos que (3.101 tenga soluciones del tipo 

lineal es, 

exponencial 

19931. El problern~ ser~ determinar 1 os 

posibles valores de A. Como la ecuación es de segundo orden 

esperamos que hayc. 2 ralees. Sustituyendo c:;:pO,t> en <3.11) 

llegamos a una ecuación algebraica: 

C3.12)AZ=C20scnadZ/u. 

pal ar de· l 05 números 

complejos. El término de la derecha se encuentra a 90º del eje de 

los reales. Luego, una ra1= se locali:a a la mitad, es decir a 

450 del eje real, La otra sol t.1ci6n forma un ingt.110 de 450 + 1800 

2250, Por lo ti".nto, 12.s r&lcc>s son: 

(3. 13) 

!. 
donde x=(l)dZscme1/v)'Z 

hornogénC?a es: 

y -(l+íl;r 

La solución general 

(3. 14) AteNp ( 1+í) xy+A~e>:p (-1-!'.) XY· 
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(3.15) 

Por otra parte, una solución particular de F es: 

Fp = -igcotCt 
2n 

acotCt 
Sea ~,..- 2n . Entonces, la solución general de la ecuación 

diferencial <3. 10) es : 

(3. 16) F f'lte>:p<l+ilx + Azm:p<-1-ílx - i~. 

El campo de velocidades quod~rá totalmente determinado si 

i:<hora se imponen l<•S condiciones de frcint"'r·;:,, En la supE·t·ficie 

libre Ces decir, en el plano y = 01 los esfuer:os tangenciales se 

anulan. Considerando la identidad oij -póij + µcij, lo anterior 

es oquivalento a pedir que eu y ez9 sean iguales a cero, es 

decir, que: 

(3. 17) 

plano 

dU 
dy 

dl~ 

dy 
o en y o. 

Por otra parte, desde nuestro sistema de referencia el 

inclinc;do en reposo. La condición de 

no-desli:amiento en la interfase liquido-plano inclinado implica 

entonces que las componentes de la velocidad son nulas en y = 1: 

(3. 18) u ( 1) o 

L<:<s condic:ion,es en (3.17)-(3.18> implican que 9._<U+í\•J)=dF -.o 
dy dy 

en y=O y cu~-iVJl=O en y=l De ,:,qui lle>gamos a un sistema de 

ecuaciones para At y Az : 

(3.19) o 
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(3.20) o 

Es evidente que ambas ralees son iguales; su valor es: 

(3.21) At = Az = i.(31<2 cosh<l+L>x> 

LL1ego, la función F se e::presa en términos de cosenos 

hiperbólicos complejos, a saber 

(3.22) F(y) i¡'1[coshC1+ilxy _ lJ 
cosh(l+ilX 

Finalmente, las componentes de la velocidad son las partes 

real e imaginaria de F 

(3.23) 

U= ReCF> = f1sEscnhx<l+yl scnx<1-y) + !:·~·nhx<1-y> scm~<1+y)J 

l>J = Jm<F> f1sCcosh~:-C1+y> cosx<l-y> + coshx<1-yl cosx<1+y)J -

- {11 Ccosh2X + cos2x J 

II. -ADIMENSIONALIZACION DE LAS VARIABLES DE FLUJO 

Ocuparemos ahora Jos criterios de semejanza flsica con el 

fin de que la ampli.; gilma d12 condicion12s cm que pu12de e::istir el 

·Flujo !:·E><• c:studiada con una cant.idé'<d n2ducida de p<1rámetros. El 

primer paso será la adim2nsionalizaci6n de las variables que 

describen ¡;J flujo. Para 1.?ll o requerimos úni c<:imente dos 

cantidades: una longitud y una velocidad 

reprcscmtati va. 

En lo que toca a la longitud caracterlstica la única 
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cantidad plenamente identificada es la anchura de la capa de 

fluido en el flujo primario Cdl. 

Por otra parte, teniendo en cuenta que hay dos componentes 

de la vc-locidad, se escogE"!r.á une:• velocidad representativa Uo de 

forma que re-fleje el car¿1cter bidimensional de U. Una magnitud que 

satisft1cr- esta caracter-lstica es la ral:: cuadro1da de: 

(3, 24) 

E,-:,t.:>. i ntc·g1-;:d C'S r:J prc.mr:-di o c.>spaci C<l dol cuadrado de nrru. 
La U0 que hemos elegido se le denomina usualmente velocidad 

cuadrática media. 

Evaluarnos la integral usando una propied~d de los números 
- ~ complejos y que F= lJ+il'J: nunz ~ FF Ocupw1dc• J;:, cecu¿1ción (3.22> 

y la identidad hiperbólica cosha coshb = ![coshCa+bl + coshCa-b>J, 
2 

la magnitud de la velocidad al cuadrado es: 

(3.25) DÜllZ,,,::;:[cosh-( 1 +i) xy-cos í 1 +i l:t'.J[cos;h ( 1-i) XY -cosh (1-i )x) , 

donde ~ 

La integración de esta expresión da como resultado la 

magnitud que buscamos: 

(3. 26) <UZ + l•IZ) (>2 (1 -
senh2x + sen2x 

2x<cosh2x + cos2xil· 

En los pasos intermedios se usó otra identidad de funciones 

hiperbólicas: senh (ai·b l =senhacoshbi·senhbcosha. 

representativa es por lo tanto: 

(3.27) senh2X +sen2x 1 
(3( 1 - 2:t < cosh2x + cos2x> ) 
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Se investigarón otras cantidades como velocidades 

representativas. Al realizar los cálculos de <U> y <W> se encontró 

Llna rolación r.ntre Uo y <l•J>, que de acuerdo a 1 a fl si ca del 

probloma esta plenamente justificada, ya que el campo de 

velocidades depende del re=ago del fluido que es producido por la 

fuerza de Coriolis. 

El promedio espacial de W es : 

.f. 1 
<M> Im i(3 flcosh<l+ílxy 1 )Z dy 

o cosrdl+ílx 

(3.28) ( i (3 tanh( l+i lA:'. .! 
Im - 1 )Z 

( l+il A:: 

senh2:t +sen2x .! 
- (3 ( 1 - )Z 

2;t<cosh2x + cos2;tl 

y la relación a que se hi=o alusión es la siguiente: 

(3.29) (3 <-lü 

p¡,5;;11·cmos ensegL1i da a cscri bi r las componentes del campo 

de vclocjd~d en fo~ma adimcn~ional: 

(3. 30) u T (scnh;t(l+y> scnx(l-y> + sen,:t(l+yl senh;t<l-y> J, 

(3. 31> l•J T (coshx<l+y> cosx<l-y> + cosx<l+y> coshxO-y> J -

-T [cos2;t + cosh2;t J, 

donde T 
lcos2:t+cosh2;tl(l- sen2x+senh2:t )! 

2;tlcos2~+cosh2x> 

Uno de los resultados es que las velocidades (3.30> y 
.! 

(3.31> dependen .solo de un parametro: A:: =IOdZsena/vlz. De acuerdo 
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a su definición SD observa que z os función del numero de Taylor 

T'"'(2QdZsenct/J.Jl y del .ti.ngulo di? inclinación a: 

(3. 32) 
.! 

<r sena/2) z. 

Nótese entonces que para el flujo primario adimensional el 

parametro importante es z y no T y a por separado, como pudiera 

espc1·0:11·sc·. 

El nú"l:::n:· :•di¡r.c:-1::icr1.:1l X inclLl)'C a l.:, volocidad z.ngular O. 

Se CEoora cuo un dc::arrollo do U y W en serie de potencias de x 
tcn9a como términG ~ orden cero el c2mpo do velocidad de una capa 

de fluido desc~ndicndo por un plano inclinado sin rotación. 

(3.33) 

(3. 3~) 

La c::p<:1ns.ión en soric de U y l~ es : 

u 
l•J 

.! 
c15;3¡z. c1 -Y2> +o <xi, 

o + o <x>. 

Los términos a orden cero corresponden a un flujo 

uni direccional, CDl110 el calculz1do por Yi h ( 1963). Hay 

una diforcnci~ respecto 2 lo5 r~~ult~dos de este autor, ya que se 

do Yih. 

El carácter bidimensional del flujo es un efecto producido 

.por .la rot aci 6n • Con un valor de. x = O. 1 1 a con1ponente de la 

velocidad W es despreciable en comparación con U. Sin embargo, con 

x = 1, ambas componentes del c~mpo de velocidad son del mismo 

orden de magnitud. Con valores superiores del parametro x los 

papeles se invierten, pues W llega a ser predominante. 

En las figuras 5, 6, 7 y 8 se presentan gráficas de las 

componentes dol campo de velocidades como función de la coordenada 

y, con val oros del p¡:,rametro x do O. 5, 1. O, 1. 5 y 2. O. A partir de 
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.., '. 

o 
o 

J 
J 
u 

-< 
p 
CD 

-u -+-W -u -+-W 

F'IOURA 5. -compon.,nt"" d"\. CC1mpo ª" v<>toci.dad•u>. Valor d" 
x=O. 5. La magni.lud di> \.(1 v .. toci.dad on X "" mayor qu<> la 

magl'l~tud_~_ 'lo'. 

FIOURA 6, - Compon .. nl"" d<>l campo d" v<>locidad""· Valor 
ª" ,A:"' 1 • (1, Ambru> cornpon8nlog d<> \o voloci.dad lionon <>l. 

m> .. mo ordon d<> rnagn>tud. 

-< 

- u -t- w Valor···. ~d., 
F'iOURÁ- 7. ··· coiripon•ml<>" d<>l º""'Pº d<> v<>locidadl>"· 
X"' 1. 5. En prom<>di.o \.~ magni.tud d1> 'lo' "" mayor a la d<> U· 

FIOUR¡¡--B, - compon•>nll>S> d1>l campo d<> v .. toci.dod<> ... 

clg x=:!. 0. E><i.1>lo una rogi.ón d"nlro d<> lo copo d<> 

·' vCitc.·1 
fluí.do· 

.,,.. la qu<> U .,.. mayor qu" UIO>. 
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z = 1.57 se observa un comportamiento que no se presenta en flujos 

parecidos a este: la componente U de la velocidad adquiere en el 

interior de la capa valores superiores al que se obtiene Fn la 

superficie libre, lo que se observa claramente en el perfil de 

velocidades con x= 2.0. Este comportamiento qui2a no ocurra si se 

incluye a la fuer2a centrifuga en la deducción del 

principal, cuestión abiQrta una 

f l LljO 

futura 

investiguci6n. Con 

que 

el objeto de evitar resulta dos qL1e 

la aparentemente no tienen fundamento f1sico se estudiará 

csti'1bi l i di:id de; FJ l.IJOS cuyo pc11-ámc·t.ro ;r !:r;a menor a l. 57. 

En los parrafos anteriores se ha calculado una velocidad 

representativa del flujo y se ha elegido una 1 ongi tud 

caracter1 stica. Lo antE:ri or permite obtener Lln número de Reynol ds 

CRJ, que de acuerdo a l~.271 y a la definición de x es: 

(3.35) R qcosod"c-1-)( 1 _ senh2x + sl:.'n2::t 
vz 2xz 22 < c os2;c- +c c•s2;c- l 

El número de- Reynolds <Rol equivalente pura un flujo sin 

rot.:<ción es IYih, 1963): 

acosctd3 _ _ 
1 

__ f 
2vz \:!1 ::" • 

Se puede pasar de 13.351 a 13.361 si z ~~ O. 

Enseguida se hará una comparación de R con respecto a Ro, 

con el fin de mostrar la influencia de la rotación. En la figL1ra 9 

cociente 

<RIRo> es uni:\ función dct.:i-e:·ci ente de X· Se interpreta el 

decremc?nto de R rc·specto de Ro como un aumento en 1 a importancia 

de las fuer2as viscosas. La rotación induce Llna componente de la 

velocidad en el oje z pero además aparecen esfuerzos viscosos 

¿,dicionales. 
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NUMERO OC REYNOWS/ R0 
1.2 -------------------. 

1.0 ¡----~-----

o.a 

o.a 

0.4 

0.2 

o.o '------1----1------1-------'---
o 0.25 0.5 0.75 1.25 1.5 

PARAMl:TRO X 
FJOURA i:>, - G1dfica (R/R0 ) vg, .:t'.· La rc:-lación produc .. 
cu~cbnLwnlo dw loi;i k-'-! uor 2og vii;.cc.'""ª· 

un 

Resta relacionado con otro número adimonsional, conocido 

como Nwiiero de Froude 

(3. 37) Fr= 
Uo 

--r 
(gdl z 

Fr es el coci l:nt.c cmtre la velot:i d.:1d rr~presentati va del 

flujo y la velocidad de propagación de una onda cuya longitud es 

gr<mdo en comparación a l.; p1-ofundid<:•d (dl de un¿, Cc<pa de? liquido. 

El cuadrado de la volocidad rcprosontativa es: 

(3.38) 

Divid~mos amboE lados de Ja ecuación ~ntre gd. En la parte 

''· 
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i:quicrda oparcce Fr elevado al cuudrado. Del otro lado hay un 

f-'<clor que r:s el r1úmc-ro de Rt:'ynol ds. La rt?l ación entre Fr y R a 

que se hi:o alusión antoriormente es: 

(3.39l 

So puede observar que Fr depende del ángulo de inclinación 

Dc·spués rJc 1-,~;ber- r.•btr:ni do una 

caractc·d sti ca y una r cpn::sc·nt.:>t i v<1 

lus Lus 

1 c•ngi tud 

podrL·rnos 

1 as 

adimcn~ion~li:amos dividicndol~s entre LI0 , il las longitudes con 8} 

c·ntrc d.'U0 y D l<J prcc:ión con p'J0 2. 

Como ¡:wi111cr· p.:i"·º p<.•ra e;:pn:-sar los con 

(3.6), que :c1-á ocupad<1 postcriprn1cmte c:n el co:s.tudio de la 

t?de.bi l id<.·d. 

Lo. fc;1·m;:; .-.di mcnsi oni"1l d~ dicha ecuación 

<3.IJ(I) 
gd dP 

UoZ SC?llet - dy 

o bien, en t~rminos d~ los parametros R, r y F 

(3.41> 

donde D 

(3. ~2} 

dP 
dy 

sr.r1ct 
~ 

:. w cosc:t R 

.!. [ t ana D - rcos.aW ) 
R 

magnitud E como: 

E tana D - rcosa W 

. " 



mismo que será utili:~da posteriormente. 

En c:>Ste cop1tulo ha oblt:>nido una 

estacionaria a lus ecuncior1cs de rnom¡;nto y contir1uidad en forma de 

una c;;,pe; dascendcnte con un 12spesor constante. En los c:<ip1 tul o 

siguientes se c:studiurá la cst.c1bilidad de este flujo • 

... 
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4. -FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE LA ESTABILIDAD 
EN UN SISTEMA EN ROT ACION 

I.-GENERALIZACION DE LA ECUACION DE ORR-SO~~lERPELD 

La aplicación del método de modos normal es a las 

perturbaciones en flujos unidireccionales y considerando coMo 

fuerza de cuerpo a la gravedad conduce a la ecuación de 

Orr-Sommerfeld (Drazin, 1979): 

( 4. j) í l:R[ (LJ' '-c l i</>' '-1;2q,J-U' 'rpJ. 

Esta ecuación se ha deducido suponiendo que el fluido es 

incompresible y el campo de velocidades depende e~plicitamente de 

una sola coordenada. 

En esta sección deduciremos las ecuaciones correspondientes 

para un flujo bidimensional y b~jo la acción de una fuerza 

adicional: la de Coriolis. 

Sean Ü= Lti + vJ + wk y p 1 i:'ls perturbaci eones del campo de 

velocidades~ de la presión respectivamente. Las ecuaciones 

lineales adimensionales que satisfacen estos campos son las 

sigui entes: 

a> Balance de momento 

(4.2l T W = _ éJp 1 
R
- sc.>nC( - + R- vzu , 

iax 

(4.3) iJv + UiJV + NiJy + T COSOI W 
iIT iJx éJz R. 

<4. 4l iJw + UiJ~¡ + véJW +l•JiJW + T T S V __ iIT ax éJy éJ:z R. sc>r1C( u - R ce C( 
iJp + .!. vzw • 
iJ:z R 

. ' 
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b) Ecuació~ de continuidad 

(4.5) o ' 

Algunos de los coeficientes de estas ecuaciones dependen de 

la coordenada y. En efecto, en el sistema <4.2l-<4.5l aparecen las 

componentes de la velocidad del flujo primario CU y W>, a~ como 

sus primeras derivadas. No existe, por otra parte, dependencia 

e;-:pllcita r·especto a las dc.:orr.ás com·dr:nurlas. En base a esta 

argumentación esperamos que las soluciones para u, v, w y p sean 

de la forme,: 

f(y)e>:pik<cos.Eh: +sene:: - et). 

El número de incógnitas es igual a 4 y podemos reducir su 

número haciendo algunai consideraciones sobre la ecuación de 

continuidad. De las propiedades de operadores vectoriales sabernos 

que: 

(4. 6) div rot s o ' 

siendo~ una función vectorial arbitraria. 

Escribamos ~ como el rotacional de una función vectorial 

cuya componente en el eje y es nula, o sea: 

(4.7> 
t 

'U 

por lo que el problema se reduce a resolver un sistema de 

ecuaciones diferenciales con 3 incógnitas Cy, ~y pl.Suponemos que 

las soluciones de ~. r y p son de la siguiente forma: 

. '· 
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(4. 8) 

~ = lf'ly>expik<cosex + senez -et> , 

r = ¡J>(y)e>:píl:(cos8>: + sene;: -et) ' 

p· = g<y>e>:pil:(co:,,B>: + senez -et) • 

Las soluciones de las amplitudes lJ', 4' (denominadas en 

adelante funciones potenciales> y g se obtendran resolviendo 

<4.2)-(4.4> después de sustituir las !?):presiones d,'ldas en (4.7) y 

(4. 8) • 

De acuerdo a las definiciones (4.7> y (4.8)' las 

componentes del campo de vel ocidc-1d de 1 a perturbación se e>:pt-esan 

como se muestra: 

l\ r// <y>e>:pif:(co!:'.81: .¡. se:nez -et) 

<4.9> v = íl:[sene yl(y) - co~e ,P<ylJe>:píl:<cosS>: +sene;: -et> 

w -1J''(y)e):pik(cos8>: +s.enez -et>. 

Se sustituyen ahora las expresiones de u, v, w y p en las 

ecuaciones de balance de momento de la perturbación. El resultado 

es el sistema de ecuaciones que aparecen enseguida <en el cual se 

ha dividido el factor e>:píl:<coséh:+sene;:-ct)): 

(4. 10) 1: 2 4'• + íl:R [C' cp• + <sene lJ' - cose el» dU J + 
dy 

+ ikR coso g + rsena Y'' - tJ>••• = O , 

(4.11) ík3 [sene lJ' - cose tJ> J -l:R C'[sene lJ' - cose 4' J -

-i.I: [sene Y''• - cose ,P• • J + R g' - r cosa lJ'' = O 

(4.12) -1:2 Y'' +i\:R [-C' lJ'' + <sene lJ' - co5e 4>> <dW - R!. cosa) J + 
dy 

+ ikR sene g + r sena tJ>• +Y'''' = o , 

con e• =UcosB+vJsene-c. 

. . 
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Es posible obtener un sis~ema de ecuaciones que no contenga 

a la función gCyl. Eso se puede lograr si derivamos una vez a 

(4.10) y <4.12> y luego eliminamos g' usando la ecuación (4.11>. 

El resultado es 

< 4. 13) Tsenay1' ' -</>' • ' ' +i l:RC U' cosél+W' sene></>' + ( Ucose+·Wsene-c > rJ>' • J + 

í l:RC (yi' ser,e-q,• e: ose 1 U' + Cy1s ene-,Pcosél JU' • J +i krcose1cos8111' + 

kZC</>''-cosSCyi''sen8-</>''cosBIJ+k4cosSC~senB-fcos91+ 

i l:"Rcose CUcose+l•lsc·nS-c l Cy1sene-,pcosSI = o • 

('l. 141 rseno.<f>'' +yi'''' +i l:RC-CU' cose+w sc:ne> 111' - IUcose+l•lsenS-c) y1•' J+ 

i kRC e <yi' sene-,¡,• cose> VJ' + C1,11sr:ne·-<1>cose > N' ' J +i krcosecosoi</>' + 

l:Z[-yi' '-sene (1,11' ' sr::ne-i¡,• ' cost:l> J +J:4 !:-ene <y•sone·-tf>co!:59) + 

íl:RseneCUcose·Hlsrme-cJ <•r::.e:ne-4,cose> = O • 

El sístr?ma C'1.l3l-<4.14) es la generalización de la 

ecuación de Orr-Sommerfeld, válida para un flujo bidimensional y 

sometido a la acción simóll~nea de lA gravedad y la fuerza de 

Coriolis. Podemos pasar de 14.131-!4.14) a la ecuación 

Orr-Sommerfcld si hacemos lo siguiente: 

i) Consideramos que Las perturbaciones se propa9an en una 

direr::c ión a Lo Largo del eje x 

ii) Hacemos tender t a cero es decir 

/Lujo sin rotación. 

tomamos como L mi te 

de 

sola 

el 

La hipótesis i> implica que el Angulo e es igual a cero; 

luego cose = 1 y sene = o. Por otra parte, la segunda hipótesis 
• . permitirá eliminar todos los términos donde aparezca T como 

factor. 

En el limite de un flujo sin rotación las velocidades U y W 

tienden a: 

... 
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lim U=U*=<15/8)~(1-y2J 
T>--+0 

li m 14=0. 
T>--+0 

De acuerdo a estas consideraciones la ecuación <4.13> se 

reduce a: 

( 4. 15) -q,• ••• +21:2q,•. -1:'</>+í kRC <U*-c) (¡/>'. -1:2¡/>) -u*·. ,PJ=O • 

II. -CONDICION CINEMATICA 

Originalmente la Sllper fi ci e libre de 1 a capa de fluido es 

plana y la presencia de? Llna perturbación producirá curvaturas en 

ella. En algunos puntos la anchura de la capa Sf:or .á mayor que en 

otros. 

La amplitud de una perturbación Q de la superficie libre 

que se anula en infinito, puede expresarse como una superposición 

de perturbaciones sencidales <por medio de la integral de Fourier 

(Vih,_ 1963)) del tipo : 

(4.16) r<O> e>:pil:(coséh: + senez -et>.· 

i 

' FIOURA jO, - p.,rlurbcición d .. 

aup1>rticie libre. Q "" 
cimplilu d cidim"n"ioncil, 

lci 

La perturbaci6n induce una 

componente de velocidad <v> en el 

eje y, inexistente en el flujo 

primario. El valor de v en la 

frontera superior es igual a la 

velocidad vertical del elemento de 

masa situado en la sllperficie 

tcilibre. En la descripción euleriana 

.. 
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lo anterior se traduce en la igualdad 

(4.17). V = dr¡ 
iIT = 8r¡ + <U+u>ªn + /'n + <vJ+w>~~L 

F[ ax é>y u· 

A esta ecuación se le conoce como condición cinerr.Atica. 

Despreciando los productos donde aparecen r¡, u, V y w 
simultaneamente, obtenemos una ecuación que permite determinar 

¡v(O) : 

íl:Cseneip<Ol - coser,t><Ol J = iy<Ol r-c + cosBU(Ol +seneW!O> J. 

De donde se despeja finalmente r<O>: 

(4.18) r<O> = sene yiCO> - cos8 r,t>(O) 
cose UCO> + sene WCOl - c 

De aqLú 

(4.19) 

T/<x,z, t> = sene yi!Ol - cose r,t><O> 
cose UCOl + sene WCO> _ c expík <cose>: + senez -et>. 

III.-CONDICIONES DE FRONTERA 

Las soluciones de -' yi y g obtenidas a partir de 
(4-10)-(4-12) Co bien, de (4.13) y (4.14lJ deben construirse de 

manera que los campos de v~locidad y de presión satisfagan las 

condiciones de frontera. 

En la superficie libre, es decir, en .Y r¡!x,2,t> los 

esfuerzos tangenciales se anulan. Lo anterior significa que t?z1. y 

e29 son i gL1al es a cero : 

.. 
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(4. 20) iJ (U+u) +~ o, iJy = 
0}( 

en y "' 7) . 
(4.21> 

i}y 
+ 

i} (~J+w) 
=- o, az ay 

En lugar de avaluar las ecuaciones en y= 7) haremos una 

expansi6n de ellas alrededor del cero. Las derivadas de la 

velocidad tienen el siguiente desarrollo: 

au¡ 
iJy y::}] = ~~ly=o d2LJI 

+ r¡dyZ y::o + {) ()JZ), 

aw¡ 
iJy y:::7) = ~~ 'y=o 

dZW 1 
+ )]dy2 y=o + 0()(2)' 

av¡ ax y=n 
iJv 1 == iJx y=o 

iJZy 1 
+ T/iJxéJy y=o + o (r¡2)' 

av¡ 
~ y:r¡ = =~ly=o + n--iJZy 1 

iJzcJy y::o 
+ {) (r¡2)' 

Como las perturbaciones son pequel"ít:1s, los términos con 'l)z y 

orden superior son despreciables. Lo mismo sucede 

expresiones que incluyen al producto de n con derivadas 

de v. La anulaci6n de los esfuerzos ta~g~nciales 

siguiente aproximaci6n en perturbaciones infinitesimales: 

(4. 22) 
d2U 

+ 
iJu + 

{)y 
= o, 'ti dy2. iJy iJ>: 

en y == o. 
(4.23) d2W 

+ 
íJV + iJw o, r¡dyZ Fi' iJx 

con las 

segundas 

ti eme la 

• dU d~J 
Aqu1 se L1saron 1 as i dent i dC-"1des dy = dy = O en y = o. 

Rescribimos las ecu<:1ciones en términos de las flmciones 

potenciales : 

<4.24> U'' <O>y<O> +-··<O> = kZcosa Csen&p<O> - cosa~<O>J, 

.. 
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<4.25) W" <O>y<O> - Y'" <O> = 1:2sene [seneydO> - cosG<?<O>J. 

Otra de las condicione~ de frontera en la superficie libre 

es el balance entre los esfuerzos normales y la tensi6n 

superficial. La ecuación que describe dicho balance Cen forma 

adimensional> es CYih, 1963): 

<4.26) -p + ~ iJv + l•Je( a2n + azr¡) = O, 
R iJy axz iJzZ en y 

We es el número de Weber definido al final del c.,pitulo 1 <ec, 

1. 23). 

La condici6n se cumple en y 

e>:pansi 6n al rededor de y::(l, 

r¡. Se har~ también una 

La serie de Taylor de la presión es 

(4.27) p = P<Ol + r¡P' <O>+ pCO> + r¡p,(0) + 0(1)2), 

La apro>:imaci6n con perturbaciones pequel"ías es 

(4.281 
2 iJV iJZr¡ iJZr¡ 

-nP' <O> -p<O> + R iJy + We( 8 x2 + 822 ) = o, en y "' O. 

Se ha despreciado el término TlP' <Ol, ya que tanto n como p 

son peque!'íos, 

Procedamos finalmente a escribir esta igual dad en términos 

de las funciones potenciales -· Y' y de g : 

(4,29) E i2k R r<O> - g<O> +~[sene Y''<O> - cose~, <o>J -

l:ZWey ((>) = O, 

la expresi6n analltica de E fue dada en la ecuación C3.42). 

Ahora bien, la condici6n de no deslizamiento en el plano 

inclinado Cy=l> implica que las componentes tangenciales de la 

velocidad son iguales a cero: 

u + u = o, 

... 
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w + w ::: o. 

En una pared sin poros la componente en y de la velocidad 

tambi~n se anula, o sea v =O. Estas mismas condiciones satisfacen 

las componentes de la velocidad en el flujo principal.Por lo 

tanto el vector ~es igual a cero en y = 1 : 

(4. 30) u=v="1 o. 

Traduciendo a funciones potenciales, la condición (4.30) es 

equivalente a : 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

"'' (1) =o, 
sene ip < 1l - cose <P < 1 > = o, 

-yi' ( 1) = o. 

Cuando se estudia perturbaciones paralelas a los ejes x y 

z, aparece unicamente una de las dos funciones potenciales, que 

puede ser rp o ip dependiendo del caso. La condición que satisfacen 

es -(1J=O, ipClJ=O. En perturbaciones tridimensionales supondremos 

que también se cumplen esas condiciones, mismas que concuerdan con 

(4.32>. Entonces, en la interfase 11quido-s6lido se cumple que: 

(4. 34) ip(1) = 4><1l o. 
' 

En este cap.1tulo se obtuvo un sistema de ecuaciones 

que generaliza a la ecuación de Orr-Sommerfeld, con la cual se 

estudiará la evolución temporal de las perturbaciones en flujo por 

un plano inclinado en rotación. 

... 
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5. -ESTABILIDAD DE PERTURBACIONES CON NUMEROS DE ONDA PEQUEÑOS 
APROXIMACION A ORDEN CERO 

!.-ECUACIONES FUNDAMENTALES Y CONDICIONES DE FRONTERA 

A pesar de que el sistema de ecuaciones <4.lOl-<4.12) [ o 

bien, (4.13>-<4.14)J es lineal y homogé>neo, no es posible 

resolverlo analiticamente. La dificultad radica en que los 

coeficientes dependen de la coordenada y. Se puede, sin embargo, 

obtener apro~imaciones a la solución por medio de un desarrollo en 

serie de potencias de uno de los parametros incluidos en el 

sistema. Se proponen soluciones de la forma: 

4' = </>o + 4'19 + </>z92 + 

1J' = V'o + 1P19 + ipzq2 + 

g 9o + 919 + gzq2 + 

c = co + c1q + C:zq2 + 

siendo 9 el parametro. 

El primer parimetro que ocuparemos para hacer un desarrollo 

en serie de potencias es el número de onda 1:. Obtendremos los dos 

primeros términos de la e~pansi6n, lo cual limita la validez de 

los resultados a valores peque~os de 1:. Dicho de otra manera, 

se investigarA la estabilidad de perturbaciones con longitudes 

características grandes en comparación a la anchura de la capa de 

fluido. 

Las ecuaciones (4.9)-14.11> se expresarin como una serie de 

potencias, a saber : 

15. 1 l Crsenav'o' - </>o''' J + 

[rsenalJ':t' - rPt''' + i.RC'4'o' ~· i.RU' Cseney¡0 -coseq,0 > +i'.RcosegoJI: 

+ ••• = o, 

... 
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(5.2) [Rgo' - TCOSa!po' J + 

CRgs' - rcosaips' - ísen0ip0 '' + ícos0¡/>0 '' JI: + ••• = o, 

(5. 3> CrsenC(r;!>o' + v•o' '' J + 

[TS!:'narl>s' + V1t'' - iRC' ip0 ' + í <seney10 -cosElr;!>o> <RW' -rcosa) JI: + 

Cíl:Rsene g0 Jk + ••• =o. 

El con junto de términos 1:0, l:t, 1:2, ••• , l:n es linealmente 

independiente. Luego, la única manera de que la combinación lineal 

se cumpla es que los coeficientes sean iguales a cero. 

Las condiciones de frontera tambi~n admiten un desarrollo 

en serie de potencias, mismo que aparece enseguida: 

a> Anulación de las funciones potenciales en y = 1 

(5.4) 

(5. 5) 

% ( 1 > + 4>s ( 1 > k + 4>z (1) 1:2 + 

V1o < 1) + V'1. ( 1) k + V'z ( 1 ) 1:2 + 

o, 
= o. 

b> Anulación de las derivadas de r/J y V1 en y = 

(5. 6) 

(5. 7) 

r;!>o. ( 1) + 4>s. ( 1 ) 1: + 4>z f ( 1 )1:2 + 

V'o' ( 1l + V't' <1 >I: + V'z' ( 1 >1: 2 + 

= o, 
= o. 

e> Condiciones sobre esfuerzos tangenciales 

(5. 8) 

• 
[<U'' <o> /Ca') <sen0ip0 <0> - coser;t>o<O> > + %'' (0) J + 

+ [<U,, <O> /Co' > <s1me1,11s <O> - cos04>s <O)) JI: + 

+ r-<U'' (0) /Co'2) <sen0ip0 - cos0r;!>o(0)) cs + .Pt'' <O> JI: + 

(5. 9) r <W'' (0) /Co' > <senGip0 ((l) - cos04>o<O>) - V'o'' ((1) J 

+ r CW'' (0) /Ca') (senEIV't ((1) - cos04>s ((1)) JI: + 

o, 

+ [(W''<O>ICo'2.)(seneip0 <0) - coser;t>o<O>>cs - V1s''((l)JI: + =O, 

... 
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donde Co'= U<O>cose + W<O>sene - c 0 • 

d) Condici6n sobre esfuer:os normales 

(5. 1(1) + [+!E/R Co' > (cosS<Po<O> - senSyi0 (0) > - g0 <0> J + 

+ [-!E/R Co' > <senSy.i1 <0> - cos8rJi1 COl> -g1 W>JI: + 

+ E <E c1 /R C0 '2) (senSy.i0 <0> - cose<Po<C>> >Jk + 

+ [ (2i!R>' <seneyi0 -CO> - cosS<Po' (0)) JI: + ... = o. 

Al hacer el desarrollo en serie de potencias 

condiciones de frontera en la superficie libre, se ha 

siguiente relación: 

cosSU<O>+seneW<O>-c cosSU<O> +seneloJ<Ol-c0 -l:c 1 - ••• 

de las 

usado la 

= 

1 + l:Cs + 0(1,z) 
coseU<O>+senSl>J<O>-c0 Ecos8U<O)+seneW<O>-c 0 J2 ' • 

II.-APROXIMACION A ORDEN CERO 

Los coeficientes que multiplican a 1:0 en las ecuaciones 

(5,1)-(5.3) se igualan a cero. Este paso da lugar a un sistema de 

ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes. 

Las funciones que aparecen son </lo, Y'o y g0 : 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 
• 

rsenay.i0 ' - rJio''' =O, 

Rgo' - TCOSOlf'o' o, 
rsen~<Po' + yi0 ''' =O. 

La primera y la última forman un sistema cerrado de 

ecuaciones. Si se multiplica a (5.11> por el complejo puro ( y se 

suma el resultado a (5.13>, tenemos: 

.. 
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(5.14) Tsena <rhl' +irp0 ' > - i <rhl' ' ' +i1¡110 ' ' ' > o 

Definiendo Llna fL1nción compleja ho==rhl+iy10 , el problema se 

redllce a la búsqlleda de la solllción de la ecuación: 

(5.15) Tsenah0 ' - ih0 ' '' o 

El primer término es una contribución de la rotación, mis 

especificamente, de la componente de ñ en la dirección del eje y. 

A Lln valor fijo de T, los efectos de la rotación (a orden cero> 

aún plleden variar debido a la dependencia que hay respecto al 

~ngulo a. En el caso extremo de un plano vertical Tsena =O ; los 

resultados son iguales a los de flujos sin rotación. La influencia 

de la fuerza de Coriolis crece con el aumento del lngulo de 

inclinación a. 

Resolver (5.15> es una tarea sencilla. La ecuación es 

homog~nea y de coeficientes constantes, caracterJsticas que 

permiten suponer un comportamiento exponencial <Elgolstz,1975>. 

Sea h0 ~ exp<Ay>. A es la solución de la ecuación de tercer grado 

qlle se obtiene luego de sllstituir en (5.15): 

<"s. 16> A !AZ + i7"sena) o. 

Una ra1z es cero. Las otras dos son soluciones de la 

ecuación de segundo grado 

<5. 17) xz = -1'.Tsena. 

La e>: presión de la parte derecha es un número complejo 

sitllado a 2700 del eje de los reales. Luego, una solución esta a 

mitad de camino, es decir, a 1350 y la otra a 1350+180º=3150. En 

··-
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base a lo anterior, las tres ralees son: 

,..., = o, 
- .! 

Xz = (-1+i)[Tsenct/2J 2 

.! 
)...

8 
= < 1-í) (Tsenct/ 2] z 

<-i+Ox, 

(1-ilX• 

La solución general de ho es entonces 

(5.18) ho<y> 

Las constantes A
0

, As y Az son complejas y se determinarán 

a partir de las condiciones de frontera a orden cero. 
En y=l la velocidad u es cero y como consecuencia los 

potenciales satisfacen: 

(5.19) 

(5. 20) 

4>0<1> = V'oO> = O, 

4>o' (1) = Y'o' <1> = O. 

Las cuatro condiciones se traducen en dos para la función 

co~pleja h0 (yl, es decir: 

(5. 21> 

(5.22) 

(5. 23) 

ho ( 1 > = h0 ' ( 1 ) Cl, 

de donde resulta el siguiente sistema de ecuaciones: 

Ao + Ate>:p<-1+ilx ~. Aze>:p<l-ilX =o, 
<-1+il rAse>:p<-1+i>x - Aze>:p<!-L>x J =o. 

Expresaremos la solución en términos de As· Para ello 

resolveremos las ecuaciones anteriores para Ao y Az como sigue: 

. " 
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Ao -2A1 e>:p<-1+0.;t, 

Az = As e>: p ( -1 + í > 2.;t • 

Por lo tanto, la función h0 ser~: 

h
0

<y> = A.1 E-2e>:p<-1+0x + e>:p(-1+il;ty +e.»:p(1-il:t<:Y-2l J 

(5.24> A,_e;,:p<-l+Ox r-2 + e>:p<-t+ílx<y-1> + e>:p<1-ílx<y-1>J 

2Ase>:p<-1-t·ilx Ecosh<-1+i>x<y-1l - 1 J. 

El coeficiente As se ajustarl de manera que los esfuerzos 

tangenciales se anulen en la superficie libre. Las condiciones 

a orden cero sobre las funciones potenciales en y= O son: 

(5.25) 
u /1 (0) E ser.ey10 <o> cosSrJ>o <0) ) + rJ>o ((l) = (J' 

Co 
, -

(5.26) 
w " (0) E senell'o <O> -· coserJ>o<O> J (0) = o, 

Co 
, - \l'o 

con c0 •=coseUCOl+seneW<O>-c0 • 

No existe una manera de que (5.25) y <5.26) se combinen 

para dar una ecuación que contenga únicamente a h0 (0) y sus 

derivadas. Entonces se debe aplicarlas directamente sobre ~o y \l'o• 

De la definición de h0 , su parte real es la función 

potencial r/>o, mientras que su parte imaginaria es \l'o• Luego : 

(5.27) 

(5.28) 

rJ>o <y> = rcosxye-:.:Y _2cosxe-x +cosx <2-y > e-x<
2
-y>Jat 

r -senxye -xY +2senxe -x -senx < 2-y > e-x<
2
-y> Jbs, 

V1o<Y> 
[ senxye -xy -2sc::nxe -x +senx ( 2-y >e -xcz-y> J as 

Ecosxye-.b' -2cosxe-x +cosx C2-yl e-x<
2

-Y
1
Jbs, 

, .. 
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Antes de seguir adelante cabe hacer un comentario: al 

sustituir las e>:presiones de rl>o y 'flo dadas por (5.27> y (5.28) en 

las ecuaciones (5.25) y <5.26) se obtiene un sistema de dos 

ecuaci enes lineal es y homogéneas para a1 y b 1 • Supongase que sP. 

tiene una solución para esas dos incognitas; resulta que si D ~~ 

un escalar, 1 as cantidad es Da1 y Db1 también son sol Llci ones al 

sistema de ecuaciones. 

Lo anteri ar implica que rfio y 'flo serán determinadas salvo 

por una constante. Entonces las dos ecL1aciones sobre esfuerzos 

tangenciales servirán para calcular el parámetro c0 y Llna de las 

constantes que aparecen en C5.27l-C5.28l. La otra será una 

constante arbitraria. 

Se necesita eval Liar las segllndas derivadas de rfio y V'o en 

y=O. En lugar de reali~ar la derivación directamente, obtendremos 

h0 ••(0l y lllego separaremos las partes real e imaginaria. La 

segunda derivada de h0 es: 

(5.29) h0 • •<y> = -í4_:t2 la1+íb1 > e>:p < í-llx coshx<i-1 > <y-1 l. 

Luego, <Po•• ((l) y 'flo' • (0) son respectivamente: 

<5.30l r/>o"<O> = 2xzc sen2x e>:p<-2xla1 + <1 + cos2x e>:p<-2.:tllb1 J, 

(5.31> Y'o" <Ol 2xzr-<1 + cos2x e>:p<-2x»a1 + sen2x e>:p<-2x>b1 J. 

Un factor que aparece simultaneamente en (5.25) y (5.26) es 

sene 'flo<O> - cose r/>o<O>. Con el fin de simplificar la ºFtención de 

c 0 , se procederá a calcular dicha expresión. Se utilizan (5.27> y 

(5.28) : 

(5.32) sene 'flo<O> - cose r/>o<O> = 

r 2 Ccosecosx senesenx> e-;i: + Csen8sen2x - cosecos2x> e - ::i: Jas + 

+ r-2 <cosesenx + senecosx> e -;i: + <senecos2x + cos9sen2x>e - ~ lbs + 

+ sene b1 - cose a1 • 

.. 
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La expresión de arriba se simplifica con el uso de 2 

identidades trigonométrJcas bastante conocidas CChilov,1973>, a 

saber 

(5. 33) 

Lo qL\e 

cosCa+b) = cosacosb-senasenb, 

sen(a+b) = senacosb+senbcosa. 

resulta es una e>: presión con funciones 

trigonométricas, cuyos argumentos son combinaciones lineales de e 
y x . Se trata de lo siguiente : 

(5.34) sene Y'o <Ol - cose 'Í'o <Ol = 

[-cos9 + 2cos>: ce + x> e -l: - coses + 2;tl e -:Zl: Ja:1 + 

+ [ sene - 2sen ce + x> e -l: + sen es + 2l: > e -:Zl: Jb:1. 

Se sustituye éste resultado, as! como los val ores de 

<hl''(O) y Y'o''<O> en C5.25l y (5.26l. El problema de la 

estabilidad se reduce ahora a resolver el sistema de ecuaciones 

[LJ"<O> e-cose+ 2cosce + x> e-l: - coses +.2x> e-:il:¡ J~ + 

(5. 35l + 2;1:2 sen2x e -zl: Co' at + 2,;t:Z C 1 + e -zl: cos2x> Co' bs + 

+[U" CO> Csen9 - 2sen(9 + x»e~ + sen<e + 2x> e-:zx> Jbs=O, 

CW ' CO> <-cose + 2cos ce + x> e -l: - cos (9 + 2x> e -:ix las + 

C5. 36) + 2,;t:Z ( 1 + cos2x> e -2l: Co' ~ - 2xzsen2x e -Zl: Co' bs 

+ CW'' <O> <s~~9 - 2sen(9 + x> e-l: + sen(9 + 2,;t:l e-zx> Jbs=O. 

Algunos de los términos se repiten dos veces. Con el objeto 

de simplificar los cálculos algebraicos se han definido 4 

constantes como se indica a continuación : 

... 
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(5.37) 

(5.38) 

4= -cos8+2cos <e+x> e-~-cos <e+2x> e -:z~, 

lz = -sene+2sen<e+x>e-~-sen<e+2x>e-:z~, 
ls 2xzsen2xe -2~, 

l" = 2xz e 1 +cos2xe -2~ >. 

Las ecuaciones (5.35J y (5.36) se reescriben como: 

o, 

o. 

Despejamos ahora b1 de ambas ecuaciones 

l 1 U"<O> + l9Co f 
bs = tzU'' (0) l"cº 

, Ut, 

l 1 W"(0) + l"Cº 
f 

bs = ªs· lzW" <O> + lsCo' 

La ónica forma en que las dos igualdades saan consistentes 

es que los factores que multiplican a as valgan lo mismo, es 

decir •. 

(5.39) ls U'' <O> + lsCo' 
LzU'' (OJ - 14.Co' 

lsW'' (0) + l"Co' 
lzW'' (0) + lsCo' • 

Todos los términos que aparecen aqu1 son conocidos, e>:cepto 

C0 '.Por lo tanto, el valor obtenido para C0 ' serA la condici6n de 

solubilidad del sistema (5.35)-(5.36). Como se habia mencionado 

con anterioridad, la estabilidad lineal es un problema de valor 

propio y en este caso <5.39> es la ecuaci6n de eigenvalores. 

Reescribiendo (5.39) como un polinomio de segundo grado en 

Co' resulta: 

(5. 40) 

. ' 
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(5,41) 

Una de las raíces es cero; la otra es : 

Co' = 
(l;zl,-l'il8 )U" (0) - <l:zl9 +l'il,>W" (0) 

<t,,2 + l,2) 

c0 • aparece como un denominador en las condiciones de 

frontera, por lo que la solución C0 '=0 es físicamente inaceptable. 

De acuerdo a las definiciones de Ca' ,4, L.z., ls y l,, c 0 se 

puede escribir c 0 como función de los parametros e y x 

(5.42) c 0 = cose U<o> + sene W<o> + 

2sen <x+e) e;¡: -sen ( 2x1-8) e2 Z +sen ( 2x-8>-JZ -sene U', ((1) 

2xz < 1 +2cos2xe}: p <-2z l +e>: p <-4x> l 

-D;>;: -'X -3;>;: +[2sen <x-e> e -senee JU'' <O> 1·[2cos <x-8> e -coseEtz JW'' (0) 

2xz<1+2cos2xexp<-2x>+exp<-4x>> 

~ ~z ~z 
+[2cos<x+e)e -cos<2x-e>e -cos<2x-8>e -cose> w·· (0). 

2xz < 1+2cosh2xe>:p <-2x> +exp <-4x> > 

El valor de c 0 es real por lo que las perturbaciones se 

propagan como ondas. No hay crecimiento ni amortiguamiento. En el 

lenguaje de la teoría de la estabilidad decimos 

estabilida.d neutra. 

que hay 

La figura 11 muestra el comportamiento de c0 como función 

del ~ngulo de propagación e y del parametro .:t• Hay dos detalles 

que merecen comentario. Primero, cuando no hay rotación la 

velocidad má>:ima de propagación de la onda (de la perturbación) 

ocurre en 8=0 cuando no hay rotaci~n. Conforme aumenta el valor de 

,:t, el mfl.>:imo sufre un corrimiento hacia lat i;:quierda, es decir, 

hacia valores negativos del Angulo de propagación. Segundo, la 

rotación produce una disminución en el valor mAximo de c0 , lo que 

se observa si comparamos curvas con distintos valores de X• 

.. 
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-136 -90 -46 o 46 90 135 180 

ANGULO DE PROPAGACION 
~ -X,cQ.1 -1- -X..=0.8 --*- °"X!'1.6 '<: 

. FIOURA u.- oráficQ Co vg e para 3 vator"" d .. t 
pCU'am.,lro X (0, 1, o.a y 1. !5). Co .... ta v .. tocidad d .. 
propagación de l.CL porlurbación. 

Para val ores pequel"los de x , el valor propio ca ti ende a: 

J. 
(5.43) ca>-+ <15/2l~cose. 

Finalmente, anotemos que c0 es una función de periodo 3600 

respecto al ~ngulo de propi.\gaci6n, o sea c0 <8>=c0 <8+3600). 

En el c~lculo de c0 se tenia una relación de 

pr~orcionalidad entre a1 y b1 del tipo b1=Ma1 ; luego de algunas 

operaciones llegamos al siguiente resultado: 

(5.44) 

_ C2cos <x+B> e-x -cos <2x+B> é 2 x -cosBJW" <O> +2xz < 1 +cos2xé
2
x >Ca' 

M 
- [2sen<x+e>e-x-sen<2x+e>e-zx_seneJW'' (0)+2x2sen2xe-

2 Xco• 

... 
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Por lo tanto, la función h0 adopta la form~ que se indica a 

continuación Cla constante as se ha igualado a 1): 

(5.45) h
0

(y) =2<1+iM>exp<-1+i>x Ccoshx<-1+í> <y-1>-1J. 

En los cálculos al siguiente orden será necesario tener % 
y \llo por separado; eso se puede obtener si separamos la parte real 

y la imaginaria de la función h0 • Entonces: 

C5.46l 
% = C cosxye -xy -2cosxe-x +c osx <2-y > e-x<

2
-y> J

-MC senx-1e -xY -2senxi:-x +senx <2-y> e-x<
2

-y>J, 

V'o = Csenxye-xY -2senxe -x+senx <2-yl e-x<
2

-y>J+ 

+M(cosx-1e-xY -2cosxe -x +cosx (2-y> e-x<
2

-y>J. 

En este cap1 tul o se obtuvo una primera aproximación 

problema de la estabilidad de un perturbación cuyo n(Jmero de 

es peque~o. El resultado principal es una expresión para 

velocidad de propagación de la perturbad ón. 

.. 
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6. -ESTABILIDAD DE PERTURBACIONES CON NUMEROS DE ONDA PEQUENOS 
APROXIMACION A PRIMER ORDEN 

I . - I NTRODUCCI OM 

En la aproximaciór1 a or·der1 cero las perturbaciones se 

propagan en furrna de or1das con .:i.mpl 1 lud consU1nle. Es le resul lado 

part.e del supu.:.st.o de que el núlf1ero de onda k es igual a cero, es 

decir, l" long1lud de orida "'s 1r1fir'l1la S.:. t.rat.a d"' un caso 

f1s1camenle 1ne:.r.1slent.e, pero que sirve corno paso 1r1t.ermed10 er1 la 

1nvest.igac1ón de la eslabilldad d"'l flujo. A conl1nuac1on se 

presenla el cblculo del segundo t.err~no del desarrollo en serle de 

potencias de c, o sea, c 1 . 

La expresi on c 0 + kc 1 sera una bu.::na aproximación de c 

cuando suceda que k « 1; en efect.o, siendo pequeno el número de 

onda, los t.&r rn1 nos de orden super 1 or· a 1 sor1 despr .;ci abl es. 

Los res;ul t..ados valido;:: .;n p.:.r t. ur bac1 enes con 

l or1gi ludes de orida mucho rn'1yor es a l '1 .:..nchur· a de la capa de 

fluido. 

[)(, acu.:-rdo ;,1 d.~s;,.r·r·ollo er1 st.r·ie de pot.,;,ncias: dado en la 

secciór1 (5.1), .:.1 sist..:•rna d.:- >-cu;.c1on.-.;; d1t·vrwnc1"-l"'" P"-í'"- .¡,1 , 'h 

Y 91 es 

ce. D Tsena. VJ1 ' - r/J1' ,, ' = 
-iR CCUcosél + Wsenél - c.;>q:¡0 • + C1¡10 senél - .p,,cosé9)U' -cos:élgo ) , 

(6. 2) F: g 1 ' - Tcosc.< lf1 i ('/'os ene - 4•oeose l , 

(6. 3) Tsenc.< 4'1 ' + V'1 • ' ' 

-i.R (-CUcosél + Wser1él - c 0 )v.10 • + Ci¡10 senél - q,0 cose)W 1 + s:enég0 ) 

+tTCOSC\ ( 'f•o5€:fltl - ,Pocos8). 
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.. Los lérmi nos no-homogéneos de las ecuaciones CB. 1 )-CB. 3) son 

puramf~enle imaginar-ios, dependen explicilamenle de la coor-denada y, 

y en ellos est.a incluido el fact.or- rcoset, pr-opor-cional a la 

componnenle de la velocidad angular- en el eje x. Lo úl limo indica 
• que l~as soluciones no depender-an unicament.e de x=Crsenet/2)%, sino 

de lo~s valor-es de r y et lomados por- separ-ado, a difer-encia de lo 

que cocur-ri6 en la aproximación a orden ci:.ro. 

La sección 5.I incluye también t-1 dt-sarrollo er1 ser-ie de 

pot.&nc.cias d& lai; condl el or,.,s d.:. fronléra. ord.:.n 

dicha~s condiciones son : 

(5. 4) 

(5. 5) 

e e. 6) 

(6. 7) º· 
(6. 8) 

Resolveremos el problema de la est.abilidad con un 

procea,dimiento semejant.e al de la apr-oximación a orden cero. Las 

ecuac.:..:1ones C5.1) y C5. 3) forman un sistema cerrado para tPJ. y y.11 • 

Lu,;,go .. , las funcior1es pot.encial,;,s a orden 1 so. obt.i,;,nen sin 

rt.curr- rir a C6. 2). 

La parte homogénea de (6.1)-(6.3) es igual al sist.ema de 

ecuac.:..oiones de la aproximación a orden et-ro. Est.a caract.er1st1ca 

i ndi c.._ a que la solución pu.,de buscarse con un método similar al 
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esbozado en el cap1Lulo anLer1or y en particular seré de utilidad 

definir una función compleja h, = tp1 + LV't· 

El empleo de variables complejas debe hacer se con cierto 

cuidado. Recuerdese que .Po y V'o eran respectivamente la parLe real 

y la parte imaginaria de h 0 , lo que impl1cilament.e significaba que 

ambas funciones potenciales eran reales. l~o es el caso de 4>1 y V't• 

ya que Lal es funciones t.endr :.n una par t. e imaginar ta inducida poi' 

los términos no-homogéneos de las ecuaciones C5.1) y (5. 3). 

EviLa!'emos esta dificult..ad definiendo un parámetro s que absorba 

al 1mag1nar10 puro Cs será prec1samerite t'.). Eri todas las 

operaciones interm.;,d1<t.s s se-r:. trat..ado corno re-al y un1cá1r1ent"' "'r' 

los resultados finale-s se- sust..ituird. poi' su valor imaginarlo. 

Mult.iplicamos a (6.1) por -1, a C6. 3) por i y luego sumamos 

ambas ecuaciones. El resultado es: 

( 6. 9) t TSena ht' + ht' ' ' 

sR [ C Ucose+Ws.,ne-ca:>ho' + C i;10 sen8-.PoCose)C U' -i.W') 

+ t STCOSC. ( VJo5en€J-.pQ'COS8). 

-i~ 
+ e go J + 

Se t.rala de una ecuación diferencial de tercer orden y 

nc-homogén~á. S& f' "=tbUl Vkfr:.. du l;... rnariwr w.. uwuw..l , wncont.r~rido l"" 

solución gerier :ü de la par le homogénea y luego cal cul arido uria 

solución pa!'t..1cular de la ecuación no-homogénea. 

La parle homogénea es : 

(6.10) o. 

La ecuación es idéntica a (5.15), poi' lo que ambas 

tienen la misma solución general; lo anterior significa que (5.18) 

es también solución de la parte homogénea de C6.Q), o sea : 
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C6.11) 

El cálculo de la solución particular de (6.9) es bastante 

más compl 1 cado y se di vi dirá en dos par tes. La pr 1 mera es una 

integración directa., cuyo fin es reducir ol probl">ma a encontrar 

la solución de una ecuación diferencial de orden 2. La segunda 

part.e es; pr'1cis;a.m ... nt."' lOI. d'1ducci6n d" la s;oluc16n p ... rticul.ar con 

el método de parámetros indeterminados. 

I I . - I NTEGRACI ON DE LA ECUAt'.:I ON DE LA EST ABI LI DAD 

REDUCCION DE ORDEN 

Al integrar una vez se reduce en 1 el orden de la ecuación 

di f·erenci al : 

(6.12) 

sR JCCUcos&+Wsen6'-co)h0 ' + (Y'0 s:enél-r¡.oeos&)(U'-t:\\'') + e-i:-g0 Jdy 

+ i S'TCOsc; J ( V'oSen$-4•cf-OS.f3) dy. 

Pa!'a realizar la integracion del rniembrc:.> derecho es 

n.;,ces:ario conocer- e-1 campo d0: v0:loc1dad,;,s d,;:,l flujo pr-lncipal, asl 

como las funciones </;o. Y'o y g 0 . 

En la parte no-homogénea hay varios tt::rminos que dependen 

de la coordenada y, a saber : 

a) CUcose + Wsen$ - co) 

b) ho' 

e) 90 

d) CY'oSene - ~oeose) 

e) CU' - l'.W') 
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La expresion anal1l1ca de cada uno de estos términos se 

determina usando los: resultados de los capitulas: anteriores:, en 

particular las: ecuaciones: C3. 22), (3. é!.7), (3. 30), (3. 31), (5.10), 

C6.12), (6.42), C6.45) y (5.46). Entonces: 

(6.13;..) 

CUcos:e + Ws:enél - c 0 ) = 

-c 0 + Tcos:e ( s:&n:t( 1-y)s:<Emh,'t{1 +y) + s:en:t( 1+y)s:enh:t(1-y) J + 

+ Ts:ene ( cos::t( 1 -y) cos:h:t( 1 +y) +cos:.:t( 1 +y) cos:h;t-<'. 1-y) -cos.2x-cosh2x J , 

(6.13b) 

Cfl.13c) 

C6.13d) 

(6. 13e) 

ho' = 2;t{1-0C1+1'.l-OexpCi.-1)x senhxCL-DCl-y), 

'/'oSer>$ - r:/•o':::C•S.61 = 
sene CCs:enxy+Mco~xY)~-xY_ Cs:~nx +Mcos:x)Zw-x l + 

+ sene (e senxC 2-y) +Mcos.:t( 2-y) )ex<2 -Y' J -

-cose CCcos:xy-Ms.enxy)e-xY - Ccos:x -Ms:enx)2e-xY 

-cose [ cos::t( 2-y) - Msen:t( 2-y)) e -x<2
-yi J , 

U' - !'.W' = -!'.2TC1-0;t: coshC1+0:t: serihCl-ÜXY· 

Luego,el lérmino no-homogéneo de C6.9) es: 
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(6.14) 

SCitcose [sen;t(1-y)senh;t(1+y)+sen;tC1+y)senh;t(1-y)Jsenh;t(i-1)(1-y)+ 

sa1senél [ cos;t( 1-y)cosh;t( 1 +y) +cos;t( 1 +y) coshx( 1 -y) J senh;t( i-DC 1-y) + 

Clt -i.· 
[ -sa.senél( cos2x+cosh2x) - ST Co J senhx< i-1) e 1-y) -se re 0) E + 

s-rcosa [(sen.xy+Mcos,:ty)e -xy + (senx(2-y)+Mcosx(2-y))e-x<2 -y> J + 

-s-rcosa CM+ Csen2x + Mcos2x )e-
2

x J+sa2senesenXY e-xysenhC1-i)XY 

+s:a2 s,me [ Mcos_:tyeXY +C senx(2-y) +Mcosx< 2-y)) e -x<a-yil s:enhCl-0 XY -

sa2 cos:él[ Ccosxy-Msenxy)e -xy + cosx(2-y)e -x•z-y> J senhCl -i) XY + 

+sa2 Mcoséisen;t< 2-y) e-x<a-y•s.,,nh( 1-i) xy+2sa2 cos61cosx ¡;x senh( 1-0 XY 

+sa2 [ -2Mcos:t:lsen;t e -x -sen61(senx+Mcos;t)2e -x l senh( 1-i) .".t'.Y + 

ü;Tcosoo;;ene [ ( sen;ty+Mcos:t;y) ;::;xy +C s.:.r1;i:( 2-y) +Mcos:;.i:C 2-y)) e -.>;<:Z-y>l -

is:Tcosacose ( Ccosxy+Msen;ty)e -xy +(cos;t<2-y)-Msenx(2-y))e-x•z-y>¡ + 

is;;¡-rcosot [ cos;;éi( co~x-Ms~mx) - i;;,;,n€1( s;,;,nx+Mcoi;;x ) J 2-. -x . 

siendo: 

y 

a 2 -t:RT;t(1-0cosh(l+Ü;t . 

La int.egrac~ón es un proce-so largo debido a la gran 

cantidad de términos. Podrla compl.1cars.s- por la pres.:¡.ncia de 

productos de funciones de y; a fln dé evitar las dificulta des 

asociadas a la 1 r1t.egr acl cm d"' productos de funciones, 

se reescribirÁ el término independiente con ayuda de 6 igualdades 

CChilov, 1973): 

((S. 16) senha Stirnhb 
1 

= 2 Ccosh(a + b) - cosh(a - b) J • 

(6.16) cos:ha coshb 
1 

[cosh(a 2 + b) + cos:h(a - b) ) . 
(6. 17) s:enha coshb 

1 
(senh(a + b) - senhCa - b) J • 2 
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(6. 10) isena senhia, 

rn.19) cosa = coshia . 

Con ellas se transforman los productos en sumas de 

funciones:. inicia este proceso con el término 

s:R(Ucos:61+Wsen8)h0 '. El primer paso será escribir las: funciones: 

trigonométricas en forma hiperbólica valiendose deo Ct:s.10) y 

(6. 1Q): 

(6. 20) sP.C Ucos&+Wseritl) h 0 ' = 

-i:sa1cos:8senhixC 1-y) senhx( l +y)se-nhxC i-1)( 1-y) -

-i:saicos8senhxC 1-y)senhix(1 +y)senhx( i-1)(1-y) + 

+ s:a1cos:ecosh i xC 1 -y) cosh;t<'.1 +y) s:enhxC i -1) e 1 -y) + 

+ s:a1cosélcoshx( 1 -y) cosh t xC 1 +y) senh;>:( i: -1) C 1 -y) + 

-sa1 Ccos2x + cosh2::t)senhxC i:-l)Cl-y) 

Con las ide-nt.idades (6.15) y C~.16) se expresan los 

productos: de funciones hiperb611cas como sumas de cosenos 

hi per b611 cos: : 

rn. 2n 
senhix(1-y)senhx(1 +y)=~[ coshx{C1 +O +(1-üy)-cos:h~{( i-D-C1-0y) l, 

(6. 22) 

s:enh;t<'.1-y)senhix(:t. +y)=~[ coshx{C1 +ü +( i-Dy) -cos:hx(C i-D +(1 +Oy)]. 

(6. 2:3) 

coshix(1-y)coshx(1 +y)=~[ cosh;t<'. (1 +O +(1-0y) +cos:hx(C i-1) +(1 +i)y) l, 

(6. 24) 

coshx{1-y)cos:hix(1 +y)=~[ cos:h;t<'. C1 +ü +( i-Dy) +cos:h;t( ( i-1) +( 1 +Oy)]. 

Los resultados: se introducen en C6.20) . Notese que cada 

72 



una de las funciones se repite dos veces en las ecuaciones 

(6.21-24). Después de reagrupar resulta la expresión: 

ce.25) 

-s i~e i:.C cosh:tCC1 +O +C1-0y) +cosh:tCC1 +O +C i-1)y) l senh:tC i-1)(1-y)+ 

+s i~1e -t• [ cosh:tCC l'.-1)-( 1 +Oy) +cosh:tCC i-1) +( 1 +t) y) J senh:tC i-1)(1-y) 

Atm quedan productos d,;, func1 enes. Se cambl an por una suma 

de senos hlperb6llcos con el us:o de la igualdad (6.17) : 

(6. 26) 

cos:h;i:CC1 +0+(1-0y)s&nhXC i-DCl-y) 

C6.27) 

~ [ s:enh2X( i +( 1-0 y) -s:,;,n2,tl , 

cos:hXC ( i -1) -( 1 + i) y) se.oh X( i -1) ( 1 -y)=~ ( s:enh2X( -i y+( i -1)) +senh2,tyl , 

(6. 28) 

cos:h;i:C C 1 +O +C i -1) y) .s:&nhX( i -1) C 1 -y) =t r s.o>nh i 2x-senh2~< 1 +C i -1) y) l , 

rn. 2G) 

coshX( C i -1) +( 1 + i:) y) s:enhX( i -1) C 1 -y)=~ [ senh2~< y+C i -1)) -senh i 2,ty J • 

Finalmente s:RCUcos&+Ws:&nEl)h0 ' s:e expresa como una suma de Q 

senos: hiperbólicos : 

C6.30) s:RC.Ucos:El+Wcos:€1)h0 ' = 

-s ia1e i:.., e s:enh2:tC i +( 1-i) y)-sen2,t+senhi2x-senh2,t(1 +( i-1) y) l + 
4 

+s i~e -i:.., [ s:er1h2,t(C i-1)-iy) +s:enh2x-s:enhi2,ty+s:enh2:tCC i-1) +y) l + 

73 



I 

1 
1 

donde L1 = -a1s&n0Ccos2:t + cosh2;r). 

Este proceso se repite con otro de los t~rminos incluidos 

en la parte no-homogénea de la ecuación diferencial (6.9). Le toca 
-i: .. el turno a sRe g 0 . A diferencia del caso anterior, en que habia 

hasta productos triples de funciones, ahora sólo aparecen 

productos de una función trigonométrica con una exponencial. 

En esta parte se usa la expres16r1 de senos y cosenos 

trigonométricos en términos de exponenciales complejas 

(6. 31) -ia 
e J • 

(6.32) 

-t. 
La expresión analltica inicial de sRe g0 es 

C6. 33) 

Ocupamos C6. 31) y (6. '32) P"-""' r·.:;,.:;,:;:cri hir lo"' p.rocluot..o"' 

dentro del paréntesis cuadrado como una suma de eA-ponenciales 

(6. 34) 

= 
CM-O CM+O 

2 xp( i-1) XY + 2 xpC-1-Dxy. 

C6. 36) C sen;i;:<: 2-y) +Mcos:t<'. 2-y)) e -xt2 -y> 

CM-ü CM+ü 
~2~- expX(i-1)(2-y) + ~2~- expCi+i)Cy-2). 

74 



De acuerdo a lo anterior, -i· la forma final de s:Re g 0 es 

ce. 36) 

Los productos: de funciones en dos parles de la ecuación 

diferencial se han eliminado, sir1 embargo aún falt.an dos lt.rminos. 

Continuamos ahora con De acuerdo a 

(6.13d). aqu1 hay productos de funciones lr1gonomét.r1cas y 

exporienc1 al es. ulil 1zar las 1dent.!dades 

(6.31) y Cf'i.32). La expre-s:16n 1/loSen& - <Poeose se reagrupa como 

sigue : 

(6. 37) 

senB[ C sén,:t:y+Mcos,:ty).,,.-xY +C s:enA:( 2-y) +Mcos:A:( Z-y) e -x< 2 -y>) 

+ 2e-x [ -s:er18C senx+Mcos;t) +cos8C cos:;r-Msen,;\)) -

-cos:8[ C cos,:i:y;-Msenxy) e -:.;y+( cc,s.:t,'( 2-y) -Msen.:t,'( 2-y)) e -x<2 -Y1J = 

=C sentlsenxy-cosBcosxy)., -xy +MC se.n6'cos.;c·y+cos:tls.::nxy)., -xy 

+C -sentls:en;r+cos&cosx)2;;::t +MC -sen&cos::t-cos&sen;r) 2e:.; 

+C s:en€is:en.:t,'(2-y)-cos:&cos.:t,'(2-y)).,,-x'2-Y' + 

+ MC senécos:.:1,< 2-y) +cos:és:en.:t,'( 2-y)) e -x<z-y> 

Todos los factores entre paréntesis: pueden simplificarse 

usando dos igualdades: t.r!gonomélr1cas : 

sen( a+b) = s:enacos:b+s:enbcos:a, y 

ces( a+b) "' cc,sacosb-senas:er1b. 
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(6.38) 

Ent.onces:, (6.37) s:e reescribe as:l 

1110 s:en8-<Jioeos:e = 
C -cos:Ce+xy) +Ms:enCe+xy) le -xy -cos:Ce+~2-y))e-x<z-y> 

+ Ms:en(8+~2-y))e-:i:<2-y> + L9 , 

Luego de algunos: pasos: al gebr ai ces: s:i mil ares: a los: de 

(6.34) y (6.35) s:e llega finalment..e a: 

(6. 39) isTcos:aC 'l'asene-q,oeose) = 
i 
2 s:7cos:oc c-c1+iM:>expCie+Ci-1)xy)+C-1+üOexpc-i:e+c1+Dxyl + 

- ~ S:7COS:Oi ( 1 +i M) exp( iél+( i-1) ~ 2-y)) 

+ 2' s:Tcos0t C-1 +iM)expC-i€1+(1 +í)~y-2)) + is:Tcos0tL9 • 

Queda por reescribir el t.érm1no 

s:RC111asen8-.Poeos:e)CU' -i.W'). Originalment.e aqul hay productos hasta 

de 3 funciones. Recurriendo a (6. 38) el problema se simplifica 

pues: ahora apar.r.ceran unicament..,.;, product..os d,.;, exporiencl.ales y un 

seno hiperbolice ' 

(6. 40) 

s:~2 C -C1+iM)expC1'.19+( i-1) XY) +C -1 +1'.M)expC-il9-(1 +OXYl s:enh( 1-D XY 

- s:~2c 1 +i.M:>exp( i:e+c i-1) X(2-y))s:enhC1-0XY 

+s:~2C -1 +ü0e>-.-pC-ie+C1 +O :t( y-2))s:enh(1-i) xy+s:a2Lss:enhC1-0 X:Y• 

lo cual puede escribirse en la forma s:iguienle : 

-s:a2C1 +üOexpC i:e+c i-D ;t)cosh,t( i-DC y-Ds:enhC1-0 X:Y + 

+ s:a2(-1 +il-Oexp( -i:e-c 1 +1'.) ;1:)cosh,'.t(1 +0(1-y)s:enhC1-0 XY· 
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Ocupamos: ahora la identidad C6.17) 

rn. 4c) 
coshxCi-l)Cy-1) senhC1-i)xy=~[senhC1-i)x+senhxC1-i)CZy-1)], 
(6. 4.3) 

coshxCl +OCl-y) senhC1-i) xr=~[ senhxCCl +i)-i2y) +senhxC -Cl +O+Zy) J, 

de lo cual resulta: 

(6.4.4) 

-si2(1+0-0expC iti+( i:-Dx) [ sanh.:rC1 -O+senh.:rC1 -t)(2y-1) l 

+s~2C -1+iM)expC-i:e-c1 +O.'.\) [ senhx( e 1 +i) -l'.2y) +senhC -e 1 + D +2y) l 

+s:a2L9~;enhC 1 -O ;or . 

En basa a lodo lo anterior se llega a la forma final del 

término no homogéneo de la ecuación diferencial: 

rn. 45) 
ia 1 i:... . 
~ (s:enh2~i+C1-i)y)-s:en2x+s:enhL2X-s:enh2xC1+Ci-1)y)J 

+si~1 e-i:~[senh2xCCi-1)-l'.y)+s:enh2xy-s:enhi2xy+s:enh2x(Ci-1)+y)l 
+s:L1 s:enh,xC'.1-y)Cy-1) + ~cose.e -i: .. (0~-i:).,.xpC i-l):t;y+O!+Oe:-:C-1-üxyl 

.:: 

+ ~Tcosc:>e-t•¡ C M-OexpxC l'.-1) (2-y) +( M+O e:-:p;tC 1.,.0( y-2) l + sL2 

- ÍS:'fCOS:Ol C1+MOexpCie+Ci-1);~:)cos:hx(1-DC1-y) + 

+is:-rcos:Ol C-1+iM)expC-i8-C1+0x)cos:h.:t.<1+i)(1-y) + is:Tcos01L9 

-si2C1 +iM)expC ie+c i-D x) [ s:enh.:rC 1-0+senhx(1-ocay-D l 

+s:~2( -1 +i M) expC i €1+( i -1) X) [ s:enh.:rC ( 1+t)-i2y) +s:enh.:rC -( 1 +O +2y) l 

-s:f.ºa.s,;,nh.:rC i-1) C 1 -y) + s:azL3 senhC 1 -O XY 

La integración de esta expres:ion es un proceso ted1os:o pero 

los: pasos: s:on sencillos: (hay que integrar funciones: hiperb611cas: y 

constantes:). Luego, la forma final de la ecuación CB.12) ,;,s:: 
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( fi. 46) 

ia1 i•¡cosh2:t('.i+C1-0y) . cosh2:t('.1+Ci-1)y) 
-s4e 2 :t('.l-O -ysen2x+ysenh1.2x+ 2 :t{l-O J 

l.ST ( l ,.,., . , ( . ;t<'.l+Ocosc; - +1.....,expc-u:i- 1+1'.Jx)s:enh;t<'.1+0(1-y) 

+s;f~c-1 +!'.M:lexpC -ie-Cl +O x) C icosh:t('. C1 +0-i2y) +cosh:t('. -C1 +O +2y) J 

donde ( 1 

sCM-0 
+ :t<'. i -1) 'TCOSOI .,xp( -i: 61+( t -1)) ;r.;enh::t( i -1) ( y-1) 

+ sCM+O 
;t<'.1 +O 

COSOI "xp(-ié-( 1 +i) x)s:enh:t{ 1 +O(y-1) 

+s:t<'.~~ 0 cos.hx(i-1)(1-y) +s __ (_z_ coshCl-i)X)' + s(
9
y, 

;t<'.l-0 

I I I. -SOLUCI ON PARTICULAR. 

METOOO DE PARAMETROS I NDETERMI NA.DOS 

El método de variación de parámetros permite hallar una 

sol uci6n par ti cul ar de una ecuaci 611 di f'erenci al 110 homogé11ea 

cuando so11 conocidas 1 as soluciones de 1 a ecuación homogénea 

asociada. CKrei der, 1G83). Podri amos optar por este camino, sin 

embargo el procedimiento es bastante largo. 
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Resul t..a más: sencillo usar el 

indeLerminados:. Los: cálculos se basarán 

funciones hiper b61 i cas: y exponencial es 

méLodo de parámeLros: 

en una propiedad de las 

1 a segunda derivada es: 

proporcional a la misma función. Sea por ejemplo la función 

Ji.=s:enhCwy+~). Una combinación lineal de J y J."' es: proporcional 

a Ji.. Lo mismo sucede con coshCwy+~) y expCwy+~) .. 

El t.ér mi no i ndependi en Le de 1 a ecuaci 6n C 8. 43) con ti ene 

(además: de un término lineal er1 y) funciones como las s:ei'ialadas: 

arriba. Por ot.ra parte, considerando que es: una ecuación 

diferencial lineal, podremos obt.ener la solucióo aplicando por 

separado el mét.odo a cada ur1a. de las func1 ones. 

Sea J una función incluida en el término independient.e. 

Proponemos como la part.e de la solución particular correspondient.e 

a esta función una expresión del t.ipo n J , con n una cons:tant.e a 
l l 

det.erm.1 nar. 

Las funciones hiperbólicas: y exponenciales incluidas: en el 

t.érmino independient.e de ce. 46) s:or1 

Jl = cos:h2~ i +( 1-i) y) 

Jz = cos:h2~ 1 +C i-1) y) 

Js cos:h2:tC -iy+C i-1)) 

J4 cosh2;ty 

J!J cos:hi2;ty 

J6 = cosh2~ C i-1) +y) 

J7 s:enh:.:<'.1-üCl-y) 

Je = senh:.:<'.1+OC1-y) 

Jp cosh:.:<'.1-OC2y-1) 

Jlo cosh~C1 +O-i2y) 

Ju = cos:h~ 2y-(1 +i)) 

Ju cosh~ 1'.-1)(1-y) 

J19 cos:h~1-0.:ty 

J:1.4 s:enh:t(1 +O(y-1) 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
• 

Luego de un cálculo sencillo, las; cons;lanles n. resultan 
i l 

ser las sigui en les ( recuerdese que x=C Tser1ct/2) z: 

(6. 47) 
-1 -1 1 

nt 6;t2i nz = 6;t2i n9 = 2;t2( i-2) 

1 1 1 
n. 2,::t2(2+0 n!:; 2;t2(i-2) ncs 2;t2( i +2) 

1 -1 1 
ne = np nto = 4;:t2i 6;:t2 i 2;t2( i-2) 

1 1 
n11 = nt• = 2:t2( 1'.+2) 4:t2t 

En algunos casos el mét.odo no es aplicable por la sencilla 

razón de que cie.rt..as funciones J son soluciones de la ecuación 

homogénea. La parle de la solución parlicular asociada a J 7 , J 12 y 

J 19 se calcular:. usando una varianl.-. d.-.1 mélodo de paramelros 

indelerminados. Pr·oponemos soluc1ones de la forma : 

ce. 48) N. yJ , 
l ' 

Las conslanles N resultan ser: 

(6. 4Q) N, 1 

Después de lodo es le proceso sólo falla unir todos 1 os 

t..t.rminos;: que daré.n la s;:olución part.icula.r. Sér:.. una combinación 

de funciones hiperbólicas y una parle lineal 

(6. 60) 
i: ... 

Hp(y)= :ª~~ ')[cosh2:t(i+C1-0y)+cosh2:t(1+(i-1)y)l 
4 x 1-t 

iw 
-sª~~2 [-sen2x+senhi2;tly 

-to> 
+s 1 ~~~~i-Z)[icosh2:t(-iy+Ci-1))+icoshi2;tyl 
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-l .. 
+ sTcosc.e CM ') --'". 1) t e. l)C 1) axzc i-l) 2 - t yexp-<:~ t - cos 1,t t - y-

-i ... 
+ S:TCOs:e CM+') c 1 ') h-r1+ ')( 1) 

4 X!l(i-l) t exp - -1 x sen -<:~ t y-

Como se puede apreciar. la solución particular Hp es 

directamente proporcional a s. Est.o significa que las: soluciones: 

particulares: de las:. funciones: .¡,1 y VJ1 s:on puramente imaginarias. 

IV. -CALCULO DE C A PRIMER ORDEI~ 

La solución general de C6.9) es 

ce. 5D 8 0 + 8 1 exp( i -1) .:ú' + B 2 expC 1 -O XY + Hp( y) . 

Corres; pande ahora imponer 1 as candi cienes de frontera, 1 o 

que permitirá calcular las: constantes: complejas: B0 , B1 y B2 (salvo 

por un factor), asi como el valor de c 1 . 

Las: condiciones: (6.4) y (6. 6) s:on equivalent.es: a 
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1 htC1)=h1 '(1)=0, o sea: 

1 
1 

(8. 52) B0 + Bs.expCi-D;t + B2 expC1-D;t + HpCD =O, 

(8. 53) o. 

Por otra parte, C6.6) y C8.7) no son expresables en 

t.érminos: de h 1 • Dichas ecuaciones incluyen a las funciones 

pot..:.nci a.l .:.i;: tf.1 y 'f'1 ( ai;:i como i;;:ui;;: '"""9Ul"lda.s;;: d .. ri va.das;;:) "'n amboi;: 

casos evaluadas en y=O. El Cdlculo de estas cantidades se hará a 

partir de (8.61). 

La !'unción compleja ev;1luada en c,;,ro da como resultado: 

C8. 54) 

Entonces, de la definición de h 1 se tiene que 

(6. 56) 

(6. 56) 

ya que Bo = ao+tbo, B1 = a1+ib1. B2 = a2+tb2 y Hr =sCi'P+i>pp). 

La segunda derivada de h1 en y=O es 

(6. 57) o. 

Por lo tanto, ¡/J1 ' 'CO) y V't' '(0) son respect1vament,;,: 

(6. 58) </>1'. (0) 

(6. 59) V'1' • ( 0) 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
• 

Luego, 

traducen en: 

las condiclones de frontera C6.0) y C6.7) se 

U"CO) U"CO) 
Co' 

2 
Cyi0 CO)s:en8-,PoCO)cos:eJc1 + Ca' [ .¡l>pCO)cos:e-yipCO)s:eneJ, 

(6. 61) 
w• • CO) 

Co, [ C bo+b1 +bz) sene-e aa+a1 +a2 ) cose 1 + 2;:tZC a 1 +a 2 ) S\l•p' '(0) 

W''CO) W''CO) 
Co' 2 Cv10C0)sr;.n€1-•foCO)coseJc 1 + Ca'¡ rppCO)cos8-v•pCO)sen8J. 

Es necesario coment.ar que C6.52), CB.53), CB.50) y C5.51) 

forman un sistema de ecuaciones algebraicas con s1ete incognilas:, 

a saber ,el valor propio c 1 , as1 co1no a 0 , a 1 , a 2 , b 0 , b 1 y b 2 • La 

parte homogénea de es:las ecuaciones: es ldentica al sistema 

obt.eni do en 1 a aproxi mac1 ón a orden cero. Er1 aquel cas:o s:e asignó 

un valor a c 0 de m<i.nera que hubiera una solución distinta de la 

t.rivial Cel conjunto de ecuaciones se hace linealmente 

d.::.per1d1 ente) . 

Esto último quier· e dec1 r que la p.:.rt.e homogénea de C 1:5. 52), 

C!S.63), C6.80) y C6.61) también forma un sistema linealmente 

dependiente. Lo anterior implica que m.,diant.e operaciones: 

elementales: podemos llegar a dos ecuaciones: cuyo miembro i2quierdo 

s:ea el mismo. El valor de c 1 ser~ aquel que haga que las 

ecuaciones: sean compatibles. 

El problema de valor pr op1 o se re sol ve!' a aplicando el 

método de el 1minaci6n al s:1 stema de ecuaci enes. El primer paso es 

restar C6. 63) a C 6. 62), de manera que el resultado sea una 

ecuación sin la cons:lanl.::. compleja 8 1 : 
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(6. 52) 

con S 1 
Hp' (1) 

- Hp( 1) + ;te i -1) . 

Las ecuaciones (8.53) y (6.62) permiten expresar a 0 , a 1 , b0 

y b 1 en términos; de a 2 y b 2 . Es:to es: pos:ible si separamos partes 

real e imaginaria de ambas ecuaciones: 

(6. 63) ªº -aeo -xc "zcos:x-b2 senx) + ¡; "1• 

Ct;. 64) ba -2e-~Ca2senx+b2cosx) + s rz, 

(fl. 66) ª1 
-zx eo ( a 2 cos2;i:-b2sen2x) + s 1'9, 

(6. 66) bi e -zx C a 2 sen2z+b2cos2x) + s r,., 

Y sr. =-Im.CHp'CO) _xr-Ci-1) ... ). 
~ .:tC i: -1) • ·r- "" 

Int..roducimo; ~gt,,og r~gult..adog Qn C6.6Q) y CB.61). Luago da 

simplificar con ayuda de ident..idad.;,s ti-1goriomt-t..r1cas se llega a un 

sis;t.ema d.;; ttcuac1ontts: lineales con dos lncognit..as: 

(6. 67) 
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(6. 69) 

-x -2x 2x2 Co' -2x 
+ (-cosce-x)2e +cosc2x-e)e +cose- W''CO)sen2xe lb2 

donde 

Q = C,PPCO)-r 2 -r 4 )cos:€1 - C111p(0)-r 1 -r 9 )s:en&, 

q 1 C C0 ' /U' ' C 0)) [ 2;t2r·, +r/.'f·' ' C 0) l , 

q 2 CC0 '/W' 'C0))[111p''C0)-2xZr 3 l. 

De acuerdo a la dep€.ndencia lineal en la parte homogénea de 

las ecuaciones, resulta que el miembro izquierdo de CB.67) es: un 

multiplo escalar del nuembro izquierdo de (6.68). 

Las: ecuaciones C6. 67) y C6. 68) son de lá forma: 

(6. 69) 

C6. 70) 

Se multiplica C6.GQ) por· Az, y resulta: 
Ai 1 

(6. 71) 

Por la dependencia lineal debe suceder que La 

condición de solubilidad es: ent.or1ces : 

(6. 72) sq2 +sQ + m c 1 • 

Esta ecuación permite conocer el valor propio c 1 
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( fS. 73) e,= A21 Cq 1 +Q)-A 11 Cq 2 +Q) 
s CA11-A21)m 

Exceptuando s, todas las cantidades que apar-ecen en la 

ecuación C6.73) son r-eales. Eso significa que c 1 es una expr-esi6n 

puramente imaginaria y su comportamiento permitirá sab;;,r si el 

flujo es estable o no. 

Recor-dando la def1n1c16r1 de cada uno de los t.ér·minos se 

tiene finalmente que 

(6. 74) 
=°' --.':!;>:( rt·0 C 0) cos&-v'oC 0) s.o.n€1) +C rJ·p' C 1) -i¡•p' C 1) -2):</•p( 1 )s<.·nE'I) C , 

e, ~ 2,'.t{~ '/•0 C 0) cos&->¡•0 ( 0) s..:.118) 0 

cose( V'P, ( 1) +,Pp '·( 1) -2xv1p( 1)) -rj·p, e 1) ( Sén( x-EI) +cos( x-19)) e -x +s e,_ 

con 

2:t< q,0 cos8-y10 sen8) o 

_ '1-'f'' ( 1) C cos-f:i:-8) -s.:.r1( ;i:-$) ),;, 

,_..,. 2;t{ '/•0 ( 0) cos8-v10 C CU s.,;,nél) 
. 

-o 

_ 2senC él+x) e -x+senC 2;>::-8)"' - 2 x-sentl+C 2x2 c;,,,w• 'C 0)) C 1 +cos2xa - 2 x) 

µ, -- ..,, 20 , , C O) [ sen2;t: -2;t· _ C 1 +cos2;t-expC -2x)) J C.,, C O) e- C O) e) ' 
c;.,:t U' , e 0) e w· • ( 0) 'f'O cos 1/Jo sen 

µ2=-
2 2111 , , C O) [ sen2x -2 x ( 1 +cos2,:texpC -2x)) l ( ,,, C O) e- 1 C O'> e) 

X U' 'CO)e W''CO) ~o cos Vo _sen 

No es posible det.erm1 nar cuál es el comporta.miento de c 1 

por simple observac16n de su anall ti ca. 

embargo, ya hemos di cho que c 1 es una car1ti dad l magJ. nar i a. 
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V. -ANALISIS DE LA ESTABILIDAD 

Las funciones '1-'P y itp dependen 1 i ne.al mente del número de 

Reynolds, de Teosa y de lana. En base a esta caract.erislica y a la 

ecuación CB.74) llegamos a que c 1 es una función dé los paramet.ros 

T, R. e y a del t.ipo sigu1ent.e: 

(6. 75) 

El segundo Lér mi no d.:;l lll1 embro derecho es inducido 

exclusivarnent.e por· l;;,. rot.aclórL Por otra parle, en ausencia 

de rotación se Lien;:, que: 

1 

(6. 76) c 1 >--+ i: [ Rcos.2€1-C 5/6) Z:ta.ne<) , 

valor al que tiende la exprt?sión dada en (6. 75) cuando T >-.. O. 

La expresión analltica. de c 1 es bastante complicada, motivo 

por el cual se proct-di6 a realizar an:.l1s1s numérico. Se utilizó 

con est.e fin la computadora Bur-roughs-7600 df.- la Dirección C-.en;:,ral 

de Servicios de Computo Acadt-m1co CDGSCA). 

(6. 77) 

La cantidad que se calculó no fue direct.a.n~nl~ c 1 , sino: 

e =-· l 

El signo de C es primordial para saber si el flujo es 
l 

estable o ineslablé. En la apro;..:imación de ondas largas result..a 

que c 0 +ikC. es una buena apro:..'.lmacion de c (c0 y C son reales). 
l l 

Entonces, las perturbaciones se propagan er1 forma de or1das con una 

razón de crecirnient..o o decrt.-cimlent.o dada por kC . Considerando 
l 

que k es una cant.idad positiva., el flujo ser:. estable si C~~ O. En 

caso de que C.>O el flUJO es lnt.-SLable. 
l 
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El análisis de la dependencia de C respecto a los 

parámetros T, R, e y a se hlzo con programa escrito en un lenguaje 

que tiene incl u1do a los numeras complejos, el ALGOL En lineas 

general es el programa consta de 1 as parles que se enumeran a 

continuación: 

a) Subrullrias que pernulen calcular funciones: hiperbólicas: de 

argumento complejo. 

b) Cálculo del campo de velocidades del flujo principal, de c 0 

y del factor M. 

c) C•lculo de hp(O), hp' '(0), hpCl) y hp'(l). 

d) [~ter·rn1nac1on d<· , .. corno tunc1on de T, P., ti y Ct. 

~ lornar·on valores: del numero de T;,yl or en el rango. 

[0.1,4.0J, variandose a intervalos: de 0.1 en 0.1 Por su parle, 

el •ngulo de inclinación se varió ontre 100 y eoo, a intervalos de 

10º. En lo que toca al ángulo de propagación, se hlcleron c~lculos 

de Cien los: que e es un m•jll1plo de 10. Finalrn..,,nle, el numero de 

R&ynolds s.;, v;..rió a l.nlervalos de una unidad. El primer r·esult.ado 

,;,s que c. t.iene una periodicidad de 1600 r·especlo a él. En base a 

est.a propiedad s'2' .ha "-"Slud1ado la .:.-stab1l1dad unicarnent.e en el 

i nt..:.rval o [ -GOO, QOO J. 

caso en qut- no hay r ot acl. or>. l<ot ese qut- el valor maxi mo ocurre eri 

13=0. Lo anlerior sigriif1ca que la d1recc1ori en que t-1 flujo t.1ene 

menor estabilidad es aquella en la que se mueve el fluido. Este 

resultado se menciona frecuentemente en la literatura sobre la 

estabilidad de flujos unidireccionales CDrazi n, 1979; 

Shi vamoggi , l G85). 

La rotac16ri produce un despl azarni ento del valor má::-:1 mo de 

C CC. ) hacia valores negaL1vos de e, como se puede apreciar en 
t.ma.>< 

la figura 13, en la cual se d1buJan curvas para 3 valores 

distint..os del riúmero de Taylor. Est.e desplazam1enlo se explica 
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parcialmente por el hecho de que el flujo primario ya no es:t.a 

orientado según el eje x, pues eY~ste una componente adicional de 

la velocidad, en el sentido negativo del eje z debido a un rezago 

del fluido producido por la rotación. Además, la dirección del 

vector velocidad del flujo primario varia con la profundidad Cver 

figura 26 al final de capitulo) 

Ahora bien, haciendo un paralelo con el flujo sin rotación, 

veamos si e 
mO.K 

C ángul ode propagac1 ón en el que ocurre e ) 
\. mo.H 

coincide con la dirección pron1edio del flujo principal. Definimos 

un ángulo Y de la siguiente manera: 

(6. 78) y < W> 
arctan<U>' 

Y depende del parámetro ;t. Al realizar algunos: cálculos: 

encontramos que $ está a la izquierda de Y. es decir resulta 
"'ª" 

q•Je 8ma>< <Y <O. Otra posibilidad serla comparar erno.K con el 

Angulo en que esLa dirigido el flujo principal en la superficie 

libre Clo donominaremos Y1). Aur1que Y1 &sLá a la izquierda dé Y, 

tampoco hay coincidencia con el ángulo dé maximo cr,;,cimient.o de 

C•. S.. cumplo la rGlac16n 

(6. 79) 

Este fenómeno se puede explicar recordando que la 

perturbación evoluciona bajo la acción de la fuerza de Coriolis:. 

En ausencia de ella, las di recci enes de menor estabilidad y la d'"'l 

flujo principal coinciden. 

Supóngase que una P"'rlurbación se mueve inicialmente en 

cierta dirección. Dado que la fuerza de Coriolis es perpendicular 

a la velocidad, la perturbación cambiará su dirección original de 

propagación por otra en la que haya un balance entre todas las 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

fuerzas. Las perturbaciones de menor estabilidad no se se propagan 

en la dirección promedio del campo de velocidades del flujo 

principal Co en la dirección de la velocidad en la superficie 

libre), ya que la fuerza de Coriol1s las mueve hacia valores de e 
situados a la izquierda. El corr·imlento aumenla con el incremento 

del número de Taylor. 

En las figuras 14 y 15 aparecen 2 gráficas C vs. e, 

similares a la 13, po.ro con distintos valor<?s del ángulo de 

inclinación. El comporlarniento es cualilalivamente el mismo. 

Olro de los delalles que se muestran es el ef ect.o 

est.abilizador de la rotación. L:;.s curvas de la figura 16 se 

hicieron cor1 un valor fijo dt:!l f\úr11t.ro ¿., ¡;.:.,ynolds CP.=3). Cuando 

T=0.2, las perturbaciones con angules de propagación en el rango 

[-32,13) son in,;,slables. Sin ,;,rnb<i.rgo, al ;,umenlar al número de 

Taylor a 1, C ser:.. n;,gat1va en todos los valores de $, lo que 

significa que el flujo ~e vuelve eslable. 

Al principio de la s,;,cc1ón se mencionó quo. c 1 es una 

función lineal de P.., lo que Lamblél) vale para Ct. De acuerdo a 

(6.75) y a (6.77) ~esulta que 

(6. 90) 

La suma de los dos últimos términos es negat.iva, excepto 

cuando 0t=O. 

Una de las fuerzas que da eslabilidad al flujo es la 

component.e de la gravedad en el eje y Cgsenc0. Dicha 

componen t. e de gravedad aparece en e a t.raves del lérmino 

¿(:1:)Lan0t, que es siempre negativo para valores finitos del ángulo 

de inclinación Ot. 

En la est.abilidad del flujo Juega un papel imporlanle la 

reducción en magnit.ud de AC8,x), cantidad que multiplica al número 
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1 
1 
1 
1 
1 

de Reynol ds en 1 a defi ni ci ón de e, [ver ecuación C 13. 80)). Esta 

caracteristica es la que permite ampliar el rango de valores de R 

para los cuales es estable el flujo descendiendo por un plano 

inclinado. En la f'igura 16 se grafica :>..C8,_:t) vs. x con varios 

valores del ángulo de propagación e. Ah! también puede apreciarse 

como la dirección en que C es má.Y.lmo varia con X· 

).(e,X) 
1.2 ~------------------------------. 

1.0r-----~ 

--0.2~--------~------- __ .._ ________ _, 
o 0.5 

PARAMETRO--X. 

o -+- 40 --*-- 90 

1.5 

FIOURA .s.s. - ord!ica >.. <S.x> v... X con lr .. ., valor"" 
di..,ltnlog d.. ángulo d.. propagaci.ón <O, •O y s:>o>. 

La siguiente figura C17) es una gráfica de Ci vs. e en la 

cual se ha dejado fijo el numero de Taylor CT=2. 5) y el angulo de 

inclinación Co=50D). Lo que interesa aqui es mostrar el papel que 

desempei"ía el número de Reynolds en la estabilidad del flujo. Se 

han dibujado curvas para 2 valores distintos de P.. 

Como puede observarse, con P.=5 el flujo aún 

resultado que contrasta con el que se obtiene en 

93 

es est.able, 

ausencia de 



1 01 
1.0 

1 0.5 

1 o.o 

-0.5 

-1.0 

-1.5 

-2.0 
-90 -45 o 45 

ANGULO DE PROPAGACION 
-1- R·5 -*- R·9 

FlOURA .f.?. - Ordfica C ¿ ""· S; r=2. 5, et=!;o. La" C'Ul'VQQ 

corr.:¡,gpondQ-n a. dis;;itintog valor4uil d1> núm~ro d<> R<>yno\.U. 
l!S y s:>>. Con R=5 <>\ flujo "'" ""'tablo. Con valor-.:;,g 

liUpQrioroa Q 'f" =2, ""'º pu'""dg., ti;.nor flujo octablo a valoro1> 
a\tog d<> R. 

01 

-2.0 

-90 -45 o 45 90 

ANGULO DE PROPAGACION 
~ Rc1 -+- R=.2 ~- R=3 

FJOURA .f.B. - Ordfica C l "'" e "n aug""nci.a d<> rotación 
po.ro D vnlorgg do nÚmQorO d<> Jtgynold" <1,2,3). Lruo curvQSt 

coi.nci.d1>n "n '"'""° y .,.::-s:>o. 

. . 
94 



rotación. De acuerdo a C5.76), si T=O, se llega a la inestabilidad 

cuando: 

• 
C6. BD R. e 5/6) z tan500 1. OB. 

Hagase una comparación más con el flujo sin rotación. En la 

figura 19 se muestra una gráfica de c, vs. e con -r=O. ~ han 

dibujado curvas para 3 valores d1st1nlos de R. Como puede 
... 

observarse, ladas ellas co1nciden en e = -goo. El valor que adopta 

Ci. a ese ángulo, os el núnimo y adomás es negalivo. Se puede 

afirmar entonces que la dirección de mayor estabilidad en el flujo 

sin rotación es la del eje 2. Además C Ce=~QOO) no depende de las 
\ 

variaciones del núm&ro de Reynolds Cvor- lambién (6.76)). 

Cuando hay relación, la zona de mayor estabilidad se 

desplaza. de la dire¿ción del eje s. n~v1endose hac1a la del eje x. 

En la gráfica 17, con r=2. 5, .:.1 valor m1n1mo de C ocurre para un 

valor negativo de e cerca.no a cero. Cor1 valores. m.,;nores del número 

de Taylor, el desplazami.:.nto, respeclo a la d1recc1.:m eje 2, es 

más pequeKo, lo que so:. puede apreciar en las figuras 13, 14 y 15. 

Es necesario c:o111.,nlar que .::n el flujo sin relación la 

direcc16n del eje z es la un1ca en la que la o6tabil1dad no se ve 

afectada por las var1ac1ones de R . Sl r=O, se tiene un intervalo 

de e en que el flujo es estable, lndependienlemente de R, En 

este intervalo Cfig. 17) el faclor >..ce.~;) es rnenor o igual a cero 

y un aumento de R tendria un efecto estabilizador. 

Ahora se darán algunos resultados sobre la estabilidad del 

flujo como función del •ngulo de inclinación. La figura 19 mueslra 

una grafica C vs. e; Se define €11 como el angulo de propagación 

en el cual la curva cruza el eje e. En otras palabras, el es el 

11mit.e enLre las direcciones estable e inestable del flujo. 



-45 o 45 

ANGULO DE PROPAGAOON 
FJOURA. 1P - Ordfica C' e e . t ' l v¡¡ • Dofinición do 8cril 
c~~l .,.. ol dngulo do propagación <>n ol . cual 

En 1 as: 

dis:t.intos d.:.l 

Se. 
figura 20 graf1ca sl vs:. 

númt-ro dt- Tayl or y un valor· 

e< con 

de ;:.: 

dos 

Como 

90 

anula 

valores 

angul os de carnbl o d"' eslab1 11 dad. Un aumeflt.O de C• pr·oduce un« 

disminucion en el ancho de la zona inestable. Exisle un ángulo de 

inclinaciOn oil, luego del cual el flujo es estable. °"'lo anterior 

podemos afirmar que un aumento en el angulo de inclinación llene 

un efecto estabilizador. 
En el primer caso (7=0.1), el flujo es estable para valores 

de e< supt:.riores a los 64º. En ,;,l segundo CT=O. 6) habl"a ,;,s:tabilidad 

si 0t > ,o. Lo ante?l"ior y un an<tlisis: m<ts d,;,tallado d,;, los 

J"e?S:ultados: numéricos indican qu,;, un aumento en T para R fija, da 

como l" ,;,s:ul ta do una di s:mi nuc i ón ,;,n el val ar de 0t • t 
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manera, la rotación amplia el rango de valores: de a en los: cuales 

el flujo es estable. 

En la figura 21 s:e presentan dos graficas et vs:. a, sólo 

que ahora el parámetro que p.::.rmanece fijo es: T. Los: valores: del 

número de Reynolds s:on res:peclivam.::.nte 2 y 3. Notamos que el 

ángulo de transición aurn.;.nt.a con el cr·ecl mi ente de R. Es: to ,;,s: una 

manifestación de que los: lncr·erner1tos en el número de Reynolds 

juegan un papel de desestabilización del flujo. 

En el flujo sin rotación, la curva e vs.. 
t 

a es: una linea 

simétrica respecto al eje a. Con T ~O la curva se desplaza hacia 

abajo, lo que significa qu"° );, r•:·9i•.'.ln d"'° inestabllidad se car-ga 

hacia los valores r1egalivos de e. Esta f.::.n6rneno esta relacionado 

con el hecho de que x depende del ángulo de inclinación. Cuando 

T=O, el paramelro x s:e anula y Ci valt;: 

• 
(6. 132) Ci CRcos2S - C5/6)Ztanw + r¡0 Cf:J)r 

donde r10C éJ) 

La expresión de arriba s.;, dif.,r··.:,,r1cia d.; la qu.c. r8sulla P"-ra 

un flujo sin rot&.clór,, .:.n .,¡ t'1rmino )¡oCél)T. Dicho t.:.rm1r,.:. .;."' .:.1 

que produce la as1n1etr1a de la rt-g1on lne5tabl.::. en el flujo por 

una pared verlical Co=O) (ver en las 20 y 21 la 

intersección de las curvas: con el eje 8
1
). 

Un aumento de a -manlen1endo T constant.e- induce un 

incremento en X· Considerando que el término ZCx)tana no depende 

del ángulo t9 C ecuacl on 6. 75), resul t.a que la as:1metr1 a aparece a 

~ravés de la e~-presión: 
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El crecimlent.o de X es el f act.or primordial que produce el 

corrimiento de 

negat.1 vos de e. 
la zona de inestabilidad hacia los valores 

Dado que X depende de rsena y este último es proporcional a 

la componente de O según el eje y, resulta que dicha componente de 

la velocidad angular es la pr1nclpal respor1sable d., la asimet.ria. 

Definimos ahora 12'1 númer·o de P.c0:yr1olds critico CRcri.L), como 

el valor maximo de R por d"'bajo d;;l cual c,<O para lodos los 

angules d., propagación Es d.:,ci r , s1 R;';P.c.nL el f 1 uj o es estable 

y cuando R)Rcnl hay inE-slabilidad. A mar1era d., conclusión 

presentamos var 1 as gr af 1 c:<s. dt? F:crct vs. T C f 1 gt...11' ;, 22) . úbs~r va.mas 

lo que significa que la rotación perntlt.e l.:,ner flujo estable en un 

rango md.s ampl i o de- núH1.;;r· os dt~ P.eynol d::.. 

A c.&da v.;,lor· d,;, k·ont l.:: .:.scc1.:;.1nos ur1 :,ngulo critico de 

propagaclón (ver figura 23). En la f1gura 24 se presentan 

gráficas élcnl vs T que muestrar1 co1110 la r·otac16n hac,;,. que 8c.ril 

tenga un corr1m1ent.o hacia valores negativos. 

En la f1gur·a 25. ld.:: gr-jf1c;--..s P~Ttt. vs. a: rnu~str-afl cerno 

R.:ri.t es una t"unci on cr· ec1 t?nle del ~ngulo de inclinación. 

aumenta la co111pont?1-it.e d.:: 1 a gr·.'lvedad a lo largo del eje y b) 

aument.a la componer1le de n en la nusma d1r·ección. 

Con est.o se concluye el ar1.ó.11sis de la estabilidad, mismo 

que se hizo luego de calcular- el valor· pr·opio c 1 . Obtuvimos como 

result.ado que la rotación li.;,n.,, 8f.::.cto .::.st.,abilizador sobr-e el 

flujo. 
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7.-ESTABILIDAD DE FLUJO CON VALORES PEQUEÑOS DE NUMERO DE 
REYNOLDS, NUMERO DE TAYLOR Y ANGULO DE INCLINACION 

I . -H! POTESI S 9ASI CAS 

En esta sección se invest.iga la estabilidad hidrodinámica 

dé una capa d., fl u1 do qué d,:.sci end.;, por un plano inclinado en 

rotación, con la caraclt:rlslica d°"' que el númE-ro d,;. Re-ynolds R, el 

número d.-.. Taylor T y ,¿.l :.ngulo d.;, inclinación son pt.qu.::Kos. 

Bajo estas; el r·cunsl.<nci.;s; t:s posi bl ..-.. ex·prE.•s::=.r a R., r y C1 en 

forma de ser· i t.S d<t pot.er,ci as de un mi srno par ámolf' o peque!'lo e : 

(7. 1) b) T = T 1 € .,. TzE-2 + ... , 

C) CI = Cl1E + ozo:=-2 + ..•. 

El significado flslco do? e S"-" dará más ad,;.lante. El número 

d,;, R,;ynol ds d.;p.;,r,da d& :>: y dt- acut.r-do a su d&f1 n1 ci ón C v.::.r 

t.cuaciOn 3.36) Res una función par respecto a este paf't.melr-o. El 

(7. 2) d 9 l 
gcosc. [(""l""'z 

v2 ,_/ :..iJ + ve xz) l. 

(l'.)(_:t:2) incluye unicamenle lérmir1os con potencias pares de ,t. Si 
1 

Rt-cordamos que ;r=C Tst-no./2) z y de acuerdo a C 7. 1), ésleo par ámelro 

acepta un desarrollo en serle de potencias de e : 

l 

(7. 3) ( T1á1/2) Z:e + 0( e2). 

Este resultado junto con la expansión de cosa permiten 
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escribir C7.2) como: 

C7. 4) 

[),;, acuerdo a 

con eR1 . Lo anl.er 1 or 

magni t.udes f 1 si cas. 

R 
d!I • 
~-[ C 2/1 5) z + VC .:2) J • v2 

C7.1 a) el término 

permi l.a hac.;,r una 

Cons 1 doó·r <1r emos que 

gd!I .! 
~2/15) z debe- coincidir 

elección da & a partir de 
1 

pro por c 1 anal es a 

Dicha el ecc16r1 st.r· d. c:or1gr u.;,nL e con definición de T Si, 

j;2· 

por 

e-jemplo, hacemos 
1 

O (l( 
1 

BaJ o 
V 

hipot.esis se cumple entonces 

que T ex ¡:;2 • 

Las d1 i er·enc1 ,:,.ies que de.scriben el 

comporlami er1to de la p•2'rt.urbac:16n l ncl uyen al campo de 

velocidades del flujo pr1nc1pal. Las func1one-s U y W dependen de ~ 

y por lo lanlo de e. Luego, el ccilculo de lri estabilidad requiere 

que previamente se haga la expans1on de las velocidades U y W : 

• 
(7. 6) u e 1 5/S) z e 1 -y2) + ve .:2) 

(7. 7) w O + q)( e2). 

también en forma de serle de potencias: 

(7. 8) 

</J = t/Jo + tPtE + t/-•2E2 + 

Y' = lfo + lf'1E + '1'2.:2 + 

Igual que en el caso de la aproximación con numeres de onda 

pequel"íos, se calcular·án ún1camenl.e los dos prl111eros: términos de la 

serie. Los resultados se reslringird.n a flujos en los que e sea 

pequef'ío, o de manera equ1 val er1le, cuando R , T y 0t sean pequef~os. 
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I I. -ECUACI Ol~ES FUHDAMEfffALES Y CONDICIONES DE FP.ó~JTE.RA 

En éste problema resulta más adecuado uti 1 izar el sistema 

de ecuaciones que generaliza a la ecuación de Orr-Sommerfeld 

(4.13) y (4.14). El desarrollo en serie de potencias da como 

resultado 

C7. 9) 

[ -<f¡0 ' ' ' ' +k2,P0 ' ' -k 2cos8C lfo' ' s.entJ-c/;0 ' 'cos$) +k•costJC 1¡1osen8-f0 cos.8) l + 

[ -<Pt' t I I +k2<f;o'' -k2CQS$( 't''o' I Sene-1•0' 1 CQS$) +k•costl( V-'0Sen8-<1>0COS.8) ].,;¡¡ 

+ 1kR1 ( V0 -co)4·0 ' '+Vo' 1,o' +('Po' =.e:n/3-rpo' ces$) Uo' JE + 

+ íkR1CC>¡•oeose-.¡.d;;ose)U0 '' +k2cose CV0 -c 0 )Cv1asenE1-,Poeos.8))t; + 

+ ikT1cose 'flo' o: + . . . . = O, 

(7. 10) 

[ 'l'o' '' '-k2>¡10 '' -k2sen6'C Y'o' 'sene-q,0 • 'ces.$) +k•seneC •¡•0 sene-4.oeos$) J + 

[ 'Ps.' •' '-k2v•1 ' '-J.:2sen6'C >¡J1 • • s,;,r,e-q.,1 ' 'cose) +l: •senBC >p1sen9-,P1cos€1) l.: + 

+íkP.1 [ -C V 0 -co)VJ0 ' '-V0 ' V'o' +( v•o' senG-<t•o' cos@)W0 ' l..:;; + 

+íkR1 C ( v10 sene-q,rr:;os$) W0 ' ' +J.:2s.;n$C Vo-c 0 ) C v•0 s.:.nú-4•oeos€1) J-s + 

+ t'.kT1(-(y1ost.r1&-4'o'.:;0:;;8)+::;·,:-n8 V'o' J.;;+ ... =O, 

i 

s.i endo V0 =C 15,.·;';) zcos&C 1 -y2). 

La expansión en siE!r1e de las condlciones de frontera es: 

(7.11) 

C7.12) </Jo' ( 1) .,. r/J1' ( 1 ) E + r/.'2' ( 1) E 2 + . . . Ó, 

(7.13) 

C7.14) ¡µ0 ' e 1 ) + 11'1 ' e 1 ) E + 'l-'2' e 1 ) e2 + . . . o , 

105 

-------



t 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

(7.15) 
u • '(0) 

C o C , C V'oC O)sen€J-,PoCO)cos8) +rf>o' '(0) -k2cos8C i¡i0 C 0)sen8-,P0 C 0)cos8) J 
o 

U ''(0) e 
+ ° Co' C C y11 CO)sen8-4•oCO)cose) +C V'oC Dsen8-<J¡0 C 1 )cose) e:• +t/J1 ' 'Cl) J .s;-

C7.16) 

C -V'o' 'C 0) -k2senec V'oC 0) sene-,p0 C 0) cose) J + 

+[ -11'1 ' • C 0) -k 2senec 'f'1C 0) sene-q..0 C 0) cose) ) E + = O, 

(7 .17) 

w·, 
+ [ -,¡.1 • ' 'C 0) +3k 2,¡,1 ·C0) - i k !lsene¿;i; y•1C 0) ser1e-.p1c 0) e os él)).:: + 

• 
+ [ -i k coseC 1 !'.l/2) za1C V'oC 0) ser1€J-,PoC 0) cos8) + ikR1 ( V0 -co),P0 ' C 0) Je + 

+ = º· 
(7. 16) 

[ 'l'o • • ' C 0) -3k 2\L'o • C 0) -i: k 9sene~ v•o< 0) sen&-,¡,0c 0) cos$) J + 

• 
[-iksen8C15/2) Z"a1 C>¡10 CO)sentl-,P0 CO)cos8)-ikCV0 -co)R1 y•0 ' CO) J.: + 

o. 

con C0 ' =V0 (0)-c 0 y We' =~:We. Pudiera pensarse que .;,st.a últ.ima 

expresión no débe aparecer a orden cero. Sin émbargo, de acuerdo a 
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la defi ni ci 6n de R y We se ti er"" que RWe=To./µU 0 C U0 es la 

velocidad representa ti va). Supongase que U0 es muy pequei'ía y que 

la viscosidad es muy grande. Luego, el número de Reynolds es muy 

pequei'ío. En el limite R=O es posible que la expresión µU 0 tienda a 

un valor finito. 

III.-SOLUCION A ORDEN CERO 

Las f'ur1ciones 4'o y V'o satisfac"'r' un sistema de dos 

ecuaciones diferenciales acopladas : 

(7.1Q) 

-4'0' • ' • +k2t/Jo'. -k2cos€1C V-'o' • Sén€1-<t>o' • cose) +k•cosec V-'oSen€1-</Jcr-os8) =O, 

(7. 20) 

Mediante opéraci ones el emenlal es 

r,;,solver una sola .ecuación dife.rencial. 

él problérna se. re.duce a 

Mul llplicando (7.19) por 

cose y C7. 20) por sen& y sum;,ndo so.- l1"'n.:,: 

(7. 21) 

Surge de manera natural la idea de definir una funcion 

f 0 =y.i0 sene-rpoeose, de modo qué C7. 21) se. convic;,rla en una t?cuac16n 

dift?re.ncial para f 0 : 

(7. 22) fo''' '-2k2f0 ' '+k'fo o. 

Como se demostrará enseguida las condiciones de frontera 
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pueden ser expresadas en términos de f 0 . A orden cero se tienen 

las siguientes condiciones : 

(7.23) o. 

C7. 24) 4'o' (1) =>po' e 1) O, 

C7. 25) CCCU0 ' • C0)/C0 ' )-k2cos8)C >.¡10 Có)sene-,p0 CO)cos8)+,P0 ' 'CQ) J O, 

C 7. 26) C -1p0 ' 'C 0) -k 2sen€1C VJoC 0) sen€J-f0 C 0) cose) J O, 

W•:a' 
C7.27) r-4°0 ' • '(0)+3k2cp0 '(0)-LkScosec:•c,.,0 co)sene-4.0 co)cose)J =O, 

Eri base a C7. 23) y C 7. 24) llegarnos d. 2 condiciones que debe 

cumplir f 0 : 

(7. 28) º· 
C7. 2G) f 0 ' ( 1) o. 

La tercera y la C!.13.rt.2. condición $e obtienen por medio de 

una combi n.'l.Ción de 1 as ecuaciones ( 7. 25) y (7. 26) por un lado y 

C 7. 27) y C7. 28) por el otro. Mul ti ¡:il 1 qu,;se a C 7. 25) por cose y .a 

(7.26) por sene, luego de lo cual se suman. El resultado es: 

(7. 31) 
V • '(0) ( ° Co, -k 2) C ,p0C 0) sen8-4'0( 0) coséJ) - C VJo' ' C 0) Sénél-q,0 ' ' ( 0) cose) = 

Vo' • CO) 
C Co' - k2)f 0 CO) - fo'• CO) o. 

106 



1 
1 
1 
1 

Haciendo lo mismo con las ecuaciones (7.27) y (7.28) se 

llega a : 

(7. 32) f 0 '''C0) - 3k 2f0 'C0) - ik 9~::f0C0) =O. 

A manera de conclusión se puede decir que a orden cero el 

problema de la estabilidad se reduce a resolver una ecuación 

dif,;,r.:mcial de cuart,o orden. Además los resultados son par&cidos a 

los que dedujó Yih en 1963 en su desarrollo en serle de potencias 

de. R. 

soluciones sean del lipo f 0~expCAy). Al susl1lu1r lo anterior en 

la ecuación diferencial, obtenemos una ecuación caract..erist..ica de 

cua!"'t..o grado : 

C7. 33) o. 

la cual tiene unicament..e 2 ralees dist..int..as A1 =k y A2 =-k. 

Como una ecuación d!fer.:.r1cial de cuarto ord.:.n debe tener 4 

soluciones llnealment.e ind~pendl~nlas y la ecuac10n caract..er1st1ca 

ha permitido d&t.Etl'mlnar un1c;.i,.t.r1te 2 d.:. Etll;1s (.;.kyy .,-ky), las 

solucior""s r·8st;,.nt"'s se 0bt.1énen 1.-.ult_1pl1cando a las ant.el"'!Ores 

poi"' y CKre1der , 1983). Entonces, la forma m.'is gen.:.ral d.; f 0 es : 

C7. 34) 

La=: candi c1 ones de fr·ont.era dan 1 ugar a un s1 stema 

homogéneo de ecuaciones lineales simult..aneas, cuyas incognilas son 

A, B, D y E : 

(7. 35) Aek + Be-k + D.;,k + Ee-k =O, 
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(7.36) 

(7.37) 

(7.39) 

kAek - kBe-1< + (1+k)D,;/ + (1-k)Ee-I: = 0, 

CCV0 ' 'CO)/C0 ')-2k2J(A+8) - 2kCD-E) =O, 

2C~CA-8) + tkWe'CA+B) = O. 

El parámetro c 0 aparece en las ecuaciones a través: de C0 ' y 

tendr~ un valor tal que la soluc16n para A, 8, D y E sea distinta 

a la trivial, lo que se puede lograr si hacemos que el sistema de 

ecuaciones sea linealmente dependiente. 

En cualquier sistema de ecuac1 ones lineal menle dependiente 

al menos una de las 1ncügn1t.as es arbitrarla. En base a esta 

propiedad hacemos A=l. Las cud.tr·o ecu.::,,:iories per·mi lir.'!n delermlnar 

B, D, E y ca. 

(7. 39) 

Despejamos 8 de la ecuac16n (7.38) 

B 
-lWei' - 2C 0 ' 

lWt?' - 2C 0 '. 

Los valores de D y E calculados a partir de (7.35) y (7.36) 

son respect.ivamente 

(7. 40) D 

(7. 41) E 
1 . 
2k [ C.l .,. 2J.:) B .,. e 2r. J . 

Por otra parte, la constante Des , a partir de (7.41) y 

(7. 37) , igual a : 

(7.42) D 
1 [ 2 k + Cl + 2k)B + C2k2- Va' 'C0))(1 + 8) J. 
21: e Co' 

Las dos expresiones de D deben coincidir. Eso conduce a la 

ecuación dé C0 ' 
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(7. 43) 

Sustituyendo B por su expresión dada en C7.39) y luego de 

despejar C0 ' llegamos a 

(7. 44) 
1 ! We' 

Co'= - l+2 kZ+cosh2 kCC15/2)Zcos8 + íy2k-senh21:)J. 

F'inalment..:., de acuerdo a la definición de C0 ' = V0 C0)-c0 , se 

tiene que el valor propio c 0 es 

tm número complejo cuya parle imag1r1aria es pr·oporcional al 

coeficiente de lens16n superficial. El desarrollo en serie de:. 

Taylo!' de:. s.:,nh2k mut0-st.r·.:. quto- l.;, c<n1t.idad C2k-senh2k) ,;.s negal1va, 

para valores del número de onda distintos de cero. Por lo tanto, 

la parte imaginaria de c 0 ,;,s negativa y hay est.abilidad. 

En el caso llmit.e de ur1a p.:.rt-urb«ción con num.:.ro de onda 

pequef'ío resulta que CYih, 1063); 

1 

(7. 46) c 0 ~~ (15/~)~cos8 

lo que concu.,;,rda con la veloc1d«d de propagación obtenida en la 

aproximación pa!'a valores pequef'íos de k en un plano sin !'elación 

CYih, 1G63). 

El efecto eslabiliz<tdo!' de la t..,;,ns!On superficial aumenta 

con k. Est.o era d.;;- E-sperarse ya que la curvat.nr« de la superficie 

se inc!'ementa a la par del número dt? onda. Para valores grandes 

del k, el par:trnet.l'o c 0 ti ende a : 

1 

(7.47) c 0 ~~ (16/B)Zcos8 -í0.5We' 
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o.a 

Se nola que la velocidad de 

propagación de la pert..urbación 

disminuye con el aumenlo de k Cver 

figura 27). 

Si k val e O r esul la que 

Im. Cco)=O y si k es muy grande 

En t. re es t.. os dos 

limites exisle un rango de números 

de onda qu.:: el f<tclor 
0.Q"-~~~~~~~~~...._~~~~-' 

de 

En o 2 

NUvlERO DE ONDA 
a <>mor l i guaml e11t.o es peque!'io. 

FJOURA 

9:0. 
27.

v .. toctdad 

or<iftca C0 vo 
k, adel anle 

d• \a perlurboctón 
de\ número do onda .. 

do propagocién sucede en 
como función 

( supc•ndr e-mos 

lo 

este úl limo 

qu.:;. We' =0). 

que 

caso 

~n ausencia de te11siOn superf 1c1al la constante B es igual 

a l. Luego, la función f 0 es : 

(7. 40) fo 
ky -ky 1 -2k ky l 2k -)(y 

e · + e · 
2

k ! 2k -1 -e J ye + 
2

k ( -2k -1 -e ) ye 

En las ecu;,.c1cm,;s a primer ordt.n aparece un Lérrnino con 1/'o 

por separado. Por ello esta func1on serk obl~n1da en adelant.e. 

'i1o sallsface un.;. .;,cu.;.c1on d1ferer1cial no-hcrnog.:.ne.;. 

(7. 49) 

misma que S€.- oblier1e al sustituir 'J'CJS&n8-rpoeose par fo en la 

ecuación C7.20). Es U1cil probar· que una solución particular es 

ser1l3f 0 ; pasamos ahora a calcular 1 a sol uci 6n de la ecuaci 6n 
homogénea : 

(7. ~0) V-'o' , ' ' - k2y;o' , º· 
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La ecuación caracter1stica es:: 

C7. 5D 

Las ralees de esta ecuación son 

(7. 52) 

EY~ste una degeneración en la solución. La ecuación 

caract.&1"1Slica p,;,1'm1t.e d.;,t..:rmir1ar únicarn,;,nlc. ll"es soluciones 

linealrnenle independientes. La otra se obtiene al multiplicar 

por y a la soluc16ri que cor·resporide a las !'alces. l'epét.idas 

(Kre1der,1G83). Enlor1c,¡,s, la for·ma rnas general de 'l'o es 

(7. 53) 

L.a anulación de >¡Jo y su pr i mer·a derivad.a dan lugar a dos 

ecuacioni;os algebraicas 

(7. 64) 
k -Y. 

ª1 + ~2 + áge + ª•* = o. 
(7. 55) ªz + a 3 kek - a~k~-k 0. 

Las: ecuac1 ones C 7. 26) y C 7. 28) s:on las cond1 ci ol"les de 

-fr-ont.era en la superficie libre. Al int.roducir- (7. 63) en ellas: 

resultan 2 ecuaciones ~lgebra1cas adicionales 

( 7. !36) 
2s~nA 
~1 +2k2.,.cosh2k). 

(7. 57) o. 

Resolver este sistema es una tarea sencilla. No s:e 
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escribir¿r1 los pasos int.ermedios. sino sólo el resultado f1nal, la 

función pot.encial V'o 

(7. 58) Y.'o -2seneC 1 +2 k
2
+coshck) [coshkCy-1) - 1) + sen&fo. 

k2coshk 

IV. -SOLUCI ON A PRIMER OP.DEIJ EN AUSENCI A DE TEliST ON SUPERFI CI AL 

La ausencia de tensión superf1cial llene efectos sobre la 

estabilidad: a orden cero las perturbaciones adqu1,:;,ren la forma de 

ondas Csin arnorl1guarn1ent.o ni crec1nu.;,nlo) que se propagan con una 

velocidad igual a : 

1 

• C15/2) cbse 
( 15/8) zcos& + 

1+2k2 +cosh2k 

Ahora se inv.::.st.1gará lo que suc,:;,de cuando R. T y a 

adquieren val ores p.:.qu;:,i'ios, P"-"r o di sli ntos d!c- cero. Esto se puede 

puede llevar a cabo si hacemos los calcules al s1gu1enle orden en 

e. 

El sistema dE- .o-cuacione-s p;.ra </>s y >¡11 h-S &l sagui.:.1~t.,;,: 

(7. 59) 

-.pi 1 
' ' ' -k2[ ,P1 ' '-cos8( V'1' 's:en8-~>1 ' 'COS8)} +k ... cos8( '1'1S8fléJ-,P1COS8) + 

t'.kR1 [ CV0 -co) (.Po'' +k2cos€1C V'asene-q,oeose) l +C 'l'o' sene-q,0 • cos€1)Uo' l + 

t'.kR1 CCV'asen8-.Poeos8)U0 ' '+V0 '.Po' l+ikT1coséJVJo'= o. 

(7. 60) 

V'i' ' '' -k2( V'i.' '+sanee VJ1' 'sene-q.,1 • 'cose) J +k•ser18C VJ1sene-q.,1cose) + 

+t'.kR1 [ C V0 -co) [ k2seneC v10 sene-q.•.:,cos8)->¡10 ' 'J -V0 ' y.10 ' J +ikT1sen€IVJo' -

-ikT1 C>¡J0 sené-.Paeos€1) = O. 
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Si se define una función fi=lfl1 sene-r:.·icose, mediante un 

procedimient.o similar al que permitió obtener C7.22) se llega a 

una ecuación diferencial para f i : 

(7, 61) 

En lugar de escribir las 8 condiciones de frontera 

original es, se ha opt.ado por dar úni cament.e las 4 que debe 

C7. 62) 

(7. 63) 
• 

3k2ft'C0)-f1 ' ''(0)=-tkCR1C0 ' f 0 '(0)+(-r1ser16+(16/2)'Z ~:. )f 0 CO)J, 

(7. 64) Cl--2-Vo' 'CO))f CO)+f ''(0) Va' 'CO) 
1
f

0
C0) 

. Ca' 1 1 Co' 2 
o. 

Pasemos a determinar l.;. solución de (7.C:H). En primer 

lugar, la .;.cuac16r.1 l.01.-.ogt:n~~' asociada a (7.ti1) es ident.ica a 

(7.21). Por lo t..<i.nlo, l<s soluc16r1 g"'n""ral de ambas e-s la misma: 

(7. 65) A . ky +B . -ky +D y~'-Y +E . -kv 
!~ 1~ 1 = 1~ 

Ahora -se obt.endr A ur1a soluci óf) par t.i cul ar de 1 a ecuaci 6n 

diferencial. Para ello definirnos a operadores diferenciales :P y :e: 

d" d2 C- -Zk2- +kZ), 
dy4 dy2 e 7. 66) 

C7. 67) 

En términos de .1' y 2, la "'cuaci cin C 7. 61) adopt.a 1 a 
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sigui ent.e far ma 

(7. 66) 

Al aplicar e-1 operador :J.' sobre las funciones y2eky' y!leky• 

y 4 eky obt-enemos t.res ident-1dades que ser:.n usadas m:.s adelant..é: 

(7. 69) 

(7. 70) 

(7. 71) 

:J.'(y2,/Y) 

:J.'( y!le ky) 

:J.'( y-'eky) 

8k2eky, 

24kC1 +ky).:/Y, 

24C 1 +4ky+2k2y2)eky. 

La linealidad de la ecuación (7. 68) p,:,rmite calcular la 

solución part.icular como la suma las soluciones 

correspor1dient..és a cada uno de los t.ernünos qut? apar·ecen en el 

miembro dert2-cho. La t2-CU«ción (7. 68) puede ree;;.cribirs'2" como: 

. ( 1+2k2 +cosh2k) 
tkT 1 senél kcos:hk ~*nhkC y-1), 

con D y E dadas en las ecuac1on~s (7.40) y (7.41). 

* .. .. * D..,1101..e-mos como 1 11 , ! 12 , f 19 y f 14 las part.es de la 

solucion part..icular corr.:;spondlent.es a los primeros 4 términos 

del miembro derecho dé (7.72). De acuerdo a la definición del 

operados 2, dichas funciones satisfacen las siguient.es ecuaciones: 

(7. 73) 

(7. 74) 

116 



• * cos8C16./2) z -ky ! k 
C7. 76) :PCf u)=ikER11 Zk 2 h' 

1 
2ke +ikR1costlC16/'8) zcy+y22k)e - Y 

+ +ces 2'. 

Mediante operaciones elementales con 

C 7. 69) -e 7. 62) se pueden determinar las funciones 

* f 1 ,. El resultado aparece a continuación: 

1 

C7. 77) * (15/2) z 2 ky 
f 11 =t:kR1cose BkZ ye • 

C7.78) 

• 
(7. 79) 

* (15/2., z v2 k 
f =- t y F.' [>-----.:-~ .. y 

13 · · 1 1+2k2..-cúsh2k4k-

1 

(7. 00) 
* e 1 5 .. -J., • 2 •. f =·;-RE cfi - ~- Y -r.y 
14 t · · 1 CCb 1+2k2 +cosh2k 4r"' 

las i denli dades: 

* f 12• * f19 y 

$>? recurre. a la identidad C7.69) para determinar la 

expresión analitic.:.. de la solución cor-r-.:.spor1die11le al lL>rrruno que-

(7. 81) 

La función /'"resulta ser: 

(7. 82) * . (1+2kZ+cosh2k) 
.[ =tkT1 senti 4kScoshk enhkCy-1). 

$>? observa que lodos los lérnunos de la solución particular 

t.,i enen como f act.cr una furici ün lr 1 gonomélr·i ca. Para r ,;,sal lar est.a 

caracler1sl1ca la escribimos de la mar1éra sigu1er1le: 
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(7. 83) 

Luego, la solución general es: 

Una de las constantes es arbitrarla, de manera que hacemos 

Ai.=1. Corr·esponde ahora apllc.d.r las 4 condicior1es de front.era, con 

las cuales ser.'. det.ennin<tdo el valor propio c 1 . Con el fin de 

simplificar los cálculos de las constantes que aparecen en C7.84) 

se escribirán como: 

La condición sobre esfuerzos normales incluye unicamente a 

AB; despejandola se t.iene que: 

(7.85) 

La con di ci on sobre esfuerzos: l :.nger1ci al es: incluye al 

parametro ci., a saber: 

( 7. 86) 
V' ' C 0) V ' ' ( 0) 

C2k2- C, )~+2kCLill-6.E)+ikR1cos$[(k2- ºe: , )F' CO)+F'' '(0)]+ 
o o p p 

~_,Yo'' CO) 
'-" Co'2 C1. 
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Ocupamos: la ecuación (7.43) con el fin de reescribir el 

coeficiente que multiplica a óB en forma dist1nta. Al hacer We'=O y 
• 

V
0
''(0)=-C15/2)zcose 

luego de recordar que obtenemos: una 

1 denti dad: 

(7. 87) 

(7. B8) 

2k2- Vo' 'CO) 
Co'2 

-Cl +cosh2k). 

Se procede ahora a des:peJar c 1 de C7. 66), llt-gando a 

e •2 
c

1 
= ~-v ? , ,..,..) C -e 1 +e os h2k) 6B+2k e 6.D-.6.E) J 

..:; o (.Ll 

e ·2 
+ tkR

1
cosS ~v ?. -~ l-C1+k2+cosh2k)F CO) + F ''(0)) 

~ o t ) p p 

Ca, z + l' , C 0) J 
+ ik'l'"1sene 2.Vo' •co}-C1+1:2+cosh2k)lC0) 

Por otra parte, la anulación de la velocidad en la 

interfas'2' llquido-solido Cy=l) s,¡, traduce ,¡,n dos ecuaciones:, 

qu,¡, aparecen a continuación: 

(7.BG) ll.Be-k+.!'.l.[¡.,;,-k~ó.Ee-k=-il:R1cOSf:1F (1) -1'.T1S°"'n€il(l), 
r-

Restes e (7. 85) a la ecuac1on (7. 84). previamente 

multiplicada por Cl+k). En '2'1 resultado desaparece la const.ant.e l!J): 

2k.6.E= l'.kRcos81 o/C F' (1)-(1 +k)F' Cl) J 
k p p 

+ik'l'"
1
s:enSe ·¡ l' C 1)-C 1+k)lC1) J -e 1 +2k)6.B. 

Pasemos: ahora a obtener una ecuacl ón qué no conténga a .6.E. 

Multipliqu€'S:'2' a (7.89) por (1-k) y al resultado se le restar• 
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1 

j 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1· 
1 

la ecuación C7. 90) 

C7. Q2) 
-k 

-2kt.D= tkR1cosee CF''Cl)-Cl-k)F CDJ 
-k p p -2k 

+ikT1senee [l'CD-Cl-kHCDJ-b.Be 

El siguiel)t.e paso es Ec-1 calculo del valor propio c 1 • El) la 

ecuación (7.88) sust.1t.u1mos los Vd.lores de b.B, 6.C y 6.D dados el) 

.C7.S5), C7.91) y C7.Q2). c 1 es una cantidad puramenLe lmag11)ar1a: 

C7. 93) 

1 

_ , R .,, 2e[ ( 16/2) t4k 2 -senh 221:) _ C 2k-senh2k) [ F', , , C O) -:SkZF C O) ) 
C1 - 1. 1.,.cos 2k 9 1+2k2 +cosh2k 2k 2 P P 

+ iR1~cos2€1 [ -2kcoshl:F'' CD-2kCcoshk+ksenhk)F' CD] 
p p 

+ iR1~cos28 [ :...k(l+k2+cash2k)F' CO) + kF' 'CO) J 
p p 

+ iT1"sentlcase [ Cck-senhé:k) r 1-l'' 'Có) +''i·Zl' CO) J - 2kcoshk<'' (1)] .. 2k2 "'. 

+ i T1~s.,,necase ( -2kC coshk +ksenhk)l( 1) -k C 1+k2+cc.,;;h2k) l( 0) +kl' ' ( 0) ) 

• 
( 1 5/2) 7<: 21: -senh2k) 

4k2(1+2k2+cash2k) 

• 
donde l! 

-(16.-'S) z 
(1 +2k2+cosh2k) 
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A pesar de qu.:;, C•1 no aparece en la ecu~~ci6n (7. 60), el 

valor propio c 1 depende del ángulo de inclinac1on. Esto se debe a 

que 0t1 .:,sta incluido en L;, condiciOr1 d.:, esfuerzc.-s rn:,r·rnales:. 

El parametro c 1 depende linealmE--rite de R1 , 7 1 y c.1 • De 

acuepdo a la t-cuaci6n C7. Q::;) se pu,:,d,;, esc1-1bir de la s:iguic.nte 

(7. 94) 

donde: • 
C 15/2) z ( 4k 2 -s:t-nh2k) 

P1Ck)= ( [ 2k9 1 +2k2+cc,sh2k 
- c::k -s.,11h2k) ( F' ••• ( 0) -3k 2F'. ( (l) l ] 

;::k2 f> p 

+ ( (kF'''(0)-2kcc.•s:hkF''(l)-3kCcoshk+h::er1hk)F' (1)) 
p f> p 

+ ~ ( -k(1+k2+cc•sh2k)F' CO)) , 
p 

pzCk) = ( [ ( 21:-~~~h2k) [ 1 -l' •• e 0) ->3k:Zl' ( 0) J -2).;.:.oshk l' ( 1) ] 
'- . 

+ ( [ -21:Ccosh2k +ksenhk) lCD -l:C 1 +1:2.,.cosh2k) lC 0) +l:l' 'C 0)], 

• 
i( 1!5/2) z 2k -ser1h2k 

p¡j(k)= 4k2 1+2kZ+cc•s:h2k 

Debido a que la expresión anal1 lica de c 1 es bastante 

complicada, no es posible sacal" con el usi ones gc.ne1-al es sl n 

r·ecul"r·1r a an.;.lisis nu1n.~r·ico. Sin embargo s1 se pueden dar algur1os 

resultados. Par·a valor.;s d.,_. k superiores a 4. O se tiene que: 

... 
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C7. GG) 

O sea, las per·lur·b;,ciones d.-,c::.en en el liernpo. Un dt.t,alle 

que merece la atención es que, para esos valores de k, c 1 deja de 

depender del ~ngulo de propagación. El par::.u~tro a 1 entra en la 

condición de esfu,:,r·zos r1onnales <>. t.r·av,:.s de la co11tponenle de la 

gravedad a lo largo del eje y. 

Se ar1ali:::ar:,, .:.lir:.r·.:. lo qu.=. suc,:,de C•:>n el t.e,r·mir10 qu.;, d.;,p.;,nde 

dé R1 • t:-·=:;: d~t::ir-. 1~: 1co~2Gp 1Ck). P.~ir:.,, vrtlor·8-s rt_~lat..1v~~11nt::~nlü graf\dP?-~ 

(7. 96) 

Esle rt<SUlt:~do 110 C<)lv.::ut:r·d:. cori ,.,¡ .:,bt.0n1do por Yih (lQt.;3). 

Dicho aut.or· ari:-tli:::a l<>. est.:.bilid;,d de una capa dt? fluido que 

desc1 ende por un plano ver· t.1 c.'11 , t'm a •.Jsene:i a de r·ot'1ci Ori y con 

núrno:?l"OS de P...:·ynúl ds p~~quel~·:..s. El 11 m1 le de .:: 1 qu,:, r •?por la (que 

deberla co1ncid1r con el nuestro e:uando se hace r 1 =a1=0) es 

distinto de (7.G6), .:,1-,trt- otr·as cosas, por· t•l s.igr10. Su ..,rr·or-

ya fue s<tl'i;,.lado con ~,r,1..:.r·ioridd.d por J..:rt.1>lz y Gor·.:.n (lü71). 

El término "'n c 1 que depende de r 1 es: tp2 Ck)cos6'sene. Con 

un valor fijo de k, t!Sa "'xpr·esiór1 t.endr:ot cambios de signo 

deper1dier1d<> de l:;. dirección de pr·opagación. De acuerdo a lo 

anterlor suponlendo que pzCk) es positivo¡ ípz(k)cos8sentlT1 será. 

negativo er1 el ir1t.ervalo (-90,0) y tornar A un valor posi ti v<> en 

los int.ervalo CO,GO). Por otro lada, para k>4 ese 1.érmino Liende 

a: 

(7. Q7) 

... 
122 



Se puede decir algo mas: revisando la ecuación C7.93), 

concluimos que c 1 es una función periodica, respecto al •ngulo da 

propagación, cor1 periodo de 1800. 

El valor propio C1 depende de 5 pararnelros: P.1, T1. 0!1, e y 

k. El an&.lisis l)UJn>~rico d·:-1 compor·la1ni.:,nt..o de c 1 se hizo con un 

pr·ogr·ama escr·ito en l>mguaje ALGOL, que fue corrido en la 

comput.'.<dora Bur·rough1; 7800 d •• la DGSCA-Ul-IAM. Er. lug;,.r d.:. c 1 , lo 

El 

p~ .. r·amet.ro k sé vario .:.ntr·e 0.1 y 10 a intervalos de 0.1 y el 

•ngulo de propagaciór. se vario entre -QOO y goo. No fue necesario 

consi der·ar de e en el la 

periodicidad en e. 

En base a l.:. .:-cuación C7.G4) y a la def1nic1on de Ce, 

resulta que: 

C7. 98) Ci. 

El r1ómer·o de Reync•l ds, el número de Tayl or y el .>.ngul o de 

i ncl i nación l-i ,;rit-n que s.:.r ¡:n;,que!'ios, lo que s., satisface s1 el 

pal"amet.ro <E lo es. 

variación. Para fines del an~lis de la estabilidad los tres 

paramel-ros se variar1 en el intervalo (0,10). 

Considerando que la r·el.;,.cion entrt< e, y R1 , 'T1 y o 1 es 

1 i ne al , 1 a misma se puede poner en 1 a forma: 

C7. GQ) 

• dCl dCl dCc 
dR

1
' d'l"

1 
y dc:.

1 
sor,, r·es:pect-1vament.e, las l"a:::or1es de cambio 

de Ci res.pect.o .:o. R1 , 'Tt y 0t1 e indican la. imporl-a.r1cia. qué l-ier1,..r1 

esos paramet..l"os. para la est.abllidad. En b.;,.se a (7. G€l) cor1cluimos 

qui¡, : 

... 
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(7.100) 
dC, p 1 Ck)c.:..s28, 
dR1-

(7. 101) 
dCi. pzC 1:) cosflso?né, 
dT1-

(7.102) 
dCi p 3 Ck). 
dót1-

dCi 
La f i gur"' 28 muesl r a una gr af i ca dR

1
vs. k , par a $=0 y tl=BO. En 

dCi. él inl.:.rvalo [0,1.G2J dRi es positiva, le que. significa. que un 

aumento en R
1 

l.i,;,r1de a des.:,sLd.bilizar el flujo. El valor rn~ximo 

en ambos casos (le que se pu.,,,de g.:·ner::di:::ar para cualqui&r 

dir.:.cción d.:. pr.;,pag¿,ción) ocurr·"" cciri un núri-1·;,r·c, de c,r,da k O. 3. 

JCi./d R 
0.25 1 

Fl'.OURA 20. -ordfica 

2 3 
NUMERO DE ONDA 
~o 

(dCi./dR1 l 
-+- 50 

va le. 
10,1. 82) un incromonto <>n R1 
d""""labili:zador "ºb'"" .. 1 flujo 
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1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

dCi 
Por encima dé k =1. 82, dR

1 
se t.or· r1a negal 1 vo. Es: lo i nd1 ca 

que núm,;;r·o de Reynol ds: li <:ne un o.fo.et.o eslabi l i ::ador en 1 as: 

perlu1-baciones: cuya long1 lud de onda es: cor11par-able o rn.::-nor a la 

anchura de la capa de fluido. 
dC• El comporlarrJ.enlo de d cor1 respecto a 19 y k se rnu.-,s:t.ra o.n 

T1 dC, 
la figura 29, en la que ap:..rect? una gr~fica dr vs:. k para t.res: 

l 

valor·es: dist.inlos: del ~ngulo de prop:.gaclórt. L::..s curvas: t.i0nE.r1 

cambio de signo en k O. 7. Ad,:,mt..s:, h: ... y un punlo cr 1 li ce C que pu.,,d..:. 

ser máximo o mi ni rno d0per1d.-,nd1 .:,ndo c1.,.1 :..ngul o €;1) que ocurre con un 

número de ond::.. cercano a 0.3. Un punlo cr-llico con car-aclerlsl1cas 

opuestas: aparece en k 1.1. 

dCi.. /d-c, 
0.02r-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

-0.02'-~~~~--'~~~~~--'~~~~~--'~~~~~-'-~~~~~-' 

o 2 3 

NUMERO DE ONDA 
~¡o -+- 50 

F'JOURA 2P. - OróJ'i.ca ( dCi / dT s ) "" 
"f<>clo do ta rolaci6n dop<>nd<> dot 
dnguto do i.ncUnaci.6n. 
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1 
1 
1 
1 
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En el rango de números de onda C0.0,0.7) la rolac16n tiene 

efecto deseslabilizador sobre las perturbaciones que se propagan 

enlr-e O y GO grados. Por el cor1lrario, la r·olaci6n lier1de a 

estabilizar entre -QOO y oo. 
dCi. 2 

Finaln,.:.nle, el .:.>r·d.:,n d.:, m;..gnilud de dTi, es de 10-. Si 

hacemos una comparaci6n, el número de Rt!ynolds juega ur1 papel mas 

impor-lanle en la estabilidad qu.:. el núme.r·o de. Taylor (ver figuras 

20 y 2G). 

A partir de (7.G4) 

de propagacion. La figura 
dCi. 

pueda apreciar que - es 
de<1 

au1nenlo de oi.1 , hC<ce que 

dC, 
se li'2'r1e que - r1.:.> depende del 

dc•1 dCi. 
30 e:o11tiern2' ur1a orafie:a d- vs:. 

- C-.1 

si.:-mpre n•29ali va, lo que i rv:lica 

el flujo sea rnás eslo:..ble (o 

t..ngulo 

k. Se 

que el 

menos 

ineslable). El ruin11i10 •:>c:ur·r~': .O•l'l k 1 y .~s apr-oxim.<danv.:-nle -0.316. 

En la ru;,,yorla d.:, los c;.sos .:-1 f·.:..clor que- dt:i.ermina la 

podemos observar, 

dos CUl"V&S C, VS, 

por _t:jemplo, en la grd.fic-'1 31 

k, para valor"'s d1 fúr·enl.;,s del 

Eso lo 

dor1de a par .;,cen 
, ll .'lngulo f:I. So o 

bas:la comparar las cur-vas: con la que «pd.r·ece t:n la gráfica 30. 

El comportamiento de la estabilidad del flujo frente a una 

variación del número de P.,;,ynolds se ilustra en la figura 32. En 

él, e it.d;.. un&. con Uf'l valor-

diferente de R1 (los demd.s para111""lros perinan.:.cen fijos). Para los 

tres valores de R1 el flujo ,;,s .:.sl<>.ble; el lot.rmino que do1nina en 

Ci. es el que depende del angulo de inclinación. Por otra parle, el 

valor m:.ximo de Ci. ocurre a. :.riguloi:;; do pr-opagación r,.;,galivos. 

Ademas se cumple que para valores grandes de R1 • el máximo tiende 

a siluarse en $=0. 

Veremos: a continuación algunos detalles de la influencia de 

la r-olac10n sobre la estabilidad del fluido. La figura 33 contiene 

una gráfica Ci vs. e, que incluye tres curvas, cada una con un 

valor distinto de 7 1 • Como se puede apreciar, .,:,1 ef,;,clo de la 

... 
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0.2 

o.ol----------------------1 

-0.2 

-0.4 
o 2 3 

NUMERO DE ONDA 
F.IOURA !10.-0ráfica (dCi/dett) v¡¡ 1:. 
( dCi/d«:Xt) "ª nogalivo pál'a cualquiQr valor 

onda Je, lo quo .. tgnifica quo ett=o cú&cla 
la <>S>labilidad. 

4 5 

El t&rmino 

d<>l núm<>ro do 
posilivamont" · a 

o.o ~O~I~~~~~~~~~~~~~~~~~~-. 

-0.1 

-0.2 

-0.3 

• 
-o,4L-~~~~-l-~~~~--1.~~~~~-'-~~~~-

4
~ 

o 2 3 

NUMERO DE ONDA. 
o --1- 40 

FIOURA lU.. - Ord!ica Ci. VI> k, con do¡¡ valo1·<>1> d"'l 
d" propagación. dngulo 1 

127 

·. 



01 
o.o.....-~~~~~~~~~~--.~~~~~~~~~~~-~ 

-0.4 
-90 -45 o 45 90 1 

ANGULO DE PROPAGACION 
1 

l -1 -1- 3 --*- 5 
FIGURA !JZ. - arcífica. Ci va e. con varioa va\or,g,g do> 
númC1ro do RoynolW.. ~=1, T1=0. 5, R1=i,!l,5. 

01 
0.25 

0.20 

0.15 

0.10 

0.05 

¡ 

1 
-0.05 

-90 -45 o 45 90 

1 
ANGULO DE PROPAGACION 

-1 -+- 2 4- 3 
FlOUJlA !l!l. - aráfica. c. VSJ e. con vari.oi; va.lor1>sa do 

1 núm.,ro do> Ta.ylor. c::tt=O, Rt_=5, Ts=t,2,:9. 

1 . '· 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
• 

rolaci6r1 ,;s: dislint.o d,;pendi;;ndo s:i el á1>gulo d.;, pr'opagac16n es 

positivo o negalivo. Un incremento de 7 1 tiende a estabilizar las: 

perturbaciones: que se propagagan enlr-e oo y QOO. Sucede lo 

contrario en el inlervalo C-90º, Oº). 

Er1 la i'igura 34 se muestr·a una grd.fica Ci. vs. e, con lr.-.s: 

curvas: que s:e difer·encian enlr.-. s:1 por •:.l valor de cc1 • Ah1 s:e 

-Puédé :~pr,;,ci:..r cc:,n,o un aurn,;,nlo •:.n .:·l ár1gulo d.:. i1)clir1acit'..•n lier1& 

un ,;feclo .:.s:tabilizador-, qu,;, don\lna s.:-br-e la rolac16n y las: 

fuerzas: de in.:.rcia. Un det.allt. qu.:. llama la alt.nción "'s qu.;, ,;,l 

valor m:.ximo de C 1)0 depeH1dé da las: var1 .'ic1ones d,;l p:.ram""lro cc1 • 

-0.5 

-1.0 

-2.0 ~-----'-------'------L ____ _J 

-90 -45 o 45 

ANGULO DE PROPAGACION 

FIOt1Jl4 D~. -ardfic:a 
cíngulo d1> . Lncli.noc:i6n. 

-1 -+- 3 

Ci V8 f3, con 
~=9, 71=1, et,.=1,9,!i. 

va.rioa 

90 

valor"'ª dol i 

Con es:lo s:e concluye el an:..lis:1s. de la es:labilidad. 

cent.ramos: que la rotación liene ur1« influi:.ncia pequef'ia er> 

,;,s:labi 1 i dad del fl UJ o y qu"' 1 a misma d,;p8r1d.:. de 1 a di r éCCl ól) 

propagación de las perlurbaclünes. 

... 
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8. -CONCLUSIONES 

En este trabajo se investigaron las caracteristicas y la 

estabilidad del escurrimiento de un liquido newtoniano por un 

plano inclinado en rotación. En primer lugar se resolvieron las 

ecuaciones de momento y continuidad incluyendo a dos fuerzas de 

cuerpo, la gravedad y la fuerza de Coriolis, y se obtuvo como 

resultado un flujo estacionario en forma de una capa descendente 

con espesor constante. Enseguida se procedió a deducir la forma 

adimensional de las componentes del campo de velocidad, luego de 

_lo. cual se encontró .. que estas dependen de un .parametro sin 
.!. 

dimensiones: x=(TSena/2)Z. 

El estudio de la estabilidad del flujo primario se hizo 

descomponiendo en modos normales a las variables que describen a 

las perturbaciones. Como rl?sultado se obtuvo un sistema de. 

ecuaciones diferenciales que generalizan a la 

Orr-Sommerfeld por dos razones: a)se consideran 

ecuación de 

perturbac i enes 

tridimensionales y b)se incluye una fuer:a de cuerpo adicional 

inducida por la rotación. 

La imposibilidad de resolver en forma analítica dichas 

ecuaciones condujo a proponer soluciones en forma de series de 

potencias de cierto parametro. El primer desarrollo corresponde a 

·--Una.aproMimaci6n_e~ serie-de potencias del nómero de onda. 

De acuerdo a la literatura existente sobre el tema, el 

valor del Nómero de Reynolds por debajo del cual hay estabilidad 

es: 

• 
.l 

Rcri.L = (5/6)Z tana. 

Uno de los motivos de la presente investigación fue probar 

si la acción de una. fuerza de cuerpo adicional podia hacer que el 

.. 
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flLljo fuera estable con valores más altos de número de Reynolds. 

DespL1és de analizar el comportamiento de las perturbaciones bajo 

la acción conjunta de la gravedad y la rotación llegamos a Llna 

respuesta positiva, y de acuerdo al análisis numérico se 

qL1e .RcrlL es una función creciente del número de Taylor, 

se pL1ede apreciar en las gráficas inclLlidas en la figura 

final del capitulo 6. 

conclL1ye 

} Q f""!!U:;? 

22, al 

Las fuerzas que tienen relevancia en el amortiguamiento de 

las perturbaciones son la componente de la gravedad perpendicL1lar 

al plano y la parte de la fuerza de Coriolis inducida por la 

componente de la velocidad angular en el eje y. 

La otra aprm:imación que se hizo fL1e para valores peqt1e!"íos 

de número de Reynolds, número de Taylor y ángLllo de inclinación. 

Se encontró por un lado que el factor dominante en la estabilidad 

es la componente de la gravedad perpendicular al plano inclinado. 

Por otro lado, se llegó a qLle el efecto de la rotación depende de 

la dirección de propagación. SL1cede por ejemplo que entre -900 y 

oo la rotación tiende a estabilizar el flujo, mientras que a 

.lngulos de,propagaci6n comprendidos en el interv,alo too,, .S'QqJc,.""

juega un papel desestabilizador. Los resultados qt1e aqui se 

mencionan se pueden apreciar en las figuras 29, 30, 33 y 34. 

Los resultados que aqui se presentan tienden a los que se 

. han obtenido.en un plano inclinado sin rotacion cuando el número 

de Taylor tiende a cero. Por otro lado, los resultados que se han 

obtenido tendrán validez en los casos en que la fuerza de Coriolis 

sea m~s importante que la fuerza centrifuga • 

. _ Una._de_ las A.reas de aplicación de esta investigación podri_a __ _ 

ser el recubrimiento de superficies con películas de espesor 

constante. Un procedimiento común de recubrimiento consiste en 

hacer fluir la sustancia -originalmente en estado liquido- por la 

____ superficie en cuestión. Interesa conocer las condiciones bajo las 

cuales se amortiguan las perturbaciones del flujo primario • 

. . 
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Este trab~jo podría ser la base para ~ealizar futuras 

investigaciones. Entre los temas que podrían estudiarse destacan 

los siguientes: 

a> Abordar el problema de la estabilidad de la capa de fluido 

incluyendo a la fuerza centrifuga. 
b> Investigar este mismo problema en fluidos no-newtonianos. 

e) Investigar la estabilidad de perturbaciones sobre una película 

de fluido que desciende por un cono en rotaci6n. 

• 

. '· 
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