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INTRODUCCION

En todo el mundo que nps rodea nos encontramos con ‘formas ()
curvas muy caprichosass; por ejemplo en la Naturaleza se nos
presentan infinidad de formas en los 5%boles,.én las plantas; en
los cuernos de algunos animales, en las conchas, en lés
caracoles; en el cuerpo humano; en el universo, y no se diéa en
el arte, donde <se han llevado a cabo baétantes estudios al
respecto; en fin que podemos decir que estamos llenos de curvas,

pero que entendemos por la palabra 'turva'

la palabra curva o curvo se emplea a veces como adjietivo para

describir lo que se aparta de la direccidn recta.

Los mateméticﬁs suelen emplear la palabra curva en calidad de
sustan%ivo, como un sindnimo de 1fnea curva. { Gué es una linea
curva?. dCdmo abarcar en una definicidn las curvas que se trazan
con l3piz o pluma en el papel o con gis en la pizarra y las curvas
que describen una estrella fugaz o un cohéte en el cielo nocturno?

Aceptaremns la siguwiente definicidn, la cual nos servira para el

desarrollo del presente trabajo:

La curva Co sea la linea curva) es la traza o trayectoria que deja

en su camino un punto mdvil.



En base a la diversidad de curvas existentes, se ha deseado

. a .,
hacer una sistematizacion de la naturaleza de algunas curvas,

sin que esto represente un examen exhaustivo de todas las curvas

conocidas.

Se ha elegido su clasificaci®n, de acuerdo con su naturaleza o

construccidn cinética, de ahi que este trabajo esté dividido -en

. ) . . - . . . .
cinco capitulos: Deslizamientos, Cénicas, Rodamientos, Figuras de

Lissajous y Espirales.
o+ - . , 2
En cada uno de estos capitulos se presenta la recopilacion de
. . Pd .S, .
mecanismos conocidos y de anécdotas para su construccion, sin llevar
sy i . . .

& cabo un analisis de las causas historicos—sociales que les
dieron origen, las cuales, sin lugar a dudas, son muy importantes,

pero desviarian el objetivo del presente trabajo. As{ mismo se

P “ N . . o’ .
lleva a cabo un andlisis para la construccidn matemdtica de cada

’

curva.

'd .
En el capitulo de Espirales se dan sdlo algunas de las
situaciones u objetos en donde encontrarlas; ya que este es un

tema muy amplio del cual bien podria surgir otro trabajo.

Con respectn a la graficacidn de algunas curvas, por ejemplo  las
de Lissajous o las generadas por rodamientos, hubo necesidad de

utilizar wuna microcomputadora y el disket de CALCULUS, donde se



pndfé hacer variar ‘las figuras y también apreciarlas en todo su

esplendor.

Fara finalizar diré que inicialmente el trabajo consistia en
un texto para la materia de An&lisis Vectorial de la carrera de
Ingenierfa Civil de 1la Escuela Superior de Ingenierf{a y
Arguitectura del I.P.N.; de ah{ el tftulo 4dé esta tesis; sin
embargo, pPoOr ser un pﬁgyecto demasiado ambicioso para 'un lapsb
de tiempo corto, se acordd elaborar esta sistematizacién de
curvas parametrizadas, sin que este trabaﬁo esté enfocado a
ningdn area o lector en especial, sin embargo creo que seria de

utilidad, como una fuente de informacifn, para aquellas personas

que se interesen en Las curvas de la vida.
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DESLIZAMIENTOS

En esta primera seccidn veremos curvas gque se van formando  al
deslizarse algunos objetos o entes sobre otros; encontridndose con
curvas tan familiares como la recta y el circulo y descubriendo

formas mis complicadas como una cardioidex

Se analizaran algunos ejemplos mecdnicos para pasteriormente hacer

~ . . . .
un andlisis de su construccidn analitica.

Antes de llevar a cabo el desarrclleo analitico se proporcionan
nociones basicas del significado de las ecuaciones paramétricas
ge una curva las cuales se utilizaran en el presente trabajo vy de
acuerdo a la QE4ihici6n de curva proporcionada en la
Introdqcci6m. {la curva Co sea la linea curvad es la traza o

trayectoria que deja en su camino un punto movilD.

Veamos el siguiente ejemplo mediante el primer procedimiento

mecanico.

Circunferencia:

Bupongamos que una regla, de longitud d esta situada, en uno de sus
extremos, sobre el suelo y apovada del otro extremo 2n la pared vy

fijamos el punto medio de la regla vy dejamos que é&sta se

¥su construccidn analliica se hard en el capitulo de Rodamientos.

12



deslice hasta caer al suelo.lqué curva describirid el punto

fijado? (fig. 241 )

"“Ll'li}

fige 2.1

Supongamos ahora que se fija el punto desde que la regla forma un

&ngulo recto con el suelo, hasta que cae. (¥ig. 2.2 )

fig. 2.2

Conforme va cayendo ird describiendo cierta curva. (fig. 2.3

fig. 2.3

13



Graficamente vemos que la curva encontrada es el arco de una
circunferencia cuyo radio es d/2 y el centro se encuentra en la

o

esquina entre la pared v el suelo, cuyo vértice podemos determinar

como origen.

Elipse

Veamos que pasa si el punto fijado no es el punto medio de la

regla sino cualquiera que estuviera desplazado & uwno de los

extremos.

tig, 2.4

De la figura anterior vemos gque nuestro arco de circunferencia se

convierte el un arco de elipse.

Segmento de Recta:
Veamos otros problemas. LQu€ 1inea describird el punto medio

de un segmento entre dos personas que marchan uniformemente

por dos caminos rectosT

Llamemos A y B a las dos personas vy  supongamos  gque  los  caminos

que llevan son paralelos.

14
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rig, 2,5
Fodemos ver que mientras A y B se desplazan, cada uno por su

camino, los puntos medios de los segmentos que los unen van

describiendo un segmento de recta.

Congsideremos ahora el caso en el que los caminos se intersectan.

fige 2.6

Vemos graticamente que al desplazarse A y B uniformemente es decir
51 los dos avanzan hacia la parie positiva, los puntos medicos de
los segment c : e ~&T a recta L1 .

segmentos que los unen me dardn le = sy si los dos

avanzan hacia la parte negativa me dard la recta Lz que es

paralela a Li.

Continuando con los ejemplos meclnicos de donde podemos encontrar -

esta clase de curvas analicemos el siguiente ejemslo.

15



Un trifngulo rectdangulo de madera se desliza par el plano, de

forma que los vértices A y B de sus Aangulos se

lados de dado &ngulo recto del plano. iCdmo se moverd el vértice

del &ngulo recto de dicho tridngulo?

vf "

tig. 2.7

&
ol

L x

Llamemos a los ejes del plane X e Y y supongamos que la hipotenusa

estd pegada al eje Y hasta deslizarse al eje X.

tig. 2.8

Vemos que el vértice del éngulo recto del triéngulu recténqulc  se

mueve por un seamento de recta que primero sube y luego  vuelve a

bajar.

16
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Circunfe}encia

Siguiendo con ejemplos para generar curvas por desplazapientos,
supongamos ahora que sobre una mesa hay dos relojes planos. Uno y
otro andan con exactitud.iFoP qué lfnea se traslada el centro

M del segmento que wune los extremos de sus agujas minuteras?

fig. 2.9

5i trazamos una recta del origen de las manecillas de un reloj
al otro y obtenamos el punté medio que llamaremos 0O y sean F vy 0l
las posiciones originales de laé manecillas y obtenemos el punto
medio M, entonces estaremos viendo la siguiente figura:l./0

Q

fig. 2.10

Ahora unimos los dos puntos medios por el segmento OM; como
los dos relojes andan con exactitud, entonces mientras que wno

recorre quince minutos el otro tambidn los tendr3 gque haber

recorrido, por lo tanto el segmento OM tambidn girard. (fig. 2,11)

L7
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tig. 2.11.

. . . P s
Lo cual indica que la curva descrita sera uwn circulo de radic 0OM.

Continuando con el circulo pensemos en un punto F que se desplaza
sobre un plano de tal manera que la distancia entre el punto P,
que se desplaza, ¥y un punta fijo C es constante, entonces el

punto estari describiendo uwna circunferencia.

tig., 2.12
Segmento de Recta: |

Taomemos ahora un plano XY vy sean el punto P, que se desplaza sobre
dicho plano XY,y dos puntos fijos F1 Y FE sabre 2] eje X y hagamos
gue las distancias de F a Fi y de F a F., sean iguales,

. . [ f
entances tendremos que P describira una recta.

P\
A
71N
// \ .
/ 4 \\
/ /al\\ ~
/ // e N
- - o\
—

1//
4

tig, 2.13 _ 18



. . Id . .
La recta y la circunferencia son las curvas mas sencillas sin

embargo son las m&s notables por sus propiedades.

Circunferencia:
Modificaremos las condiciones de nuestro ejemplo anterior, es

decir, conservaremas el punto F como punto que se desplaza  pero

ahora la distancia al punto Fl sera, por ejemplo, dos veces mayor

que la distancia al punto F,.

.

uno, entonces

Al

Supongamos que la primera distancia entre P y F, es
A

la distancia entre F1 y F serf dos. FPFodemos observar que el

resultado es una ves mas una circunferencia.

19



' 4 .
No se piense que las Gnicas curvas que se pueden denerar por
desplaramientos son la circunferencia y la recta. Analicemos el
siguiente problema que nos proporciona una curva bastante

diferente.

Cardioide#?

Tenemos un varilla de longitud 2Zr gque se mueve en el plano
vertical de tal modo que su extremo inferior se apoye sobre el
fondo de un  hayo semicircular de radio ¢ y, ademfs, tiene

tangencia con un borde del hovo.

/

fig, 2,15

Veamos que sucede con los extremos del palo mientras é&ste se

desliza por el semic{rculo. - N

' fig. 2.16

. . . rd
* La construccidn analilica  de esta curva se hard en el captiulo

de Rodamientos.

20



La trayectoria que van dejando los extremos se conoce como

cardioide.

Esta curva tambidn se forma al rodar objetos y fijar un punto, por
tal motivo su construccidn analftica y mids ejemplos de su

formacidn se hardn en el capftulo de Rodamientos.

Construccidn Analitica:
Veremos ahora lo que es la cuestidn analitica; es decir
veremos matemdticamente como se van conformando las curvas gue

vimos anteriprmente.

Ecuaciones Parametricas:
Antes de llevar a cabo ese andlisis se dard una breve introduccidn
a las ecuaciones param@tricas, siendo éstas las ecuaciones que me

. .,
describen la grafica de un punto en movimiento.

Fara emperar todos sabemos que para localizar un punto en el plano
necesitamos de dos componentes W  ordenadas (#,y)3 es decir,

tendriamos una fuPncidn:

Sin embargo existen funciones que a su  ve: dependen de otra
variable; veamos &l siguiente pirrafo:
Por desgracia, en la vida no ocurren estas cosas de un modo tan

sencillo, y los efectos no obedecen nunca a una sola causa, como

21



agu?, en donde la Y era una consecuencia de la X solamente, igual
Que en las novelas nalas, en las que cada episodio
esta justificado por un sdlo movil: la avaric;a, el tinstinto
criminal del malvado o el sentido de justicia, o el valor del
heroce. Si, si; pero en la realidad...pos almas jay! viven en mi
pecho, decia el gran poeta Fausto, y en ello tenemos un
ejemplo psicoldgico de una funcidén con dos variables. En

la misma Geometria Anclitica veiamos gue la éosicién de un
punto en el plano dependia de dos variables X e Y. De la Fisica
podemos tomar un segundo ejemplo: si se encierra un gas en una
pequena cdpsula y se eleva la presidén exterior, el volumen de
dguel se reduce; la capsula se contrae. EFste es el caso,
por ejemplo, de los bardmetros aneroides, en cuyas cdpsulas se
ha hecho practicaéente el vacio y contienen muy poco gas. £El
volunen V es, pues, una funcidn de la presién p. Pero sabemos
también que dicho volumen varia con la temperatura t. Casi
todos los cuerpos se dilatan cuando se les calienta, y; por
consiguiente, el volumen serd también una funciéh de la
temperatura. Calentando un bardmetro lo suficiente, la aguja
empezard a moverse y a marcar un volumen mas elevado. En -
reatidad, las indicaciones del bardmetro, esto es el wvolunen de
las capsulas, gque son las que constituyen el organo sensible
de nmedida, depende de dos vartables independientes: ey t.

Al igual gque el eijemplo del pdrrafo  anterior, estradido de un
libro; (La magia ﬂé los numeros —~ Dr. Fauwl Earlson) en nuestra vida

diaria se nos presentan muchas funciones como éstas.

22




El siguiente ejemplo proporciona otra visidn de este tipo de

ecuaciones. , , ‘ .

Todos sabemos que la temperatura en la Repliblica Mexicana varia, a

veces bastante, dependiendc del lugar donde la midamos.

Supongamos que queremos describir en el plano XY las diferentes
temperaturas que registran las capitales de cada wno de los

estados de la Repdblica Mexicana en determinado dfa.

Supongamos que el eje X representa el lugar y el eje Y la

temperatura. YQ

} } >
ARS. : 24¢. X

tig, 2417

Fero notemos, también gque dichas temperaturas dependen del momento
en el que sean medidas, es decir ﬁue: la temperatura en
Aguascalientes no serd la misma si la fomamus a las cero horas o

las doce del diay; lo mismo para Chihuahua o Zacatecas o cualguier

otro lugar.
Entonces digamos que t representard el lapso en el cual se van a

tomar dichas temperaturas, esto es gque t podrd variar entre cero vy

veinticuatro horas por dar un intervalo de tiempo.

23



Esto quiere decir que X depende de t y Y depende de t3; entonces
tendremos la pareja ordenada (X(t),Y(%)) que nos determinara un

punto en el plano.

Al nlmero t que varfa en un intervalo, ©< t .S 24 para este
ejemplo, se le conoce como parametro, siendo entonces (X{(£),Y(t))

las ecuaciones param&tricas.
Veamos otr aspecto muy importante de estas ecuaciones.

Aunque nos fijaramos sélo en una de las capitales, la temperatura
variaria dependiendo del tiempo, es decir que estas ecuaciones

involucran siempre gue existe un movimiento.

Es decir si gquisieramos describir el camino gque va dejando una
particula en un intervalo de tiempo, también tendriamos

unas ecuaciones paramétricas.

Ya se hab{a mencionado que el camino que va dejando o describiendo

un punto mdvil se conoce como trayectoria o trazo.

Segmento de Recta:

Supongamos ahora que tenemos una partfcula que se desliza a 1lo
. L , ) . -

largo del eje positivo X, es decir, se mueve sobre X, Yy que t varila

entre O v 1 hora; si dividimos el eje X en 60 minutos, entonces:

1 } ] 4/ -l b} e
T ¥ U T T T
0] ! 2 e . St 60

24



La trayectoria que ird describiendo la partfcula mientras t va
aumentando de O a &0 es un segmento de recta contenido en el
eje X; si dejamos que t aumente indefinidamente, lo que tendremos

es la recta del eje X, (el lado positivo).

Entonces podemos decir que las ecuaciones paramétricas de esta

recta son X<(t) =t , Y(E) = 0 o bien: (X(),Y{(t)) = (t,a)

i ahora suponemos que se mueve a lo largo del pje Yy no de X,
tendremos entonces que t describiﬁé'el eje Y siendo las ecuaciones
pawamétﬂicas de esa recta X(t) = 0 , Y(t) = ¢ 5 (X(t) ,¥it)) =

(O, %) .

L . ) ,
Hasta aqui hemos visto las ecuaciones paramétricas de una recta

paralela al eje X y las ecuaciones param@tricas de otra recta

paralela al eje Y.

4
Supongamos ahora que nuestra particula se desplaza sobre el plano.
dug travectoria describird si t varfa en el intervalo 0,11, vy

ademés sabemos quer X(E) = £ = Y{{)7.

Entonces esto significa que en el momento cero la particula se
encuentra en el origen; despuds de cinco minutos se encontrard  en

(X3 Y3 = (5,9)5 a la media hora la partfcula se encontrard en:

25



. — [ . , ”
(X(30),Y(30)) = (30,30)3 si hacemos los mismos calculos hasta que
haya transcurrido toda la hora veremos que la particula se ha

s ! /7 .
desplazado sobre una linea recta, pero dquién es y donde se

encuentra esta linea recta?

Fues lo antes propuesto no es otra mis que la recta identidad.

i

0 .
tig. 2.19

Analicemos el caso cuando se presentan las siguientes ecuaciones
paramétricas:

“(t) = at + b 3 y(t) = dt + e

donde a, b, d, & son constantes.

Antes de continuar se dird que trabajaremos casi siempre en el
intervalo [0,1] para t; en las funciones donde sea otro intervalo

se hard mencidn oportunamente.

. N #,
Después de 1o anterior podemos preguntarnos (Cudl es el  lugar
geométrico, 21 trazo o trayectoria gue conforman todos aquellos

purttos tales gques

(), y(t)) = (at + b, dt + &)

26



Supongamos ahora que b=0, entonces esto implica que lo gque tenemos
en %x(t) = at v en y({t) = dt + e, 81 a es igual a 1 entonces vemas
que t se empieza a mover sobre el eje. X.5i e también esyisual con
cero y d = 1 tendremos otra vez la recta identidad, pero équé

pasa si a y d son otros numeros cualesquiera, distintos de 0 y 17

Supongamos que a = d = —-1 entonces s1 t = 1/4 , esto implica que:
®(6)y = —(1/4), y(£) = —(1/4)
8i t =1/2, entonces x(t) = —(1/2), y(t) = -(1/2)
Tendremos entonces la recta identidad pero a partir de a=d = -1

hasta el origen. Esto quiere decir que otra vez tenemos un segmento

de recta.

Supongamos ahora que b y e son distintos de cero, entonces,
démosle a a v a d cualquier valor. Sea a=2, b=3, d=2.9 y e=3.5,

entonces si

I'ig. 2,20 ' 217



Graficamente vemos que la trecta se recorre sobre el plano xy.

En conclusidn podemos decir que:

#w(t) = at + b , y(t) = dt + e
son las ecuaciones paramétricas de una recta; y gque aparecerd en
cualquier cuadrante del plano cartesiano, dependiendo de los

valores que tomen las constantes a, b, d, y e.

Hagamos ahora un poco de dlgebra; sabemos que las dos componentes

depende del tiempo t, entonces podemos escribipr:

m=b _ .. y-e _

a ! d t

como ambas son iguales a t entonces:

y —e_ % —b

entonces:
ay — du - ag + db = Q

Escribiendo lo anterior en una forma mds familiar y considerando
que a, b, d, y e son constantes, entonces:

dy + ay + c = 0
lo cual indica que hemos llegado a la ecuacion cartesiana de la

recta.

8i escribimos a v en funcion de x tendremos:
y = (d/a0n + c/a

si llamamos a (d/7a) = m vy a (c/a) = b entonces:

28



y = mx + b

. .~ ' . ] .
siendo esta la ecuacidn pendiente interseccidn de una recta.

’ ’ . .
Con esta Gltima ecuacidn hemos llegado a obtener una expresidn del

tipo de y = f(x), a partir de las ecuaciones paramétricas de una

recta.
Circunferencia:

' .
Supongamos ahora que una particula se mueve sobre una trayectoria

que tiene siempre la misma distancia a partir de uwun punto dado.

fig. 2.21

Sin lugar a duda se intuye una definicién del circulo; es

decir gue, mientras t se mueve en cierto intervalo, la distancia

entre el centro y cualquier punto de la trayectoria es constante.

Veamos ahora cuales podrian ser las ecuaciones parandtricas de

esta curva tan familiar.

. . . F I d

Supongamos que la distancia d entre el centro del circulo y 1a
= ]

. . . . P d .
trayectoria es 1y es decir que tenemos un circulo C de radio r

29



. 7, .
propongamos entonces que las ecuwaciones parametricas del

7 . .
circulo sean las siguientes:

#“ =cos t 3 y=sent, donde 0€ t £ 2[
Fero .por qué precisamente estas funciones y no otras?

Bueno, en primera instancia por que si tuvieramos un punto F sobre
el circulo C para localizarlo necesitamos las componentes 3 e y.
DCO/‘)
P
y-- -
1
|
[}
tl
H
R
) X

fig. 2.22
Si interpretamos a t como el dngulo que forma el radio que pasa

por F, entonces: (fig.2.22)

cos t = u/r , y sen t = y/r

pero r = 1 entonces resulta que:

cos t o= 3y sen t =y

For otro lado si t = 0, entonces cos 0= 1 vy sen 0O = O esto

implica que estariamos en el punto A3 si t =r/2 entonces :

cos TI/2 = 0 vy sen [I/2 = 1

y sstariamos en el punto B

30



8i t continua tomando valores hasta 20 entonces se habrd concluido

una vuelta al cfrculo unitario.

Otra razén para decir que estas funciones son las ecuaciones
paramétricas de un circulo es el siguiente argumento matem&tico:
5i

# = cos t, vy = sen t

elevando al cuadrado tenemos:

e = oy
ot

w= cpsTt , Y= sen’t
si sumamos ambas ecuaciones obtenemos:

2 2 2 2
W+ y'T= cosTt + sen” t

esto implica que:

Obteniendo asf la ecuacidn cartesiana del circulo. Fero esta

ecuacidn también puede depender de %, es decir:

y = (1 = u%)

Vemos que hemos llegado a una expresion de la forma vy = f0¢), al
igual que en el caso de la recta, que a partir de las ecuacionas
paramétricas obtuvimos la ecuacidn cartesiana, hasta llegar a una

expresitn del tipn v = £ (0.

Sin duda alguna y baséndonos en los resultados obtenidos poderiamos

i

decir que cualquier ecuacidn que podamos expresar en la forma y

31



£ (%) podemos parametrizarla, es decir obtener sus ecuaciones

re . , .
paramétricas para cierto intervalo donde se moverd t.

No es necesario que la letra t represente al pardmetro puede ser

cualgquiers, por ejemplo, s, wy etc.

Algunas veces es mas fécil trabajar con las ecuaciones

paramétricas que con las cartesianas. Ejemplo de esto lo veremos

con las siguientes curvas.

Despuds de este analisis ya podemos relacionar las ecuaciones

vistas anteriormente con las curvas que vimos.

En el primer ejemplo,vimos que al resbalar una regla sopbre la
pared, y fijar @l punto medio en la escalera, =se generaba una
circunferencia, cuyas ecuaciones parametricas sony X(t) = cos t

Y(t) = gsen t. 5in embargo al fijar otro punto que no fuera el

punto medio, vimos gque la curva generada fue una elipse,

cuyas ecuaciones veremos en el siguiente tema, gque es el de
-~ .
conicas.
. . . rd
Asi mismo en el ejemplo de los relojes se generd una

circunferencia, cdonde las ecuaciones paramétricas son las mismas.

También vimos en el ejemplo de las dos personas  que caminan en
ifnea recta que se generaban rectas cuyas ecuaciones hemos visto.
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En conclusion este cap{tulo nos ha servido para echar a volar
nuestra imaginacion e idear algunos otros mecanismos de donde
poder encontrar figuras simples, que al movetse el punto que la
traza, revelardn distintas propiedades o confarmaridn diferentes
familias, asi mismo podemos encontrar #n situaciones complejas a

curvas tan conocidas como la circunferencia o una recta.
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CONICAS

Hablaremos ahora de las #cdnicas*, de dcédmo  se  van generando
estas curvas a partir de movimientos mecénicos; como el método
del jardinero; también se veran algunas de sus propiedadgs y
de su construccion analitica, en donde se deducen sus ecuaciones

cartesianas.

Otro aspecto interesante es que casi nunca vemos estas curvas como
conicasy; con mis precisidn si nos preguntan que curva es la

siguiente: ' . .

fig. 3.1

diremos que es una elipse, pero idonde estan los focos™
iSatisfacerd la definicidn de elipse?. Las otras cHnicas,

. . , e
la hipérbola y la pardbola se encuentran en la misma situacién.

f:j.g. 3.2
' tige 3.3
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Fara poder responder a estas preguntas veremos también la solucidn

gue dig Fierre Dandelin (1794-1847).

Veamos que nos dice la historia acerca de las secciones cdnicas.
Su descubrimiento se atribuye a Menecmo, discipulo de Eudoxo, pero

s a traves de Fapus por quien se sabe que Euclides también

escribid al respecto.

De los griegos, 4quien produce el trabajo m&s importante es
Apolonio de Ferga, apodado Epsilon, guizd por ser el ndmero del
aula donde habitualmente hacia sus disertaciones; escribid ocho
libros sobre las cdnicas que han sido conservados hasta nuestra

época, los cuatro primeros en griego y los cuatro dltimos en

Arabe.

Comenzaremos por platicar una anécdota sobre el trazo de la elipse

al que se le conoce comeo el Método del Jardinero.

Elipse:

Toussaret, jardinero de la corte de Luis XVI de Francia. pasd a la
historia, sin darse cuenta, por haber proporcionado un método para

construir la elipse.

Inaginemos a Toussaret en un caluroso dia de verano, arrastrando

taciturno su carretilla por el pargue de VYersalles, con los Gtiles

36



de trabajo para plantar en un rincdn un macizo redondo de unas

flores raras que los colonos de Quebec habfan enviado al Rey.

En el lugar asignado, encontrd también una estaquilla en el sitio
donde el maestro querfia gue estuviese el centro. Ademls, le habia
dicho que el didmetro habia de tener seis pasos de longitud y como
Toussaret no era precisamente famoso por suw buena memoria, 1o
primero que hizo fue medir los seis pasos antes de que se le
olvidara el numero. BSe dispuso a preparar la cuerda cdn la que
iba a trazar el circulo. Conviene saber que & los jardineros les
resulta cémodé utilizar la cuerda doble y variar su longitud
mediante un nudo; asi resulta un gran lazo, con el que se rodea la
estaquilla; despues se introduce en el el aguiijdn y con este se va
trazando el circulo. As{ lo hacia también Toussaret; sdlo que la
desgracia, o' la fortuna, como se le quiera llamar, hizo que el
laro éue nuestro hombre arrojara a la estaquilla se enganchase
también en un esqueje o tallo aislado, situado un par de pasos mds
alld vy que ~dicho sea en descargo de Toussaret- muy bien podia

pasatr inadvertido a cualquiera.

Toussaret fue lo bastante ciego como para no darse cuenta, y trazo
tranguilamente su linea; quito el cesped, removiendo la tierra v
la estercold & conciencia. 5in embargo cuando el masstro
Jardinero descubrid la +figura de huevo del macizo que Toussaret
habia preparado se encolerizd, vocilferando palabrotas pera

. L . .
Toussaret se habia va marchado. El escandalo distrajo de su paseo
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al dugque de Grandliew y le hizo salir de sus obstinados
. . . '

pensamientos, que para no desentonar en esta historia de circulos

frustrados, giraban alrededor de la marquesa de F, y se acerco a

enterarse de lo sucedido.

Lo que vio, sin embargo, no fue un macizo deforme sino un {razo
bastante gracioso:
P Rk T

- T~
” /’ v N

tig. 3.4 ~ .

Recomendéndole al maestro jardinero, frotase los adormilados ojos
y admirara la armonia de la Ffigura, déndose cuenta de que

Toussaret habfa hecho algo realmente extraordinario.

8in embérgo, todo ocurrid como tenfa gque ocurrir Toussaret no se
habfa dado cuenta de que puediera haber hecho otra cosa gque no
fuera un circulo v ni adn con la mejor voluntad pudo explicar como
habifa conseguido el trazo de aquella magnifica figura pero tuvo el
firme convencimiento de que el demeonio le habfa hecho una

Jjugarreta,

En fin, falso o cierto, estas curvas han dado mucho que decir a

. - .
varios matematicos.



. ' . H . .
Consideremos ahora una construccidh més geomdtrica.diuidn serd la
curva gue describe el punto P si  permanece constante la suma

de sus distancias a dos puntos fijos llamados F1 y Fq?

Tomemaos un hilo, atemaos sus exfremos a dos alfileres clavéndolos
en una hoja de papel de modo que el hilo quede libre. Si ahora
estiramos el hilo mediante wun 18piz colocado verticalmente vy
manteniendo el hilo bien restirado, comenzamos a desplazar el
18piz apretando levemente sobtre el papel, su punta F
describird una curva ovalada semejante a un cfrculo achatado que

se conoce como elipse. (fig. 3e9)

fig. 3.5

Fara obtener la elipse completa, una vez trazada la mitad, habrd

que pasar el hilo al otro lado respecto a los alfileres.
Es avidente que la suma de las distancias del punto F a los puntos
fijos F1 y F, permanece constante durante todo el tiempoj asia

suma es igual a la longitud del hilo.

La elipse tiene una propiedad de reflexidn, es decir si una fuente
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de luz o sonido se coloca por ejemplo en Fl, entonces los rayos o
las ondas se relejaran en el otro punto F., de ahi que el nombre
~

de estos puntps sean los de focos de la elipse.

Si encorvamos una franja estrecha metdlica bien pulida, dandole

la forma de elipse y colocamos en uno de sus focos una fuente de
luz, sus rayos despuds de reflejarse en la franja, se reunirdn en
el otro foco y por consiguiente, en este Jdltimo también se

verd una fuente de luz. (fig. 3.6 )

FPara los amantes del billar se dice que si se construyera una mesa
de billar en forma de elipse con una buchaca en unc de los
focos, entonces cualgquier tiro que se originara en el otro

foco, sin efectos, nunca fallarfa y la bola entraria siempre a la

buchaca.

. . >, -
De manera semejante, si un techo es eliptico con dos focos en el

- . -
pisd pero considerablemente separados entire =1, entonces
. . \ - d
cualquiera gque hable en voz baja en uno de los focos sera
escuchado en el otro foco. For ejemplo, dos galerfas de susurros

existen en Statuary Hall en el Capitolio en Washington, D.C. vy @n

el Tabernfculo Mormon de Salt Lake City Utah.
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Otro lugar en donde encontramos esta curva es, por ejemplo, en el
caso mas sencillo de que cortemos wna rebanada sesgada de
un embutido o cuando inclipamos un vVaso con agua, la capa superior

describe un elipse. (fig. 367 )
L]

fige 3¢7

Otro ejemplo que todos cenocemos es la Orbita en la cual

giran todos los planetas alrededor del sol, en forma de

elipse. A propdsito de este movimiento, se cuenta que en el siglo
IV a.n.e. Eudoxio buscd una Fdrmula que explicara las que

parecian ser trayectorias planetarias en forma de lazo.

Creyendo que los planetas describian orbitas alrededor de la
. I d . .

tierra en circulos perfectos; pero esta teoria dejaba sin

explicar las causas por las cuales los planetas palidecian y

aumentaban de brillo.

En el siglo Il Tolomeo ided un sistema en el cual 1los planetas
giraban en circulos pequefios al mismo tiempo que describian sus

drbitas en torno de la tierra.
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Fué hasta 1609 cuando Johannes kepler describid correctamente
las trayectorias de los planetas; sus céiculos, hasados en que la
velocidad de un planeta depende de su distancia al sol; indicaban

que dichas trayectorias eran elipticas.*

Después de imaginarnos estas formas para generar a la elipse v de

ver algunas de sus propiedades, continuemos con la pardbola.

Paribola:

Fara continuar con las cdénicas, hablaremos ahora de la pardbola.
Tracemos una recta vertical cualguiera D4Da, tomemos un punto F

fuera de la misma y hagamos quefla punta M del ldpiz se desplace

de modo que en todo momento sean iguales sus distancias a la

recta y al punto F

Di

F

fig. 3.8 B,
8i tomamos una regla, una estuédwa y un hilo de longitud 8N, v
atamos al punto § de la escuadra una punta del hilo v el extremo

libre del hilo a un alfiler clavado en el punto F (fig.3e9 )

w e
M

.

T,

*Por desgrasia no fue paosible obktener ung bueng imagen.
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fig. 3.9

5i desliéamos la escuadra sobre la regla, es decir sobre la recta
DDp: la punta M del lapiz, que estira el hilo y lo aprieta contra

""la parte libre de la escuadra, estard a una misma distancia de la
regla v del alfiler, és decir:

NM = MF

-

La punta describird una parte de la linea llamada parébola.

Fara obtener una porcidn mayor de esta curva, habrd que tomar una
pscuadra de cateto mayor y una regla mas larga. lLa parfbola

consta de una rama que se extiende indefinidamente.
El punto F se denomina foco de la pardbola: la recta trazada DyDp
s@ conoce como directriz, y prolongada constituye el eje de

simetria de la pardbola y se denomina simplemente eje de la misma.

. . / . - . . .
Al igual que le elipse, la pardbola también tiene la propiedad de

reflaexibn.
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Supongamos una franja metdlica estrecha, bien pulida, y que tiene
forma de pardbola, los ravos de una +uenfe de luz colocada en el
foco, después de reflejarse en la franja irdn paralelamente al
eje de la parébola. Reciprocamente si un haz de rayos paralelos al

eje de la pardbola incide sobre la franja en forma de pardbola

los rayos se reunirdn despuSs de reflejarse en su foco. (fig. 310,

fig. 3.10

En esta propiedad de la pardbola se basa el empleo de los espeijos
parabdlicos en los faros de automdviles y en general en los
reflectores. En lugar de franjas en el proceso de rectificaci@n

de estos espeijos se emplean los  llamados raraboloides de

revolucidn; otro ejemplo son las antenas de microondas o antenas
parabdlicas.

Esta curva la encontramos en varios casos por ejemplo si lanzamos
una piedra, no verticalmente, describird una Parébmla;de la misma
forma i e lanza un proyectil también describird una pardbola,
sin embargo la resistencia te 'l aire influird er ambos
lanzamientos, obtenidéndose una parabola distorsionada: pero en el

vacio, raesultarfa una pardbola exacta.
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Otros ejemplos de formas parabélicas son las de los cables
principales de un puente colgante.B8in embargo un cable gque cuelga
libre, fijo en sus extremos, geneta oira curva interesante: la

catenaria.

(200, 50)
Cable de soporte

Carretera

fig- 3011

Un ejemplo mds de donde podemos observar la parébcla es cuando un

jugador de baloncesto lanza uwn  tiro libre hacia la canasta,

la  trayectoria que describe el baldn es una pardbola. (fig. 3,12)

. parébola
. e ” g
NJ;»"‘\.& LA ‘ s’.‘"
iz.g. _5 1.2

Hi pe’r bolas
Hablaremos ahora de la dlfima curva cénica: la hipérbola.Cuando se
introdujo la eliése se habld de que permaneciera constante
la suma de las distancias del punto M que describfa la elipse a

dos puntos fijos Fi oy Fa.

Consideremos ahora el caso de la diferencia. Fara garantizar el

0 . . ’- * LR G
movimiento necesario del lapiz, clavemos dos alfileres en los
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puntos F1 y F y fijemos una regla en uno de ellos de modo gque

dsta pueda girar alrededor del alfiler.

Tomemos un hilo, mds corto que la regla, y fijemes una de las
puntas al extremo S de la regla y el otro al alfiler F_.

Estiremos ahora el hilo apretdndolo contra la regla mediante la

punta M del 1§biz.'(fig. 3413

fig. 3.13

Entonces la diferencia entre las distancias MF1 Yy MFE serd igual a
la diferencia entre las longitudes de la Vresla y el hilo, es
decir:

(MF1 + MS)—(MF2 + M8) = F18 ~ (MF2 + M8)
5i giramos la regla alrededor de F1 apretando contra ella el 18piz
y manteniendo restirado el hilo, el lapiz describird una curva tal
que la diferencia serd siempre la misma e igual a la diferencia,
llamemosle m’entwe las longitudes de la reqla vy del hilou.De esta
forma obtendremos sdlo la parte superior de la curva a la derecha.

Fara obtener la parte inferior habrd que colocar la regla de modo

que aparesca por debajo y no por encima de los altfilereas.
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FPara obtener la parte de la izgquierda de la curva fijaremos la
regla en FE’ por encima del alfiler, obteniéndose otra vez la
parte superior y para obtener la parte inferior del lado izquierdo
procedemas como vimos anteriormente; de esta forma obtenemos lo que

es la curva hipérbola, la cual se considera una sola curva.

Al igual que la pardbola, la hipérbola s prolonga

indefinidamente.El resultado serd el siguiente:

My
M,
S B ‘
i
£
i
fig. 3. 14

L .
De esta grafica se pueden ver varias cosas: que entre la curva
. o . ”
hipérbola estd inscrito un recténgulo que toca a cada una de las

ramas de la hipérbola, en el punto donde estas dltimas cruzan el

@je X3 que la distancia entre dichos puntos y los focos de la

hipérbola es la misma; que la longitud de dos de los lados del
rectdngulo son iguales y de la misma forma a los otros dos:; que
por los vértices del rectidngulo y su centro pasan dos rectas y que

ademds las ramas de la hipérbola se van plegando a dichas rectas.

. . N . -
De aquf que exite otra forma de construir la hiperbola.
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Llamaremos par su nombre a cada uwuno de los  argumentos antes

'

citados.

Las rectas a las cuales se pegan las +amas de la hipérbola se
llaman ejes asintdticos; el punto donde se cruzan o intersectan
estas asintotas es el centro de simetria o simplemente centra. Los

puntos donde la hipérbola toca al eje X se llaman vértices.

Tomemos en cuenta que: la diferencia entre las distancias del
punto A1 a F1 y de A, a F'2 @5 la misma, es decirs

AR, = AF,

Es decir que por la simetrfa de la hipérbola podemos ascribir que:
AF., - AF, =m
AF. —~ AF., = m

Dicha diferencia es igual a Aléz, es_decir igual & la longitud del

eje real de la hipérbola.

Adhora si, tracemos primerc los ejes de simetria, X.Y v tomando en

X los focos F1 Y FE a igual distancia del centro:

AY.

v
<

N
~m 9

fig. 3.15
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Despuds sobre el mismo eje se contruyen a ambos lados del centro

segmentos iguales a la mitad de m o sea a la mitad de la

diferencia dada entre las distancias de los puntos de la hipérbola

a sus focos, obteniéndose los vertices A1 y AL, a la misma
.

distancia gue existe entre el origen y los vértices nos permitirdn

encontrar los puntos Bl v EE'

liy
- B‘
i i A J>
F; b" ° A?. Fz X
= Ba
fig. 30 16

Ahofa podemos construir un rectangulo FARS v por ultimo  trazar vy

prolongar las diagonales o as{ntotas (fig. 3.17)

fig. 3.17

. Ll .
8i el rectangulo resulta un cuadrado comeo en el caso anterior, es

decir, esto ocurre cuando las asintotas son perpendiculares
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entonces 1la hipérbola se denomina gquilatera. (fig. .18

fig. 3.18 .

., # . '
representacion de 1la hlpérbola ges la no equilatera.

¥ otra
(fig.3*19)
fig. 3.19
Yeamos ahora que el hecho de que se les denoming seccilones conicas

e pOrgue i intersectanos un cono circular con un plano en
diferentes fOrmMas obtendramos desde wnNa circunfewencia. la

la pardbnla y la hipdrbola.
50
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a)

El dibujo de la figura a) nos representa a la figura completa de
la elipse, en b) se presenta una parte de la pardbola, es decir

que tendriamos gque ftaomar un Cono Y un planc paralelo

a cualguier generatriz del cono que se prolongaran
indefinidamente, para asi cbtener la figura de una parébdla
que se extendiera indefinidamente. ¥ finalmente en el ¢) se tiene
pante de la figura de la hipé%bola.EsAobvio que si el plano
gstuviera paralelo a la base del cono, la figura seria una
circunferencia de distinto tamafio dependiendo de donde s
encontrara el plano; pero si intersectaramos al cono coﬁ 2] planoc

en 8, solo veriamos un punto.

Esferas de Dandelin:
Otra propiedad curiosa acerca de las cdnicas descubierta en 1822
por Lambert Adolphe Jacques Quetelet y Germinal Fierre  Dandelin

s0n las llamadas esferas de Dandelin.
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. N . . £ s
Consideremos 1a elipse dada por la intersecclon del cono circular

recta C con vértice V y plana Fe

De todas las ecferas con centro en el eje del cono Cy tangentes &
éste, hay dos que son también tangentes al plano Fi: una por encima

y la otra por debajo del plano. (fig. 3.2/ )

rig. 3.21
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Los puntos de tangencia de estas esferas y @l plano P son los
focos de la elipse y la longitud del segmento de generatriz
comprendida entre los_cfrculos de tangencia de cada una de las

esferas y el cono (segmento GQ') es la constante de definicidn.

La hipérbola: para esta curva también encontramos que los focos

vienen dados por los puntos de tangencia de las Esferas de

Dandelin v el plano que la contiene Yy la constante de la
\ .

definicidn viene dada por QR'. (fig. 3¢22) =

D et aem v mmeore s

fig, 3.22

En el caso de la pardbola sflo se tiene una esfera de Dandelin ue
s encuentra situada entre el vértice V v el plano P, su punto de
tarmgencia es el foco F. La dirgctriz de la parabola ez la

interseccidn del plano F v del plano que contiens al clroculo oe
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tangencia de la esfera de Dandelin y el cono. (fig.3e23 )

- \

| v
j . -
@ [
D. Lo A $/
-5 2
» .‘\
‘\
\ ,'@
s el \ ‘ 7
\
e
!
o
fig. 3.23

Construccidn Analitica:

) continuaci&h hablaremos de la cuestidn analftica de las
curvas vistas con anterioridad. Empezaremos con una de las més

+amiliares: la circunferencia.

Circunferencia:

Supongamos que en un plane dibujamos un circulo C, con un compas vy
por su centro trazamos la cruz de los ejes X e Y, en el plano
lesriamos las coordenadas de un punto cualguiera sobre el | circulo

£ pero Como saber si un punto F cualguiera esta o no sobre OF

8i sue coordenadas fuesen X e Y vy su distancia al origen fuera s.

@s decirs (fig. 3.24, .
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fig. 3.24

entonces por el teorema de Fitdgoras tendriamos:
) 2

8 =X +y

)

Si el punto F estuviera sobre el circulo, su distancia s al origen
tendria que ser precisamente igual al radio r del circulo. For

. . -, L.
consiguiente, para todos los puntos del circulo serd valida la

. »
relacions:

Mediante esta relacién queda entonces representada una

s

circunferencia en la geometria de los ndmeros.

Fero ya no resulta dificil trasladar estos razonamientos al caso
en que el centro del circulo no coincida con el origen de
coordenadas; si llamamos h vy k a las coordenadas de dicho centro y

de acuerdo otra vez con el Teorema de Fitdgoras, tendremos: (fig.
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fig. 3.25

]
)
-

(ot = RS+ ty = )% = p
Elipse:
Examinemos ahora el conjunto de puntos de una curva plana en la
que g5 constante la suma de las distancias de sus puntos M a dos

puntos f1ijos Fl Y an los cuales llamaremos focos.

Llamemos Py Y Pooa lag distancias de wno de dichos puntos M a cada

oo

1Y F.i supongamos también que estos dos focos

o : . . , - " , .
estan sobre el eje coordenado X a quien se denominard el semieje

uno de los focos F

mavor de la elipse, sientdo el semieje menor &1 eje Yi v aﬂem&s &l
purtto medio entre Fl y F., coincide con &l origen de nuestro
&

plano coordenado.
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Héﬁy)
/ﬁ' ‘Y:
R I3 X
fig, 3.26

Fero la suma de las dos distancias conserva un valar constante

llamemosla Z2a, entonces:

As{ mismo llamemos por 2Zc a la distancia lFiF?‘ entre los focos

F1 v FE'

Aralicemos los casos cuando af o3 para a< £ el conjunto buscada

es vac{a, ya que en el plano no hay ningdn punto M para el cual:
d(Fl,M) + d(M’FE)bi d(Fl’FE) |

y 81 a = ¢ el conjunto representa en si el segmento FlFE.PDP lo

tanto el conjunto de soluciones cuando a £ ¢ no presenta interés.

Supongamos que las coordenadas de F2 son (c,Q) y como F1 v FE |

son simétricos trespecto al origen entonces F1 debe taener

coordenadas (-c,0), entonces:

~
a6

M, o)+ diM,Fy)

esto implica gue, por la definicifn de distancia. tenemos:
. 2 R W L2 a2
CAst—c)™ + (y=-0)7 1] A+ D) +(y-0) 7] = 2a
ai elevamos ambos miembros al cuadrade v reordenamos, obbtendremos:

- R . L O )
Lo~y +y ] = Za — [{xred™ +yl
o Ty

- " ; ) = O R ~ e
done abine o A - e
w oo Ty T o= da T -dal (o)

Ty I e e R ke Ty
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2 2. 2
~foy = 4a” -~ 4al (x+c)  +y 1]

21720 2

2 2
al (u+c) T+y™1]

172

elevamos nuevamente al cuadrado:

dividiendo con a“(a“ - c) obtenemos:

~- - ~y

(n=/a") + y“/@c - ) =1

-J
J

e - e
whane

definimos b*~ c” donde b * O

it
bl
i

entonces:

siendo esta la ecuwacidn cartesiana de una elipse: sin  duda
alguna podemos tener una elipse que no tenga su centro en el

origen de nuestro plano, cuva ecuacidn, en tal caso, serfa:

(% h2 (y - k)2
3z h2z =1

Hipérbola:

Fasemos a examinar otra conica: la hipérbola que por de%inicién'ee
el conjunto L de todos los puntos en un plano ftales que el valor
absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos

{los focos) es constante.

Escogamos un sistema coordenado de manera que los focos  Sean
F1(~C,D), Foalc, @ y denotemos la diferencia constante por  Zad
entonces un punto, Fix,y) esta en la hirerbola si v solo si ze

-

cumple una de las dos degiquaeldades siguientes:

e
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d(F,F) = dF,Fy)

d(F,F) = d{F,F ) = 2a —=————— (1)
z i
§i a » ¢ el conjunto L es vacio, ya que en el plano no hay ningdn

punto F para el cual:

d(Fl,P) - d(P,FE) * d(Fl’FE) o d(P,FE) - d(P,Fl) b d(Fl’FE)

Si a = ¢ el conjunto L representa a la recta (FI’F?)’ hay due

evcluir &l segmento EFl,FT].

-

En el caso de que & « c el conjunto L consta de dos l{neas o ramas

(fig. 3.27) : | ay

[ 4

A % 4

fig, 3.27
Entonces las desigualdades son equivalentes a:
d(P,FE) - d(P,Fl) A d(Fl’FE) o
d(P,Fl) - d(F,FE) <, d(Fl’FE)
Utilizando (1) y el hecho de que d(Fl’FE) = 2 entonces:
|d(P,F2) - d(P,Fl) = 2a
esto implica que:

“a bl 2 - R WL
COee)™ + (y - D=1 E e ® 4 (y—O)”]l/h l

- D
=LA

como en la curva anterior, hacemos un poco de dlgebra v llegamos &



- ~ "} e

( w“/a)y - v/ - a%) = 1

= e )
Ead

i b = ¢ - a“ con b » O entonces:
2 2 2.2
®w/at o~ y /b =1

siendo esta la ecuacidn cartesiana de una hipérbola.

Parabola:
Finalmente veremos la pardbola que es el conjunto D de todos los

puntos de un plano que equidistan de un punto fijo F (llamado

foco) y de una recta fija 1 (llamada directriz) ambos contenidos

en. el plano.

Supondremas que F no se encuentra sobre | va que =i as{ sucediera
entonces se dice que la pardbola degenara en una recta.
8i F es cualquier punto del plano y F' es el punto sobre 1
determinado por una recta que pasa por Py as perpendicular a 1,
ertonces P esta sobre la pardbola si y solo si

d(F,F) = d(F,F"}

La recta que pasa por F y es perpendicular a la directriz se llama
el eje de la pardbola. El punto V sobre el eje, que se encuentra a

\ . . . /
medio camino entre F v 1 se llama el vdrtice de la parabola.

P I

00




Escogamos &l eje Y como el eje de la Parébola, con el origen en al

vértice V. El foco F Tiene coordenadas (a,p) para algdn ndmero

real p distinto de cero y la ecuacidn de la directriz es y = ~p

A partir de la fdrmula de la distancia vemos que un punto F

@sta sobre la paribola si y solo si:

o 2 2 = - o
L= + (y = p)k31/* = [{u=3)" + (y + P)“Jl/“

glevandn al cuadrado:

4 yT - 2yp + pT o= yT o+ 2yp + p”

5,
7

entonces:

| ]

+T = Ayp

Hemos demostrado que las coordenadas © de cualgquier punto

(Mg Y

(34 Y)

sobre la parébola satisfacen la ecuacidn anterior, siendo ésta la

ecuacion cartessiana de una pardbola con foco en F(O,p) vy
directriz v = -p
8i p » O la pardbola se abre hacia arriba v si p « @ la pardbola

se abre hacia abaio.

5i el eje de la parabola se coloca a lo largo del eje X ocurre una

situacidn similar. 5i el vértice es V(0,0 , el foco Fip,O)
gcuanidn de la directriz % = -p, entonces, obtenemos

vy o= 4px
Sip » 0 la pardbola abre hacia la derecha, mientras que si p

” . I’ . .
la parabolas abre hacia la izauiesrda.

y la
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/ . . .
Hemos hasta aqui deducido las ecuaciones cartesianas de las
. . « ” .
cdnicas (elipse, hlPéPbDla y parabola) sin embargo este nombre
vieng de que dichas curvas se obtienen al intersectar un cono

Precky con un plano, lo cual casi nunca vemos.

8i nos preguntamos qué curva se presenta en la siguiente figura: 3,29

fig. 3.29
sin lugar a dudas diremos que es una elipse, pero dddnde estin sus
focos?, dcuanto vale la constante de la definicidn?, realmente,

satisface la definicidn dada?

‘Esta y dtras’pweguntas motivaron a Fierre Dandelin y a Adolphe

N . . -
Quelet a hacer la siguiente construccion.

Esferas de Dandelin:
Consideremos antes dos observaciones que nos ayudardn:

.

Frimera: S5ea 8 una estera yv P un punto exterior a ella. Bean FT
y FT' rectas tangentes a 8, frazadas desde ~, con puntos de

tangencia T v T respectivamente,entonces los seqmentos FT y  FTS

tienen la misma longitud. (fig. 3.30)
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fig. 3.30

. ” . .
Segunda: Sea C un cono recto con vertice Vy eje L. Sea & una

esfera con centro en L y tangente al cono C. Todos los puntos de

tangencia equidistan del vértice V Y forman un circulo

perpendicular al eje L. (fig. 3.31)

tig. 3.31

Consideremos la elipse dada por la interseccidn del cono recto C

con vértice V y el plano F (fig. 332)
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De todas las esferas con centro en el eje del cono C y tangentes
a éste, hay dos gue son también tangentes al plano F, una situada
por encima del plano F del lado del vértice V del cono C; y 1la

otra del lado opuesto. Estas son las esferas de Dandelin. (figJeldd

- _— e

-

fig, 3.32

fig- 3o 33
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Los puntos de tangencia de estas esferas vy el plano P son los
focos de la elipse y la longitud del segmento del generatris
comprendida entre los circulos de tangencia de cada una de las
esféras y el cono (seamento Q') es la constante de la definicidn.
Veamos por ques (fig.3.34 )

fig, 3.34

Comao las rectas FF y PR son tangentes a la esfera B, los segmentos

FF y PO tienen la wmisma longitud ( primera observacidn) i
analogamente los segmentos FF’ y PO’ tendrdn  la misma longitud,
entonces:

FF + PF° = PQ + PR = GQ°

donde Q8 2% la constante de definicidn, pero:



QE’ = V&' - Vil

la cual no depende del punto F (segunda observacion)

A continuacidn probaremos que haciendo uso del mismo como recto C,
podemos obtener cualguier elipse. Fara ello, notemos que una
elipse estd determinada por el eje mayor (segmento ab) y uno s6lo
de los focos, por ejemplo F, pues sabemos que:s

aF’ = Fb
Y

£
. f \.‘\\\

fig, 3.35

y ademas:

ab = FF + PF' = k
Ahora bien, dada la distancia ab vy ei cone Cy podemos intersectar
Este por medio de un plano, de tal forma que la elipse tenga como

eje mayor al segmentoc ab, de muchas maneras. Bi a estd muy

cerca del vértice V, entonces el foco F estard muy cerca de a.
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8i el segmento ab es perpendicular al eje del cono, el

, . .
estara en el punto medio de ab y obtendremos un cfrculo.

/

~. _LF_ /

fig. 3.37

foco

F‘

FPara la hipérbola también nos encontramos con que los focos vienen

dados por los puntos de tangencia de las esferas de Dandelin y

plano que la contiene vy la constante de la definicidn viene

por Q&' (fig. 3.38

f:.g. 3035

el

dada
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En el caso de la pardbola tenemos solo una esfera de Dandelin gue
se encuentra situada entre el vérticé \ 9 el plano F. Su punto de
tangencia es el foco F. La directriz de la parébola es la
intérsecciéh del plano F y del plano que contiene al citrculo de

tangencia de la Esfera de Dandelin y el cono. (fig. 3, 39

B

Al término de este capftulo vemos algunos aspectos interesantes de
. e . . . .

estas secciones conicas siendo  inevitable pensar que han

contribuido bastante al desarrollo de la humanidad v gque las

ancontramos en los lugares que meEnos nos inaginamos.



RODAMIENTOS

En este capftulo hablaremos de curvas dque se generan par
rodamientos, fijando un puntoy dando  lugar a curvas tan
interesantes como la cicloide. Al igual que en los capitulos
anteriores se Xponen los ejemplos que les dan  origen  para

posteriormente llevar a cabo su estudio analftico.

Asi mismo se enuncia el Froblema de la Braquistocrona,
proporcionandose dos soluciones, la primera sin el uso del Cdliculo
Variacional y la segunda con éste, utilizande la ecuacidn de

o . -~ .
Euler, la cual se deduce en el apéndice B.

Empecemos entonces con los ejemplos mecdnicos para generar estas

Curvas.
Cicloide:
Rodemos horizontalmente una moneda {redonda) asobre una

mesa, lisa, fijemos ahora sobre la moneda un punto.

Lo que queremns saber es dqué curva describe el punto. mientras la

moneda rueda sin deslizarse?

10



HONEDA

—
HESA

VNI O

fig, 4.1

En otras palabras rodemos un circulo C de radio a sobre el eje

X y escogamos un punto F sobre la circunferencia:

v P P

P —

M-

fig. 4.2

l.a curva descrita por el punto F cuando rueda C se conoce como

cicloide.

Esta c&rva fue descubierta por Galileo Galilei en 1590 déndole ese
nombre, y quedd tan maravillado con su graciosa forma gue pensd en
darsela a los arcos de todos los pdentes. Tratdé también de
cuadrarla, es decir, de obtener su drea vy con tal objeto peso
varias cicloides, a pesar de lo cual no consiguid vencer el

prablema matemd&ticamente.

Su discipulo Torricelli logrd obtener el &rea de la cicloide e
independientemente también el matemidtico francés Roberval, 2n

1534,
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René Descartes, en 1638, invitd a sus contemporaneons hallar la
linea de contacto o tangente de la cicloide. Fermat aceptd la

invitacidén y resclvid el problema.

Se cuenta que en 1658, Fascal interrumpié la soledad que
voluntariamente se habia impuesto cuando reflexionaba sobre una
cuestidn matemdtica: se trataba de la curva de rodamiento, de la
cicloide, en ese entonces tan famosa. Pas&al interpretd este
alivio como una autorizacidn del Cielo para seguir ocupdndose del

problema.

En el curseo de una semana dedujo toda una serie de dificiles
proposiciones, de las que ninaln otro matemdtico de su  tiempo
habfa encontrade la clave; siendo é&ste su Gltimo  trabalio

matemdtico.

En junio de 1658 aparecid wna invitacidn andnima a los matemdticos
de todo el mundo para demostrar estas nuevas proposiciones sobre
la cicloide; siendo el inglés Wallis el que més se aprodimara a la
meta, Bu compatriota Chistopher Wren, consiructor de la iglesia de
San Fablo de Londres. determind la longitud de arco de La

cicloide, aprisionando la curva entre lineas poligonales dentadas.

l.a determinacidn de la longitud de una curva de esta clase, habfa

sido declarada imposible por muchos, ¥y entre ellos por Descartes.

12



Nos interesa destacar que se estudid una sola curva desde todos
los puntos de vista: se determind &u ‘ecuacion , su  propiedad

pspecifica, se le rectificd, es decir, se calculd la longitud de su

Arco.

Fermat y Descartes hallaron su tangente, o lo que es 1lo mismo,
diferenciaron la cicloide. Torricelli y Roverval encontraron su
area y Fascal descubrid diversas proposiciones relativas al

vaolumen y al centro de gravecdad.

Es realmente impresionante saber gque en la antigledad se estudiaba
una sola curva desde todeos los puntos de vista, asf{ mismo se
estudiaron todas las variantes v proriedades gque esta curva podria
representar. A continuacion se analizardn los mecanismos que  dan

lugar a las variaciones de esta curva.

Cicloide acortada:

Rodemos ahora el mismo circule C de radio a pero - fijemos el punto
F dentro de la circunferencia y distinto del centro, es decir,
pensemas en una llanta de bicicleta que rusda sobre una calle
lisa, horizontal vy tomemos uno de los rayos de la bicicleta , es
decir la punta exterior del rayo serd nuestro punto &ijm,icémo

<+ . \ .
sara ahora la curva descritats )
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RUEDA DE BICICLETA

PUNIO
CHLLE

fig. 4.3

Geometricamente tenemos:

N VXY
SR

fig. 4.4

Lo cual dice que tenemos una cicloide que se levanta sobre el eje

X, también conocida como cicloide acortada.

Cicloide alargada o trocoide:
8i por tercera ver rodamos nuestro circulo C de radio a sobre el

eje X pero ahora tomemos un punto P fuera de la circunferencia,

-
-

pero unide a ella, tendremos graficamente la siguiente situacidn:

(£ig. 45 )

il

——

figo 4 . 5
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La curva descrita por el punto escogido se conoce como cicloide

alargada o trocoide.

. . ”»
En particular en esta curva vemos que mientras nuestro circulo va
hacia adelante exite un momento en el que el punto fijado va hacia

atrds.
Con base en lo anterior podemos decir que una parte del tren que

sale de la ciudad de México con destino a Guadalajara, regresa,

mientras que el tren avanza.

(3



Veamos que gquiere decir esto: conforme el tren avanza, las
pestafias de las ruedas van dejando sobre los rieles una
trayectoria o trazo imaginario que lleva el sentido contrario al

tren:; es decir van de regreso.

Propiedades de la cicloide:
De todas las propiedades de la cicloide sdlo se indicardn las tres
siguientes:
i) La longitud de un arco completo de cicloide es ‘igual al
perimetro del cuadrado circunscrito al circulo generador

de la curva.

D a

fig. 446
F.

ii) E1l &rea encerrada bajo un arco completo de cicloide es

igual al triple del &rea del circulo generador.

R

W

(L
fig. 4.7

iii) La linea de descensp mds rdpido entre dos puntos es  un

arco de cicloide. (fig. 4.8)

tig, 4.8
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Solamente nos ocuparemos de esta tercera propiedad ya que es
realmente interesante y da origen a lo que se conoce como el
Problema de la Braoguistocrona. Veamos que nos dice la historia a

este respecto.

>

-

En el afio de 1687 los hermanos Jacobo I y Juan I Hernouilli
tuvieron conocimiento de los trabajos de Leibniz sobre el Cdlculo
Diferencial; pero +u@& hasta 1670 cuando Oempieza una epoca
interesante vy agitada; cada nueva aplicacidn del poderoso recurso
dejaba boquiabiertos a los matemdticos. Todos trataban de
vencerse mutuamente, plantedndose nuevos problemas; los siglos

XVIT vy AVII] fueron los grandes tiempos de las apuestas, los retos

y las discusiones.

Un ejemplo de eilo fué la famosa polémica de 1los hefmanos
Bernou;lli. Aunque iguales en capacidad, ambos hermanos eran
bastante distintos; Jacobo, el que empezd a darle fama . mateméatica
a la dinastfa, era lento, tenaz, desconfiado y concienzudo; Juan
era rdpido, 4&gil de inteligencia, viveo, avido de agloria vy

descuido én sus procedimientos, era ligero de palabra y siempre

pronto a cualguier disputa.

Jacobo, por su parte, envidiaba un poco a su  hermano menor, Ppor

L

< . . i o M
us exitosy 21 , que hablfa conseguido slevarse a costa de fatigas

o , . e . o
y mucho esfuerzo, pensaba, y no sin razon del todo, gue gracias  a

505 lecclones v a su o propia  fama, Juan habia  logrado  en su

[}



Juventud una brillante carrera, sin el menor esfuerzo. Por ews.o
nadie extraid que un dia la desaveniencia latente estallara en

franca disputa.

En 1695 Jacobo publico en las Actas Eruwditorum de Leipzig un
art{culo contra su hermano. Al principio Juan calld dolido, pero

an Junio de 1694 propuso un problema a todos los matemdticos.

Dados dos puntos A y B que no estin sobre una recta vertical,
écuél es la trayectoria que ha de seguir una pelotita que se
suelta® desde A para llegar a B, de suerte que el tiempo empleado

sea minimo?

No era la linea recta, sino una curva muy bien concida por  todos

los matemdticos: la cicleide.

Bien podria pensarse que la 1{nea que nos ﬁarfa el tiempo minimo
fuera la linea recta ya que es la distancia m&s corta entre dos
puntos, sin embargo en el arco de cicloide invertida la velocidad
que lleva la pelotita es mayor, por lo tanto llegara mas rapido a

su destino (fig. 4.9 ) A

é
fig. 4.9

*Aqui se entiende que la dnica fuerza que actua sobre la pelotita

~aceidn terresire, es decir el peso de aquella.
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Juventud una brillante carrera, sin el menor esfuerzo. For esa a

nadie extraid que un dia la desaveniencia latente estallara en

franca disputa.

En 1695 Jacobo publico en las Actas Eruditorum de Leipzig un
artfculo contra su hermano. Al principio Juan calld dolido, pero

en Junio de 1696 propuso un problema a todos los matematicos.

Dados dos puntos A y B que no estin sobre una recta vertical,
scual es la trayectoria que ha de seguir una pelotita que se

suelta® desde A para llegar a B, de suerte que el tiempo empleado

sea minimo?

No era la linea recta, sino una curva muy bien concida por  todos

los matemdticos: la cicloide.

Eien podria pensarse que la linea que nos.darfa el tiempo minimo
fuera la linea recta ya que es la distancia m& corta entre dos
puntos, sin embargo en el arco de ciclpide invertida la velocidad
que lleva la pelotita =% mayor, por lo tanto llegara mas Pépido a

su destino (fig"4o9 ) A

6
fig. 4.9

*Aqui se entiende que la Udnica fuerza que actua sobre la pelotita

e5 la atraccidn terresire, es decir el peso de aquella.
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ESTA TESIS N0 DERE
SALUR BE LA oIBLIOTECK

‘ . . P 4 . . -
Jacobo I Bernouwilli no sdlo 1o resolvid sino que ademds fundd una
nueva rama del Cdlculo Infinitesimal: el Cdlculo Variacional donde

se estudian los métodos que permiten hallar los valores maximos vy

minimos de funcionales*.

Mis adelante se demuestra analiticamente que la curva que cumple

con estas condiciones es la cicloide. Ahaora regresemos & los

ejemplos mecldnicos para generar otra curva.

Epicicloide o nefroide:

Veremos ahora una curva que se genera al girar dos circulos pero

esta vezr uno de ellos serd de mayor didmetro que el otro.

Supongamos dos monedas de diferente denominacidn, una, la del
difmetreo mds grande, quedaré fija y la oftra moneda, de
didmetro mds pequefo rodard sin deslizarse por fuera de
nuestra primera moneda, Yy fijando nuevamente un punto, en el que
coincidan en el momento de empezar a rodars tendremos uwuna  figqura

similar a la siguiente €1fe14410)

#ficonsuliar aopéndice B
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fig. 4.10

Geometricamente tendremos una curva conocida como epicicloide o

nefroide (de nephros: rifdn).

Cardioide:

Supongamos ahora gque tenemos dos monedas de la misma
denominacidn; esto quiere decir que el circulo descrito por cada
moneda tiene el mismo didmetro:; pero deseamos, fijando una.de las

monedas, rodar la otra alrededor de la fijada.

fig. 4,11

81 fijamos un punto en cada una de las monedas vy al empezar 1

o
]

hacemos coincidiv, &l rodar la segunda moneda que curva me

describiri.
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fig, 4.12

Geometricamente tendremos dos circunferencias Cl y €., del mismo

radio a3 gue al rodar una encima de la otra dard la siguiente

figuras

fig. 4.13

. Lalcurva que describe el punto fijado al rodar la circunferencia

C. alrededor de Cl’ g2 llama Cardioide.

Ndtese que a pesar de tener el mismo radio y mientras que Cl

. . . ¢
permanece inmdvil, C., hasta €l punto A, habrd dado una vuslta
curva

completa sobre su centro, es decir gque al complebtar la

. <o - ’
Cardioide, L. habra dado dos vueltas sobre su centro.

.
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Veremos ahora otra forma de generar esta ultima trayectoria.
Suponiendo que deseamos conocer el conjunto de puntos simétricos
a cierto punto A de una circunferencia dada, con relacidn a todas

las tangentes posibles a la circunferencia.

fig. 4.14

En la +figura a) podenos ver lo qu nos dice el enunciado vy en la
figura‘b) vemos que al trazar mds rectas tangentes se va
conformando la trayectoria del punto M, que indudablemente es una
cardioide.

Un ejemplo mids de donde se encuentra esta curva es el sigquiente:
Sea una circunferencia C y en ella el punto A, geometricamente vemos
que la reunidn de todas las circunferencias que pasan  por el
punto A, cuyns centros estdn sobre C, es una zona limitada por

una cardioide. (fig. 4.15)



fige 4.15

La cardioide g una curva cerradd que giene una& particularidad
caracteriatica en el puntoe py es WN punto cuspidal; es decir: un
punto o donde 10% 1imites {por la izquierda y por la derecha de
indeterminan, pPeaentando agi una vertical.ﬁ

que tienen

e dns X

Xo) se
continuacién'se preaentan las graficas d
puntos cuspidales en (0,0

e
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£ige 4,15

La cardioide ag UNa curva cerrada que tiene una particularidad
caracteriatica en el punto py es Wn punto cuspidal; es decir: 40
punto xo donde 108 1imites por la izquierda y por la derecha de

r'd .
eeentando asgl wna tangente vertlcal.ﬁ

Xao) s indeterminan, pr
tienen

de dos curvas que

continuaciénvse presentan las EPéFicas

puntos cuspidales en (0,0

)77 |

£ig. 4,16
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For su forma se parece al corte de una manzana o al contorno del
I . . s . . .
corazon; de ah{ que su nombre (Kardid significa corazdn) sea

cardioide.

Con algunas variantes al ejemplo anterior, veremos que se generan

otro tipo de curvas o trayectorias de un punta.

Hipocicloide:

Supongamos que ahora la moneda pequefia en vez de rodar por fuera
P 4

de la grande, rodard por dentro del circulo de mayor didmetro.

Esta nueva trayectoria se conoce como hipocicloide. (fig.4,17)

4.17

Otra forma de obtener una hipocicloide o también conocida como

cutrva de Steiner es la siguiente:

Hagamps rodar una circunterencia de radio (2/0)r por &l  interior

de otra circunferéncia de radio ry v fijemos dos puntos opuestos.

M1 y Moy entonces resultaria la grafica de la fig.4.18.
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fig. 4.18

Segmento de Rectas
Veamos ahora que pasa si  la circunferencia que rueda por el

interior tiene un radio que es la mitad que el de nuestra

circunferencia fijada.

Como podemos ver la trayectoria que describe nuestro punto +ijado
es una l{nea recta, es decir, el punto se desplaza por el

didmetro de la circunferencia fijada. (fig.4.19 )

|

4

tig. 4.19
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Astroide:

Ahora hagamos rodar una circunferencia de diametro d/2 dentro de
otra de didmetro 2d, al igual que en los casns anteriores,
fijaremos un punto F, para observar la trayectoria que é&ste

describe.

A

fig. 4.20
SEan la figura anterior la curva que describe @l punto fijado F
es una Astroide. Existen otras formas de generar esta curva,

VEAMOS WM& MAS.

Hagamo% rodar una circunferencia de tradio (3/4)r por el interior
de otra de radio r y fijemos ires puntos Ml,l"l2 Y MS tales que
dentro del circulo de radio (3/4)r formen un tridngulo
equildtero; la curva aue generan estos tres puntos es también

una astroide. . e
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Construccidn analitica:

Vamos a deducir ahora las ecuaciones paramétricas de las curvas

que mencionamos con anterioridad,

Cicloide:
Vimos que al rodar un circulo € de radio r sin deslizarse, sobre
una linea recta o sobre el eje X, ®1 punto fijado sobre C nos

describlia una curva, la cicloide.

Fijemos nuestros ejes cartesianns X e Y, suponiendo que el
didmetro de nuestra circunferencia pasa por el eje Yj tracemos los
radios vy los centros de ambas circunferencias y veamos que después

de un momento t el punto P esta ahora en F'y (fig.4,22)

fig. 4.22

es decir que las componentes del punto F'  dependen de t: es
decir que ,y)=0x(E),y{£)). La pregunta anora es &quiénes son

Yy compo obtenerlas?.

Motemos que si el cfrculo ha rodado sin deslizarse, entonces el

seamento FM tiene la misma longitud gue el arceo MF7, (fig. 4,23)
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fige 4.23

L]
entonces dque coordenadas tiene MY

Veamos que el radio es el mismo hasta el punto F’' v que ademis el

drgulo de ese arco depende de .

Entonces por geometria sabemos que la longitud del arco MF' es
igual al radio por el &ngulo, es decir que M tiene coordenadas

(rt,0)  (Fig. G284

b
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. . .
Pero lo que nosotros necesitamos saber es dquién es la componente

w{t) .

Entonces trazamos una recta perpendicular, desde P’ hasta el eje
X3 inscribiéndose umn tridngulo rectfngulo con parte del radio de

C, esto implica que el &ngulo t se ha divididoe en dos éngulos;

siendo uno de ellos un dngulo recto, es decir que t = + Tz,

vease +iq.

4.25

Llamemos d a la distancia entre x(t) y rt esto implica que:
#w(t) = rt - d

entonces nos falta por calcular el valor de d.

y -} ‘

P H

C 1N

' [}

i

-éo?- - - -

?'d

q

\

1 :
x(L) (T'C,O) X

fig. 4.25

De la figura Y. S5vemos que d = + cos 6 pero como nos interesa que d
estd en funcidn del pardmetro t y no de 8, entonces vemos que:
e = t ~[I/&

entonces:
o = r cos (t - [72)

Fero conocemos una identidad trigonométrica aue dices
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cos (& + b)) = cos acos b - sen asen b #

pero podemos escribiv:
cos (a + (= b)) = cos acps(— b)) - sen asen(- b)
como la funcidn coseno es par entonces: cos(— b) = cos b
y como la funcidn seno es impar entonces: sen (- b) = -sen b
quedando nuestra identidad de la siguiente manera:
cos({ a + (- b)) = cos acos b + sen asen b
For lo tanto:
cos (bt + (=[I72)) = costcos{lI/2) + sentsen ([}/2)
pero cos /2 = 0 y sen TI/2 = 1
de donde:
cos (¢t - MI/V2) = sen ¢
esto implica que:
d = r sen t
Ahora si podemos saber quien es x(t)3; teniamos que:
HiE) = rt - d
sustitﬁyendo ds
#{t) = rt — r sen ¢
w(t) = r(t - sen t)
Fara conocer ahora quien es la componente y({t) procedamos de

forma similar:

wuna

v>

# Consultar apéndice A fig. 4.26
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De la figura abservamos que la componente y(t) = pr + D pero
entonces: D = rsen @ involucrando nuevamente al parémetro‘ '
teniamos que t =6 + TI/Z esto implica que 6=t - /2 sustituyendo
en D tenemos que:
D= pr gsan (¢t - TI/2)
pero como nuevamente por una identidad trigonométrica, tenemos que:
sen (a+h) = senacosb +senbcosa *
entonces:
sen (t - M/2) = sen t cos TI/2 - sen TI/2 cos t
por lo tanto: |
sen(t - [I/2) = - cos ¢t

sustituyendo en D:

por lo tanto:
| y(t) = r — 1 cos ¢
yit) = r(l - cos t)
En resumen tenemos que las ecuaciones paramétricas de la cicloide

S0n:

#it) = rit - sen )

i

y(t) r(l - cos t)

Tratemos, al igual como se hizo con la recta v con el circulo, de

”»

obtener la ecuacidn cartesiana de la ciciloide.

#Consuliar apéndice A
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Tenemos ques:
# = r(t - sen t)

r{l - cos t)

~
i

entonces:
w/r =%t - sen t.....(1
y/ir = 1 - cos ta.e.. (2
cost = 1 ~ Y/ Peasaa (3

Tt = arcos(l — y/r)e.... (4

hasta aqui vemos que se dificulta el despeje de t en (13 pero

senE t + c:osE L R
Pero cos t = (r - y)/y , entonces:
sen t = ({1 -~ cosz t]l/2 vme e (B
De tres tenemos que cos t iﬁ;ll sustituyendo en (&:

—y)2_1/72
sent=tE1—(—tF§—)-]1/“

‘Bustituyendo esta Qltima expresidn y la expresidn (4 para t en

tenemos ques

w: -y ) 2
H = arcos (1 - Yy £y - Y2 oL,
ol I r2
por lo tanto:
)21/
Ho= PEaPCDS(l*—%) + El—iLF%L— ]l/*]
Notese que x estd en funcién de vy, es decir x = F(y); la

(1

expresidn cartesiana de la cicloide, sin duda, es mds complicada

que las ecuaciones paramétricas.
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Cicloide acortada:

. . ”~
Hablemos ahora de la cicloide acortada, que fue la segunda curva

que vimos.

Supusimos que el punto fijado era la terminacidn de wno de los
rayos de la rueda de una bicicleta, entonces lo que teniamos era

que el punto estaba dentro de la circunferencia es decir:

¥ o

fig, 4,27

Sea C una circunferencia de radio rj si suponemos como en @l caso
de la cicloide que la circunferencia empierza a roda a partir de un
origen dado, sin duda alguna tendremos gue el punto F estid sobre

21 radio r.

"

Sea r, la distancia de P1 al centro, ésta puede expresarse comod

1

b= ey, con O O kol

’ . - . . . . N . .
entonces habra otra circunferencia interior imaginaria de radio

r‘iﬂ
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Si procedemos como lo hicimos anteriormente, tendremos:
4

1.--‘-;-— -) ey On he TS Me AR &

v W - m ol o W e e

1

!
'
i
1
1
q
'

XXy

v xe¢y (rt0)

fig. 4.28
Vemos nuevamente que la componente ® del punto M es rt, =siendo
nuestro interés saber quien es la componente x(t) del punto F'y es

decir quien es d.

Si hacemos un razonamiento andlogo al caso anterior entonces:
t =86 + [I/2 entonces #(t) = rt - d peroc d = Plcms e,
entonces poniendo a d en funcidn de t esto implica que:

o = Iy Cos (t - TI/72)

B

pero obtuvimoes que cos (t - TI/2) sen t por lo tanto:

d = Plsen t
Esto implica que:
®{t) = rt - "y sen t
sustituyendo a ry= ki, benemos
#(t) = rt - kr sen t = r(t - ksen 1)

51 comparamos las componente x#(t) de la cicloide y de la cicloide
acortaca tendremosy

#AEY = r(d — sen t) v xit) = »(f ~ keen 1)

94



‘ . N . 7’
es decir que la componente x(t) de la ciclepide acortada esta
afectada por un  factor que me disminuye el radio de la

circunferencia.

Veamps ahora que pasa con la componente y(t).

bl R it

0y
-~

fig. 4.29
Otra ver podéemns ver que:
yit) =‘r + D pero D = r, sen 8, sustituvendo a @ obtenemos:
yi{t) = r + Byosen (t - N/2)

peto pbtuvimos que: sen (t - [I/2) = - cos t

esto implica que:
vit) = p - "y cost = r - kt cost = r{l - kcos t)

Concluyendo tenemos que las ecuaciones paramétricas de la cicloide

acortada sony

st (1) Pttt - kb oeen t)
yit) = r{l - k cos )

que son muy similares a las ecuaciones paran@tricas de la cicloide
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Cicloide Alargada:

Que podemos decir ahora de lag ecuaciones paramétwicas de la

cicloide alargada®
I

YC€) dndh o -nﬂ&-m—-«--—u.-.-"-’

fig. 4.30

- * . .
81, Prec15amente, lo que necesitamos ahora es un factor,

que sea mayor que L, es decir R = ar

Entonces inmediatamente podemos decir que:s
w(t) = rt — d pero d =R sen t
esto imélica queﬁ
w(t) = rt - R sen t
w(t) = rt — ar sen T
wit) = r(t — ar sen )

y con respecto & y(t) tenemos:

yit) = r + D pero D = -R cos t
esto implica queds
yit) = - R cos T
yit) = 1 — ar cos t

por 1o tanto:

digamos &
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yit) = r{l - a cos t)
Hasta aquf hemos ya obtenido las ecuaciones de la cicloide en sus

diferentes representaciones; ahora veremns una de sus propiedades

m&s importantes, el Problema de la Braguistocrona.

Problema de la Bragquistocrona:

La solucidén de este problema se debe a Jacobo I Bernouilli y segdn
se cuenta que <... al llegar una tarde a su casa cansado de bregar
con los conflictos de la moneda, se encontrd con el reto de Juan
(su hermann). Se puso inmediatamente con él, v lo resolvid en la

misma tarde, simplemente, por pasar el ratok.

“La idea substancial de Jacobo fud la sigquiente:r: se trataba de un
problema de minimos entre todas las curvas que llevan de A a B,
buscar aguella para la cual el tiempo invertido en recorrerla

posea un valor minimox.

v

A continuacidn se proporcionaran dos formas de solucionar este

prroblema.

Primer Solucidn:

Bean Fy(xgy,vye) ¥y Falua, vz dos puntos en el plano (no contenidos
en una linea recta vertical) determinar la trayectoria aue  ha
de seguir una masa puntual tal que cayendo desde Py, bajo el
etecto de la gravedad terrestre, utilice 81 menor tiempo posible
para llegar a Fp. (Cabe aclarar que si influyera sobre la masa.

que  cae, otra fuerza, el problema va no seria 21 mismo)

97



Claramente, dados dos puntos en el plano, estos pueden ser unidos
por una infinidad de curvas, a cada una de las cuales les
corresponderd un cierto tiempo T de recorrido. 8e trata pues de
sweleccionar de entre las posibles una para la que T sea minimo.
El problema puede abordarse de la siguiente manera: Ccléquese el
origen de un sistema de coordenadas en el punto Pl, cuestidn
entonces es determinar una funcidn y = £ (1) definida Y
diferenciable en el intervalo Lo,x,1 tal que:

i) F(O) = 0O , (i) = yp donde (izy¥z) son las coordenas del
punto F, dado.

ii)El tiempo empleado por una masa puntual en resbalar desde
Fg=(0,0) hasta Faixg,ye) sea minimo. Evidentemente se desprecia la

. .
friccion.

y

ﬁ‘ o Xy N (
! ! X
| |
L ye)? !

Y E---- ]

Y e e

fig. 4.31

Lo que habrfa que hacer es expresar el tiempe de recorrido T,
para cualquier curva v = £, para despuds ubtilizar algdn

criterio que permita escoger f tal gque T sea mimino.
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Fara ello recuerdese que si una curva estd dada a travds de la

ecuacidn y = f(x), entonces la longifud de arco desde Xo hasta X

==1
- X a2 l/2
S(X) = fxo L1 + (y")™] d
npar lo que:
5 -1+ vy Fooat/E

e
.

En el problema que nos ocupa, tomemos un punto (X,Y) sobre la
curva v = f(x). En este punto el cuerpo en movimiento habré&

perdido una energia potencial mgy pero habrd ganado una energia

-~y
. . e . [
cinética %mv » Pe tal manera gque si suponemos valida la ley dez

conservacion de la energia entonces:

mgy = £mv

esto implica que: .

v = (zayy /2. _ds
=9 gt

Finalmente para calcular el tiempo de recorrido -utilizanda la

regla de la cadena- se tiene que:

dxt - du [, ds
T T > ¢ )

5 dt

de donde no considerando lous puntos singulares vy  tampoco los

puntos de reposo, lo anterior puede ser escrito comod

dt¢ _ . ds ., dt
o= A des ’

vy 81 se integra de. ambos lados respecto a ®. de esta igualdad, se

tetermina el tiempo de recorrido a lo largo de la curva y = £{X),
'
asis
- x des | ct .
[ = ( 3« - )i
IXO o nt=)

o bien escribiendo esplficitamente el integrando:
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x [1 + y'2(xn)lsrz

o e
oy

Ty ()1 = Ty i 7172

Q

y mds aun en nuestro caso particular x toma valores de Q0 a Xz

por lo gque:

o oex2| 1 + y’z(x)gﬁ o
TLy (X2 1 fo ‘ Tgy (% ds

Esta expresidn para T tiene una particularidad Que la hace
gsencialmente diferente al tipo de expresiones con las que hasta
ahora hemos trabajada. GSe trata aqui de que para cada curva
y = £(X), la expresidn anterior le asigna un valor (un real) por

otro lado los limites de la integral son fijos pues asi queremos

construir la curva. Esto hace que las técnicas que utilizabamos en

CElculo de funcioness de uwuna variable real para optimizar no
puedan ser utilizadas esta ves. Entonces debemos enfrentar el
problema de wuna forma diferente, para lo cual previamente

discutiremos un problema que nos darda luz en el procedimiento.

[ 81
E
it
ey
i
o
=
I

Un problema gue ayuda: La refraccidn de la lus

Un hecho fisico que a nadie debe sorprender en cuanto gque es  muy
cnmdn es el gue un rayo luminoso al pasar de un medio mé&s denso &
otro menos denso cambie su trayectoria (se refracte). Esto lo que

sta significando es que la velocidad de la luz es di%erente &n
medios con diferente densidad. El problema que nos proponemos
estudiar ez el siguiente: Se trata de determinar el recorrido que
situada

ha de eeguir un rayo de luz proveniente de una fuente A,

en cisrto medio, hasta un punto B, colocado en un  segundo  medio,
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si s que estos estgn sepatrados (fig. )

Meoro L

fig, 4,32

De tal manera que el tiempo empleado por el rayo luminoso sea

minimo.

Representaremos por v1 Y V., & la velocidad del rayo en el medio I
y el medio II respectivamente, entonces el tiempo total de

recorrido, dezsde A hasta R, tendrd el aspectos:

t == t o+ t,... — f‘qc + CB
1 = Vi Va
2 2 .1/2 - L2 2,172
donde los segmentos: AC = (&7 + &~ ) 3 y CB = [b™ + (c-)71]

por lo que:
[x2+a2311/2 [ (c-x)2+p214/2

tin) =
Vi V2

para determinar el recorrido tal gue t sea minimo debemos derivar

respecto a H. ‘

Dado que es sabido que ia travectoria de un rayo luminoso 85  und
1inea recta, entonces @1 problema se reduce a determinar mds  bien
@l punto C sobre el eje horizontal, donde el ravo ha de incidir de
S

tal suerte gue llegando finalmente a B, el tiempo empleado

,_ . G L .
minimo. (Frincipio de Fermat).
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dt u (¢ - )

dx Valn2+aziirsz = VL (c~x)2+b211/2

pearos
_ % cen o = (c — )
58N & = Tnzvaziisz Y ; 2 T T{c-w)2+bZi1ir2
vease figura
de donde:
dt & ' a
= (sen —% ) - (sen —2—) * %
dx Vg Va
Esto implica que:
dt - , . a a
— = 0 si y solo si sen —% = sen 2
du vy Va2
. .
. oM

f:l.g. 4,33

De esto pudeﬁos ver gue aungque no tengamos la expresidn analitica
de la éurva -alguna serd- pero cualquiera que sea debe satisfacer
cons

sen —%— = cte ——————————— (1)

donde ¢ y v ya han sido especificada antes.

Y esto &que tiene que ver con el Froblema de la BEraquistocrona,

planteado al principio?.

*¥¥En el caso de que la deonsidad del medioyarie de manera continua
Yy que la velocidad v 88lo dependa de y (lo cual ocurre pues La
densidad sélo es funcidn de ta coordenada vertical) podemos
o sen o
escribir ——————— = cte. .
v
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Fues tiene que ver Yy mucho, sdlo hay gue hacer las
identificaciones correspondientes, despuéds de las cuales no nos
quedard la menor duda de que el problema de la braquistocronas

esencialmente es el mismo gque el recien discutido. Veamos:

Establecido lo anterior, se tiene segdn la figura que
4
Y Y
! X
. |
l |
R\YgY ,
-—_—I-_A '
\N
X |
[ No {
e
$ fig. 4.34
y' = tan f3
y como & + 3 = [I/2, entonces sen & = cos (3 pero cos 3 = 1/sec 3 v
utilizando la identidad: seciﬁ = 1 + tan © 3 se tiene que:
2 ) 2 =
sec B = [1 + tan*Bll/“ = [1 + y'"(x)]l/“
par lo gque:
2 -1/2

sen a = [1 + v 7401
y entonces la igualdad 1) —que sabemos ha de cumplirse toma la

forma:

1/0(2gy) 1 % r1vy 2312 2 ke

la cual, despuds de efectuar algunas operaciones, puete escribirse

comoR
-2
Y(J-"'yl ) = I':: ______________ (:’2

donde k es una constante. Ubservando la expresidn a la gue hemos
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llegado puede verse gue en ella interviene la funcidn gue buscamos
y = f(x) pero ademas su derivada‘y', elevada al cuadrado. En otras
palabras a lo que se ha llegado es a una relacidn gque debe cumplir
la funcion buscada cualgquiera gque esta sea. Fero otra vesz
tropezamos con serias dificultades pues a parﬁir de () no es
inmediato determinar v = f0¢), pues para ello tendﬂiémos que

conocer herramientas mds fuertes (Ecuaciones Diferenciales). 5in
embargo a pesar de no tener estas herramientas es posible darle la
vuelta al problema introduciendo un parametro t, de la sigriente
manera., Sea t tal que vy’ = cot t, entonces () puede ser escrita
Comos

e
y{l + cot™t) = k

esto implica que:

Y 1 + cot2t cocZt
0 bien:
y =k sen-t = k(- C95 5Fy o (K ) icos 26

as{ pues:

y =—m— (1 - cos Zt)

=
que seria la representacidn paramétrica de vy. Fara obtener la
. P . oy C
representacion param@trica de x tenemos que: y' = T s5i vy’ es

digtinto de cero entonces:
gy = ”Y
Y
. = 2k sen t cos € dt = Zksen“t dt
cos t

o bien:
gu = k(L - cos Zt) dt

2sto implica gue:
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w(t) = kit - 220 2% 4 4 ¢

2 :
¥ e

donde C. es una constante; esto implica que:
#(t) = (K/2) (2t -~ sen 2t) + C
Esta serfa la representacidn paramdtrica de u. Escribiendo

suavamente las ecuaciones param@tricas para ¥ y para y tenemos:

W(E) = (2t - sen 2t) + C,

y(t) = —E—(l - cus 2%)

2

Sean T y a dados como T = 2t y a = k/2, entonces:

i

#(T) alr - sen 7) + C,

yit) = a(l - cos T)
La constante C, puede determinarse a partir de la condicidén de que
en t= 0, X=Y=0 , 0 equievalentemente de gue 7 = 0O, X=Y=0Q, de donde
resulta que la ecuacidn paramétrica (el pardmetro es 7), de la
trayectaria que ha de seguir el cuerpo en caida tal que el tiempo

empleado sea minimo es:

wl{r) = al({r - sen T)

i

yiT) all - cos 7)
Las ecuaciones son la representacidn paramétrica de una cicloide
que era lo que queriamos demostrar. Fasemos ahora a la segunda

.
solucion.
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Seguﬁda solucidn al Problema de la Braquistocrona:

Veremos ahora una segunda solucidn = al problema de la
Braquistocrona; como se menciond con anterioridad; en esta parte
el

se@ utilizarS el C(C&lculo Variacional, debiendo consultar

Apéndice B para tener una nocidn con respecto a esta rama del

C&Alculo Infinitesimal.

Supongamos nuevamente que existen varias curvas gque van del punto
A al punto B, pero sdlo una de ellas cumplird con  la
caracteristica gque necesitamos, es decir, que el recorrido lo

haga en el menor tiempo posible.

Consideremos aue es una particula la gque va a hacer dicho
recorrido, entonces de fisica elemental tenemos ques la velocidad
ge un# particula en caida libwe a partip 'dei PéPOSO a una
distancia y es:

v Egy)l/ﬁ............(l)
como se demostrd en la primera soluciSn, y ademds sabemoe que la

distancia recorrida de una partfcula con velocidad v es:

y = vi
Bea C la curva gue cumple con la propiedad, entonces 1

rarticionamns a C, cualquiera de los “trozos’ POr PeqUenos ue
4 : 1 !

sean, deben cumplir también con la propiedad.
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O
—f
A X
dY ds ‘
d ~ x,9)
x X9
&
tige 4.35

donde S representa la longitud de arco y ds la longitud de arco en

un trozo y tenemos ques

ds = [ ()= + (dy)= 1%/%
paro
ds = [ {dx)=(1 + < gy )5y at/2
esto implica que:
ds = dx[1 + (—‘-jd—:-_‘é—)3:1'1/:3 ——————————— (2)
La velocidad del punto A" a B’ es: v = —%%— petro como nos interesa

calcular 21 tiempn del recorrido, entonces:

pero de (1) tenemos que:
v o= (293,/)1/‘i
sustituyendo esta uwltima v la (2) en la (3), tenemos:
o dull+(dy/dx)2]1-2
L2gylir2

Fara encontrar el recorrido total del punto de origen al punto

gt

(%,¥) integramos:

2
: Lf o1+ (=Y %,y 1 vz ax

t o= :
(Zgli-2a [« P

‘ . ” " . .
Utilizando un metodo del calculo variacional para resclver este
que  esha  funcional es de  forma

tipo de problemas; tenemos

. “ 4 . P .
simple v <su  funcion subintegral no contiens explicitamente a i,
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por lo tanto la podemos tesolver por la ecuacidn de Eulers que

tiene la primera integral F - y'Fy, = C por ser F = Fly , vy,
Y
entonces en nuestro caso tenemos:

F =01 + (dy/dw)/y1t/®

pero dy/ds = y’ potr lo tanto sustituyendo en F - vy'F , =C

y
1 A y'z _ y'z = C

y1/2 Ly (1l + y'2)Jj1r2
1+ y'2 - y’2] - C

Ly (1+y 21172 -

. = C

Ly(l+y ' 2)11/2
O bien
y(l + y'™) = L —mmm—mm— (4)

. ) ) , , ¢
Consideremos ahora el trozo de A’ a B’ aumentado un cierto numero de

veares:

A A x
AY ¢

fig. 4.36

Del diagrama podempos ver ques

tan t = A %/ Ay
pero como esto es muy pequero, entonces t tiende a cero por lo
tanto A ®x/A v = du/dy, pero nosotros necesitamos dy/duy = y' PO

lo tanto yv° = ot t.

*Apdndice B
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Sustituyendo esta igualdad en (4) *enemos:
?
yll + cot™ t) = C
esto implica gque

Cy _ 2
1 + cotz ¢t 1

por 1o tanto

Y = e ({1 - cos 2¢t)

pero y' = dy/dx esto implica que

gy = Y _(Cq sen 2 %)
o e cot t

A = ZCy sen t cos t db

" cot t

dy = 2Cy sent cos t dt

" (cos t/sen t)

por lo tanto
-
dn = 281 sen” t dt = Ci(l - cos 2t) dt.

integrando esta dltima expresidn tenemos que:

- san 2% | -
" -—-Cl(t —-—-—-—-—2—-——) +L~2
C .
Moo= -t (Bt - sen 2t) + C,
Sustituyendo a 2t = t y se toma C. = 0 puesto que para y = 0 es
¥ = 0 entonces
L o
X =Aa(t —-sen t) 35 Y =A (1l - cos )
C N . .
donde A =—&f— que coinciden con las ecuaciones paramétricas

e

de la cicloide, obtenidas con anterioridad.

Hasta agui hemos concluido con las dos soluciones al  problema  de
la Braguistocrona. Continuemos con la construccidn analiftica del
resto de las curvas que vimos despues de plantear &1 problemna

mencionado.
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Epicicloide o Nefroide:

. . . - o
A continuacidn obtendremos las ecuaciones parametricas de la curva
epicicloidal o nefroide generada al girar, sin deslizarse, un
circulo de radio r alrededor de un cfrculo fijo de radio R, es

decir que el radio del cfrculo fijo es mayor qde al que gira (R&r)

Supongamos que el centro de nuestro circulo fijo es el punto 0 de
un sistema de coordenadss cartesianas XY; as{ mismo en el momento

inicial, es decir t=0, coinciden en un punto A. (+i9.4o37 )

fig. 4.37

Daspuds de un lapso de tiempo %, el cfrculo pequefio habrd girado

» . . o . .
sobre el circulo grande, obtenidndose la siguiente situacidn.
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/ST
_ T J) e, ve)
e \|
P ™ "X
fig, 4,38

Nuestro interds ahora es conocer quien es la componente x(t).De la
figura anterior, podemos ver que la companente:
w(t) = OF + PM

pero: OF = (R + ricos 6. Veamos ahora guien es la distancia FH.

8i llamamos o al éngulo del tridngulo rectdngulo, entonces:
PM = 1 san o

Analicemos ahora el cfrculo por separado:

1Iy

tig. 4.39
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For el siguiente postulado, tenemos la igualdad de los d&ngulos

8.

*¥5i dos paralelas son cortadas por una transversal, los angulos

alternos-internos son iguales#*.

Llamemos 2 al éngulo restante para asi formar los éngulos
suplementarios, es decir: 180°= 86 + t + 3
esto implica que:

= L8P - @ - fr—————————— (1)

-, A . ..
pero como & y 3 son angulos complementarios, es decir a + 3 = Q0%

tenemos que o 90° - B, pero por (1) tenemos:
a = 0% - (180° - 8 -~ t)
por lo tantor .
a=86+t - g
pero tenfamos que:
PM = r sen o
por lo tanto:
FM = r sen (8 + t - FN
Fero con base a la identidad trigonométrica, tenemos que:
FM = rlsen (8+t)cos?0’ ~ cos(6+t) sencfl
resultando:
FM = rl-cos(8 + %)]
FM= -rcos(8 -+ ) ' o,
Comol
() = OF + FM
# () = (R + ricos é - cos{8 + )
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Fero como la circunferencia pequea rueda sin resbalar, entonces

la longitud del arco AA" (fig. ) seri:
AR’ = RB = rt este implica que & = (r/R)t

Sustituyendo esta dltima expresidn en x(t) resulta:

. w(t) (R*Mm)cos(r/R)t —~ rcosC(r/R)t + t1

(R+)cos{r/RVt - r cos [t (r+R/R)]

# ()

Obteniendo asi la ecuacidn paramétrica de la componente x(t).

Obtengamos ahora y(t).

D ol
Pt— 7 = Txyyw}=A
. A‘
9 »
0 A
fige 4.40

y(t) = 0D - FD pero OD = (R + risen &
y FD = r cos o, sustituyendo a a, tenemos:
FD = r cos( 8 + t — 9P
= p cos(@ + t)cosF0®+ sen (8+ L) sen 90°

esto implica:

FD = r sen (8 + )

sustituvendo a 6, entonces:

yit)y = (D -~ FD
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(R + Mgen{r/RVt - r senl(r/R)}t + 1]

il

v ()

(R + msen (r/R)t - r sen [E{r+R/R)]

il

y{t)

Resultando entonces gque las ecuaciones paramétricas buscadas son:
w{t) = (R+rlcos (r/R)t — r cos{r+R)/F)t
y(t) = (R+r)sen (r/R)t - r senl(r+R)/R1t

La trayectoria de estas ecuaciones es una egpicicloide, o nefroide.

Cardioide:

Consideremos ahora el caso particular cuando r = R, entonces:
#w{t) = Z2Rcos t - R cos 2t
yi{t) = ZRsen ¢t - R sen 2t

‘Fero esta ecuaciones paramétricas corresponden a una de las

curvas que vimos, gue fue la Cardioide.

Hipocicloide o Curva de Steiner:
Hicimps una variante con la cual obtuvimos otra curva la

Mipocicloide o curva de Steiner.

La variante era que ahora la circunferencia pequefia de radio r va
a rodar sin deslizarse por dentro de una circunferencia grande
fija con centro en el origen v radio K3  suporngamos que en el
tiempn t = O coinciden en un  punto fijo A, entonces tendremos

araficamente la siguiente situacidn:
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- 4

fig. 4,41

()
N

Después de un momento nuestra circunterencia pequefia

habrd rodado cierta longitud de arco, observando que:

B

fig, 4.42

w(t) = 0OF + FD

pero OF = (R - mcos t,ahora calcularemos

. 2 . . \
Del tridngulo rectdngulo inscrito en el circulo

k4

la distancia FD.

pequefco tenemos:
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FD = i cos ay, como & y 3 son complementarios, es decir:
a + 3= 20°entonces: a = 90 - fBo-—————— (1)

pero para obtener 3, vemos del semicirculo de la circunferencia

pequefia:s
: < 0
-t |f
¢ AN *
P )
B figo 4044

que: 180 = 90°~ & + B + 6 entonces 3 = 1B0°- 90°+ ¢t — @
pera B = 90°+ t - @, sustituyendo en (1)

a = 90°— (90" + t — @)

a=8 -t
entonces:
FD = r cos(@ — %)
Como:
w(t) = aF + FD
“(t) = (R~ ricos o+ r cos(@ ~ £) e Q)
For atro lado tenemos de la fig. que: el arco AR es igual al
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arco CB, esto implica: Rt = 18, entonces 8 =(R/M %,
sustituyendo en (2):
#w(t) = (R - rcos t + rocosC(R/)t - £1
#{t) = (R - Mcosg t + r» cosl{R-r)/rlt

8i hacemos un razonamiento similar obtendremos a y(t).
v

fig. 4.45
y(t) = 0D - DF pero OD = (R - msen t y DF = r sen a,

implicg que:'
DPF = + sen (& -~ t)
es decirs
yt) = (R - risen t -+ sen(® — t)

(R - mrisen £t - r sen [(R/)t — t1]

y(t)

(R - risen ¢t - +r sen [(R - ) /rlt

]

yit)
For lo tanto las ecuaciones paramétricas de la curva

girar un circulo de radio r dentro de otro circulo de

s (t) (R -~ ricos t + rcos (R-r)/rlt

(R —- risen t - rsenl(K-m /1t

il

v ()

resultando ser una hipocicloide.

asto

gaenerada al

radio R son:
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Astroide:?
Veamos que sucede si + = R/4, sustituyendo:

#i(t) = [R - (R/4)Jcos t + (R/4)coslR — (R/74)1/(R/4)1%

it

W (t) (Z/4)Rcos t + (R/4) cos 3t

analogamente:

y{t) (Z/4)Rsen t - (R/4)sen 3t
escombrando en el badl de las identidades trigonométricas, tenemos
que:
cos 3t = 4 ccsat - ZJcos b
sen 3t = 3 sen t - 4 senBt
entonces:
w({t) = (Z/4)Rcos t + (R/4) (4 cmsz t - Jcos t)
x{t) = (E/4)Rcos t + Rc053 t - (Z/4)cos
(L) = RCDSE t———————— (1)
y(t) = (3/4)Rsen t —~ (R/4) (Zsen t - 4 senEt)
y{t) = (3/4)Rsen t -~ (Z/4)Rsen t + Rsenz t
y(t) = R Sen3 e e e e e e (2)

Siendo (1) y (2) las ecuaciones paramétricas de la astroide.

Segmento de Recta:
Analicemos ahora @l caso si r = R/2, sustituvendo en:
w(t) = (R - rlecos t + recast(R — ri/rdt
#(t) = (R/AZ)cos t + (R/E)cas LCR ~ (R/ZZ2YI/7(R/2) 1%
#it) = (R/Dcos ¢t + (R/2D¥cos t
#(t) = R cos t
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Para v(t) tenemos:

yi{t) = (R/2)sen t - (R/2)sen ¢t = O

Lo cual significa gue la trayectoria del punto fijado se desplaza

sobre el diametro horizontal; siendo esta la Jltima curva que

Vinos.

A través de los rodamientos nos hemos encontrado con curvas muy

interesantes como la cicloide, la cual varfa de forma cuando  se
hace variar el pardmetro, se acorta o se alarga y sin duda lo més
importante en esta curva s haber sido la fuente para el

desarrollo de una parte del Clculo Infinitesimal: el C&lculo de

Variacioness.

También podemos comprobar, una vez mas, que surgen curvas trazos o
trayectorias realmente sorprendentes, en el momento en que empieza

a rodar nuestro punto fijado.

Lo antes dicho coincide plenamente con la definicidn de curva que

hemos venido trabajando.

Veamos ahora otro tipo de curvas gque nos hardn desarrollar

. . . . . .
bastante nuestra imaginacidn: las figuwras de Lissaious.
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Si.bien la destreza humana hace, a
toda costa, una viariedad de inventos
encaminados al mismo ffn; pPero  nunca
legard un invento mds hermoso, ni més
simple, ni més directo como lo hace
la naturaleza, porque en sus inventos

nada hace falta ni nada es superfluo.

L.eonardo Da Vinci.



FIGURAS DE LISSAJOUS

I'd -
En este capitulo veremos una muestra mds de como el hombre, a

Ld . . ~ N .
traves del tiempo, va plasmando figuras tan extraordinarias como

las de la figuras 5.

{1

CS6Y
01
(e

i g%x‘%\\\
N
4595565

tig. 5.1
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Todo el mundo alguna vez hemos extendido un mantel scbre una mesa
o una sabana o una colcoha sobre una cama. Las ondas que se hacen
en el momento de extender el manto ai ai‘r*e y dejar caer sobre la
superficie, son curvas gque pueden asemejarse mucho a las de la

figura anterior. (a) S ©)

0 bien cuando en un recipiente, que contiene agua o crema o
. y ~ . . . E . .
cualquier otro ligquido, dejamos caer una gota del mismo 1liquidoy

se pueden admirar formas como las de la figura 5.1 « (B 4 Fig. %,2)

g‘v.w'.'l'w‘m,-’»'-— v f e by A MR S L S de o o Ll L Ll AcERELIM AR
- s - toTont ‘ ARt
L.

V- . . - .

; { :

[ e

%

%

A

X |

-

3 , |
L 7 E
yop, |
o~

An instantaneous photograph of a * splash " of milk. From Harold E. Edgertion
Massachusetts Institute of Technology

fig, 5.2
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Hemos visto como se generan curvas con ejemplos muy
cotidianos; analicemos dos ejemplos menos cotidianos, pero gque

también nos generan curvas.

Imaginemos ahora que tenemos una lentejuela atada a dos resortes
mutuamente perpendiculares, como se muestra en la figura HEY
ademds consideremos que las paredes del rectangulo son rigidas vy
también que las dnicas fuerzas que se ejercen sobre la lentejuela

=Yulp] las.debidas al par de resortes.

fig. 5.3

X
~
i~

18808715

LR ERE 7} Y@ UL AN L) (paxd

(it

ey
Ciw

a:

. o . . .,
5i suponemos que el centro del rectangulo es la posicion de
equilibrio del objeto, es decir, la posicidn en la que la
lentejuela no se mueve y en donde no actua ninguna fuerza,

entonces podemos hacer coincidir tal punto con el origen de un

sistema de coordenadas.

Cada fuerza que perturbe a la lentejuela me describira una

trayectoria; dependiendo de las constantes de fuerza de cada

resorte, pudiendose admirar curvas tales como las de la figura 5.4
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El siguiente mecanismo consiste en generar a una curva en

particular: el cfﬂculo, en un plano.

. »” N .
Suponiendo que tenemos un péndulo muy especial, que oscila tanto

a la izquierda y a la derecha como para adelante y para atras.

)
1
|
!
|

]
1
i

o /i »
g fiimA/.x"
fig e 5.5

Supongamos ademds que abajo del péndulo se encuentra un plano
donde se registra cada movimiento del péndulo, es decir que si el
péndulo esti en reposo, coincide con el punto origen en el
plano, si el péndulo se mueve, entonces dejard graficado un

punto hasta donde oscile.

y o fig.5.6

/ S S

Bupongamos que del lado derecho llega al péhdulo una onda
cosenoidal v por enfrente hacia el péwdulo recibe uwuna onda
senoldal, entonces cada punto gque delje graficado el péndulo

I d N . 7’ . .
tendra la forma (cos , sen ), es decir que estara describiendo

->un circulo
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Consideremps ahora el lugar geomdétrico aue se obtiene al araficar
las cuwrvas descritas por las dos fuhciones coordenadas:

#(E) = cos 2t, y(t) = sen 2t ... (1)
éCDmo s esa curvat. Notemos que cod 2t + set 2t = 1, esto es, que
cualquier punto de la forma (cos 2t. sen 2t) es un punto de un

circulo S5°.

Sim embargo, a diferencia de la curva descrita por {(cos t. sen ty
en la ecuaci@n (1) necesitamos un intervalo de longitud [T para
darle una vuelta completa a 8°. Es detiw, se recorre & 3 con el

dobile de la velocidad.

En general. la curva con funciones coordenadas:
it = cos wt., viti= sen wt
recorre 8 a contrarelo] v le d& una vuelta completa en . 2M/w

unidades de tiempo.

Dado aue #(t)=cos wt v vit) = sen wt son funciones que  describen
oscilaciones de amplitud uwuno. es posible imaginarnos el
movimiento del punto (cos wit. sen wt) como el resultado conjunto
de dos movimientos oscilatorios independientes: uwno sobrs el ele X

v otro sobre 21 eje Y.

£l oscilador en el eje horizontal tendria eericde  fundamental

=i/ w vy ampiitud igual & uno, lo mismo el del &ie vertical:
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1
} @osw-\-lswwﬂ
b‘.-‘
{
i
+ i —p e |
ICCT) = caswt ot de — ) !
'T7 gwy=sevwt

£ige5.7

A las curvas cuyas funciones coordenadas son funciones arménicas

52 les llama Figuras de Lissajous, {(Jules Antoine Lissajous

1822 — 1880)

85i auisieramos encontrar la figura de Lissajous correspondiente a

las funciones coordenadas:

#(t) = cos t v yit) = sen 2%t,

vemos que el oscilador en &l ede horizontal tendria reriodo.

ZM v que el oscilador en el eje vertical lo tendria de

T1.

En tales condiciones parece claro gue la figura aue se obtenga

No va a4 sear un Cfr‘CL\lC)-

Fara trazar las figuras de Lissajous se recomienda prdceder e
sigquiente maneras

1) Trace los ejes coordenacdos v prolongue el eie X macia
derecha v el eje Y hacia abajo.

2) Trace rerpendiculares a los ejes X v ¥ a la derecha v a&balo

origen. fonsidere las intersecciones de estas perpendiculares
los eles coma origenes de nueveos  silstemas  conrdenados. A e

la

la

cdel

o

o
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nuevos ejes llamémosies ejes de la coordenada t.

). En cada uno de los nuevos sistemas grafique la  funcidn
coordenada  respectiva v  finalmente, localice én el sistema
original el punto de coordenadas {x(to),y(to)}, trasladando estas

coordenadas desde las grificas auxiliares.

A][ ky -

i |

B _',r_ LSS 2 A I P N
| .

: l ~ - —p

B ¢t X
-a--f-.—- TR - - A —— e — — . d— — e W s s e e e e e e

! l

i

_._.._._._.-__.—_.._.__.T_._-.

fige 5.8

El punto {x(to),y&to) } pertenece a la Figura de Lissajous.

Segmento de Recta:
Consideremps anhora las siguwientes funciones:
$ () = ﬁjcoa(wt+6),y(t) = A.cos(wt+td)

donde A, v fA. son constantes aue me indica la amplitud de la

1
funcidén: w v & también son  constantes pero me indican &l

periliodo.
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Frocedamos ahora como lo indican las instrucciones de las figuras

de Lissajous.

1;°fw zamos los ejes coordenados v prolongamos el eje X hacia la
deracha v @l eje Y hacia abajo.

2y Trazamos perpendiculares a los ejes X e Y a la derecha v abajo
del origen, respectivamente, y consideremos las intersecciones de
estas perpendiculares con 1lps ejes como oridgden de nuevos sistemas

coordenados, considerdndolos como ejes de la coordenada t.

by

fig. 5.9 .

Gratiauemos ahora las funciones

wit) = Alcms(wt+é), yit)r = A cosiwt+d)

Localicemos en el sistema original el punto de coordenadas

Calto),vitm) 1, trasladando’ T estas coordenadas desde . las

L . N
graficas auxiliareg.
'V .

| , (Ai,h) ' 7

- - L —

A h) | | _ " o T
| '

| 129
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La figura de Lissajous obtenida es un segmento de recta, veamos

ahora que longitud tiene:

d =0 - A n7 + - AN 1tE
) 2 s

priginal

P9

Como el segmento de recta forma un dngulo con el eje
esto implica que:
tan e = A,
por lo tanto:
9 = arc tan ﬁg/ﬁl
es decip que la inclinacidn de la recta depende de la amplitud gue

presenten nuestras funciones = (t) y y{t)

Paribola
Consideremns ahora las siguientes funciones:
#it) = Alsen(2t+6). y(t) = A sen{t+a),
veremos v demostraremos gue la figura de Lissajous gue se obtiene
a partir de estas funciones es una pardbola que satisface la
.
ecuacian
el b
P ae
Moo= Alil - EwT/A mJ
Comenzando como en el ejercicio anterior, trazamos  los eljes
originales. los prolongamos, trazamos perrendicul ares, graticamds.
las Funciones x{t) v yv(t) en los sistemas auxiliares v localizamos
puntos arbitrarios (2ito),v{toi) en &l sistema original. resultanoo

5, //

la siguiente figura
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fig. 5.11
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Demostremos ahora gue la figura de Lissajous obtenida cumple con

. N , #
la siguiente ecuacion:

N -

2
o= Ql(l ~ 2yT/A,

entonces:

”y
d

wo= A = 2(A /ANy

~ECA, /A, YT

1 1
== - = pm (e
y (A=, /2A) (x = A

e

i
>
!
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i y = 0 entonces:
~A,"/ZA (x = A) = 0 esto implica que x = A,

Entonces hemos obtenido el punto (u,y) = (Al,O) =V, es

vertice de la pardbola.

Veanns que obtenemos si despejamos & v

“a
e

— 2/‘A-‘ (3~ Y= vy
AT/2 g 0¥ Al N
entonces

- P V-
y = [=A,%/ZA (x=A)) ]

51 X S —ﬁl entonces:
172

~
y = [-A,7/24 (-A -A )17 "= £ a4, por lo tanto (-A ,*

1 1 2 1

decir

A

)
e

lo cual indica que mientras que ¥ tiende a menos infinito,

@l valor de + A, me indica la ordenada positiva y negativa

la parabola, que‘se va extendiendo.

Ahora, si % = 0 tenemos

o 1/2
y = C~A7“/291(0 - Al)zl/“ :
entonces
y =+ a,/rz1t’/*

con 1o cual hemeos encontrado los siguientes puntos:

(0,x A,/ @ HE

-

Considerando araficamente la pardbola de la figura

() N’ o £)
(4.0
1/

: . —”//:’@l~§%)
/‘AH"”Z>

X fige 5.12
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Diversas:

Frocediendo como en los ejercicios anteriores obtengamos
figuras de Lissajous de las siguientes ecuaciones:

a) x(g) = Alsen (wt)y y(t) = Azsen (2wt)

las

- e e e ——— —— — — —

vX)

fig, 5.13

133



b) x(t) = Acos(3wt + pi)y y(t) = Asen(wt+0)

iF ’l

!
L —

i

|

!

|

i

|

|

¥ :

> l

i

i

i

1

i

i

— - . Gp may -

fig.

5.14
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...N0 puedes ser un buen artista a
menos que tengas en tu  poder 1a&
capacidad universal de Eepresenfar
mediante tu arte toda la variedad

de formas de la Naturaleza ...

Leonardo Da Vinci.



ESPIRALES

Trataremos ahora  unas curvas que realmente s0n
maravillosas, tanto por su forma como por el lugar en donde las
encontramos: las espirales. 8Sin embargo sdlo se verdn algunos
aspectos de €stas, ya que el tema en si es muy amplio.

.
Se han llevado a cabo estudios acerca de las espirales, las cuales
se encuentran en: la anatomf{a humana (corddn umbilical): en '1a
anatom{a animal (ventriculo izquierdo del corazon de una ovejad;
en la Arquitectura (fiq.G.l s0lo una pequeRisima muestral; en el
Arte (en fllegonia. La Maldicenza de G. Bellini y en Leda de
Leonardo Da Vinci); en la Botgnica, donde son wuna infinidad (en el
crisantemo o en las hojas de un lilium curatum): en los cuernos de
ciertos animales (fia. 2 Y3 solo por presentar las més curiosas); en

las conchas y en los caracoles {Nautilus Fompilius fig.5.5 J¥3  en

. o .
un tornillio, en una helice circular.

¥Por desgracia existe una gran cantidad de todos que no fue
posible incluir en este trabajo, pero 8@ recomienda consultar el

libro: The curves of Life de. T. A. Cook para mayor informacidn. .
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Rosette spirale de la joubarbe.
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.- Figure 21. Nautilus pompilius of the tropical Pacific Ocean in transverse section.
Memoir on the Pearly Nautilus (Nautilus Pompilius, Linn.)

(From Richard Owen,
..., London: W. Wood, 1832, pl. 1.)

Figure 22. The logarithmic spiral of the nautilus shell. CAfter Moseley, op. cit.
’ {fn. 9], pl. 9: fig. 6, p. 351.)

P
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' . ’ . .
Como puede verse tendriamos tema, no solo para este trabajo, sino
por lo menos, para tres més; de tal forma que sdlo =1=)
” . .
proporcionaran algunos ejemplos para darnos una idea general de
. ”
donde podemos encontrar espirales, pero que entendemos

eractamente por espiral?.

. R

. ,
En terminos generales una espiral es una curva que empezando desde
"un punto de origen, continuamente disminuye en curvatura al ir

: A .
alejandose de ese punto, o en otras palabra, su radio -de

1

‘curvatura continuamente aumenta.

, L .. P . . .

Esta definicion no es suficientemente amplia para incluir a un
gran nlmero de curvas, sin embargo excluye por lo menos a una gue
: . ~ : . ,, .
en lenguaje popular es una verdadera espiral: un tornillo o helice

N VI . ) :
ctilindrica, la cual empieza en un punto y su curvatura no aumenta

cuando se aleja del punto.

i
i

En la Biologia Vegetal, la espiral logar{tmica, segun - T.A. Cook
tiene una importancia considerable ylcon algunas excepciones

p———

ll Ld ., . .
segln €l : la formacidn de la espiral esta fhtimamente ligada al
L . .
fgnomeno de la vida y el desarrollo. Con sus dos brazos
molinados da la impresidn de vida, mavimiento y creacidn.

i

) ‘ .

1 / ) -
,
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Espiral logarftmica

Hablaremos ahora de una serie de numeros que tienen que ver vy
) /e . .
mucho con la naturaleza, y con la espiral logaritmica: 1la serie de

Fibonacci.

Que consiste en la sumaj despueé de los dos primeros ndmeros; de
los dos que le preceden, es decir:
O+1=1, 1+1=2 , 1+2=3, 2+3= O, 3+5=8, O+8=13, 8+13=21

] . .
y asi sucesivamente, resultando la serie como:

A 0, 1’ 1-, 2’ 3, Sg 8, 1:, 21, 34, 551 89, 144’ a0
y recibe su nombre, serie de Fibonacci, debido a Leonardo de Pisaj

P I f . . .
matematico italiano del siglo XIII. - o — .

~

Esta serie se ha visto que no tiene mucha importancia en las

matemdticas puras, sin embargo, se ha investigado bastante acerca de
, :

ella debido a que, paraddjicamente, se presenta en la naturaleza vy

en el arte.

Si examinamos las hojas, las flores o las ramas, en un tallo de
una planta, y si nos fijamps en alguna hoja cerca de la base del
tallo de esa planta en que no haya mas que una hoja en cada punto,
y le asignamos el numero cera, y contamos las hojas hacia arriba
P ' .
hasta que llegemos a una que este justamente encima de la
. e
primera, el nuimero que obtenemos es, por lo general, alguno de

los terminos de la serie de Fibonacci. Y si al ir contando hacia

. ” \
arriba, contamos el namero de veces que le damos la vuelta al
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tallo, tambiéﬁ se obtiene alguno de los términos de dicha

serie.

5i el numero de vueltas es m, ¥ el numero de hojas es n, diremos
que las hojas estan colocadas en una espiral m/n.Veamos las

figuras 6.6 :

ﬁ€,

2

(:), | ”(;) 1 L w, - ',
fig. 6.6

o

En a) se nuestra una espiral 1/2 vista de lado y desde arriba; en
‘ . rd

b) se puede decir que es una espiral 2/75 o 3/5 segln como demos la

vuelta en el mismo sentido que las agujas de un reloj o al

contrario. . . ,

1



Fara fijar ideas se conviene en tomar el camino mds largo,

entonces tendremos una espiral 3/5.

For otro lado en o) se tiene una espiral 3/8. Es de notar que las
relaciones encontradas 1/2, 3/5, 5/8 son de términos sucesivos de

la serie de Fibonacci.

Se puede observar disposiciones analogas en una gran cantidad de
productos vegetales; en las pifias de un pino, en los pétalos de
una flor., en las hojas de una lechuga y en las capas de una

cebolla, por ejemplo.

Fara comprender estas razones retrocederemos a los afos de  los
gednetras griegos gque estaban muy interesados en la llamada
*¥Divigidn Aurea%*, es decir, en la divisidn de un segmento en media

witrema razdn.

[ - P]
A ) C
El punto B se dice que divide al segmento AC en media vy dtrema

razfbn, si la razdn del segmentoc m8s corto al mis largo es igual a
la razdn del mds largo al ssgmento completo, s decir si

(AR/BCY = (RL/AD)

e ha demostrado algebrdicamente gue ambas razones son iguales a

172

{ @ A .
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que, con seis decimales es igual a: Q.618034, es decir:

(AR/RC) = (BC/AC) = 0.618034

- ”
Llamaremos R a esta razon.

Volviendo a la serie de Fibonacci, considetemos:

iy, 1/1. 1. OO0000 M, 1/2 = Q.500000

0. 666667 4). /5 = 0.600000

). 2/3
9w G/8 = 0,4628000 4. B/713 = bu615385
7). 13/721 = 0.619048 8). 21/34 = 0.617447

0.618182 10). 54/89 = 0.617976

?). I4/55

0.618036 12). 144/5335 = 0.6180Z6

it

11). 897144

. . 7 .
De la tabla anterior podemos observar que los terminos de la
derecha se aproximan a .0618034 en forma creciente vy los de la

izquierda se aproximan en farma decreciente al mismo valor R

For consiguiente la serie de Fibonacci nos proporciona una
. » . \ .
sucesion de nimeros enteros cuyas razones se aprodiman a la ROode

la Division Aurea.

. » . ”~
Consideremos ahora un rectangulo tal gque la razdn de su anchura a

su longitud sea R

. (a)
fig, 6.8 143



Es decir que W/L = 0.6180234 o W = 0.61B034%L.

Dividamos ahora el rectdngulo, por medio de una recta, en un
o o~ . , * ”
cuadrada y otro rectdngulo; en este dltimo también la razén de las

dimensiones es R. f

b}

® fig, 6.9

S9i se continua dividiendo el Pecténgulo resultante en un  cuadrado

y un rectdngulo sucesivamente obtendremos:

e

c)

_1,1 .

flg: 6.10

Fodremos entonces inscribir una curva: la espiral logaritmica.

d)

L/

— - ———— e .

- fig, 6,11

Con anterioridad hemos hablado de la espiral logar{tmica y en los

lugares en donde la encontramos.

. P ' r'd
Uno de los ejemnplos mas curiosos de como se presenta la  razon
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R, en la Naturaleza es en la flor del girasol. Las semillas se
distribuyen pot toda ella en espirales gque irradian del
centro hacia los bordes v tanto en el sentido de las agujas del

reloj como en el contrario.

La flor de girasol normal de 12 a 1S5 cms. de diametro tiene por lo
general 34 espirales en una direccidn y 55 en la otra; en las
flores mas pequeias pueden darse las combinaciones 21/34 o 13/21

en las excepcionalmente grandes 89/144.

. Fia, 25.> Distribucién de las semillag en la flor del girasol.

fig, 6.12

S0 puede observar el mismo fendmeno., aungue no con tanta facilidad
en otras Flores como por ejemplo en  las margaritas o los

crisantemos.
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Veamos una anécdota interesante acerca de la gspiral logarftmica.
Se cuenta gque la espiral logarf{tmica era la favorita de Jacobo I
Eernouilli quien descubrid un dfa que.esta curva na sufria
ninguna deformacidn cuando la dibuid en un globo de caucho vy
luego lo infld, viendo que sélo empezaba a girar, (aparentemente)
también la dibujo en un hule que despuds estird, maravilldndose
de que no sufrfa ninguna deformacidn; deseando que la dibujaran
en su tumba con la siguiente leyenda:s

Eaden mutata resurgo - Resurjo inmutable de toda transformacidn
Siendo esta inscripcion una verdad matemética, yvya que cualquier

transformacidn que se efectue, la funcion exponencial’ siempre es

la misma.

Construccidn anal{tica:
. L
Veamos ahora su construccidn matematica.
s, . . . .
En paginas anteriores vimos la construccion de la espiral
. I d - .,
lagarftmica en base ala razon aurea,la cual llamamos R; y a partir

Id - 3 . .
de un rectangulo de ciertas dimensiones, construimos la curva de

la. espiral logaritmica.

Tomemos ahora un sistema de coordenadas teniendo como origen el
punto donde se cruzan los segmentos o rayos AC y HBJ, los cuales
son perpendiculares; v sea el eje X el rayo DF y el eje Y el rayo

EG. (fig. 6.13)
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fig. 6.13
Coxeter demuestra en su libro Introduccidn a la Geometria aque en
coordenadas polares (r,@) las coordenadas de los puntos de los
rayos son las siguientes: E = (7,[1/2), D=(Tz,n),.u.,8=(14}—ﬂ/2),
H = (Tnz,—n),... donde 7= representa el radio o magnitud del

) . -
aorigen al punto en cuestion.

De esta forma, tenemos una infinidad de puntos, donde las
n
coordenadas polares son (r, 8) = ( T ,n[I/2), para todo enteroc n

que satisface la ecuacidn v+ = Tza/n vy todos los puntos estdn sobre
la espiral logarftmica, también llamada equiangular, cuya ecuacidn
es: o= (28 In (/TH)

donde el d&ngulo constante de la tangente a la curva y al radio

vector® esta dado por arc cot (2 In 7)) /0.

Este dngulo vale aproximadamente 72 grados ver fig.beld.
Como una muestra mds de la infinidad de espirales gue nos ofrece

#linea recta que tiene su extremo en el polo y gira alrededor de

éL
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. . 7 \ . .
la naturaleza se presentan a continuwacion en las siguientes

figuras:

fronde d'une
Jeune fougdre

Défense d'&léphant
Lamelle de 1a cothlée
de 1'oretlle interne.

FIG. 6.19
144



Pinus Pivea
Coupe transversale de 1'apex d'un
jeune semis de 15 cm de hauteur
(A.H. Church) (Spirale génétique
senestre, svstime 8 + 5).

* Pin maritime

6.15 149



Espiral de Arquimides:

Dtra forma muy particular de espiral es la Espitral de Arqufmides.

fig, 6.16

'Nétese que el segmento de recta que sale del origen O al punto

truza a la espiral en cada vuelta que da ésta Jltima; y que la
distancia que existe entre cada punto de interseccidn, es decir

.

entre d1 y doy &entre d_ v d., etc, es la misma, es constante.

Esta curva la podemos ver proyectando una hélice cdnica en un

plano.

... - ) - ) , .
Una definicion mas formal podria ser la siguiente:
81 mientras el radio vector gira uniformemente alrededor del polo
Oy un punto F viaja con una velocidad uniforme alrededor del

. . -~ f .
polo, la curva que describird el punto serd la espiral de

Argquimides, CuYa ecuacidn en coordenadas polares es r = a@,
R
Hasta agui llegaremos con respecto a este capitulo, va que de no

haber mencionado a las espirales, cuando se habla de curvas.

habr{a sido una pena, pero como se merciona al principio es un
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tema muy amplio.

Como hemos visto es trealmente maravilloso el lugar en donde
podemos encontrar estas curvas, sin duda alguna gue escapan muchas

mas como por ejemplo, las espirales que se forman al caer el agua,

(Fig. 6./

RY LY. ‘{'?<’.\;!~ .

* i KOEE D 3
R

N AN 1,

‘é.’f,?:\ B "“*f —

e ‘*%g&%ﬁ: ST %

»\\.“.-,‘;r;mag.@@ LR
v sheew L oAl

las espirales de los drboles o las espitales de uwun tornillio vy

tantas otras. Concluiremns este capftulo con el siguiente

pensamiento:’

Naturaieza ese manuscrito, pdblicoe y universal que permanece
wtendido a los ojos de todos.

Sir Thomas Erowne.



APENDICE A

Deduccion del sen (a + 3 siendo similar la de cos ( a + 3)

Examinemos la siguiente figura y supongamos que el segmento 085

es
igual a uno
entonces:
sen(a + B) = 8F = 5C + CP ——————- (1)
dCuanto vale SC%
8C = 5A cos o———=——— (2)
ya que SCA es un triéngula recténgulo pero
CFP = AR = 0OA sen oa—-—————-— (3)
del triéngulo OEA. Fero necesitamos SA y 0A
Consideremos el triéngulo Pecténgulo Séﬁ cuya hipotenusa 08 = 1,
gntonces:
S5A = sen By 0A = cos pB——————— t4)
entonces: _
8C = 5A cos a = sen 3 cos Q——————- (5)
CF = 0A sen a = cos @ sen o ——————=— (&)

Sustituyendo(5) y (&) en (1) tenemos:

sen (a + 3) = senficosa + cosflsena

153



APENDICE B

s’ rd '
EBreve introduccion al Calculo de Variaciones.

’ ’ .
En los problemas fisicos surge la necesidad de hallar los valores
maximos y minimos de un genero especial de magnitudes, l1lamadas

funcionales.

Se llaman funcionales a las magnitudes variables cuyos valores se
determinan mediante la eleccion de una o de varias funciones.
Ejemplos de tuncionales son ia longitud de arco de wuna curva

’
plana. La maanitud 1 puede calculiarse si se da la ecuacion de la
- -

- az .
_5§") pcidy

ax

+
e ) ¢

curva v = yvix) entonces 1lLvixil = If{l +
D

donde D es la proveccion de la superficie en el plano OXY

Los momentos de inercia, los momentos'estéticos, las coordenadas
centro de gravedad de cierta curva o superficie thogénea,' 00
también funcionales. puesto que sus valores SE determinan
eligiendm la curva o la superficie, 2 decir, las funcionss
contenidas en la e¢uacién de dicha curva o super+ficie.

’
A-continuacion se daran alounas derinicilones v teoremas con &l fin

de deducir la ecuacion de Euler.
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”
Definicion: La funcional vLY¥Y{(x)1l tierne un maximo en la curva

4

Y = Yo(u) si su valor en cualquier curva proxima a Y

Yo(x) no es

mayor que viYo(x)]l es decir Av = viYGO 1 - viYo(x)]1 = 0O

Teorema:
. - ] o L > 3 ’ ’ .
Si la funcional vIY{x)] que posee variacion, alcanza su maximo o
4
su minimo eara Y = Yo(x), siendo Yoi(x) wun punto interior de la
’ 4 ’
region de definicion de la funcional, entonces para Y = Yo(x)

sara v = 0

. ’ :
El termino extremo auiere decir aue la funcional alcanzo un
L4 4
madimo o un minimo. con respecto a oftras curvas  proximas; (puede

ser fuerte o debil).

Analicemos el extremo de la funcional:
X1
VEY OGO T = f FLu,¥iud, Y ') Jdy waeawal)
Xo

51 los puntos frontera de las curvas admisiblies estan fijos: Y{Xo)

= Yo e Y(X1) = Xa (figq. ) La funcion F{X, VY, Y') se -

’
considerara derivable tres veces.
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Tomemos cisrta curva admisible Y = Y¥(dicercana a Y = Y() e Y =
Y#¥(%) en la familia de curvas

Y(xeo)d = Y(x) + al¥Y*(x) — Y{))
cuando a = Q, se obtiene la curva Y = Y(M); para a = 1. se tiene:
Y = Y®{x)., entonces la diferencig Y*(x) - Y(%) se llama variacion
de la +uncion Y (x) vy se designa poar 8y.

) .

En los problemas variacionaies la variacion 8y desempena un parel
anélogo al del incremento de la variable independiente He BN

los problemas del estudio de los extremos de una funcion f(x).

]

“n

4 rd ’
La variacion 8y = Y# (i) ~ Y(4) es una funcion de ». Esta  funcion

5@ puede derivar una o varias veces. sisndo:
(Sy) ' = Y% ' {(w) — ¥ (%) = By’

’ -
es decir, la derivada de ia variacion =13 igual a ia

) ’ ’
variacion de la derivada; analogamente

(By) " = Yo = Y () = Sy

(Byr* = vyekon - v = sy

De este modn., consideremos la familia Y = Y(u.o . donde

Yi{ya) = Y% + ady

que contiene, para o = O, la curva en la cual se alcanza el

extremc. v para & = L, cierta curva admisibie cercana, llamada

/
curva de comparacion.

i consideramcs los valores adge la funcional:
14 156
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/ .
50lo en las curvas de la +familia Y = Y(u, o), la funcional se
R 4
transforma en wa funcion de o
viVOi,add = pla)

rd . . - 0 .
ya que el valor del parametro a determina una curva de la familia

Y = Y{x,a), determinando tambien con esto el valor de la funcional

viYix.cl., Esta $uncién ¢{at) tiene un extremo en o = 0, puesto gque
para dicho valor se aobtiene ¥ = Y{(x), teniendo la Ffuncional, por
hipétesisq un extremo con  respecto  a Cualquigr curva Cercana
admisible v, en particular, con respecto a las curvas cercanas de

’

4
la familia ¥ = Y(x.,a). La condicion necesaria para que la funcion

’
gloy tenga un extremo en o = 0 es la anuwlacion de su derivada para
a = 0 ' (Q) =0
Como ' A1

¢la) = f Fht, yOuad, ¥y Gya))ddx

o M

entonces: . 2 : 3
P (o) = ff {Fy—— Vistgd) + F e y’(x,a)}dm
v aa y' aa
donde: .
Fy = o ___ FiaYix,ad, Y (o))
ay T v .

Fy ' = -g—,F(H. Yixuy ade Y (t,0))

o pPuesto que:

a v ¢ T 2 s s vl o=
o Y Otea) = e LY ) adyl = Bv

<
Ul Q@
Q
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se pbhtiene:

¢ (o) = Ii;{Fy(x“Y(H,a),Y'(x,a))éy +

+ Fy' (i, Yy, Y (y00) 8y " pdx

@) = Ii:{Fy(H,Y(x),Y’(x))éy + Fy Qe YO0, Y (x)) Sy Jdx

4
Como va hemos visto, ¢ (0) se llama variacion de la funcional,

R

’
se designa por &v, La condicion necesaria para gue la funcional v

tenga un extremo (es decir unm maximo O un minimo) consiste en la
’ rd
anwlacion de su variacion: dv = O . Fara la funcional

A b1 S .
viY ()1 = Ixo Fisyy,vy') dn

rd
esta condicion tiene la forma:

ff::cr—'yé,v + Fy '8y 'ldx = 0O ]

mtegrando el seqgundo sumando por partes, y tomando en cuenta gue
&v’' = (8y) ', obtenemos

e rEo s Rt (XL d oL y
Sv = [Fy &vi 4+ Ixo{Fy —_Fy }By b

Xo b
pera: ‘
5y|x=xo= Y¥ (o) — Y(Mo) = O
h
’ By |x=xt = Y*(x1) - Y(ua) = O

en virtud de gue todas las curvas admisibles en el problema simple

considerado pasan por puntos frontera fiios vy, por lo tanto,

4
De egste modo, la condicion necesaria de extremo toma la ftormas

*1

d .. ) e
MNP 4 SRV R SY Y m U v wwws ()
Iﬂo{ Y g Y }

’, rd
donde el factor entre parentesis s una tuncion continua dada  en
la cuwrva ¥ o= Yy aue realiza el extremo. v el factor v, debido a
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’, ’
la arbitrariedad en la eleccion de la curva de comparacion Y
4 4
Y#*{x), @8 uma funcion arbitraria que satisface solo ciertas
. o 4 " » ’ of
condiciones muy generales, mas erxactamente: la funcion 8y se anula
en los puntos frontera X = Xo y X = X1, s continua y derivable

una o variasveces, 8y o bien 8y y &8y’ son pequenns en valor

absoluto.

’ N
Fara simplitficar la condicion anterior (Z), aplicaremos el siguiente
’ i '
lema: Si para cada funcion continua n(x) se tienes

) E T - .
fxolp(n)n‘l'\) dr\ -~ (,_)

’
signdo P(x) una funcion continua en el seqgmento [XNe, M1l. entonces

$(x) = ¢ en dicho segmentao.

4
Retomando la ecuacion (2) vemos que todas las condiciones del lema

se cumplen: en la curva gque realiza el extremo, el factor:

{Fy ~ —Fv' b

. .I . . .I 'l
es funcion continua, v la variacion &y es uwna funcion

arbitraria a la cual se han impuesto solo limitaciones de

caracter general., ya previstas en el lema For lo tanto,

d .., -
Fy = ——Fy' = 0

en la curva Y = Y(u) gL realiza =5 extrems de la
7’/
funcional considerada, es decir, Y = Y{{x) es solucion de

) ,
la ecuacion diferencial de seqgundo ordend

Fy = =—Fy' = 0
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o bien, en forma desaﬂrollada,
Fy - Fxy' = Fyyy' = Fyyy =0
pn Se denomina ecuacton de Euler y fue publicada por

Esta acuaci

’ 7’
primera Vves en 1744, Las curvas integrales de 1a pcuacion de

. /
Euler Y = Y (3,C1,02) =€ 1laman extremales gplo en las avtremnales

puede alcanzarse un gxtremod (maximo o minimo )de 1a funcionals

Y ()1 = FRLE G, Y, Y R
Xo
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