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Lo más curioso, es que todos aquellos 

estudian. seriamente esta 

Ciencia, caen en una especie de 

pasión. Verdaderamente, lo 
; 

que mas· 

placer proporciona no es el. saber, 

sino el est1.1.di.ar; no 
. ,,,. 

poses ton, 

sino la conquista; no el estar 
,,,. 

aqut, 

sino el l 1.e8ar al l~. 
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INTRODUCCION 

En todo el mundo que nos rodea nos encontramos con formas o 

curvas muy caprichosas; por ejemplo en la Naturaleza se nos 

, 
presentan infinidad de formas en los arboles, en las plantas, en 

los cuernos de algunos animales, en las conchas, en los 

caracoles; en el cuerpo humano; en el universo, y no se diga en 

el arte, donde se han llevado a cabo bastantes estudios al 

respecto; en fin que podemos decir que estamos llenos de curvas, 

pero que entendemos por la palabra ~urva~ 

La palabra curva o curvo se emplea a veces como adjetivo para 

describir lo que se aparta de la direcci5n recta. 

Los matem,ticos suelen emplear la palabra curva en calidad de 

sustantivo, como un sin~n imo de 1 :Cnea curva. ¿ GlL1é' es Lma 1 Ínea 

CLirva?. "-cómo abarcar en Lma definición las cLirvas que se trazan 

con l¡piz o pluma en el papel o con gis en la pizarra y las curvas 

que describen una estrella fugaz o un coh,te en el cielo nocturno? 

Aceptaremos la siguiente definición, la CLlal nos servir~ para el 

desarrollo del presente trabajo: 

La curva (o sea La L Ínea cv.rva> es La traza o trayec tori.a que deja 

en su camino un pv.nto ~vil. 
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En base a la diversidad de curvas existentes, se ha deseado 

hac:er Ltna sistematizac:ió'n de la natL1raleza de al9unas curvas, 

sin que e~to represente un examen exhaustivo de todas las curvas 

conocidas. 

Se ha elegido su clasific:acidn, de acuerdo con su naturaleza o 

constrL1cció'n cinética, de ahí 9ue este trabajo est6 dividido ·en 

cinco cap(tulos: Deslizamientos, C6nicas, Rodamientos, Figurás de 

Lissajous y Espirales. 

En cada uno de estos capítulos se presenta la recopilaci6n de 

mecanismos conocidos y de anécdotas para SLI constrL1cci6n, sin llevar 

a cabo un an~lisis de las causas historicos-sociales que les 

dieron cri9en, las cuales, sin lugar a dudas, son muy importantes, 

pero desviarían el objetivo del presente trabajo. As( mismo se 

lleva a cabo· un an,lisis para la construcci6n matemitica de cada 

c1.1rva. 

En el cap{tulo de Espirales se dan só'lo algunas de 

situaciones u objetos en donde encontrarlas; ya 9ue este es un 

tema muy amplio del cual bien podria surgir otro trabajo. 

las 

Con respecto a la eraficaci6n de algLtnas curvas, por ejemplo las 

de Lissa.fcL1~; o las generadas por rodamientos, hubo necesidad de 

utilizar una microcomputadora y el disket de CALCULUS, donde se 
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pod(a hacer variar 'las f iSLtras y también apreciarlas en todo su 

esplendor. 

Para finalizar dir~ 9ue inicialmente el trabajo consist{a en 

un texto para la materia de AnSlisis Vectorial de la carrera de 

Ingenier{a Civil de la Esc:Ltela Superior de In9enierí'a y 

Ar9Ltitec:tL1ra del I.P.N.; de ahí' el t{tulo de esta tesis; sin 

embargo, por ser un proyecto demasiado ambicioso para un lapso 

de tiempo corto, se acord6 elaborar esta sistematizaci6n de 

curvas parametrizadas, sin que este trabajo est~ enfocado a 

nin9an ~rea o lector en especial, sin embargo creo 9ue seria de 

utilidad, como una fuente de informaci6n, para aquellas personas 

9L1e se interesen en Las cu.r"vas de ia vi.da. 
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DESLIZAMIENTOS 

En esta primera secci6n veremos curvas que se van formando al 

deslizarse algunos objetos o entes sobre otros; encontrindos~ con 

curvas tan familiares como la recta y el c{rculo y descubriendo 

formas mis complicadas como una cardioide* 

Se analizaran al9uncs ejemplos mec,nicos para posteriormente hacer 

Lln análisis de sLt c:onstrucc:ión analítica. 

Antes de llevar a cabo el desarrollo anal{tic:o se proporcionan 

nociones b~sicas del significado de las ec:uac:iones param~tricas 

de una curva las cuales se Lttilizaran en el presente triaba,jo y de 

ac:Lterdo a la de-finiciéin de curva proporcionada en la 

Introduce i6n. ( ia curva Co sea ia l Ínea curva) es ia traza o 

trayectoria. que deja en su cam.ino 'Un punto móvii>. 

Veamos el siguiente ejemplo mediante el primer procedimiento 

... mecan1co. 

Circunferencia: 

Supongamos que una regla, de longitud d esta situada, en uno de sus 

extremes, sobre el suele y apoyada del ctrc extremo en la pared y 

fijamos el punto medio de la regla y dejamos que se 

·*su c::onst.rucci.6n ana.LCt.i.ca. se hará en el capítulo de Roda.mi.entos. 
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deslice hasta caer al suelo.!qu• curva describir& el punto 

fijado? (fi9. 2.1 ) 

•fig. 2.1 

Supongamos ahora que se fija el punto desde que la regla forma un 

'ngulo recto con el suelo, hasta que cae. (fig. 2.2 ) 

fig. 2.2 

Conforme va cayendo ir~ describiendo cierta curva. (fig. 2.3 ) 

fig. ?.3 
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Graficamente vemos 9ue la curva encontrada es el arco de una 

circunferencia cuyo radio es d/2 y el centro se encuentra en la 

esquina entre la pared y el suelo, cuyo v•rtice podemos determinar 

como origen. 

Elipse 

Veamos 9ue pasa si el punto fijado no es el punto medio de la 

re9la sino cualquiera que estuviera desplazado a uno de los 

extremos. 

fig. 2.4 
De la figura anterior vemos que nuestro arco de circunferencia se 

convierte en un arco de elipse. 

Segmento de Recta: 

Veamos otros problemas. lQuf l~ea describir' el punto medio 

de un segmento entre dos personas que marchan uniformemente 

por dos caminos rectos? 

Llamemos A y B a las dos personas y supongamos 9ue los camines 

que llevan son paraleles. 
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' 
' \ 

' 
:t'ig. 2.5 

'\, 

' ' ' 
Podemos ver que mientras A y B se desplazan, cada uno por su 

camino, los puntos medios de los segmentos que los unen van 

describiendo un se9mento de recta. 

Consideremos ahora el caso en· el que los caminos se intersectan. 

fig. 2.6 

Vemos graficamente que al desplazarse A y B uniformemente. es decir 

si los dos avanzan hacia la parte positiva, los puntos medios de 

los segmentos c~L1e los unen me dar~án la recta L1. 
' y si los 

avanzan hacia la parte ne9ativa me dari la recta L2 que 

par a 1 e 1 ¡;.. a L~. 

dos 

e r"' ··' 

Continuando con les ejemplos mec¡nicos de donde podemos encontrar·· 

esta clase de curvas analicemos el si9uiente ejemPlo. 
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Un trilngL.tlo rectá'ngL.tlo de madera se desliza por el plano, de 

forma c¡L.te los vé'rt ices A y B de sus 'n9ulos se mueven por 1 os 

. " _,,,. lados de dado án9Ltlo recto del plan'o. lCómo se movera el VE:>rtice 

del á'n9ulo recto de dicho triángL1lo? 

fig. 2.'l 

' " 
Llamemos a los ejes del plano X e Y y supongamos que la hipotenusa 

está' pesada al eje Y hasta deslizarse al eje X. 

t"ig. 2. ti 

Vemos gue el vértice del á\n9L.tlo recto del tri6'ngulo rectgngulo se 

mueve por un se9rnento de recta que primero sube y lue90 vuelve a 

baja1·', 
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Circunferencia 

Siguiendo con ejemplos para generar curvas por desplazamientos, 

supongamos ahora 9ue sobre una mesa hay dos relojes planos. Uno y 

otro andan con exactitud.lPor qu~ línea se traslada el centro 

M del segmento que une los extremos de sus agujas rninuteras? 

fig. 2.9 
Si trazarnos una recta del origen de las manecillas de un reloj 

al otro y obtenemos el punto medio que llamaremos O y sean P y Q 

las posiciones originales de las manecillas y obtenemos el punto 

medio M, entonces estaremos viendo la siguiente fi9ura:2./0 

fig. 2.10 

Ahora unimos los dos puntos medios por el segmento OM; co~o 

los dos ~elojes andan con exactitud~ entonces mientras que uno 

recorre quince minutos el otro tambi~n los tendr~ que haber 

recorrido, por lo tanta el segmento OM tambiªn 9irari. (fi9. 2.11) 
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Lo Cllal indica 9L1e la CLtrVa descrita sera L1n c(rcLtlo de radio OM. 

Cont inLtando con el e ÍrcL1lo pensemos en un pL1nto P 9ue se desplaza 

sobre Lln plano de tal manera 9L1e la distancia entre el punto P, 

9L1e se desplaza, y Lln punto fijo C es constante, entonces el 

punto estar4 describiendo una circunferencia. 

t"l.g. 2.12 

Segmento de Recta: 

Tomemos ahora un plano XY y sean el punto P, 9ue se desplaza sobre 

dicho plano XY,y dos puntos fijos F1 y F2 sobre el eje X y hagamos 

9ue las distancias de P a F 
1 

y de P a F .... , sean 
.,:.. 

entonces tendremos 9ue P describir~ una recta. 

P' 
I ' / ' / p ' I ' / .; ' ' / 

,,, ., 
' ,,, ., •,' ~,,, .... ~ 

r. ~ 
fig. 2.13 

i9L1ales, 

ltj 



La recta y la ~ircunferencia son las curvas 
,,, 

mas 

embargo son las mgs notables por sus propiedades. 

Ci rcunf erenci a: 

sencillas sin 

Modificaremos las condiciones de nuestro ejemplo anterior, es 

decir, conservaremos el punto P como punto que se desplaza pero 

ahora la distancia al punta F 1 ser&, por ejemplo, dos veces mayor 

que la distancia al punto F...,. 
..:;. 

Supongamos que la primera distancia entre P y F~ es uno, entonces 
..::. 

la distancia entre F
1 

y P serl dos. Podernos observar que el 

resLtl tado es vez 
., 

mas una circunferencia. 

:t ig. :?. .14 
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No se piense que las anicas curvas 9ue se pueden generar por 

desplazamientos son la circunferencia y la recta. 

siguiente problema que nos proporciona una 

diferente. 

Car di oi de'*·: 

Analicemos el 

CLlrva bastante 

Tenemos un varilla de longitud 2r que se mueve en el plano 

vertical de tal modo que su extremo inferior se apoye sobre el 

fondo de un hoyo semicircular de radio r y, 

tangencia con un borde del hoyo. 

fig. 2.15 

además, tiene 

Veamos 9ue sucede con los extremos del palo mientras ~ste se 

desliza por el semicírculo. 

/ 

fig. 2.ló 

• La conslrucci.ón anaL(ti.ca de esla curva. se harci en el cap{ lulo 

de Rodami.enlos. 

20 



La trayectoria 9ue van dejando los extremos se conoce como 

c:ardioide. 

Esta curva también se forma a 1 rodar ob ,i e tos y fijar Lm pL1nto, por 

tal motivo su construcci5n analítica y mis ejemplos de su 

formaci5n se harin en el cap!tulo de Rodamientos. 

Construcción Analítica: 

Veremos ahora lo que es la cuestidn analítica; es decir 

veremos matem5ticamente como se van conformando las curvas que 

vimos anteriormente. 

Ecuaciones Parametricas: 

Antes de llevar a cabo ese análisis se dari una breve introduccidn 

a las ecuaciones param~tricas, siendo ~stas las ecuaciones 9ue me 

describen la sr~fica de un punto en movimiento. 

Para empezar todos sabemos 9ue para localizar un punto en el plano 

necesitamos de dos componentes u ordenadas 

tendriamos una funci6n: 

y= f(:-:). 

es decir, 

Sin embargo existen funciones que a su vez dependen de otra 

variable; veamos el siguiente pSrrafo: 

Por deseracia. en ta vida no oc'l.LI'ren estas cosas de un modo tan 

sencillo, y los efectos no obedecen nunca a una sola causa, como 
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aqu{, en donde l.a Y era una consecuencia de l.a X sol.amente, iRUal. 

que en las no'IJel.as malas, en l.as que cada. episodio 

esta justificado por un. s6l.o móvii: la. a.va.ricia., el. instinto 

criminal. del mal.vado o el. sentido de justicia, o el. va.Z.or del. 

heroe. Si., si; pero en l.a real. idad . .. Dos a.tma.s ¡a.y! vi.ven en mi. 

pecho, decía el 8ran poeta FatJ.Sto, y en el.lo tenemos un 

ejemplo psicoUSeico· de una función con. dos vari.abl.es. En 

la. misma Geometría Analítica. 'IJeiamos que la posición de un 

p'Unto en el plano dependía de dos variables X e Y. De l.a F{sica. 

podemos tomar un se~ndo ejemplo: si se encierra un 8a5 en una 

pequena cápsula y se eleva la presión exterior, el. uol.'U!T!en de 

áquel. se reduce; la cápsula se contrae. Este es el caso, 

por ejemplo, de los barómetros aneroides, en cuyas cápsulas se 

ha hecho practica.mente el. vacío y contienen muy poco 8a5. El. 

vol.tllM>n V es, pues, una función de l.a presión p. Pero sabemos 

también que dicho volumen. va:r-Ca con la tem.perat'U.X'a t. Casi 

todos los cuerpos se dilatan ~uando se l.es calienta, y; por 

consi.~iente, el vol.wn.en será también una función de la 

temperatura. Cal.entando un barómetro lo suficiente, Z.a aeuja 

empezará a moverse y a marcar un vol.tunen mas el.evado: En 

realidad, las indicaciones del barÓTTl$tro, esto es el. voiwnen de 

l.as cápsuias. que son las que constituyen el óreano sensible 

de medida, depende de dos variables independientes: p y t. 

Al igual que el ejemple del pirrafo anterior, extradido de un 

J.ibro; (L.:~ mac,Jia ele los numeras - Dr. r~·aL1l t:::ar~l~;on) en nuestra vida. 

diaria se nos presentan muchas funciones come 'stas. 
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El siguiente ejemplo proporc:iona otra visión de este tipo de 

ec:uac:iones. 

Todos sabemos 9ue la temperah1ra en la República Me:dcana varía, a 

veces bastante, dependiendo del lugar donde la midamos. 

Supongamos 9ue 9ueremos describir en el plano XY las diferentes 

temperaturas 9ue registran las capitales de cada uno de los 

estados de la Repdblica Mexicana en determinado día. 

Supongamos que el eje X representa el lugar y el eje Y la 

temperatura. y 

AJ;iS. ·X 

:t'ig. 2¡17 

Pero notemos, tambiin 9ue dichas temperaturas dependen del momento 

en el 9ue sean medidas, es decir 9ue: la temperatura en 

Aguascalientes no seri la misma si la tomarnos a las cero horas o 

las doce del dfa; lo mismo para Chihuahua o Zacatecas o cualquier 

otro lugar. 

Entonces digamos 9ue t representar¡ el lapso.en el cual se van a 

tomar dichas temperaturas, esto es 9ue t podr5 variar entre cero y 

veinticuatro horas por dar un intervalo de tiempo. 
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Esto quiere decir que X depende de t y Y depende de t· 
' 

entonces 

tendremos la pareja ordenada <X<t>,Y<t>> que nos de~erminar~ un 

\ 
punto en el plano. 

Al n~rnero t 9ue varía en un intervalo, o~ t .~ 24 para este 

ejemplo, se ie conoce como parametro, siendo entonces <X<t>,Y<t>> 

las ecuaciones param~tricas. 

Veamos otr aspecto muy importante de estas ecuaciones. 

Aunque nos fijararnos s6lo en una de las capitales, la temperatura 

variaría dependiendo del tiempo, es decir 9ue estas ecuaciones 

involucran siempre gue existe un movimiento. 

Es decir si 9uisieramos describir el camino 9ue va dejando una 

partícula en un intervalo de tiempo, tarnb ién tendríamos 

unas ecuaciones pararn6tricas. 

Ya se había mencionado 9ue el camino 9ue va dejando o describiendo 

un punto m6vil se conoce como trayectoria o trazo. 

Segmento de Recta: 

"" ' Supongamos ahora 9ue tenemos una part1cula 9ue se desliza a lo 

largo del eje positivo X, es decir, se mueve sabre X, y 9ue t varía 

entre O y 1 hora; si dividimos el eje X en 60 min~tos~ entonces: 

~~~~-----~~~~--~~-.-~1~f---• 
.. l. • • • .57 60 

í"ig. 2. ltj 
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La trayectoria 9ue irt describiendo la partícula mientras t va 

aumentando de O a 60 es un se9mento de recta contenido en el 

eje X; si dejamos que t aumente indefinidamente, lo que tendremos 

es la recta del e,ie X, (el lado positivo). 

Entonces podemos decir 9ue las ecuaciones param,tricas de esta 

recta son X<t> = t, Y<t> =O o bien: <X<t>,Y<t» = <t,o> 

Si ahora suponemos 9ue se mueve a lo largo del eje Y y no de X, 

tendremos entonces 9ue t describirle! eje Y siendo las ecuaciones 

't . parame ricas de esa recta X(t) =O , Y<t> = t 

<O,t>. 

, 
o <X<t>,Y<t>> = 

Hasta a9u{ hemos visto las ecuaciones param~tricas de una recta 

paralela al eje X y las ecuaciones param,tricas de otra recta 

paralela al eje Y. 

, 
Supongamos ahora 9ue nuestra part1cula se desplaza sobre el plano. 

lQu~ trayectoria describir¡ si t var!a en el intervalo C0,1J, y 

adem&s sabemos que: X<t> = t = Y<t>?. 

Entonces esto si9nifica 9ue en el momento cero la part{cula se 

encuentra en el origen; despu6s de cinco minutes se encontrar' en 

<X<5>~Y(5)) = <5,5); a la media hora la partícula se encentrar' en: 
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r 

CXC30),Y(30)) = (30,30>; si hacemos los mismos c~lculos hasta 9ue 

haya transcLlrrido toda la hora veremos 9L1e la partrcLlla se ha 

desplazado sobre una lÍnea recta, 
. / 

pero l9u1~n es y d6nde se 

encLlentra esta línea recta? 

F'ues lo antes propLlesto no es otra má's 9ue la recta identidad. 

y 

X 
t'ig. 2 .19 

o 

Analicemos el caso CLlando se presentan las siguientes ecuaciones 

paramétrica~:;: 

:-: Ct> = at + b y<t> = dt +e 

donde a, b, d, e son constantes. 

Antes de continuar se dir¡ que trabajaremos casi siempre en el 

intervalo C0,1J para t; en las funciones donde sea otro intervalo 

se hará mención oportunamente. 

Despu~s de lo anterior podemos preguntarnos . "" ¿cwa1 es el 1L1gar 

geom~tricoj el trazo o trayectori~ que conforman todos a9Llellos 

puntos tales 9ue: 

(:dt),y(t)) = (at + b, dt +E)) 
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Supongamos ahora 9ue b=O, entonces esto implica que lo 9ue tenemos 

en x<t> = at y en y(t) = dt + ~Si a es igual a 1 entonces vemos 

9ue t se empieza- a mover sob~e el eje. X.Si e también es igual con 

cero y d = 1 tendremos otra vez la recta identidad, pero dqu' 

pasa si a y d son otros numeras cualesquiera, clistintos de O y 1? 

Supon9amos 9ue a = d = -1 sntonces si t = 1/4 , esto implica 9ue: 

:-:(t) = -(1/4), y(t) = -(1/.4) 

Si t =1/2, entonces x<t> = -(1/2), y<t> = -(1/2) 

Tendremos entonces la recta identidad pero a partir de a = d = -1 

hasta el origen. Esto 9uiere decir que otra vez tenemos un segmento 

de recta. 

Supongamos ahora 9ue b y e son distintos de cero, entonces, 

d'mosle a a y a d cualquier valor. Sea a=2, b=3, d=2.5 y e=3.5, 

entcmces si 

t = 1/4, N ( t) = 3. 5 , y ( t) = 4. 125 

t == 1/2' :·: ( t) ::: 4 ' y ( t) = 4. 75 

t = 314, x<t> = 4.5 , y<t> = 5.375 

y 
3 -

"Z. / 
~~...._--.!2:--~3~-x 

t'ig. 2. 20 27 



Graficamente vemos 9ue la recta se recorre sobre el plano xy. 

En conclusi6n podemos decir 9ue: 

x<t> = at + b , y<t> = dt +e 

son las ecuaciones param,tricas de una recta; y 9ue 
, 

aparecera en 

cualquier cuadrante del plano cartesiano, dependiendo de los 

valores 9ue tomen las constantes a, b, d, y e. 

Hagamos ahora un poco de &l9ebra; sabemos 9ue las dos componentes 

depende del tiempo t, entonces podemos escribir: 

d 
e = t = t ; 

y 

como ambas son igualP.s a t entonces: 

y e N b 
= d a 

entonces: 

ay - ae = dH - db 

ay - d>: - ae + db = (l 

Escribiendo lo anterior en una forma más familiar y considerando 

9ue a, b, d, y e son constantes, entonces: 

d>: + ay + c = O 

lo cual indica 9ue hemos llegado a la ecuacion cartesiana de la 

recta. 

Si escribirnos a y en funcion de x tendremos: 

y= (d/a)x +e/a 

si llamarnos a Cd/a) = m y a (c/a) = b entonces: 
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y = m>: + b 

siendo esta la ecL1ació'n pendiente int'ersección de L1na recta. 

Con esta Liltima ecL1ación hemos llegado a obtener Lma e:-:presión del 

tipo de y= f(x>, a partir de las ecL1aciones param~tricas de Llna 

recta. 

Circunferencia: 

.. 
SL1pon9amos ahora 9L1e una part1cula se mueve sobre una trayectoria 

que tiene siempre la misma distancia a partir de un punto dado. 

fig. 2.21 

Sin 1L19ar a dL1da se intL1ye una ~efinici6n del clrculo; ·es 

decir que, mientras t se mueve en cierto intervalo, la distancia 

entre el centro y cualquier punto de la trayectoria es constante. 

'.,leamos .:."\hora cuales podrí'an ser las ec:uaciom::s param~tricas ele 

esta curva tan familiar. 

Supongamos 9ue la distancia d entre el centro del c!rculo y la 

trayectoria es 1; es decir 9ue tenernos un c{rculo C de radio r = 1 
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entonces gue las 

c(rculo sean las siguientes: 

ecuaciones ~t . parame ricas 

x = cos t ; y = sen t , donde o~ t ~ 2n 

Pero .por 9u' precisamente estas funciones y no otras? 

del 

Bueno, en primera instancia por 9ue si tuvieramos un punto P sobre 

,,, 
el circulo C para localizarlo necesitamos las componentes x e y. 

llb,o> X 

t'ig. 2.22 
Si interpretamos a t como el ángulo 9ue forma el radio CJL\e pasa 

por P, entonces: (fig.:;?.:1:2.) 

cos t = :-:Ir y sen t = y/r 

pero r = 1 entonces resulta gue: 

cos t = x; sen t = y 

Por otro lado si t = o, entonces ces O = 1 y sen O = O esto 

implica que estaríamos en el punte A; si t =n/2 entonces : 

cos n12 = o y sen n12 = 1 

y estariamcs en el punto B 
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Si t continua tornando valores hasta 2íl entonces se habrg concluido 

una vuelta al círculo unitario. 

Otra raz6n para decir que estas funciones son las ecuaciones 

param,tricas de un c!rculo es el siguiente ar9úmento rnatem,tico: 

Si 

x = cos t, y = sen t 

elevando al cuadrado tenemos: 

2 2 2 2 x = cos t , y = sen t 

si sumamos ambas ecuaciones obtenernos: 

2 2 ? 2 x + y = cos-t + sen t 

esto implica que: 

2 2 
X + y = 1 

Obteniendo as! la 
. , 

ecL1ac1on cartesiana del c Írculo • Pero esta 

ecuac ió'n también puede depender de :-: , es decir: 

2 1/2 y = (1 - X ) 

Vemos que hemos llegado a una expresi6n de la forma y= f<x>, al 

igual que en el caso de la recta, 9ue a partir de las ecuaciones 

paramitricas obtuvimos la ecuaci6n cartesiana, hasta llegar a una 

expresi6n del tipo y= f<x>. 

Sin duda alguna y bas5ndoncs en los resultados obtenidos pcdriarnos 

decir 9ue cual9uier ecuaci5n 9ue podamos e:-:presar en la forma y = 
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f Cx> podemos parametrizarla, es decir obtener sus ecuaciones 

param,tricas para cierto intervalo donde se mover' t. 

No es necesario gue la letra t represente al parámetro p1.1ede ser 

cualquier~ por ejemplo, s, w, etc. 

Algunas veces es 
, 

mas fácil trabajar con las ecuaciones 

param~tricas 9ue con las cartesianas. Ejemplo de esto lo veremos 

con las siguientes curvas. 

Despu~s de este anilisis ya podemos relacionar las ecuaciones 

vistas anteriormente can las curvas 9ue vimos. 

En el primer ejemplo,vimos 9ue al resbalar una regla sobre l.:.<. 

pared, y fijar el punto medio en la escalera, se generaba una 

circunferencia, cuyas ecuaciones parametricas son: X<t> = ces t 

YCt> = sen t. Sin embargo al fijar otro punto 9ue no fuera el 

punto medio, vimos 9ue la curva generada fue una elipse, 

cuyas ecuaciones veremos en el siguiente tema, c:¡ue es el de 

... 
canicas. 

Así mismo en el. e,iernplo de los relojes se " genero una 

circunferencia, donde las ecuaciones param¡tricas son las mismas. 

Tambifin vimos en el ejemplo de las des personas 9ue caminan en 
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En conclusion este cap{tulo nos ha servido para echar a volar 

nuestra imaginacion e idear al9unos otros mecanismos de donde 

poder encontrar fisuras simples, 9ue al moverse el punto 9ue la 

traza, revelarán distintas propiedades o conformarán diferentes 

familias, as{ mismo podemos encontrar en situaciones complejas a 

curvas tan conocidas como la circunferencia o una recta. 
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CONICAS 

Hablaremos ahora de las *c6nicas*, de dcdmo se van 9enerando 

estas curvas a partir de movimientos mec~nicos, como el método 

del jardinero; tambi~n se verin algunas de sus propiedades y 

de su construccidn analítica, en donde se deducen sus ecuaciones 

cartesianas. 

Otro aspecto interesante es 9ue casi nunca vemos estas curvas como 

cónicas; con más precisión si nos preguntan 9L1e curva es la 

siguiente: 

fig. 3.1 
diremos 9ue es una elipse, pero ldónde están los focos? 

¿satisfacerá la definición de elipse?. Las otras cónicas, 

la hipérbola y la parábola se encuentran en la misma sitL1acibn. 

fig. 3.2 
í'ig. 3. 3 
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F'ara poder responder a estas pre9L1ntas veremos también la solución 

que di6 Pierre Dandelin (1794-1847). 

Veamos CJLle nos dice la historia acerca de las secciones cónicas. 

SLl descL1brimiento se atribuye a Menecmo, discfpulo de EL1do:{o, pero 

es a traves de Papus por 9L1ien se sabe que ELlC 1 ides también 

escribid al respecto. 

De los 9rie9os, 9L1ien produce el traba.jo más importante es 

Apolonio de Per9a, apodado Epsilon, quiz¡ por ser el n6mero del 

aula donde habitualmente hacia sus disertaciones; escribid ocho 

libros sobre las c6nicas 9ue han sido conservados hasta nuestra 

~poca, los cuatro primeros en griego y los cuatro a1tirnos en 

árabe. 

Comenzaremos por platicar una anicdota sobre el trazo de la elipse 

al 9L1e se le conoce como el Método del Jardinero. 

Elipse: 

Toussaret, jardinero de la corte de Luis XVI de Francia, pas6 a la 

historia, sin darse cuenta, por haber proporcionado un m5todo para 

construir la elipse. 

Im.::\ginemos a T0t..1ssaret en un caluroso día d~;;- verano, arrastrando 

taciturno su carretilla por el parque de Versalles, con los ~tiles 
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de trabajo para plantar en un rinc6n un macizo redondo de unas 

flores raras que los colonos de Quebec habían enviado al Rey. 

En el lugar asignado, encontró tambi~n una estaquilla en el sitio 

donde el maestro quería qL1e estuviese el centro. Además, le había 

dicho 9L1e el diámetro había de tener seis pasos de longitLld y como 

Toussaret no era precisamente famoso por su buena memoria, lo 

primero 9ue hizo fue medir los seis pasos antes de 9ue se le 

olvidara el numero. Se dispuso a preparar la cuerda con la que 

iba a trazar el c(rcL1lo. Conviene saber que a los jardineros les 

resL1lta cómodo utilizar la cuerda doble y variar SLI longitud 

mediante un nudo; así resulta un gran lazo, con el 9ue se rodea la 

esta9uilla; despues se introduce en el el aguij6n y con este se va 

trazando el circulo. Así lo hacia tambiªn Toussaret; s6lo 9ue la 

desgracia, o'la fortuna, como se le 9uiera llamar, hizo que el 

lazo 9ue nuestro hombre arrojara a la estaquilla se enganchase 

también en Lm es9L1eje o tal lo aislado, si tL1ado un par de pasos más 

alli y 9ue -dicho sea en descargo de Toussaret- muy bien podía 

pasar inadvertido a cualquiera. 

Toussaret fue lo bastante ciego como para no darse cuenta, y trazo 

tran9L1i lamente SLl 1. Ínea; 9Lli to el cesped, removiendo la tierra y 

la estercol~ a conciencia. Sin embargo cuando el maestro 

jardinero descubrid la figura de huevo del macizo 9ue Toussaret 

habia preparado se encoleriz~ vociferando palabrotas pero 

T '" h b"" '" j El (c:i_sc:/11dr.".>lo cJ1's·'"1"'C::i,J·o de c::11 ou~;sarc;;i\, s~= a J.a ya mi::i.rc11ac o. _, " J .., ·'. pas<:~ci 
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al duque de Grandlieu y le hizo s~lir de sus obstinados 

pensamientos, que para no desentonar én esta historia de c:{rculos 

frustrados, giraban alrededor de la marquesa de P, y se acerco a 

enterarse de lo sucedido. 

Lo que vio, sin embargo, no fue un macizo deforme sino un trazo 

bastante gracioso: 

----------,,. .. '"" ... , .; \ ' , , .. \ ' ' .... \ ', 
~ "---------i ) 
' , 

:t'ig. 3.4 ' ; 
, __________ __ 

Recomendándole al maestro jardl.nero, frotase los adormilados ojos 

y admirara la armonra de la figura, d¡ndose cuenta de que 

Toussaret habla hecho algo realmente extraordinario. 

Sin embargo, todo ocurri6 como tenía 9ue ocurrir Toussaret no se 

había dado cuenta de que puediera haber hecho otra cosa que no 

fuera un c!rculo y ni a6n con la mejor.voluntad pudo explicar como 

había conse9Ltido el trazo de ac:¡uella magnífica figura pero tuvo el 

firme convencimiento de que el demonio le había hecho una 

.jugarreta. 

En fin, falso o cierto, estas curvas han dado mucho que decir a 

varios matemiticos. 
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Consideremos ahora una constrL1c:c:icfn má's geométrica. dQuién será la 

curva 9ue describe el punto P si permanece constante la suma 

de sus distancias a dos puntos fijos llamados F
1 

y 

Tomemos un hjlo, atemos sus extremos a dos alfileres clav,ndolos 

en una hoja de papel de modo 9ue el hilo 9uede libre. Si ahora 

estiramos el hilo mediante un l&piz colocado verticalmente y 

manteniendo el hilo bien restirado, comenzamos a desplazar el 

l.ápiz apretando levemente sobre el papel, SLl punta 

describir¡ una curva ovalada semejante a un c!rculo achatado 9ue 

se conoc:e como elipse. <fig. 3o5) 

fig • .3., 
Para obtener la elipse completa, una vez trazada la mitad, habrl 

que pasar el hilo al otro lado respecto a las alfileres. 

Es evidente 9ue la suma de las distancias del punto P a los puntes 

fijos F
1 

y F
2 

permanece constante durante todo el tiempo; esta 

suma es igual a la longitud del hile. 

La €dips-e t:lene una prop:i.ec.ie;1d d(;:J re.»fl!~:d.ón, e~.; decir si Llna f1_1ente 
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de luz o sonido si coloca por ejemplo en F
1

, entonces los rayos o 

las ondas se relejaran en el otro punto F~, de ah! que el nombre 
,¡;. 

de estos puntos sean los de focos de la elipse. 

Si encorvamos una franja estrecha metilica bien pulida, dándole 

le forma de elipse y colocarnos en uno de sus focos una fuente de 

luz, SLIS rayos despL1es de reflejarse en la franja, se reunirán en 

el otro foco y por consiguiente, en este LÍltirno también se 

verá Lina fuente de luz. (fi9. 3.6 

Para los amantes del billar se dice que si se construyera una mesa 

de biliar en forma de elipse con una buchaca en uno de los 

focos, entonces cualquier tiro que se originara en el otro 

foco, sin efectos, nunca fallaría y la bola entraría siempre a la 

buchaca. 

De manera seme,iante, si un techo es el (p'tico con dos focos en el 

piso pero considerablemente separados entre 

cual9uiera 9ue hable en voz ba.ja en Lino de 

.. si, 

los 

entonces 

escuchado en el otro foco. 
,,. 

Por ejemplo, dos 9aler1as de susurros 

existen en Statuary Hall en el Capitolio en Washin9ton, o.e. y en 

el Tabern5culo Mermen de Salt Lake City Utah. 
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Otro lugar en donde encontramos esta curva es, por ejemplo, en el 

caso mas sencillo de que cortemos una rebanada sesgada de 

un embutido o cuando inclinamos un vaso con asua, la capa superior 

desr.:ribe L1n elipse. (fi9. J.7 ) 

fig. J. 7 

Otro ejemplo que todos conocemos es la drbita en la cual 

giran todos lbs plane~as alrededor del sol, en forma de 

elipse. A prop5sito de este movimiento, se cuenta 9ue en el siglo 

IV a.n.e. Eudo:do buscó Llna f&rmula 9L1e e:-:plicara las 9ue 

parecian ser trayectorias planetarias en forma de lazo. 

Creyendo que los planetas describian orbitas alrededor de la 

tierra en cfrcL1los perfectos; pero esta teor(a dejaba sin 

explicar las causas por las cuales los planetas palidecian y 

aumentaban de brillo. 

En el si9lo II Tolomeo ide6 un sistema en el cual los planetas 

giraban en c{rculos pe9ueRos al mismo tiempo 9ue describian sus 

5rbitas en terno de la tierra. 
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Fu~ hasta 1609 cuando Johann's Kepler describi6 correctamente 

;' 

las trayectorias de los planetas; sus calculas~ basados en que la 

velocidad de un planeta depende tje su distancia al sol; indicaban 

9ue dichas trayectorias eran elípticas.* 

Despu~s de imaginarnos estas formas para generar a la elipse y de 

ver algunas de sus propiedades, continuemos con la par~bola. 

Parábola: 

F'ara continuar con las cónicas,· hablaremos ahora de la parábola. 

Tracemos una recta vertical cualquiera DiD2 , tomemos un punto F 

fuera de la misma y hagamos 9ue .la punta M del l~piz se desplace 

de modo 9ue en todo momento sean iguales sus distancias a la 

recta y al punto F 

n, JH 
F 

fig. J.B º2 
Si tomamos una re9la, una escuadra y un hilo de longitud SN, y 

at~mos al punto S de la escuadra un~ punta del hilo y el extremo 

libre del hilo a un alfiler clavado en el punto F Cfi9.3.9 

"l'I~ ' . 
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o, 

fig. 3.9 

Si deslizamos la escuadra sobre la regla, es decir sobre la recta 

DiD2 ; la punta M del l&piz, 9ue estira el hilo y lo aprieta contra 

la parte libre de la escuadra, estará a una misma distancia de la 

regla y del alfiler, es decir: 

NM = MF 

' La punta describir' una parte de la l~ea llamada par,bola. 

Para obtener una porci6n mayor de esta curva, habr¡ que tomar una 

escuadra de cateto mayor y una re9la m&s lar9a. La par&bola 

consta de una rama que se extiende indefinidamente. 

El punto F se denomina foco de la par&bcla; la recta trazada DiD2 

se conoce comp directriz, y prolcn9ada constituye el eje de 

simetría de la par¡bola y se denomina simplemente eje de la misma. 

Al igual gue la elipse, la par,bola tarnbi6n tiene la propiedad de 

reflexi6n. 
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Supongamos una franja met&lica estrecha, bien pulida, y 9ue tiene 

forma de parábola, los rayos de L\na fLlente de lLtz colocada en el 

foco, despu~s de reflejarse en la franja ir'n paralelamente al 

eje de la par~bola. Reciprocamente si un haz de rayos paralelos al 

eje de la paribola incide sobre la franja en forma de par&bola 

los rayos se reLmirán después de refle,jarse en sL\ foco. (fig. 3.10). 

fig. 3.10 

En esta propiedad de la pargbola se basa el empleo de los espejos 

parab6licos en los faros de autom6viles y en general en los 

reflectores. En lugar de franjas en el proceso de rectificaci6n 

de estos espejos se emplean los llamados paraboloides de 

revoluci6n; otro ejemplo son las antenas de microondas o antenas 

parabál icas. 

Esta curva la encontramos en varios casos por ejemplo si lanzarnos 

una piedra~ no verticalmente, describir' una par,bol~ de la misma 

forma si se lanza un proyectil tambiin de~;cribir&. Ltna 

sin embargo la resistencia cle1 

,,. 
parabol.:1, 

en .:i.mbos 

lanzamientos,obteni~ndose una par,bcla distorsionada~ pero en el 

vacío, resultarra una par&bcla exacta. 
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Otros ejemplos de formas parab6licas son las de los cables 

principales de un puente col9ante.Sin embar90 un cable que cuelga 

libre, fijo en sus extremos, 9enera otra curva interesante: la 

catenaria. 
y 

(200, SO) 

Carretera 

fig. 3.11 

Un ejemplo má's de donde podemos observar la parábola es cL1ando un 

jugador de baloncesto lanza un tiro libre hacia la canasta, 

la trayectoria 9Lte describe el bal~n es una parábola. (fi9. 3.12) 

parábola 

'\.--.. ,..,, . 
/' 

; 
Hiper bolas 

Hablaremos ahora de la 6ltima curva c6nica: la hip,rbola.Cuando se 

introdujo la elipse se habl6 de que permaneciera constante 

la suma de las distancias del punto M 9ue describla la elipse a 

dos puntes fijes F1 y F2 • 

Consideremos ahora el caso de la diferencia. Para garantizar el 
,,. 

movimiento necesario del lapiz, clavemos dos alfileres en los 
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puntos F
1 

y F
2 

y fijemos una regla en uno de ellos de modo 9ue 

'sta pueda girar alrededor del alfiler. 

Tomemos un hilo, m~s corto 9ue la regla, y fijemos una de las 

puntas al extremo S de la regla y el otro al alfiler F,.,,. 
..,;. 

Estiremos ahora el hilo apretándolo contra la t:.egla mediante la 

punta M del lá'pi:z. '(fig. 3.13 
s 

fig. 3.13 

Entonces la diferencia entre las distancias MF
1 

y MF
2 

seri igual a 

la dif~rencia entre las lon9itudes de la re9la y el hilo, es 

decir: 

Si giramos la regla alrededor de F
1 

apretando contra ella el l'pi:z 

y manteniendo restirado el hilo, el lapi:z describir~ una curva tal 

9ue la diferencia ser' siempre la misma e igual a la diferencia, 

llamernosle m1 entre las longitudes de la regla y del hilo. De esta 

forma obtendremos s~lc la parte superior de la curva a la derecha. 

Para obtener la parte inferior habrÍ 9ue colocar la regla de modo 

9ue aparezca por debajo y ne por encima de los alfileres. 
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Para obtener la parte de la iz9uierda de la curva fijaremos la 

regla en F...,, por encima del alfiler, o.bteni~ndose otra vez la 
..:.. 

parte superior y para obtener la parte inferior del lado iz9uierdo 

procedemos como vimos anteriormente; de esta forma obtenemos lo 9ue 

es la curva hiplrbola, la cual se considera una sola curva. 

Al i9L1al 9L\e la parábola, la hip~rbola se prolonga 

indefinidamente.El resultado serl el siguiente: 

fig. 3.14 
De esta 9rlfica se pueden ver varias cosas: 9ue entre la curva 

hipérbola está inscrito Ltn rectá'n9L1lo c::¡ue toca a c:ada Lma de las 

ramas de la hip~rbola, en el punto donde estas Gltimas cruzan el 

eje X; 9ue la distancia entre dichos puntos y los focos de la 

hip~rbola es la misma; que la longitud de dos de los lados del 

rectán9L1lo son i9t.1ales y de la misma forma a los otros dos; 9ue 

por los v'rtices del rec:t¡n9ulo y su centro pasan dos rectas y que 

además las ramas de la hip~rbola se van pleg,'.:\ndo a dichas rectas. 

De a9u( que exite ct~a forma de construir la hip¡rbola. 
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Llamaremos por su nombre a cada uno de los argumentos antes 

citados. 

/ 

Las rectas a las cuales se pegan las ramas de la hip,rbola se 

llaman ejes asint~ticos; el punto donde se cruzan o intersectan 

estas asíntotas es el centro de simetr(a o simplemente centro. Los 

puntos donde la hip,rbola teca al eje X se llaman virtices. 

Tomemos en cuenta que: la diferencia entre las distancias del 

punto A
1 

a F
1 

y de A
2 

a F
2 

es la misma, es decir: 

= A.-.F~ 
..::.. .a::. 

Es decir que por la simetr(a de la hipérbola podemos escribir~ CJLte: 

A
1

F
2 

·- A
2

F
2 

= m 

Dicha diferencia es igual a A1A2 , es d~cir igual a la longitud del 

eje real de la hip~rbola. 

Ahora sí, tracemos primero los e,jes de simetria, X, Y y tomando en 

X los focas F 1 y F2 a igual distancia del centro: 

X 

t'ig. 3.15 
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DespL1és sobre el mismo eje se i:ontrL1yen a ambos lados del centro 

se9mentos igL1ales a la mitad de m o sea a la mitad de la 

diferencia dada entre las distancias de los puntos de la hip~rbola 

a SLlS focos, obteni~ndose los vertices A1 la misma y A,., a 
""-

distancia que existe entre el origen y los v~rtices nos permitir¡n 

encontrar los puntos B1 y B2 • 

y 

~I o 

fig. 3.16 
Ahora podemos construir un rectangLllo PQRS y por ultimo trazar y 

prolongar las diagonales o as!ntotas (fi9. 3.17> 

fig. 3.1·1 

Si el rect~ngulo resulta un cuadrado como en el caso anterior, es 

decir, esto ocurre cuando las as(ntotas son perpendiculares 
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entonces la hipérbola se denomina e9uilatera. <fi9. 3.lts > 

Y otra 

' ' ' 

t . " represen ac 1 on 

(fig.3.19 

' ' ' ' '· 
/ 

'Á1 

I 
I 

fig. 3.us 

I 

/ 
I , 

.. 
' ' ' 

de la hip~rbola es 

fig. 3.19 

la no eguilatera. 

Veamos ahora gue el hecho de 9ue se les denomine secciones c6nicas 

es porgue si intersectarncs un cono circular con un plano en 

diferentes formas obtendremos desde una circunferencia. la 



------ ...... ,,- ... , ,, \ ,.,, .... ----- .... 

' , .. , ...... ______ .,,,, ' .. ________ ,,..,,,,. 

a) b) e) 

3 .. 20 

El dibujo de la figura a) nos representa a la figura completa de 

la elipse, en b) se presenta una parte de la par,bola, es decir 

9ue tendríamos 9ue tomar un cono y un plano paralelo 

a cualquier 9eneratr{z del cono que se prolon9aran 

indefir1idamente, para as{ obtener la fi9ura de Ltna parábola 

que se extendiera indefinidamente. Y finalmente en el e> se tiene 

pat1te de la figura de la hipérbola.Es obvio que si el plano 

estLlviera paralelo a la base del cono, la fi9L1ra sería una 

circunferencia de distinto tamaAo dependiendo de donde se 

encontrara el plano; pero si intersectaramos al cono con el plano 

en S, solo veriamos un punto. 

Esferas de Dandelin: 

Otra propiedad curiosa acerca de las c6nicas descubierta en 1822 

por Lambert Adclphe Jac9ues Quatelet y Germinal Pierre Dandelin 

son las llamadas esferas de Dandelin. 



Consideremos l• elipse dad• por la intersección del cono circc\lar 

recto C con vé'rtice V y plano P. 

De todas las esferas con centro en el eje del cono C y tangentes a 

'ste, hay dos que son tambiln tangentes al plano P¡ una por encima 

y la otra por debajo del plano• (fi9. 3.'-1 

J 

fig. 3. 21 



Los puntos de tangencia de estas esferas y el plano P son los 

focos de la ·elipse y la longitLtd del se9mento de generatríz 

ccimprendida entre los c:Írc:Ltlos de tangencia de cada Ltna de las 

esferas y el cono <segmento QQ') es la constante de definici6n. 

La hipérbola: para esta cLtrva también encontramos 9Lte los focos 

vienen dados por los puntos de tangencia de las Esferas de 

Dandelin y el plano que la contiene y la constante de la 
' 

clefinic:ión viene dada por QQ'. Uig. 3.22) -"' 
-- ·-- ,. - ...... ·-·· 

fig. 3.22 

E:n el caso de la paráboli:.\ s:.álo se tiene una esfera de Dandel in '-1Lle 

se encuentra situada entre el virtice V y el plano P~ su punte de 

tangencia es el foco F. La directr{z de la parabola es la 

intersección del Plano P y del plano que contiene al ~rrculo de 
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tangencia de la esfera de Dandelin y el cono. (fi9.3.23 

'Y// 
\ ' 
\·' 

fig. 3.23 

Construcci6n Analítica: 

A c:ontinL1ación hablaremos de la cuestión anal.{tica de las 

curvas vistas con anterioridad. Empezaremos con una de las m's 

familiares: la circunferencia. 

Circunferencia: 

Supcn9amos 9ue en un plano dibujamos un circulo C, con un compas y 

por su centro trazamos la cruz de los ejes X e Y, Em el plano 

l.eeriamos las coordenadas de un punto cual9uiera sobre el circulo 

C pero Como saber si un punto P cualquiera esta o no sobre C? 

Si sus coordenadas fuesen X e V y su distancia al origen fuera s, 
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fig. 3.24 

entonce• por el teorema de Pitigoras tendriamos: 

2 2 2 
s = :-: + y 

Si el punto P estuviera sobre el círculo, su distancia s al origen 

tendría que ser precisamente i9L1al al radio r del círculo. Por 

consiguiente, para todos los puntos del c0~culo ser~ v~lida la 

relac:ion: 

2 2 2 
>: + Y = r 

Mediante esta rel ac: i6n c¡ueda entonces reP.resentada una 

circunferencia en la geometr!a de los n6meros. 

Pero ya no resulta difícil trasladar estos razonamientos al caso 

en 9ue el centro del círculo no coincida con el ori9en de 

coordenadas; si llamamos h y k a las coordenadas de dicho centro y 

de acuerdo otra vez con el Teorema de Pit~goras, tendremos: {-fi 8. 

3.25 ) 
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Elipse: 

fig. 3.25 

1 
1 
1 
1 
~ 
1 
1 

? r) ''J. 

(x - h)- ~ (y - k>~ - r~ 

Examinemos ahora el conjunto de puntos de una curva plana en la 

que es constante la suma de las distancias de sus puntos M a dos 

pLmtos f i.jos F 1 y F 2;. los c:uales llamaremos focos. 

Llamemos r 1 y r 2 a las distancias de uno de dichos puntos M a cada 

uno de Íos focos F1 y F2 ; supongamos tambi~n gue estos dos focos 

están sobrel el e.je coordenado X a quien se denominará el semie.Je 

m.:\l.yor de ia elipse, siendo el semieje menar el e,ie Y; y adr2más e:L 

punto medio entre F1 y F2 coincide con el origen de nuestro 

plano coordenado. 
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1 

X 
fig. 3.26 

Pero la suma de las dos distancias conserva un valor constante 

llamemosla 2a, entonces: 

r + r = 2a 1 2 

As! mismo llamemos por 2c a la distancia jF1F2 1 entre los focos 

F1 y F2. 

Analicemos los casos cuando aS e; para a< e el conjunto buscado 

es vac{o, ya qw? en el plano no hay ningún pLtnto M par'a el· cL1al: 

y si a = c el conjunto representa en si el segmento F1F2 .Por lo 

tanto el conjunto de soluciones cuando a S e no presenta inter~s. 

Supon9amos 9ue las coordenadas de F2 son <c,O> y como F1 y F2 

son sim,tricos respecto al origen entonces F1 

coordenadas <-c,O), entonces: 

d<M,F2 > + dCM,F 1J = 2a 

debe 

esto implica que, por la definici6n de distancia. tenernos:· 

-,.., . 2 1/2 .2 . 2.1./2 
[(:·:-e)~. + (y-O) ] -l· [ (:·:·t-C) +(y·-U) J ~-.: 2a 

tener 

si elevamos ambos miembros al cuadrado y reordenamos, obtendremos: 

7 2 11? ? ~.y2,]1/2 C (::-e) ··+y J · ·· = 2a - [ (:·:+e)·- • 

~ ~ 2 2 - . 2 2 1/2 2 - 2 2 
x~-2cx+c~+y = 4a -4aL\x+c) +y J +x +~cx+c +y 
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2 2 1/2' 2 aC<x+c) +y J =a +ex 

elevamos nuevamente al cuadrado: 

2 ? 2 2 4 2 2 2 
a <x-+2xc+c +y ) = a +2a cx+c x 

2 2 2 2 2 2 4 2 2 
a x +a e +a y = a +e x 

2 2 2 2 
a x - e x + 

~ ~ ~ 

- e~> + a~y~ = 
? ? ~ 

dividiendo can a-ca- - e~) obtenemos: 

~ ~ ~ ~ ~ 

<x~/a~) + yk/(a~ - e~> = 1 

0 ~ 2 
definimos b~ = a~ - e donde b > O 

entonces: 

siendo esta la ecuaci6n cartesiana de una elipse~ sin duda 

al9una podemos tener una elipse 9ue no tensa su centro en el 

origen de nuestro plano, .~ 

cuya ecuac1on, en tal caso, 

Hip~rbola: 

Pasemos a examinar otra c6nica: la hip~rbola 9ue par definici6n es 

el conjunto L de todos los puntos en un plana tales 9ue el valor 

ab~aluta de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos 

<los focos) es constante. 

Escosamos un sistema coordenada de manera 9ue los focos sean 

F
1 

(-c,O>, F
2

(c,0) y denotemos la diferencia constante por 2a: 

entonces un punto.P<x,y) esta en la hiPerbcla si y solo si se 

cumple una de las dos desigualdades si9uientes: 



d<P,F 1> - d<P,F,.,> ... = 2a --------(1) 

d<P,F...,) - d<P F ) - 2a --------(1) 
..::. ' 1 

Si > el c:on junto L 
,,. 

el plano hay a e: es vac:10, ya <:¡Lle en no 

pLmto P para el cL1al: 

Si a= c el conjunto L representa a la recta <F1,F2 >, hay c¡ue 

excluir el segmento CF 1,F2 J. 

En el caso de que a < c el conJunto L consta de dos l{neas o ramas 

( f ig. 3. 27 ) y 

fig. 3.27 

Entonces las desigualdades son equivalentes a: 

d<P,F
2

> - d(F',F
1

> < 

d(P F ) -· d(F',F, ... ,) < 
' 1 ..::. 

d<F 1 ,F2 > 

d<F
1

,F
2

> 

Utilizando Cl) y el hecho de 9ue dCF
1

,F
2

> = 2c entonces: 

j d ( P, F 
2

) - d (F' , F\ > j = 2a 

esto implica 9ue: 
... , .• , l / ....... r::· ..... 1 ¡ r-. 

IC<:-:-c)..::. +<y - (l)'::.J .. ,::. - [(;.:+e:>~+ <y-0)..::.J .. ..::: = 2a 

como en la curva anterior, .; 
hacemos un peco de algebra y llegamos ~ 
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2 e 2 - a 

2 2 2 2 ,., 
x /a > - y /(e - a~) = 1 

con b > O entonces: 

siendo esta la ecuaci6n cartesiana de una hip~rbola. 

Parábola: 

Finalmente veremos la par,bola que es el conjunto D de todos los 

puntos de un plano 9ue e9uidistan de un punto fijo F <llamado 

foco> y de una recta fija 1 <llamada directriz> ambos contenidos 

en el plario. 

Supondremos 9ue F no se encuentra sobre 1 ya que si as{ sucediera 

entonces se dice 9ue la par~bola degenera en una recta. 

Si P es cualquier punto del plano y P' es el punto sobre 1 

determinado por una recta que pasa por P y es perpendicular a l, 

entonces P esta sobre la paribola si y solo si : 

d(F',F) ::::: d(P,P') 

La. recta que pasa por F y E;Js perpendic:Lll<:\r a la directriz se llama 

el eje de la par~bola. El punto V sobre el eje, 9ue se encuentra a 

I 
medio camino entre F y J. se llama el v~rtice de la parabcla. 

X 1 ---·------
Y::-fJ pt1t.,•f) 

í'ig. 3.28 
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,, 
Escogamos el eje Y como el eje de la parabola, con el origen en el 

vértice V. El foco F Tiene coordenadas <o,p) para .::i.19Ún número 

real p distinto de cero y la ecuaci6n de la directriz es y = -p 

A partir de la f6rmula de la distancia vemos que un punto P(x,y> 

esti sobre la par¡bola si y solo si: 

2 e <:·:-o> + <y P) 2J1/2 ? + (y + p)2J1/2 = [(:·~-H) ..... 

elevando al cuadrado: 

2 ·? 2 
X + y- - 2yp + p 

'"" -. == y..;.. + 2yp + p..;.. 

entonces: 

2 
N = ll·YP 

Hemos demostrado 9ue las coordenadas· da cual9uier punto <::,y> 

sobre la par&bola satisfacen la ecuaci6n anterior, siendo ista la 

ecuacion cartesiana de una par5bcla con foco en F<O~p> y 

directriz y = -p 

Si p > O la par~bola se abre hacia arriba y si p < O la paribola 

se abre hacia abajo. 

,,. 
Si el eje de la parabola se coloca a lo largo del eje X ocurre una 

situaci6n similar. Si el v~rtice es VCO,O>, el foco F(p,O> y la 

ecuaci6n de la directriz x - -p, entonces, obtenemos 

Si p r O la par,bcla abre hacia la derecha, mientras que si p < O 

la par¡bola abre hacia la izquierda. 
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Hemos hasta ~ a9L11 deducido las ecuaciones cartesianas de las 

cónicas (elipse, hipérbola y parábola) sin embargo este nombre 

viene de 9ue dichas curvas se obtienen al intersectar un cono 

r~c~u c~n un plano, lo cual casi nunca vemos. 

Si nos preguntamos 9u~ curva se presenta en la siguiente figura: 3.29 
• 

fig. 3.29 

sin lu9a1~ a dudas diremos c:¡L1e es Lma elipse, pero ddónde están SLIS 

focos?, Jcuánto vale la constante de la definición?, realmente, 

satisface la definición dada? 

·Esta y otras preguntas motivaron a Pierre Dandelin y a Adolphe 

Quelet t.':\ hac:e1·~ la siguiente construcción. 

Esferas de Dande~in: 

Consideremos antes dos observac i emes 9ue nos ayL1darán: 

Primera: Sea S una esfera y P un punto exterior a ella. 

y PT' rectas tangentes a S, trazadas desde P, con puntes de 

tangencia T y T' re~pectivamente,entonces los segmentos PT y PT' 

tüme:·n J.a misma lc:ingitud. (fig. 3.30) 
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l 

fig. 3.30 

Se9unda: Sea C un ~ono recte con v'rtice V y eje L. Sea S una 

esfera con centro en L y tangente al ceno C. Todos los puntos de 

tangencié\ e9uidistan del vértice V y forman un círcL1lo 

perpendicL1lar al eje L. \fig. 3.31) 

t'ig. 3.31 

Consideremos la elipse dada por la interseccidn del cono recte C 

con vértice V y el plano F' (fi9 •. 3.32) 
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De todas las esferas con centro en el eje del cono C y tangentes 

a ~ste, hay dos que son tambi~n tangentes al plano P, una situada 

por encima del plano P del lado del v~rtice V del r~ono C· 
' 

y la 

otra del lado opuesto. Estas son las esferas de Dandelin. (fi9J.jj) 

fig. 3.32 

fig. 3.33 
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Los puntos de tangencia de estas esferas y 

focos de la elipse y la lon9itud del 

el plano 

segmento del 

p son los 

generatriz 

comprendida entre les círculos de tangencia de cada una de las 

esferas y el cono <se9mento QQ') es la constante de la definicidn. 

Vearno::; por que: (fig. 3.34 

t'ig. 3.34 

Como las rectas PF y PQ sen tangentes a la esfera S, los segmentos 

PF y PQ tienen la misma longitud primera obset~var.: i é:in) ; 

analc9amente les segmentos PF' y PQ' tendr'n la misma longitud, 

entonces: 

PF + PF' = PQ + PQ' = QQ' 

dende QQ' es la constante de definici6n, pero: 
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QQ' = VQ' - VQ 

la cual no depende del punto P (segunda observacidn> 

A continuaci6n probaremos 9ue haciendo uso del mismo cono recto C, 

podemos obtener cual9uier elipse. Para ello, notemos que una 

elipse est¡ determinada por el eje mayor (segmento ab) y uno s6lo 

de los focos, por ejemplo F, pues sabemos que: 

y además: 

aF' = Fb 

y 

fig. 3.35 

ab = PF + PF' = k 

b 

Ahora bien, dada la distancia ab y el cono e, podemos intersectar 

~ste por medio de un plano, de tal forma que la elipse tenga como 

eje mayor al segmento ab, de muchas maneras. Si a est~ muy 

cerca del v'~tice V, entonces el foco F estar¡ muy cerca de a. 

fig. 3.36 
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Si el se9mento ab es perpendicular al eje del cono, el foco F 

estar~ en el punto medio de ab y obtendremos un círculo. 

b 
fig. 3. 37 

Para la hipé'rbola también nos encontramos con 9L1e los focos vienen 

dados por los puntos de tangencia de las esferas de Dandelin y el 

plano que la contiene y la constante d~ la definici6n viene dada 

por QQ' (fig. 3.3~ ) 

fig. 3.3~ 
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En el c:aso de la parábola tenemos solo una esfera de Dandel in CJL1e 
' . 

se encuentra situada entre el v~rtice V y el plano P. Su punto de 

tangencia es el foco F. La dü•ectriz de la parábola. es la 

intersecci.Ón del plano F' y del plano c¡ue contiene al círculo de 

tangencia de la Esfera de Dandelin y el cono. (fig.3.39 
-...-----.··-

fig. 3.39 

f-')l. término de este capítulo vemos algL1nos aspectos interesantes de 

estas secciones 
; . 

c:on1cas siendo :inevitable per1sar 9L\S han 

contribuido bastante al desarrollo de la humanidad y que las 

encontramos en los lugares que menos nos im~ginamcs. 
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RODAMIENTOS 

En este " capitulo hablaremos de curvas 9ue se 9eneran por 

rodamientos, fijando un punto; dando lugar a curvas tan 

interesantes como la cicloide. Al igual 9ue en los capítulos 

anteriores se exponen los ejemplos 9ue les dan origen para 

posteriormente llevar a cabo su estudio analítico. 

As! mismo se enuncia el ProbLema de ia Braquistacrona. 

proporcionándose dos soluciones, la primera sin el uso del CálcLllo 

Variacional y la segunda con ~ste, utilizando la ecuaci6n de 

Euler, la CLlal se deduce en el apéndice B. 

Empecemos entonces con los ejemplos mec~nicos para generar estas 

curvas. 

Cicloide: 

Rodemos horizontalmente una moneda (redonda) sobre Llna 

mesa, lisa, fijemos ahora sobre la moneda un punto. 

Lo que queremos saber es Jqu~ curva describe el punto mientras la 

moneda rueda sin deslizarse? 
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fig. 4.1 

En otras palabras rodemos un círculo C de radio a sobre el eje 

X y escosamos un punto P sobre la circunferencia: 

f# 

o 
fig. 4.2 

La curva descrita por el punto P cuando rueda C se conoce como 

cicloide. 

Esta curva fue descubierta por G.:.lileo Galilei en 1590 dándole ese 

nombre, y 9ued6 tan maravillado con su graciosa forma 9ue pensó en 

dársela a los arcos de todos los puentes. Trat6 tarnbi~n de 

cuadrarla, es decir, de obtener su irea y con tal objeto pese 

varias cicloides, a pesar de lo cual no consi9ui6 vencer el 

problema matem,ticamente. 

Su disc{pulo Torricelli logrd obtener el 'rea de la cicloide e 

independientemente tambi~n el matem,tico franc~s Roberval, en 

lb34. 
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Ren~ Descartes, en 1638, invit6 a sus contemporaneos hallar la 

línea de contacto o tangente de la cicloide. Fermat aceptó la 

invitaci6n y resolvió el problema. 

Se cuenta que en 1658, Pascal interrumpi6 la soledad que 

voluntariamente se había impuesto cuando reflexionaba sobre una 

cuesti6n matemitica: se trataba de la curva de rodamiento, de la 

cicloide, en ese entonces tan famosa. Pascal interpret6 este 

alivio como una autorizaci5n del Cielo para se9uir ocupindose del 

problema. 

En el curso de una semana dedujo toda una serie de dificiles 

proposiciones, de las gue ningGn otra matemático de su tiempo 

había encontr~ado la clave; 

matemático. 

siendo iste su L'1l timo traba.jo 

En junio de 1658 apareci6 una invitaci6n an6nima a los matem&ticos 

de todo el mundo para demostrar estas nuevas proposiciones sobre 

la cicloide; siendo el inglis Wallis el 9ue m's se aproximara a la 

meta. Su compatriota Chistcpher Wren, constructor de la iglesia de 

San Pablo de Londres, determin6 la longitud de arco de la 

cicloide, aprisionando la curva entre líneas poli9anales dentadas. 

La de'l:a~rm1nación de la longitud de t.1na CLtrva de est,-a clasery hc:,l:Jía 

sido declarada impasible por muchos~ y entre ellos por Descartes. 
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Nos interesa destacar que se estudi6 una sola curva desde todos 

los puntos de vista: se determinó SL\ ·ecuación SL\ propiedad 

específica, se le rectific6, es decir, se calcul~ la longitud de su 

arco. 

Fermat y Descartes hallaron su tangente, o lo 9ue es lo mismo, 

diferenciaron la cicloide. Torricelli y Roverval encontraron su 

irea y Pascal descubri6 diversas proposiciones relativas al 

volumen y al centro de gravedad. 

Es realmente impresionante saber que en la antigüedad se estudiaba 

una sola curva desde todos los puntos de vista~ así mismo se 

estudiaron todas las variantes y proPiedades que esta curva podría 

representr..'<.r. A-continuaci5n se analizarin los mecanismos 9ue dan 

lugar a las variaciones de esta curva. 

Cicloide acortada: 

Rodemos ahora el mismo c[rculo C de r~dio a pero fijemos el punto 

P dentro de la circunferencia y distinto del centro, es decir, 

pensemos en una llanta de bicicleta 9ue rueda sobre una calle 

lisa, horizontal y tomemos uno de los rayes de la bicicleta , es 

decir la punta exterior del rayo ser~ nuestro punto fijo,Jc6mo 

seri ahora la curva descrita?: 
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fig. 4e3 

Geometricamente tenemos: 

fig. 4.4 

Lo cual dice 9ue tenemos una cicloide que se levanta sobre el eje 

X, tambi~n conocida como cicloide acortada. 

Cicloide alargada o trocoide: 

Si por tercera vez rodamos nuestro círculo C de radio a sobre el 

eje X pero ahora tomemos un punto P fuera de la circunferencia, 

pero unido a ella, tendremos 9raficamente la siguiente situaci6n: 

(fíg.4.5 

f 

fig. 4.5 
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La curva descrita por el punto esco9ido se conoce como cicloide 

alar9ada o trocoide. 

En p::~rt.ict.ll.ar en esta cL1rva vemos 9ue mientras nL1estro c(rculo va 

hacia adelante exite un momento en el 9ue el punto fijado va hacia 

atrás. 

Con base en lo anterior podemos decir 9ue una parte del tren 9ue 

sale de la ciudad de M'xico con destino a Guadalajara, regresa, 

mientras que el tren avanza. 



Veamos 9ue quiere decir esto: conforme el tren avanza, las 

pestaRas de las ruedas van dejando sobre los rieles una 

trayectoria o trazo imaginario que lleva el sentido contrario al 

tren; es decir van de regreso. 

Propiedades de la cicloide: 

De todas las propiedades de la cicloide s6lo se indicarin las tres 

siguientes: 

i) L~ longitud de un arco completo de cicloide es igual al 

perrmetro del cuadrado circunscrito al círculo 9enerador 

de la curva. 

fig. 4'-6 

ii) El 'rea encerrada bajo un arco completo de cicloide es 

igual al triple del grea del círculo generador. 

fig. 4.7 

iii) La línea de descenso mis r¡pido entre dos puntes es un 

arco de cicloide. (fig. 4.t:S) 

/] 

f'ig. 4.t:S 
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Solamente nos ocuparemos de esta tercera propiedad ya 9ue es 

realmente interesante y da origen a lo 9ue se conoce como el 

Probiema de ia Braqui.stocrona. Veamos c¡ue nos dice la historia a 

este respecto. 

En el aAo de 1687 los hermanos Jacobo I y Juan I Bernouilli 

tuvieron conocimiento de los trabajos de Leibniz sobre el C~lculo 

Diferencial; pero fui hasta 1690 cuando empieza una 
, 
epoca 

interesante y agitada; cada nueva aplicaci6n del poderoso recurso 

dejaba bo9uiabiertos a los matemiticos. Todos trataban de 

vencerse mutuamente, plante¡ndose nuevos problemas; los siglos 

XVII y XVIII fueron los grandes tiempos de las apuestas, los retos 

y las discusiones. 

Un ejemplo de ello fu~ la famosa pol,mica de los hermanos 

Bernouilli. Aun9ue iguales en capacidad, ambos hermanos eran 

bastante distintos; Jacobo, el gue empez6 a darle fama matem6tica 

a la dinastra, era lente, tenaz, desconfiado y concienzudo; Juan 

era·rápido, ágil de inteligencia, vivo, avicio de gloria y 

descuido en sus procedimientos, era ligero de palabra y siempre 

pronto a cualquier disputa. 

Jacobo, par su parte, envidiaba un paco a su hermano menor, por 

, . t sus e:·: i os; , c:¡ue hab{a conseguido eleva1·~se '" cnsta de 

y mucho esfuerzo, pensaba. y no sin raz6n del todo, que gracias a 

sus lecciones y a su propia fama, Juan había logrado en su 
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juventud una brillante carrera, sin el menor esfuerzo. Por e•~ 

nadie extra~6 que un día la desaveniencia latente estallara en 

franca disputa. 

En 1695 Jacobo publico en las Actas Eruditorum de Leipzig un 

artículo contra su hermano. Al principio Juan call6 dolido, pero 

en Junio de 1696 propuso un problema a todos los matem,ticos. 

Dados dos puntos A y 8 que no están sobre una recta vertical, 

¿euát es la trayectoria que ha de seguir una pelotita que se 

suelta• desde A para llegar a 8, de suerte que el tiempo empleado 

eea mínimo? 

No era la línea recta, sino una C:L1rva mLty bien concida por todos 

los matemátícos: la cíc:loide. 

Bien podría pensarse 9l.1e la l!'nea 9L1e nos daría el tiempo mínimo 

fL1era la linea recta ya 9L1e es la distancia m~s corta entre dos 

puntos, sin embargo en al arco de cicloide invertida la velocidad 

9ue lleva la pelotita es mayo~, por lo tanto llegara mas r~pida a 

su destino (fi9. 4.9) 

*Aquí. se enUende que ta. 
, . 
un~ca. 

fig. 4.9 
fuerza. que 

A 

a.c:t.ua 

"'1.ccic!n terrestre, es decir el peso de a.quiatlo.. 

sobre petot.i.La. 
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juventud una brillante carrera, sin el menor esfuerzo. Por eso a 

nadie extra~6 9ue un d{a la desaveniencia latente estallara en 

franca disputa. 

En 1695 Jacobo publico en las Actas Eruditorurn de Leipzig un 

art!culo contra su hermano. Al principio Juan ca116 dolido, pero 

en Junio de 1696 propuso un problema a todos los maternfuticos. 

Dados dos puntos A y 8 que no están sobre una recta vertical, 

¿cuál es la trayectoria que ha de seguir una pelotita que se 

suelta• desde A para llegar a 8, de suerte que el tiempo empleado 

sea mínimo? 

No era la l[nea recta, sino una curva muy bien concida por todos 

los matemáticos: la cicloide. 

Bien podría pensarse 9ue la lfnea 9ue nos dar!a el tiempo 

fuera la linea recta ya 9L1e es la distancia más corta entre dos 

puntos, sin embargo en el arco de cicloide invertida la velocidad 

9ue lleva la pelotita es mayo~, por lo tanto llegara mas r~pi~o a 

su destino (fi9. 4.9 

*Aquí. se enli.ende que la 
, ' un1.ca 

fig. 4.9 
fuerza que 

A 

aclua 

es la a.lra.cci.c5n terrestre, es decir el peso de a.quG1lta. 

sobre la peloli.t.a. 



........ ________ _ 
ESTA TfSfS 

SALIR ilt lA 

Jacobo I Bernouilli no s61o lo resolvi6 sino q~e adem¡s fund6 

N~ DEBE 
u1auerECA 

L\:la 

nueva rama del C~lculo Infinitesimal: ei Cilculo Variacional donde 

se estudian los m6todos 9ue permiten hallar los valores miximos y 

mlnimcs de funcionales*. 

Más adelante se demuestra analíticamente que la curva 9ue cumple 

con estas condiciones es la cicloide. Ahora regresemos a los 

ejemplos mec&nicos para generar otra curva. 

Epicicloide o nefroide: 

Veremos ahora una curva 9ue se genera al girar dos círculos pero 

esta vez uno de ellos seri de mayor di~metro que el otro. 

Supongamos dos monedas de diferente denominaci6n, una, la del 

di&metro m~s grande, quedar~ fija y la otra moneda, de 

di,metro m&s pe9ueRo rodar~ sin deslizarse por fuera de 

nuestra primera moneda, y fijando nuevamente un punto, en el que 

coincidan en el momento de empezar a rodar; tendremos una figura 

simil.::11·' a la si9L1iente cfie. i4.10) 

lllconsultar apéndi.ce B 
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fig. 4.10 
Geometricamente tendremos una curva ~onecida como epicicloide o 

nefroide <de nephros: ri~6nl. 

Cardioide: 

Supongamos ahora 9ue tenemos dos monedas de la misma 

denominaci6n~ esto quiere decir que el cfrculo descrito por cada 

moneda tiene el mismo di,metro; pero desearnos, fijando una de las 

monedas, rodar la otra alrededor de la fijada. 

fig. 4.11 
Si fijamos un punto en cada una de las monedas y al empezar las 

hacemos coincidir~ al redar la se9unaa moneda que curva me 

describir&. 



fig. 4.12 
Geometricamente tendremos dos e i rc:Lmferenc: ias e1 y C

2 
del mismo 

radio a; 9ue al rodar una encima de la otra dar' la siguiente 

figura: 

fig. 4.13 

La curva 9ue describe el punto fijado al rodar la circunferencia 

e 2 alrededor de c
1

, se llama eardioide. 

Ndtese que a pesar de tener el mismo radie y mientras que e
1 

permanece inm6vil, C~, hasta el punto A, 
..i::.. 

habrá dado una VL\81 ta 

completa sobra su centro, es decir que al completar la curva 

Cardioide, C~ habr~ tjado dos vueltas sobre su centro • 
..::. 
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Veremos ahora otra forma de 9enerar esta 61tima trayectoria. 

Suponiendo que deseamos conocer el conjunto de puntos sirn~tricos 

a cierto pL1nto A de Llna cirr.:L1nferencia dada, con relación a todas 

las tangentes posibles a la circunferencia. 

V\ 

" \ 
\ 

\ 

o.) b) 

fig. 4.14 

En la figura al podemos ver lo que nos dice el enunciado y en la 

figura b) vemos que al trazar m's rectas tan9entes se va 

conformando la trayectoria del punto M, que indudablemente es una 

cardioide. 

Un ejemplo mgs de donde se encuentra esta curva es el siguiente: 

Sea una circunferencia C y en ella el punto A, 9eometricamente vemos 

que la reunidn de todas las circunferencias que pasan por el 

punto A~ cuyas centras est'n sobre Cp es una zona limitada por 

una cardioide. (fi9. 4.15) 

,_) 
l:S2 
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~~"*·." ................. · .. ,\ 

,, 

~· cardioide es un• curva cerrad• que tiene una particularidad 

característica en el punto A; e• µn punto cuspidal; es decir• un 

punto Xo donde lo• 1ímite• lpor la izquierda y por la derecha de 
tangente 

vertical.A 

Xo) se 

presentando " as J. 

continuaci6n.se presentan la• grific•• de do• curvas que tienen 

puntos c:uspidales en (O,O>· 

y 

X 



~-----·---· 

La cardioide es una curva cerrad• que tiene un• particularidad 

característica en el punto A; e• µn punto cuspidal; es decir• un 

punto Xo donde lo• límites 1por la izquierda y por la derecha de 

Xo) se 
indt-?terminan, 

presentando " asl. L1na 
tangente vertical.A 

continuaci6n se presentan la• sr•f ic•• de dos curvas que tienen 

puntos cuspidales en co,O>· 

y 

X 

fig. 4.16 



Por su forma se parece al corte de una manzana o al contorno del 

corazón; de ahí 9L1e su nombre n:::ardia s'ignifica corazón> sea 

cardioide. 

Con al9unas variantes al ejemplo anterior, veremos que se 9eneran 

otro tipo de curvas o trayectorias de un punto. 

Hi poci el oi de: 

Supongamos 9ue ahora la moneda pe9ueRa en vez de rodar por fuera 

de la 9rande, rodar' por dentro del círculo de mayor di~metro. 

Esta nueva trayectoria se conoce como hipocicloide. (fi9.4.17> 

4.17 

Otra forma de obtener una hipocicloide o tambi~n conocida como 

curva de Steiner es la siguiente: 

Ha9amos rodar una circunferencia de radio (2/3)r por el interior 

de otra circunferincia de radio r; y fijemos dos puntos opuestos, 

M1 y M2 ~ entonces resultaría la 9rafica de la fi9.4.l~. 



----·--·-·-- -·-

fig. 4ell:S 

Segmento de Rectas 

Veamos ahora que pasa si la circunferencia 9ue rueda por el 

interior tiene un radio que es la mitad que el de nuestra 

circunferencia fijada. 

Como podemos ver la trayectoria que describe nuestro punto fijado 

es Lma línea recta, es decir, el punto se desplaza por el 

dic.<metro de la circunferencia fi.:iada. (fi9.4.19 

¡ -

! 
1 

í'ig. 4.19 



Astroide: 

Ahora hagamos rodar una circunferencia d~ diimetro d/2 dentro de 

otra de diimetro 2d, al igual 9ue en los casos anteriores, 

fijaremos un punto P, para observar la trayectoria que ~ste 

describe. 

fig. 4.20 

SegLfn la figura anterior la cL1rva 9ue describe el pLmto fi .iado P 

es una Astrcide. Existen otras formas de generar esta curva, 

... veamos Lma mas. 

Hagamos rodar una circunferencia de radio (3/4)r por el interior 

de otra de radio r y fijemos tres puntos M1,M2 y M, 
·-· 

tales c:¡ue 

dentro del círculo de radio (3/4)r formen un triángulo 

eqL1i látero; la cL1rva que generan estas tres puntos es también 

una astroide. 

fig .... 4.21 
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Construcción analítica: 

Vamos a deducir ahora las ecuaciones param,tricas de las curvas 

que mencionamos con anterioridad. 

Cicloide: 

Vimos 9ue al rodar un círculo C de radio r sin deslizarse, sobre 

una línea recta o sobre el eje X, el punto fijado sobre C nos 

describÍe:\ Lma curva, la cicloide. 

Fijemos nuestros ejes cartesianos X e Y, suponiendo que el 

diámetro de nL1estra circunferencia pasa por el eje Y; tracemos los 

radies y los centros de ambas circunferencias y veamos gue despu~s 

de un momento t el punto F' esta ahora en F' ·, (fig.4.22) 

fig. 4,22 

es decir 9ue las componentes del punto F'' dependen de t: es 

. " 
d9L.1ienes son decir 9ue <x,y>=<x<t>,y<t>>. La presunta ahora es 

y como obtenerlas?. 

Notemos que si el cfrculo ha rodado sin deslizarse, entonces <::•l 

segmento PM tiene la mii:;ma lonc::¡:itLu:i 9L1e G?l a1·~ca l"IF'' ~ Cfi<3. 4.23) 



x-

fig. 4.23 

' entonces tque coordenadas tiene M? 

Veamos ~ue el radio es el mismo hasta el punto P' y que adern~s el 

~ngulo de ese arce depende de t. 

Entonces por geometría sabernos que la longitud del arca MP' es 

igual al radio por el ángulo, es decir que M tiene coordenadas 

<rt,O> (fig. 4.24 ) 

1 

1 
1 
1 
1 
1 --r--:, 

.., 1 
1 '(' 

p x¿t) (y-t,o) T 

fi[;. 4.24 
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Pero lo 9ue nosotros necesitamos"saber es J9ui~n es la componente 

x<t>?. 

Entonces trazamos una recta perpendicular, desde P' hasta el eje 

X; inscribiindose un tri4n9ulo rectángulo con parte del radio de 

e, esto implica 9ue el ¡ngulo t se ha dividido en dos ~ngulos; 

siendo uno de ellos un 'nsulo recto, es decir que t = 
vease fi9. 4•2; 

Llamemos da la distancia entre x<t> y rt esto implica que: 

x<t> = rt - d 

entonces nos falta por calcular el valor de d. 

fig. 4.25 

De la figura ~2Svemos que d = r ces e pero como ncs interesa 9ue d 

est~ en funci~n del par,metro t y no de e, entonces vemos 9ue: 

e = t -n12 

entonces~ 

d = r CDS (t - íl/2) 

Pero conocemos una identidad trigcncm6trica que dice~ 
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cos < a + b) = cos acos b - sen asen b * 
pero podemos escribir: 

cos < a+ <- b)) = cos atosc~ b) - sen asen<- b> 

come la funci6n coseno es par entonces: ces<- b) = cos b 

y como la funcidn seno es impar entonces: sen <- b) = -sen b 

~uedando nuestra identidad de la siguiente manera: 

cos< a+ <- b)) =cosacos b +sen asen b 

Por lo tanto: 

cos <t + <-íl/2)) = costcos<íl12> + sentsen<íl12> 

pero cos n12 = o y sen íl/2 = 1 

de donde: 

cos Ct - íl/2) = sen t 

esto implica 9ue: 

d = r sen t 

Ahora si podemos saber quien es x<t>: teniamos 9ue: 

sustituyendo d: 

N(t) = rt - d 

x<t> = rt - r sen t 

x<t> r(t - sen t> 

Para conocer ahora quien es la componente y<t> procedamos de una 

forma similar: 

-- -- --- ........ --- ... - .... - --

lit consult.o.r apé'ndi.ce A fig. 4. 26 
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De la figura observamos 9ue la componente y(~) = r + D pero 

entonces: D = rsen e involucrando ~ue~amente al parimetro t, 

teniamos 9ue t =8 + íl/2 esto implica 9ue 8=t - íl/2 sustituyendo 

en D tenemos que: 

D = r sen <t - íl/2) 

pero como nuevamente por una identidad tri9onom~trica, tenemos 9ue: 

sen(a+b) = senacosb +senbcosa * 

entonces: 

sen <t - íl/2) = sen t cos íl/2 - sen íl/2 cos t 

por lo tanto: 

sustituyendo en D: 

por lo tanto: 

sen<t - íl/2) = - cos t 

D = - r cos t 

y<t> = r - r cos t 

y<t> = r(1 - cos t> 

En resumen tenemos 9ue las ecuaciones param,tricas de la cicloide 

son: 

x<t> = r(t - sen t> 

y<t> = r(1 - cos t> 

Tratemos, al igual como se hizo con la recta y con el círculo, de 

obtener la ecuación cartesiana de la cicloide. 

•consullar apéndice A 
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Tenemos 9L1e: 

X = r(t sen t') 

y = r<i cos t> 

entonces: 

x / r = t sen t ..... ( 1 

y/ r = 1 - e os t ..... ( 2 

e os t = 1 - y Ir • ••.• < 3 

t = arcos ( 1 - y/r) •••.• (4 

hasta a9u{ vemos 9ue se dificulta el despeje de t en <1; pero 

2 2 
sen t + ces t = 1 .•••• ( 5 

Pero cos t = <r y)/y entonces: 

sen t 
2 1/2 

= :!:C 1 - cos t J ••••• < 6 

< r-v. > De tres tenemos 9ue ces t = 
r 

sustituyendo en (6: 

(r-y)Z]l/2 sen t = ± Cl - rZ 

Sustituyendo esta Gltima expresión y la expresión (4 para t en <1 

tenemos 9Lle: 

por lo tanto: 

:-: = arcos ( 1 - 2-) ± [ 1 - < r-y > 
2 

J 1/2 
r r rz 

" -,., - rCarcos<i-2'.:.) 
r 

(r-y)Z ]1/2] ± [1---.,,,..-rZ 

Nótese 9ue :-: está en fLtnci6n de y, es decir :-: = f (y); la 

expresión cartesiana de la cicloide, sin duda, es mis complicada 

que las ecuaciones param¡tricas. 

92 



Cicloide acortada: 

Hablemos ahora de la cicloide acortada, que fu~ la segunda curva 

9ue vimos. 

Supusimos 9ue el punto fijado era la terminaci6n de uno de los 

rayos de la rueda de una bicicleta, entonces lo 9ue teniamos era 

9ue el punto estaba dentro de la circunferencia es decir: 

y 

-

fig. 4.27 

Sea C una circunferencia de radie r; si suponemos como en el case 

de la cicloide que la circunferencia empieza a roda a partir de un 

origen dado, sin duda alguna tendremos 9ue el punto P est' sobre 

el radio r. 

Sea r 1 la distancia de P1 al centro? 'sta puede expresarse cerno~ 

r
1 

= kr, con O < k < 1 

e~tonces hacr' otra circunferencia interior imaginaria de radio 

r • • 
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Si procedemos como lo hicimos anteriormente, tendremos: 
y 

---------
.. - ... ., ......... -... -

fig. 4.28 

Vemos nuevamente que la componente x del punto M es rt, siendo 

nuestro inter~s saber 9uien es la componente x<t> del punto P', es 

decir 9uien es d. 

Si hacemos un razonamiento an,logo al caso anterior entonces: 

t =e+ íl/2 entonces x<t> = rt 

entonces poniendo a d en funci6n de t esto implica 9ue: 

d = r
1 

cos et - n12> 

pero obtuvimos 9ue ces <t - íl/2) = sen t por lo tanto: 

Esto implica 9ue: 

d = r sen t 
1 

x<t> = rt - r
1 

sen t 

sustituyendo a r
1 

= kr, tenemos 

x<tl = rt - kr sen t = r<t - ksen t> 

Si comparamos las componente x<t> de la cicloide y de la cicloide 

acortada tendremos~ 

x<t> = r<t - sen t) y x(t) = r<t - ksen t) 
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es decir 9ue la component~ de la cicloide acortada 

afectada por un factor 9ue me disminuye el radio de 

c i rcLtnferenc i a. 

Veamos ahora 9ue pasa con la componente y(t). 

__ ....., __ -
-

l 

figo 4.29 

Otra vez pod~mos ver 9ue: 

y<t> = r + D pero D = r
1 

sen e, sustituyendo a e obtenemos: 

y<t> = r + r
1 

sen Ct - íl/2) 

pero obtuvimos 9ue: sen (t - íl/2) = - ces t 

esto implica 9ue: 

y(·t) = r r 1 cost = r - kr cost = r(l - kcos t> 

/ 
esta 

la 

Concluyendo tenemos 9ue las ecuaciones param~tricas de la cicloide 

acortada son: 

x<t> = r<t - k sen tJ 

y(t:) - .. r(J. - k ces ti 

9ue son muy similares a la5 ecuaciones param6tricas de la cicloide 
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Cicloide Alargada: 

Que podemos decir ahora de las ecuaciones param~tricas de la 

cicloide alargada? 
y 

- - - ,_, - Cll - ....... ·- -

p' 
~(1') trt,o) X 

fig. 4.30 

sr, precisamente, lo que necesitamos ahora es un factor, digamos a 

que sea mayor gue 1, es decir R = ar 

Entonces inmediatamente podemos decir que: 

esto implica que: 

x<t> = rt - d pero d = R sen t 

xCt> = rt - R sen t 

x<t> = rt - ar sen t 

x<t> = r<t - ar sen t> 

y con respecto a y<t> tenemos: 

esto implica gue: 

poi·~ lD tanto: 

y(t) = r + D pero D - -R ces t 

y<t> = r - R cos t 

y<t> = r - ar ces t 
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y<t> = r<l - a cos t) 

Hasta ac:¡u{ hemos ya obtenido las ecuaciones de la cicloide en sus 

diferentes representaciones; ahora veremos una de sus propiedades 

m~s importantes, el Problema. de la Braquistocrona.. 

Problema de la Braquistocrona: 

La soluci6n de este problema se debe a Jacobo I Bernouilli y se96n 

se cuenta c:¡ue < ... al llegar una tarde a su casa cansado de bregar 

con los conflictos de la moneda, se encontr6 con el reto de Juan 

<su hermano). Se puso inmediatamente con ~l, y lo resolvi6 en la 

misma tarde, simplemente, por pasar el rato>. 

<La idea substancial de Jacobo fui la siguiente: se trataba de un 

problema de mínimo; entre todas las curvas c:¡L1e llevan de A a B, 

buscar a9uella para la' cual el tiempo invertido en recorrerla 

posea un val6r mínimo>. 

A continuaci5n se proporcionaran dos formas de solucionar este 

problema. 

Primer Sol ucion: 

Sean P1 <x 17 Ytl y P2<x2 ,y2 > dos puntos en el Plano <no 

en una línea recta vertical) determinar la trayectoria gua ha 

de seguir una masa puntual tal 9ue cayendo desde P1 , bajo 

efecto de la gravedad terrestre, utilice el menor tiempo posible 

e:¡ uc~ e .:•1::1, otra fuerza, el problema ya ne sería el mismo~ 
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Claramente, dados dos puntos en el plano, estos pueden ser· unidos 

por una infinidad de curvas, a cada una de las cuales les 

corresponder~ un cierto tiempo T de recorrido. Se trata pues de 

é~leccionar de entre las posibles una para la 9ue T " . sea m1n1mo. 

El problema puede abordarse de la siguiente manera: 

origen de un sistema de coordenadas en el pLlnto 

entonces es determinar Llna fLlnC i6n y - f (;.:) 

diferenciable en el intervalo [o' :·:'7,,J tal 9Lle: 
..... 

" Colo9uese el 

P CLlestión 
1' 

definida y 

i> f(O) =O , f(xz> = Yz donde son las coardenas del 

punto F'z dado. 

ii)El tiempo empleado por una masa puntual en resb~lar desde 

P~=<0,01 hasta Pz(x2 ,y2 > sea mínimo. Evidentemente se desprecia la 

+rice i Ón. y 
. 1 

I 

fig. 4.31 

Lo 9ue habría 9ue hacer es 
. 
e•:·:p resar el tiempo de recorrido T, 

para C:Lla.l9L1ier curva y -· f <>:), p<ara dc;?spL1és ut:i J.izar <:\lgún 

criterio 9ue permita escoger f tal 9ue T sea m!minc. 
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Para ello recuerdese 9ue si una curva est' dada a trav~s de la 

ecuacidn y= fCx>, entonces la lon9iiud de arco desde Xo hasta X 

es: 

;->ar lo c:¡ue: 

cls -...,--= C1 + dH 
..., i /'? '..:.. ( ) J ..:.. y H 

En el problema 9ue nos ocupa, tomemos un punto CX,Y> sobre la 

curva y= f(x). En este punto el cuerpo en movimiento habr~ 

,,. 
perdido una en erg í'a potencial m9y pero habrá ganado una ener91a 

,..,, 
cin~tica tmv..:... De tal manera 9ue si suponemos vilida la ley de 

conservación de la energía entonces: 

mgy 

este implica c:¡ue: 

1/? 
V = (29y) -= ds 

dt 

Finalmente para calcular el tiempo d~ recorrido -utilizando la 

re9la de la cadena- se tiene c:¡ue: 

= dt 
d:-: )( ds 
ds dt 

de donde no considerando los puntes singulares y tampoco los 

puntos de reposo, lo anterior puede ser escrito como~ 

dt _ ( ds 
d ~·~ 

) ( dt 
ds 

y si se integra de.ambos lados respecte ax, de esta igualdad~ se 

determina el tiempo de recorrido a lo largo de la curva y= fCX>, 

T ::: f x (-....,..d_s_ 
Xo d:·~ 

) ( 
dt 
¡j !:°> 

o bien escribiencj(J espl{cit<::\mente el inte~3rando: 
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X [1 + y'Z(x)J~/Z 
TEy<:d J = ~o C29y<:d J1/2 d:·: 

y más aun en nuestro ca.so part icLtlar · :·: t'oma valores de O a. X2 

por lo 9ue: 

TCy<X>J 
1 + y'Z(:-:) 

2gy<:-:> 

Esta expresidn para T tiene una particularidad que la hace 

esencialmente diferente al tipo de expresiones con las 9ue hasta 

ahora hemos trabajado. Se trata "" ac:¡u1 de 

y= f<X>, la expresidn anterior le asigna un valor <un real> por 

otro lado los límites de la integral son fijos pues asr queremos 

construir la curva. Esto hace que las t~cnicas 9ue utilizabamcs en 

Cilculo de funciones de una variable real para optimizar no 

puedan ser utilizadas esta vez. Entonces debemos enfrentar el 

problema de una forma diferente, para lo cual p rev i é\ffifEn te 

discutiremos un problema que nos dar~ luz en el procedimiento. 

Un hec:hc físico 9L1e a nadie debe sorprender en Cl.lanto 9L1e es mL1y 

com~n as el que un rayo luminoso al pasar de un medio m~s dense a 

otro menes dense cambie su trayectoria (se refracte). Este le que 

esta significando es que la velocidad de la luz es diferente en 

medios con diferente densidad. El problema 9ue nas preponemos 

estudiar es el siguiente: Se trata de determinar el recorrido 9ue 

ha de seguir un raye de luz preveniente de una fuente ,:-. 
" ' ::5i t:L.tat:la 

en cierto medio~ hasta un punte B, colocado en un segundo medie, 
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si es 9Lle estos esttn separados < f ig. 

b 
1 

fig. 14.32 

MEDIO I 

MtOlb 1f. 

De tal manera c¡ue el tiempo empleado por el rayo luminoso sea 

mínimo. 

Representaremos por v
1 

y v
2 

a la velocidad del rayo en el medio I 

y el medio II respectivamente, entonces el tiempo total da 

recorrido, desde A hasta B, tendr~ el aspecto: 

donde los segmentos: AC = 

por lo c¡ue: 

t ( )·:) == 

AC + 
CB 

Yt V2 
2 

( }·t + 2 ) 1 /2:; '? 
CB Cb-a y == + 

e )·:2+az J t/2 

Vt 

e <c-:-: > 2+b2 J t/2 + -
V2 

..... 1 /'"' ( ) ..::.J ..::. e:-"'·' " 

para determinar el recorrido tal 9ue t sea mínimo debemos derivar 

re.specto a :-:. 

Dado 9ue es sabido 9ue la trayectoria de un rayo luminoso es una 

l{nea. recta, entonces el prc:iblema se reduc:e a d€:!"1";ermin<H' más bien 

el punto C sobre el eje horizontal? donde el rayo ha de incidir de 

tal suerte 9ue llegando finalmente a B~ el tiempo empleado sea 

" ' mirnrno. (F"rinc:ipia ele FE"!rm.:1t). 
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dt <e - :·:) = v 1 e :·:z+az J t/Z Vz[ (e-:·:> Z+bZJi/2 

pera: 

(e - :d 
sen ª1 = cxz+a2Ji/Z 

vea.se fi9ura 

y sen ª2 = [(c-:·:)Z+bZ]i./2 

de donde: 

dt 
dx 

Esto· implica 9L1e: 

dt 
crx-

= <sen ~ 
V1 

<sen~> 
Vz 

= (> si y solo si sen ~ 
Vt 

= sen 

fig. 4.33 

** 

De esto podemos ver ciue aLm9L1e no tengamos la e:·:presión analítica 

de la curva -alguna serl- pero cualguiera gue sea debe satisfacer 

can: 

sen a 
V 

= cte -----------(!) 

donde a y v ya han sido especificada antes. 

Y este ¿que tiene que ver con el Problema de la Braguistocrona, 

planteado al principie?. 

**En el ca.so de que lo. densidad del medi.o~aríe de manera cont.i.nuo. 

y que la veloci.dad v s6lo dependa. de y <lo cual ocurre pues la. 

densi.dad s6lo es funci.d'n de la. coordenado. vert.i.co.l> podemos 

escri.bi.r 
sen C( = cte. 

V 

102 



Pues tiene que ver y mucho, sólo hay hac:er las 

identificaciones correspondientes, despu's de las cuales no nos 

quedar~ la menor duda de que el problema de la bra9uistocrona; 

esencialmente es el mismo que el rec:ien discutido. Veamos: 

Establecido lo anterior, se tiene según la fisura 
y 

fig. 4.34 

y' = tan (3 

y como a + ~ = n12, entonces sen a = cos ~ pero cos ~ = 1/sec ~ y 

Lit i 1 izando 
? 2 

la identidad: sec-~ = 1 + tan ~ se tiene 9ue: 

2 1/2 ? 1/? 
sec (3 = [1 +tan (3J = [1 + y·-cxlJ -

por lo 9L1e: 

2 -1/2 sen ce = [ 1 + y ' ( :-: l J 

y entonces la igualdad 1) -que sabemos ha de cumplirse toma la 

-forma: 

la cual, despuéÍs de efec:h1ar algunas operaciones, puecle esc1·~ibirse 

como: 
., 

y(l+y'-) = k -------------(2) 

donde k es una constante. Observando la expresi6n a la que hemos 
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llegado puede verse que en ella interviene la funcidn 9ue buscamos 

y= f(x) pero adem~s su derivada y·, elevada al cuadrado. En otras 

palabras a lo 9ue se ha lle9ado es a una relaci5n 9ue debe cumplir 

la funcion buscada cual9uiera 9ue esta sea. Pero otra vez 

tropezamos con serias dificultades pues a partir de <2> no es 

inmediato determinar y= f<x>, pues para ello tendriamos 9ue 

conocer herramientas mgs fuertes <Ecuaciones Difsrenciales>. Sin 

embargo a pesar de no tener estas herramienta~ es posible darle la 

vuelta al problema introduciendo un parametro t, de la si9uiente 

manera. Sea t tal 9ue y' = cot t, entonces (2) puede ser escrita 

como: 

este implica 9ue: 

y --

o bien: 

2 y<l + cot t) = k 

'·· t .. 

1 + cotzt 
k 

csczt 

2 1 - ces 2tJ y = k sen t = k [ = 
2 

<_t:_><1-cos 2t> 
2 

así pues: 

k ( 1 - ces 2t) y = 2 

9ue sería la representacidn param¡trica de y. Para obtener la 

representaci6n param¡trica de x tenemos 9ue: y' 

distinto de cero entonces: 

d:·: ::: 

o bien: 

este implica 9ue: 

dy 
y;-

_2_k_s_¡:·_~n __ t_c_o_s_t_-_ d t = 
cos t 

dx - k<l - ces 2t> dt 

- _EL 
d ~·! 

si y' es 
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·-en .., .... 
x<t> = kCt - b ~~~ J +C.., ... ..::. 

donde C.., es una constante; esto implica que: 
..::. 

Esta ser:ra la 

:<<t> = (k/2) <2t - sen 2t) + C.., 
..::. 

representación paramétrica de ... " . Escribiendo 

nuevamente las ecuaciones parami~ricas para x y para y tenemos: 

X ( t) = k ('"'t - sen 2t) + C.., 2 ~ ~ 

y(t) = -1::_(1 - cos 2t) 
2 

Sean T y a dados como T = 2t y a = k/2, entonces: 

x(T) = a(T - sen T) +C.., 
..::. 

y(T) = a(1 - COS T) 

La constante C'"'.\ puede determinarse a partir de la condici6'n de 9ue 
..::. 

en t= O, X=Y=O , o e9uievalentemente de 9ue T = O, X=Y=O, de ~onde 

resulta ~ue la ecuacidn paramitrica (el parimetro es T), de la 

trayectoria 9L1e ha de segLlir el cuerpo en caída tal 9L1e el tiempo 

empleado sea·minimo es: 

sen T) 

y(T) = a(1 COS T) 

Las ecLtaciones son la representación paramétrica de una cicloide 

9ue era lo que queriamos demostrar. Pasemos ahora a la segunda 

solución. 
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Segunda solucion al Problema de la Braquistocrona: 

Veremos ahora una segunda sol uc i Ón · al problema de la 

Bra9uistocrona; como se mencion6 con anterioridad; en esta parte 

se utilizar~ el C&lculo Variacional, debiendo consultar el 

Apindice B para tener una nocidn con respecto a esta rama del 

C&lculo Infinitesimal. 

Supongamos nuevamente c¡ue existen varias curvas que van del punto 

A al punto B, pero s6lo una de ellas cumplir~ con la 

característica que necesitarnos, es decir, que el recorrido lo 

ha9a en el menor tiempo posible. 

Consideremos que es una partrcula la 9ue va a hacer dicho 

recorrido, entonces de físic.:..:i. .elemental tenemos c¡L1e: la velocidad 

de una partícula en caida libre a partir del reposo ~ una 

distancia y es: 

v== ( '""' )1/2 •••••••••••• (1) ..::.gy 

co~o se demostr6 en la primera soluci6n, y ademis sabemos c¡ue l~ 

distancia recorrida de una partícula con velocidad v es: 

y = vt 

s,a C la curva 9ue cumple con la propiedad, entonces si 

particionamos a e, cual9uiera de los 'trozos·, por pegue~os 9ue 

sean, deben cumplir tambi~n ccn la propiedad. 
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y 
o 

:t'ig. 4.35 

donde S representa la lon9itud de arco y ds la longitud de arco en 

un trozo y tenemos 9ue: 

ds = [ (d:-:>2 + <dy>2 ]1/2 

pero 

ds ~ (-dy )2)]1/2 = [ (d:·:>"' .. (1 + 
dH 

esto implica que: 

ds 
dv 2 ·112 ·~ = d:-:[1 + (--· -) J ----------- ~_¿) 
d ~-! 

L 1 . d d d 1 t A· - · ds a ve oc1 a e pun o a I:! es: v = dt pera como nos 

calcular el tiempo del recorrido, entonces: 

dt 

pero de (!) tenemos 9ue: 

ds 
--------- ( :3) 

V 

( ~ )1/2 
V = :.:::9y 

sustituyendo esta ultima y la <2> en la (3), tenemos: 

dx[l+(dy/d:-:)2]1/2 
dt = . [2gyJ1/2 

interesa 

Para encontrar el recorrido total del punta de origen al punto 

<x,y> integram6s: 

t ::: l. r. J 
<2g)1/2' 

Utilizando un m~tcdo del calculo variacional para resolver este 

tipo de problemas; tenemos que esta funcional es de forma 

simple y su funci6n subintegral ne contiene explicitamente a x! 
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por lo tanto la podemos resolver por la ecL1ac:ic!n de ELtler* 9L1e 

tiene la primera integral F - y'Fy. = C por ser F = F<y ., 
entonces en nuestro c:aso tenemos: 

'"' 1/'"' F = Cl + Cdy/dx)~/yJ ~ 

y.) ' 

pero dy/dx =y' por lo tanto sustituyendo en F - y'Fy, = C 

o bien 

1 + y'Z 
yt/Z 

[1 

y'Z 
[y(1 + y'Z)]i/Z 

+ y'2 - y'2] 
[y(l-1-y'Z]i/2 

1 
[y(l+y'Z)]i/2 

= e 

= e 

y<1 + y' 2 ) = e ----------<4> 
1 

= e 

Consideremos ahora el trozo de A' a B' aumentado un cierto n~mero de 

veces: 

fig. 4.36 

Del diagrama podemos ver que: 

tan t = 6 x/ 6 y 

pero como esto es muy pe9ue~o, entonces t tiende a cero por le 

tanto 6 x/6 y = dx/dy, pero nosotros necesitamos dy/cix = y' por 

lo tanto y' - cct t. 

•Apéndice B 
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Sustituyendo esta isualdad en l4) tenemos: 

esto implica 9Lle 

y = 
P'='•' lo tan to 

? 
y(1 + cot~ t) = c1 

1 + cotz t 
2 = c1 sen t 

y = _f.!_ (1 - cos 2t) 
2 

pero y' = dy/dx esto implica que 

por lo tanto 

d" ~· = 
dn = 

d}{ = 

~ =<Cs. sen z t) 
y'. cot t 
2Ct sen t C:QS t dt 

cat t 
2C 1 sent cos t dt 

(ces t/sen t) 

. 

2 du = 2c 1 sen t dt = c 1 c1 - cos 2t> dt. 

integrando esta Gltima expresi6n tenemos que: 

2 

sen 2t 
2 

+ e,.., 
..::. 

<2t - sen 2t> + e~ 
..::. 

Sustit~yendo a 2t = t y se toma C~ = O puesto 9ue para y = O es 
..:.. 

>: = O entonces 
,. 

X = A < t - sen t) ; Y = A < 1 - cos t) 

donde A = º-i r, 
..::. 

que coinciden con las ecuaciones param~tricas 

de la cicloide, obtenidas con anterioridad. 

Hasta a9u! hemos concluido con las dos soluciones al problema de 

la Bra9uistocrona. Continuemos con la construcci6n anal{tica del 

resto de las curvas 9ue vimos despues de plantear el problema 

mene i on<::\dO. 
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Epicicloide o Nefroide: 
, , ' 

A continuacion obtendremos las ecuaciones parametricas de la curva 

epicicloidal o nefroide generada al girar, sin deslizarse, un 

c{rculo de radio r alrededor de un c{rculo fijo de radio R, es 

decir 9ue el radie del c!rculc fijo es mayor 9~e el 9ue gira <R>r> 

8L1pon9arnos 9L1e el centro de nuestro c{rculo fijo es el pLtnto O de 

un sistema de coordenadas cartesianas XY; asC mismo en el momento 

inicial, es decir t=O, coinciden en un punte A. (fig.4.37 

fig. 4.37 

DespLtés de Ltn lapso de tiempo t, el cfrcLtlo pe9ueño habrá Girado 

s,;obre el círculo grande, obteniéndose la siguiente situaci('"· 
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fig. 4. 3ts 

Nuestro inter~s ahora es conocer quien es la componente x(t).De la 

figura anterior, podemos ver que la componente: 

:-: ( t) = OF' + F'M 

pera: OP - <R + rlcos e. Veamos ahora quien es la distancia PM. 

Si llamamos OI al ángL1lp del triángulo rectángulo, entonces: 

PM = r :;en et. 

Analicemos ahora el círculo par separado: 

y 

X' 

fig. 4. 39 
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Por el siguiente postulado, tenemos la i9Llaldad de los 

e. 

*Si dos paralelas son cortadas por una transversal, los ~ngulos 

alternos-internos son i9uales•. 

Llamemos ~ al .!ngulo restante para así formar 

suplementarios, es decir: 18if =e+ t + ~ 

esto implica 9ue: 

~ - 1e~ - e - t-----------<1> 

los 
, 
an9LllOS 

pero r::omrJ ex y ~ son án91.üos complementarios, es dec:ir Ol + ~ = 90~, 

tenernos c¡ue 01 = 90° - ~~ pero POr ( 1) tenernos: 

0t = 90º - < 1 ao0 
- e - t) 

por lo tC1nto:. 

a -· e + t - 90º 

pero ten Íamos 9Lle: 

PM = r sen 0t 

por lo tanto: 

F~ = r sen ce + t - 9C~ 

Pero con base a la identidad tri9onorn~trica~ tenemos que: 

PM = r[sen<e+t)cos9if- cos<e+t>sen9C~ 

resLtl tanda: 

PM = r[-cos<e + t>J 

PM= -reos <e + t) 

corno: 

~·: < t > = OP + ¡:·¡v¡ 

x<t) = (R + r)cos e - r cos<e + t> 

112 



Pero corno la circunferencia pe9ue"a rueda sin resbalar, entonces 

la lon9itL1d del arco AA' (fi9. "' sera: 

AA' =Re= rt esto implica que e= Cr/R)t 

Sustituyendo esta ~ltima expresi5n en x<t> resulta: 

x<t> = <R+r)cos(r/R)t - rcosCCr/R)t + tJ 

x<t> = <R+r)cos(r/R)t - r cos Ct<r+R/R)J 

Obteniendo así la ecL1ación paramétrica de la componente :-: <t>. 

Obtengamos ahora y(t). 

y 

X 

fig. 4.40 

y<t> = OD - PD pero OD = <R + r>sen e 

y PD = r cos a, sustituyendo a a, tenemos: 

PD = r ces< e + t - 9C~ 

= r cos<e + t)cos9Cf+ sen <e+ t>sen 90º 

esto implica: 

PD = r sen (9 + t> 

sustituyendo a e, entonces: 

y<ti - DD - F'D 
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y(t) = CR + r>sen(r/R)t - r senCCr/R)t + tJ 

y<t> = CR + r)s~n (r/Rlt - r sen CtCr+R/R)J 

Resultando entonces 9ue las ecuaciones param¡tricas buscadas son: 

x<t> = <R+r>cos Cr/R)t - r cos(r+R>JR>t 

y(t) - <R+r)sen (r/R)t - r senC(r+R)/RJt 

La trayectoria de estas ecuaciones es una epicicloide, o nefroide. 

Cardioide: 

Consideremos ahora el caso particular cuando r = R, entonces: 

x<tl = 2Rcos t R cos 2t 

y<tl = 2Rsen t - R sen 2t 

Pero esta ecuaciones param~tricas corresponden a una de las 

curvas 9ue vimos, 9ue fue la Cardioide. 

Hipocicloide o Curva de Steiner: 

Hicimos una variante con la cual obtuvimos otra curva la 

hipocicloide o curva de Steiner. 

La variante era gue ahora la circunferencia pe9ue~a de radio r va 

a rodar sin deslizarse por dentro de una circunferencia grande 

fija con centro en el origen y radio R; supongamos 9ue en el 

tiempo t = O coinciden en un punto fijo A, 

graficamente la siguiente situaci~n: 

entonces tendremos 
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1 

11 
I 

í'ig. 4.41 

Despu's de un momento t nuestra circunferencia 

habr¡ rodado cierta longitud de arco, observando que: 

fig. 4.42 

:-: < t > = OP + F'D 

pegLlel"ia 

pero OF' = (R r)ccs t,ahcra calcularemos la distancia F'D. 

Del t~·iá'ngulo rectán9Ltlc inscrito en el círcLtlo pec:¡ue1io tenemos: 
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p fig. 4.43 

PD - r ces a, coma ot y (3 san complementarias, es decir= 

0t + (3 = 90ºentances: 0t = 90 - (3--------(1) 

pero para obtener (3, vemos del semiclrculo de la circunferencia 

pe9Lleña: 

fig. 4.44 

c:¡ue: 180° = 90° - ·t + (3 + e entonces (3 = 180° - 90° + t - e 

pero ~ = 90° + t - e, sust i tLtyenda en < 1) 

entcnc<-:is: 

Corno: 

a = 90º - < 90º + t - e> 

a = e - t 

PD = r ccs<e - t> 

:.: < t) = OP + PD 

x<t> = <R - r)cos t + r ccs<e - t>---------<2> 

Por otro lado tenemos de la fi9. 9ue: el arco AB es igual al 
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arco CB, esto implica: Rt =re, entonces e =<Rlr>t, 

sustituyendo en (2): 

x<t> = <R - r)cos t + rcosCCR/r)t - tJ 

x<t> = CR - r)cos t + r cosCCR-r)/rJt 

Si hacernos un razonamiento similar obtendremos a yCt). 

fig. 4.45 
y<t> = OD - DP pero OD = CR - r>sen t y DP = r sen ~, este 

implica CJLte: 

es decir: 

DP = r sen <e - t> 

y<t> = CR - r>sen t -r sen<& - t> 

y<t> = <R - r)sen t - r sen [(R/r)t tJ 

y(t) = <R - r)sen t - r sen C<R - r)/rJt 

Por lo tanto las ecuaciones param~tricas de la curva generada al 

girar un círc:Lllo de raCJio r d(:ntro de otro círculo de radío R son: 

x<t> = <R - r)cos t + rcosCCR-rl/rJt 

y<t> - <R - r>sen t rsenC m-r> /rH 

resultando ser una ~ipocicloide. 
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Astroide: 

Veamos que sucede si r = R/4, sustituyendo: 

x(t) = CR - <R/4)Jc:os t + CR/4)cosCR - CR/4)J/CR/4)Jt 

x<t> = (3/4)Rcos t + (R/4) cos 3t 

analogamente: 

y<t> = (3/4>Rsen t - <R/4)sen 3t 

escombrando en el ba~l de las identidades tri9onom~tricas, tenemos 

Cf Lle: 

entonces: 

":?" 
cos 3t = 4 c:os~t - 3cos t 

..,. 
sen 3t = 3 sen t - 4 sen~t 

":?" 
x<t> = (3/4)Rcos t + CR/4) (4 ces~ t - 3cos t) 

":?" 

x(t) = (3/4)Rcos t +Reos~ t - (3/4)c:as t 

x(t) = Rcos3 t----------(1) 

y< t) = < 3/ 4) Rsen t - <FU 4) (:::.sen t 
~· 

4 sen·-'t> 

y(t) = (3/4)Rsen t - (3/4)Rsen t + Rsen3 t 

y<t> = R sen3 t-------------(2) 

Siendo (1) y <2> las.ecuaciones param~tricas de la astroide. 

Segmento de Recta: 

Analicemos ahora el caso si r = R/2, sustituyendo en: 

x(t) = <R - r>cos t + rc:osC<R - r)/rJt 

:dt) = (R/2)c:os t + <R/2)c:os l:CR .... <R/2)J/<R/2)Jt 

x(t) = (R/2)cos t + CR/2)cos t 

:-: < t) = I~ ces t 
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Para y<t> tenemos: 

y<t> = CR/2)sen t - CR/2)sen t = O 

Lo cual significa 9ue la trayectoria del punto fijado se desplaza 

sobre el diametro horizontal; siendo ~sta la dltima curva 9ue 

vimos. 

A trav•s de los rodamientos nos hemos encontrado con curvas muy 

interesantes como la cicloide, la cual varía de forma cuando se 

hace variar el par,metrc, se acorta o se alarga y sin duda lo .... 
mas 

importante en esta curva és haber sido la fuente para el 

desarrolle de una parte del C~lculo Infinitesimal: el C'lculo de 

Variaciones. 

También podernos comprobar, una vez más, c:¡ue surgen CLtrvas trazos o 

trayectorias realmente sorprendentes, en el momento en que empieza 

a rodar nuestro punto fijado. 

Lo antes dicho coincide plenamente con la definici6n de curva 9ue 

hemos venido trabajando. 

Veamos ahora otro tipo de curvas 9ue nos har5n desarrollar 

bastante nuestra . . . ~ 
1ma91nac1cm~ las figuras de Lissajous. 
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Si bien la destreza humana hace, a 

toda costa, una viariedad de inventos 

encaminados al mismo f{n; pero nunca 

legari un invente m&s hermoso, . "' 111 mas 

simple, ni.más directo como lo hace 

la naturaleza, porque en sus inventos 

nada hace falta ni nada es superfluo. 

Leonardo Da Vinci. 



FIGURAS DE LISSAJOUS 

En este c:ap i'tLllo veremos Llna mLlestra más de como el hombre, a 

través del tiempo, va plasmando fi9L1ras tan e>:traordinarias c:omo 

las de la fi9L1ras 5.1 

O..) 

z 
.. ~· 

a) t'ig. 5.1 

z 
! 
1 

b) 
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Todo el mundo alguna vez hemos extendido un mantel sobre una mesa 

o una sabana o una colcha sobre una cama. Las ondas que se hacen 

en el momento de extender el manto al aire y dejar caer sobre la 

superficie, son curvas que pueden asemejarse mucho a las de la 

fi9ura anterior.(~ 6~) 

O bien cuando en un recipiente, que contiene agua o crema o 

CL1al9Llier otro 1 (9uido, de,iamc:is caer una gota del mismo l (9Llida; 

se pueden admirar formas como las de la figura 5.1 . (b) L5 (fig. 5.2> 

·-,~~ 

~. 

..... 

.. :.•···· 

. ··.1._ .. .. :_ ... : · ·· -· · ... "".>~~·~-:· · ·,,:;,.·.:. ,;/•itáu:;+,,··~·..r. .. ,:,. -...~:.i-:.: ::.1:.=.;.,,. ;·-· 

'· 

,,..,_, 

l 
] 

i\n instantaneous photograph oía 'spl:ish · of milk. From Ha~old E. Edg.::non 
Massachusclls lnstitutc of Tcchnology 

fig. 5. 2 
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Hemos visto como se 9eneran curvas con ejemplos muy 

cotidianos; analicemos dos ejemplos menos cotidianos, pero c:¡ue 

tambiln nos generan curvas. 

Imaginemos ahora 9ue tenemos una lentejuela atada a dos resortes 

mutuamente perpendiculares, como se muestra en la fi9ura y 

además consideremos c:¡ue las paredes del rectángLllo son r(gidas y 

tambi•n que las dnicas fuerzas que se ejercen sobre la lentejuela 

son las debidas al par de resortes. 

fig. 5.3 

', 
Si suponemos que el centro del rectángulo es la 

, . ,. 
pos1c1on de 

equilibrio del objeto, es decir, la posici6n en la que la 

lentejuela no se mueve y en donde no actua ninguna fuerza, 

entonces podemos hacer coincidir tal punto con el origen de un 

sistema de coordenadas. 

Cada fuerza que perturbe a la lentejuela me describira una 

trayectoria; dependiendo de las constantes de fuerza de cada 

resorte, pudiéndose i:l.dmirar t:L\rvas tales como las de la figura 5.4 
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• El si9Ldente mecaflismo consiste en generar a Llna cLlrva en 

particular: el c(rc:L1lo, en Lln plano. 

Suponiendo 9ue tenemos un p'ndulo muy especial, que oscila tanto 

a le. i z9L1ierda y a la derecha como para adelante y para atr.{s. 

fig. 5.5 
Supongamos además CJLle abajo del péndL1lo se encuentra un plano 

donde se registra cada movimiento del p'ndulo, es decir gue si el 

p6ndulo est& en reposo, coincide con el punto origen en el 

plano, si el péndulcl se mueve, entonces dejar' graficado un 

punto hasta donde oscile. 

T 
. ----+· 7 

1/ ¡ 
~--------- fig.5.6 

: .: 

I l--- .. ______ ¡· 
Supongamos 9ue del lado derecho llega al 

,,. 
pendulo una onda 

cosenoidal y por enfrente hacia el p~idulo recibe una onda 

senol.dal, entonce~::; cada plinto 9ue df~.it:: graficado el péndulo 

tencirl la forma <cos, sen>, es decir 9ue 

- ">un circulo 

,,. 
estara describiendo 
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Consideremos ahora el lugar geométrico que se obtiene al graficar 

las curvas descritas Por las dos fuhciones coordenadas: 

:-: ( t) = cos 2t, y ( t) = sen 2t ..•• ( 1) 

dcomo es esa curva?. Notemos 9ue ce~ 2t + se~ 2t = 1, esto es, ~ue 

cualquier punto de la forma <cos 2t, sen 2t) es un punto de un 

e írcLtlo S'. 

Sin embargo, a diferencia de la curva descrita por (cos t. sen tV 

en la ecuaci6n (1) necesitamos un intervalo de longitud íl Para 

darle una vuelta completa a S'. 

doble de la velocidad. 

Es decir~ se recorre as· con el 

En 9eneral! la curva con funciones coordenadas: 

x(t) =ces wt, y(tl= sen wt 

recorre S' a contrareloj y le d~ una vuelta completa en. 2íl/w 

unidades de tiempo. 

Dado gue x<t)=cos wt y y<t> = sen wt son funciones que describen 

oscilaciones de amplitud uno! es Pasible imaginarnos el 

movimiento del punto (ces wt. sen wt> como el resultado conjunto 

de dos movimientos oscilatorios independientes: uno sobre el eje X 

y otro sobre el eje Y. 

El oscilador en el eje horizontal tendría Periodo fundamental 

t=2íl/ w y amplitud igual a uno, lo mismo el del eje vertical: 
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e 
X 

_, o ' ~ o 

XCT) "=" .::,·. sv..rt _, 

A las curvas cuyas funciones coordenadas son 

-1 

funciones 

.... 
r 
• , 

'fig. 5. 7 
arrn6nicas 

se les llama Figuras de L~ssajous~ (Jules Antaine Lissajous 

1822 -· 1880) 

Si quisieramos encontrar la figura de Lissajous correspondiente a 

las funciones coordenadas: 

xlt> = cos t y y(t) =sen 2t, 

vemos que el oscilador en el eje horizontal tendría Periodo" 

2n y que el oscilador en el eje vertical lo tendrra den. 

En tales condiciones parece claro que la figura que se obten9a 

no va a ser un círculo. 

Para trazar las figuras de Lissajous se recomienda proceder de la 

siguiente manera: 

1) Trace los ejes caordenacos y prolongue el eje X hacia la 

derecha y el eje Y hacia abaje. 

2) Trace perpendiculares a los eJes X y Y a la derecha v abaJo del 

origen. Considere las intersecciones de estas perPenci1culares con 

los eJeB coma or·igenes de nueves sistemas ccbrdenados. 
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nuevos ejes llam~mosles ejes de la coordenada t. 

3). En cada uno de los nuevos sistemas grafi~ue la funci6n 

coordenada respectiva y finalmente, loc:alic:e en el sistema 

original el punto de coordenadas ix(to>,y<to) t, trasladando estas 

coordenadas desde las 9r&ficas auxiliares. 

1 
1 

ó 

--t--· 
1 
1 

1 

y 

1 1 
1 

·-¡- t- - - - - - - - - - - -
1 

1 1 
1 
1 
l 
1 

fig. 5.8 

t 

El punto i>:(to) ,y~ .. to)} pertenece a la Figura de Lissa.ioL1s. 

Segmento de Recta: 

Consideremos ahora las siguientes funciones: 

A- son ccns~antes que .k: me indica la amp 1 i tL!d cie 

funci6n: w y 6 tamni~n son constantes pero me indican el 

Periodo. 

!28 
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Procedamos ahora como lo indican las instrucciones de las figuras 

de Lissa,ious. 

il Trazamos los ejes coordenados y prolongamos el eje X hacia la 

r.:1e~';:cha y el e,ie Y hacia aba.lo. 

2) Trazarnos perpendiculares a los ejes X e Y a la derecha y ab~jc 

del origen, respectivamente, y consideremos las intersecciones. de 

estas perpendiculares con les ejes como origeA de nuevos sistemas 

coordenados! consider~ndolcs como ejes de la coordenada t. 
y 

X 

fig. 5.9 

Grafiquemos ahora las funciones 

x(t) = A
1
cos<wt+6l, y(t) = ~2cos(wt+6> 

Localicemos en el sistema ori9inal el punto de coordenadas 

C:·:<to),y(to)], ·'trasladando'· estas coordenadas desde la!:, 

, .. 
8t'C:\f icas aw:ilfan2s. 

V 
Ay' 

.iíi - -- -
I 14. 

-A¿ t 

" 
jf 

1 ;.. • _;.- 1 __ ..:t::==::r:===~--... .x' 
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L~ figura de Lissajous obtenida es un segmento de recta, 

ahora que longitud tiene~ 

d = C<A1 - <-A¡>>2 + (A2 - <-A2))2J1/2 

= "EA 2 A 2J1/2 ..... 1 + 2 . 

veamos 

Como el segmento de recta forma un 'ngulo con el eje x original 

esto implica que: 

tan 

por lo tanto: 

e = A~IA 1 L 

es decir que la inclinaci6n de la recta depende de la amplitud 9ue 

presenten nuestras funciones x<t> y y(t) 

Parábola 

Consideremos ahora las siguientes funciones: 

veremos y demostraremos que la figura de Lissajous que se obtiene 

a partir de estas funciones es una parAbola que satisface la 

ecuación 
,, ? 

2y ..... /A .... ,,J 
. .::. 

Comenzando como en el ejercicio anterior, trazamos los ejes 

ori~inales, los prclonqamos, trazamos Perpendiculares, graficamos. 

las funciones x(t) y y(t) en los sistemas auxiliares y localizamos 

puntos arbitrarios <x<to),y(to)) en el sistema original. resultanoo 
5, 1/ 

la siguiente figura: 
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r-
f4, ·~ >: 

1 

1 

1 1 

~ 
i. 

y Aa 
(O .-¡:; 1 

' ~r. 1 ___ ,_ -
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I!'•' 

··---1-
'-o-& 1 

1 (i. 

~ 

~ 

1 
1 
1 
1 
r 

'-
1 '::\ 

1 
1 
1 

Y' 

. x' 

fig. 5.11 

Demostremos ahora que la figura de Lissajous obtenida cumple con 

la si91..1iente ec1..1aciÓn: 
? ? 

A < 1 - 2y ..... /A,.., ..... ) 
1 ..::. 

entonces: 
t""'I ''"'i 

X = Al - 2<A1/A2..::.>y..::. 
''"' ,.... 

X - A1 = -2<A1/A2..::.)y..::. 

""' r'\ 

y..::. = -CA~2/2A 1 > <x - A
1

> 
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Si y = O entonces: 

2 -A2 /2A 1 <x - A
1

> =O esto implica que x = A
1 

Entonces hemos obtenido el punto <x,y> = <A 1,o> = V, es decir el 

vertice de la par,bola. 

Veamos que obtenemos si despejamos a y 

2 '"' -A
2 

/2A l (:·:-A 
1 

> = y..::.. 

entonces 

si x S -A1 entonces: 

=--A 
2

J?A '-A -A >J 112= +A y L 2 ""1~ 1 1 - 2 

lo cual indica que mientras 9ue x tiende a menos infinito, 

el valor de t A2 me indica la ordenada positiva y negativa de 

la paribcla. 9ue se va extendiendo. 

Ahor~ si x = O tenemos 

entonces 

_ + A /['"'Ji/2 Y - - r':i .,,.::.., 
..::.. 

con lo cual hemos encontrado los siguientes puntos: 

Considerando graficamente la par&bcla ce la f i9ura 

(-A,)t) y A 
(o, -{t) 

(Au o) 

X f'ig. 5.12 
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Diversas: 

Procediendo como en los ejercicios anteriores obtengamos las 

figuras de Lissajous de las si9uientes ecuaciones: 

y• 
y 

-1----------
1 

X' 

fig. 5.13 
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b) x<t> = Acos<3wt +pi>; y<t> = AsenCwt+O) 

y 

X 

1 
-:::.-..~.-c-":":"._ I_ - -- - - - - - - - - - -

1 

1 
1 

1 

X' 

Y' 

fig. 5.14 
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••• no puedes ser un buen artista a 

menos 9ue tensas en tu poder la 

capacidad universal de represen~ar 

mediante tu arte toda la variedad 

de formas de la Naturaleza ••• 

Leonardo Da Vinci. 

i 
1 • 



ESPIRALES 

Trataremos ahora Llnas cL1rvas realmente son 

maravillosas, tanto por SLI forma como por el 1L19ar en donde las 

encontramos: las espirales. Sin embar90 sólo se "' veran al9L1nos 

aspectos de 'stas, ya qLle el tema en sí es muy amplio • 

• 
Se han llevado a cabo estudios acerca de las espirales~ las CLlales 

se encL1entran en: la anatomía hLlmana <cord6n Llmb i 1 ical); en la 

anatom!'a animal <ventrfcLllo ~zqL1ierdo del corazón de Lina oveja); 

en la ArgL1itectL1ra <·fig. 6.1 solo Lma pegue¡,isima muestra); en el 

Bel 1 in i y en Leda de 

Leonardo Da Vinci); en la Bot,nica, dende son una infinidad (en el 

crisantemo o en las hojas de un lilium curatum>; en los cuernos de 

( 2 •1 1 t 1 , . ) ciertos animales fi9. ~so o por presen ar as mas curiosas ; en 

las conchas y en los caracoles <Nautilus Pompilius fi9.6.5 >*; en 

un tornillo, en una h'lice circular. 

!!!Por dgs;;graci.a gxi.sole una gran cantidad de lodos que no rué 

posi.bte i.nctui.r en este lro.bajo, pero se recomi.enda consutlar 

ti.bro: The curves of Li.Ce da T. A. Cook paro. mayor i.nformo.ci.ón. 
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Rosette spirale de la joubarbe. 
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-·--·~·- _,_:.: .... -- ----· ... ·-~-~ª·~ .. -.--~--~-~·-------···-

. - _figure 21. Nautilus pompilius of tJle tropical Pacilic Ocean in transver:se section. 
(From Richard Owen, Memoir on the Pearly Nautilus (Nautilus Pompilius, Linn.) 

~ •• , London: W. Wood, 1832, pl. l.) 

figure 22. The logarithmic spiral of the nautilus shell. (After Moseley, op. cit. 
. __ · [fn; 9), pl. 9: fig. 6, p. 351.) 

6,5 
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Como puede verse tendriamos tema, no s~lo para este trabajo, sino 

por lo menos, para tres m's; de tal forma que sólo se 
,.. 

proporcionaran algunos ejemplos para darnos una idea general de 

donde podemos encontrar espirales, pero 

exactamente por espiral?. 

¿' 

9ue entendemos 

En t'rminos generales una espiral es una curva 9ue empezando desde 

un punto de ori9en, continuamente disminuye en curvatura al ir 

alej~ndose de ese punto, o en otras palabra, su radio ·de 

curvatura continuamente aumenta. 

Esta definición no es sL1ficientemente amplia para incluir a un 

9ran nGmero de curvas, sin embargo excluye por lo menos a una 9ue 

'en lenguaje ~opular es una verdadera espiral: un tornillo o h~lice 

ci 1 {ndrica, la cual empieza en un punto y sL1 curvatura no aumenta 

cuando se aleja del punto. 

En la Biología Vegetal, la espiral 109arítmica, segun T.A. Cook 

tiene una importancia considerable y con al9unas excepciones 

"" e'l segun la formación de la espiral esta 'í'ntimarnente ligada al 

fi¡nÓmeno de la vida y el desarrollo. Con sus dos brazos 

arremolinados da la impresión de vida, movimiento y creación. 

/ 
, 

·¡ 139 
/ 



Espiral logarítmica 

Hablaremos ahora de una serie de numeres 9ue tienen 9ue ver y 

mucho con la naturaleza, y con la espiral 109arí'tmica: la serie de 

Fibonac:c i. 

Que consiste en la suma; despue~ de los dos primeros nt!meros; de 

.. 
los dos 9ue le preceden, es decir: 

0+1=1~ 1+1=2 ' 1+2=3, 2+3= 5, 3+5=8, 5+8=13, 8+13=21 

• y as1 sucesivamente, resultando la serie como: 

o' 1, 1' 2' 3' 5' 8' 13' 21 ' 34' 55' 89' 144' ••• 

y recibe su nombre, serie de Fibonacci, debido a Leonardo de Pisa; 

matemético italiano del siglo XIII. 

Esta serie se ha visto que no tiene mucha importancia en 1as 

matem,ticas puras, sin embar90, se ha investigado bastante acerca de 

ella debido a que, parad~jicamente, se presenta en la naturaleza y 

en el arte. 

Si examinamos las hojas, las flores o las ramas, en un tallo de 

una planta, y si nos fijamos en al9una hoja cerca de la base del 

tal lo de esa p !anta en 9Lle no haya más 9Lle una he.ja en cada punto, 

y le asignamos el numero cero, y contamos las hojas hacia arriba 

hasta que llegemos a una 9ue est' justamente encima de la 

. l ,,. bt l l l primera, e numero 9ue o · enemos es, por o genera , a 9uno de 

los t'rminos de la serie de Fibonacci. Y si al ir contando hacia 

arriba, contamos el nÜmero de veces 9Lle le damos la VLlelta al 
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tallo, también se obtiene al9Ltno de los t~rminos de dic:ha 

serie. 

Si el numero de vueltas es m, y el numero de hojas es n, diremos 

9ue las hojas estan colocadas en una espiral m/n.Veamos las 

fi9uras G.6 

3 

2 

1 

I o 

(a) 
• J 

5 

(b) 

fig. 6.6 

·- ·-·---·- ·- ·-· -

6~2 
·a~ 

o 

2 

.. 

·- _:..!,. ... . ---~ --

En a) se nuestra una espiral 1/2 vista de lado y desde arriba; en 

,, 
b> se puede decir 9ue es una espiral 2/5 o 3/5 segun como demos la 

vuelta en el mismo sentido 9ue las agujas de un reloj o al 

contrario. 
1-:---· 

¡' 

/ ! 

I 

/' 
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Para fijar ideas se conviene en tomar el camino 
.-

mas 1 argo, 

entonces tendremos una espiral 3/5. 

Por otro lado en c) se tiene una espiral 5/8. Es de notar 9ue las 

relaciones encontradas 112, 3/5, 5/8 son de t~rminos sucesivos de 

la serie de Fibonacci. 

Se puede observar disposiciones anilogas en una gran cantidad de 

productos vegetales; en las piAas de un pino, en los p'talos de 

una flor. en las hojas de una lechuga y en las capas de una 

cebolla, por ejemplo. 

Para comprender estas razones retrocederemos a los aRos de los 

9e6metras griegos 9ue estaban muy interesados en la llamada 

*Divisidn Aurea*, es decir, en la divisi6n de un segmento en media y 

e:·: trema razón. 

A e 

El punto B se dice 9ue divide al segmento AC en media y extrema 

razón, si la razón del segmento más corto al más lar8D es ig,L!<:\l a 

la raz6n del m's largo al segmento completo, es decir si 

<AB/BC> = CBC/AC> 

Se ha demostrado algebrSicamente 9ue ambas razones son iguales a 

J c~·· 112 il; .-· l ::;) - ' ,¿ 
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que, con seis decimales es igual a: 0.618034, es decir: 

<AB/BC> = CBC/AC> = 0.618034 

Llamaremos R a esta 
,, 

razon. 

Volviendo a la serie de Fibonacci, consideremo~: 

1 ) • 1/1. = 1 • 000000 2). 1/2 = 0.500000 

3). 2/3 = 0.666667 4). 3/5 = 0.600000 

5). 5/8 = 0.625000 6). 8/13 = 0.615385 

7). 13/21 = 0.619048 8). 21/34 = 0.617647 

9). 34/55 = 0.618182 10). 55/89 = 0.617978 

11). 89/144 - 0.618056 12). 144/233 = 0.618026 

De la tabla anterior podemos observar 9ue los t'rminos de la 

derecha se aprox1~an a .0618034 en forma creciente y los de la 

iz9uierda se aproximan en forma decreciente al mismo valor R 

Por consiguiente la serie de Fibonacci nos proporciona una 

. ~ ,,. 
suces1on de numeras enteros cuyas razones se aproximan a la R de 

la División Aurea. 

Consideremos ahora un rec:tán8L1lo tal c:¡ue la razón de SLI anchura a 

su longitud sea R: 

L 

(a) . 

fig. 6.13 143 



Es decir 9L1e W/L = 0.618034 o W = 0.618034*L 

Di vi damos ahora el rectá'ngLllo, por medio de Llna recta, en Lln 

CLladrado y otro rectángulo; en este 61 timo tamb ié'n la razón de las 

dimensiones es R. 

b) 

(b) fig. 6.9 
• 

Si se cont inLla dividiendo el rectángulo resLll tan te en Lln cuadrado 

y un rectingulo sucesivamente obtendremos: 

c) 

Podremos entonces inscribir Llna curva: la espiral logarítmica. 

d) 

1 
1 

! 
1 
1 

fig. 6. lJ. 

Con anterioridad hemos hablado de la espiral logarltmica y en los 

lugares en donde la encontramos. 

Uno de los ejemplos mas CLlriosos de corno se presenta la 
,, 

rc!:l:::c:in 
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R, en la Naturaleza es en la flor del girasol. Las semi)las se 

distribuyen por teda ella en espirales que irradian del 

centro hacia los bordes y tanto en el sentido de las agujas del 

reloj corno en el contrario. 

La flor de girasol normal de 12 a 15 cms. de di~metro tiene por lo 

general 34 espirales en una direcci6n y 55 en la otra; en l~s 

flores mas pequeRas pueden darse las combinaciones 21/34 o 13/21 

en las excepcionalmente grandes 89/144. 

. FJO. 25. Distribución de Ju 1e111illa1 en 1a flor del gituoJ. 

fig. 6.12 

Se puede observar el mismo fen6menc, aunque ne con tanta facilidad 

en otras flores come por ejemplo en las mar9aritas o los 
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Veamos una an,cdota interesante acerca de la espiral logarítmica. 

Se cuenta que la espiral 109arrtmica era la favorita de Jacobo I 

Bernouilli c:¡uien descL1britS Lln d!a c:¡L1e.esta cL1rva no sufr{a 

nir19una deformación cuando la dibujÓ en Lln globo de caucho y 

luego lo inf lÓ, viendo 9L1e s6lo empezaba a girar, <aparentemente> 

también la d ibu.io en un hule c:¡ue despL1és estiró, maravillándose 

de c:¡ue no sufría n in9una deformación; deseando 9ue la d ibu,jaran 

en su tumba con la siguiente leyenda: 

Ea.den muta.ta resurge - Resurjo inmutable de toda transformaci6n 

Siendo esta inscripcion una verdad matem,tica, ya 9ue cualc:¡uier 

transformaci6n c:¡ue se efectue, la funcion exponencial· siempre es 

la misma. 

ConstrL1cc iÓn anal {ti ca: 

Veamos ahora SLl construcci6n matemática. 

En pá'ginas anteriores vimos la constrL1cción de la espiral 

logar!tmica en base ala raz6n aurea,la cual llamamos R; y a partir 
,. 

de un rectangulo de ciertas dimensiones, construimos la curva de 

la.espiral logar!tmica. 

Tomemos ahora un sistema de coordenadas teniendo como origen el 

punto donde se cruzan los segmentas o rayos AC y BJ, los cuales 

son perpendiculares; y sea el eje X el raye DF y el eje Y el rayo 

EG. ( f i 8. (0. /3 ) 
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E 

e 

fig. 6.13 

Co:·:eter demL\estra en SLl libro IntrodLtC:ción a la Geometría gLte en 

coordenadas polares <r,e> las coordenadas de los pL!ntos de los 

rayos son las siguientes: E = <-r,íl/2), D=<T
2 ,n>, •.. ,G=<T-

1
,-íl/2), 

-2 
H = (T , -m , ... donde T representa el radio o magnitud del 

origen al punto en cuesti6n. 

De es~a forma, tenemos L\na infinidad de puntos, donde las 

coordenadas polares son 
n ( r, 8) = ( T , n n; 2) , par a todo ente1·~0 n 

2e/n , 
9L1e satisface la ecuación r = -r y todos los puntos estan sobre 

la espiral lo9ar!tmica, tambiªn llamada e9uiangular, cuya ecuación 

es: r = e < 2e 1 n <e I íl> ) 

donde el ángulo constante de la tangente a la CL\rva y al radio 

vector* esta dado por are cot <2 ln T>ln. 

Este in9ulo vale aproximadamente 73 grados ver f ig.b.13. 

Cerne una muestra m&s de la infinidad de espirales que nos ofrece 

•tCneo. recto. que ti.ene su extremo en el poto y gi.ro. alrededor de 

Ól 
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la naturaleza se presentan a continuaci6n en las siguientes 

figuras: 

Large ex 

Largep 

Large r 

Lamelle de la cothlée 
de l'oreille interne. 

• 

t \, 

fronde d 'une 
jeune fougere 

FII;. 6./'/ 

Small/J 

Small 'Y 

DéfenRe d'~lPphant 

14M 
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Pin maritime 
Piriue Pi>?i;a 

Coupe transversale de l'arPx d'un 
jeune semis de 15 cm de h;iuteur 
(A. H. Church) (Spi rale Rénét iq 11e 

senest!e, sv~trmc R + 5). 

. . ~ ' ::.. 
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Espiral de Arquimides: 

Otra forma muy particular de espiral e:; la Espiral de Ar9uí'mides. 

fig. 6. ló 

N6tese 9ue el segmento de recta 9ue sale del origen O al punto P 

cruza a la espiral en cada vuelta 9ue d~ ~sta 6ltima; y 9ue la 

distancia que existe entre cada punte de intersecci6n, es decir 

entre d
1 

y d
2

, entre d
2 

y d
3

, etc, es la misma, es constante. 

Esta curva la podernos ver proyectando una hélice 
, . 

canica en un 

plano. 

Una definicion más formal podría ser la siguiente: 

Si mientras el radio vector gira uniformemente alrededor del polo 

O, un punto P viaja con una velocidad uniforme alrededor del 

polo, la curva 9ue describirÍ el punto 
,,,.. 

sera la espiral de 

Arc:¡uÍmides, cuya ecuaci6n f?n coorcJenadas polares es r = af). 

Hasta a9u( lle~3a1·'emos ccm respecto a este capítulo, ya 9L1e de no 

haber mencionado a las espirales~ cuando se habla de curvas~ 

habr(a sido Llna pE2r1<r1.i ¡::i<·?ro comc:i se rn(;mcion,:.. al p1···incipio es un 
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tema mLly amplio. 

Como hemos visto es realmente maravilloso el lugar en donde 

podernos encontrar estas curvas, sin duda alguna 9ue escapan muchas 

mas como por ejemplo, las espirales que se forman al caer el a9ua, 

(fis. 6.lr > 

las espirales de los trboles o las espirales de un tornillo y 

tantas ot~·as. Concluiremos este capítulo con el s:i9L1iente 

pensamiento:· 

Naturaleza ese manuscrito, p~blico y universal que permanece 

extendido a los ojos de todos. 

Sir Thomas Browne. 
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, 
Deduccion del sen (a+~>; siendo similar la de cos ( a+~> 

Examinemos la si9uiente fisura y supon9amos 9ue el segmento OS es 
s 

i9ual a uno 

A 

o p 

entonces: 

sen<a + ~> = SP =se+ CP -------<1> 

d_cuánto vale Se? 

se= SA cos a-------<2> 

ya que SCA es un tri~n9ulo rect~n9ulo pero 

CP = AB = OA sen a-------(3) 

del tri~n9ulo OBA. Pero necesitamo~ SA y DA 

, , 
Consideremos el triangulo rectan9ulo SAO cuya hipotenusa OS = 1, 

entonces: 

SA = sen ~ y DA = cos ~-------(4) 

en.tonces: 

se = SA cos a = sen ~ cos a-------<5> 

CP = OA sen a = cos ~sen a -------(6) 

SL1stih1yendo(5)y(6) en (1) tenemos: 

sen (a + ~) = sen~cosa + cos~sena 
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APENDICE B 

, , 
Breve introduccion al Calculo de Variaciones. 

, 
En lc:is Problemas fi.sicos sur8e l'a necesidad de hallar los valores 

rnaxirnos y mini.mes de un genero especial de magnitudes~ llamadas 

fLtncionales. 

Se llaman funcionales a las magnitudes vari~bles cuyos valores se 
, 

determinan mediante la eleccion de una o de varias funciones. 

Ejemplos de ~unciona!es son la longitud de arco de una curva 

plana. La magnitud l puede calcularse si se da la ecuacion de la 

cLtrva y - y(:-:) entonces l[y(x)J = JJ{l + 
D 

. (Jz. ) ..::: 
\-- + 

""'" u,·, 

donde D es la Proyeccion de la superficie en el plano OXY 

Los momentos de inercia, los momentos· est~ticos, las coordene:\das 

centre de gravedad de cierta curva o superficie homo9~nea! sen 

tambien funcionales. puesto que sus valores se determinan 

eligiendo la curva o la superficie. i:~s; dec :ir, las funciones 
, 

contenidas en la ecuacion de dicha curva e superficie. 

, 
A continuac1on se ciaran algunas de~1nic1ones y teoremas con el fin 

de deducir la ecuac~on de Eulsr. 
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; 

Definicion: La funcional vCY<x>J tiene un maximo en la curva 
; 

Y ~ Yo{x) si su valor en cual9uier curva Proxima a Y = Yo{x) no es 

mayor c:¡Lte vCYoü:> J es decir av = v[Y{:d J - vCYo<:-:> J ~ O 

Teoremi:i.: 
; 

Si la funcional v[Y(x)J 9ue posee variacion, alcanza su maximo e 
; 

su minimo Para Y= Yo<x>, siendo Yo<x> un punto interior de la 

regi~n de definici~n de la funcional, entonces para Y = Yo<x> 

ser~ 6v = (l 

; ; 

El termino §.!f.:tt::.!?.ffi.Q quiere decir qL1e l.:i. funcional alcanzo Ltn 
; 

maximo o un min1mo. con respecto a otras curvas prox1mas; 

ser fuerte o d~bill. 

Analic~mos el extremo de la funcional: 

X1 
V [ y ( :-:> J = J· F [ :·: ' y ( :-:> ' y . ( :-:) J d :·: • • • • • ( l ) 

Xo 

(i:>L1ede 

Si los puntos frontera de las curvas admisibles estan fijos: YCXo) 

= Yo e Y<X1> = X1 (fig. 

considerar~ derivable tres 

; 

) La funcion F<X, Y, 

veces. 

y.) se 
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-
Tomemos cierta curva admisible Y = Y*Cx)cercana a Y = YCx> e Y = 

Y*<x> en la familia de curvas 

Y<:·:,cü = Y<:d + 0tCY*<:d - Y<:-:)) 

cuando 0t =O, se obtiene la curva Y= Y<x>; para a= 1, se tiene: 

Y= Y*<x>. entonces la diferencia Y*<x> - YCx> se llama variacion 
I 

de la +uncion Y(x) y se designa por 6y. 

, 
En los problemas variacionales la variacion 6y desempena un paPel 

an~logo al del incremento de la variable independiente en 
, 

los problemas del estudie de los extremos de una funcion f<x>. 

La var1ac1on 6y = Y*<x> - Y<x> es una funci~n de x. Esta· funci~n 

se puede derivar una o varias veces. siendo: 

( 6y) ' = y* ' ( >:) - y ' ( >:) = 6y ' 

es decir, la derivada de la variacion es la 

I I 

variacion de la derivada; analo9amente 

= Y*', y ' ' ( :·: ) = 6y ' ., 

. . 

De este modo, consideremos la familia Y= Y<x~~). donde 

Y<x,~> = Y<x) + a6v 

que contiene, para a = O, la curva en la cual se alcanza el 

extremo. y para a= 1~ cierta curva admisible cercana, 

curva de comparac1cn. 

Si consideramos los valores ae la funcional: 

V C'I ( ;'. ) J ... f ¡:::- i ;,: • y ' y .· ) d ;.: 
::o . 

llamada 
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I 

sclo en las curvas d~ la familia Y= Y<x, a), la funcional se 

, 
transforma en una funcion de a 

v [V ().:,a) J = rp (et) 

, 
ya c:¡ue el valor del parametro et determina una curva de la ·fami 1 ja 

Y= Y<x,a>, determinando tambi~n ~on esto el valor de la funcional 

I 

v[YCx.a)J. Esta funcion rp<a> tiene un extremo en a= O, puesto que 

para dicho valor se obtiene Y= Y<x>, teniendo la funcional, por 
, 

hipotesis, un extremo con respecto a cualc:¡uier curva cercana 

admisible y, en particular, con respecta a las curvas cercanas de 

la familia Y= Y<x,a>. La condici~n necesaria para que la 
I 

tLlnc icn 

~Ca> tenga un extremo en a = O es la anulaci~n de su derivada para 

ot = (i : rp' ((l) = o 

Como 

entonces: 
ri>, <a> 

donde: 

X1 

rp<a.> = J F <:·:, y().:, a), 
Xo 

= Jt1{Fy~ y<:·:,et) + F 
iJ<:J. 

~·~O 

y'\,<~·:, a)) d:·~ ,., 

Fy éJ = -¡;y F < ~·: , Y ( :·: , ot) , Y ' ( :-: • a> > 

o puesta r.iue: 

Fy , - _!_ F ' " .. , . iJY ' \ ,., • '( U·:' Ol) • 

iJ 
V<:.:.ai -a;:-

éJ .. , ( ) 
--Y , >~ .. et 

éJOt 

• 

y ' ( ~·: ' ot) ) 
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se obtiene: 

+ F y ' ( :-: , Y ( H , et) , Y " ( X , ot) ) óy ' }el X 

Como ya hemos viste, -· <Ol se llama variacion de la funcional, y 

se designa por óv. La condici~n necesaria para que la funcional v 

tenga un e:-:tremo (es decir un maximo o un minimol consiste en la 

anulaci~n de su variacion: óv = O . Para la funcional 

V r v ( ',·', )' J = J Xi F ( ' ) d J.,T l·:,y,y X 
Xo 

, 
esta condicion tiene la forma: 

J~ 1 [Fy6y + Fy'óy'Jdx =O 
1\ o 

1ntegranao el segundo sumando por partes~ y tomando en cuenta que 

óy' = (Óy)' obtenemos 

óv = CFy' óyJX
1 

+ J=~ {Fy -~y. }CY d:·: 
Xo d:·: 

pero: 
óy lx=xo= Y*<:·:ol - Y (No) = o 

y 
oy 1 x=xi = Y*<:·:t) - y ( l·:t) = o 

en virtud de que todas las curvas admisibles en el problema simple 

considerado pasan por puntos frontera fijos Y? por lo tanto, 

óv J ",·'.t. J Fy - ~.:: ' ló.v d :·: ..... Xo l d >~ y r 

De este modo. la condici~n necesaria de extremo ~orna la forma: 

J :x.1{"" d ... ~ó . . r" y - --:---t" y V CJ l< :::: 
Ao dx · 

t) ... 11 •• " (~.°2) 

, 
donde el factor entre Parentesie es una +uncion continua dada en 

la curva Y= Y\x) que realiza el extremo. y el factor oy, debido a 
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, , 
la arbitrariedad en la eleccion de la curva de comparacion Y = 

, , 
Y*<x>, es una funcion arbitraria 9ue satisface solo ciertas 

condiciones muy 9enerales, m~s exactamente: la funci~n 6y se anula 

en los puntos frontera X = Xo y X = X1, es continua y derivable 

una o variasveces, 6y o bien 6y y By' son pe9uenos en valor 

absalL1to. 

, 
Para simplificar la condicion anterior <2>, aplicaremos el siguiente 

.. 
lema: Si para cada funcion continua n(x) se tiene: 

, 

J X i .T, ' ) . . d .. 
Xo~~x n'x) X = u 

siendo ~(x) una funcion continua en el se9mento Exo, x1J~ entonces 

l'J!(x) = O en dicho segmento • 

.. 
Retomando la ecuacion <2> vemos que todas las condiciones del lema 

se cumplen: en la curva 9ue realiza el extremo~ el factor: 

1Fy - ~y· l 
l dN ( 

.. .. 
es funcion continua, y la variacion 6y es una funcion 

arbitraria a la cual se han impuesto sblo limitaciones de 

.. 
caracter general, ya previstas en el lema Por lo tanto, 

Fy ~-Fy' =O 
d:·: 

en la curva Y = V<x> c:¡ue el E?Ntremo de 

func:ional CÜ::? C i 1·~ '.' y es soluc:iém 
, 

la ecuacion diferencial de segunde orden: 

r ~-·=o ··y - d:: "Y 

de 
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o bien, en forma desarrollada. 

, 
Esta ecuacion se denomina ecuacion da Eul<>r y fue publicada por 

Fy - Fxy' - Fyy'Y' - Fy•y'Y' '::: O 

primera vez en 1744. Las curva• integrales de l• ecuacion de 

I 

Euler Y = Ylx,C~C~ se llaman extrema!•• Solo en las extremale• 

puede alcanzarse un extremo lmaximo o minimo >de la func~onal: 
v[Y<x>J = fxx 1 F<x.Y.Y'>dx o . ' 

loü 
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