
Universidad Nocional.) 
Autónomo de México 

FACULTAD DE CIENCIAS 

EJEMPLOS OE ESPACIOS UNICOHEIENTES Y 

MUL TICOHEREHTES 

T E S 1 S 
Que poro obtener el título de 

MATEM ATICO 

p r e s 

RITA OLIVA MAYA HERNANDEZ 

México, O. F. 19U 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



( * 1 

I N D I C E 

INTRODUCCION 

CAPITULO l. TEOREMAS V LEMAS IMPORTANTES 5 

CAPITULO 11. ESPACIOS UL TRACONEXOS 18 

CAPITULO 111. ESPACIOS HIPERCONEXOS 21 

CAPITULO IV. ESPACIOS TOTALMENTE ORDENADOS 28 

CAPITULO v. ESPACIOS QUE SON EXTENSIONES 37 

PERFECTAS 

CAPITULO VI. ESPACIOS NORMALES V CONTRAIBLES 40 

CAPITULO VII. DIVERSOS ESPACIOS 47 

CAPITULO VIII. PRODUCTOS 89 

CAPITULO IX. ESPACIOS NO RESUELTOS 90 

BIBLIOORAFIA. 93 

\. * ) 



1 N T R o o u e e l o N 

La manera más sene i 11 a de de-finir el concepto de 

topol6']ico aguJer·ado es !u 1.1nicoherFmcia. 

espiicio 

Se die<' 9ue un e.urac:in topolóc¡ic:o c:onP~:n >:{ es unicoherente si no 

existen dos subconJuntos cerrados y coneHos H y K de ~ tales 9ue 

~ = H U K y H íl K es d1sconeHo, l.os espacios conexos que no son 

unicoherentes son llamados multicoherentes. 

Un ejemplo t1pico de un espacio multicoherente es: 

donde podemos tomar H ~ 

y K., 

VJ/J 
~ 

Cl.=.ramemte !:le observa que SLI uni6-l es ~ y su i.nt:e1•secci6n es i9ual 

a: --- es di scone:-:o. 
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Intuitivamente, los Pspacios unicohcrentes non a9u9llas que no 

est.1n atravesadas por· ningún aguJera, aun9ue puedr:-n tf"ner' hlli:o>cos, 

Y multicoherentes son <:1c¡uellos 9uc tienen un agujero por el cual 

se pueden atravesar. 

Los ejemplo~ má5 ctJmLtnr~s df! esp.Jc1os un11:oherentpi:; son todos lou 

c;¡5pacios Euc:l idianc>s, las Psferas de dimensi6-i mayor· o i.<]Ual que 

2, los e'.:lpacios proyect1vot., l"tc. 

Cuando se piensa en ejP.mplos de espacios unicohr?rentes y 

multicoherente,;, generalmPnte, Ltno se imagina SLtbcanjuntos de lR 9 

<o de al9úi CR">, ya ciue de el lo,; es mas o menos .f:.Ci 1 v~~r si 

tienen agujeros o no. Ademas, casi sir~mpt'e, la unicoherencia se 

estudia en espacios con propied<:1des adicionales (conexidad local, 

normalidad, comp<1cidad, etc.). 

En general, se sabe poca de la mult1coherencia de espacios con 

topologias raras. Por esta t"a~61, F?n el' presrnte trabajo nos 

ded1camt:m a e::;tudiar· torio!", los espacu::1s topol69icos cone::os c¡Lte 

aparel'.'.en en c-'1 libro "Countere:{amples in Topolc1gy" [ 3 J, tratando 

de detet·minar si son un1coherentes o no. Conser¡u1mos hacPr esto 

en casi todc1~ los ejPmplos, a contin1...lo.c:iá'1 ctescribimos el 

contenido dF? cada uno de los capitulas: 

Capít.ulo I. A<1Lt1 se rJemuestr'ln los pr1nc1pi1les Teoremie\~; y Lemas 

Capít.ulo II. E:.spac1os Ul tr·aconr~:ms. En estos espacios se tiene 

qLtC? la inter·r;ección de cucilesquiet'a ria"' subconjuntos cerrados 

es diferente del vacio. Es ·fá.cí.l ver que todos ellos son 

un1coherentes (Lema 1). Los ejemplos que pertenecen a esta 
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c¡¡tegnria son: Tnpolo~¡ias de.! Punto E:{clu1do [8, 9, 10, 11 ]*, 

Divisible C57J y dP los ldealps Primos [56]. 

Capítulo III. !ntt:>grAdo r-01· Espacios l·lip1•rconP:m-:;, p.:.ra lc.s CLtales 

se tient~ que todos sus subconJuntos abiertos no son aJenos dos 

a cJos. Torlos ~stns esp¿icio~ son unicohPr'entes (l_~ma 2) y son los 

siguientes: 

9, 10, 111, 

Finito UB, 

[q], del Punto F'ilrticLtliH' es, 
rl•~l Cnmplemento 

19}, ctel Cnmpl0mRnto Numerable [20J, Doble del 

Complemento NumerahlP [21l, del Complemento Compacto [22J, del 

Orden Derecho en [R í::50J, rle los Intlerv.-.Jos Anidados [52J, de los 

Intervalos Encim;:1tfos [5'.:'.l y de los l11te1·valos Trabados [54J. 

Capítulo IV. E"spaclf_•~; Tot,ll11n.:nt"' Or'dt:?nCJdos, son aquellos en los 

c¡ue su topologia esto\ d,Jd.:> por un orcfon. Los ejemplos gue cumplen 

esta def1niciá1 son, ,,dem.\s clP los n?all?s, Ordi:n Le::ico~1rá·fico en 

[46J v Linea 

larga C45J. Todos ellos san unicoherentes (l"eorema 21. 

CapÍt.ulo V. E$pacios topol6qtcos qup "ºn E:,ten,;iones F'erf<1ct<15. 

·rodas los ejemplo~ qu~ se en~uer1t1~~n en est~ categot~ia son 

unicoherentes <Teor·em¿\ ::;) : Topoloqias de Mitades do Disco [78J, 

Metrizable del Disco Tanaente [83), del Disco Tangente de 

Niemytzki CS:CJ y Cuadr<"ldn Simpli-ficado de A1·ens [81J. 

Capítulo VI. f(;pacios Norm.0.les v Contraibles. Son los si;¡Ltientes: 

Espacia de Helly [1071, Dohlra Recta Real [62), 

Funciones Continuas ~en la Topologia de la Converqencia Uniforme 

[10BJ, Escoba Cer·i--~vla [1'21)1 y Topolcigia Eucl1di<:>na [?BJ, todos son 

un i cohe1·ente;:;. 

*Lc>s números que •¿j(:.~ pri111?11 t.\ con t inuaci 6i de lo~; nClmbr~..::is dr.:~ le.is 
espacio~. ~on lc1'-J números gur':' t:1~nen t.~n [ .3 JM 
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Capítulo VII. Espai:ios que no f"·;tán cl.o1sificc>dos en ninguno de lo~; 

anteriores Capitulas: E·"-CDbil de J oG Números E:n tr~ros 

Conjuntos Cone::o;; de 

Ori9en Doble [74J, Radio Bot·radu [77J, 

[1:'1 J' 

Racion"d 

Te!efasn [73J. Curv<1 S1eno1dal LJ16], CLirva SPnoicLll Cet"r.'luu [117), 

CL1rva Senoidal E::tend1da [1181, Ld Escob,) [1191, {1n<]Ltlns Anid.:1cfns 

C122J, Jaula lnfinit¿1 [12:'.J, Di;co Un1tar10 ·~,in c,u Centro [!32J, 

Pseudci<1rco [!ºJOJ, Compact.Kién C3si-Disc:•·pta y UnipuntL13l dP los 

Racionales [35), Espacio dn la Red dn Ruv [1261 y la Topologla 

Radial del Plano [141). 

Capítulo VIII. Espacios P1·odur: to ciue son Un 1 e oh eren t1?s 

son los siguientp5: r" [381, !
1 

rt05J v 1 r.361. . 2 

2 y 

En el Capitulo IX se prr~senL:m lo<; r'jPmplns pat·a lns cualer; no se 

pudo determinar si tienen n no ~guJaro: Los Enteros con la 

Topologia de los Primos Relativos [60), Sacacorchos Condensado de 

Hewitt [92J, Conj11nto [ticon12:<0 rl!;, Mi.llet· [1'.::IJ, Tiend."I Agu,ierada 

de Cantor [ 128], El Cuadt•;:idn dE! Ale:<.:lndroH L 101 J v El Ezpac io de 

las StJcesione5 de Gu~~t1n l1~5J. 
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CAPITULO I 
TEOREMAS Y LEMAS IMPORTAJffES 

UL TRACONEXOS. 

D11finic: t6n: 

LEMA 1: 

Sea ~ un espacio topológico. Si l!1 es ult.raconexo, 

conexo y unicoherent.e. 

S1Jf.tOl'1•)iJITI05 

entonces es 

q•.w A n E: ;Y! o, lo CIJ~1l es l.tftr.•. contrad1cciól'1 q11~ nos p1 .. ueb¿~ 

que ~ e~ r.:0ne'<O. 

J:.) ~es 1.1n.1cnhr-r·ent0. 

S1..1pongamoc; Q•Je ~ no PS un1cohPrP.nte, entonCP!:.., P~·:isteri A y 

B subcon¡untos c~rrados conexos de l!1 talps que A U 8 = ~ 

cerrado~ dP M tn'"r qur HU V= A íl R. f{ 



tu PERCONEXOS. 

De ti ni e: i 6n: 

todas 

U, V e (1, con U, V "" 0, se tiene q1.1P. U íl V "" 0. 

LEMA 2. 

Sea lf( un espacio lopologico. Si lf( es hiperconexo, enlences es 

conexo y unicoherenle. 

Demos ti-ac 1611: 

a) lf( es cone:<o. 

Sea (1 una ba1e de lf( corno Pn la del hiperconexo. 

Suponqamos q\1e lf( no er. cone:·:o Pntonc:es eHisten A, 8 

abiertos de lf(, a¡enns, no vac:los tales que A U 8 lf<. 

Por ser A abierto no vac:io ewiste V e (1 no vac:io tal que 

V e A y corno B también e• abierto no vacio existe W e (1 no 

Vi.\Cio tal que l.J e F;, entonce•; 0"" \/ n l.J e{\ n B. Este:\ es 

una c:ontrad1cci6n. Por tanto )!( es cnnexo. 

b) lf( es unicoher1>nte. 

Supongamos que lf( no es unicoherente, entonce& existen A, B 

subconjuntos cer~ados conexos de lf( talP& que A U B = lf( y 

A íl B no es r.one::n, esto 1mpllc:e> .-¡ur> ,8, ""lf( y 8 "" )!(, 

Por· ser A y F< cpn- ~·fo 0 S» son 

abiertos no v~cios, lo c thl 1 im¡•l ica lo siguienh~: 

lf(c = 0. Esta contradicci6n prueba 

que >!< es unir:oner·prit~ ~ 
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ORDENADOS. 

Desd~ el Lmma sigui~nte hast~ ~1 Teore1na 2, ~ denotat~i un conjunto 

totalmente ordenado. 

Recordemos c1ue )R f..~!..; tot,,lmentr; orc1Pnado si cumple lo 

siguiente: 

l) V a 15 )}{ a .$ a 

2) V a, b, C'. e • si a s b y b .$ e entonces a .$ c. 

3) V a, b e • si a .$ b y b .$ a entonces a ·- b. 

4l V a, b e •• a "' b, :;e cumple un.::".\ y sólo una de las 

siHuientes opcirmes :1 .$ b o b :!:. a. 

Cuando ne tiene un Pspacio tolalmente ordenado, se define 

a < b si a S b y a 1' b. 

La Topolo9i:1 de orden de • tiPna como base a los ~onjuntos de 

la forma CK, y>, (+-, y>, <:·:, .+) donde: 

Cx, y) {z e • / N ( ;: '· y}· 

(+o, y) {x e • / X 
,. V}• 

(:<, .. , {Y e • / y " }· 

Diremos que • tiene la propiedad del punto intermedio si 

dados x, y e• con :: < y, e::1ste ;: e)}{ tell que :: < z < y. 

Un intervalo de )}{es un subconjunto E con la proriedad de que 

.. , y Ei E y z < ... y impl 1c:<'.n z e!:::. 
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LEMA 3: 

Si ~ es: conexo entonces: N tiene la propiedad del supremo y del 

punto intermedio. 

Supongamos que ).'( es: conexo, probaremos: que ~ tiene la 

del s:uprerro. 

Supongamos c¡ue ~ no tiene la priJf'lt?rJ::id del supr•emo, 

propiedad 

entonces 

existe S subconJunto no vacio de );'(, acotado superiormente por 

u e~ de tal manerA c¡ue S no tiene supremo. 

Definimos: A {:< e );'( I .. e<;; r.ota superior' rle S ~-

B {Y e ll( I y no P.S cota superior· de S ~· 

En seguida probar·emo'' un;i ser·1r-; de pr·opiedades para A y B. 

a) A ?' 0. Es claro y.:i c¡ue u e A. 

b) A u B ·~ ~-

e> B ?' 0. 

Si s fuera un con,iLrntn de un s6lc1 pLrn to, S ~z ~· 

Entonces z seria el supremo de S. Como es tamo$ 

suponiendo que S no tiene supremo, Pntonces S tiene al 

menos dos Qlem~ntos z y w cor1 z w. Aseguramos c¡uF.> 

z e B, pues de lo contrario ~ seria una cota superior de 

S y en consec11enc1a se tendr1a que ~ ~ w, lo cual es 

absur·do. F'or" tanto B ?' 0. 
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d) A es abierto. 

Sea a e A, como S no tiene supremo exi&te d e A tal que 

d < a. 

Definlmps I ~ <d. ~'> r~ntonc~s " e 1. 

Oadc> :: e I tP.ror>mos que •1 < :: y r:omo el e A, s S d para 

toda s e S 1Jl1tor1c~s ~ :!: ·~ ~., }: P.r.;to tmpl \C¿\ qun s < x 

par~ toct~ s e S lo r¡ue s1gn1f1ca qLte x es cota superior 

de S • As 1 .-¡ 'H' " e f\ • 

Por tanto ,, e e A. E11 con~lus16n A e~ abierto. 

e) B es abierto. 

Sea b e F! c:omo b r10 es cot" <,11p¡•r·ior dP S entonces eniste 

s e S tAI que b < s. Oef in11nfJs l = (.-, s) entonces b e I. 

Dada z E I t~r1emos ql1e z DP mncto que = no es cota 

e B. 

En conclusi611 b E l e 8 pa1· ln •llte B ps abierto. 

De todo lo anterior oodemos c:fJncluir que ~ A U B es una 

separ·aci6n de ~, e~.t.i\ contrtldir:c16n pruebil que 5 debe tener 

sup1··emo. Po1' t,:rnto );!{ tiene la prop1ed<.>d del supl"'emo. 

Ahora mostraremos que );!{ tiene la propiedad del punto intermedio. 

Supongamos que ~ no tiene la propiedad del punto intermedio, 

entonces e:-:isten :-:, y e);!( con >: < y t<1l que (}:, y) 0. 

Pr·oba1-emos que );!( = <:.-, ::] U [\', -+> es uni' sepc1r·,"1c16n de )!(, lo c:ual 

es absur·do pues estaíl1os SUJ)O}l1e11do que ~ es coneuo. 
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Esto concl•Jirá 111 prueba •11' •l'-'e ~ tiene la propied,1•:1 del f.•LlfltO 

intermedio. 

Notemos que 

Y e [y' ~). 

C•, x] - 0 ya que 

Como );!( U•, :<l U [y,+)) 0 trnemos que 

);!(" ( .. , 11) u [y, ... ). 

Veamos ahora que <.•, x] íl [y, o+) " 0, 

Supon9amos que <. .. , ::) íl [y, +.l " 0, entonces e:n ste z e <•, >tl íl 

[y, ,.) esto impllc<1 que ~ e <.•, ::) v ~ e [y,+>, con lo q•_te se 

tiene que y ~ z ~ x. E~ta ~s u1·1d contr·arl1~c16n que nos prueba que 

(•, H) n [y, .. ) " 0. Ade011á;, (+o, .. ] y [y, ~) son c:crrados ya '1'-'e 

(•1 :~Je y [y,,.)c sor1 <1biertos. 

Concluimos entonces que ~ i. .. , >:] U [y, *) es una 

de ~. 

LEMA 4: 

Si ~ tiene la propiedad del supremo y del punto 

Entonces E e ~ es conexo si y sólo si E es intervalo. 

sepal'üci6n 

intermedio. 

Supongamos que E no es ii:ilervalo, demostraremos que E no es 

conexo. 

Como E no es 

y z fi! E. <"EntnncP~ ,, y). 

Definimo~ A p, u 8. 

Como >: e ,o, y y e B, ent11nc"'' A - 0 y B - 0. 
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Claramente A y B son abiertos ajenos de E. De modo que E no es 

conexo. 

Ahora probareioos que si E es inlervalo enlences E es conexo. 

Supongamos que E no e~ cnnexo. Tomemos A, 8 e E, aJenos, no vacios 

tales que A U E• " f y A íl B -~ 0 = A íl B. 

E s cogemos '' e A y y e B • Po•:\ e m os s upo r1 e 1· ··¡ '-'" >< < y . 

Det inimos C [>·:, y] íl A. Notemos lo s19u1entf!: 

Que e ~ o, porque ~ e c. 

Que y es cota superior ·1e e. Entonces existe : e )J( tal que 

: = sup. C. Est0 implica ·~1.1e : e c. Como e e 1-\ entonces e e f\. 

De modo que z e A y : ~ B, de donde se tiene que x ~ : < y. 

Como E es intervalo, tenemos que : e E =A U B. 

De manera que z a A y por tanto ~ ~ B. 

De aq1jl ~1Ye e~isten a, b E~ t~lPs que ~ E <.a, ~ 1 ) e~ - §. 

Como z <y, b, tenemos q•JP. .. < min. iY• b~. 

Poi- la ¡:·r·op1ed<>d del p•mto inter·me•i10 que tiene )J(, e':.iste t e )J( 

tal que z < t < min. ~y, b ~ ~ y, b. 

Si t e A, entonces t e A íl f>:, y] e' asi que t s z. 

Esta contradicc16n muestra que t ~A. Además a< z < t ( b, 

asi que 

;: -: t y' 

e (a, b) y entor1ces t ~ 8. Eñto pr·ueb,1 ,11.1e t ti! E, que 

y q1.1e E es intervalo. lo cual "'" absur·do. 

Por tanto E tiene q1.1e ser conexo. 
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TEOREMA 1: 

~es conexo si y sólo si~ tiene la propiedad del supremo: y del 

punto intermedio. 

La suficienr:ia ~s el Lema 3. 

Para probar la nP.cesidad, sr?gún el LC!ma 4, s6lo hace falta 

observar c¡ue ~es un intf't'valo de~-

TEOREMA 2= 

Si )/{ tiene la propiedad del supremo y del punto 

entonces };'{ es conexo y unicoherente. 

Por Teorema l es inmediato CJLte ~ >'25 r:one>:o. 

En '.:leguida mostraremcH; 'll.le ~ t'.>iz; unicoherente .. 

Supongamos c¡ue no lo es. 

intermedio 

Entonces existen dos subconJuntos cerrados conexos A, B de ~ tales 

c¡ue A U B );'( y A n B no ns cont~xo. 

Como A, B e ~ y son conexos entonces A y B son intervalos. 

De manera c¡ue A n D es un intervalo y por tanto conexo, esta 

ccmtradicci6n implica c¡uo ll< "'S Ltt1icol1er·ent!;._ 
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EXTENSIONES PERFECTAS. 

TEOREMA3: 

Sea P unicoherente, conexo y localmente conexo. l'K conexo y 

localmente conexo tal que P es denso en ~ y todo punto de ~ tiene 

tma base de vecindades u• s de manera que ti íl P es conexo, entonces 

~ es unicoherente. 

Antes de demostrar el teorema, probaremos que si W es un abierto 

de >K, entonces w (>~ cone>:o ~l y sólo sí .w n p es conc>:·:O en P. 

Primero demostrar·omos que ~l w as cone!<O e1~to1·1ces w n p es conexo 

P.n P. 

Supongamos q1.1e W íl P no es cone;rn. 

Entonces exister1 cto~ abier·tn~ H, k ,je ~ r1n va~io~, aJenos, 

q•.1e W íl P = H U ~·. 

que H e V>! e I~ y V>: n p P.'3 r:onn:-:o. 

Además, como V>: n p e I~ n p e H u f. entonces V:·: 

V:< n p e K. 

Hacemos H { .. e w / V>: n p e H~ 
f. " 

K {., E w / Vx n p e f< ~ 1 
.. 

En segllida probar·emos t;l91.1na.s pr-opl edades para H
1 

y 

Veamos que H
1 

= U {V" / ,. e H 1 ~. 

" 13 -
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Par-a demostr-ar· la otra con\'er1r i 6.-, tnrn,1rnos y e U ~V:: / .. e H
1 

~ y 

sea x e H
1 

tal qo.1e y e V>:. 

Como X e H
1 

SP tiene que K e W y Vx íl P C H, 

AdemAs como y e Vx entonceg y e V~ íl Vy. 

Vx íl Vy es un abierto no vaclo ~P ~. entonce& V~ íl Vy íl P - 0. 

De maner-a que Vy íl P íl Vx íl P - 0. Asl que Vy íl P íl H - 0. 

Esto implica q•.te Vy íl P e H. Por ta1>to y e H
1

• 

De igual manera •e muestra que K
1 

=U {VM I x e K,t· 
Por- lo anter-ior se tiene que H

1 
y K

1 
son abiertns. 

Es fkil ver· que H u K a w y que H n K 
t t t i 

0. 

De lo an tel'i or concluimos ql..tP. H y ~· .. es ttni"I 
i l 

separilción de W, 

este abs1.1rdo p1"ueba qun l.J n p es COl'l~~·~O • 

A continuilción probaremos que 5¡ W íl P es conexo en P entonces W 

es con1rno en ~. 

-~ Vemos que W e (W íl P) . 

Tomemos >: e W y U i.>bie1"to de );!{ tal que :" e IJ, 

Entonces W íl U es abierto no vacio de ~-

Asi que W íl U íl P - 0. 

Hemos demostrado •1'-"' W íl P e W e fl~ íl P) , por· tanto W es c:one:rn. 

De esta maner·a se mostr·ó c;118 s1 W es 1Jn abierto de >K, entonce~ l.J 

es conexo si y sólo si W n P es conex~ en P. 
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Para la siguiente prueba usaremos el Teorema 3 de C 4 el cual 

afirma 9ue la Ltnicoll"'l'F.rncia ahiert.:. y L' unic:oherencia cerrada son 

eqL1ivalente~ en espacios cone::os y lucalmenle con8xc1s. 

Demostrac-iál de> gue ~ <~s unicoherente. 

Escogemos cualesguiera dos <thiertos cone::os U y V de ~ tales gue 

~ = u u v. 

Probaremos gue U íl V es conexo. 

Como P = <U íl F'l U <V íl Pl y además U, V son abiertos y conexos 

en ~entonces U íl P y V íl P son abiertos y conexos en P. 

Además, como F' C?S unicoherente entonces <U íl f') 

cone>:o. 

n <v n P> 

Asi gue (LJ íl V) íl F' es cone:w. Pur tanto U íl V es ccme>:o. 

De manF.!ra que :iR l?S un i c1Jhe1'en te. 

- 15 -
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OTROS. 

LEMA 5: 

Sea )!( un espacio topológico t.al que exist.e p e ~con la propiedad 

de que: Si U es abierto en lf! y p e 1.1 entonces IJ = l!1. 

Entonces, se llene lo siguiente: 

a) Todo subconjunto de ~ que llene a r es conexo. 

b) )!( es unlcoherente. 

Demo~ t Pac 16n: 

Supor11.J'1mos '1'-'P A no e5 c:one::o 1 entonr.P.s PHister1 H, •~.e ~ no 

vacíos tale.s que H U fe· = A y H íl l. = 0 "' H íl L. 

Sin pérdida de 9Pner~lirlad po 1iemos supon~r qu~ p E H. 

De f i 11 i m o r, 1.1 = ~ - f·: .-. b i r r· t o q 1.1 e· e o n t i "ne a P • 

As! q•.1C! U ~. e11toncec. V 0. Es t,, e on t r·a•:I i.cc i.6n 

qi.te A ec; co1H:Ha. 

b) Supongamo 0 , que ~ no es un1coht>rt>ntl'. 

Entonces ex1stC'n M, N subcon1untos cerrados conexos de)!( tales 

que M LJ N a )!( y M íl N no es coneMD. 

Como M n N no PS cont"?::o' 1:1or· <.i-:i.)' tenpmos t¡lte p e M n N. ~ 

Entonces p e (l'( - (M íl N:') q11e es ~b1er·to en~. 

As! que (}f{ (M íl t·i'.' ~ ~. entonces M n N 0. 

Este abst•r·do muestr·~ '"llJe ~ es unicohPrente. 
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LEMA 6: 

Los cerrados: lolalmenle disconexos de IR2 son "()" dimensionales. 

See1 A Cl?tTiotdo totalmente cJ i scone>:o de IRz. 

Como IR2 
es localmente compacto y A es cerrado de IR2 entonces A es 

localmente compacto. Además A es T • 
2 

Aplicando el Teorema 29.7 de [ 5 J, se tiene que 

dimensional. 

LEMA 7: 

A es 11 0 11 

Sea lR un espacio. lopolÓgico. Si >!{ es indescomponible enlonc:es lli: es 

un.icoherenle. 

Supongamos que ll{ no es unicoherent.e. 

Entonces existen H, K suhconjuntoD cerrados conexos de lli: tales que 

H U K :::: ~ y H íl 1: no es conexo. 

Sin pérdida de generalide1d, supongamos que H no es propio, 

entonces H ,,., :!.(. 

De manera que H íl K = K es conexo. 

Por tanto ~ as desromponible. 
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CAPITULO II 

Aquí mostraremos los espacios que por ser ullraconexos son conexos 

y unicoherenles. CVer Lema 1). 

TOP(1LOGrn DEL PIJNTO F.XCLIJ!Dü 

En e!lte ejemplo ~1.1ponc1rernac .-¡ue ~ f'ó r11.0'1q1.11rr con.JuntC'. 

Elegimos un p•.mto p de >R. 

La Topologia definirla para estr espac10 (' s l il si•JUionte: 

Hacemos~= T, una has~ D~ra ~st~ to¡,nlo!11a. 

Observemos que lo~ ~p1··1··ados de P~t~ ~sp8c10 Gon lo~ conjuntos que 

tienen a p y el v<1r:10. 

Claramente, este espacio es ultraronrNo y por lo tanto es 

y unicoher·ente. 

Los siguientes son ejemp\os par·ticularp~·, de PStP espac:io1 

depen del) de l <:I ca.r·d i l"l<J. l i. dad ,fo lR. 

il) TOPOLOC;IA DEI. PU~~F1 EXCl UlfJ1·1 CON lR FIN !TO. 

b) TOPOLOCiIA DEL PIJNTO F.XC'i.UlDO CON lR NUMEPllBLE. 

e) TOPOLOGIA DEI. Pl..INT•'1 EX<:LIJH•C1 CON lR NO NllMEF:l\hL E. 
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TnPOLOGlA DIVISIBLE 

En este ejemplo ~ {x e + z / )( ~ ., }. 

Los subbAsicos dP Psta Topnlogla se definen •:le la si•;ruiente 

maner·a= 

Para C<1dr:.\ n ~ 2, SP. h~r:f' l.ln 

A continuación demostraremos ~ue para todo n e ~ se tiene: 

Tomemos n e {x} entonces para toda V vecindad de n, se tiene 

que V íl {x} 11" 0, en pa1·tícul"r Un íl {x} .,.,_ 0. Asl que ;: e Un, 

entonces n es múltiplo de N. 

Ahora supnnryamns que n e• múltiplo de x, v tomemo• una vecindad 

W de n, entonces e::íst<> un bó'.1.s1co B de )f( tal que r1 e 8 e W. 

Por ser B bia1co, 8 es 1ntPrsecc16n finita de subbAsicas. Entonces 

existen n1, n2, na e [N t" J q11p 8 ·- Un• n ur.2 n ... n Una. 

Asi que n e (Un1 n Unz n "'íl Un•). Esto implica que r11 r11, 

r11 nz, ... , r1 1 n .. er1 tone e~· }{ 11"11 ~ :: 1 nz, ... , >: jna. Entonces 

De maner·a qlw hemos probado P.ritoncr-:os que {-;7} {n e [N I n es 

mú 1 t i p l o •:1 e :< } • 

- 19 -



El~gimos puntos x e V y z e W. Entonces {n e IN I n es 

múltipln de ::} = fl e \1 V. 

Además {n e IN I n es múltiplo de "} ,_ {~} e ~J. 

En particular x= E V íl W. 

Esto demuestra que ~ es ultraconexo y, por tanto, conewo y 

lffii ca he re.n te, 

TOPOLOOIA DE LOS 10EALES PRIMOS 

En e<;te ejemplo par·A C")1'j.¡'\ r1útr11.:r 0 ~11--imo p hAcemo«;: 

Mp = {Pi: e z / ,, e Z}. 

Definimos ~ {Mp I p es pnmn}. 

Par· a ca•fo >' e z deifin1mo~ \/ ;: "' {Mp E ~ / p { >: }. 

Definimos también ~ "' {\/:: I 1: e Z}. 

Dadas n, m e Z entoncr 0 - Vn íl \lm \lr1m. 

base para una Topolo9ia en ~. 

Por tanto ~ es hipercone~o y, 

1.1nicnhe1'ente. 

en consecuencia. con~>:o 

- 20 -
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CAPITULO IlI 

En seguJ.da se presentan espacios: que por ser h.ipercone><os. son 

conexos y unicoherentes. CYer Lema 2). 

~ sJ.empre denotara' un conjunto diferente del vaclo. 

lit CON Lf.I TOPOLOGIA J NDISCRErn 

Una base de ~ es par supL1<~c; to (3 " {l:'1, 0 }· 

Claramente, •ste espacio es hiperconexo y por lo tanto, es conexo 

y unicoherfmte. 

TDPOLOG IA D[L !"UNTO F'ARTI CULAR 

Elegi..+os un punta· p de ~- Lll Topoloqfa par,1 este espacio es 

T = { 0 ~ U {U e l( I p e U }· 

Hacemos (3 =• T', una base p.:ir.;1 <!c~t« Topolo9ii1. 

Este espacio es hiperconnxo ya que dados cualesquiera U y V e (3 

no vac:ios, SLt inlet'éi•~cr:i61 E''o thferente del vac:io, por lo tanto 

es c:oneHc1 y t..tn j cot1er'f?n te,.. 

Los sigLlientes ejamplon son casos particularec do este espacio, 

c¡ue dependen de 1 t cJílli1 l'ío de ·)/{ . 
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a) TOF'OLOGIA DEL PUNTO PARTICULAR CON >R FINITO. 

b) TOPOUlGIA DEL PUNTO PARTICULAR CON >R NUMERABLE. 

e) TCF'OLOGTA DEL F·UNTO PARTICULAR CON Z4( NO NUMERABLE. 

d) ESPACIO DE SIERPINSU l!(" {(J, l } DDt~DE p = o, EN ESTE 

CASO T = (1 = {0. );!(, {O } f. 

TOPOLOG H\ DE LA EXTENS IIJN CERRADA 

Elegimos un punto p fi! l!(. Definimos 'JI.* "' Y( U {r }. 

La To~ologia definida para este espacio es la siguiente: 

T ~ ~0} U {U e l!( I U ~ W U {P f con \~ ¿,bierto ele )!(}. 

Este espacio ec,; h1perc:one~:o, ya <¡L1e danos cL1alesguiera dos U, 

V e (3 no vac1os, su intersecc.100 tirmE• al menos a p. Por tanto, 'JI. 

es conexo y unicoherente. 

TOPOLOGIA DEL COMPLEMENTO FINITO 

5ara este ejemplo supondremos que ~es Infinito. 

La Topologia definida para este espacio es la sieuiente: 

Hacen\o~ ~ = T,. una base par~a esa Topologia. 
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Este espacio es h1perconexo ya que dados cualeGquicra dos 

conjuntos U, V e (1 no vacios, se tir~ne que 

~ - (U íl V) 

finitos. 

()!( - U) U O.~ - \/) es f 1n1to f•O>' ser 

Como );4( - (U íl V.l -¡t. ~. se tiene que U íl V -¡t. 0. 

Concluimos entonces que ~ es conexo y unlcohe~ente. 

ur1 i ón de dos 

Los siguientes ejemplos son casos particulares de este espacio, 

que dependen del tamano de )!(: 

a) TOPOLOGIA DEL COMPLEMENTO FINITO CON );4( NUMERABLE. 

b) TOPOLOGIA DEL COMPLEMENTO FINITO CON );4( NO NUMERABLE. 

TOPOLOGIA DEL COMPLEMENTO NUMERABLE 

En este ejemplo supo\1dremo~ que ~ no es numer·able. 

La Topologla que se definP para este P.spacio es la 

siguiente T {0} U {U e )!( I )!( - U es numerable}. 

Hacemos ~ T, una base pBra est2 Topologla. 

Este espacio es hipercnnf?r:o ya qu~ dados ct1alesquiera 

dos conj1.mtos U y V E ~ no vaclos, sn t.iene qua: 

~ - (U íl V) == ()!( - 1.1> U ()!( - V) es numer·able poi· ser la unión de 

dos numerables. Como )!( - <.U íl V> .,. )!(, r.e tier11·' que 1.1 íl V -¡t. 0, de 

lo que se concluye que ~ es conexo y unicoherente. 

- 23 -



TOPOLOGIA DOBLE DEL COMPLEMENTO NUMERABLE 

En este ejemplo * * . supongamos q1.1e );( = l't x iO, 1 ~ donde ;,}( tiene la 

Topologia del complemento n1.1mer·able, iº• 1} la TopolD•Jia 

Entonces la Topologia para este espacio es: 

T = {U e ;,}( I U = W x ~O, 1} con W e1bier·to de ;,}(~ }• 

Hacemos (3 = T, una base para esta Topologla. 

Este espacio c11<1Je5quiera 

<W X {o, 1}) E (3 y (V"~º· 1 f¡ e (i no Vi\Clos, su 1nter·secci6n 

(W íl V) >< iO, 1} es di fer-ente del vacio por·que (W n V) .,, 0. Esto 

TOPOLOGIA DEL COMPLEMENTO COMPACTO. 

En el siguiente ejemplo supondremos que l't = ~. 

La Topologla definida para este espacio es la siguiente: 

T = i0~ U iU e >K I >K - U es compacto en IR con la topo logia usual f. 
Hacemos (3 ~ T, una base para esta Topologia. 
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Este espar. io es hiperconexo ya que dados cualesquiera 

dos conjuntos U y V € ~ no vacios, se tiene lo siguiente: 

li1 - <U n Vl = (~ - Ul U ()J( - Vl es compacto por ser la uni6n de 

dos compactos. 

Come> ~ - (U n Vl . .,, ~. U n V .,, 0, con lo qup concluimos que ~ r-!s 

conexo y unicoherenle. 

TOPOLOGIA DEL ORDEN DERECHO EN ~ 

En este ejemplo supondremos que~ es linealmente ordenado. 

La Topologia definida para este espacio es: 

T = { (a, .+l I a € ~ ~ U { )J( ~-

'Hacemos f1 ~ T, una base para esta Topologia. 

Este espacio es hiperconexo, ya que dados cualesquiera dos 

bisicos no vacios <a, .+>, (b, o+l se tiene que su intersección es 

.igual a <mix. {a, b ~ • .+) € f1 y es diferente del vacio, por lo 

tanto ~ es conexo y unicoherente. 
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TOPOLOGIA DE LOS INTERVALOS ANIDADOS 

En este ejemplo s1q:oonctrf>mos qqe ~ = <O, 1,>. 

La Topologi.:1 define riara este espacio 

T = iO} U {>R} U iUn = (1), 1 - 1/n) con n ~ :2, "'• ••• }• 

Hacemos ff = T, unA t.ase rara ~~ta Topologia. 

Este espacio es h1percnne~o ya que dados cualesquiera dos bAsicos 

no vacios (0,1 - l/r1), (1), 1 - 1/m'> se tiene q1_1e s1.1 intersección 

es (C>, 1 - 1/min. {n, m}'> e (J y es •hfe1'ente del vacio, po1' lo 

cual ~es conexo y unicoherente. 

TOPOLOGIA DE LOS INTERVALOS ENCIMADOS 

En el siguiente ejemplo supondremos que lR n (-t, 1). 

La Topologia definida para e~te espacio es: 

T = {E-1, b) con b >O, (¡i, 1) con a< O y (a, b)}. 

Hacemos ~ = T, una ba~e para esta Topalogi~. 

>J( es hiper·cone:rn ya q11e ¡:«·Ha c11alesqui eri'.l U, V e ¡1, no vacios se 

tiene que en su intersección siempre se encuentra el cero. Por 

tanto >J( es conexo y unicnherente. 
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TOPOLOGIA DE LOS INTERVALOS TRABADOS 

En este ejemplo supondremos que }!{ = IR¡. ·•· z. 

Una baoe para una topolaC]ia T de ~se define como: 

(l = {Sn"' (t), ~-) U (n, n + U con n e )<I{}. 

es hiperci'.lnErno ya gue pat·a cunlesqu1er<1 dos bAsicos 

<O, 1) U ( n, n + 1> e (J, 
n 

(o., 

su intersec:c iál es igual a: 

l) U (m, m + 1) 
m 

e 

<O, --~!_, ) 
má:<.{n,m} U (má:-: {n, m h min {n, m} + 1 l, 

se tiene que 

lo cual es 

diferente del vacio, por tanto ~ es coneHo y unicoherente • 
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CAPITULO IV 

En este Capítu1o presentamos una serie de espacios totalmente 

ordenados que tienen la propiedad del supremo y del punto 

intermedio y por lo tanto, por Teorema 2, son conexos y 

unicoherentes. 

ORDEN LEXICOGRAFJCO EN EL CUADRADO UNITARIO 

En este ejemplo ~ = [O, 1) x [(I, 1) c:on el Or·den Lexic:ogrAfic:o. 

Recordemos que el Orden Lenic:ogrAtic:o se define de la siguiente 

man e l'a : (a , b ) < ( c , d .> s l y s 6 l o s i \ a '~ e ) o ( a .~ c y b < d) • 

En seguida demostraremos que ~ tiene la Propiedad del Supremo y 

del Punto Intermedio. 

a) ~ tiene la Propiedad d9l Supremo. 

Tomemos A e ~. A ~ 0 y A acotado superio~mente. 

Definimos s = ~" .. e 'JI. I ( }: , y) E A par·c1 al9una y E [O, 1) ~· 
Como A es o:li fe1-e1~1 te del vacio, podemos tomar· un punto 

(a' b) e A, entonces a e s, por tanto s ~ 0. 

Como A es acotado super1or·mente podemos tomar· una cota 

superior fu, v) de A. DPmostraremos que u es cota 

s1.1peri<J1' de s. 
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Dada s e s, e:ci. s tP. y E [ (1, 1) tai q1Je s l ( s' y) e A, 

ento1·1ces ( s ' Y) :S ( IJ ' \') . 
Asi q~1e (s < U) {) <:s = u y y '· V)• Eri i1mbos casos 

s ~ u. De modo que u es cota superior de S. 

Por· ta11to S tieni' Supr·emo. 

Como Se [O, 1) tenemos ··¡ue a e [(l, 1) 

Aseguramos que (a, 0) e~ el Supremo de A. 

Tomemos ur1 p1.111to ( .1 
1. • ) E A y supon•;¡amos q1.1e z· 

( Ct' 0) < ( i1' • '"z). 

Notemos quo a E s. A:,1 que a :S a. 
1 1 

Podemos supone1~ anto11ces que a 

((l, 1)) • Esta contr·adicci6n 

demuestra que (a, (l) es coti1 superior de A. 

Tomemos aho1'a (m, n) ltna cota sure~io~ de A. 

Supongamos q11e (m, 11) < ca, 0). 

Si m < et entonces m no es cota superior de S. De modo que 

eNiste ur1 punto s
1 

ES tal que 

También existe a
0 

e [O, 

(m, n) <. ( s , a .>. Es to 
1 o 

superior· de A. 

l) tal que (s
1

, 

Qr; absurdo pues 
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Entonces deberiamos tener que m = a y n ü. Per·o esto 

también es absurdo por~ue OS n S l. Por tanto se tiene 

(a, 0) :!: (m, n). ne mc:\nt:rP q1.1e (Ot., O.> es el Supremo de A. 

2) A íl <.{a} x (O, 1)) ,L 0. 

Elegimos •.m p•.into ~a, yo) e A íl ({a~ " [O, 1] :>. 

Detinimos C {Y e ((1, \] I (ex, V) e A}. 

Entonces yo e C, <:>51 que e .,, 0. Por tanto e::istf! (3 Sup1-emo 

de C. 

Tomemos IJ\i punto fa
1

, 

a s a. Si i'. < a 
1 1 

(a 
1 ' 

ª2) s (a, (l) • 

Si a 
1 

Si a 
1 

a. Si? tinne q•JP. 

a ) 
2 

E f\. Entonces u. E 
1 

Pntoriccis ·h r·cc tarnente 

,'.\ e e, entonces 
2 

s, asi que 

se tiene qlle 

a s (l y 
2 

(3 y 

(a
1

, a
2

) S (a, (lJ. Por tanto Ca, (l) es cota superior de A. 

Ahora tomPmos rrn, n) una cota superior de A. 

Entonces (a, yoJ S Cm, n). Asi que a S m. 

S•.1por11Jamos que <.rn, n) < (a, (l> entonces m S a, asi que 

m = ex. De mane1"a que 1~ < (3 y entonces el:iste y e C tal 

que n < y <. (3. De modo que (m, n) < (a, y) y (ex, y) e A. 

Esta contradicción ~amuestra que (a, (l) 5 (m, n). 

Por tanto (ex, (ll es el Supremo de A. 

En conclt1si6n ¿i¡ tiene la pr·opiectad del s1.1p1'e>mo. 
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b) ll( tiene l¿; pr·opiedad del i:oi.tnto intPrme•:lio. 

Tomemos ¡:11.tntos <x, y) y (::, w) e l!i 

( >: l y ) ( ( :". , l•I) • 

Analicemos Jos casos: 

1) Si }~ ::--;: ... Entor1ce~ y w. 

Esco0Pmos un ~1t1nto h E <y, w). 

Entor1c1?s <::, Y.l ( (1:, b) ,~ ():, w). 

2) si }( < ;'.. 

Esco9emos un punto b E<.:-:, z). 

tales qlle 

E'1tonces ~: < b < ~. Asi que (M, y) < Cb, y) < <=, w). 

Por tanto ~ t1enP la Propiedad del Punto Intermedio. 

Con esto concluimos que ~ es cone::o y un1cohrrente. 

LINEA LAPGA EXTENDIDA 

En este eJemplo )!( = [ti, 0] • [O, 1) con el Or·•:len Le>:icográfico. 

En seguida demostraremos que ~ tiene la Propiedad del Supremo y 

del Punto Intermedio. 

a) )!( tiene la Propiedad del Supremo. 

Tomemos A e l!i, A - 0 y A acotado superiormente. 

Definimos S ix E [O, 0] / (x, y) E A para alguna 

y e [O, 1'}· 
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Como A es •Hferente ctt?\ vacio, podemos t.omar un p•mto 

(a, b) e A, entonces a e S, por tanto S - 0. 

Por ser A acotaao superiormPnte pnctemos tomar una cota 

superior (u, vJ de A. 

Demostrar-emes 1111P. u es cota stJper·1or 1:\e S. 

Dada s e S, e;o ste y e (O, 1) tal q1.1e (s, y) e A 

entonces (s, y) S (u, VJ. 

Asi ql1e ( s < u) o ( s = u y y < v). En ambos 

casos s S u. 

De modo que u es cota superior de S. 

Por tanto S tiene supremo. 

Sea ex = ~up. S. 

Para mostrar que A tiene supremo, analizaremo• dos 

ca-sos: 

1) A íl { {ex} x (O, l > ~ "' 0. 

Aseauramos q1Je (~, OJ es el supr·emo de A. 

Tomemos ur1 punto ~. 3 1 • a ) 
2 

(a, o) < ( i\ 
l ' 

a J. 
2 

Notemos que a E s, c.."".!. Si que ,, 
i i 

Podemos s1J¡Jo11P1~ ento1·1ces que a 

E 

s 

A 

()(, 

a 
l 

Esta coi·1tr·i:\1.:\1cción d.em1Jestra que 

superior· o:\e A. 
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Veamos ahora que si (m, n) 'es c:ota superior de A 

entonces (a, O) < (m, n.i. 

Supongamos que Cm, n) (a, o'>. 

Si m a, entonces m no es cota supl'rior de s. De modo 

que f!)<!iste ur1 p•.mto s E s tal ·~ue m < s < a, 
i l 

también 

eniste a E 
o 

(O, 1) tal q~1e ( 5' 1 
a ) 

o 
e A. 

a ) • o 
Esto es absurdo pues (m,n) 

es cota s•q-.erior •ie A. 

Entonces deberíamos tener que m a y n < O. Pero esto 

también es absurdo porque OS n S 1. 

Po1' tanto (a, O.> S (m, n), 

De manera que (a, 0) es el supremo de A. 

2) A n qa} X [O, 1)).,,, 0. 

Elegimos 1.11) p1.into (a, yo) e A n qa} X (0, 1)). 

Detinimns r. ~Y e [O, 1) I (a, y) e A}. 

Entonces y
0 

e C, por tanto C "' 0. 

A continuación anali=aremos dos casos para C. 

a) Supongamos que C no tiene cotas superiores. 

Asegur·amos que (a+l, 0) es el supremo de A. 

Tomemos un punto la,, a
2

J e A. Entonces a, e S, <1si 

que a 
1 

s ()1 < a+!, De manera que 

Por tanto (a+l, (>) es cota superior de A. 

(a+t, 0), 

Ahora tomemos (m, n) una cota superi~r de A. 
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Entonces ca, y0 ) S (m, n). Asi que a :S m. 

Supongamos que (m, n) (a+ 1 , O'>. 

Si m < a+l entonces m S a, as1 que m a. 

Entonces (m, n) = (a, n>. 

Como ~a, y) :S (a, n) pr.1ri\ toda (a, y) e A, ento11ces 

y S n. 

Esto es absurdo porque C no tiene cotas superiores. 

La otra posibilio:tad es q•.w m '' a+t y n < O, que 

claramente es ab~urda. Par tanto (a+l, 0) S Cm, n). 

De maner·a que (a+l, (1) es el supn-,mo de A. 

b) C tiene supremo. Sea ~ el supremo de C. 

Ase~uramos que (a, ~) es et supremo de A. 

Tomemos un punto (a
1

, 

q1.1e a
1 

S a. 

a ) E A. z Entonces a 
1 

E s, 

Si a < a 
1 

entoncP.s directamente se tiene 

asi 

Si a 
1 

a se tiene qui? e C, entonces a
2 

:S ~ y 

Por tanto (a, ~) es cota superior de A. 

Ahora tomemos lm, n> una cata superior de A. Entonces 

Asi q•.te o S m. Supongamos que 

Cm, n) < (a, ~) entonces m S a, asi que m = a. 
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De manera que n < (3 y entonces existe y e 

que n < y < (3. 

De modo que (m, n) < (a, y) y (a, y > E A. 

Esta contrad1cci6n demue1tra que la, (3J ~ (m, n). 

Por· t<1nto (Gt, /1) es el supr·emo oJc.• A. 

e t"' i 

De lo anterior se concluye que • tiene Ja propiedad del 

stJpremo. 

b) ~ tiene la propiedad del punto lnterm~dio. 

Tomemos puntos (X 1 y) 

(x, y)< (~, w>. 

Analicemos dos cAsos. 

1) SI X = :::. Entoncer:. y 

Escogemos un ~.i.m to b 

Entonces ( >: ' y) < (X t 

2) Si X < ::!. 

y (::, •1) e. ~ tales que 

< w. 

e <'y, w). 

b) < (:.: . w). 

Escogemos un punto be (x, z). 

Entonces N ( b < ;:.As1 que (>:, y) < (b, y) < (z, w). 

Po1- tanto l;I( tiene la Pr·opiedad del Punto Intermedio. 

De aqui concluimos que M es conexo y unicoherente. 
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La L!nea Larga es un caso particular' de este ejemplo y se 

describe en seguida. 

Consideremos a )J(* = [0, 0) " (0, J). 

Probaremos qu~ [O, 0) x [O, 1) es un intervalo de 

[O, O] >< (0, 1>. 

Tomamos dos p1mtos (,1, b), (e, d) e [O, 0) x (0 1 1) y escogemos 

(m, n) E (0' O] " [O, 1 ) tales que (a, 

Esto implica q1.1e (1 ! m ! O· y (1 ! ,., 

Por tanto (m, n) E [ 1). O) " [1)' 1). 

Por el Lema 3, )J(* PS conexo, er1tonce!; 

supremo y del punto intermedio. 

Por tanto )J(* es unicoherente. 
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CAPITULO V 

En este capítulo se muestran los espacios que son extensiones 

perfectas CTeorema 3) y que, por lanto, son conexos y 

unicoherentes. 

TOPOLOGIA DE MITADES DE DISCOS 

En este ejemplo hacemos ~ { < ,<, y' e IR2 
! y ~ o}. 

Sean L 
2 {<.x, y) E IR I y o} y P {U:, y l e IR

2 
I y > o}· 

Para p e P y e >O, con e'· D
2 

(dondl' p = <:p,, r.•
2

)), definimos: 

B
6

(p} = {x e )J( ct<.H, p) < e}. 

Y para p e L y e > o, hacemos: 

Tomamos como base para una Topologia T de ~ a la siguientP: 

Ahora probaremos que ~ y P cumplen las hipótesis del Teorema 3. 

Notemos que P como subespac10 de M tiene la misma topologia que 

como sL1bespacto ·~e IR2
, por .lo que Pes homeomor·fo a IR2

• De manera 

que P es coneHn, localmente conexo v unicoherente. Claramente P es 

•1er1sn en~. asi que~ es tamhién cone:·:o. Observemos que Be(p) y 

F.'.e(p.> son coneHos en ~. Asl quE· (1 es una bt1se de coneHor1 par·a ~, 

entonces M es localmentP conexo. 
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Notemos que ademAs, para todo U e O. U íl P es conexo. 

De manera que todo punto de ~ tiene una ~ase de vecindades que 

intersectan a P un un conJuntn roneNo. 

Por tanto, P y ~ cumplPn las r1H•6tc-s1s del TPorem" 3, asi que 2f< es 

unicoherente. 

Los siguientes ejemplos se ,jem•.testran de maner,) anAlo9a: 

1) TOPOLOGIA METRJZABLE DEL DISCO TANGENTE. 

Defintmos ~ ~ {<x, y) e IR2 
/ y 0} U S donde S es un conjunto 

numerable del PJe "X". 

Tomamos como base para un~ Tnpoloqia T do ~ a la siguiente: 

o {Be(p) I p e p y (l e ' ):O donde p ~ <.P z, p2)} 
2 

u {Re(p) f € (l y ¡:1 e 
s •· 

2) TOPOLOGJA DEL DISCO TANGENTE DE NIEMYTZKI. 

En este ejemplo detin1mos )}!. = { (>1, y) € IR2 I y 

Sean l. = { (:<, y) e IR 2 
I v = t) } y P { « lt , y) e IR

2 
/ y > O } • 

Definimos pa\··a p E p y E o, c:on e p (donde ~· "' (p,, p ) : 
2 2· 

8 é(p) = ' " E ~ / ci« il, f!.i € }· 
Y para ~! e L y e > (1 t'1acemns: 

' Be(:·:)={:·:} U B,,,<<v
1

, e>·, fdor1de H = (:1
1

, 0), 

Tomamos como base para una topologia T de ~ a la siguiente: 
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2) CUADRADO SIMPLIFICADO DE AF:ENS. 

En este ejpmplo hacemos: 

~ = { ( " , y ) e !Rz t (1 < " < 1 , O < y < 1 } U { (o , O) , ( 1 , O) } • 

Se a. S = { ( >: : y > e IR
2 

I (l < }: < 1 , (1 < y < 1 } • 

Para p e S y E , O definimos: 

ct <" :: , ro) < e } • 

Y para n e IR hacemo~: 

u n(O, 0) {(O, (l) } u { f 1:. y) s / (l < >: < 1 o < < !. }· e 2' y 
n 

{ (1. l)) } u { <:>:. !. 1 u (1, l)) y) E 5 / < >: ~ 1, (l < y < ;:;-}· n 2 

Tomamos como ba~e para una topologia T de ~ a la siguiente: 
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CAPITULO VI 

En este capítulo se muestran los espacios que por ser normales y 

contraibles son unicoherent~s· Este resultado se sigue de los 

Teoremas 2.3 y 2.4 de ! 1 l. 

ESPACIO DE HELL Y 

En este ejemplo I
1 = {f : 1 .. I / f es función} con la topologia 

producto, es decir, con la c¡ue tiene como base a: 

~U = LJ Ol X 

i 

U X •• • X 
Ol 

2 

U°' >i ii { I t1 / (1 ?'- (\ , ••• , a n} donde 

" 
U · es un abierto de I }· 

OI t '\ 

Hacemos )!( {funciones r.rec:ientes de I .. I} con la topologúi · 

inducida. 

En seguida mostraremos c¡~1e <I
1 

- );() es abierto. 

Tomemos una func i &'! f de <l 
1 

- lltl. Como f e C I 
1 

- ~> entonces f no 

es creciente. Asi que existen puntos x, y e I tales c¡ue K < y pero 

f(x) > f(y). 

Tomemos O< & < k jtC:<l - f(yl 1 y hacemos u,. (f(::l-&, f(x)+&) y 

Uy= (f<y>-.c, f(yl+.cl. 

Sea g e Ux :' UY x ii { I(l ! (1 e I - {}:, y}}. entonces g<xl e 

g(y) E Uy. 

u 
" 

Entonces gCyl < f<y> + a< f lxl - e< a<x>. ns1 que g!yl < g!xl. 

Por tanto 9 no es creciente . 
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Entonces UK x UY xi {I/1 I (1 e 1 - 4x, ~}}es una vecindad de f 

ajena a~- Por tanto~ es cerrado. 

Como 11 es nor·m<d entonci>s ~ es r1ormal. 

Ahora probaremo• que ~ es contraible. 

Definimos F : ll{ ~ 1 .. }!{por: 

(F(f,t)) <s) tf(s) + (1-t)s. 

(F(f,O)) (s) s, asl que F(f, 0) es la identidad en I. 

(F(f,1)) (s) f(s) de modo que F(f,1> ~ f para toda fe~. 

En seguida probaremos qua F(f ,t) es cre~iente para toda t e ~ 

y toda t e [(1, 1 J, 

Tomemos x, y e ~ tal es que i: < y. Como t es cree iente se tiene 

Ql\e t(x) ~ f(y). Además t, 1-t :2: 1), 

De manera que tf(x) + (1-t)x ~ tf(y) + (1-t)y. 

(F(t,t)) (x) ~ CFCf,t)) (yl. 

Por tanto F(f,t) está efectivamente en ~para todas f y t. 

Como F : ~ x I .. • y ~ tiene la topologia inducida del prodl1cto, 

para probar que Fes continua, basta que mostremos que, para toda 

(1 e I, i/1oF : ~ n I .. 1(11'S continua. 

Como <ii
11

oF) (f. t) i/1\F<. f' t)) = ( F <. f 1 t)) ((3) 

tf(/1) + (1-t){1 t i(3(f) + (1-t)(3 

tenemos que i(3oF .. I(3 es continua. Por· tanto F es continua. 

De manera que ~normal y cnntraible y por tanto unicoherente. 
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DOBLE RECTA F:EAL 

En este ejemplo hacemos ~ = IR :< {O, 1 }· 

Tomemos como Topologia o la siguiente: 

T = {B :·: {0 1 1} I B <'S ab1P.rto de IR con la topo logia •Jsual }• 

Observemos que los cerrador, •1e ~ son de la forma H i: {O, 1} con H 

cerrado de IR. 

A continuación demostraremos que A es cerrado y conexo de X si y 

sólo si A = H x {0 1 1} con H cerrado y conexo de IR. 

Supongamos que A e~ es cerrado y conexo, entonces A 

con H cerrado de IR. 

Ahora, supongamo• que H no es conexo. 

H i: {O, 1} 

Asi que existen cerrado•, ajenos, no vacios M, N de H tales que 

M UN = H. 

De manera que A = (M UN) :·: {o, 1} = M >: {o, 1} UN i: {o, 1} es 

una separación de A, lo cual es absurdo. Por tanto Hes conexo. 

En forma similar se prueba la nece,idad. 

Por tanto los ce1-r·ados cone>:os de ~ sor1 de la for·ma H >: {0 1 1} con 

H intervalo. 

Dados dos cerrados conexos A 

y M intervalos, entonces A íl B 

un inte1-valo. 

L :: {o, .t} y B = M :·: {o, 1}. con L 

(L íl M) :: {0 1 1} donde L íl M es 

Asi que A íl B es conexo. De aqui se sigue que M es unicoherente. 
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EL ESPACIO DE 1.~S FUNCIONES CONTINUAS 

CON l.A TOPOLOOIA DE LA co;,IVEROENCIA UNIFORME 

En este ejemplo hacumos ~ = C[0,1) = if:[O, J] .. ~/fes continua. 

con la distancia.definida do la siguiente forma: 

d(f 1 ']) ~ supjf<"t) - <J(t">j. 
te! 

Observemos que c~da bola BE<fo) PS convexa, ya que si tomamos 

g , h e Be ( fo ) y 1 a f •.\ n c i ón rp: [O , 1 ] -. C [O , 1] definida por 

rjJ(t )= tg + (1-t)h ohtenemos una trayPctoria dP g a h. 

De aq~li que C[(I, 1] es arco cone>:o y por tanto cone~:o. 

En seguida mostraremos que ~es contraible. 

Definimos F:~ x I .. ~ por tFlf,t)) ts> = tf(s). 

Entonces (F(f,0)) (&) =O y (F(f,1)) (s) = f(s) de modo que 

F<t,l) = 

Ahora probaremos que F(t,t) es continua para toda fe ~ y toda 

te [O,!], 

Escogemos (f, t) e ll( n I y tomamos A abierto en )!(tal q•Je 

F(f, t) e A. 

Entonces existe e > O tal que Be(F(f 1 t)) e A. 

Pr·oi:oonemos B = Bec·r.> :: t"t - !f_ t + ~-) donde M > O es cota de f. 
2M' 2M' 

2 

Es claro que (f 1 t) e B. 
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Tomemos (g,r) e B. 

Demostraremos quu supl<F(g,r)) (s) - (F(t,t)) (•)IS e para todo 

s e 1 1 esto es, que sup lro:i<.s) - tf(s) 1 ! e. 

Como lrg(s) - tf(s)I ¡rg(s) - tfls) - rf(s) + rf(s>I 

l<-t + ,-.·¡ ffs) + r· (•J(S) - t(s)) 1 

! 1 (-t + ¡-.) f ( s) 1 + 11'( '] ( s) - f ( s)) 1 

1<-t + r>I lf<s>I + rj9<s) - f(s) 1 

lt - ,, 1 lt(s) j + r jt(s) - g\s) j 

! § (M) 

-.2 (M) 

€ + - = e 
·~ 

Entonces sup jrg(s) - tt(s>I S e. 

Por tanto F es continua. 

En conclusión ~ ~s un espacio contraible y normal y, por tanto, 
1 

•.micoherente. 
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ESCOBA CERF:ADA · 

Pa1'a n e IN definimos: Ln = ~(t, !; t) e IR
2 

I t e (0, 1) ~y hacemos 

)!( = U ~ L n I n e IN ~ U ~ ( x , 1)) e IR
2 

I l( e [O, 1 J ~. 

Claramente )!( es conexo. 

En seguida demostraramos que )!( es contraible. 

Definimos F : )!( x I ~)!(por: F((x 1 y), t) = ((1 - t)x, (1 - t)y). 

Entonces F((x, y), 0) = (x, y), F((>:, y), 1) (O, 0) y F es 

continl1a. 

Asi que );I( es c:ontraible y, por tanto, lmicoherente. 
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TOPOLOGIA EUCLIDIANA 

En este ejemplo t..;cemos ~ = IR con la tor•olo<Jia 1.1sual, PS decir· la 

que tiene como bAsicos a los conjuntos de la forma: 

( .:1, b) " ~ x e IR / a < >: < b e on a , b e IR~, 

Cla1'amente :lR es norm;:1I. 

AdemAs es contraible ya que si definimos F : ~ x I • ~ por: 

(f(x, y), t) 

f((x, y), 0) 

((1-t)x, (1-t)yl tenemos que se cumple lo siguiente 

( >: , y) y F ( ( ;: , y ) , 1 ) '= <O , (1) • 

Como F es continua entonces ~ también es contraible. 

Por lo tanto :lR es ~inicot.erente. 
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CAPITULO VII . 

Aquí se presentan espacios topolÓgicos que no están clasificados 

en ninguno de los anteriores capítulos. 

LA ESCOBA DE LOS NUMEROS ENTEROS 

En este ejemplo definirnos: 

~ = {n(cos ;, s1rn ~)In, m e!N~U{<"n, 0) I ,., elN}U{<C>, C>)~. 

·· .•. 
; 

Definimos una base ~ para una topolo~!a T de ~ dada por: 

~ = {<a, oc) :: V) íl ~/a e IR, a~ O y V abierto de IR~ U~~~. 

Observemos que el único abierto que rontiene al origen es ~. 

Por tanto~ es conexo y unicoherente (Lema 5). 
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CONJUHTOS CONEXOS DE BERNSTEIN 

En este ejemplo ne construyen, usando inducci61 transfinita, un 

par de subconjuntos A, B e lR
2 

tales 9ue ambos intersectan a todo 

subconjunto c:on mas de un punto cone:·:o y cerrado de lR2
• 

Ademas A n B = 0 y A U B = !R2
• 

No vamos a construir estos espacios, sólo vamos a probar 9ue A y B 

tienen que ser conexos y multicoherentes. 

Primero veamos 9ue A es cone::o. 

conexidad de B es similar. 

La demostr.:1cí6n para vE?r la 

Supongamos que A no es cone>:o. 

Entonces e:dsten abiertos ajenos U, V de CR
2 

tales que A e U U B, 

A n u ,. 0, A n V ,. 0 y A n u n V = 0. 

Definimos F = CR
2 

- <U U V>. 

Como U U V es abierto entonces F es cerrado en IR
2

• 

Por ser F cerrado, sus componentes son cerradas. 

Además, como F es ajeno a A tenrJmos que las componentes de F 

están formadas por un solo punto. 

Entonces F es totalmente disconexo. 

Por el Lama 6 58 tiene L1LlG~ F es 11 0 11 es dimensional. 

Esto implica que IR2 
- F <?S r:one:m [ 6 ], pero CR

2 
- F u u V E.'S 

una separ<1ci6n. Este absurdo pr11eba 9ue A es c:one:rn. 
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Ahora mostraremos que A es multicoherente. 

Definimos: 

{ l ~: ' y ) € IR
2 

{ ~ :~ , y.> e IR
2 

Hacemos 1 

H A n H+ y 1( = (\ n H 

Notemos que H U K A, que H, K son cerrados conexos de A y que 

+ -
H íl K (A íl H ) íl <A nH ) 

+ -A n (H íl H ) 

A n (eje real) 

Si existiera una componente M de A n (eje real) con más de un 

punto, entonces M serla un intervalo no degPnerado. 

As! que 0 >' M íl B e ¡\ n B. E<;tl! absu1-do prueba que A íl (eje real) 

es totalmente disconexo, además A n (eje real) no puede ser un 

solo punto pues A intersecta a todo intervalo no degenerado del 

eje real. 

Por tanto A es multicoherente. 

Similarmente se demue•tra qua B es multicoherente. 
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LA JAl.ll.A INFINITA 

Pal"'a n e IN' definimos: 

1 CR:i o~ An i <;,' y, 0) E y ;;:: 

Bn i ( 1)' (1) CRs !. 5 1 
y' E I ;_ ... ,., - 2 :5 y 2n + 2~ 

Cn = ~ ( :<' y, 2) E CRs o 5 X 5 !. y - 2n, ¡; >I ( !. ·- >:) } n, ·n 

A, ~ A, ¿ 

e, 

---------------~ 

' •' 
00 

Hacemos );( = U (An U Bn U Cn) con la topología ellcl idian¿1 
n=I 

inducida. Sea Dn = An U Bn U Cn. 

Observemos que iD11~ es ltn~ ~olección de subconjuntos cerrados 

conexos de ~ ~jenos ctos a dos. 
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Veamos en seguida que ~ es conexo. 

Supon9amos qit~ no lo es, entonce; P:-:1sten Y, Z ajP.nos, no vacios 

tales que Y U Z = ~. 

Como An = {<~, y, 0:1 e !R
3 

I y 2: (•~y lt1 suc!'.'s16n {~~tiende a O 

c1Jando n tie1~de ~ infinito, er1tonces todos los puntos dnl eje 11 Y1' 

estén en 1~ crrradura de la •.tnió~ de los An 's. 

Notemos ademá~. 1111P., como fin P~ conP..~~o ri~1··3 C:i.\d.-'l. n, flr1 e Y 

An e Z. 

Supongamos, por •Jemplo, que Y tiene un.número infinito de An 's. 
00 

Entonces U 8n e ( U {Ak Ak e Y~-;-"" e Y = Y. 
n=l 

00 

Dada n e rn se tiene que An U Bn U Cn es conexo y U 
m~L 

entonces An U Bn U Cn e Y. 
O( 

De maner·a que Y U (.ll.r1 IJ Bn 1J Cn'>. 
n=\ 

Bm e 

Asi que Y ~ y Z = 0. Estr nD~urdn ~rueba qu~ ~es conexo. 

Ahora probaremos que ~ es mult1coherente. 

Definimos: 
00 

A = ( U (A2n U Bu1 U C2n)) 
n=l 

00 

00 

1. U D211) 

n=1 

B U C A2n+1 U B2n+1 U C2n+1'>) 
n=l 
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00 

U D2n) U 
n=1 

U D2n+ 1) 
n=l 

00 

U D2n+1 ) U ( 
n=l 

00 

00 

U Bn) 
n=l 

U Bn) 
n=l 

o 

y 



Como 
00 

U D2n 
n=1 

y 
00 

U Dzn +1 son conexos y 
r.= 1 

00 

U Bn está en 
n=1 

cerradura de ambos, entonces A y B son conexos. 

co 

la 

Además, claramente A y B son cerrados y A íl B u Bn no es 
n=1 

con e ::o. 

Por tanto ~ es multicoherente • 
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DISCO UNITl\F:IO SJN 51.1 'CENTF:O 

En este ejemplo hacema• ~ 

Para O S - S 2íl y O < A ' h J dPf inimns: 

A<tf>, a, b) {t<cos </>, S•'l'I </>l e IR2 
I t e (a, b) }• 

Una base ~ para una topalo91a r de • es la siguiente: 

{U / U 

U iAC</>, a, bl I OS - S 2íl y O a < b , 1 }• 

En seguida mostraremos ~~~e ~ es co11exo. 

Como todos los radia• contenido§ en el disco unitario agujerado 

son homeomor·fos al (O, 1 J • e1-. t onc:P. q qon cnne>:os y adem.is 

intersectan a la circunforPnc1a, ~~e es co1,exa por tener la 

topolog1a •.1su,Jl, "ntoncP.s ~ es conP::o. 

Ahora veamos que ~ es multicoherente. 

Definimos A~{<»:, y.> e~ I y~ O} y B = ~(::, y) e~ I y SO}. 

Claramente se observa que A y B son cerrados conexos, A U B =~y 

q•~e A íl B { (X' y) E ~ / y O} 
i ( :¡, 0) E ~ }: '· o } u { ( ;: ' 0) E ~ I X > 1)} 

[-1' (1) u ( (l ' 1 J • 

Como A íl B tiene la topolog!a usual de la recta y es disconexo, 

entonces~ es multicnherente. 
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EXTENSION F:ACJONAL INDISCRETA DE IR 

En este ejemplo ~ =IR. 

Denotemos por T a la Topologla Eucl1d1ana. 

Fijemos D e lK t,,¡ que O y (~ - D) sor1 densos en ~. 

Definimos la extensión ind1•creta de T como: 

T* = ill U ( D íl U) I U y V e T} 

Y defiiümos la e~:tensi6n p•n-.t1Jó>l T 1 dP. T ,, la Tor•olo9ia q•.1e tiene 

como base a: 

H>:} u (D n U)/ X e IR, u e T, X e u y u,,,. O}. Es fácil probar que 

T e T* e T •• 

A continuación demostraremos que si Z e T' entonces i' • -T' 
7. • 

Tomemos un punto p e i' entonces torlo abierto de T que contiene 

a p intersecta i\ Z. 

Ahora tomemos un abierto W e T' que contenga a p. 

E11tonces e:dste un bás.\CO A • {::} U (0 íl U) con :: e l.J y U e T, tal 

q•.1e p e A e W. Entonces p e U. 

Como U e T y contiene a p, se tiene que U íl Z ,,,_ 0. 

Además como T e T' se tiene que U ET' y Z e T', entonces 

(U 0 Z) ET'. Asl que e~1ste un básico B {v} u rn n v:i ,fo ,. no 

vacio tal que 8 e U íl Z. 
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Entonces 0 '1" D íl V e U íl Z íl D e W íl Z. 

w n z .,,. 0. As! que H e ¡T' 

-T' -T Ahora veamos que.Z e Z , 

Por tanto ¡T e iT' 

De manera que 

Como iT es un conjunto cerrado en T y T e T' entonces ¡T es un 

-T' -T conjunto cerrado en T' que contiene a z. De modo que Z e Z • 

-T 1 -T 
Esto termina la prueba de que Z = Z para todo Z e T'. 

En particular, cuando Z e T, también tel"lemos 
-T' -T que Z = Z porque 

T C T'. 

En seguida demostraremos que todo intervalo abierto es conexo 

P.l"t T' • 

Tomemos un intervalo abierto I y supongamos que I no es conexo en 

T' • 

Como e T', entonces existen dos conjuntos abiertos, aj e nos no 

vacios A y B en T' tales que I = A U B. 

De modo que ~T'c (~ - B) 

A n iF' = 0. 

-T' entonces A íl 8 0, de igual 

~T entonces ~T n B 0yE?nA 

Esto implica que I es disconexo en T. 

manera 

0, 

Esta contradicción demuestra que todo intervalo abierto es conexo 

en T'. 
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Obser-vemos que par-a a < b, c:on a' b e IR se ti ene lo sigltiente: 

(a, b) (a, b)' [a, b), [a, b) ( i\' 
-T b)-T' e e b) = (a, 

Esto implica qllP. (a, b) ' [a, b) y [a, b J son coneNos en T' • 

De a qui se Si ')Ue q•.te todo intervalo t>n IR es cone>:o en T' • En 

par-tic:ular- >!t es c:one>:o en T 1 , 

Adem•s, como T* e T 1 , tenemos también que todos 

son conexos en T*· 

los inter-va los 

Ahor-a veamos que (~, T') es unic:oherente. 

Supongamos ~ue no lo es. 

Tomemos dos subc:onJ untos c:erra•:los conP.xos A, B de >!t en T', 

ql1e A U B = l:.lt y A 0 B no es conexo. 

tales 

Ya que Te T', tenemos que A, B son conexos en T, asi que A y B 

son inter-valos. 

Coma la ínter-sección de dos inter-valos es un intervalo, entonces 

A íl Bes un intervalo, de manera que A n Bes conexo en T'. 

contradicción demuestra que (l1{, T') es unicoherente. 

Similarmente se muestra que (>it, T*) es unicoherente. 
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TOPOLOGJA DE LA PENDIENTE IPPACJONAL. 

En este ejemplo~= {(>:,y) I y~ O, x, y e O}· 

A travé!i de este· ejemplo r/¡ denota •.in irr«1cior1<1l fijo, 

Para cada (K,y) e ~ y e .'> O drfinimos: 

Nc((H,y)) ~{<>:,y)~ U {<r·,0)/r e Q y r· e (:t + ~ - e, K + ¡ + &) > 

U { ( z, (l) I ~ E «!;) y :: e ( >: - ~ - e, x - ~ + &) } 

I 

(x, r) 

·' ' ' I \ 

/ \ 
/ \ , ' 

,'/ \ 
, ' 

/ \ , ' I \ 

/ \ 
/ \ 

I \ 

/ ( \ ( 

x-f 

Tomemos como base para una Topologia T de ~ a: 
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• 

"'· 

• 

Para cada intervalo (a, b) e~. definimos: 

¡¡: 
( il, b) 

-4> 
(a., o) ( b, o} 

OibL1jo 2 

Antes q•.1e na•ja demostr·ar·emos .-¡ue (<a, b) ): {O~) = IF< a,b). 

Tomemos (x, y) E IF(a,b), Escojamos por ejemplo el del Dibujo 3. 

(Je, y) 

(4, o) ( h.1 o) 

Dibu.i o 3 
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Una vecindad básica de o:, y) es de la siguiente formal 

/ 

Dibujo 4 

N&(H 1 y) inte1-sec:tci ,, ((a, b) :: {O}> en (a, b) n (>: + ~ , &) • 

Por tanto (x, y) e ((a, b) x {O}>··. 

De manera que F. b. e ((a, b) x 1 0~-. \ (a, ) l r 

Ahora veamos que ((a, b) x {o» e IF. b)' ta, ... 

Escogemos un punto (m, n) de~ tal que (m, n) g IF(~,b)' 
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Supongamos, por ejemplo, ql1e •m, n> P.stá como P.n el Dibujo 5. 

Entonces podemos dar una vecindad básica corno la que se ilustra a 

cont i 1·1•.1ac: i6n: 

I 

I 

' ( ... , ~) 
'\ 

I \ 

,' \ 
I \ 

\ 
\ 

\ 

Dibujo 5 

Clarame11te se obse1'va que un, n) 11! «.a, b) x {O t)-. 

De manera que ((a, b) x {ot> e F(a,b)' 

Por tanto ((a, b) H {ot> = IF(a,h> • 

En seguida demostraremos que ~ es conexo. 

Supongamos qu~ no lo es. 

1, 

Tomemos dos conjuntos aJenos, cerrados, no vacioa A, Be T tales 

que A U B = )1{, 
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Entonces existen dos abiertos bisicos no vaclo~ V y W de ~ tales 

que V e A y W e B respectivamente. 

Como todos los abiertos bisicos contienen al menos un intervalo 

sobre el eje "X", en,onces apl~cando lo que 5D probó en el pirrato 

anterior se observa que V íl W - 0 entonces A n B ~ 0. 

Este absurdo muestra que ~ es conexo. 

Finalmente mostraremos que ~ es multicoherente. 

Definimos A "' ((-oo, O) x i•) f:} y B = ([O, ~> x iofl como en el 

Dibujo 6. 

1 

¡I 1 1 
!' '1 

1 1 1 
1 1 

1 
1 

1 
·1 

1 : 
1 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 1 

Observemos que A U B ~. 

o ... 
DibltJO f. 
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Veamos que ~ - A es abierto. 

Tomemos un punto (r, s) en ~ - A, por ejemplo el del Dibujo 7, 

cntoncP.s se puede c:onstr1.1ir •ma vecindad t.•Asic:a de (,., ¡) q•.oe 1)0 

intersectO? a A. (como en el Dibujo). 

Dibujo 7 

Por tanto A es cerrado. 

Similarmente se demuestra que B es cerrado. 

Ahora mostrar~mos que A 

Supongamos que no lo es. 

((-o:, OJ >: ~(I }> es conexo. 

Entonces existen dos cnnJuntos cerrados, ajenos, no vacins M y N 

de )J( tal es que M U N A. 
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Veamos q•Je lR - A es ab1 erto. 

Tomemos un punto (r, s) en ~ - A, por ejemplo el del Dibujo 7 1 

entonces se p•rnde construí r· otna vecindad básica dr. (p:, J) q1.1e no 

intersecte a A. <como r.n el Dit"JJo). 

Dibujo 7 

Por tanto A es cerrado. 

Similarmente se demuestra que B es cerrado. 

Ahora mostrar~mos que A 

Supongamos que no lo es. 

((-0(, OJ N ~O~) es cone):o, 

Entonces P.Histen dos conJurotos cerrados, ajenos, no vacios M y N 

de );!( ta 1 es que M U N "' A. 
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Sean ( }{ 
1. 

) e M '! 
2 

V<?Ci'1d¿1ctes t·ás ic2~ \j 

tale~ qu0 V íl N = 0 

I 
I 

1 

u., rt) 
,,,, 

/ \ 
I \ 

I \ 
I \ 

I 1 

1 
\ 

Notemos que si 

I e V íl .l\. 

V 

( ~,. 

1 ' 
y " e ¡·~ 

2 
\)O r· ser· M 'f N ."l.1 PflO~ • e':ic.rer1 

\.i ·~ p ( ;.i 
1 ' 

.. ' y "y 1' '>"2 
) r·P. C': p cr~ ti Vt:HnPn te 

2 

l-i n r1 .,, 0. 

DibtJ]O ~~: 

<?ntonces 

Por la misma razón, existe un intervalo no vacio J del eje )·eal 

tal que J e \.J íl A. Por lo que ví.mc>s «1-.terior·mPnte se tiene que 

0 .,, I íl J e <V íl 11) n 11.1 n A> e M íl M. 
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Esta contradicción demuestra que A es conexo. 

An!logamente se prueba que B es conexo. 

AdemAs, se tiene que A íl B no e1 conexo, ya que si tomamos un 

punto h e A íl B y un abierto básico V de A íl B que contenga a h, 

se tiene que V • U íl CA íl B> donde U e ~. Esto se ilustra en el 

Dib1.1j o 9. 

o 

.Dibujo 9 

Observemos que V= ih}. As1 que A íl B tiene la topologia discreta, 

por lo cual A íl B es totalmQnte disconexo. 

Por tanto ~es multicoherente. 

1 



TOPOLOOIA DEL ORIGEN DOBLE 

En este ejemplo~= IRz U { o*t· 
Para n e W definimos: 

V (O) = { ( >:' y) I ,. 2 2 ,. 1 /n 
z 

+ y 
n 

V (O*) = { (:.:' y)./ 
2 

+ 
2 < l/n 

2 
)( y n 

c:orr 

cor1 

y > (• t U {O}. 

y < o} U {o*}· 

También definimos como una base para una Topologia de ~ a la 

sig•Jiente: 

~ = {Vn(O) I n e mt U {Vn((I*) /ne W} U {U I U es abierto 

de IR
2

- {OH· 

2 2 * -z Observemos ql1e IR - {o} e~ = IR U {O } e IR • 

usual 

Como IR2 
- {O} es e.anexo por tener Je1 to~'ologia U5ll<.\l del plano, 

entonces N es conexo. 

A continuación demostraremos que ~ es multicoherente. 

Tomemos los siguil;'nt~s s1.1bconj1.mtos (\(' ~= 

A { (X 1 y) / (X' y) e IRZ con y ?: 1)} 

B { (X 1 y) I ( :: ' y) e IR2 - {O t con 'I :$ (l t u {o*}· 

Claramente A U 8 = ~ y A y B son cerrados en ~. 

Además {<x, y) I (l.:, y) e IR2 
- {O} con y?: O} es coneHo por tener· 

la topologia del plano, entonces su cerradura también es conexa. 

Y como q<::, y) I (x, y) e IR2 
- {o} con y?: O}) =A, entonces A 

es coneHo. 
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Similarmente B es conexo. 

Por otro lado, A íl 8 = {C~, y) e~/ y m O, x - ot no es 

por ser el eJe "X" con la topologla usual, sin el origen. 

Por tanto ~ es multicoherente. 
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TOPOLOGJA DEL RADIO BbRRADO 

En este ejemplo ~ = ~2 • 

Designemos con T* la Topoloryla usual de ~2 • 

Para & > O y p e ~2 hacemos igual al di seo abierto de 

radio & con centro en p, quitlndole el radio horizontal derecho 

(sin quitarle pl. 

Se define como b,1sf' paríl una Topologia T de >J1 a la siguiente 

' * (1 = ~ D&(p) I pe~ •1 & > (> }·Claramente> T e T. 

* En seguida veamos que si U e T entonces UT = OT. 

* ' Tomemos un punto p e ÜT y .,,., hlsico c•.talquiel'a D&!p) de p. 

* Como B&(p) e T se tiene que Bc(p) íl lJ " 0. 

Elegimos un punto z e 8c(p) y z e U. 

' Como U e T entonces existe 6 > O tal que D6 (z) e U y 

Béz) e B&(p). 

• • Como D
6

(z) no estl contenido en CB&(p)) - (D&(p)) entonces existe 

' . q e D6 (z) tal que q ~ CB&(p)) - (D&(p)) . 

• Esto implica que q e D&(pl. 

' As! que U íl D&(p) ,. 0. 

Por tanto se tiene que 

* La contención OT e OT 

Entonces p e ÜT. 

* ÜT C ÜT, 

se sigue de que T* e 

* 
T, Poi' tanto, 

todo U e T se tiene que OT = ÜT. En particular cuando u 

* también tenemos que se cumple la igualdad OT = OT. 
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A continuación demostr<.u·emos q•.1e (~, T) es cone:-:o. 
·¡ 

Supongamos que no lo es, entonces existen do& conjuntos ajenos, no 

* vacios A y B e T, tales que A U B = ~. Como AT = 
* 

AT -T 
y B = * -T 

B ' 

se tiene quP. 0 = AT n B = AT n B y 0 = A n ¡:¡T = A * -T 
íl B • 

De manera que A y Bes una separación de~ con la topología usual, 

lo cúal es una contradicción. 

Concluimos entonces que (~, T) es conexo. 

Ahora, definimos A ={(x,y) e IR
2 

/y> 0~ y B ={(x,y) e !R
2 

/y< O~. 

Mostraremos que A y B son conexos en T. 

Supongamos que A no es conexo en T. 

Como A e T, existen dos abiertos en T, ajP.nos, no vacios, M y N de 

~ tales que M U N A. 

Como MT n N 0 y MT * -T 
M * entonces se tiene que MT n N = 0, 

* igual manera M íl ~T 0. Asi que M y N es una separación de A 

T*. Este absurdo demuestra que A es cone>-~o P.l"I T. 

Similarmente B es conexo en T. 

de 

en 

Entonces ¡¡,T = {<x,y) e !R2 / y ~ o~ y ¡:¡T {(::,y) e !R2 
/ y ~ 1)} son 

conexos en T. Ademis su·wii6n es~. 

Notemos que A n F.i = {tx.y) e IR
2 

/ y O~ es el eje "X", el cual 

tiene la topologia de la Recta de Sorgenfrey. De manera 

-T 
B es 

mu l tic oh e 1'en te. 

to talmente di se on e:{o. 
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TOPOLOG!A DEL DIAMETPO BOF:PADO 

En este ejemplo ~ ~z. 

Denotemos con T* la Topologla u•ual cte ~z. 

Pa1'a e > (1 y 1:0 e ~z h,1cemos D:<i"•) iguAI al disco abierto de rarlio 

e con centro en p, quitándole todo el diámetro horizontal y 

D~finimos como base para un~ Topologia T de ~ a la siguiente: 

f3 = i De ( p) I p e );!{ y e > o~· 

Claramente T* e T. 

* A continuación demostraremos que si U e T entonces ÜT ÜT. 

* Tomemos un punto p e ÜT , entonce• toda abierto de T* 
contier1e a p intr.1-sect0 a IJ. 

que 

Ahora tomemo• un abierto W e T que contenga a p. Entonces existe 

un ~ásico Dc(p) e W con e > o. 

Como B&(p) e T* y contiene a p, se tiene que Bc(p) n U - 0. 

Elegimos un punto = e Bctp) y z e U. 

Como U e T ent0nces eJ<istP. 6 O tal 
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Lo anterior implica qur.> q E Dc(p). Asl q"e IJ 0 Dc(p) .,,_ 0, 

* Entonces w n u .,,. 0. Por- tanto UT e DT. 

Ahora vemos que GT e 

* Como GT es un conjunta cer r·.:i.10 

•.m conjunto ce1-r-,,.;io en T que r:onttenr. a U. DO! mo•io que ~IT e 

• 
Por tanto para todo U e T se tienr.> que DT OT. 

En particular, 
t 

cuando U e T también tenemns qtJP. 

En seguida demostr·aremos q•.1e ()}t, T) es crme:-:o. 

S•Jp on gamo~ lo contrario. Tomemos dos con¡ untos aj er1os, 

vacios A, B e T, ti\ l !;' 5 ··11.1e A u B ))t. 

* • * Como AT AT -T -T a•:lemá.s AT 0 e-r,tonces AT OB = y B B y n B 
:!. 

de i 91.1a 1 manera BT n A 0. 

es 

no 

0, 

Por ti.lr1to A y Bes un;, sepa1-aci6n de lJt con Ja Torologia 1.1s•.1al, lo 

cual es abs•.1rdo. De m<11H!1'a que <.~, T) es cone>:o. 

Para demost1·a1' que <~, T) es m1.1lticoher·ente, definimos: 

A (){'y) e !Rz y > (1 ' ~ 

B ()·('y) e IRZ / y '· o 

P1·oba1'emos que A y B son conei:os en T. 

Supongamos que A no es conexa en T. Como A e T, existen dos 

abiertos en T, aJenos, no vacios M y N de~ tales que MU N = A. 
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-T 
Como M íl N = 0 

* -r 
ra=6n M íl N 0. 

* entone&• ~T íl N 0, 

Esta contrad1cc16n damu~qtra que A RS conexo en T. 

Similarmente se d~mue~tra que B es conexo en T. 

Entonces 

por la 

~T • i (H, y) E ~z I y ~ 0 y ~T= i <x, y) e ~z I y SO 

conexos en T. AdemAs 

misma 

~ son 

Observemos que ~ íl ~ = ~ (X,y) e ~z V o es el eje 11 X11
, el 

Asi que ~T n ~T es totalmentP d1sconexo. 

Por tanto se concluye que (~, T) es multicoherente. 
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TOPOLOG!A rrLEFASE 

En este ejemplo~=[(!, 1.> U {1, 1*}· 

Denotemos por p a la Topo logia •.1sual de (O, t). 

Definimos una base p¿ir·a una Topologia T de ~ a la si9uiente: 

~=pU{<a, 1) U{1*}1a<1 }• 

Notemos que como la Topologia T restringida a (O, 1) P. s "' 

entonces los ~ubconjuntos cnneHos cte \~. T) contenidos an (O, !] 

son exactamente los subintervalos cto [O, 1]. 

Veamos que si A e. es conpuo Pntonces A n (O, 1) es un intervalo 

( y por lo tanto r.s co111»:0 >. 

Supongamos que A íl (O, 1] no es inter·v<1lo. 

Entonces t>xistl?n •1n~ p•.mtos }: , y e A n [O, 1) y z e (O, 1] t<:1les 

que X :S Z ~ y y : e A íl [ t) , I ] . 

Como z 111! A íl (O, !) entonces ;: e A. 

Entonces A (((l, Z) n A) U(<:, !) U {t*}> íl A es una sepa1'ación 

de A. Este absurdo prueba ~ue A íl [0,1] es un intervalo. 

A c ont i n•.1ac i 6n SP. Pl'Obar-á que 51 A P.S cone>:o y 1 *e A entonces 

A { 1 *} o A n [(l, 1 J es l\l"I inter·val n tal rpJe 1 E o -{1 }>-'P. 

Si A n ( (l, 1) 0, no P. 5 pos i.b 1 e (l•Je 1\ = { 1 ' 1 * ~ PO\.,(Jl.\e A es 

coneno. Entonces A n [O, I> - 0. 
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Como A es coneyo entonces A (l [0, IJ es un intervalo contenido 

en (0, 1J. 

AsegU\'l\fnos que 

Ya que 5 i 1 fl! (A n 
(1 - &, 1) n (A n (1). 

Entonces A ( (\ n [ (l , 

una separación de A. 

[o, 1 :i> -p 

l ) ) -· 0. 

1 - &/2)) 

rn n ro, lJ 

<A íl [0,1))-f', 

entonces existe 1 / & 

u (A n \ ( 1 - &12, l] 

(l tal 

u { 1 * ~)) 
< 0 .,. fl. () (O, 1 '¡ e A (l (0, 1 - &12)). 

Es te <1bsur.:10 prueba ··1•.1e 1 e ( l - { 1 }'> -.,:>. 

que 

es 

Ahora demostraremos que s1 P.5 •.in s11binte1-valo (\e (0 1 1) tal q1.1e 

U {tt} es conexo. 

Para ver esto probaremos que * -T l e l . 

Se<>. V = (b, 1) u { 1 * ~ es IJfle], vecind,:\d básica •:te 1 *. 
SC':\.bemot3 q•Je t e (! - { 1 t> -~ 3S1 que u:., 1) n (! - { 1 ~) ... 0. 

Esto implica ,·¡1.1e (b, 1) (l I ;t 0. De manera que V íl ! .,. 0. 

Por tanto 1* e I-T. 

En conclusión * -T * I el U{t }el , asi q1.1e I U{l~es conexo. 

En seguida veremos que (~, T) e5 unicoherente. 

Tomemos dos subconjuntos cerrados conexos A, B de (~, T) tales que 

A U B "'~. 
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Analicemos 3 casos: 

1) 1 * e A y 1 * IZ B. 

Ento1~c:es A n B B íl (A íl [O, 1)) eo; 

conexo. 

2) Oe manera aniloga A íl B es coneKo si 1* e B y 1* 1Z A. 

Entonces A íl B «A n [o, 1J> n rn n co. 1)) u ~1*}· 

Como A n ((1, 1) f'S l.ln interv<1lo cte [O' 1] tal que 

e <I - ~t })-f) al 19ual qlJí! B n [O' 1 J ' entonces 

A n B J u ~ 1 * } dondP J es un i ritervalo cte [O, l] y 

Oe manera ~ue A íl B es conexo. 

Por tanto (~, T) es un1cor1Prente. 
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CURVI\ SENOIDAL . 

En este ejemplo hacemos S { (X 1 1] } 

considerado como un subconjunto del plano euclidiano con la 

topolog1a inducida. 

Definimos )R == S U { (0, t)) }· 

Como Ses cone~:o, por ser la ~ráfica ·1e una función continua, y 

(O, O) está en su cerradura entonces ~ es conexo. 

Los cerrados conexos de ~ son: 

A(a, b) = ([a, b) N ~) n )R con o~ a~ b ~ 1. 

A contintJación p1-obarcmos que )R es un1coher·ente. 

Sean A(a, b) y A(c, d) s1.1bcordl1ntos cerrados conexos de )R. 

Como A(a, b) n A<c, d) "' < { [a, b] n (c • d)) n IR) n )R es un 

conjunto de la f or·ma A(m, n)' con [a, b] n (c' d) = (m, n), y, PO\' 

tanto, conexo tenemos entonce& que lR es unicoherente. 

La unicoherencia del ejemplo &iguiente se demuestra de manera 

análor¡a. 

CllRVA SENO!DAL CERF:ADA 

Definimos lR s {<>:, sen ::-)/>:e (0, 1)} U {<O, y)/-1S y S q. 
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CURVA SENO! DAL EXTENDIDA 

Definimos ~ = ~ <x, 5en _1_) 
" e (O, .. 1) t u { (1)' y) I -1 s y :S q 

u { (~, i 1) I o 5 ¡: s q. 

Claramente ~ es conexo. 

En seguida probaremos que ~es multicoherente. 

Proponemos A= {<x, sen-:< > / :: e <O, 1] t U {<O, y> / -1 S y S 1} 

y 8 = { ( X , 1 ) / 0 5 X S 1 }· 

Notemos que A y 8 son cerrados conexos de ~; que A U 8 = ~ y que 

A íl B 1)/ne!Ny X 
. " 

= ___ ! --- l u J(I) 
1 + 4n ( l ' n (·-;:::·--> 

1 l h por lo 

que A íl B tiene un nÚTiero infinito de componenl:es. 

Por tanto ~es multicoherente. 
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ESCOBA 

Para n E IN definimos: Ln = {et, ~ t> e CR2 
/ t e [(!, 1 J} y hacemos 

1 ).("' <U {Ln / n e IN} U«;::;, 1J .•: {O p. 

Como para cada n e IN se tiene que Ln es conexo y todos los Ln se 

intersectan en el or19en, entonceo U {Ln I n e IN} es conexa. 

De aqui que ).( es conexo. 

Ahora veamos que lReo multicoherente. 

Hacemos A,. CU {L:in / n e IN}> U C <!. 1J :< {O}l y 

8= <U{L:zn +l/ n elN}> U<e~, 1J x {O}>· 

Es el aro c¡ue A y B son cerrados conexos de lR y c¡ue A U B ).(. 

Además, A n B = { co, Ol } U e<~, 1 J x {o}> no es conexo. 

Por tanto lR es multicoherente. 
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ANGULOS ANIDADOS 

Para n E 2+ definimos: 

Ln = { t ( n, ;:;-!:-1) + <.1 - t) «), 1) / t e [O, "') } U { ( x, 

y hacemos: 

+ 
Y: = U {Ln I n e Z } U { (x, (>) :l e IR} considl't'ado como IJli 

subconjunto del plano con la topologla inducida. 

+ + Para ca·~a n e Z se tiene que U {Ln I ne Z } es conexo. 

Notemos que: 

+ +~ 

U {Ln / n e Z } e~ e <U {Ln / n e 2 ) . De aqul qL1e >R es conexo. 

En seguida probaremos que ~ P~ multicoherrnte. 

Proponemos A <U {Ln / n e {::' 4, 6, ... }> u qcx, 1)) / X e IR}) y 

B <U {Ln I n e {' ' . ..;., ~ 

··-'• ... }) u <:{u:, t)) / :< e IR}>. 

Observemos que A y B son cerrado& y conexos de ~. que A U B = M y 

qL1e A n B = {co, 1)} u{<:<, (1) IX e IR} no es coneNO. 

Asi que ~ es mult1coherente. 
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PSEl.JDOARCD · 

Como el Pseudoarco es indescomponible, por el Lema 7, se tiene que 

es unicohl?ren!:e. 

ror·OLOGI A RADIAL DEL PLANO 

En este ejemplo ~ "' IR:z. 

Par.:1 O S .p < 2íl y para O < a <. b definimos: 

A c.,, a, bl {t Ceas "' sen ~) e IR:z / t E <a, b) ~· 

Para (l :S a < íl y para (l < d hacemos: 

I <a, d) = {s<cas O', ::;en o' E IR
2 

I s e <-d, dl }· 

Una base (1 para una tapologia T de M es la siguiente: 

(1 == {A e p, a, b l I n :S "' 2 n y o < a < b } 

U { U { I <a, d ,.) ! O :S a íl y d 
0 

> O}}· 

En seguida veamos que 21{ es normal. 

Para O :S .p < íl definimos: 

l. 4> = { t <e m; <f>, sen ,P> e IR
2 

/ t e IR}· 

Sean A y B c:err<>dos "'Je nos de ~. Primero supongamos r:¡ue 

<O, 0) ~A U B. Tomemos 4'
1 

e rn, íll. 



" 

podemos concluir c¡ue A y B puerlr~n ser sep¿11·.1das par da;, abu;-rtas. 

Ahora supongamos c¡ue (0, 01 e A. 

Entonces A n Lcti y B íl L.p san .-:erranos de L.p. 
l l l 

Claramente < n n L"' , n ( F< n L <ti ) = 0. 
l :l 

ComD IR
2 

con lil topologiil usual es no1-mal y L.4' tif:!ne la 
l 

topolagia 

inducida, entonces L4' es normal. 

• 
Entonces existen abiertos ajenas U4' 

l 
y V 4' contenidos en L4> 

l 

tales 

que A íl L4> e Ll4> y B íl L4> e V 4>; adr?más, 
l l :l l 

manera c¡ue CO, Ol 11! V 4>, la mi~mo para A. 
l 

l 

podemos tomar V<f> 
l 

Ahora probaremos '1LIP A e u {u 4> : () :S "' < n ~-

de 

Tomemos a e?) entonces a e L4> pa1·a alguna 4> e CO, m y como 

A íl L<¡I e u4> pare•. i'1~1una 4> E (0, m se tiene gue a e U{U.p 

Similarm'7nte se demuesfr¿\ qLt B e U {V <f>: O :S 4> ( íl~. 

Dada 4> e [(l, m, Si B íl Le/>.,., 0, elegimos rlos abiertos ajenos u 4' y 

ve/> t~les c¡ue A íl L4> e u 4> y B nL.¡,cV4>y si 8 íl L 4> 0, hacemos 

u4> IR y V "' 4> 
0. 

Como antes, tenemos riue u {U</> : (1 $ 4> < n ~ Y u {V 4> o $ 4> < n~ 

$On dos .~b i ertos ajenos de lit qL\f' contienen a A y B, 

respectivamente. De manPra que (~. Tl es normal. 
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En aeguida dPmostraremos qu~ • PS contraible. 

Definimos F: l:!t :·:l.+• por· F((:{, y), tl = «1 - th:, <1 - t)y). 

Entonces FC(x, y), 0) = (::, y>, FCL:, yl, tl =<O, 0) y es fá.c:il 

convencerze de quB F e~ co11tinu~. 

Por lo tanto '>R P~ unu:r1hP1~rntP.. 

COMPACTACION CASI-DISCRETA Y UNIPUNTIJAL DE LOS RACIONALES 

En este ejemplo ~"' O U {P} donde p E.'5 Lln punto ideal Cp li! 0). La 

Topolo91a que se define para~ es la siguiente: 

T = {U e ~ : U es abierto en la topologia usual de O} 

U Hrt UU: U e~ y~ - U es finito}. 

En seguida probaremos qu~: 

I•) Si A es un intervalo no degenerado de O entonces {Pt U A es 

conexa. 

Supongamos 9ue A U {P } = H U f, donde H íl K = 0 H íl k y 

H ~ 0 ~ K. Podemos sL1poner, por ejemplo, que p e H. 

Entonces p ~ 1( as! <]Lit" P::iste U e Q con ltl U finito y 

p e {P} U U e ~ - I'.. Soa :: e I< e • - H. Entonces e:<iste un 

intervalo abierto tal que :< ~ I ::: ~ - H, adem~s :l ~ A. De 

manera que I íl A es un intervalo de O no degenerado. 

En particular, íl A es infinito. De modo que t íl A no e!';i;á 

contenido en ltl - U. Sea y e I íl A con y ~ ltl - U. 
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Entonces se tienP C]Ue y e ()JI. - Hl íl A íl ll e K n U. 

Esto es absurdo pues U e )JI. - V. Por tanto {rt U A ~s coneHo. 

De <•> Sf! sigue entonr.es CJUI? <O U {P t )JI. es cone:w. 

Para probar que ~ no es unicoherente, hncemos: 

A = <-oo, OJ U {P t y B = (0, od) U {P } 

Cl<1ramemte A y B son cerr.:irlos y cone:~os. Además, A íl B 

es clisconexo. Por tanto ~ ~s multicoherente. 
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EL ESPACIO DE LA PEO DE ROY 

ex 
En este ejemplo tnmamos iCltl~t una colecct6n numerable de 

(l (~Pf 1 (rlffiO~: 

V e ( r, 2n-o e ~ I r & < 

t E ~zn-1, 2n-2, 2r..tt~}· 

Paras e rn y w drfin1mos: 

~(r·, l) e~ I l?: stU{wt. 

- - - - _,.··~¡"' 

.. - ... - - - - - - - - - - - - - -
'· . -- ---
$', - - - - - - - - - - - - - - - + • -t 

z• "· - - - i - - t - - - - - - - - - - - - - -
1· - - - + .. 1 - - - - - - - - - - - -
'· - --(- - .}- - - - - - - - - - - - . 
... ------------------------

~ 

< r· + e 

Una base~ para una Topologia T de~ es la siguiente: 

~ = {V e ( r, zn) I r· e C2n, e ;. o y n e rn ~ 

U {11&<.r·, zn-1) / r· e czr._
1

, e \ o y n e rnt 
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Paran e m def•n1mos: 

Ln { ( r, n) e )f{ I r e C.n}. 

ent nnc: es 

Lzn+i e A y Lzn-1 e f\. 

Sea (r·, 2n+1; eL2n+1 y un básico 11,/r, 2n+1) del punto (r 1 2n+1). 

2n+1) 

tiene que Vc!r, 2n+1) íl Lzn "0, 

Hemos i;or·obaojo q1.1e (r, 2n+i) E ÍI A. 

Por tanto L2n+1 e A. 

Ahora mogtrarPmos que s1 A es abi~rto ¡ L2n+1 e A entonc:es {\ íl Lzn 

es denso en L2n. 

Tomemos 1.1n abiarto no vacin W de Lzn y un punto ( r·' 

Esco9emos un t•3.t; lCO V < 1 

' 
21'1) e w dí' 1 p1.1r1 t n ( r, zn). 

e 

Hacemos M = { ( 1 .. 0, 2r1+1.l e l.2n+1 I r ·- e ro < r· + & }· 

Tomemos lll1 p•.mto ( r1 • 2n+1) E M. 

Sea V ( r l' 2n+1) •.1n básico qUP conten•]a al punto 
& 

l 

tal O:j!Je ve (r· •• zn+t) e A .Y E'SCfl']l?íl\OS el de mi\nera ql1e 
l 

zn) e w. 

( r
1

, 2n+1) 

ten•;¡amos 

Poi .. la definición de Ve (r·
1

, 2n+1) y lil densidad cte los Ln's ~e 

1 

tiene que V e (r·
1

, zn+1·l íl l.zr, 1' 0. 
1 
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Como V & (r·
1

, zn+1) íl Lzn e A íl Lz1-. 
1 

zr,+i) íl L2n e W 

entonces ~¡ íl (A íl Lzn > r' 0. 

Por tanta A n Lzn P• dPnso en L2n. 

y A .,. ~. 

qua para toda n ? N sa t\ena ~ue Ln e A. 

Ln, l.n+1, Ln+z, ... e A~· 

Observemos q•.tt:> n
1 

l. 

Anal icemos do<; et:' so..; fl: 
1 

a) l\ par: 

Como A es cerrado y Ln 1 e A Pnt0ncrs Ln -1 e 
1 

A, contradiciendo 

la min1mal1dad de Ln .. 
b) l\ impBl'l 

Por se.-· A abtPrt:P s~ t1~rtP. quú Lni-1 n A P.S denso en Lni-1. 

Asl que Ln
1
-1 íl A = Como 

______ Ln -1 

Ln
1
-1 íl A 1 e 

Ln -1 

A ' 

entonces Ln
1
-1 e A, lo cual también es una c:ontradicción. 

Por tanto ~ es conexo. 
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Hacemos A { ( I' , n) e )j( I r ~ r·
0 

v n e IN ~ U { w t y 

B 

Claramente •e observ~ Que A U B ~ ~. 

Tomemos (r·, n) E~ - A er1tor1c:es r > r
0

• 

Definimos e (l. 

Entonces V&tr, n) e~ - A. Asl que A es cerrado. 

De igual manera SP prueba que B es cerrado. 

Ahor¿'\ veamos 'l'Je A es cor1e::o. 

Supongamos quP no \o ns, En~once• existen H, K e~ tale~ que H y K 

son cerrados, a¡enns, no vacios y H U K = A. 

Como w e A entonce~ w e H o w e K. Sin pérdida de generalidad 

po·~emos s•Jponer que w e l .. Entonct>s e>:i•te vecindad 

1.1 =( u 
n:<:N o 

Ln l U {wt que contiene a w tal que· U íl H m 0. 

Para n :<: N
0 

se t1t>ne que L~ íl A e u. 

Asl que (Ln íl A) íl H 0, entonces u 
n:<:N o 

(Ln íl A) e K. 

Tomemos m = min {n / Ln, Ln+t, Ln+z, ... e Kt. 

De manera 1:iue U fLn íl A) e K. 
r1~m 

Asl que Lm-tíl A no esta contenida en K o m 1. 
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Supongamos que m = l. 
00 

Entonces U (Ln íl A) U Ln íl A º' A - ~~¡} e L y como w e K 
n~m n=t 

entonce• A e~. De donde SP sigue que H = 0, 

Estt.' contr·r:\d ice:: i 6r1 i tnp 11 c: .. '). que m > 1 y que u (Ln íl .1\) no está. 
n?:m-1 

contenida f?'r1 L. 

llm-1 íl A) - K. Cnn~idcrrmoa d05 cag0s: 

a) m par-, 

Por la detinlción de V&cr
1

, m-1l y la densidad de los 

S"' tienP que V&c'r1, m-1) n l.m .,, 0. 

Hacemos R = {<s, m) e Lm / r·
1 

- e<- s < r
1

}. 

Tomemos •Jo) punto u-
2

, m) e F·. rr.to1·1cr.s r < " :S r· 2 1 o asi 

<r
2

, m) eAnLmcl<. 

De 

b) m impar·. 

Ln' s 

que 

manera 

Como (r
1

, m-1) j;! i.:: entonces e~:iste v~cindad básica V&(r·
1

, m-1) 

tal que V&(r
1

, m-1• íl V = 0. 
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Tomemos un punto (~, m) e N. Entonces (r
2

, m) e K, 

(r
2

, m) !Z H. 

Sea V 
& (r·2' ml 1.tn básico .1r l r•11nto ( r·2' m) 

l 

(r - e l. r + e ) e r, r· e, f ) y V (r2' 2 2 l ' '. & 
1 

Entonc:r.s V& (r
2

, m) 
t 

e A <pues r· ;S 

' 
V & (r 

2
,m) íl H = 0, tenemos 

1 

q1.1p \/e (r
2

, m:1 e f.'.. 

' 

de mnr.Pr·a 

m) n H 

Además, 

Por la deflnici6n dP ve lío' mi y por la densidad dP los 
l 

se tiene que 11 ( ... 2' m) n Lm-t " 0. 
& 

l 

decir 

0. 

como 

Lri' s 

Como V (r 2' m) n Lm-1 e V t r· e· 1' 
m-1) n K entonces 

& 
1 

V&(r
1

, m-1) n K "B, lo cual n~ absurdo. 

Por tanto A e• coneuo. 

De igual maner~ se prt1eb~ ql1~ R ns conexo. 

Además, como A n B = {tr
0

• n
0 

1 } U {w} no es conexo, podemos 

concluir que ~ es multicoherrnte. 
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CAPITULO VIII 

En ente Capitulo se presentnn ejemplos gue son f<>milias no 

espuc; lc~i T 
1

, po1• lo '1LIP SU prnduc~o f'S un1r:ohPl'ECntP (TP.nrr?ffici 2.2 

di? l 2 ] ) : 

EL CUBO DE HILBERT 

producto tnpológico de una 

O sea el producto r:cwtesíanCJ no numerable de intervalos unitarios 

c:c~rra.das. 

Como ente l'!spac:in es homewmnrfo a IR" (el produr.:tCJ topológico de 

una cantidad numerable 

Ltn icoherente. 

rectuCJ). 
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CAPITULO IX 

En este Capítulo se mencionan los espacios para los cuales no fue 

posible determinar si tienen o no agujero. 

LOS ENTEROS CON LA TOPOLOGIA DE LOS PRIMOS RELATIVOS 

Para cada parej.~ de primo;; relativos (a, bl 1, hacemos 

Definimos una base (l para una topolo9ia T de lil( c:omo: 

Los siguientes dos ejemplos no los sbord6 porque se construyen en 

base a la Teoria de los Nómeros Ordinales, la cual no conozco: 

SACACORCHOS CONDENSADO DE HEWITT 

y 

CONJUNTO BICONEXO DE MILLER 
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TIENDA AGUJERADA DE CANTOR 

p 

o l 
2 

En este ejemplo definimos a C como el conJunto de Cantor situado 

en el intervalo uní tario. 

Tomamos p = 1112, 1/21 y rlefinimos a Lle) como el segmento que une 

al punto p con e e C. 

Hacemos ~ = u ~Lle) / c E e}· 

Sean E el subconjunto de C que consiste de los puntos extremos de 

e y F = e - E. 

Sean X 
E 

U ~L(c) /ce E} y XF U ~L<cl I c e F }. 

Definimos y E = ~I::, yl E XE / y E ltl} y y F 

de manera c¡ue Y/ = Y E U Y F. 

~y Y/ con la topologia euclidiana inrlucida. 

Entonces ~ es normal y contraible y, por tanto unicoherente. No 

sabemos si V es unicoherente o no. 
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EL CUADRADO DE ALEXANDRO~F 

En eüte ejemplo ll(,.., (0, 11 x [•.•, !L 

Definimos como diagonal principal a: A { ( :: , id / .. e [O, t J }· 

Para .e > O }' s, t e l(I, 1 J l1acemns: 

{ ( s , v l e ll( - A I ( t - y ( <. .e 

Dados s e lO, 11, .e> u, ne IN y .. 0, 1'., ••. , "" e [O, 1]' 

h.:icemo5: 

... ' :< ) 

" 
{ (i:, yl e ~ I IY - s 1 < &, 

~{,, • ... xn~ .. 

Una b•se para una topologia T de ll( es la s11uiente: 

U e ll(-A} U {M.c<s, ::
0

, , ••• , 

:: " E [ 0 1 1 l } 

!( ) 

" 
1 s e r.o, 1 J, 

& ;, O, n e IN y :: 
0

, 

ESPACIO DE LAS SUCESIONES DE GUSTIN 
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[ 1 1 

[ 2 ) 

[ 3 ) 

[ 4 ] 

[ 5 l 

(6) 

rrrrr-r--
JJ 
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