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INTRODUCC LON

La manera mAs sencilla de definir el concepto de espacio

topoldgico agujerado es la unicoherencia.

Se dice que un espacin topoldico conexn X es unicoherente si no
evisten dos subconjuntus cerrados y conexos H y K de X tales que
XR=HUK yH n ¥ es disconexo. Los espacios conexps que no son

unicoherentes son llamados multicoherentes.

Un ejemplo tipico de un espacio multicoberente es:

donde podemos tomar H =

y Ko

Claramente se observa que su unidn es Ry su interseccidén eg igual

as eg disconexo.



Intuwitivamente, los espacios unicoherentes «on aquiellaos que no
estdn atravecados por ningun agujero, aunque pueden tener huocos,
y multicoherentes son aquellos que tienen un agujero por el cual

se pueden atravesar.

Los ejenplos mas comunes de espacios unicoherentes son  tados  los
espacios Euclidianos, las esferas de dimensidn mayor o igual que

2, los espacios proyectivoo, etc.

Cuando se piensa en ejemplos de  espacios unicoherentes \
multicoherentes, generalmente, uno se 1magina subconjuntos de Rs
(o de algun R“h ya que de ellos es mas o menos Ffacil ver si
tienen agujeros o no. Ademas, casi siempre, la unicoherencia se
estudia en espacios con propiedades adicionales (conexidad local,

normalidad, compacidad, etc.).

En general, s& sahe poco de la multicoherencia de espacios con
topologlas raras. Por esta razén, en el pfesmhte trabajo nas
dedicamos a estudiar todos los espacios topoldéaicos coneros que
aparacen en el libro "Counterexamples in Topologv" [ 3 3, tratando
de determinar si son unicoherentes o no. Consequimos  hacer esto
en casi todos los ejemplos, a continuwacidn describimos el

contenido de cada uno de los capitulos:

Capftulo I. Aqui se demuestran loc principales Teoremas y Lemas

que se utlilizan posteriormente.

Capitule II. Egpacios Ultraconexns. En estos espacios se tiene
que la interseccidn de cualesquiera dos  subconjuntos cerrados
es diferente del vaclo. Es facil ver que todos ellos son

unicoherentes (Lema 1). Los ejemplos que pertenscen a esta



categoria son: Topologias del Funto Excluido [8, 92, 1¢, 111%

Divisible [57] y de los ldeales Frimos [S61.

Capftulo III. Inteqradeo por Espacios Hiperconevos, para los cuales
se tiene que todos sus subconjuntos abiertos no son ajenos dos
a dos. Todos estos espocios son unicoherentes (Lema 2) y  son  los
siguientes: Topologias Indicoreta [41, del Funto Particular [8,
9, 10, 111, de la Cxtensién Cerrada (131, del  Complemento
Finita (18, 191, del Complemento  Numerable [201, Dable del
Complemento Numerable (2131, del Complemento Campacto (2221, del
Orden Derecho en R 4901, de los Intervalos Anidados (521, de los

Intervalos Encimados [571 v de los Intervalos Trabados [543,

Cap{tulo IV. Espacics Totalmente Urdenados, son  aguellos en  las
que su topologia estA dada por un orden. Los ejemplos que cumplen
esta definicidn son, ademas de los reales, Orden Levicografico en
el Cuadrado Unitario (481, Linea Larga Extendida (461 y Linea

Larga [451. Todos ellos son unicoherentes (Teorema 2).

Capftulo V. Espacios topelégicos quer son  Extensiones Perfectas.
Todos los ejeaplos que se  encuentran en esta categoria  son
unicoherentes (Tearema 3):  Topeloaias de Mitades de Disco [781,
Metrizable del Disco Tangente (831, del Disco Tangente de

Niemytzki (821 y Cuadrado Simplificado de Arens [811.

Capftulo VI. Espacios Normales vy Contraibles. Son los siguientes:
Espacio de Helly L1071, Dable Recta hReal [6213, Espac}o de las
Funciones Continuas con la Topologia de la Convergencia Unifurﬁe
[108], Escoba Cerrada L1201 vy Topologia Euclidiana [281, todos son

unicoherentes.

#LOos numeros que e ponen a continuacidn de  los nombres de los
egpacios, son los nuneros que tienen en [ 3 1.



Capftulo VII. Ecparios que no estan clasificados en ninguno de las
anteriores Capitulos: E:coba de los Numeros Enteros L1211,
Conjuntos Cone:xos de Bernstein 1241, Extensidn Racional
Indiscreta de R (66, 67, 6B, 691, Fendiente Irracional (7353,
Origen Doble [741, Radio Borrado 1771, Didmetro Barrado [761,
Teletase [731, Curva Senctdal (1163, Curva Sencidal Cerrada £11731,
Curva Senoidal Extendida (1181, La Eccoba [119]3, dngulos Anidadns
£1222, Jaula Infinita [1231, Disco Unitario sin sy Centrao 13231,
Pseudoarco L1301, Compactacién Casi-Discreta v Unipuntual de los
Racionales [335], Espacio de la Red de Roy [1261 y la Topologla
Radial del Flano (1411.

Cap{tulo VIII., Espacios Fraducto que son Unicoherentes [ 2 3 y

son los siguientegs: Y £381, II r1osl v l2 267,

En el Capitulo IX se presentan los ejemplos para los cuales no  se
pudo determinar i tienen o no agquwiero: Los Enteros con  la
Topologla de los FPrimos Relativos [60]1, Saracotrchos Condensado de
Hewitt (921, Conjunto Diconexo de Miller [1313, Tienda Agujerada
de Cantor [128], E£1 Cuadrado de Alexandrot+f L1011 v E1 Esgpacio de

lag Sucesiones de Gustin L1081,



CAPITULO 1
TEOREMAS Y LEMAS IMPORTANTES

ULTRACONEXOS.
Definicidn:
KR os ultraconexn 51 para todo 8 y T cerrados de X,
T # 0, sn trene que 8 nt=o.

LEMA 1

con Sy

Sea X un espacio topoldgico. Si X es ultraconexo, entonces es

conexo y unicoherente.
Demostracidn:
a) X es conexoa,

Supongamos e R no o5 gonexo. entonces existen

A v B

cervadas de R, ajenos, no vacios tales que A UBR = R,

Por ser A v B corrados no vacifes, s» tiene pPpor hipdtesis

que A N B X O, 1o cual es wre conbradicaidn gue nos
que R es conevo.
Y R es unicnherente.

Supongamos gue X no #s unicoherente, entonces exist

prueha

en A vy

B suhcovyuntes cerrados  conexos de R tales que A UBR = R

vy A n B no o5 conetn.

Como A N B no es conexo  existen H vy K 21enos, no
cerrados dp R talee gque H UK = A n R, Frntomoes  H
contradicen la nltraconesidad de R.

Por tonto, X es unicoherente.

vacios,

Y K



HIPERCONEXOS.
Definiciodn:
R es hiperconexo si
W, Vep conll, V 0,

LEMA 2.

Sea R un espacio topologico. Si

LY

conexo y unicoherente.
Demos tracion:

a) X es conexo.

Sea 3 una base de R como en la del hiperconexo.

Sypongamos que X no  eos

akiertos de R, ajenos,

existe 3 hase de X, tal que para todas
tiene que LV # 0.
R es hiperconexo, entonces es
conero  entonces existen A, R
wo vaclos tales gque A UR = X,

Por ser A abievrto no vacio existe V € 3 no vacio tal gque

VecAycono B tambhién es ahierto no vaclio existe W e f3 no

vacio tal gque W < B, entances 8 # V¥ nW c A B

una contradiccidn. Por

by R es unicoherente.

Supongamos gque X no es unicoherentan,

subconjuntos cerrados conexes de R tales que A UR

E

s

ta eas

tanto R es conexo.

a n B na es conexa, esto vnplica que A # Ry B » XK,

Pov ser A y R cerr

ahiertos no vacios,

o=’ B = cAURS

gue X es uniconerente.

entonces existen A, B

= R ¥

adoes an fi1ene oque ac Y BC 50V
lo cual implica 1o siguientes
R° = O, Esta contradiccién prueha



ORDENADOS.

Desds el Lema siguiente hasto el Teorema 2,

totalmente ordenado.

R denotard un conjunto

Recordemns que R es totalmente ordenado si cumple lo

siguiente:

1) VaeXR asa

2 Ya, by, c e Xsi a £by b =£c entonces a Sc.

3 Va, b eRasi afhyh < aentonces a= b,

4) Va, b eX amb, se cumple una y sdlo una de las
siguientes opciones a b o b 2 a.

Cuando se tiene un eopacio  toltalmente ordenado, se define

a<bsia=byawmwh.

La Topaologia de orden de R tiene como base a los conjuntos de

la forma (x, y), (& vy), (x4, = donde:
(xy, ) = {z € R/ % < z <y}

(o™ y)={xe¥(/x*'§v}.

(xy @ =y e R/ y > L

Diremaos que X tiene la propiedad del

dados x, v € X con x < vy,

Un intervalo de X es

ey Y &€E y <z 2 oy implican = € E.

axiste z € R tal que u = ¢ £

punto  intermedia

Yo

un subconjunto E con la propiedad de que



LEMA 3:

Si X es conexc entonces X tiene la propiedad del supremn y del
punto intermedio.

Supongamos que X es conexo, probaremos que X tiene la propledad
del supremo.

Supongamos que X no tiene la propiedad del  supremn, entonces
existe § subconjunto no vacio de X, acotado superiormente por

u &€ X de tal manera que £ no tiene supremo.

Definimos: A = {x € X / » &5 cota superior de § .

B={y €« R/ yno es cota superior de S -

En seguida probaremos una zerie de propiedades para A y B.

a) A x® O Es claro ya que u € A,

b) A lUBR =X

¢y B = 0.
Si § fuera un conjunto de un sélo punta, § = {z}.
Entonces =z serfia el supremo de 5. Como eatamos
suponiendo que S na tiene supremo, entonces S5 tiene al
menos  dos alementos z y W con T < W,  Aseguramns  que
z € B, pues de lo contrario » seria una cota superior de
S y en consecuencia se tendria que T 2w, lo cual es

absurdo. For tanto B =2 0.



d) A es ahierto.

Sea a € A, como 8 no tieme supremo existe d € A tal que

d < a.
Definimos I = (4, # entonces a &€ 1.
Dada =+ € I tenemos vue 4 < % y como ¢ € A, 5 £ d para

toda s € S entonces 5 £ d 4 ¥ esto implica gue s ¢ X

para toda s & 5 lo  cque significa que x es cota superior
de §. Asi que ¢ e A,
Por tanto a € 1 ¢ A, En conclusadn A es abievto.

e) R aes akierto.

Sea b € B como b no es cota superior de 8 entonces existe
s € 5 tal que k % s, Defirvamns 1 = (&, 5> entonces h e I,

Dada = € I tenemos gque = < 5. De modo que = no es cota
superior de S, eatn significa gque T € B, Asyi pues 1 < B.
En comclusidn h € 1 ¢ B par 1o gque B es abilevto.
De todo lo anmterior podemos concluir aque X = A U B es una
separacién de X, esta contradicci1dn  prueha cque S debe tener

supremo. Por tavto R tiene la propiedad del supremo.

Ahora mostraremos que X tiene 1a'propiedad del punto intermedio.
Supongamas gue R vno tiene la propiedad del jpunto intermedio,
entonces existern ¥, y € X con  » <y tal que (x, y) = 0.
Probaremos que X = (&, =] U [y, = es una separacidn de X, lo cual

26 absurdo pues estamos suponiende que X es conexo.

9.



Esto concluird la prueha de que R tiene la propiedad del punto
intermedio,

Notemos que (e, %] # © vya que » € (&, %] y Ly, » # 0@ va que
y € [y, =,

Como R -  ((&, ] U ty, = = Cny ¥ = @ tenemos que
R = (e, 2] Uy, .

Veamns ahora gque (e, %1 N [y, # = 0,

Supongamos que (4, #) ) [v, =» * B, entonces existe 2 € (@&, ] n
Ly, # esto 1mplica que = € (&, 2] v = € [y,+), con lo qgue se
tiene que v £ 2 £ x, Esta es una contyadiccidn gque nos pruehba gue
(ey 2] Ly, = ©. Ademds (&, ] ¥y [y, 4 son cerrados ya que
(e %1€ Y [‘/,-O)C son ahiertos.

Concluimos entonces que R = (e, 2} U [y, # es una separacidon

de R, Por tanto X tievne la propicdad del punto intermedio.

LEMA 4.

Si R tiene la propledad del supremo Yy del punto intermedio.
Entonces E ¢ X es conexo si y sélo si E es intervalo.

Supongamos que E no es intervalo, demostraremos que E no es
conexo.

Como E no es intervalo existen x, y € E y exiskte ¢z tal gue
xS £y y = & E. (Entonces n 7 2 ¢ yd.,

Definimos A = E N (e, =) vy B = £ n (z, #), entonces £ = A U E.

Como » €e A y y €H, entances A ® @ y R # 0,

-10 -



Clavamente A y B son ahievrtos ajemos de E. De modoe gque E no es

conexo.

Ahora probaremos que si E es intervalo entonces E es conexo.
Supongamos que E.nn 85 conexn. Tomemos A, B ¢ E, ajienos, no vacios
tales que A UB =F y ApB=0=Anqn R.

Escogemos ¥ € A vy vy € B. Podemos suponeyr que X < y.

Defivimos C = [x, v] n A. Notemos lo siguiente:

Que C = 0, porgque e C,

flue y es5 cota superior de C. Entonces sxiste = e R tal que
z = sup, C. Esto implica que = € C. Como ¢ < A entonces 5 (= ﬂ.

De mado que = € A y = & B, de donde se tiene que x £ 1 { vy,

Como E es intervalo, tenemos que = € £ = A U B,

De manera que z € A y por tanto - & B.

De aqui que existen a, b € X tales que = € (a, hy ¢ X - .

Como = <y, b, tevemos que z < min. {v, b},

Por la propiedad del punto intevmedio que tiene X, existe t e X
tal que z < t < min. {y, b} S vy, h.

81 t € A, entonces t € A nlu, vl = C, asi que t < z.

Esta contradiccidn muestra gue t & A, Ademds a < = < & < h,
asf que t € (&, b) y entonces t &« BH. Esto pruekha que t & E, que

vt vy, yoaque E  es intervalo. lo cual es aksurdo,

Por tanto E tieve que ser conexo.

- 11 -



TEOREMA

R es conexo sl y sdlo si X tlene la propledad del supremo: y del

punto intermedio.

La suficiencia as el Lema 3.

Para probar la necesidad, segun el Lema 4, sélo

observar que R @s un intervalo de R.

TEOREMA 2:

Si X tiene la propiedad del supremo y del punto
entonces X es conexo y unicoherente.

Por Teorema 1 es inmediato que R &s conexo.

En seguida mastraremos que X es unicoherente.

Supongamos que no lo es.

hace falta

intermedio

Entonces existen dos subconjuntos cerrados conexos A, B de X tales

que AUB = R v A nE no es conexo.

Como #, B ¢ X y son conexos entonces N y B son intervalos.

De manera que A n B es un intervaloe y por  tanto conexo, esta

contradiccidn implica que X es unicoherentea.

“12 -



EXTENSIONES PERFECTAS.
TEOREMA 3:

Sea P unicoherente, conexo y localmente conexo, X conexo b4
localmente conexo tal que P es denso en X y todo punto de X tiene
una base de vecindades i1's de manera que 1! n P es conexo, entonces

R es unicoherente.

Antes de demostrar el teorema, yproharemos oque si W es un abierto
de R, entonces W es conexo s1 y sdlo 51_u nP es comexo en P.
Primero demostraremos gque s1 W es conexo entonces W N P es canexo
en P,

Suponigamos que W n P no es conexo.

Entonces existen dos ahievtos H, ¥ de X no vaclos, ajenos, tales
que WP =HUFK.

Por hipdtesis para cada « e W, exwiste Vx ahkierto hasico en X tal
que x € Vx <« W y Vu n P es conexo.

Adem&s., como Vi P cW P cHUEentonces Vu n P < H 0
Ve n P <K, '
Hacemos H = {n ew/ Vx.n PcH}

K
1

{x eW / Vx nPck}

En seguida probaremos algunas propiedades para H1 ¥ —K{

Veamos que H‘ = U {us /v e HLL

Claramente H‘ cU{ve 7 v e Ht}.

w13 -



Para demostrar 1a otra contencidn tomamos vy e U Vi / 3t e H‘} y
sea % € H‘ tal que y € Vx.

Como » € Hl se tiere que » € W y Vv | P cH,

Ademas como y € Vi entonces v € Vx ny Vy.

Vx n Uy e85 un abilerteo no vacio e R, entonces VUx n Vy ne= 0,
De manera que Vy nen s ner = . Asi que Vy nNePnAH=o.

Esto implica que Wy NP c H. Por tante v e Hu
De igual manera se muestra gque K‘ = U {Vx / v € Klf

Por lo anterior se tiene que H‘ Y K‘ son abiertns,

Es facil ver gue H U K,o=W vogue H pn K =0

Dé 1o anterior concluimos que H1 y k‘ es una  separacién  de Wy

este ahsuwrde prueha que W N P es conexo.

A continuacién proharemos que si Wy P es conexo en P entonces W
es conexo en R.
-R
Vemos que W ac (WP ",
Tomemos x € W y U akierto de X tal que x € ),
Entances W n U es akierto no vacio de R.
Asi{ que W n yune = o. ﬁor tanto x € (W n P)_m.
Hemos demostrado que W n PcW cdnp P)_. por tanto W es conexo.

De esta manera se mostrd gque ¢1 W es un akierto de X, entonces W

es conexo sl y s6lo si W NP es conexn en P,

- 14 -



Para la siguiente prueba usaremos el Teorema S de [ 4 1 el cual
atirma que la unicoherencia abierta y la unicoherencia cerrada son

equivalentes en espacivs conexos y localmente conexos.

Demostracidn de.que R o5 unicoherente.

Escogemos cualesquiera dos ahiertos conexos Uy V de X tales que
R=UUwv.

Frobaremos que U NV es conexo.

Camo P = (U M U w N y ademas U, V son abiertos y conexos
en R entonces U nF y V NF son abiertos y conekos en F.

Ademas, como F es unicoherente entonces W ) n (Vv n F) es
canexo.

Asi que (U V) nF es conexo. Por tanto U |V es conexo.

De manera que X e¢s unicoherente.

- 15 -



OTROS.

LEMA 5:

Sea ® un espacio topoldgico tal que existe 1 € X con la propiedad

de que: Sl I! es abierto en X y i € |] entonces (! = X,

Entonces, se tlene lo siguiente:

a) Todo subconjunto de X que tiene a p es conexo.

k) R es unicoherente.

Demostracidn:

a) Toaomemos A c R tal gue p € A,
Supongamos gque A no es coneio, entonces existen M, K < X no
vaclos tales que HU K = A vy y Ak =0 =Hn I
Sin pérdida de generalidad pordemos suponer que p € H,
Definimas Ul = X - F akierto gue contiene a P,
Asi que 1l = R, entonces ¥ o= 0. Esta contra.di_ccién demuestra

que A es conexo.

kY  Supongamos que X no es umicoherente.
Entonces emisten M, N subconiuntos cerrados conexos de X tales
que HMUN =R vy M N o es conexo.
Como M n N npo es co1'|.;::o, par Cad, tenemos que p & M [} N. |
Entonces p e (R - (M N NY)Y gue es alierto en R.
AsLl sue (R - (M by = R, entonces M N = @,

Este absurdo muestra gque R es unicoherente.

- 16 -



LEMA 6:

Los cerrados totalmente disconexos de R® son "0" dimensionales.

Sea A cerrado totalmente disconexo de [R.

Como Rz es localmente compacto y A o5 cerrado de Rz entonces A es
localmente compacto. Ademas A es Ti

Aplicando el Teorema 29.7 de [ 5 1, se tiene que A es "0

dimensional.

LEMA 7.
Sea X un espacio topoldgico. St X es indescomponible entonces R es

unicoherente.

Supongamos que X no &s uAicoherenta.

Entonces existen H, K subconjuntos cerrados conexos de X tales que
HUK =Ry H 0K noes conexo.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que H no es propio,
entonces H = R

De manera que H N K = K es conexo.

Far tanto X es descomponible.

217 -



CAPITULO 1I

Aqui mostraremos los espacios que por ser ultraconexos son conexos

y unicoherentes. (Ver Lema 1).
TOPOILOGIA DEL PUNTO EXCLLIDO

En scte ejemplao supondremes que X ee cualgurer conjunto,

Elegimos un punto p de X.

La Topologia definida para este espacio es  la siguiente:
T={R}U{U cR/ p &u}.

Hacemos # = T, una hase para esta topolonfa,

Observemos gue loc cerrados de este espacio son los conjuntos gque

tienen a p y el vacio.

Claramente, este espacio es ultraconexo y por lo tanto es conexo

y unicoherente.

Los siguientes son ejemplos particulares de npste espacio, que
dependen de la cardinalidad de XK.

a)  TOPALOGIA DEL PUNTO EXCLLUITIDN COMN X FINITO,

By TOPOLOGIA DEL PUNTR EXCLUTDD CON R NUMERARLE.

¢y TOPOLOGIA DEL PUNTD EXCLUIDD CON R N MUMERAKLE.

- 18 -



TOPOLDGIA DIVISIRELE

.
En este ejemplo X = {x € Z / x 2 2 }.

Los subhbdsicos de esta Topologlia se definen de  la sigquiente
manerat

-
Para cada v 2 2, se hace Un = {u € 2 /7 x | n}

A continuacién demastraremos que para todo n e IN se tiene:

{;} = {n €N/ n es maltiplo de w}.

Tomemos n & {;} entonces para toda V vecindad de n, se tiene
que V. n {x} # B, en particular Un {x}# @ Asi que % e Un,
entonces n es maltiplo de .,

Ahara supongamos gque n es mGltiplo de x, v tomemos una vecindad
W de n, entonces existe un hasico B de X tal que n € R < W,

Peor ser B hasico, B ps interseccidn finita de subhdsicas. Entovices
existen n1, N2, ..., ns € N tal gue B = Lint ntrzn ... n lne.

Asf wque n € (nt ) Lz n--nN lney.Este  dmplica gque  wing,

ninz, ..., nins entonces  wng,  stnz, seey M ns. Entonces
o= {x}t cWp{x}. Far tanto v e {x}.
De manera que hemos prohado entonces gue {;} =dne N / n es

maltiplo de u}.

-19 -



Para probar que X es ultracone:o, tomemos dos cervados no vacios V

vy W ode R, Elegimos puntos ¥ € Vy 2 € W. Entonces {n elN / v es

maltiplo de u} = {:} Vo= Y,
Adends {n € N / n es multiplo de z} = {?} < W,
En particular 2 € V nu.

Esto demuestra que R es ultraconexo vy, por tanto, coneso Y

unicoherente,

TOPOLOGIA DE 105 IDEALES PRIMDS

En este ejemplo para cada nUmers primo hacemos
¥ ¥ ¥

Mp = {px €eZ/ e 2.

n

Definimos R = {Mp / p es primo}.
Para cada » € 2  definimos Vu = {Mp e X / p + x }.

Definimos también f3 = {Vx / % & Z}.

Dadas ny, m € & entonices Vn o Vm = Vnm.  De manera que (3 es una
base para una Toweloglia en XK.

Ademas, la interseccidn de  dos hAsicos cualesguiera es no  vacia,
Por  tanto X  es hiperconexo vy, N consecuencia, conexo Yy

unicanherente,
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CAPITULO III

En segulda se presentan espacios que por ser hiperconexos, son
conexas y unicoherentes. (Ver Lema 2).

R siempre denotara un conjuntoe diferente del vacio.

R COM LA TOFOLOGIA INDISCRETA

Una base de R es por supuecsto 3= {X, o}

Claramente, este espacia es hiperconexo y por lao tanto, es conexo

y unicoherante.

TOFPOLOGIA DEL PUNTO FPARTICULAR

Elegidtos un punto p de X. La Topologla para este espacio ag

t={atU{U <X/ p et}

Hacemos 2 = 71, una hase para ssta Topologia.

Este espacin es hiperconexo ya qua dados cuslesquisra ly V e g8
no vacions, su intergeccidn es diferente del vacino, por lo tanto

es conexc y unicoherente.

Los siguientes ejamples son casos particularec de este espacio,

que dependen del tamafio de XK.
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a)
b
c)

d)

Elegimos un

TOFOLOGIA DEL PUNTO PARTICULAR CON X FINITO.

TOPOLOGIA DEL FUNTO FARTICULAR CON X NUMERABLE.
TCPOLOGTA DEL FUNTO PARTICULAR CON X ND NUMERABLE.
ESPACIO DE SIERPINSHI X = {O, 1} DONDE p = 0, EN ESTE

CASD T = = {@. R {0}}.

TOFOLOGIA DE LN EXTENSION CERRADA

punto p & ®. Definimos X = X U {r}

lLa Toéologia definida para este espacio es la siguiente:

T=48fU{Uu cR®R/U=uU({p}con i abierto de X}

Hacemos 3 =

Este espacio

V & f# no vac

T, una bage para esta Topologia.

es  hiperconev, ya que dados cualesquiera dos U,

fos, su interseccidn tiene al menos a p. For tanto, R

es conexo y unicoherente.

TOFOLOGIA DEL COMFLIEMENTO FINITO

Bara este ejemplo supondremos que X es Infinito.

La Topologia
T = {0} U {u

Hacemnons 3 =

definida para este espacio es la siguiente:

X/ X~ es Finito}

T,. una base para esa Topologia.
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Este espacico es hiperconens ya que‘ dadas cualesquiiera dos
conjuntos U, V € [ wo vacios, se tiene que 3

R - (U nvr = (R~ Uy YR -V es finrto por ser unién de dos
finitos.

Como R - (U n U) # R, se tiene que UV *® 0O,

Concluimps entonces gque R es conero y unicoherente.

Los siguientes ejemplos son casos particulares de este espacio,

gque dependen del tamafo de R:

a)  TOPOLOGTA DEL COMPLEMENTO FINITIZ CON R NUMERABLE.

h)y TOPGLOGIA DEL COMPLEMENTD FINITO CON X NO NUMERARLE,
TOPCOLIOGIA DEL COMPLEMENT NUMERABLE

En este ejemplo supowdremos que R no es numerahle.
La Topologlia que se define para este espacio es la
siguiente 7 = {8} U {Uu c X/ R - U es numerable .

Hacemos 3 = T, una hase parva esta Topologla,

Este espacio es  hiperconexo va gque  dados cualesguiera
dos conjuntes Uy V e @ wo vacios, se tiene que:
R- MUV =& ~-1hH U (R - v es numerable pov ser la unidn de

dos numerables., Caoma X - (U ny» =R, se tiene que LIV # B, de

10 que se concluye que X es conexo y unicoherente.
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TOPOLOGIA DORLE DEL COMPLEMENTO NUMERARLE

5 X
En este ejemplo supongamos gue X = X «x {0, 1} donde R* tiene 1la
Topologia del complemevite numerahble, {0, 1} la Topoloygdia

Indiscreta y R tiene la Topologla drl producto.

Entonces la Topologia para este espacio esg
T={Ue R/ =UWx{0, 1} con W abierto de X*}.

Hacemos 3 = T, una hase para esta Topologla.

Este espacio es hiperconexo, v e dades cnalesquiera
MW x {0, 1hHh ey (V{0 1}) &€ fBro vacios, su interseccidn
MW AV x {0, 1} es diferente del vacfo porque (W V) = @, Esto

implica que X es conexo vy unicohevente.
TOPOGLOGIA DEL COMPLEMENTO COMPACTO,
En el siguiente ejemplo supondremos gue X = R,
La Topologia definida para este espacio es la siguiente:

T={0} Ul cR/ R -1 es compacto en R con la topologla usualf.

Hacemos 3 = T, una bhase para esta Topologia.
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Este espacio es hiperconexo ya que dados cualesquiera
dos conjuntos U vy V e fi no vaclos, se tiene lo siguiente:
R- Wy = (K- U (R - V) es compacto por ser la dunidn de
dos compactos.

Como R - (U npV)2 # & UV %o con loque concluimos que R ws

conegxo y unicoherente.

TOPOLOGIA DEL ORDEN DERECHO EN R

En este ejemplo supondremos que R es linealmente ordenado.
La Topologia definida para este espacin es:
-r={(a,-p)/aeR}U{)K}.

‘"Hacemos 3 = T, una base para esta Topologia.

Este espacio es hiperconexn, vya que dados cualesquiera dos
basicos no vacios (a, @), (b, ) =e tiene que su interseccidn es
igual a (max. {a, b}, » € fily es diferente del vaclo, por lo

tanto R es conexo y unicoherente.
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TOPOLOGIA DE LOS INTERVALOS ANIDADOS

Er este ejemplo supondremos aque X = (0O, 1),
lLa Topologia gque  se define para este espacio ess
T = {0} U {x} U {Un = (0, 1 - 1/n) conm =2, 3y ... b

Hacemos 3 = T, una bhase para esta Toponlogia.

Este espacio es hiperconexo yva que dados cualesguiera dos hasicos
na vacfos (0,1 - t/n), (O, 1 - 1/m) se tiene qgue su interseccidn
es (0, 1 - /min. {n, m}> € By es diferente del vacto, por lo

cual X es conexo y unicoherente.
TOPOLOGIA DE L0OS INTERVALIS ENCIMADOS

Ev el siguiente edemplo supondremos que X = [—1, 1]3.
La Topologia definida para este espacio es:
T = {{-1, ) con b ¥ O, (a, 1] con a < Oy (a, b}

Hacemos 3 = T, una hase para esta Topalogia,
R e85 hiperconedo ya que para cualesquiera W, V € B, no vacios se

tiere gue en su interseccidn siempre se encuentra el cero. Por

tanto R es conexo y unicoherente.
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TOPOLOGIA DE LOS INTERVALOS TRABADDS

+ 4
En este ejemplo supaondremns que X = R - Z.

Una base para una topologia v de R se define como:

A= {8n = (0, i) U (n, n+ 1) con n e R

R ag hiperconero vya que para cualesquiera

(0O, r%)U(n,n+1)eﬂ, o, i—)U(m,m+1) e 3,

su interseccidn es igual a:

1
(0, ';Z;ngrg} Y U (max {n, m}, min {n, m} + 1),

dos basicos

se tiene

lo cual

diferente del vacio, por tanto X es conexo y unicoherente.
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CAPITULO 1V

En este Cap{tulo presentamos una serie de espacios totalmente
ordenados que tienen la propiedad del supremo y del punto
intermedio y por 1lo tanto, por Teorema 2, son conexos y

uni coherentes.

ORDEN LEXICOGRAFICC EN EL CUADRADC UNITARIC

En este ejemplo R = [0, 1) x {0, 1) con el Urden Lexicografico.
Recordemos que el Orden Lexicografico se define de la siguiente

manera: (a, h? < (¢, 42 si1 y 88lo si (& « €) 0 ¢a = ¢ y h < d).

En  seguida demostraremos qun>x'tiewe la Propiedad del Supremo y
del Punto Intermedio.
a) X tiene la Propiedad del Supremo.
Tomemos A <« X, A = 0 y A acntado superio}mente.
Definimas 8 = {x € X / (x, y) € A para alguna v e [0, 1] }.
Como A es diferente del vacio, rodemos  tomar  un punto
(a, b e A, entorces a € §, por tanto & = 0.
Come A es acotado supevaormente podemos tomar una cota
superior (u, v) de A. Demostraremos gque u es cota

siperiar de S.
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Dada s € 5, existe y € [0, 1] tal que 1 (s, y) .e A,
entonces (s, y» £ (u, v,

Ast que (s < u) o (s = uw y y £ V). Ern  amhos casos
5 £ u. De modo que u es cota superior de S.

Por tanto 5 tiene Supremo .

Sea a = Supremo de S,

Como S < [0, 1] tevemos aque aa € [0, 1]

Para mostrar que A tiene Supremn, analizaremos dos casaos:

1> A {{al x 0, 11} = 0. .
Aseguramos que (a, O) es el Supremn de A.

Tomemos un punto (a‘, az} e A ¥ SULOVIZAMOS que

Cay ) < Ca, a0,

A
2

Notemos que ai € 5. Asi que a‘

Podemos suponer entonces que o = a‘ y O < a,. De modo que

(a,ya,) € A (dat L0, 11). Esta contradiccidn
demuestra que (o, 0) es cota superior de A.

Tomemos ahora (m, nd una cota superior de A.

Supengamos gque (my, n) < (&, Q).

51 m < a entonces m no es cota superior de 5. De modo que
existe un punto 5‘ € 5 tal que m < 51 <o,

También existe ao e [0, 1] tal que (51, ao) € A, Entonces
Cmy M) < (s‘. ao). Esto es absurdo pues (m, n) es cota

superior de A,
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Entonces deherfamos tener que m = ay n ¢ 0. Pero esto

tamhién es ahsurdo porque O £ £ 1. Por tanto se tiene

(ay O) £ (my, nd. De manera que (o, Q) es el Supremo de A.
2 A fap x [0, 1) # 0.
Elegimos un punto (a, vyo) € A ) ({a} x [0, 1]},

Definimos C = {y-e (0, 1] / (&, v) € A},

Entonces yo € C, as{ que C # @. Por tanto existe {3 Supremo

de C. Asepuamos gque (o, A o5 el Supremo de Al

Tomemos un punto (at. az) € A, Entovices n1 e §, asi vue

a, < o, Si a < a entonces directamente se tiene que
(a‘, a,y £ (o, M.

Si a = ase tiene que a, € C, entonces a, S v
(a a € (a .

(a, ya,) € (a, 8

Si a = ose tiene que a, € C, entonces a, < By

1

(a1, az) 2 (ay f3). Por tanto (o, 3 es cota superiaor de A,

Atora tomemos (m, n) una cota superior de A.

Evitonces (a, yo) £ (m, n). Asl que o < m.

Supongames que (my, n) < (a, ) entonces m £ o, asi que

m = a. De manera que n <. B vy entonces existe y € € tal

que w <y < (3. De modo qgue (my, n) < (& Y)Y ¥ (a, V) € A,
Esta contradiccidn demuestra que (o, /) £ (my, nd.
Por tanto (o, {3 es el Supremo de A.

Ew conclusion X tiene la propiedad del supremo.
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b)Y X tiene la propiedad del ypunte iﬁtprmedin.
Tomemos puntos (x, y) y (=, w» € R tales que
(sty ¥>» < (=, W),
Analicemos dos casos:
1) Si w‘= s, Entonces y < w,
Egcogemos i punto b o€ (y, w).
Enmtonces (s, y2 € (uy k) < (ty W),
2y 81 x < =z,
Escogemos un punto b o€ (%, ).
Entonces o < kb < nm.  Asi que (i, y)» < (b, y) < (2, W).
Por tanto X tiene la Propiedad del Punto Intermedio.

Con esto concluimos que X es conexo y unicoherente.

LINEA LARGA EXTEMDIDA

En este ejemplo X = [0, Q) x [0, 1) con el Orden Lexicografico.
En seguida demostraremns gue X tienme la Propiedad del Supremo y
del Punto Intermedro.
a) X tieme la Propiedad del Supremo.
Taomemos A c R, A # @ y A acotado superiormente.
Definimos S = {n e [0, Ql /7 (2, y> € A para alguna

y € [0, L}
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Como A es diferente del vacf{e, podemos tomar un  punto
(a, b) € A, entonces a € 5, por tante § # B,

Por ser A acotado supeviormente podemns tomar una cota
superior {u, v) de A,

Demostraremos «que 1 s cota superior de S,

Dada s € 8, exaste y e {0, t) tal que (s, v> € A
entonces (s, y> < (u, v).

Ast gue (s < W) o (s = u ¥ y € v Evi  ambos
cases s < u.

De modo qgue u es cota superior de S.

Pov tanto S tiene supremo.

Sea o ¥ sup. 9.

Para mostrar gque A tiene supremo, analizaremog dosg
Casns:

1y A n { {a} x [0, 1) } = 0.

Asequramos que (a, O) es el supremp de A,

Tomemos un  punto {a‘, az) e A y  supovigamos Jue
(ay 0) < (at, az).

Notemos que a e S, asi que a, < a.

a vy 0 < a .

Podemos supavier entonces gque o N 2

De modo wue (a . a ) € A dat x [0, 1),
Esta contradiccidn  demuestira gue (axy, 0) es cota

superior de A,
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Veamos ahora que si  (m, n) ‘es cota superior de A
entonces (a, 0) < (m, n).

Supongamos que (my, n) < (o, 0).

Si m < a, entonces m no es rcota superior de S§. De modo
que eniste um punto S, € S tal que m < S, < oy tamhién
existe a e fo, 1) tal gque (5‘. ao) € A,

Entonces (m, n) < (51, ao). £ato es ahsurdo pues (myn)
es cota supewrior de A,

Entonces deberfamos tener que m = ay n < 0. Pero esto
tamhién es absurdo porgue O < n < 1,

Por tanto (a, 0) = (m, n).

De manera gue (a, Q) es el supremo de A.

2) An ({a} x [0, 1)) = @,

Elegimos un punto (e, y ) € A ({a} x [0, 1)),
Definimns C = {y & [0, 1) / (& y) &€ A},

Entances Yy € C, povr tanto C = O,

A continuacidn analizaremos dos casos para C.

a) Supongamos que C no tiene cotas superiores.
Aseguramos gque (a+l, ¢) es el supremo de A.

Tomemos un punto (a‘, az) € A, Entonces a, e G, asi
que a1 < a< atl, De manera gque (a‘, az) <o(atl, ),
Povr tanto (a+l, O) es cota superior de A.

Ahora tomemos (m, n) una cota superior de A.

-3 -



Entonces (a, yo) S (my, nY. Asi que o £ m,

Supangamos que (m, nd> < Ca+rl, O,

Si m < o+l entonces m £ a, asl que m = a,

Entonces (m, n) = (a, n).

Como (o, ¥» £ (a, m) para toda (a, y)» € A, entonces
y £ n.

Esto es absurdo porque C no tiene cotas superiores.

La otra posibilidad es que m = o+t vy n < 0O, que

claramente es abhsurda., Por tanto (a+tl, O0) £ {(m, n).

De manera que (o+i, Q) es el supremo de A.

hY € tiene supremo. Sea 3 el supremo de C.
Asegquramos que (o, 3> es el supremn de A,
Tomemos un punto (& _, az) € A, Entonces a, e S, asi

e a_ < a.
1 1

Si a, < «a entonces directamente se tiene que
(a a ) s (a 2.

A 2 (ety f3

Si a‘ = a se tirene gue az e ¢, entonces az £ v

(a , az) £ (oy B

Por tanto (a, f3) es cota superior de A.

Ahora tomemas (m, ) una cota superior de A. Entonces
(o, yo) < (m, n). Asi que o £ m., Supongamos gue

{m, n) < (ay, 3 entonces m £ a, asi que m = o,
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De maneva gque n < 3 y entorces existe y € C  tal
que n <y < 3,
De modo que (m, n) < (ety ¥ vy (a, y > &« A,
Esta contradiccidn demsestra que (a, ) £ (m, wd.
Por tanto (a, f3) es el supremo de A,
De lo anterior se concluye gue X tiene la propiedad del

sypremo.

b)Y R tiene la propiedad del punto intermedio,
Tomemos puntos (X, y) y {z, w) & R tales que
Cry ¥Y < (my W),
Analicemos dos casos.
1) Si ® = z. Entonces y < w.
Escogemns un punto h € (y, w).
Envtonces (x, y) < (x, h) < (1, wd.
2y 51 % < =,
Escogemos un punto h € (%, z).
Entonces ¥ ¢ h ¢ z.Asf que (x, y) < (b, y) < (2, wW).
Por tanto X tiene la Propiedad del Punto Intermedio.

De agquf concluimos que X es conexo y unicoherente.
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La Li{nea Larga es un caso particular’ de este ejemplo y se
describe en seguida.

Consideremos a x* = [0, ) x {0, 1).

Proharemos que’ [0, @ x [0, 1) es un intervalo de
[0, @ x [0, 1).

Tomamos dos puntos (a, h), (c, 1) € {O, M x [0, 1) y escogemos

1A

(my n) € [0, O x [0, §) tales gque (a, k) (my n) £ <(c, q1),
Esto implica wque O £m Q- vy O n <1,

Por tanto (m, n> € (0B, D x [O, 1).

Por el Lema 3, X* fs conexo, entonces tiene la propiedad del

supremo y del punto intermedio.

Por tanto R' es unicoherente.
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CAPITULO V

En este cap{tulo se muestran los espacios que son extensiones
perfectas (Teorema 3> y que, por tanto, son conexos b4

dnicoherentes.

TOPOLOGIA DE MITADES DE DISCOS

En este ejemplo hacemos R = {(x, y) e R* /oy ot

Sean L = {(x, y) € R? 4 y = 0} y P = {(x‘ y) € ®? / y > 0}.
Para p e Py € »0, con € « uz (donde p = (pt, pz)), definimos:
Be(p) = {x e R / d{x, pd < e}.

Y parap €L y € > Q, hacemns:

Rem) = (B _(p> n P> U {r}.

Tomamos cemo hase para una Topologia v de X a la siguiente:

6= {Be(p) / pePyons el pz} U {F’.etiy.-,\ /e >0y ypell

Ahora proharemos que X y P cumplen las hipdtesis del Teorema 3.

Notemas gue P como subespacin de X tienme la misma topologia que
como subespacio de Rz, pov lo gque P es homeomorfo a Rz. De manera
que P es conexo, localmente conexo v uricoherente. Claramente P es
denso en X, asf gque X es tamhbién conero. Ohservemos que Be(p) Y
Ee(p) son conexos en X. Asi gque B es una hase de conexos para A,

entorices X es localmente coweo.

- 37 -



Notemos gque ademds, para todo 4 e 3, 1 n P es coneso.
De manera que todo punto de X tiene wna hase de vecindades que
intersectan a P on un conjunto Conexo.

Por tanto, Py R cumplen las hipdtesis del Teorema 3, assi que X es

unicoherente.

Los siguientes ejemplos se demstestran de manera andloga:

1) TOPOLAGIA METRIZARLE DEL DRISCD TANGENTE.
Definwmos X = {(}:, v) & ®® s y 0} U S donde S8 es un conjunto
numerable del eje “X".
Tomamoﬁ como base para un2 Topoloagia v de X a la siguiente:
f= {Be(p) /pePy 0 e, donde p o=, pz)}

U {Re(p) /e 0yp eSSt

29  TOROLOQGIA DEL DISCO TANGENMTE DE NIEMYTZKI.
En este ejemplo definimos X = { (%, y» € ®* / y 2z 0}.
Sean L = { (s, y) € R/ v =0 } y Po= {u,y) e R?* / (VAR 0}.
Defiviimos pava p € Py € > O, con € < P, (donde p = (p‘. 1:-2):
B_(p) = { v &R /G, 1 < e ).
Y para 2 € L y € * 0 hacemns:
1
Be(:-:) = {} U Be““"x’ e (donde x = Gys 00

Tomamos comc hase pava una topologia 7 de R a la siguiente:

B = {E«é(p) /pelPy 0 e pZ} U {B;(:-:) / neblyerah
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2) CUADRADD SIMPLIFICADD DE ARENS,
En este ejemplo hacemos:
Ro={in, vy eR7 0 < x <1, 04y} U {0, 0, (1, 00}
Sea 8= { (x, y) eR /0 < x <1, 04y il
Para p € S y € » 0 definimos:
Be(p) = 4w e R/ dx, gy < e},

Y para n € R hacemon:

il

{€o, YU e, y> €87 0 < < %, 0<y <24
(>:<1,0<y<:—|.

(o, O
n

it

NI

QO » "y )
Uh(l, 0) {<1y, o} U, v> €8/
Tomamos como hase para una topologfa T de X a la siguiente:

f=4B_(r> / p e8}U{uco, 0)/n eR}U{U 1,00/ n e R},
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CAPITULO VI

En este capitulo se muestran los espaclios que por ser normales y

contraibles son unicoherentes. Este resultado se sigue da los

Tearemas 2.3 ¥y 2.4 de { 1 1.
ESPACIO DE HELLY

En este ejemplo 1t = {f 1 1/ fes funcidn} con la topologia
producto, es decir, con la que tiene como base a:

g = {U = Ua‘x Uazx ea X Uanx [1 {Iﬁ s A= R an} donde

U es un abierto de I |
@y %

Hacemos R = {funciones rrecientes de I + I} con la  topalogla’

inducida.

En seguida mostraremos que (1Y - % es abierto.
Tomemas una funcidén f de (- w. Como f e (1" = ® entonces £ no

es creciente. As{ que existen puntos x, v € I tales que x < y pero

F(x) > Fly).

v

Tomemns 0 4 & £

[SICS

[fear = F(y) | v hacemos u, = (FG~g, FO0O+8)
U, = (Flydme, $iyrea).
Sea g & U x Uy o b In / fiel - {x, yt} entonces g(x) € u.ooy

ty) U .
gly) « y
Entances gly) < fly) + e < f(x) -~ € < g(x). Asl que gly) < gx).

Por tanto g no es creciente.
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Entonces U x Uy x B {Iﬁ /I Bel - {x, 9}} es una vecindad de f
ajena a X. Por tanto R es cervado.

1
Camo 17 es rniormal entonces R es rormal.

Ahora probaremos'que R es contraible.
Definimos F :+ X % 1 + R por:
(FCF,E)) (8) = tf(3) + (1-%t)s,

(FCE,0)) (s5) = s, asf que F(f, 0) es la identidad en I,

i

(FCEL 1)) (s f(s) de modo que F(f,1) = f para toda f € XK.

En seqguida prohavemos que F(f,t)> es creciente para toda f e r

y toda t e [0, 17,

Tomemos %, y € X tales que % ¢ y. Como f es creciente se tiene
que f(x) £ f(yd>. Ademas &, 1-t Z 0,

De manevra gque tf(x) + (1=ti)x £ tf(yd + (1-t)y. Es decir
CFCF, 600 () S CFCE,E0) (v

Por tanto F(f,t) estd efectivamente en R para todas f vy t.

Como F ¢ X x 1 » Xy R tiene la topologla inducida del producto,

para prohar gue F es continua, kasta gque mostremos que, para toda

fel, iﬁoF s Rl » Iﬁ es continua.
Como (ﬁﬁoF') (Fy, ) = ﬁﬁ(rqf, ty) = (FOF, 632 (M
= LE(E + (-t = tﬁﬂ(,f) + -ty
tenemos que ﬁﬁuF t R x 1 » Iﬁ es continua. Por tanto F es continua.

De manera que X normal y contraible y por tanto unicoherente.
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DOBLE RECTA REAL

En este ejemplo hacemos X = R x {0, 1}.

Taomemos como Topalogia a2 la siguiente:

T = {B x {O, 1} / B es ahierto de R con la topologia usuall.
Observemos gque los cerrados de X son de la forma H u {O, 1} con H

cerrado de R,

A continuaciédn demostraremos que A es cerrado y conexo de X si vy
sédlo si A = H » {O, 1} con H cerrado y conexo de R,

Supongamos que A c X es cerrado y conexo, entonces A = H x {0, t}
con H cerrado de R,

Ahora, supongamos que H mo es conexo.

Asfi que existen cerrados, ajenos, no vacfos M, N de H tales que
MUN=H.

De maneva que A = (M UM x {0, 1} = M {O, 1P UN x {0, 1} es
una separaciédn de A, lo cual es absurdo. Por tanto H es conexo.

En forma similar se prueba la necesidad.

Por tanto los cerrados caonexos dr X son de la forma H x {0, 1} con
H intervalae.

Dados dos cerrados conexos A = L x {0, 1}y B =M x {O; 1}, con L
y M intervalos. entonces A B = (L M) = {0, 1} donde L.y M es
ur intervalo.

Asi que AN R es conexo. De agqul se sigue gque R es unicoherente.
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EL ESPACIC DE LAS FUNCINONES CONTINLUAS
CON LA TOPOLOGIA DE LA COMVERGENCIA LUNIFIRME

.,

En este ejemplo hacemos R = C[(N,1] = {f:[o. 1)+ R /% es continua}

con la distancia definida de la siguiente forma:

d0f, g) = sup|fcey - gty
tel

DOhservemos que cada hola Be(fo) es convexa, ya que si tomamos
g, h € He(fo) vy la funcidn ¢: [0, 11 » {0, 13 definida por
@t = tg + (i1-tOh phtenemos una trayectoria de o a h.

De aqui que C[O, 1] es arco conexo y por tanto conexo.

En seguida mostrarvemos que X es contraible.

Definimos F:XR % I » X por : (FCF,t)) (5) = tF(s).

Entonces CFCF,00) (s> = O y (F(f,13) (s) = f{s) de modo que
FCFy, 1) = f para toda f € R,

Ahora probaremos que F(f,t) es continua para toda f € Xy toda
t e [0, 1],

Escogemos (f, t) € R x 1 y tomamos A ahbierto en X tal que
F¢f, t) € A,

Entonces existe € > O tal que BeCFCf, t)) < A,

€

Proponemos B = B (f) u (t -~ & t + §H> donde M > 0 es cota de f.

PM

Es claro gue (f, t) € B.
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Tomemos (g,r) € B.

Demostraremos oque supl(F(g.r)) (8) —~ (F{f,t» (s)l < € pava todo
s €1, esto es, que supfrg(s) - tf(sd)| £ e

Como frg¢s) - tf(s)| = [rgls) - tf(s) = vids) + rfis)|

= '(—t + vy f0s) + v (g(s) ~— f(s))l

A

Je—t + vy fesn ]+ Jrecgdsy = £(s)) ]
= J=t + rof [resd] o+ rladsd - £(s)]

= jt - e} JfGsd ] o v [fs) = g(sd |

1A
e}

My o+
(M)

= &

3 iMm

i

o

Entonces sup ryds) - tf(sy] £

Por tanto F es continua.
Ev conclusién R es un espacio contraible y normal y, por tanto,
]

unicoherente,
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ESCOBA CERRADA -

Para n € N definimos: Ln = {(t, & t) e R / t e (0, 11}y hacemos

R=0dn /nelNpU{x, )R /xecld, 11}

Claramente X es conexo.

En seguida demostraremos que R es contraible.

Definimos F ¢+ W x I « R por: FOOu, vy, ) = ({1 - £)n, (1 - t)y).
Entonces F{(xy, y), O) = (O, y), Fesn, 9), 1) = (0, 0) y F es
cantinua.

As{ que R es contraikle y, por tanto, unicoherente.
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TGPOLOGIA EUCLIDIANA

En este ejemplo hacemoas R = R con la topologia usual, es decir la
que tierne como basicos a los conjuntos de la farma:s

(a, b) = {xr € R/ a 4x < b con a, b € R},

Claramente X es normal,

Ademas es contraibhle ya que si definimos F ¢ X x [ » X por:

(FCxy vy, ©) ((1=-%)x, (1-t)y>» tenemos que se cumple lo siguiente
FClny ¥)y O = (%, v) y FUOiy ), 1) = (0, O).
Como F es continua entonces X tamhién es contraible.

Por 1o tanto X es unicoherente.
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CAPITULO VII

Aqui se presentan espaclos Lopolégicos que no estdn clasificados

en ningunc de los anteriores capi{tulos.
LA ESCOBA DE LOS NUMERDS ENTERNDS

En este ejemplo definimos:

R = {nlcos i, sern ﬁ) /ny me NP U, O 7/ nelNp U, o}

Definimos una hase 3 para una topologla 7 de R dada pore
g = {(a, <) W R/ aeR, a20yV ahierto de R} U {R}.
Observemos gue el Unico abierto gue covtiene al origen es XK.

Por tanto X es conexo y uniconerente (Lema S).
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CONJUNTOS CONEXQS DE BERNSTEIN

En este ejemplo se construyen, usando induccién transfinita, un
par de subconjuntos A, B < ®? tales que ambos intersectan a todo
subconjunto con mas de un punto conexo y cerrado de ®%

Ademds AnE =0 y A UE = R

No vamos a construir estos espacios, sélo vamos a probar que Ay B

tienen que ser conexos y multicoherentes,

Primero veamos que A es conexo. La demostracidn para ver la
conexidad de B es similar.

Supongamos que A NO0 @S5 Conexo.

Entonces existen abiertos ajenos U, V de ®? tales que A cU UB,
AU =0, ANV ™*E yApuUApv =9

Definimos ¥ = R - (U U V).

Coma U UV es abiertq entonces F es cerrado en RZ.

Por ser F cerrado, sus componentes son certradas.

Ademas, como F es ajeno a A tenemos que las componentes de F
estan formadas por un sqlo punto.

Entonces F es totalmente disconeuo.

Por el Lema & se tiene aque F es "0" es dimensional.

Esto implica que Rz - F ws conexn [ &6 1, pero Rz ~-F=U U V es

una separacidén. Este absurdo prueba que A es coneio.
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Ahora mostraremos que A es multicoherente.

Definimoss

4
H =G, vy e RP 7 v 2 0}
o= {(, v) e B/ y g0}
Hacemos:
+ -
H=A n H y K=248 N H
Notemos que H U K = A, gue H, K son cerrados conexos de A Yy que

HaK=(nH) qainb)

N RCHNLE

= A (eje real)
Si existiera una componente M de A N (eje real) con mas de un
punto, entonces M serfa un intervalo no degenerado,
As{ que @ # M n B cA n R. Este absurdo prueba que A ) (eje real)
es totalmente disconexo, ademds A n (eje real) nwo puede ser un
s0lo punto pues A intersecta a todo intervalo no degenerado del
eje real,
Por tanto A es multicohervente.

Similarmevite se demuestya que B es multicoherente,
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LA JAULA INFINITA

Para n e N, definimos:

il

]
An = {C, v, 0 e R 7y 2 0}

Bn = {(0, y, 0) e =S %

Cn = {(x, y, 2) e R /0 <xs

0o

y £ 2n + %}

Hacemos X = U ¢An U Brn U ) coan la topologia

vi=q

inducida. Sea Dn = An U Bn U Cn.
Ohservemos gque {Dn} es wrna  coleccidn

conexos de R ajenos dos a dos.
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Veamns en seguida que X es coneno.

Supongamos que no lo es, entonces existen Y, Z ajenos, no vacions
tales que Y U 2 = X,

Coma An = {(,I'l;, v, Oy & ®? / y o= ('.‘} y la sucesidn {:—'}tiende a o0
cuando n tiende ;\ infinite, entonces todos los puntos del eje “Y"
estan en la cevrvadura de la unidn de los An s,

Notemos ademds que, comn Pn es conexo para cada n, An < Y 0
An < 7.

Supongamos, por ejemplo, que YV tiene ur, nGmero infinito de An 's.

o0 — -
Entonces WoBnc(U{A/ AkeYh v =Y.
n=i
o
Dadan €N se tiene «cue An U By UCn es conexoy U Bm < Y
m=1
entances An U Bn U Cn < ¥,
o
De manera que Y = U ¢An 1 B 1l G,
n=4
Asf que Y = R y 2 = Q. Este absurdo prueba que R es cConexo.
Ahora prohbaremos gue X es multicoherente.
Definimos:
0 . 00 . © oo
A= ¢ U ¢Aan UBzn U Can)d = ¢ U Dad = ¢ U Dand U ¢ Ugn)
n=1 =1 n=1 n=1
o _ 0o o
B= (U ¢ Azn+tr U Bzants U Cantdy = ¢ U Dant 1)
n=1 n=1

[+ -] >
= ¢ U Dan+s ) U ¢ U BM
n=1 n=1
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[e] o0 [+
Como U Dzn y UbDzn +1 son conexos vy UBn esta en
n=i =1 n=i
. cerradura de ambos, entonces A vy B son conedos.
o
Ademas, claramente Ay B son cerrados y A neg = U B no
n=t

cone:to.

Por tanto R es multicoherente.
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DISCO UNITARIO SIN SUCEMTRO

Ev, este ejemplo hacemos R = {(x,y) € ®R? 7 w2+ y’s Ly Cyy)r®(a,0) },

Para 0 € ¢ <21 v 0O a < b <1 definimos:

Alg, a, b

It

{ticos ¢, sen @) € R/ ¢t e Cay b},
Una base 3 para una topologia v de X es la siguiente:
pg=dU /Ul =vRcon Vabierto de Rz}

U{A@y, ay b 7/ 0 S @My 0 adh < Lh

En seguida mostraremos que X es conexo.

Como todos los radios caontenidos en el Jdisco unitario agujerado

son haomeomorfos al (O, 1], entonces son  cConexos vy alemas

intersectan a la circunferencia, «que es conexa por terner la

topologia usual, entonces X es conexo.

Ahora veamos que R es multicoeherente.

Defirmimos A = {(x, y> € R / y 2 0} vy B = {Ciy, y) e R/ y 2 0%,

Claramente se ohserva que A vy B son cerrados conexos, A UB = Ry
que A NB = {(x, y) € R/ y = 0}
=4, M eR /w0 f U {(x, 00 R/ x>0}

[_ly O) L (Ov 1]-

Como A B tiene la topologia usual de la recta y es disconexo,

entonces X es multicoherente.
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EXTENSION RACIONAL INDISCRETA DE R

En este pjemplo X = R,

Denotemos por 1t a la Topologia Euclidiana.

Fijemns D <« X tal que D y (X - D) son densos en XK.

Definimos la extensidn indiscreta de T como:
=4vidomph /Uy Vver}

Y definimos la extensidn puntual 7' de T a la Topologia gue tiene
como hase a:

U daw/ xeR, Vet, xeldyus= 0}.Es facil praohkar que
TCTX cT'.

A continvacién demostiraremos que 51 7 € T' entonces ET = iT'.
Tomemos wun punto p & ir enton;es todo ahierto de T que contiene
a p intersecta a 1.

Ahora tomemos wn abierto W € 7' gque contenga a p.

Entonces existe un basico A = {uf U M atH con » €y} T, tal
que p € A < W. Entovices p € U,

Como U e T y contiene a ﬁ, se tiene wque U n 1 ® 9,

Ademas como T < T' se tiene que U er’ v 7 € T', entonces
(W N2 et Asi que existe un hasico B = {y} U o NV de T o

vacifo tal que B c U nZ.
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Entonces @ » DAV c Wnind < Wwnpi. De manera que

—r - P ]
HWni#==o. Ast que x e Al . Por tanto iT et .

-T ' =T
Ahora veamps que 2 < I,

-7 . —r
Como 2 es un conjunto cervado en T y 1T ¢ 7' entonces Z es un

: . =1'_ =
conjunto cevrrado ew T' que contiene a Z. De mado que Z ¢ ZT.

T

— 1
Esto termina la prueba de gue it =1 para todo 7 & 1,

—r ! -
En particular, cuandn 7 € 7, tamhién tenemos gque 77 = ZT porgque

TcT!.

En seguida demostraremos gque todo intervalo abierto es conexo
en T',

Tomemos un intervalo abierto I y supongamos gue I no es conexo en
T,

Como I € t', entonces existen dos conjuntos ahbhiertos, ajenos no
vacios Ay B en ' tales que I = A U B.

De modo que AT'e (R - E) entonces ir’n B = @, de igual manera
An §T'= Q.

Como ET’= At Y §T’= BT entonces A' ne= @ vy B n a =a.
Esto implica que I es disconexo en T.

Esta contradiccidn demuestra que todo intervalo abierto es conexo

en T,
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Observemos que para a < b, con a, b € R se tiene lo siguiente:
N . -T ) -

(a, b) < (a, hl, {a, b), [a, b) c Ca, b = (a, b) .

Esto implica que (a, h), [a, b) y [a, h] son conexos en T1°',

De aqui se sigue que todo intervalo en R es conexo en T'. En

particular X es conexo en 7',

Adem&ds, como T%¥ < T', tenemos tamhién que todos los intervalos

SON CONexns en Tk,

Ahora veamos que (X, 7') es unicoherente.

Supongamos que no lo es.

Tomemos dos subconguntos cerrados conexos A, B de X en 17, tales
que AUB= Ry A B no es conexo,

Ya que T ¢ T', tenemos que A, B son conexos en 7, asi que A y B
son intevvalas.

Como la interaseccidn de dos intervalos es un ;ntervalo, entonces
A n B es un intervalo, de manevra gque A N B es conexc en 17, Esta
contradiccidn demuestra que (X, 7') es unicoherente.

Similarmente se muestra que (X, TX) es unicoherente.
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TOPOLOGIA DE LA PENDIENTE IFRACICONAL.

En este ejemplo R
A través

Para cada (x,y?

e X y

{ Cuy y2» /vy Z 0, %, v € @ }.

£ > 0 definimos:

de este ejemplo ¢ denota un trracional fijo.

VY o i e . - Y _ . Y
N COysY = JGayd p Udar,0/r € @ y v & < + o SR g £}
Udzyi7z e @y 2 € (x - é - £, % ﬁ + €)%
4
CﬁY)
’ “

:” \

/ \
/ \
/ \\
4
’
s
’I A
; \
/ \
/ \
4 \
/ \
/ N,
, 4 ‘ \\
+ ot » { > 3 >
Y

-

Dibuin 1

Tomemoas como hase para una Topologlia v de X a:x

f= 4 Ne((w,y)) sy e Ry £

a
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Para cada intevrvalo (a, b) ¢ R, definimos:

Feapy = §00y) € Rgtumb) Sy £ ¢lx=a) o ¢la=xd 2y £ $b=) |
al |

-
(3, 0) )

Ditujo 2

Antes gue nata demostvaremos que ((a, h) u {O})— = F(a,b)'

Tomemos (¥, y) € F(a B Escojamos por ejempla el del Dikujo 3.
. A

(x,y)

(3, 0) (b, o)

Dibujo 3
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Una vecindad kasica de (x, y) es de la siguiente forma:

Dikujo d

NGty y2 intersecta a ((a, h) {0})_ e (a, h) n O + i y £).
Por tanto (x, y) € ((a, by x {0} .
De manera que [

Ca,by € (Cay 0 » {Op . \

Ahora veamps wue ((a, h)> {0}) < Fﬁa|h)'

Escogemns un punto (m, n) de R tal gue (m, n) & F(g by
. 4 y
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Supongamos, por ejemplo, gue (m, 1) estd comn en el Dibujo T.

Entonces podemos dar una vecindad bAsica come la gque se ilustra a

m, 0
continuacidn: 3\( / )

’

Dibujo &

Claramente se observa wque (m, n) & ((a, h) x {0})-.
De mavera gque ((a, k) % {oph < F(a,b)'

Por tanto ((a, b x {0 =TF ..
Ev seguida demostraremos gque R es conexo.

Supongamos sJue no lo es.

Tomemos dos conjuntos ajewns, cerrados, no vacios A, R & 1 tales

que A UB = R,
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Entonces existen dos ahiertos hAsicos no'vacios V y W de X tales
que V < A vy W ¢ B respectivamente.

Como todos los abhiertos hasicos contienen al menos un intervalo
sobre el eje "X", entowces aplicando lo gue se probhd en el parrato
anterior se oh-se'r-va qun v n i # @ entonces A ne=o.

Este absurdo muestra gque X es conexo.

Finalmente mostraremos que R es multicoherente.
Definimos A = ({-m, 0O} x {Ofy‘ y B = ([0, o x {OF;‘ como en el

Dibujo 6.

Dibujo &

Observemos que A UB = X,

- 61 -



Veamos que X - A es abierto.
Tomemos un punto (r, s> en X ~ A, por ejemplo el del Dibujo 7y
entonces se puede construir una vecindad hAsica de (¢, §) que no

intersecte a A. (como en el Dibujod.

Dibujo 7

Par tanto A es cerrado,

Similarmente se demuestra gque B es cerrado.

Ahora mostrargmos gque A = ((-e&, 0] » {0} es conexo.
Supongamas que no lo es.
Entonces existen dos cownjuntos cerrados, ajernos, no vacies M y N

de X tales que M UN = A,

’
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\feamos que X - A es abierto.
Tememos un punto (r, s> en X - A, por ejemplo el del Dibuja 7,
entonces se puede construir una vecindad hisica de (g, §) wque  wo

intersecte a A, (como en el Dihujod.

Dibujo 7

Por tanto A es cerrado.

Similarmente se demuestra que B es cerrado.

Ahora mostrargmos hue A= ((-x, O ¥ {0}) 25 CONEXO.
Supongamos que no lo es.

Entonces existen dos conjuntes cerrados, ajenns, no vacios M vy N

de X tales que M UN = A,
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evinten

ser Moy N ajenos,

Sean (i Y €My [ s & W, opor
' 1' 2 ’ PR Meone
vaecindades basicas V v ¥ de (”1‘ Y Y Y, respentivamante
tales quo V N N=0 -+ W n M= 0O,
Srhemng cque V eps la unidn de dos intervalos contenidos en el eje
roal mas el punto (a“ Yo Ve Dibhuwjo &5,
€x0, %)
f
A
i
'
[
!
'
1
%) I'
A\ '
,/ \ i
/ \ !
/ \
/I \ !
\ '
l’ . ]
:' \\ I’
: r3 = e A = 4 L 3. L :
Dibivao &
Notemos naque si I es el intervalo de ta idzguwrerda, entonces
I cV A,
Por la misma razdn, existe un intervalo wo vacfo J del eje real
tal que J ¢ W nA. Por lo que vimes anferiormente se tiene Jque
0=1 01 e vpm n Wps e M
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Esta contradiccidn demuestra que A es conexa.

AnAlogamente se prueba que B es conexo.

Ademds, se tieme que A B na es conexo, ya que si  tomamos
punto b € A By un akierto hAsico V de A N B que contenga a
se tiene gue V = U (A n B donde 4 & . Esto se ilustra en

Dibhujo 3,

Dibujo ¢

un
hy

el

Ohservemos que V= {h}. Asi que A B tiene la topologla discreta,

por lo cual AN B es totalmente disconexo.

Por tantoe X es multicoherente.
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TOPOLIIGIA DEL ORIGEN DOBLE \_‘

En este ejemplo R = ®* U { O*}.
Para n € N definimos:

Vn(O) = {exn, vy / w2 e 2 1n? eon y >0} U {0}.

Vn(Ot) = {Cu, y2./ w® ¢ y2 < 1/n? con y < o} U {0’}.

También definimos como una hase para una Topologia de X a la
siguiente:
f= {Vn(O) /nelNtU {vn(o*) /melNPU{U /7 Ues ahierto  usual
fe R*- {0}}.
2 . 2 ¥ =2
Observemos gque R~ {0} e R = R U {0"} < R".
Como R® - {0} es conexo por terer la topologfia wusual del plano,

entonces X es conexo.

A continuwacidn demostraremos dque X es multicoherente.
Tomemos los siguientes suhconjuntos de R:

A

{(x, y) / (%, y) € ®R?® con y 20}

B

{(Xn y) / (%, y) & - S {Q} con vy £ 0} U {0*}.

Claramente A UR =R y A y B son cerrados en X.

Ademas {(x, y) / (x, y) & RrR* - {0} con vy 2 0} es conexo por  tener
la topologia del plann, entonces sut cervadura tambiéh es corexa.

Y como ({{x, ¥Y) / (¢, y) & ®* - {0} con y 2 D})— = A, entonces A

es conexdo.
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Similarmente B es cownexo.
Por otro lado, A E = {(x, y) @R/ y =0, x ¥ 0} no es conexo
por ser el eje "X" con la topologia usual, sin el origewn.

Por tanto X es multicoherente.
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TOPOLOGIA DEL RADIG RORRADO

En mste ejemplo R = Rr?.

Designemos caon 7‘ 1a Topnlogia nsual de ®R?,
b}

Para € > 0y p & R® hacemos Dc(p) igual al disco abierto de
radio £ con centro en p, guitandole el radio horizantal derecho
(sin quitarle po.
Se define como hase para una Topologla v de X a la siguiente

]
g =4 Dc(p) /' peRy >0 L Claramente T* cT.

T* -T
En seguida veamos que si U & 7 entonces b = 1),
-_ ¥

Tomemos un punto p € a7 y un hdsico cualqguiera Dc(p) de p.

. * -
Como BCQp) €1 se tiene que Bc(p) nY = o.
Elegimos un punto = € Ec(p) y = & U,

)
Como U e T entonces existe & > O tal «gue Dé(z) c Uy
Bé(z) < Ba(p). .
s ]
Como DGC:) no estA contenido en (B€(p)) - Cbt(p)) entonces existe
1) )
q € Dégz) tal que o & <E£(p)) - (Dccp)).
Ll
Esto implica que g € Da(p).
] -

Asi que U n Dc(p) * @. Entonces p € TR
Por tanto se tiene que 0t e 0,

Rk 3 ot . X
La contencidn U < L se sigue de que T < T. Por tanto, para

todo W e v se tiene que GT = UT. £ particular cuando U e r*

3
también tenemos que se cumple la igualdad ANy L
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A continuacidn demostraremos que (X, T) es conexo.
1 ‘ ) .
Supongamos gue no lo es, entonces exwisten dos conjuntos ajenos, no

X ¥
vacios Ay B e t, tales que AU R = X. Como AT = KT Yy BT = BT N

¥ ¥
se tiene que @ = AT nes= AT ne vy 8=An¢n B o= A N BT .
De manera que A y B es una separacidn de X con la topologla usual,

lo cual es una contradiccidn,

Concluimos entonces que (X, T) es conexo,

Ahora, definimos A ={i{x,y) € ®? fy xooby B {0ty € ®® /Yy < O}
Mostraremos que A y B son conexos en T,
Supongamns que A no es conexo en T.
Como A € T, euxisten dos ahiertos en T, ajenos, no vacios, M y N de
R tales que M UN = A.
=T =T —r* s —T* _
Como M AN=©ByM =1 entonces se tiene que M AN= 0, de
N .
igual manera M n N = 0. aAst que M y N es una separacidn de A en
Tt. Este absurdo demuestra gue A es conexo en T.
Similarmente B es conexo en 71,
=T . 2 N =T ) . 2
Entonces A" = {(x,y) e R" / y = U} y B o= {,y) € R" / y £ 0} son
conexos en T. Ademas suunidn es XK.
Notemos Qque A n B = {(x.y) € Rz /'y = 0} es el eje "X", el cual
tiene la topologia de la Fecta de Sorgenfrey. De manera
que KT n §T es totalmente discownexo. Por tanto (X, 1) X}

multicoherente.,
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TOPOLOGIA DEL DIAMETRO BORRADG

En este ejemplo X = ®?,

Derotemos con T* 1a Topologla usual de ®?,

Para £ > 0 y n € R® hacemas D:(w) igual al disco abierto de radio
£ con centro en @, duitandole todo el didmetvo horizontal vy
b1
By = {(y ).
hacemos D _(p) =D (x> U {n}
Defivimos como hase para wna Topologia T de X a la siguientes
g = {Dc(p) /peRye o

1
Claramente T < T.

X

; : . =T -
A continuacidn demostraremos gque si 1 € T entonces W = 17,
Tomemas un punto p € I , entonces todo ahierto de T que

caontiene a p intersecta a Il
Ahora tomemos un abierto W & T que contenga a p. Entonces existe
ur hdsico D (p) < W con e > 0,
. ¥ . . .
Camo Bc(p) € v y contiene a p, se tiene que Etcp} n = 9.
Elegimos un punto = e Bcip) v 7 e W,
Camo U € T entonces existe & » O tal que Dé(:) c Uy
ES) Y.
Bé( ) < BL_(L')
Como Dé(ﬁz') no estd contenido en ('Be('") - Dc(‘_v-)) entorces existe

q € Dé(z) tal que o & (Bccp) - Dctp)).
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Lo anterior implica que 7 € DCCP). Asl que i) n Dc(p) ® O,
%
Entonces W n it # O, Por tante UT c it

¥
=T -T
Ahora vemos que W < 1,
¥
. =T . b 4 * —Tt
Como LI es un conjunto cervado en 1y momo T & 1 entonces 1) ;33
=T —T*
un conjunto cerrado en T que contiene a i, De modo que W < WV,
' T* =T
Por tanto para todo U e T se tiene que U = 1.
% T* T
En particular, cuando U € T tamhién tevemns gue L} = 14,
En sequida demostraremos oque (R, T) ere covexo.
Supongamos 1o contravio. Tomemos dos coanyuntos ajenns, 1o
vacions A, B e T, tales que A U E = X.
=T -T* =T —T’ =T —T*
Como A" = A y B =& y ademds A° n R = O entonces A' N R = @,

X
de igual manevra QT nha=ae.

Por tanto A y B es una separacidn de R con la Topologia usuwal, 1lo

cual es absurdo. De manera que (X, T) es conexo.

Para demostrar gque (X, 1) es mutlticoherente, definimos:
A= Gy eR /7y >0}
B ={ (,y) e R/ y < o ¢

Proharemos que A y B son conexos en T.
Supongamons gque A na  es conexo en T. Como A e T, existen dps

abiertos en T, ajevos, no vacifos My N de X tales que M UN = A,
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¥ ' -
Como ﬁrn N =0 vy ﬁT = W7 entovices T AN = B8, por la misma
b3
razén M n ORI 2
De maneva rue My N 25 une separanidn de 4 on r*.
Esta contradiccidn demurctra que A s conexo en T.
Similarmente se demuestra Jque B es conexo en T,
Entonces
AT = { Gty v) & Ry 2za Yoy Bl {tny v e R/ y=<a } son
covexos en T. Ademds su unidn es XK.
Dhservemas gue A n B = { ¢thyy) € R /v =0 } es el eje "X", el
cual tiene la topologfa discreta.

Asi que ET n ET es totalmente di1scoveno.

Por tanto se concluye que (X, T) es multicoherente.
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TOPOLOGIA YELEFASE

En este ejemplo X = [0, 1) U {1, 1‘}.

Denotemos por p a la Topologia usual de {0, 13.

Definimos una hase pava una Topologia v de R a la siguiente:

f=9 U{a, 1)U{1*}/a< t 4

Notemos gque come la Topolegia T vestringida a [0, 1] es g,
entonces los suhconjuntos comexos de (X, 1) contenidos en (0, 11

son exactamente los subintervalos de [0, 3.

Veamos que si A& < R ez conevn antonces A ) [0, 17 es un  intervalo
( y por lo tanto ec conexo ).

Supongames que A N [0, 1] ne es intervalp.

Entonces existen dps puntes 3, ¥y € A nito, 11y =z e (o, 11 tales
que x £z £y y z&AnIl0o, 1],

Como z & A n [0, 1]} entonces = & A.

Entonces A = ([0, z) n A U ez, 13 U {1*}) NA es una separacidn

de A. Este ahsurdo prueha que A n fO.17 s un intevvala.

A continuwacidn se prokard que s1 A es  conexo VY 1*6 A entonces
A = {1*} o A [0,1] es wn intervalo I tal que & & (I -{1})—p.
8i A n [0, 1} = @, wno es posible que A = {1, 1*} poraue A es

conexo. Entonces A n [0, 1) # O,
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Caoma A es cowero entonces A n [0, 1J = 1 £ un intervalo contenido

en [0, 1].

i

Aseguvramos gque 1 & (I - {1}>—p A nofo, 11 - {1})—0

= <A N o1~ P,
Ya aque si 1 @ (A ny [0, 13" P entonces existe 1 .~ £ > O tal que
(1 - £, 13 A {00 ) = 0.
Entonces A = (A [0, t - /20> UKA ol ~ erz, 11U {1'})) es
una separacidédn de A. (O > n N fo, 1» ¢ A n fQ, t - &/73¥.,

Este ahsurdo prueba gque 1| € (1 = {l}s—p.

Ahora demostraremos gue si I es un suhintervalo de [0, 1] tal que
- ¥
t el - {th P entonces I U {17} es covexo.

* -1
Para ver esto proharemos que 1 € 1

Sea V = (h, 1Y U {1*} es una vecindad bAsica de 1*.

Sakemos que { &€ (I - {1})_p ast que (o, 11 (I - {1h = a,
Esto implica que (hy 1) 1 # ©. De manera que V n 1 = 0,
Por tanto 1* e1” ",

En conclusidn I < T U {1*} c 177, ast gque I U {1*} es conexo.
Er seguida veremos wgue (X, 1) es unicoherente.

Taomemos dos subconjuntos cevrades covnexos A, B de (R, 7) tales que

AlUnr=R.
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~

Analicemos 3 casos:t

)

2)

3

3
1 €Ay x* e K.
Entances ANB = (An@AM, 11 = BnAAIM, 1) es

coniexo.

De manera anadloga A N R es conexo si l* € By 1* & A,

1* e By 1‘ e A,

Entorces A | B = ((A [0, 11> n B o, 1 u {1t}

Como An o, 1] es un intervalo I de [0, 1] tal que
1 e (1 - {l})—p al 1qual  que B n [0, 1], entonces
AneE = JU {1*} donde J es un  intervale de [0, 11 vy
1ecd - {1p®

De manera que A n B es conesxo.

Por tanto (X, T) es unicoherente.
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CURVA SENOIDAL .

En este ejemplo hacemos § = {(x, sen-i*) /. n & (0, 1]}
considerado come un  subconjunte del plano euclidiano con  la
" topologia inducida.

Definimos R = § Y {(0, o) d.

Como S es conexo, por ser la grafica de una funcidn continua, vy
(0, 0) gstad en su cervadura entorices X es conexo.

Los cerrados conexos de R son:

1A

Ala, b) = ([a, B] » R) N KX ecan O £ a £ b 1.

A continuacidén probaremos que X es unicoherente.

Sean A(a, h) y A(c, d) subhconjuntos cerrados conexos de X.

Como Ala, B) n Alc, b = ((la, bl nle, d1> N B n R es un
conjunte de la forma A(m, nd, con {a, B n [c, 4] = [m, nl, y, por

tanto, conexo tenemns entonces que X es unicoherente,

La unicoherencia del ejemplo siguiente se dJdemuestra de manera

anélaoga.
CURVA SENQIDAL CERRADA

Definimos R = § = {Ox, sen “%”)/ﬂ € (0, 11} U {0, y)/-12 y = 1}

- 75 -



CURVA SENOIDAL EXTENDIDA

‘Definimos R = {(x, sen "1'—) /e 00 11U, y) /-1 2y $1}

Uiy 70 gy s 1)

Claramente X es conexo.

" En seguida prabaremos que X es multicoherente.
Proponemos A = {(x, sen —1-) /x e 0, 11U, v» /-1 Sy 21}

yB={lx, N /702 x=1}

Notemos que A vy B son cerrados conexos de X; que A UB = Ry que

1 N
LID: YU {w, 1} par lo

AnB={(.\<n, 1)/nelNy‘x =’l‘1“:—1

que A n B tiene un namero infinito de componentes.

For tanto X es multicoherente.
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ESCOBA

Para n & N definimos: Ln = {(t, fl; t) e R® / ¢ e L0, 11}y hacemos

K= (Ufn 7/ n et} U, 11 {op.

Como para cada n € N se tiene que Ln .es conexo y todos los Ln se
intersectan en el origen, entonces U {Ln /n e N}es conexa.

De agqul que R es conexo.

Ahora veamos que X &6 multicoherente.

Hacemos A = (U {L=n 7/ n e Nph U ((;1;, 11 w0 {op oy

B= (Uilm +1/nelNp U, 13x {oh.

Es claro que A y B son cerrados conexos de Ry que A UR = R,
Ademas, A n B = {(0, O YU ((;1;, 11 x {0}) no s conexo.

For tanto X es multicoherente.
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ANGUILOS ANIDADIOS

Para n € 2+ definimos:
= S S . a I
Ln = {tln, O Y UL - 10, 1) b e [0, o« b U {x, o 1)/xSn}
y hacemos:
+
R=U{tn rne2 U=, 0 / x e R} considerado como un

subconjunto del plano con la topologia inducida.

+ A + .
Para cada n € Z se tiene que U {ln / n € 2 } es conexo.

Notemos cue:

U {Ln /'n e Z+} c R U {tn / n e Z+;_. De agqul que R es corexo.

En seguida probavemos que X es multicoherente. 4

Proponemas A = (U {tn / n € {2, 4, &, ... U{x, 0> / x eR}p y

B Utn 7 ne{t, 3, S5 .. U, 0y 7 v eRp.,

Observemos gque A v B son cerradns y conexos de X, que A UR = X y

que AN B = {0, 1YFU {w, O 7/ % € R} no es conexa.

AsS que R es multicoherente.
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FSELDOARCD

Como el Fseudoarco ss indescamponible,

es unicoherente.

TOFOLOGIA RADIAL DE

En este pjemplo X = ®2.

Para 0 € p < 2My para O < a < b defini
Aleg, a, b) = {t(cos p, sen p) e ®R* /%
Fara 0 £ o < Ty para 0 ¢ d hacemos:

I(ey, d) = {s(cos o, sen o &R/ 5 e !

por el Lema 7, se tiene que

L. PLAND

mos:

& fa, b}

-d, d)}.

Una base 8 para una topologia 1 de R os la siguiente:

A={Alp, a, B) /DS p < My D < a<

b}

U{U{ito, dy /7050 Myd, >0t}

En seguida veamos que X €s normal.
Para 0 £ ¢ < Il defininos:
L¢ = {ticas ¢ sen @& « R/t e R}

Sean AR y B cerrados ajenos de X

0, 0 A UB. Tomemos ¢ e L0, M.
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Como U = 0 £ o< M Wy, :r 0 nbeWu,nv,: 0s M=
U{ ¢ @ }n { @ ¢ ’ { ¢,n ¢ @ }'
podemons concluir que A y B pueden ser separados por dos abisrtos.
Ahora supongamos que (0, 0O) € A,

Entances A L, vy B nl, son cerrados de L .
¢x ¢, ?,

Claramente (A L., [§:] L,) = @.
aramen n¢‘n ne)‘

Cono R® con 1la topologia usual es normal v L.¢ tiene la topologia
1

inducida, entonces L es normal.

¢

1

Entonces existen ahiertos ajenos U, v V contenidos en L tales
¢1 ¢L ¢1

que A nL c U y B nt c V ,; adends, podemos tomar V de
¢1 ¢x ¢1 ¢'1 ¢L

manera que (0, 0) & V¢ . lo mismo para A.
1

Ahora probaremos que A < U {U¢ ru £ @Y N
Tomemos a € A entonces a eL¢ para alguna ¢ € [0, TV y camo

A L, clU ara alquna e [0, M se tiene que a e U, = 0s¢<n}.
Nty o " 3 ¢ q { ¢ P01}
Similarmente se demuestra qu B < U {V¢ : 0 2 ¢ < Nk

Dada ¢ € CO, M, Si B nL ® 0, elegimos dos abiertos ajenos U¢ y

@
V, tales que A L, <l B ., ¢V ai B L = O hacemos
¢ i Nte <Fe Y BNy VY Nty '

U, = R vV, = .

¢ Y Ve .

Como antes, tenemos que U {U¢ : 0S¢ Ny U {V‘p : 0% ¢ < n}
son dos abiertos ajenos de R que contienen a [2) Y R,

respectivamente. De manera que (R, 1) es naormal.
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En seguida demostraremes que R es contraible.

Definimos F : X % 1 = X por Fllu, y), &) = ({1 - &Ix, (1 = £)y).

Entonces Fi(x, y), O) = (x, y), Fllz, v}, 1) = (0, Q) y es facil

convencerse de qur F &5 continua,

For lo tanto X s unicoherente,

COMPACTACION CASI-DISCRETA Y UNIFUNTUAL DE LOS RACIONALES

En este ejemplo X = @ U {p} donde p es un punto ideal (p & @ . La

Topologla que se define para X es la siguiente:
T = {U c@: Ues abierto en la topologfa usual de Q}
Ud{ptUU: Uc@y @-Ues finitoh

En seguida ptrobaremns que:

(#) 51 A es un intervalo no degenerado de @ entonces {p} U A es
conexa.
Supongamos que A U {p} = H UK donde H nk= @ = H n Ky
H»® @& # K. Fodemos suponer, por ejemplo, que p & H.
Entonces p 'sz asl que existe b ¢ @ con @ - U finito y
P & {p} Ul cX®X - K. Seauwek cXR - H. Entonces existe un -
intervalo abierto I tal que x s 1 ~ X - ﬁ, ademis 2 € A. De
manera que I nA es un intervalo de @ no degenerado.
En particular, I A es infinito. De modo que I'n A nao estd

contenido en @ - U, Seay el nA con y & @ - Li,
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Entonces se tiene que y € (R~ HY nA U et

Esto es absurdo pues U ¢ X - K. Par tanto {p} U A es conexo.
De (#) se sigue entonces que @ U {p} = X es conexo.
Para probar gque X no es unicoherente, hacemos:
A= (~a 01 U{lp} vy B =10, o Ui}

Claramente A y B son cerrados y conexas. Ademas, A B = {0, Pt}

es disconexo. FPor tanto X es multicoherente.
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EL ESPACIO DE LA FED DE ROY

&
En este ejemple tomamos {CL}L_l ura coleccidn numerable
subconjuntos densns, agenos de @ vy w un punto tdeal fijo.
Hacemos X = {{r,) € @ x N / v € ¢, ¢ e N} U {u}.
Para v e C‘z_ y £ > 0 definimos:
iy
Vc(r, 2zn) = {(s, 2) e R/ r - £ < s < v+ g},

Para r € C y £ 0 hasemoss
2n-¢

Vc(r, 1) = {gs. th e R /v - £ £ & < ¥ + g v

t e {2n—1. 2n=2, 2n41}}.
Para s € N y w definimos:

Vs(W) = {r, ) eR /L2 st U {u}

5'.-—--——-—-—————-—-—-{‘.—}—--

2’ L e e bt
J.--——--(»--o-) ke e e e e e e - -
SR A S
M e ettt e m e m e e.————

tna hase 3 para una Topologia T de X es la siguiente:
6= {Vc(r, ) / reC, >0 yne N

Uiy cry an-es 7/ rec £»0yn e N}

TR

U {VS(w} /s €« N}

- 83 -

e

con



Para n & N def 'nimos:

Ln = {(r, n) € R / r e Cn}.

En seqguida se prabard ogue si A es cervado en X y L2n € A entonces

Lznts € A y L2n-1 < A,

Sea (r, znt1), € L2n+t v un bAsico \Iz('r, 2n+1) del punto (r,2nt1d.
Por la densidad de los Ln's y la defimicidn de Vc(r-. Znti)
tiene que Ve(r. 4+ ) Lan # 0,

Hemns probado que (r, 2n+1) & A =n.

Pov tanto Lan+s < A,

AnAlogamente se demuestra gque Lan-s < A,

se

Ahora mostraremocs gque s1 A es abisyto vy La2n+t € A ewtorces A Lan

es denso en Lan.

Tomemos un ahisrto no vacio W de Lzn y un punto (v, 2n) €
Escogemos v Dhasico ch y 2n) < W ode! punto (r, 2,

Hacemaos M = {(ﬁro, 2it1) € Lantt /¢ - £ 5 To < v 4+ £h

Tomemos un punto (r-‘, 2nitt) € M,

W,

Sea Vs (r‘, 2n+1) un  hdsico gue contenga al punto (jr", 2n+1)

1

tal que \J£ {r-‘, 2n+tey € A Yy escogemos £, de manera que tengamos

1
(r-& , r+ &) c (r—g, r+ed,
1 1’ i 1
Por la definicidn de \!5 (jr-x, 2n+1) y la densidad - de los Ln's
1

tieve que \IE‘(,\'-‘, zn+1) ) L2n # B.
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Como Veﬁk}' 2n+1) ften <A n Lan v Vb‘(r‘, 2n+1) n Lzn < W

entonces W n (A nlzrny # Q.

Por tante A n Lzn es densao en tazn,

A continuacidn veames que R es coneto.
Supongamos que  existe A abierto vy cerradn de X tal que A * O
y A » R,
Supongamos sin pérdida de geveralidad que w € A,
Como A es ahisrto v contiene a w, entonces existen n, N € N tales
que para toda n 2 N se btiene que Ln € A,
Sea "= mive, {n / Ln, Lnts, Lo+z,... € A}.
Uhservemos que n‘ 1.
Analicemos dos cases para nt
ajy n,opar:
Como A es ceaervado vy Ln1 < A entonces Ln{q c A, contradiciendo
la minimalidad de Ln
ho " impar:
Por ser A ahierto se tiene gque Ln1—1 I A eps denso en L\'»t—t.

Ln -1 Ln1~1
Asl gue Lnt—t nAa-= lxu—x. Como Ln1—1 naAa < A = A

entonces Ln;q c A, lo cual tamhién es una contradiccidn.

Por tanto R es conexo.
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A continuacidn protaremns que X es multicoherente.

Sea (ro, no) un pute fijgae de R,

Hacemos A = {(r, n) € R / r £ Ty Y M€ N} Uiwp v
B = {(r-, nwy € X/ v 2 Ty Y ME IN} U {w}

Claramente sp observa que A U B = R,

En sequida se demostrard que A es cevrado.

Tomemos (r, n) € X - A entonces r > T

Definimos € = —L~§—L° o,

Entonces Vc(r, ny ¢ X ~ A, Asl que A es cerrado.

De igual manera se prueha que B es cerrado.

Ahora veamos que A es conexg.

Supongamos que no to es, Entonces existen H, ¥ « R tales que Hy K
son cervados, ajenns, no vacfos y H UK = A,

Como w € A entoncez w €é H 0 w € K, Sin pérdida de generalidad
podemos suponer vyue w € k. Entonces existe vecindad hasica

w=cy tn Y U {w} que contiene a w tal que-l | H = B,
nZN
°
Para m 2 N_ se tiene que Ly A < u. ..
o
Ast que (Ln | AY N H = B, entonces v} (ln | A © K,
v ’ nzN : -

- 0 N s
Tomemos m = miv {n / Ln, Ln+e, Lnrz, .. € Kf
De manera que U (tn n Ay K,

nZm

Asi que L N A no estad contenida en K o'm = 1,
m—4
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Suporigamos que m = 1.

«©
Entonces U nn M= U tnnA=A-{upcky come w. e K

nzm n=g

entonces A < . De donde se sigue gque H = @,

Esta contradiceidn tmplica que m > 1y gque U (v A no estd

nZm—1

contewnida ewn k.,

Como Lm-t+ } A no estd conterada en ¥ existe un punto (\"1 y M=1) en

(lm=2 | A) — ¥, Consideremos dos casos:

ay m par,

b

Tomemos wna vecindad hdsica Vc”s’ m-1) del punto (r‘, m=4) .
Por la definicidn de \'cwx' m-1) y la densidad de los tn'sg

se tiene que V _(r , m—1) ntm * 0.
£ 1

Hacemos R = {(s, m) e lm / v - & < s < r h
1 1
Tomemos un punto (roy M) € F, entonces v, < A < To asi que
vy m) e Anlmck,
Ademas, (rpy m) e \/e< o1 @) ) Lm < \Ie(_r-‘, m—1), De manera

que K n \Ie(r", m-1) # @, Por tanto ('r-1, m-t) & o= K,

Esta es una contradiccidn ya gue (_’r-i‘ m—1) & K.
m impar.,

Como (\"1, m-1) & F entonces eniste vecindad h&sica \Ia(_r", m=1)

tal gque \IE('r“. m=1) K = B,
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Definimos N =

Adem&s, como A N K =

Tomemos un punto (rz, m) € M, Entances {rz my € ¥, decir
r m .
¢ 2! 1y & H
Sea Vc (rz. my un badsico el punto Crz, m) de  manera que
1
s - S A for - g = N
(12 £ Ta ‘) [ r £, rl) y Vc (rz, o N H 23
Entovices Va (rz, my) < A {pues T < 0). Ademas, camo
t
Vc (rz,m) nH= 90, ternemos gue Vc(fi, my < K.
1 1
Por la definicidn de Vr L s m) v por la densidad de  los in's
s tiene que Uc (rz. m)  Lm-t # O,
1
Como Ve‘(rz’ m) n tm-s < Ucnrt, med n ﬁ entonces
Vc(r‘, m—-1) n kEo® @, lo cual es absurdo.
Por tanto A es coneuo,
De igual manera se prueba gue ¥ ns conexon.
no\} U {w} wo es conexo, podemos

{iro.

{¢s, m» &tm / remE s

concluir gue R es multicaherente.
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CAPITULO VIII

En este Capfitulo se presentan 3 ejemplos que son  familias no

vacias de conexos, locaiments conatos por trayectorias, normales y
[P}

espac ics T‘. por lo que su praducto es unicoherente (Tesrema 2,2

de L 2 :
EL. CURQ DE HIULGERT

Este espacio es 1Y. Es dacir es el productn  topoldgico de una
F

cantidad nurzrable de intervalos unitarios cerrados.

0 sea el producto cartesiano no numerable de intervalos unitarios

cerrados.

. : . 1" :
Como este mspacino es homeomorfo a R (el producto topolégico de
una cantidad nuaerable de rectas) , antonces también as

unicoherente.
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CAPITULO IX

En este Capf{tulo se mencionan los espaclos para los cuales no fue

posible determinar si tienen o no agujero.
LOS ENTEROS CON LA TOPOLOGIA DE LOS PRIMOS RELATIVOS
. +
En este ejemplo X = 2 .
Para cada pareja de primos relatives (a, b) = 1, hacemos
Ub) = {b+na) eR/neZ h
a

Definimos una base 3 para una topologia 7 de X como:

A= {Ua(b) / (a, by =1}

Los siguientes dos ejenplos no los abordé porque se construyen en

base a la Teoria de los Numeros Ordinales, la cual no conozco:

SACACORCHOS CONDENSADO DE HEWITT

CONJUNTO BICONEXD DE MILLER
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TIENDA AGUJERADA DE CANTOR

<i:?:::] L)

0 1

b3 -

En este ejemplo definimos a C como el conjuntao de Cantor situado
en el intervalo unitario.

Tomamos p = (1/2, 1/2) y definimos a L{c) como el segmento que une
al punto p con ¢ e C.

Hacemos R = U {L() /7 c eC}

Sean E el subconjunto de C que consiste de loé puntos extremos de
CyF=2¢0C-E.

Sean X_ = ULy 7 c e E} y X, = U{Lter 7 e eFh

Definimos Y_ = {tey, ¥v) e Xe /v & Qty Y, = {tey ¥) e Xr /y & Q@F
de manera que Y = Y: U Yr'

Ry ¥ con la topologia euclidiana inducida.

Entonces R es normal y ceontraible y, por tanto unicoherente. No

sabemos si ¥  es unicoherente o no.
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EL CUADRADD DE ALEXANDROFF

En este ejemplo R = [0, 1] x Cu, 1.

Definimos como diagonal principal a: A = {(.‘:, %) fne LO, 1]}.
Para £ » 0y s, t € L0, 11 hacemos:

Nc(s, ty = {{s, v) € R- A/ [t -yl <z}

Dados s € [0, 11, 2> 0, n €N vy 2, %, vauy, % e [0,
hacemnos:

M ¢, Ny wwey 2 ) = ey y) € R Y7y =~ s <& v &

"o "y n
Ko wee xn}.
Una base para una topologia 1 de X es la siguiente:

ﬂ={N£(5, t) 7 (s, ) e R-A} U {Mc(ﬁ, Hgr v wees %) /5 € Lo,

ex0, neNy Hgr wee :‘:neto, 114

ESFACIO DE LAS SUCESIONES DE BUSTIN
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