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A continuacion se definiran los integreales de teayoectoria
Cogque on integpales de funclones oxaalavos 2 sobre curvas papas
mebpivadas, ag cualeos: son indopewdionten de o paramst.eizacion,

INTEGRAL DE TRAYECTORIA- La integral de unn funeidn
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aon la orfentacidn inducida por o

TEOREMA 8 ¢ pr Svores pans onaasicas 3, - Sea & uns superficie

orientain defintds pop mﬂm funaicn €7, 2 = fon, Goyd o D y sea
i i campo vealoris! CF on 80 Entennen =1 3% denota la curva
frontars orientads s 5 camn so dofinis, e tione
j rot = f Vo o j i3
s R 38
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para los aampos: ventoriales  sugaves Fez 7 Sin embargo, on este
caso 1 nn pueds  tener puntes excepolonales; exto es, P debe ser

suave on bodas partes,



SifF = p é‘»’ + Q c’)?, ent.oncas
v xF o= [é‘-Q/f}*x - c';?/av} o
v nor 1o tanto la condicion 7 w« F = 0 so reduce a
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: = 2
COROLARIO 1.~ =i F es un campo veatorial ¢ en B® de la forma
fFf = ¢ G‘ + e'»i-? con  gP/Ey = /G ontonees F = @f para alguna

f e R
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ROTA 4.~ Se aduierte que a diterencian do F on el teorema 9,
o osn marmid o min ot oeamnn vact ondnd o glol Leoromn 30 Lenpa algdan
pynto w:mxpaj;rlnnt For ejempln, el canpe do fuerza gravitanionaj
F o= - OMesr tiens In propilog de aques div F o= 00 3 adn ast no
eriate 6 parn b ol i Fow 40 B teoremn 10 npo se aplics
porgue el anmpo furrza grovitacional Fono esta definido on el
Coero.
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£ e O endn ver que diferenniemos una wer y supdngase Lambien que
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pEFINICION 2. - Las  t-fermas  basicas son las expresiones dx,
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i-forma w en un conjunto abierto K os una combinacion Hneal
format

w o= Poyy,o dx + Qogy dy 4 Rooy,s dr
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donde P, v R son funclonss con valores veales on K La oxpresion
P*ody #lgnifica i {-forma Poda 2 0 ddy 4+ 0 di, v anslogamente
para Q@ dy v R <z, as

Poade 2 Qdy & R ode = R ke &P e ¥ Q dy, ota,
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i i i i

= ar = (P APy ¢ Q4D D <+ +
N @, 5‘1312 }é 32 b €Qi {‘:». dy (R1 Rz)dz
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PEFINICION 9. -
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ios F guedy v 3 ihedde b e

donde F,8 ¢ H son funciones
ivrefevante o} orden en gque

e Focon valoren reales. También es
wis vmen. La exprosion Fodudy on la
Zetorma P odedy + O dyds b 0 drde, v sinddogamente poara Jas otras,
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t t 1
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1 2 1 z s 7 i 2
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by S f e una O-forma e pusde conmtrule ol producto fn que
e otpa 2~Torma

s GFddedy + Cdyde 3+ (P dads

Ten

prrnroion .- Unn G-forma bisian iy Yormn
dudyide ('g;n ordan giclicn), Uno 3-forma ihe abierto
K o« B, oz una expresion e 1a formavzfoyocdadyds, donde £ esn
una funclon on ¥ con valores panles,

NOTA S Aupgque o0 pwden sumar don G-formes,  I~Tormas,
Z=Yormas, S-formec:, RURTA se sumaran una -formna con una I~forma
sl Lzl ¥ para formar ol producto notese que s0lo se multiplion
una O=forma con alzung A-formn,

O-formas on prociaanontoe funcionas =obhre K
Ih pouta o unn interprotoanion

Hotewe foes
con valapeos
geomatrian de

R

CON

Daios Gy anriunto ablopto ¥ o K, =a distinguen cuatro Lipos
de suboon juntos

a3 Puntos on B

6y Cuewver simples orieptadas y curvas cerradan simples

opientados ¥V oen F

oy Supertictes opfentadas 8 o K,

cidsubpeginnes slementalen B o K

Kem w=Pouy,y de + Guym dy 4+ Rowy,n dz una 1-forma  en
K v =as ¢ una cueva siinple ovlontada, Bl ndamero real que w asigna
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ar

e da integeral de dines de una Ganpo vectorial I':E‘é‘*‘ Qé\z'* Ré-q

sobre 1a terayectoria ¥
22 no depende de ba eleccion de Iy parametrivacion o

Se pusde integrar una 2-forma woen K como una regla que
asigne a aadn curva 6o Koun pignero (&Y oy papra una 3-forma como
una regla oue aszocia un pamero real A oada subregidn elemental K
), Laz reglas para anociare numera eeal a curvas, superficles v
regiones estan optenidas compietaniente en lam  expresiones
Tormales quin e han ded inddo,

(w3 Esto e
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. T s
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B 3
R S
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s AT ovmeas

in



de A dy = dx dy

dy A di =z = de dy = 1 Cde oA gy

dy,\dz:

Az o ik

dx -~ (’dy ~ dz>

2331 f o5 una O-forma
f oAw= f ow

don estam proplodades
cunlguior =formn w, =i O <

oy dovdends de oamn R

derivada de unn S~Forma @ 5
se denotard In dewrivada de w per dun La operaglon

propiedaden siguienten:

dy dx o= (1) (da o dyd
o Gs oo Ui dk . dzY
A o e = O

Gy N Gy = O

ds o dz = O

= Gt oo dyd o dr = dx o dy

y w en cualquier R-forma, entonces

ze puedo encontrar up producto Gpico de
#

o= od,

forma em una (= Topmas =i

fempre ax cero, Siow om

1) K FE 5 P ooam ana O-~Torma, entonces

i

Sfu@Pd s An + FF/8v dy + @i/ 5w dr

2> (Linenlidad) 5 vy

dCw
4

v son R-formns, entonoes

LR TV BN { PV Y £YY]
2 1 2

3y B w enm ouna kR-formn v on oes ans =Toprmas

RISTURPNEE s b B

4> dldud = 0 v

i = i

Fatam propicdades nos
manera anfaa,

{.os s=iguenbes dns ojemplos me  encuentran  resusitos

apndice A

Eiempio 1.~ Sea w = Pogyy e + Qoo dy, encontrar duo,

Hiemplo 2~ Sea ow o ow-

encontrar du

=i constideramos 2m + 1

!
Cedar oy 1Y+ 0 S D)

permiten diferenciar cualrguies

PoLy,m  dx b Quoy,n ddy

funciones
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ia
una B-tforma,

1as

dddyy = dedyd = dKdzd = 0, o simplemente,

1§

3]

dz,



E B, 0y erow fLmy Yy v eL oy, nm o &, las cuasles
(AT} n 4 2} -
dependen ey n-variahten T ¥ 20N infinitament.a
™

diferonciables. La expresion
ol “ff‘f_dj(‘t oo
s Hamada unn Forma Padfiana
St 0 = 0, entonoess simplement.e se tended

e AF , e
L ’

weow o wdd vt 2oddf
¥ £y js Lm ‘}m

£n el pragsente treabago esbamos intoresados en a1l caso
especial en que  w= ¢ das F oo o) SOR de  la foprma 'fs: x’;

A
f = x, esto ex, exprexciones: de la forma

la} n
ki
s Ve o For I 1
; o ....\w;) (.x(“ BN
AP v
[A4

Estas son Hamades eguaciopes Praffianas, v se estudiaran en
el eapitulo 1,
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CA

PITULO 1

Jonto  =e menciond en  la  introduccién, eon  este capituio =e
habtara  de  iax ecuacionos  direrenuiaies  ovdinaies  del  Lipo  do
Fiaff, Dichas ecuacionss son de In formn

al

; 0w, L,y Y dy o= 0 <1

1 3 2 N t

el

ol
donde los coeficlentes de (as dy pusden o no mer funcion de

1
todas Ias n-variables x,
. 1

11,

Primero re estudiara el caso en dos wvariables, para elle (1
toma la forma

Poys e+ Dy dy = O 2

i problema consiste en enconlear  una funcion  o=eenyy  Lal
que Ja  dntegral de bnea do () sea oteyse, G una cohstante,
Pero esto no es fact! va que O en general no e una diferencial
exacta, fn el cazo afirmative e tendeds P ode + Q dy = do, Lal que

de

;{ P

3¢

siendo oy
1 2

En genoral

+ 0

dy o iy =
2

o puntos extroemos de I btrayectoria 8

P 0 by 235 (S 1]
siendo  dW wna ditevncial noe exactas S dividimos dY o por una
funcion  T=regy tal que dWer der, we poderAa oblener o primitiva
otye, ¥ por consigiuiente A molucioness A nuwestro prc\blg;ma,
s cuales mepan uno oamdln morosparanpetrica de curvas en R7A
TeLyy s In Hoama denoaminador intogeanto g copetuiers (ue =Ea Do
nulo, Axt Y Loma o forma
PAT e+ QU1 ddy 2 O <4y
Natesoe  que oxbo no alters en nade e soludones de ta
ecuaciin oviginal (22 puss esta sme eptuantra fgualada a gero, ¢
€3) hereda 1as soluciones de (33
fPara encontrar la condicion de exactitud se Liens;
Pode £ Q dy = der = 0 <5

Pero

21



dor = Forl R di v BoS By dy
ent.oncoes
P o @os@e vy 0= 80l
ademas
ars/dy = Fordvan v aWVEn = F ol =8y
igualondo estasn dos altimas expresiones Hegamos a que

GRSy = FQLAx (L)

La expresion (63 e la comdialan dn oxnactitud.

ARG A biem, o1
vector &, tal qupe

osas: Py Q@ zon interpeotadass como un
el oy de = Edeadyl la ecuacion
(2» toma In forma Qe de . soeouneion le especificns & cada punto
Cayyd o dircooidn dr e 1 es perpondicular al vector A Ast
cuando =2 intepre 3 o®e  oblenga oty oo, =6 vari que  lasm
tar w1y fonr pombos ey poerteneroan A dicha famida de curvas
vondran dadas pon

seeriend
L3 hraAN

dysehs = o~ Pooyns Qs (2}

S nhorn atifien ba ecuacdodn (33 dgualada & cero Yy se
requere intaograerk, =se tiene  que encoptrar el denominador

intogranto v e Ia hapa oy, onboness

[
aWrr = PO ode b G sy s Bosgr e Y Gordy dy s do = 0 (8)
comparando
Bl n PAT Oy Bol @y = QT
s G rBya s PTGy 2 olddy = SRITIER
desacroilando
P18 VE O PPy VIR S T T2 AP VIR S IPIS R D X5 ST R P e 0%
agrupando
/1 L3O/ 3 = @Prayd =~ Q g/71rage + P @Urtd/gy O
Pul demarvollo anberior, on alaro que se  debe  pesolver 9

para  encoiptrar el factor inteseronts, v come se observa no  es
tacil Los aassos mas ceneiiton m avando:

R AT {1) (RIS R PTH Loy TRI=TLY)}
se  requiere algin
rosolver (V)

a3 T, B U
Y rogeasToent Popon  an soeneral (S SRS
métodn e souncionas difaroncialon pavataies

La oxistencia de rony =e debo o gue A o largo de
Auryas owgee, bas diforenciates oo v dVWomon nulass,

A



Prta o viouniica de o moariero cdgtidoanto:

e dp-0 ezponificn unn pondionte dada por () la cuasl es la
pandiente  de  Ia  curva-solucion  oseoyvsc opn i punto Gnyd,  para
W vy do es la misms, 10, son paraleolao:

= dy sy = ~PIQ Y
do = dWAT = P ode S QST dy = O

=5 dysduy = «“(PATIZLLATY =~ P/Q

Z s
v como la pendiente de unn rects en R cxiste, sty solo =1 el
dominio no tiene puntos oexcepoecionalos.
Ahora bien, =i 1z ecuacién G admite un  factor  de

intespacian se puede onconberar una infinidad de elloss ya que =i 5
resapliesa fad nOP onlra funcion, dizzunos Sfowyd, Iuego S=l)

Guiendo 0 wia aotestante)  representard obra ver lay seluclones de

fa conacion diteroncing (3% P eoste opso

@ s dRSde dW T 2 1T 38 de dWY - 1o Tonn dV

sdesido Ty o Tanys

i el camo  de dox variabless siempre  se pusde
donominador integrante Ty v una indfinddad de
1 punt.os

oneeni par .
eliews;y mlempre v cuzndo el dominio de  integrroion no tes
enceprionales,

femplos  de eouarniones Praffianas en dos v tros variahtes
apareaen en ot apondles B

Si ahora considera Ia  enuacion Piarffiana en tres
variables, ¢4y tomn o formn

Pocyny e+ Quoym dy + Rogyen de =2 0 = dW 2D
caon A=PoLy,m 00y, Reny, o) v diealid,dy,dz

Analogamente como se trabajo en la secoion 11 se encontrara
s condiaion de enactitnid

Poae + O dy + R dz 2 do = For@x v v Gosdy dy + Qordn dz
ent.onnes

Fosdn = P @osdy = Q) Jos@s = R

Zaravdx c APAIy; @Ol Idy = QW @ oSG = GRS

zZ3



d

Sl GPIG Dol = GWSn Fos@yan = ORIy
de doswie
RO 2 AN DG PG = SRASG SR8 = SRSy
entonces
GPrgy = S0 = Oy GP/G: - SRS = U Q8 - GRAGY = O
asto e

Fxhiz 61 {(?I?/ﬂ‘; - ﬁQ/f}z] + ("fq {{?F’f{}z - @H/é}‘x} + (—’!5 {5(}/&";: - ﬂ?/fj’y] = O

Por lo quo la condiaidon de axactitud es

Vo A= D 3>

Se hace notar ogoe =i una ecumcldén de PIarf no es ex

ftmntiea que no oseR integrable. At yuers b condic
H i & f

integrapilidad viene dada por ot miguisnte teorema

acta, no
don de

TEOBEMA 1~ Unna condicion necesaria vy suficiente para que a
souacion  diferoncinl Prarfiana A de:l ses integrable oy qgue

f.a condinion es neaesaria popgee:

Dada 1a ecuacion Prarfiana B« R0 integrable, existe 3o tal

e

T™W = e

fuego

rot. grad o = 0

rot. <TAY = O
ast que

TR + rot(rAd = ¢
pPero
A + POtCTADd = 70 + (A + rotAd

por o que

% e R o potAd = 0

24



como T 2 0
R« roth = 0 4
La condicién es suficiente porguo:

Tomandd 7T=3  y  pioceaiendo  de  manera anadoga que en ia
comiiolon anterior

R = Yo = rot grado = 0 5 PuR=0

(Fin de! teorema 12

Qtra demostracion aparece en el apéndias A,

Ahora =0 dara un ejomplo en o] gue no exinte el factor de
integracién v ol final se probars que dicha ecuacion noe cumple (a
condicion de intoepeabilidad,

Elomnto 1, Seqs dW < =v o 4t oyl Kl = 0, B ouna constante,
Serry Tannmo

St esta exypresion adimite un factor de integracion =e tendra

HolE 5 o« WAT, Qorfy = XIT, Sy = kAT
Vol cEgs I S (SR 2SR 2 M N L Ve S 0 o

2 . , P
oGy = GO P = 14T~ KATT BT @

uagro
- {s7 + y/r2 fo 2 e T Vo Sl ,‘{/Tz Foadiale sl
vl @rode v oxett @rrgx = At
obt.onemon
¢ Ty N ArSge = AT 5

Analosament.e:

ForSede = KOG = ~ksTT T

SO G = YITI G = YT TS
igualandolas:

—L'/'ry QU = Y/TR ars e
ST/ = =y K v s 6O
f)?(f/&e“?y o NS ~x/72 ars &

2 . PN -
s Bydr ¢+ AKSTI Py = kT QU By

25



Be estas dos Gltdmas ecusciones =e obiione

LTS S s . SN Tk Al P

ok FroG e = S8y (v
Sustituyendo 6> y (73 an (93
ylurk Frodgmd 4+ owi-ysk DTS5 = 27

Loz términos {rquierdos do la ecuacién anterlor se anulan por
lo que 271=0 25 7=0 quo contradice In hipotesis de quo To,y®0,

s Mo existe ! denominodor intezrante para que sea  una
cHferencial ouxnaota.

S oabora aplicanios o aritorfo de integrabilidad

A= vkl o 5 0 A 10,021 Do donde A+ ¥ o A = 2k = O,

- Ko e dntogeobln, (Hobnoe o tompoos oo onoachaX

Ast pusn, en tyes variables puede o no existdes el denominador
e 'S
ada por un conjunto de

N [ AT S FR P A TN U N B ’. O S, CRPLI T DU (o
R O S R RIS L CAOE R F A S C N S KPS [ BooARE? Jriedds N Phets i QeadaD

indaegran
pue 1a condicion de integrabilidad vendra ¢
ecuccioner oome a0 verd on Ia soocién L3,

adelante so dhavan jos mdtodos de integracion pava e! aamo
o vapriabios, v pava eflo o verad sl es valido Lratar una de
Ing warinblen como paviamateo v Lenbajar implicitamente cone olla,

R s ovapriable s en Leatada como unn constanter, Ia eocuacion
CAY  tendir I (organ v Ougv,n dy = L L cunl s
reducis al camo de dos voogamsy me vig ost.a admite el
denominador  integeante por o gque =e  tendran soluciones de ia
forma Uo,y,m = o, donde o pueda deporvier de o, ast pues

,;:}Uy’é},\-: R 2N ,:;7'“1’(';7)' st Q>
Rustituyendn 0> »n (2D

Py 0 e R ode - O

11 té)i'/&: dx + @l gy dy + TR d:»,] @ 0

como 70
AUl i dx v iy dy + R de = O
A ere dy + AUy dy + GUAGs e + PR - QUAED ddz = 0

Sea K = 7R - gU/&, por o que la pentiltima ecuacion es
aquivalente »n JdU o+ F0 de 0 O,

Del teorema 1,14 « 3 s 1A = 0, donde
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T = (P, 7Q,TRY = [HU/ 3, dU Gy, U G + KT « 9l + 10,0,K]
Tz [{‘9{’!?‘?7/&7‘;’ S GG GLHTPY I~ GLTRY 8, T A - ﬁ(TP)/(?y]
Obsérvess que
ECTOW G = AR @IS = DTSy
Yy que
KA Gy = gUtR ~ QW@ Gy = GCRAy - S UCSYEn
A=l 1a primern componente del rotacional oguivale a &K/ &y.
Analogamonte '
ST = G @O G = UG
ARGk = FR = U/ EIrin = GETRW Ex - G U/ and:
luego
SKTPI e = GCIRIAFe = SK 5
y por ullimo
TR G = USSP M e = .{92{1/&}:{&}!
BCTRIZZy = @UGU @Dy = @ WAy
por lo tanto
o TR = LGRSy =GRS0
ant

19

b 1
TR ¢ ¥ o TA = {i‘:‘l'/i%;:E"";i’:':;’;"»v‘."’a‘: + j - {&i\/dy,‘é?ﬁ/@mﬂj

= QU GRSy = AUy K8 <1
Luego In condicion A« - 0 e equivedente a la relacién

FUKD/ 3 Ca,yd = )
donde exta ultima expresion os cquivalente a {00,
Haciendo un parentesmis con ol miguiente teorema:

TEORFMA 2~ Uns  condicion necosnrin y suficiente para que
exista sntre dos funclones Uewy v Veoyr una pelacion FOS,VI:0,
no involuarandn A v & oy exnlicitomente o9 que FWUVIZ/ZG,y) = O,

La demostracion apnreoce on ol apondice B,

Aplicando el teorsma onbevrior, =e Liepe que entre Uy K
existe una relacion  indepesriionts de ¥y oy pero no necesariamente
de = En otras palabras, £ pusde ser expresada como una funcion
By La ecuacion  dib + K dx = 0 es de la forma
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dilsds + FU,22 = 0O

o tiene sojunion E1R1 IR N dondea 9] o uns constante,
Reomplazands U por su expresion en terminos de w,y,z se obtiene ia
solucian FCev,m) = @ mostrando que la ecuacion original (22 es
integrable,

; cxtablecido  qun 1a ecuncion es  integrable molo falla
doterminar el donominador integrantes apropiado teoy,o.

B interonantos ver X signifinadn geomeirico do ia
intagrabiiidad. foam funciones Yy v LI constituyen una
sofucion de 1a conacion (2 st opredunen la ecunscion n una  identddad
en x. @eomateicamente Lol solucion em unn qurva cuya direccion
tangencial 1 en o) punte P=CGuy:sd es peppendicudar & la HBnea M
cuyos  cosonon directores son propoprcionales o A (vop figura 13 0y
de aqul Ia Langonte 2 aina curva integral se desliza en el dizsoo p
el cual ez orlogonal o A v cuyo cepbro enth en B

Por otyo lade, una ocurva gque pasa por Poest unn curva integral
de ta scuscion =i s tanseonta on & de doualea en o

inteseabie, In cneva =0 encusnten mohro

sl muper i ichen ooy

Guando a eocuncion
Ia foamits monns ;

CERELRRTIIEAE MY oF £4

Cunalauioy cURYVa sohree tnn der est.as superficies
automAidicmeonts aora una curvs  intogeal de la ecusncién (2D La
candinion  de integrabifidad puede mer pepsada como a0 condicion
para Bt ] dino 7 e acopia A foprman una familia
mono-paramtieicn de superiicies,

Lo moetodos doe inte;
fosm que me peqguiere e
aon o8 sipulentos,

fon poara el gasoe de Lres variables en
s aumpia a0 qondicfon de integrabilidad
Loz ejemplos aparecen en el apéndice B

Z

WY Pan Fnoaecrinn ey s b eouacion es LAl que SPA=0,
entono A desbe smer de ta Forma ASdS, v ia eocuscidn Aedr=0 es

erjuivalent.e A
SEedes oy @FeG b FFEy dy P 35 a de = 0 s df

siondo i diferenciat de f oexanta por o tanto Ia primitiva =era
Sy, mme.

B> Yariables Fepanadles, En cierton casios es pozible emcribir Ia

ecuacitn  diferencial Praffiana en n formn Poo de + Qo dy
Benr d: = 0 en cuye caso Ias superficies  integrates estan  dadas

popr
{p(.\:b de + P‘ky) dy + {Ri:’.\ dz = «

4

@) Una Fawable Yeparabfe. Puede pasiar gque una variable sea
waparable, digomns », en ocuyo aano la ecuacion ess de la forma
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Ponyy due  Queyy dy * Beo dz = O
ast  SFuweAT00, 8073 Fol vy Por In  que  Ia condicion de
integrabilidad implicars quo (,a)/‘g;’«uug Ly omto es, Pde b Qdy = do

%
en una diferoncial exacta ¥ la condicién 2o roduns a do + Rondz-=0
QO P lava

(BRI j-ﬁ(':) dr = o

D) dBcuacdisnes  Kemogincasd. La ecuacitn Platffiana es homogénea =i
Insn funcionesm P,QR son hoemogénoass on sy dol  mismo  grado n,
Haciendo la=s sustitucionem

MELE N S LR A Y 4 s dy = uwde ¥ xda oy odrzovodi oy odv

obtenamos

Xn{f"u,u,v) de * Quuuviiu de + x dul © Ra,uwnily dz + x va}oO

para 0 vy agrupando Lérminos en v odx
G IP 4+ uQ + vRI 4+ N IQ du P R dvl = O
ey v O du R GOSE S u) 2 vRY = 0
con P o4+ ald ¢+ vR 2 Q
Wean ALY = QU 4+ ) 4+ vRD; Blg,v) = AP 4 o + R
e/ A du v B ode = O
que puede =ep resusita por el método

By Ahdende de Satane, Fenmseseos  vin o varieblo « come <l fuera un
pardietro, st o ootneidn (25 se reruce A

i":(,‘,’,?:) e b Qg

In cuat siemoee admite un denominador inteprante vy por lo tanto se
tendefy sofunioness e ta forma ‘;"!::,)','223705, siendo °, WA

constante, La seluclon doe (2 es de o Tormn (0 donde < es

una constant.o by el eouacion puodo sey crita COMn
dooy, e, Poara dotorminar ¢ obadrvese gne si damos: a la
variahle  «  un  evalor  $ijo, dganiosn o, entonces ¢uy.msgn 08

solucicén de
eoyyen dy + BRagy,n de o= 11>

Y wna solunian Qe 13 pee mstodos de eouadciones diferenclales
de primer orden en Komzol

I fuy,m w mm v Koy = @ pepresentan soluciones
gceneralas de (31 ontas deben ser equivalentoes vy podemos elminarp,
dipaning a vy, de ellam vy ablener wra expresion para fa funclon
e, Asi podemos obtenesr b solucion de (20,

Vit



e », Fn el anmo (o teoes variables: Ia souncian
diferenct de Pfait puedes o po admitir factor de integracién, o
docir, punde o no omor  integrable, Lo condicion  de  integrabilidad
viene dada por s expromion A« VuA:, siendo & ol vecbor formado
por los aneficientes do lan diferenciaiesn,

Siouna ecuagion admite un denominador o fantor do intagracion
pusde encontrarse una infinidad de elion, onto nom Heva 5 quo  Ia
primitiva po es anicn (Ver ejemploss en of apéndiae 8.

oo ya me mencions, of hecho doe que PweA:=0 nom dice quo Ia
ecuscion ex ana diferencial exacta con primitiva F o(ver metodo de
inspeaaclon)y, Lo, ; Ahora bion, =1 W cARO pero e eA:=0 esto
implica qua 1A=V, = unn funcidn escalar. Bl nverso es
valido dado que st Ia ecuanion es integrable, esta admitira a1,
of  factor de dntogracion,  tal quo TA dealade ‘ o owacta,

entonces VarhzD por lo que tHAF. Bl inverso es inmedinto.

Por lo  tanto 0o hay  gue gonfundis exactitud  gon
ahi Hdnad

iR
Para el caso de mas de tres variables se tiene:
n
A% - ZF‘_ iﬁ.‘{i B (¢ D)
i
[N 1
¥
n
der = S—‘&C'/(?}{_ % 2>
b o ‘
(9= )

Por lo que para ja condiclon de exactitud se requerirad que
1) se jguale o (23, psto es ‘

FooT o X €3>
i3 1
. ’ gl
Mfoerenciande con respecto a » v et
i

GG i’;}'?r:r/xk—.- quer S7eM=0 nos dlcpf?'quu 1a
ecttacion o= una diferencial exacta con primitiva F (ver matado de
ingepeceion?, fe, A f Abora bien, =i YueAxO pero AeVeA=0 esto
implica gque A=, =iendo 7 una funcion escalar, #£1 inverso es
valitdo dado que = Ia ecuscitn es  integrable, esta admitird a 71,
el factor de integracion, tal que 1A «de:zOde siendo do exacta,
entonces wrA=Q por lo que A=W F. FEl inverso es inmediato.

for Jo b dtud con

integrabilidad

no hay  aue




1.3

Para el caso de maz de tres variables se tlone!

1A}

dy/, = Z Foody
i LT

=4

aentonces
1"¢?}ll’jz":7"n'i + FJ.{:}’T'/(?X_\

ds donde

-3
3

('5}5-‘5/.432{‘, - ai“;/ax’_)

=imilarmente pava 4 ¥ Lk

1’ (’;‘*}F,/’ﬁx‘ - d{i‘) S
A9 4 . 1

TCGE s - @F San )
¥ 3 i |3

multiplicando (63 por %‘}Z, <Py por F

Foor (/P ey - BE
k 3 !

v ((}? G
i 3

1

sumandolas

T’{F CHFP 788 = BF /8% + FLAF 7/
K § i { j j i

como 10, reordenando Lermin

flega A

A
8 / ik

- :;t r 47T > ,(:,‘.
RS i

= 0 k=020, ..

&2 a/.{?xiaxj B 5(T’Fi)/aij

u

@(‘,{:}'a/&*}:_‘ )/E)xj

i

J” [ Z i b j.{*;:-;.L

T ’&‘F’i /s é)r:j + F‘_‘(‘*}r’/@xj

F (‘?’z"/@xi - f"j Frrran 62
# oS - Fo&risgn, 7
¥ 8 v k
Fogrsan - F, ﬁr'/&‘:j [£33]
3 R X

P LB por P
; i

R artso
4 3

arvts ﬁx‘

e d S e
s A,

R o Y S A SRR haenns

PRogttsgr, - R @grisan
LT AR 'k —d

é)’.‘{k - ‘BF}:/&}X'L) + F_‘(&]Fk/axj -

ar s ax )} = 0
H k

wosy tomando ﬁ\w’k:[Fl,l-‘j,f-‘k], 56

.
L etk

aH
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BEata oitima oxprezldn es  In condiclon de  integrabilidad, Ia
cual es un conjunto de eocunciones auopladas.

CORCLUNEOME S,

73 Fn dog variables existo 2l foctor de iniegractén stempro y
cuands oste especificanda la direccion dy/dx = -PsQ o cuai
significa la no existencia de mmbtos oxcepclonales,

2> En  dres  wvariables no  stempre  existe v ya que
grométricamenis g suporficte Hene osociada un gradiente, ol
cual no Sfempre c?Ac.‘f“}.‘a Lien definido, soto oo, pusde o no existir f
tal gque A = WFF

33 Para mas do tros wvordables la condicion de {ndegrotitidod
e wn sistona B e A =0
ik adk
cuve signdficode geomstrico vy no os fan olaro. ¥ la condieion de
[ T AR RTINS sty reenedryer dacder pon Foei, j‘~:® dado gue no
L
mpiicaria N, eREF . Recutrdese que el pofacionpal no osta

varfefios,
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CAPITULO 2

P 2l nresente coanttaln e eunonden In taonla tevmodindamion
de  Oparathéodory  slonde 90 base matemSticon In teoria de PEaff
expiuesta en el capitulo anterior.

Cuandop =0 treata de estudlar "algo”, en este caso desde el
puntn de wvista termodindmico, en necesario primero definie lo que
s0 yva a tomar comn =izmbema azi como el tipo do paredes que o
delimitaran, Log  definioiones pertinentes aparecon on ol apéndiae
n.

Garathcodory dn $5H 5 Leorin termodinamica axiomatizada
COMEIY o con  ian definiciones de les tipos tanto de sistemas
como de paroden, las H >een abajo.

i3 Alnlados.
Mo hey comunioecidn con ot oxlerior, t.u, , B
hny tranaferenciao de energla ni do materia en-
trao ol aiatems v asun alrededoren.
S51S8YEMAS
TERMODYI~ <{ 2) Uerrados,
NAMIGOS Hay intercombio de onergla poro no de materia
optre a9l aistoms v asue alrodedoroen,

W) Abldertos,
tfay inLoercambio tanto do energla como de mato-

ria entra ol alastema v asua alrededores,

© 1) Adiabat lons.
.o cuel on restricliva al pase da onergla tér-
TIPOS DE mi oo,

€% & VeI Pa IR
LECEE LY MY e e

23 Diatopmioas,
.o cual pormite ol pano de enorgla térmica,

De tos diferentos estados en los que se encuentra un sistema
el que nos Heva o dar una teoria completn vy simple =on los
eatados  de  equitibrio.  Abopra el problemn se reduce a  {as
siguientes prezuntas: LQue e un estado de  equilibrio?  Qus nos
conduca a &1V

Para obtener  Ias condiciones  de  equilibrio Jaratheodory
introduce o! concepto  de  In Udivision en subsistoman’™,  ocuyas
paredes permiton o} panmo de alertns forma doe ensrgia, Ia caal forza
una nueva relacion entre los parametros de los subzistemas en los
cuales me  dividic. Por sipolicidad  se  consideyara  la  division  en
dos subsmistemas, ocada uno do fom cunles  estara  complotamente
aaracterizade en terminns: de sy presion ('_n_‘) y  su o volttnen (vi),

con i=1,2 rezmpectivamente paran cada subsistemn
A un, para U exist.a equilibrio ent.re los dos

3.
Wi



subsistemas, la relacion que debe existir dependers Onicamente de
Ia naturaleza de los dom  subsizstemas, por jo que los  auatro
paramatros deben cumplir con una yelacién de 1a forma

P(pi,vi,pa,vz) = 0 [¢5
Enta oo In condicion  dp oquilibrio, Ja  cual  puede  men
extendida & un nomeoro mayor de subsistemaz por madio de ia
propicdad Learecdbivar BE o LWLL"“S"’K"T“"‘“’ ant.on  cepasradanente  an

equilibrio térmico con otro subsistema, lusgo cuando estos  estén
en contacto férmico esmtardn en oquildbrlo (Esta ley fue enunclads
an aesta formin primornmente por Joseph Black2 Fsto nos leva al
concepto  de tLomperabura empiricar Si (pi,v 3, (g?,v >, (;3,,\_") v
p,,v > definen dom estados distintos de dos sistemas diferentes y
=1 ambos (‘ps.vi} ¥ (p?,v?) estan en  oeguilibrio  tadrmico  con

(';gx,g}), aesto 2=,

Fpovonsrny = 0y PGy pLyY = O
v =i omAam adelante (pi,v’) exta en equilibrio  térmico  con
res decir
(,{Zz,y e deaiy,

F(p VR ,v?; = 0

nnboncns: (‘p,,,v?) estars en  equilibrio termico con (p,v. > e=m
22 2
deair,

Fep, v b _—

.,v.,

Pero exto solament.e es posible =i v so6lo s 1a relacidn

p v . p,vY = O
i;" -\.f?v\ Vi
tierne 1a forma
t{p.,v>r =~ Lp,vud =0
‘i' 3 4 L‘- 5

eato nos Hova a que Li:&x:t.? por lo que Lzzg,_?. Hotewe que

exta  condicion se cumple cuando  los cuerpns  estan  en contacto
termico vy en equilibrio, Por o que t vy t:‘, son las  temperaturas
f bt

empiricas de lom sistemas en sus respectivos ertados, Los valores
t. y b detfinen sobre una escala acbitraria o temperatirea empirica
do  loa dos wistemas, Ias cuales detfinen en lom planos (pv) v
vl s amdlian monoeparameberica de ouevees fas auasdess won
Hamadas  “USOTERMARS,

Sk esanla de temperatara es seloccionada vy definida,
pueden  entoiwos escogorse cualesaqulera dos de las trest varlables
PV, como varvinbles indopeandienton datinjendo ol antado dod
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siotems, At Loanbien  dem funcionea  aebiteariaa de lag variabises
fisslome p,w v L copran cuficient.on para sapeaificar un estado del
aistemn,

Otro  conjuntn  Jdo definiciones m=e dan respecto al tipo de
proceso tormodinanico, satos oon

1} Bstocionarios,

TIPO DE

1) Quasni-estatico.
RSO a
FPROCES 23 No-eanbaclionsrios,

6> No~cuasi-eatitico.
Pl proaesno estaclonario es squel que nn dopends del tiompo.
£l prooeso cusmirestaticon om el que ocurre de. manera

infinitamente  leats de  Gal forma que el gistema puede  sar
conziderado como pasando A teavées: de uana s continuna do estados

.,
i
3
5
2
&

o equifibrio, Son neraimente referidos comn "pProcesos
reversiblex™  dobido v qive,  en penernd, proosgoes ouasieestaticos

pusden copducisos en centido fnversao,

y, B fewdn poroueso atmoi-estatdoo o

HOTA i~ in de procese reversible pusde Ser un
cuasi-estAation > roversible v
t.odo DLOGDSn paveraible o Hovaddo B aabo rie MAaNeprn
enasi~eatatioa. Por 1o que o ae pusde dap ba eqdvalencia entre

3 v derdo un

cunssi~orztat v povepeibla, aumuin Oaeathsodopy o

punto dio vista pepopatizoads,

El procemo po-cuanirestaiioo es aquel que e Hevado A cabo
de tal maneva que o= estado o @op upn sucesion de estados de
aquitibrio, por o gue ann beeyectoria ao pueds =er definids,

Flemplns de outon procosos aparecen en el apendice O

fom  sgpeprimoptos de ool catablenen guer Bn un proceso
adfababice papra dlevar a un cuerpo de un esntado fnicial A otro
final, tiene g hoacerses on Leabajo pecdinion & am egquivalente
alactplond, ot aunl v dndepondiente de como ef cambio se ha

Hevado a  cabo  dependiondo anicamente e los estados indcial vy
final Fata as,

'
u-u - de 2D

Si el estoado inicial queda especificado por Yo ¥ el

final  por PV Bl teabajo  realizade  para Hlevar a cabo el
cambio adiabaticamente sera W 51 adewmAas mantenemos fijo ol estado
inteial, ¥ siole dependoen del estade fined,  recuspdese quoe solo

nos interesa medit inceementaoe:, por o que
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donde F em funcian de los pardmetron que determinon o) estado dol
mintomn v UL en ou valor on el oentads dniclal, U, osi definida, »s

Hamads I "ENERGIA TERNAY del zistema,

Si dos o mam subszisteman estan alsladeos unoz de obtros
:§r:i:’:')-{§t.{ﬂ:’anlﬁlk\’_,e'»' H .

ek eabseenta oom dgund o Ia sums de lam

enpreias de lon ten, U= L‘j U (Pediebrdene  gque oe
2
toma a division mas siapied.
ROTA 1. En gensral, cusmdo dom ihointemasr  son Hevados a

hacer contacto Loéemico habrd  una mmrg;h- extra que Sord
proporcional Al aren de superticie comiin de lom subsistemas, asi
para grandes  voltunones, las  deavinciones de ja lev  aditiva FON
despreciadas, ‘

Afrora, i el orcogeso no en adiabatico, Ia relacion (33 ya no
Repa verdadoera, v oSo dice que una cantidad de calor Q@ ha =ide
suministeada al sistema, de donds

Q= U~ UL) L 4 (33

Si me Lienen cambios infinitesimales

1

dQ = «2(1 had (ﬂJ/

Notese el hoacho do quo mientras o] deabajo realizado wobre ol
siatema vyl anlor supldo al sistema no son funciones de punto
e, que  dependen  de  Ia teayectorind,  su osuma,  la energia
inberpa, oo ana Tuncion punbtusd 2o sionifion gque dYW vy dOQ no son
difeprenniades eun eoaalaresn, Solamente =0 suma es
una diferenciat exnota Giempre v oouando o shztomn sea adiabatico
y ot proceso cuasi-ostatico  peversible O Irroeversible, BEuto  Liene
que ver  aon ol gnw‘n-:.:ipin slev Oneathoedory  comoe me verid Fn
toerminos Nicicos se puedes abribuie ciertns ensrepia interna a2 un
emtado tormodinamice pore no wo pusde hablare aceran de I cantidad

da aalor gun ©! Silecina posees epy e @RLAo,

b Fune

S el acamblo es adiabatico cuasi-estaticamento infindtesimal
a volumen con=stante., of counbio on el Leabnade vendea dado como

v = =~ p ody
donde p es fa prexion en equilibrio, ast
GG s dli o+ p ey = O [655)
y esta e una ecuscion del Lipo de Prafy,

En o} caso de un sistema dividido en dos subsistemas  por

medio do paredoes diatormia

= 43 = + it <+ + = 0 (B
[£10) in + d(t? dH’ d , P, dv‘ P, dvz

51 U = thy,b antonaes



dU = (FUSv) v + (FUAGLY L <72
FPor lo que 33 toma In forma
4 = (GU GV dy o+ CBUARD dt + podv
GUSGy v pd dv v (Glrgno b @
Cuando los =ubsistemns oestan en contacto térmico puede mer

descrito el sistems en términos de Ve v, ¥ t, por lJo qua <6 =0

escribird como:
gy = ((‘}Ua/@v‘) dvs k4 <d(;g/é?\/z"’ (!\rz + (’ﬁlii/(?‘l) dr pﬂ dw_l *+
+ (allg/guz) dv1 + (49(12/{3\'2) fivz + C(’i)llz/’{;“«w gt + p2 dvg

43 = ((;‘o‘Ui/(:}v’ + 0y d\./, A v p?') dv? + (g;ui/(m + &U?/aa)dt
<9

que sigue stondo una ecuacién de PRary,

Regoydemns que una ecuaniGon diferonsint PEaffiana en dos
variables ssempre Liens un denomtnador o factor  integrante, pero
para el casmo de Lres o anssw wvapiables eslo no en siempre oierto.
Ademds, s s enouentra un denoninador  integeante podran exdstie
s intinddest de elios Finatnentoe, @ teoremn  de Garvathdodory
axprean I oquivalencla motemation de In dnnocosdbilidod a0 Jo
fargo  de ourvas 0 con s existencia de un denominador
integrante para Q contoniendn b esencia do s sepunds loy do o
Lormodinamica (Lo demostracion npacear on ol apéncice (O,

Aplicandn el teopema de Gapatheodory o un stegun compuesto

= fondpn quge

354 I AIQ" + dQ,, [&1tD]

puede axpresarae on la fommn
[0 S (VR RIS s VAU ) (S 3R]
PO 12
siendo 1 el factor de intagrocion, do una diferencial  exacta, vi

e} volumen del subsistemn o, u? el volomen del subsiatema 2 y t Ia

temperatura en equilibrio téermico.
Para cada subsistema

Q. = roev b dorty LL COR i39,2 (12,13
18 | 1 1 1 t 1

Juandn lox substistemasm son Hevados A haoer contacto térmico,
9,1 = (.2 = b, A=t de (10> v (11D
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40 = T v 0 do’wﬂ,vg,t) =T AV L dmv‘,l) + TRW?,uﬁawzm
onl.onces
T der =21 de 4 1 dor €14
£ ] 2 2
Fhose mmeoge Y Ty Y t vomo Iow variables independientes, en

lugar de v, v, ¥ t, mo puede conatderar T y ¢ como funciones de

o @ ¥ t. De (14X

do = gosda do, + gosgo, do, 4 Jos du
= T/T do + T /71 do
[ 1 2 2
entonces
‘-_}U/dﬁl = T‘/T y 3{:/3:7? = T?./T N {?O'/al =0 15>

por lo que

[a SN« 1 N« 16>
E-2

¥y en conmecuencia, laz variablen dopendientes on la equacion (14)
debon ser tambien independientes de L, esto es

T dor = v do v T dov = do = v /7 do T /1 de
s 1 H o 1 1 2 2

gos ¢x o= ('1"/1) (?(7’/6! + 57(1‘1/1')/&'\ dcz’ +

T ST B I3 4 BCr e do
? - 2

= 0

y como 7, ¥ o, son variables independientes

&(T‘/'?‘)/[’}l w GLT A = O <17

o

i

. 2
,;9(73/’7)/&}! = Ir (}Tx/&“ -~ Ti arr/énlsr (V]

&3t T @rﬁ/&x -, A B A PR i, (‘?'r’/dl = /T Frrn

=N Stllog *z‘i)/()r. = gllopg Tt

Analogamente para 6(1'2/-1‘)/5}1 = 0 con lo que =e Hega a

an




GlLog 'r?)/g;?‘&_ = Lo 1XH5

aent.onces
sLog 'ri,)&‘:. = Gllog v oG o Glhog TX S = co (B8

donde cwr ez una funclon  unlveraal de o temparatura  empirica,
PUEsLO gue en lo Onico en comun ontro ios subsistemas,

Integrando 303 me obliens

fog vt = crty <t 4+ Log }T(crri,crn) QD
2

NOTA 2.
(aengtante reosecto a 12

fLog T, = j' sy dr

donde Ja constonies tiens ia formn

15

Lon B oo con i=
i L

Fatas nos dan las ecuaciones <193 y (20D,

T % F.oo f“,xp[ i o (jl] 22
L 4
23>

= Zary QUK
1 1

donde 8 eg ia temperaturs ateoluta y esta definida como
1 24

]
s

NN 4 ?-?:;p.{j oy
¥ K es una constante aprbitraria,

Pos Zwr e Expr { oty (ix‘ = o o 8K 23>
2 [ } 1772

De 11> y <2ZHM
dQ - ‘rws,a.z,u dmv!,vz,u v T = Z(oﬂ,azx asK

3]
D
i

enton
(263

dQ = 1 dey = ¥ 8K o
Se define la “ENTROPIAY de lox subsistemas como

C27>

L Vd 04 f e «!cr& + cte, ing,2
1 L 1

an




Not.eua  que  In onbeopin de ooadn subsistemn e unm funclon
unicament.e tier 1 variahlos gL io caracterizan, y es
indepandionte  da  la temperstura, Ademas,  aparece unn constante
arbftraria. La  entropla permonece constante en un proces
adiabition

Lo domostracion de ls aditividad de o entropin apavece on ol
apandice (.

Parn un proceso auasi-estiatico
dQ = g ds
= 1/8 dQ = dS 28
esto ex
dQ = 7 do = € dS
donde

d< = SioK der ¥ S = 17K f Seon do 4+ ofe

La expre=itn (78 ha =ide comparada con (s (1D, Mlenbras 10y
o  daponden do todas  laz variables  {isiaones (vi,v?,tﬁ, hay  una

separacion  de  la dependencia funcional en OB @ es una Funaion
unfcoment.e oo tempopaturs ompirfca Ian oual es undforgie oo un
sistoma aislado, mienterns qus B es Tuncion e o v o Ias cuales

ron constant.os cambine adlabaticos, 2oax ana funcion

untversad ds Loy S oes funcion anicamente oo oo
Vs
Afsi e weneralizarsg foise vorniilbagdos 7 Procesos
no-gatdtigos. e Loy conmidersdn gue 2 wistoms Levmodindamion  esta
canactorizndn BOE 0 lesm veutlabies: Ve oV Yt s Lenria de
o

Caprathdodory en insensible a o aeleccion awxplicita de ias
variables  independionton, e pusde  Ipusalments escoger v, v, ¥ =
Conmiderando Ia teansicion entre loxn estados (\-',,\'?;S) y C!filzh
on dos pnaman o prinero gonsdste del cambio

Vj)"? A )!,7

el cual es NHevado 2 oabo  cussd-estaticsmente  eon un prooeso

adiabatico con  Szote, Rl =iguiente pazo o mantener vy v

conmtantes y llevar a aabo un proceso adiabatico Q=00 el cual es
no~estatico Q) = 0 d3), que cambia S o S8 S la eantropla se
increment.s on  clorto:sn miontras  doorece  on otros, puade
slempro :’ii}("()iril‘\(' e g estado  vecino a un estado  inlcial
dado  pucda  =er alcan/m!o mediante  un  procesio  adiabatico. Egto
contradice o! principio de aratheodory. Esto no quiere decir que

el principin no <itve, aolo que no ex aplicable,
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Gomo  una  consecuonaia, s entropis debe mer una  funcidn
mendtona  la ocual debe sar slompre orectentoe €@ doorseciente, Para
encontrarin ze apela a un experimenio de gas ideal (JouloKelvind
o tom mqur se conualuye que  Inn entyopia nunca  pieade deaeecer
durante un  proceso adiabdtico  noeeatédtico,. Eate  hocho puade
exprazarse onp obtra foprmn cons kmrmndn transicionns  ciclicas ontre

fdnm eotadoe, (o eonnicidn fabalddmnenue  (pero no

L
PP ORE) ] P

Suadiiater e

o
SSEI

+ V.—‘A.L 4
naeonnrinmento oobtablicosonlsd,

:. . K
qure pres invarss egd

ocurre cuasi~estiticamente, Inuwvnwin 28D sobro s3 | cicle
completo so tlene

-2 4
& dOra = j Qs jr s ¥ge) Q20
1 2

[ dds8 = 0 deblde a que el proceso es adlabatico.
3

dQr e = S‘s - S? < 0 puesto que la enlropia debe incrementarse o
2 :

al menos permanece consitante,
Entonces

$ deso = 5, -8, 50 30

que ex Ia forma en 1 que Glausius onunaia la segunda ley,

=i i combinan fam primnra Yy sepunda loeyos de ja
termodind :mra, me obtdenen pesndtados intercooanten,  como por
ejempin, =i ja transicion 241 ocurre cuagi-estaticamente se
tonders
e . 4 2
§ dore = g dQre J dO8 o J dose =8 - S <3
DY 2 3

pussto (e
4; /8 = 0
Suponiendo guo o) proceso es isolérmico

J\C!QSSE?(S - 52
. 2 1

e introduciendo

=a tienm
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. we

Taweu -t - g0 =y - S -3
L fe)' tz I, Ji dQ > Uz U’ + @ (““z 5’)

i

«

W 408> W +eS)

1

.__F ~

2 "y €32

donde F = U~ 38 es Ia energia fibro de Helmholtz,

De U2 mo concluye que en un proceso isotéprmico on el aqual
o se realiza teabajo mobre el =is Lmn"’, ta onergia Hbre de
fielinholt.x nunca pusds incromentarse.

A=l pues, para un sistema aislado adiabaticamonte In entropia

nunes niede dacrocap:

8> 5, el proceso ez no-estatico.
o
Sz 5, o) procaso es entatico.
[al

Foto nnm Yaewvn » Iss sipasior : proguntur 0 Pusido baoelse
una extension dei teorema de Qarathéodory a rmistemas ablertos yoo
caerradon, ¥ A procesos no adiabaticos Ty Fn gque condicienes I
poascion dD = dU = dv o exacta?™ Ly ¥V o=l dQ no es exacta gud
pasaria ¥ '

FTeooreme clex Carathéodory -Relacionn ta existonaia del
denominadeor integeanta,  acon ol cunl Inoe 3 HE et R
intosrable, con fa exisbtencia de puntos  Inances A un  punto;
dicho feorema estableco Uormalmonte qued

g

oo la veaindad de un punto arblteasio 3 oxisten puntos 4
o= cuales son inaccesibies a G a 1o lavge de curvas solucion de
-

2o

fa eouscion e PUalT oy wdlo sl b eauseion as inbegrablet,
Lo demosteacion parn Leer: varinbles aparece on of apéndice G

Principio e Coaratiieodory-<(Para procesos pevepsiblos)

nhe arrta 4 Lodo esblade de eginibibrio de un
sigfemn Lopmodinamice existen  iafinidad de estodos fos .u(sxr s no

pueden alcanzar dicho estado modinnte aiptn proceso adinbatico

“Arbitrnor
CPara procosos iepovoersibles)
"Para toda  superficie isentreopicn S, existen  superficies

veainam %7 lam auales  s=on  {naccesiibles  por  prooesom adiabaticos
frraveraibles (ver {igura 12,
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Supaerfiues Tsenbredpicas

e
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N

N ¢

)
S 1 cu.ca:-l“z/ y 5“ \'\,,gq,g{iug, Jg;ég 5,

Tav®  procesos adiabakicos espontinges,
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CAPITULO 3

De Ia evyperiencina fenomoenoiéiica
postaladns:

originan  jox siguientes

1> (Feoaema da aanetd~ Para todo sistems termodindanico, la
temperatura absoluta es un denominador integrante  para Ia
difersnainl de calor reverazible, Esto implica In onistencia do una
nueva Suncitn de ostador 0 entropia.

23 ey dnl dncremente dv o endrapiads f.m antropin s
tnorements mondtonamente en Lodo procesny adiebitico frreveraible,

Garathoodory, basado on ] teoremn do (ar y o la ley de
incremento e entiopin, rofopmula teromodinamicns alasica
tdentiticands  ta primera ley como ima forma diterenocinl Praffiana
Chenpama e Oorathaodnry) Hegando a o segunds ey, enunclinndo sy

contenido e una maners diterente en el principio gque Heva  su

Feovinbrgres,

Do e eopuestae en dom capituatos anterioresn =me extrae I
miputiente {ndoarmacionm

3 R dg renresenta un elemento de calor typansferible en un
PIOOesn i yoom o anociamosn  una  ecuacion  diferencial

Pirartiana, fse,

ey = O {12
fas  =oluriones de esta pueden  reprementarae popr curvas on e
eapacio-yyr Gada wna de tales copvas solucion correspoinden A

[ AALMER ST

abhatieaow povepaibiios,

B

SOl LGE e LD pusdden mer cnnutpmdas  integrando
panta A puando Ly o sctaeion diterenciat B ool oomo generad oxiztird
al menos gana sotunion  entre  aualesquiera dos puntos en el
eanacin-yys,

1y B hecho deogoe day = 7 3R o

AR (2>

fe, o ‘motor de integracion se ha ldentificado como la
temparatura  absofuta ded sistemas o gue la relacion (2) se  cumpla
e, qua  of  coaphbio de  oalor dividido  por el fantor de
integracicon wea precisamente ol cambio de la entropiad, eos  vallda
ara_ _cuatquior tipo  de  sistemn pero el NrOCaSo debe 261

¥Frlo 153 cunlguter tipes o sratoma ttane L autilena, v N aque
para e tn formn diferonciat Bfaffiana 1oy [E1als) aeuneitn
difarer-ual o i aff ok ocotar rguatada a core, Vv on
LerpmeAdtniimaon [ T i el ate crarads al aratoing @ adiabdticn, nor
e e fara »rtey eparonte praradoga, [ st teme felad trata como
compriesio Yy i ancterra (2] HnNa Aasdinbitvea por ajemplo! si. o)

matema v corrade o abtoarte o e coman e alradodorsoa
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cimsi-estatico reversible dado que es NEGESARID tensr definida una
traysatoria para Hegap a dicha relacion. Bl que ssa valideo para
cuatquier =intems pusds sep confuso, pero onto se aalars teonfendo
en cuents ol tipo Jdo procezo poara el aual soe qumple,

Para o] cano do upn prooesoe  ounsi~estitico-irreversible  para
pordar hagerse Ja idenlificscidn a0 noocoosio GUo el sisiems nNea
adiabatico, Agul s pide oo In frovostorin no sea o«

Euto nos lHeva o conalule quo el teorema do Garathdodory sdélo
tiene =zentido para alstomesn adiabilicoz ¢ ol procesp deobe ser
cuani~est.htico (raversible & iprevormible),

e Parn un | =sistemn tormodingmico especificade por  fam
vardables vy, arda estado . pubtusmente accesmible por adgon

proceso  addiabatico cunsi-estalico reversible a otro sstado, define
una superticle fzentropden, fo, Sy = ofol

Fsto corresponds a una superficle solualdén para la ecuncion
diferencial PUafiinna zociads A un proceso adiabitico revorsibile
en ot =ismtomn, o, aousndn » integra o forma diferencial  de
Prary

1A

N,
Z ¥,
1 t
L1
donde w - dg v x = variableos termodinamicas y dg=0 para un
v

sintoma  adiabatico fas gurves solucion  obtenidas  estan  definidas
anicamente sobre una wu 1 interpreta como la funcidn
ent.yronin Strarieblon tormadinfnioamaa ey

Fatag superficios ne = intorsectan dado gquo In entropla a2
una Funcion undvaluada para aadn punto.

Apapte, onta Papilia swonoparaméteica do o izsentrdpicas  deben
ser mnnaton anaciant oo o 0 RIS DAY un o, ¥ Do 1e pued
pastai de un estbado

ermae A RNz s eteo muae coptonomes o
4

.‘%‘;(71. Esto viene de  In continuidad en Ia detfinicion de Ia forma

Piraffimadvers figura 1y,

iy Para L proces adiabatico iryoeversible debe
pecesariaimente ser ceprezentado por una Lrayectoria entre estados
que  pertenercan a dos superticies  fsentrépicas  diferentes. Estos
estados son  accesibles por  proceses  adiabsticos  cuazi-estaticos
irreversibles,

Pere hay que recordar que Ia termodinamica se distingue de
lanm domas ramas de la fisica por sor unidireccional (segunda ley),
nr:i que se podera pasar de un estado M a un estado D, pero no de un

atado 7 A uno N ver figura 12,

] n
) Noteso que en ARAH: [ dS = j dq/T
A A
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&= G.‘
. 4 .
o Procese cwasimastibicn irveversible
b
o wa sigdeoma  adtabiItiom,

2. Procese eiasi- erbibec veoversible an
un sisbowa adiabikice,

FESW'& l .

ae dpme g

Ty Y

ATY 5 B(hT) 5 € (AT

)

Théchisr;a Q:ra~g
Trayectoria @: A= 8 + - &

Fiﬁv(a :2_ .

-



AS, o8 S, N =din depearvls de los estadon dniclal vy final, le,

2 independionte de la teayentoria de aht el hecho de pedir que Ina
traysctoria =oa no acerrada on 9! anao de procesos adiabaticos
oasi~eatAticon irreveraiblos, ¥ sunguo iy = 0, A:%‘An:ﬂ 0.

[ el ciclo Fonsn connede cabeeaa

ado
originad  Cpara e ousd

¢ R0 poslepins amegurar gquo onte

s N -
el rergrivessiar oAy ey

estado final pertonozes a Ia omisma igsentrdpica orviginal, lo cual
contyradice al sogunde pontulado de Ja termodinamica,

£ Auvnqua Ia teordin de PIafY nunea hace  distincion en el
signo del Tactor de integracion, azi que al aplichy dicha teoria a
a termodinémics, muchos opinon que agqul In Leorin de Garatheéodory
o8 mhs enc dasido ded punto de vista gue se puede aplicar a
sistomas on los ounies AN 4 0, auvngue doesde mi opunto de wvistoa hay
aque tener mas augldado en affemardo,  pucr oz bastonbe difftell
piantear o probliams do tal Forma que 1o ecuscion oue 10 describa
sen unn Piarfions, voa mi e pareceris aast dmposible asogurar que
s pudiera para bodo sistomn con y aaracteristicn (AR < ﬂ.‘.

2

[

WG diferenciad
= ennomntrar el

A centinnaninng =
Praifisnna en bLorgpodinamica Cver  too ditial
fact.or de inloreaoidns

o depd oun e jfemplo de

Tons{clores un oy conticons un gas wdea? cuya ecuneion

clen pefeoreles o Py L Seerny bniee condiciones iniciolew Vjﬁf’,Tj 3

las  finalos ‘J(),}’),'Z'.’ Calewday of comhio on volanen vy el irabajo
hoachio 3l ir del ostado inteial ol final, a infegracion 2o filgee on
cereder cowo o in Jargo de doss travectoriass dijerentieor oo fiomra
o 3tr

Vo= RBTSP, daes, ¥ o VKPLT

A VP P e (VT ar
2
dy = =RT/P7 dP o+ P T

Tomandr Ja  trayercloria 1 Sabemos  gque  la ecuacion  de una

recta viene dada por

¥y *m(ﬂ-&'l)

asf que

o= 4T =T 3P -9 )
k4 i 2 4
e = P ~T Y20 ~P 3 (P~P )
= T 1‘1 (12 ']’ /(‘21‘ P 4
= ATZAP {P=P ; b

T = ATZAP (P'P’) + 'l“



4T = ATZAP dP

= dv = - P [AT/AP {P'"Pé) <+ '1"]rﬁ’ + RSP ATSAP (P
= R/P{" I7P ATZ7AP P & 4/P AT/AP P‘ - 1P T! +

+ AT/AP |apP
rd

5’
AV =YY R{ 2 qop {m‘mp P, AP - T, i/P]dP
. pz
. . §’?
= R[AT/AP P~ 'r’” ' 4P ap
P
3

1

. :
R[A'?/AP P o~ } {1/53 - 1/?}
4 4 4 2
R[AT po- o Ai“)f? P
EY 4 1 2

2

AW = RITP - 79 lopp
4 29 1 i 2

Para ia trayectoria 2:

Pe Asf, T x T, s AT = Q. De BaQ, P s P,
Fntonoess
dy = -~ R/PT T AP+ RO AT
av = RY oo+ mep 1T
i » pd T
i 1
= BT l!/P - 1/:‘] + RV g’X’ - 1)
1 X 4 1 4 L g .‘.',

AV = R [‘i‘ Poo-ap j/;—* P
2 2 1 LI I

St ahora ubtilzasnon In condicion do enactitad:
Sean Merm = - }'-E’i‘/}‘2 y Mo = ReP

GMragr = - F:,/P“q ; ONSgy = - RoP - es eyacta

AV = ~RTAP dpP + BoP dT = R dUP/PY = dCRTZPD

s Vo= RTAP

y recuperamos  la ecuyacion  de estado. Notese  que  se

E1y

it
=

P

Bl cambio de volumen es igual para estias dos trayectorias.

necesita



conneer 1A aouacion do esbade  del adotoma pars abilis

Lt

7 im teoria

e Praff. 23 =8 buseonta obbonorls, soba om0 Lapea de o meafindan

eatadistica
i1 trabajfo mecAnico hecho por el gas on expansion e
4w o= P gy

el pecibiente,  siompre v Glidando

blements on of mentido termodinamico.

independtente  da In formn
expansion se pealice rover

dv - P[Q/P A~ RTAP dF'J

= R OoA7T - QTP dp

Integrando sobroe a Leayeoctovia b

d¥W = f\‘{(ﬁ‘ S e o4 {-‘f,"':‘xf' iP - f’] + T ](‘55’}
{ ' 3

ks E:{!\.'[‘«"7'i) e TSI W o) "/\,gu_r,“;»ip - P,} - Tl}dp}

- F: {!/p ,.‘r;v-),‘ﬂ’s\ ;) S 1‘/5\ r{v }‘gp
1
s
AV = F:(A'!‘/AP P+ ~1"” T apop

. v
s R{AToAF P T ] bl
1 1} ’5"

AN = s::[A'r/—,w P j Incp <P 3
k] } 1 ¥4 L]

Para la trayestoria 2
De AR, v = —R P Pt e R, s kAP AT Entonces
Mo p (— R BT 2 -J'l‘]
- R(—- ’!“/}’ oap o+ (H’]
op «F

AW - R {» 4 ’ ap o a 5 :'d'l'}
!A » dop E
] 4

- l'.’[" T fned A+ ‘.T -7 }}
+ ? 1 2 1

e



Como =0 obuenen,  fan
oy apie Ao W e inexacta,

Heilizandoe Ia teoria de

Existe to tal que
AW/ = der

= ~RTAPT =

& Forgrgr = GURTPOGr

s

tritegpr
P{}}‘f)

Prarn

dy =

i e

it won diferentes, esto quiere
o Integpable 7

(534

P/ dP v R OdT 1

= Lorge dp & gosgr dr

il

E I
VS rde il v oy

st = FGordr

GRS DA

[— PTR + RYPST /.g-}r} (}"r} = ~§‘H¢>r/(‘;x=] kS o

{; - tacsan)

¢ o P oo ey

P g

T SdT

[T AT+ I N

Soa rs=re, antonaes

T 2 P Hregr o 1 drsdr

AT o0

) 1o dreody
usgo
dlnt = 7T dT « T
S hnr s bpt o+ ocle
=S T o AT
=i A

10N
oW, o LIKRTZP)
CrRo
rig
P dr e = E T o Cremards 1a eo
tgeedd
y

nutants  de  integracioOn

seapys . RTASP (853
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p

o)

ot SEER

Vaa 5+ . o B9 T op
b 2

= T =P ot dr sde T v dqr e
2 1 i 2

ot
[}

P/T’ dr’/dp + T/T" dra/d'r

[N
I

£ d(l,nr.)/dp + d(l.nrylf’d':‘
= P d(!,rn's Vde = g y T d(inrq)/d‘r 6 Lol Qe g+ b =g

=5 d(l.nr‘)./di’ 0P d(l,n?i) FE ddesp o HinP> s 1t = pT

tomando | contante (e integracion igual & 15

&
Analagamente T, s T
& b .
=N e,y o p T, con LR 4y
MMMM—.
Oy
. Rz
TRy s Bea CTepy

Yeamos i EH TN do satag funniones stemas ge puede
identirican CAMO anteapig, R ) T T Wi Taracteriation ol
EOT houmarayn EV0r Gl Formioninanic.

Birtya PO liceg) Poetivgr e AR T TTITIEREN

R N T [
Prapm o2y
robprepy bnekaTaps PRy N GLIMPY 1y
Papa gy
* v " 2y fa .
POREAR S moteap L ppep SO CUMPLES

Pang (4,

P T R o - u ‘¥ . 3]
YR ety o, VTSP Ry e RO GEMPLE Y

Pap (o T Bingima e s fomeiso e ohtanidas puede  wan
Hoent it icads rnpn COLPOns Rarg an fEperaba dato g

(AR 2 S ETE P 317 ,/‘!' SON v g ST AN ho e A dif srenngag
Yy Ve

e entropya),
Bl s we teats 1 de tpaba jo Medpative, e g

l’\'l') .1 AN

1)




Be  cmto se concluye e fa Leorta de Gaeathéodory  soponn
desde un principio Ia existencina de Nooe, gque condleva oa Ia
interpeatacian de 2T v ne pusde  dinponbarso esta velacion, por o
que a mt tormn de ver, Useatheodory define la funclon de entropia
y no la daduce; o gue =3, o] Interpreta baosndose en esmto, al
donaminador  integrante, como {a temperatarn abzoluta del sisntema,
aque fue 2u cran anortacion,

COMPARACION EMTRE LAS TEOIAS TERMODIMAMICAS DE CARATHECOGORY
vy Giens.

Caratheodory:

1) De caracter axiomaftico.

2 La termodinamica en sqoabibrio osta relaocionada con la
dejfinicion vy prieha ode tg existencia de la entropia v temperatura
b sresinder,

3 La fteorya de Caratheodnry e ang Jormuloacion matematica de

{ox pemmitarlos empiricos de Clausoes $1835a) w Eeloin (Thomson
IFTL

43 e reemaolacar argmeentor; tormodinamicos: baados on
cictos de Cornod por g geomolrwg o fereicial rafando con formas
di ferencinies Pinfiiomas. Fn otras palabyras,  eofa feoria nos
perntte nbieper todos das concecusncias nrtemnaticas de o segmmcdo
levy ol o termodiinamicag otin recureir o algoan medelo fisico
norticutar

ovss doen-crss ol corfa toorin o g dofinicion v ogweba

e fr e isctopeia oo la opdropia solumenie o forminess de vapiables

mecanicos, fofesr comne preccion v volimen,

@) CFatrnctira Geomstracag ool Fapocio cobhre ol cual traba ja
Coaratheodaryy  Fl o espacio e ovitemnde 0 todas tas orpriabios
cndSesntesss ey ston percosareiagss pog descoprilyae el sistema

fermodinmaioo. L Wntee oriteraa oy o s dor o b espaeto
termodinaneo e gue eifags edeg ey jfistieas nedibless Por o
tanto, on ba teoptig dde Copathoodory no oo futee popecipiceaciton del
asnaeio;  en pariioydor, o e hice disehineion @eomedpricd endrs
varicabhles fermoacinzenicas sy o afensTioas

[$31¢1s XK

12 Lo termodinamica en  eguilibrio  esta relacioneda con la
metadnlogia por la cuwad tac propiedaodes de equilibirio de sistemos
termodinsuninos pueden <o cargeterisaoas,

2Y Pe caracter fepnomenologico,

3 FEnjfoca s adenc idm SR T A R Y N R R T fox conceptos
fundctamentales de enteopia o temperoiora abecaluta con poscinlados,

3 Una des tase venta e de Ta feopra de Gibbse sobtire la de

Cenrathisorton sy s e aila prrovee W crilerio parag s validlox. Uno

0




.t

=8

S, (] ter oy a vl Caratheadory, Gue tandass las
transformraciones son no-singubares, alentras on la de Gibbas tas
=ipngniarfdades de clortas trans formaciones se muestran gue estan
rotacionadas v gue cofaciden con tos (bpites de estabilidud del
ststeme, por ogemplo, puntos criticons,

Y Sin emboreo upo desventa ja de osia feoiia 00 que corece de
axiomualizacion, comparado con fa e Sarathoodory,

G

¢y (Fatructura Geonedrica ool Fepacio seobre ol cual drabagja
Gibbe), Reguicre de un espacio pariicular (en coptraste con la de
Carathtodory), ol espacio de (n{hf, el cunl ey extendido a todas
fas variables indepondientes. shungue en la presentacion original
(Qiblus, rpond, la copsiruccion ded papacio de (hbs fue ad oo,
esta condujin o la representacion de  potenciales  termodinfnicos
como  formas cuadeaticos lax cualess forman las supor ficies
primitivas on ol eofn cde Gibte

r fithbe do s teoria

vr Bl lopmro e ta geomeirisaoiog o
termorinamica e realiroarloa aim cnando los elementos geomotricos
v oepfoeonaliclad oon doFeionias,

DAGICos e st

8y fa formatacion inagiemisdica fus debida o Ploesohfe (ioez),
quien mogire gao oo comietpdenedon dnd aspacio de 3{Bhs on nna
geomotrizacion o foroneiol gfin, Nin emboogo wna medrica e puode

e efinicdo. e pomibio dedinde ung proyvecoion poralela que
3

ordinaric o cnroadma elemasr peoprescenrtandn o o enfropia como

reempiagsoag a o poroyercion opfosonal e ba teoriag Rispapniana
unier Forme cuaddesdieag, e poecibile abtencer olgo sdmdfar 1 unag
ool odo (Vb ow mifddon Moolignenes” poro e

T f Gorenrexentfado por el detferminomie de

matrioa, s, on ol
"ltongiducios’ L ove
e gnofy-de gue ot govicderdda copy do fewtmey cucpdradioa, cn contiassto

2
P

con o seanetiria Foclicdeana, ol poralesltisme coomplosza o la
m‘tn;’mmhrm! wovolimenes v oao lonpgitudss won meclibieos en el
espircio e Gibbe:, Hno s asparcios di farentes pueden e

genepocos tos cndles dncluyeo fonto vepiables evispoivas como
IRTORST vy oG nedio da o formercionos e Legonodre, -*ne»‘mpm;?nmi(z
variobles potansivos pens U pariobles Intensieass ©on il

evpresion fundansntal perag petenciaies fermodinamicos,

R ]




CAPITULOC 4

Po los capttudes: nasadom so puede aflrmar o sigutente;

13 Ho s=se tiene una extension del teorema e Qarnthcodory, n
termodinamian, fuora del contexto de Jo 9o expuesto, ifo., s6lo as
aplicable a  sistomas adiabaticos  con  procescs cussi-ostaticos
{reversiblos 6 irroversiblea),

2y Lo que =1 on plausible e aplicar fa teoria de Praff a
otras ramas do la fisics, por edemple o osmecinlea de Fluldos donde
aparecen integrates de linon

2y En general hay diferonela en lo que vespecta a un sistema

&

conservativo en matematicoas v oa o que =e intorpreta en fisica

Fato  pueds mor dlusteado wbilizands o expuesto en ol
<o parte de un canpo veotorial ), v =i

At ienas

Lrabaie: B oant
cumple con quss =\ 7 sntonces oo dices aus es conservabtivo, o to que
ex o omistmo N easto Llene que wver con ia soncicldin de
exactitud,

i ool amsmo de gue  inteprenios ol campo vectorial sobre una
trayeatoria obegrat de {inend  cusndo e pavametreizn,  osta @olo

dapende  de 1o puntos exteemos y o de todos dos pundoes de s

trayaat.orin,
!

tanvors bEreiniea i panbioner Jde o panhieoria oe g eaonliocmoss ol

0}‘%“3“1'&:}‘ integral sobee gieprta Lraysclovis, qus refie i o) procoso

meadiante ol aunl se pamn del entado A sd By ose abtionen ouikves
sohwion . que pertenecan n gna Familia mono-parametrica . de

ferys PR M

superiicien Ahorn blen, @e ho partide de in prine
Hevs consigo ol principio de consovenaion de da

(TSN S ATITET S SIAY HE R AR T S R STRE ¥

RS RTES AL I (e £y
(iwn(.x'n e

B

L4
vl Fvenbos o satsidero

up simtemn fisdoo, Y como vimmes, ba teapria teesestindam. rompoee
in 130 eytnbomngia e Pt exvepcinannaies, sriny wmh;n-;»:r\ AT
F=p,Q,R vooestbo o po s an o coampo sechopial termodinamico, e

:-’:hnp%«mxmn-v tiy aveogin conwvenionte  de Ia eonmcion diterencial o de
Prary.

Por o Lanto, no siempee 2o pueds inteppretar on vectos
comO Ul capn vectorial o en el espacio tisico, ¥ ins =ingularidades
s tepdeian en estae ojemplo onando T=20, ie, T0, Ia coal onn es
pninguna tuent.e o sumidero de energia

ROTA 1.~ Reousyde que eopservacion  de ensegia en fesion

involuors uns sequnda derivads (sepunda ley de Newton

4y §,a teorin termodipamica de Garatheodory e may bella por
=y simpHeldad ¢ elegancia, o peoblonn os aue papa aplicaria po
stempre  se  pusde Hegzar  a plantear by ecuacion en la Yorma

requerida con variables medible:s,



APENDICE A

Sea w = Pouwdi v Qogwidy, encontrar dw.

dw = diPde + Qdyl
= HPdyl + diddy]
= diP A il + O dy)
2 P o ded o+ CDUP o dCOT + BdD . dy] + DO A dCdyd)
= P . dud P dG oA dyd

t
= {{?P/ﬁx e v SBPSy d«;j PR T {.{;‘Q/’,{?x dy + 078y dy] ~ Uy
E '[ BPSE dy t“.::} b3 g@f’f’fi‘j tdy fix} + {.—:}Qz‘&( [s I, dy} +
- 3
* ‘dﬁ/&y sty el dv ]

o o= @PSy dedy b GRS dudy

7]
hA

w0 entoncos dusl, por o que
O a S00 dudy = PGy dudy
B G = GOy
que  es ba oondiclen de oxactitud,  por  in que  una  ecuacion
diferencinl Pratfiana en dos variables  sjempre admite  factor de

Int.egracion.

31 mtorn tomamox: e v PoguesMin v ey, iy v oy oda

encontramios dies
i = diPdy 2 Oy o Reded

= Pl O ARG

1

P el b A A dyl 4 dIR G )

= Ldp o dv - [v ~ (mm}] + [dQ ~ oy [Q ~ dﬂfdy)]] +

o

- .
+ldR A de + =1 {w ~ d(‘dnn

S RdP A ) P A dyd b AR i)

= 1AP/8x du & gPrdy dy + gPrae d"] ~ U



+ [é‘()/(‘?*f che v SOy dy v GOS0 d'f} ~ gy ¥

-

+ PR v Y GRSy Ay v R e 45‘/} R

L

= [(ﬁﬂ‘/ﬁw [V 1143 + [f’}?“.r’ﬁv gy o el ‘&P/(}." [$ T d:{)] A
4 4

“y

* {[m/ﬁw N R COE R {aeras a: o ‘*“)J *
+ [{("?R/{')ﬁ( dx ri:'} “* [(‘if? Sy dy d-.',} + (&R/(’-}z d2 d:!]}

= [‘ aPr @y dudy + GPs g d‘—'d'<] + [d"l‘/t?x dsddy ~ GOLG (”‘Y"l’&] +
+ [’“ SR dude v GRS ‘1‘/(("}

= {?Q,/&M - .{;‘;".-’(_'f;'}(!‘fdy + [(js:f'./(?: - gﬁ?f?/(}w}ti':({)( +

* {é.’*!i‘/ Sy TGN ¢‘?‘)":"9"

S oen poapticular wstd entopmes dee)

=y U= {5}(?/(}\{ - c“?P./,;’?‘.'de(‘\,' 4 t[;ﬂ’/(‘;" - (i‘f':f"r:‘}<}(ir'd~! +
C

+ {‘.ree:./'szy - o vt
I

fa cual en general no ea avacta, Lo condicion  de integeabilidad e
obtdene  multipiioando Lo izualbisd sntercioe por Fede v abilizando

fna ppopiedades: da) producto ouiia se Hegao o
(] [ SR
qer e la eondicion de integrabilidad gque se obtiene en el

rapitadn

16 dpr o0 = (}34(15‘,\{ {49}%‘./(-}1; - (}(}/i‘f']d\' dr + idf"f‘?! - ﬁﬂ/(j’.‘:](.if e +

L

+ !

3,

~ ‘
RV = @R gy f d«.«]

Porp simpiaidad [ITa Rt R SRR PRV S TR T B o expresiones entra
parentenisn redondo por A, B v 4 pexpectivaments en orden.
O = P oy Ay b 0 e A de e R de A dy e
P e 0 ey A O dy L ey R e G e dy
s PA vy thede 208 dy o el b BA e L bk R PR e 0 dduede b

8 dy o e 4 RE e e et F PO bl o ik 00 by A dudy F

o



+ BG de L, by
= PA lkdydds QR dyddeds

lomo  dvwdvdard oy
diforenciales:

RO ddveduddy

Al ya no imporia

£33



APEHDICE B8

TROREMA 2~ Una condiclon aeresaria v suliciente  para  que
entre  dox funciones ey v Pogyy una pelacion FALVI=0,
vosplicitamente e e S,V D/ GO,y =t

saviet. A
o dnvoltucrsatdo a x bO o

Pemostea

frinero, la onndicién  es pecesaria Ditferenciando FOUYY  con

vespacto & o« toanemor:

GFAGU JU g v QFAQV gV 7dre = O LK)
Nifersnciando In misns axpresion con pespecto g oy
= (#3]

GFoGU Bl Gy v ARV GVagy = 0

Elminandn de (Y y 2y o gF g8

Y [{’?r‘"‘fz?” Gl ¥ GF gy de',:‘%f) = 0

L in’.‘;’?'v"ﬁ” plisgry v GFo2V L‘,’""v"t‘."f} =0

oo eatan dow glbimas ecnaciapess se obidare

SY @y E ST QU o GV g U gy = 0

opt.ore

FeLadv {é‘,’“"a‘."‘— U R N d!r"«-"('“.’-'.} =

Couno e funcion de oy Fose wigue que gF /g0 no o= cero, am)

e
U,y =R (e W)

Sesunde, 1o condicion  es suliciente, e paede eliminar oy e
Ias ecuacionss =G0 v VePoowr para ohtener I pelacion
FCH LW ety

Diferenciando eosta uitimna relaoion respecto a o«

AFEAip v gb oot glleore v RSV GV o = 0 <4
v difeprenciando vespooto o oo
SEFEAGU Uy % gF oy gVogy = 0 (iR}

Fliminando HF 0 de a4y p (D
Vs iy [dl*"a’v RS AV LIS s TR e | s 4 dV/drf] = 0

iala)



- GV [ﬁ'éf/&t! GUr7 gy v GFrgy {"’}}f;"('?y} = O

Pe estas dos olbinss ecuaciones se oblienn
GVrGy OFSE Y/ Gy GF/GU FUrgs ~ GV SESGY JUrgy = 0
iuego

S 7S GGy Y GESGY {ﬁ‘-}"s//&’y SIS G GV S G @Ii/é}a’}
@ FFAG @Yy v ULV I En,y > gF s GY
= {)

Si la condicion (30 ze satisiace =e tiens @

GaFA 3 GVrgy = 0

do ox oy v, ast que g¥/8y no es nula, de

a i Fooo depands esplicitamente de x

La funcion Vo depende
apt GF 2 Gl o cunt implic

574



S JEMPL O

2 R 2 E .
T~y - oy oy e ‘.,‘n;y) dy * 3;‘ Geow 1,
Row 10,~2%,697), 1 « ¥ 2w R = 0

4 i * s )
P o= fu"e ~ oy ey,

er: intoerable,

Fe nposefvenss poa inopeccion,

f.a ccuacison pusde escribirse en la forma sigusnte:

Wz dy + %

con X0

notese que

}?
E 2 2
C- oy de + 3y dydrn” =
entonces
3
= A I S T

2y - ‘/ﬂCl cle o+ '.%xy? dy = 0
7 de + x dod ~ ya/x2 dy + ‘3:»{5!2/}{2 dy = 0

7 e + % dr s dOxe) = Gz @n e Y ez 8y dy

de + A0 ey dy

dCx) 4 Ky oY m 0

(e una constante)

Gomprohagion,

< 3.7
oot I Al

de domde so Hega

{7

4

N

A
[TV A B AT

Fasgy = Ry NG Fordn m N

- va/.‘{y) G ;«‘,y’/_‘-: dy +

X - w O

2 .
MultinlHaando por ¥ toda 1a ecuacion

[T nd\ P A AL T \(H dr =

- cumple,

2
I

R 2.2 2 2?7 2
20 Aaye S v BEn o dy ool

7

]
'

7

i

= (),

® = !'3251772,1377. .‘:’,c?.\e?y?!, Vsl = l‘zr:?x’y - 2t 'f‘;)"\l,v L

N I N2 2
2wy ,2bh T ww - 2aT v’}



Fe neactuead wilizands of wioteds de voniadlen sepannadlen.

pe e I

I x 2
pividiendo Ia ecuncion por X y@ & 0
L7 5,02 2R
At dx o Py dy et de e 0

: N

integrando directansnie

.2 2 2
- s e By oY sk

/
Qomprobacion.

2 2 2
oy, =~ Ko s v by v oTom) = k

Foladale IR nz/xa s SoslSy B b?/y2 s Jos/dr B cz/zz

2

asi
2,2 2, 2 2,7
a s de F Ry dy T U e 0
-, munple,
7

2 R x(y?' - Ay dx * y(xz -z dy = 2y - A dr om0,

R = S‘_\;(yz - :\2),5’(‘}:}' - ta?),'ﬂ(tg - ' s W o» o= 100,00

: ipteguable.

B oo B =0 -

Pe neaelvends pea of meets doeovna ceadadle aepraaadls,
. z 7., .7 z
Muidiendn ontre (¢7 ~ AT - w7y 2 O

2 ? 7 » L2 b4
ARy Ty e b psy = A Y dy - w7 Y v =0

L7 .
T T A R Y N T S 7
£l primer Lermino es

(22 Al ~ 7%

y e} segunbdo es

12 dLney” - a
Por lo que
172 d!,I\<X2-'J.2) L W (!I,n<y?-:n‘?) o O
l,nf(:(?'—zz')(y?—nz)l =

27 22
ox’ -z Wy -5 > =

s
Gomprobacion.

"0



2 2, k4 b4
LRV B S 2 1 _l(y -~ 3 |
. . L2 2 . . N AN . . 2 2
Gordp = 2 Y =0Ty @Gosdy w2y (N Fgosde o m =27 Ay a0 )
Fria

2 2. . 2 oz, LR A,
NOY =AU v oyl e dy v aly T ATy de s G

- rumple.

GomoyzCy cbozZ) e boxwdy 4+ ) dy b ony(e b o) de = 0
R o= fyndy + =) ,uzin + 72),my¢q + )

SPudR=f2ny ~ Zxe,=2ny F Pya2xz o~ P2yl R o o P o= 0 .
-ooeg integrabls,

So resolvera por el método de ecuacienes fenegéneao.

Saean youw; wovyy dysu e v o3 g desv die v x del Sustitayendo
.,‘ialﬂ'(l} LR U IS S :eﬁwz oy dde Ty o) b afnu(l oy i v x ded

=
para v
vl B oy gl b el R v e b dud Aot 2 ae gl ox ded = 0

dw{uv(n RO R TG L B B Y iU S A UJ} + x{vu + oy g
+oulf b o d~,] = {)

<§.\{(’2¢[u?v + \sv? + uv” + &;{v(} +our oy b vty g '1*." = 0
[N | [N -

Para uvty b g+ vy s O

sy [&rﬂ 4 vy oy gt 4+ ou) dedAT20ve) o b v)} = ()

Obhgépussa qus
wit ¢ v dusdued] oy o)) = 4 v dusTuds g 9 =

=y [A/u + B g+ v)]

entopaes
AU + u + vy 4+ Buo= | v
A+ VA + BY + Av = | 4+ v
Por o que

ol



Awmil; A+BR=0 B = -1
ast
£0F 4+ o) dul/Tudl + 0 4+ vl s dusu ~ dusdd + u v )
Anaslogamonte parn
Ui &+ uw dvs vl o oF ovd = ot ou) dusvd g v
a gusv = des A u v
ent.onces
2 dhvsy ot fvkd 4t ovd du v ud R oud delsuvd 4oy 4 vd = 0
2 e/ b duoa b dusv o= Cda b ded S R u vy = 0
7 dilnfxy v dintuy 4 dhnte) - dpdt +u vy = 0
!.nf.\:z:,w/u LT R TS 2 BE= I
Wuvs sl € g 4 v om k
Gomo u=y/ /X y  vezesx

NyzAEn oyt oR) @ K

i
Comprobacion,

oLy, = XywAls b oy b o) m b
P . 2 2 EIE . L7 Ay :
Bolgze wy 7 oy 3y vy b wm); Foddy 2 Ay e b Wyt oy v 7w
Pe i e O] ('m:?",’ & ){}'?)/(.‘1’ oy o+ ';J?
ent.onres

X P 2 .7 2, . K
1748 vy & ) {(y 72 ST A B SV B S AR AN o A RS (VR U\’?ff + Ny D dz]nn

asi
yrly + o7y die o ywn o+ 2D) dy b oxylx v yd dz s 0

s cumple,

2
G ywody = omwmody - v de o= O

R es (y:z,-—x:—:,-yg.lg i @ I - 2y,y,~2z2) R o« W w R =0

.. e85 integrg

Se rexsolverd por o] metodo de ecuaciones hamsgeneas.

ot



Sean x = uy; 2 = vy; dx = v dy + vy du; de = v ody + vy de.
Sustituyendo
vzv(u dy 4+ y dud - uvy” dy - yz(v dy + y dvd = 0
con yx20
viu dy + ¢y dud - uv dy -~ (v dy + ¢y dvd = 0O
dy Cuv - uv — v> % y v du = dvd = O
- v ody oy (v ode - odv) 2 O
- dy)y v du o~ deWe s D) con v
= dinlyd + dy ~ dlntvd = B
=~ Lakyy + gy~ Lpkvd = a; ¢ una constante
1~ Ladyuyd - cte
Y - P nler Sy o oate

Enp (s Yy e = K

Comprobacion,

ey w xS ydom o k
) 2
s E = Ay, ol @y = - WY Fosdg: o~ UV
2
17y dx =~ x7y dy = L72 de = Q
2
mudtintionoda por 2y =0
? .
y7ody = omw dy -y dr s O
-~ cannpie
fitilizando olro melodo, por ejemplo ol do Fatand

Sea 7z, un parametre, pov lo que  dr=0. Ast Ia ecuacidn
original toma ia formn

zy dy = ozx dy = 0
con 7710

yods = wody = 0
con N,y0

dxsx = dysy = Q

dlngx> - dlndyd = 0
¥



Lo = Loy = oo <

Ahora mea yia una constante, por lo que dy=0. Axl Ia ecuacion
original toma la forma

Zzade = A dx = 0
con A,z70

de/a ~ dersz = O

1"

1
<

dx~/a = dLn»

2>

i
by

woa, - Lnz

Como (2 ¢ (12 =on =colucién de la misma couacién para
y=a, entonces

fndmsay = a@
e 422
A r ko Inx
% = a fk + Lpod
en (1)
oy = bntesay = Lndk + L)
ent.onees

2

R S 8 T S

Que es Ia misma soiicion que Ia obtenida utilizando el primer

matodo

2., 2 s e
G~ LAY b v che v oK gy ¢ o (xw o+ 13 de = O

s TdRaln e A 2ay 00 7 e SR Re0

—

. 2 7
=fPnyr b o N e b

o8 integrabls,

Se resolvers utilivando ol metodo de Yefand

Sea Ny, un pavrametyto,  por In que de=B Asi ja ecuacion
original toma Ia foproas

2
A oaly Ay D e = 0

aon 7t

? .
N ody o+ Axw v 1) dusz = O

63



x ody 4+ 3 odz v desw = O

Wy R am o Liwe o= o iy

Ahora s=ea 7:=a, unn constante, ast la ecuagion originad toma
ia forma

C2uya + A de + a dy = 0
con A2l
. 2
2Zuy + a) de + ¥ dy = 0

Para resoiver esta ecuacidn sean

H
=

Miwy = 2xy + a ;) Ny

SMrae = 2y oWy = 0, por o que ne aumple la condicion de
exactitud v =e  tenderA que buscar e2d factor  de  integracion
Recudrdose qite @l hecho de que no sen exacta no mplica que no @ea

inteogeablo, Adrnne en e case de dos variables slempre existe el

denominator integprante.
Gregde s Moz 2y b oa
oent.oncaes
R {(/ﬁ,\‘y LS IS N S 3 ,‘a'-ly + oan v fun
IS caldls s O (j‘,.\'?y + ay + fonl/@y - g) + fuy = N

= Pl = 8 =~ 8 = 0

2 2 2
Gorery = N = N PO N CR f ¥ dy v geo = XNy P goo

¥l
Gords w Y guds@e - Oy 4 gha = Moz 2y 4 a

Y 2,._,,'0"",, = A = gen T Ay

K
ooty = Xy +oar = kK
1Yy 2 2 oon sotuctones: de ta mismma ecuacion coantfo wza, asi
»
bt A S T Y3 TR W s ¢}
de (2
>
yo o bk = ANY

dea sapn

6t



2

2 o7 .
¥k - anisx v oxa o Lnkad = oo
k= axd + xa + Lndad = aoo
# s .
S XY P oWz e 2 (k- A 4+ ax Y+ LnCad = k 4+ LpGad

Xy 2 xEm % Lo = k7

Comprobacio:

2
ey, 2 Xy boxzok bne o= K

. . 2 . -
S PRy v 7 By = K Fosde s on & Asw

. 2
Y C2xy + 2 b + 8 dy F Aw b {E) e 2 0

2

C2uyz + 270 (e +

wN

thy + <y 4+ 13 dx = 0

-ooumple,

T w2 4 20y de » CiEx b A2y dy - 02 4 By - 230 e s O

B - 2% 4 2Oy, ~(iix b 1290m,-08T & vy - 2v70)

sl = Bis o+

Al el 2 00 - em intesvable.

Bstis wargeaion o poanfuepie de
Licnmsn dos
N Factos b

soluriopes diverapten Fsto muestes gue wof

Ne o atilirara primero el metado e
Jacrsees ed ottt

MR Ny vy Hustitoyernido

kS RATVAN NGV A TEY IS R TS TR BEETY I A FEICINE S BP I R Tav R

A TAT I

:, 7 . 2 N .
7o (120 & 20wy e et = 2ued b 2 e G20] b BOay -
2 2 . 2
flay = 12e = gy = thiye b Ju )
. 4
Mutdhiendo por o«
. ; . . ’ - ¢
ClAuz + 20uyd o~ Gl 4+ 12v0 gy ok CionT 4 1Sae - 10vTY o
L2 2
C12u + A0 o = (g + 120 de + 8020 % Dav - 2Ty gl
Bl ultimo torming es fgual n
SO v 2000~ vy

Pividiendon por o 4 293y - v

s Fornms para moatasar

3]

k)

e

0

sae spaentra
intemprncion, aste nn @s unien, syiaten ans intinibad,

G g Preara e e oo




d

2 | § AR o - 33 -, RS

v

(120 4 29y gy

Rifu % 12¢y dv S odn

C2viaiZuswvs

e -4 M O
Ay 2L~ P

120 4 209))/Cut2u3d2u~vd = AZ/Gut2v) + h/C2u~vy)

ontoncan

20 4 B =12 -

~A 4 2B= 29 j

SRR - 2R m =2 } -4 = 4 } A

1>

s A2/ ARG RV L CGE 2V ICAU )

~1
14

11

“A o+ PR - AY iz 12~7A 13}

1

Para la megunds fraceidin

1 L I ~45A = 10 T A = =2
“ A+ JB =z -y H = o~ A 8 = -7

f.a eyprexion (1) @se conviepte en

i 1 i 3 co2 (s )
et B i e R s el et e + 5
oA 2 Auo~ow } o v 2u oy

i.a parte

anpesspondiente o duoy dv

exacth, ontonoes exizte FoLal gue

N {
af = i:‘ u Py

ot e AU P A R T A B AR 701l DO S E P ]

= d,'lfw/d\f = D

+ i44 4 2 ' 7 i
EATIE ) o Lu LA A T v

i s TR S G UL VAVE B 1S P O (SRt

[ S i{» A RTE AV IR M/(Zu--v)] Ay

ERE BUTR T AVE B VA AT S IT LA LR B SRRt
EARCTR I AN
S s w0 Cozeonsttante

oo EnGaerZe) d fnkluey o [

=
= hnfe2a-enT Slud2et & o

[ 1 L S L S 1 | <17

Integrandon (1)

[T E ARV U N

Lad €20 Alarbaen] + o + B e = k
ML 7 BN
tnlz 2u-v)y Zeud2ed) = M
i)
PR WA ERCE PAENT PAVE BEERNY- Y
capat (rpge e

? ;
LR A B R VA FAVRTA

iy

fornan

}- dz = 0
”

A diferencial

TAC20m)



Gomprohacion:
. ? . .
ey, = (2% - ¢y Szl RyY 2 A

2o e n® g

AL YEY2YT e

v s fne du = T;ﬂ(:\:*?}y}?(’z:"—y)ﬂz - x;d>;—y'077:}
1.
P e AP s [r»'.(3~:+2y)('0> - (.'?,Jr-y)?i'x)’,y)]/7.2(.\:-?251)2 dy
Ko/ Fe dr o= {;ﬁ('.‘:'@?,yb':’x’f;%.‘ry)ﬂiww - (2:.'"‘,/)7;2'.»:]/7.""('.‘14-21')2 dx
Sumantiolar, imunalando o cero v reduciondo:
2GRy 2007y y e o 2Ty -2y by - (RAYIC25-y) o2 O
ZATAHE200) v~ w1 ERyody - <;%:~;2-x§,t+4}cy-‘2v?') dz = O
ZRR2YS b ~ mONINA2YY dy - 2% 4xy=297) ds = O
-.ocimpie.

Htitbzande sl soponde. anolodo Loaesgesa:

a2 4 29y> v = 8% b 12y) dy ode
» L2 7.
AR I A Y
Ty o Ry A b 20% dy - 3Gy - 30 dy - 20w ddy s o
257w - ;’.‘,'?' “
:-\‘{(4“; «}-_wg_\y) ot - Ay - R (3/} + a0 Y_W(.‘:i_ﬁ:.,:'_.._‘_gi _ {...‘..{. = 0
: o 2 ”
?,s;} vy - 2y i zx'“-*:s:.:y*).yz -

@ ’ S I S S S 0 A AL S
4 L SRRy S T A
ALl Ay Rhny- Ay 3 -
SN Yolny - 29

A b Hany=2yT) £ 20 - dLne = O

E ;
{2% vlsy-sy g

f.a expresion dque aparece denbro del parentesins alargade  debe
ser una difevennial exacta v posr fo tanto nn fmports siointegramos

LS IS R S A
B3 s

Integsrames a u
ki

souE Y dv/(?,xyi-:my-;%y?)

Hartendo el cambin de  variable uzy/x v utilizando  fracciones
parciales se obticne

b,y o Y e 2\‘?-?'.1,\{\""?.51?)
A1

&



Anilogamente

f§=y<:-f,y> R dy/(?.}:"‘?:%:-:y-?ly?)

Por lo nque nuosmtrn ocouas

3 (il.n(?.xz%-:-‘;.‘ry-'?:f) + 208 dInl Ry=4n50,Cr ) « dlnz = O

o)

Intogrando v reduciondo

. 2 IR : |
By, = AN E3NY-2y ) /:2:[

Comprobacien.

Para fines practicos tomaremos como Plaifiana ol Ind,

. iy 2 -
Fog o Ci2% -+ 20907020 F Bny - 29D

. iy ST . el
FES Sy = o= (s b 12y o+ Any ~ 2y D
GRS = AR
Cada  parcial gon su rexpeativa diferencial se

optenicndoroe:

5 o A b = iiin 4 170 dVllC2xT b dny - 2y0) = desm o= O

Reduniendo

ey P -
iCiZs b+ 29yY e - Citw o+ 12y) dy) = BN 4+ dny - 2900 de

- cumple,

o

supan,

Q



APENDICE C

(34 L PN 2 L N LU * - RS [ T S N S S o
b BRIl jilr PRS0 b enistibeakass Kan s s iiigiiaed! LGIO GO

tosn experimentos de : vizr i awe giea en el floldo A
una tama constante, Bsto dapia orizen a un gistema estagionacvio de
rcorrientes on lan owales ol sedtador expoerimenta una friccion
constante, Si despreciamos s relativamente  pequelia noeleracion  al
principin v al fin del intervalo durante o cual bea el agitados,
entonces ol trabaje heche ez simplemente o) producto de o toras
por la tama do trabojo del agitosior,

Para un =istema adiabatico on el cual e prodioce un cambio
cuagi~estatico~reveraible, un aomplo saria ol de un piston zin
friccidn,

S5 ahora tomamos Al piston, cuyvas paredes son adiabAticas
neroe PUZOSAS, s tondria Un e jemplo da un proceso

cuaai-eatatico~irrovearaible,

Un proceso no-cuasi-estatico o= por sjemplo un mistema en el
que oourre ana reaccion quimian,

6w



TEROREMA D CARATHTODORY.

3

“En o veaindad deoun punto arbitrario G0 exiaten puntos O
o
Werd Gidabes Sioas Mnaieediiens o 50 vr b doaspo G oV sdsldeaie e
Ia ecuaciom de Pratt =i vy molo <y e couacion o integrable,

La demostracion pars Lress variables oo ja siguiente, para el
cano de mas varinbles em oaolo unn extonsion de esto.

i

Pogyor e 4 eny,er i, 4 Renys

0 [ D]
o5 peducida a in Yorm:a

ey + 7 dr = O <2
€Osr Aoy,

SEOH o oy e esitay e el popny Pl A (AT em el espacio qgue
S I s )

copsta e daa Lepoas aty,ns sl cual aopresposule a un punto
arbitrario G o B P =, siends 4 o) espacto que consba de fas
ternam ouyaY Gonsiidecsar gnmn porets wep efectumsio o pame a o

fargo  de cupvas solucion de 2 dde A un punbo veainn | Cver

¢
tim by
Y Primero, pasar e el plans cen o de Hoooa H,A Tomo, por 2D,
4T vy
wrelesy | o coardenorbee dec Hoston
Il ¥
oy
* A S

dontle ¢y puede wer ascorida dentea de Dodigamne,
f
LA VT U R ety coert >0
o Y s ;

Cyers Figupra 4ad

111 Ahovs pasir de H’ a H? en = plano Yy, La ecuacion Y

Aahnra sera
du o+ Py b 2 O [ B

cnya colucion pusde wer axopita en Ia forma

L TRV R
1

donde [a consttapnte deinLegeacion es escogida de Lal Yorma gque

KA ]
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Qo> oE o [{:}]

Por lo que las coordonac doe il son

(r.?m:.yj Y, ,',w.:) (7>

donds *;.? exst.s dontro de D2

iit2 Finnbnente panar  de H? a H en ol plano Ty donde H

tendra s coovdenadas

Cque L,y a,y 2 2 8
q¢ P ’3r§v:i. 815}

2

donde v dehe =pr estogido de tal modo que este dentro de ¥ (ver

a
3

figura 40w

ces une Junackoas dindba y conddnua de wy V,” anlenas

é)q/{?}" e finita vy aontimea en D Considerayr ia ecuncion
gq!’ﬂyi = 923

Hay dos: posibilidades: Una, o ecuacion (9 se satdsface o no
en cunadnuier  tugar dentro de POY Ja obea es que recordando que
Ia  ecuyagion 0, ¢ despues fa (1) son entonces oo integrables,

paennemoss o ol g

fLaego ~ gosrdando fas condiciones de continuidad en mente -

pxisten numeros positives o, c, tal ques para alzun E =
3 2 2 ©

AL wdrnmest delorminae ’ 2 iy = oy 2 o’} A e g ’
o P Yo = IV, ooy poT 1 MYy
tome algun valor preescrito  desliziandoss entree los Hmites uw - g,

(T L De aquur wf, para algun namero positivoe tomamos

o

LU fuv - & E g
LA N Yo

vamos qus Lodos los puntos B que so encusnhbran on el rango

I AR 10>
3 o 0

“-p LN~ W F
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sop accesibles a H O o o lavgo de curvas solucion de B &£, £ 0y
-

dehnpn gep tales qus jom puntos H, H, H v H s spcuentren

o 4 @

(!:'nt, oy e D

by fo  anterior = sievs inmesdintomente guo R LR
condiciones  establecidas bhay eon general puntos  inaccesiblos en 12
vecindad de algin punto dndcial escogido arbiteariaments  solamente
i Gy es malistecha dentyro de P Bn este camo g ¢ luege 7 son
independientes  de ¥ amto e, dee vy vy I ecuacion (2> es

Integrable, Conscousntements, o oouacion 4y es  integrable;  ast
qin, por [fogysr . ofe, todom las aurvasn soluacion pasando por G
o

se epnusntran on o superficie

Fouym w Poc L,y o0 142
o« o0

Por 1o tanto para algGn punto un pegquelino  desplazamiento  dobe
ser perpendicular o (PU,P.“ fo, perpomiiculnr W sormal a  da

superficie ep o punto. Todo pando G en o vecindad de G ) ounl

e wme spouenbra ssebre ln superficie  intosral de §n occoncion GD
=zon inaccesibles a4 G a o large de curvas solucion de (B
e

T2




Bemest.racion  de  que la entropia fotal es o suma de
sptpopin doa osda pubaintama,

Para cada SuDsisted

4y = T dov = G Foy do, = @ A5 g 1>
v 1 1 13 L 13 A
dS, = /K Fwoo de
t * t AY

Para el sistema compuesto

dy = A/ [‘.T. wry <o o dcr] [¥A)
41 4 2 2 2

y Aadoman

4Q = &K E‘C’,'C’?’ dor

por o que

Ter o do o= P do, b T oy de
e s w2 @
YOO (Xm0 LY )
(A
do = [;)n./ﬁc" nk/, * (}a/e?n’ dr.v?

de agn
S Loty Fooge de 2 dasgo de = 5ode * F 0 dy
<y dorade 1 dacge, 4o, 1 « » 2
sntonues
oGl e 2 F TS RV o BRI T (R
dord b s 5’ y @ g 2 2w

s 3D

avy dﬁ/dn')/da? = 545‘,‘3/@1("? [ [ (*}fr/a:rq)/"ﬁm' = ¢9('>f?1/¢1;rr1

. 7 . .
el e 3, s e, rlde s O

. ? N — .
¥R f‘f./(?!,*7(1!'f‘ o /"-}l('f' l-}rv/(?(,r? = O

reatando

av. /(?cr_} ﬁl'/(-?n’ - f’c?a‘ (}(7/(9(7? = 0 <4

e e el jacobhiapo d(cr‘,."_“v/ﬂ((v’,n ).
4



Por lo que
RX (NS T o e}
3" 2

y de agqul Ia entropia total del siztoma e define como

R = 1€ }Sf(ﬁ') ther b it (¢

y escogiendo convenientomente la constante  arbitravia se
que I!a ontropia totnal en la xuma de las  entropias
subzistemas,

R

tendra

da

o=



APENDICE D

afor. Se Hoama  anlor o ia ensooin ta ,
=atema y sus alvededores en otra formas diterente o i do trabhjo.

Fotacion sfes Fatanio. ez unA relacion ontre prexion,
temperatura y densidad de o fiosdo.

Fnersta interna Lo enersin interng de un sintema se  define,
operacionalmete, dicierndo que, o cambio en Ia energia interna que
sufee un =istems al ewvoluctionar entre dos estado dados es igual a
1n cantidsd de Leabajo  sdisbation prealizado al Hevar al sistema

eptre osng cstoadns,

W Ry

adiat,

Fauiiibrio Mecantco, Guoomdo I suma de fuerzas mecAanicas eos

nula

Peauitibric  rnmico, Goando bas valdocidades de eeaccion ontapee
piniiiion v peactivos s dzual a0 ta veloacidad entree peacbivos oy

prodisetaos

Eguilibrio Veermioe Decimos que g sistema =e enctenlea on
equiithein tarmica i ey variabiag que o mapracteprizon pepmanecen
constantes: mienteas e won alberadae: basw condiciones extepnas o

ey

basy prapevlss obef o

freroego CUYON [ER S cnndepados forse

tepapoddinapicn ovtanaiva Dado que T, V)
vio. Cuabquier  pupte on

et pisme dieho sty

Aarpae by forana difenenieiag

Mrattians onande o G0 " LIS | SO DS

Forma flifteprencial Praffiana. B oaquelfa forma diferencial de
I tforma

donde <, 3 1Y © NI “gy 2mt fupuiones e fas
£, ,

nevariables s, 0,0 0y
R
H

i ' - - . ol =
Funrinnes de Qlase €. Son agqueltas Tonciones cuya derivada
aytsbes ¢ cant o



Isoterms, B oun sistema donde @] proceso of llevado o cabo de
tal manera que Ja temparaturs permanece constante,  law curvam
golucion son Hamadas dsotormses

parsdes o Fropteras de un oistems Son papedes der un shstemas
aquelios  mecanishios e Jon S0paran dnt rentn del andvacsne ba
saturatonn do doer posedes Golecming el oprada do intornocion enbree

un sistoma v sum alvededors

]

Refanion doo Puder. Lo Yorma diterencial  de 1a  ecuaacion

Fundamental oo
dif = T dS % ) Poody = Poodx
e K ’

en la cual
?k = aj'”/(;’.‘{k

T 43 em &} flujo de calor y #} aspundn Lermine, la suma, es el
trabajo. Lom parametros inbensivos mon funcionen de loa parametros

axbansivons, in perbarian tuncionnd JLERLEN n | E3 sauAnionsR de
esttado,

Loy pelacion de Buler, in cusl se sigue do  ia propledad  de
homegensidad a peimer opdsn, e

E L B,

[ =R Y] s

CEestoren, P agusdby parie doloaniverso o que o) investigadop
welpgaionn ¢ sepavn del pesto del universo a fin de someterls a

asstartio,
Tepned OPREEa e Lepeidse than Lronstormnda de beseodpe
Favaial pundes wer ehiaenyiga reemplarando vapriabiss .\’A,.x*,..
o

FECAS A A LU L PR fancion Lroamiioemads o
L "

S
iy
N,
”’E'M,}’ir LLED LU }": x,
| S5
La= variahles nat.urales rlea ast.a funcion son
PP LLLP M Lux, v e derivadas naturales: son
AN | F T i
Stkp e wvra@P s o M G kRO
o o |3 %

C}l!'v(\,,..m")/ﬁ,\:k = Pk H

1Y coneecuentemsnte
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