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y os C

1 
f'H'l un cnil }unt.n convt~J-:t"• nhinJ·t.n ""H IP:~ ó H·~~-

ow:;:f:l~V1\CJON !.- "" cnnj1111Ln :n /•:·: COJ)V,,~:n si P,Q e :P lrnpHcn 
ftO~ J..;:¡ J•pr;t.d. \IU'-• i ffiP , "\ :., y Q i H"!"~tf~!·,fu .. .:.·) !~ f'>, 

Poi· t.f''"l't-•Ju,; 

p;t\}"'?\ JoF; C.<·'illl(JO..:.: v1:..r-:t ... n.pi1ih•f-; ;-::t¡;,vc:.~.-.: !Fe: n/. 
r.?tso lF nn pt1Pdr·· t.PJlr?J" punt.n~--:: P~~c~-:i.p-ctrlnalP:-:;; 

SlS<lV';,. <~n t.nd.:-~~; J.lttt-f.ps, 

o t.c>mhlén os vl'did{) 
·''ln nmb:u-.r;o, nn est.e 
est..o P~, !F debo set• 



Si [f " P óf + Q '\• ont.oncHs 

v x lf " (aQ/ <Ix - <.'IP/i."h) 6 
0 

'.\' pnt• lo t.r-mt.o 11' cnrntlc!1~n V .'-< [f :: O so r-oduc& a 

Asl 

!f 
COROLAH!O 

p {) + (j {; 
., t 7 

1.- Sl rF fff' un <~ampo vnGt.Ol'lnl C 1 en W. 2 do Ja for>mri 
con {JP /(.;'y " (jQ/ i]/:<, ont.oncns rF -. Vf p;.u•n algt1ru:i 

f" E: [R-. 

'rEnl\'f!Ml\ 10 .. ~ ~-:i rr ns ttn C.::tinpo v~~ctnt•\ 'd t: 1 ~:..n ff~~~ cnn 
0:,. Pnttf'lflCP~'.~ i.:.•.nh::t,;<... l Hl C.t~HtfH"' vnc:~ .. 0Pi;-4l C l ·' <r1, r.:nn fF -:: rn{. 1J;k 

div IF -: 

N\Yft\ 4.- SP .:-idvi(,.:_,1 .. t.1.~ qur:- a difc:·r·Pnci:-~ d1"::. ff Pn 

fHl!li.n 
IY ~ -

¡:>O l'fjl!I' 

r.oro. 

n.-::..y-,in;' o ro H.• 1::.1 ro•:u;.~·r1r. HL'H'•i <~1 ... i;:-)i rr <!Cl'l Lor1Pnsn;.~} 

~"i~ri-,)p~inn;d. Fnl' P.irttHpln, P1 f:_:"·unpP 
f7MP/r~1 t.if'i:;.r... J·-.. p!>np!r .. dr~.¡j dr_• <p.1;• 
<r. p':'•,,.-.;:·~ !;·:-¡ r~11;·1~ !í° \l .,, 1:;. F.! 
pj c:.":tHpn d:.· t U·'.·l';r:"-1 f;Z .. ::vft.-h-;íont1l 

dci. fq;Jr7.a 
dív IF " o 
t~OO'f'(•i)lt\ 10 

fF' nn n!":t~l\ 

l'l ~-f'OT'f'f!Ja 9, 
Hl t.fm¡.;:oi ."li(l;l'ln 

!;!'<Wl t.:11~ÍOl1i'll 

)' ~·ÜB) HS1 nn 
nn ~-::p ;::~plic~·, 

d··,flnído <>11 ,-.¡ 

r>F:FrNTcroM 1. :o: .. ,, 1·0: •m c.nnJuntt> <1blt>l't.o <>n W
01

. lln'1 O-í'ot•mn 
!C:nt'i:Pf1 f( .Pf·"'.! t!1'.í\ fun<:jf 1B ~:nn -;;1IOf'L•;=! Pf~;\if··:·~ f:1( -> fF~. :-.\lfH'>JJf;é-1::-;!P <¡UP 

.f f'S C
1 

<:<1flc1 VP'.1, qUf' djf,~t·\•fttil<>!ll0S l.lfVI '.'fj:?. y f:\lp<'•ng;<'S''' t.i'\mhi<':n c¡UP' 

es C'l. Ci1rf;., ','¡·-~:::; qnn dlf PJ•t-•nCiHH\! ·~~ d-Cl;·'·: \l"-:&·:~p:-::_ 

Ill':FHHCJflM ., -

dy, ch. Con:;td6PPsn 
1-f('>l'lnA h' Pll l!ll 

!\)J'J1\;1l 

'"'s 1-rn1·rnas b<·1~0:ic:<1~'' 
fH.:.lt' .::-\hf)J•d, ~A.>H) CüiHD 

cn11j11ntn :1biPr•Lo K n::; 

1'1 

:':t•n la::·' P'>PJ'Pr.lonc-s dx, 
:·:lmbolo:'; !'Of'lllé"k•:·"· lln<l 
una c0mhlnr.clón Jlne;o;l 



dnndP 
p <h 
p;n·a 

P,Q y R f:nn rt1nch>li'.'": ,·;011 
~0rl&niflcn. l;t 1··fo:'ill<> !' 

v.-.lo.Pu:c: :po.'ilos on K. Lci o;¡p1'n:<:lón 
,1,.. -; o .:ly + O d~, y <mtdor,aml~nt.e 

Q dy y r.:: d:!,. ;i:·~:1 

a) Soan 

w.~ P th + Q.dy + P..<h, '" :1,~ 
\. l l. \. 

b) Dad" una o~form.,1 J y unn 1-for-nm w, se con.."lt.'ruye bi 
1-fo.t>m:'I ft•• ch~ftnld:' pol' 

l"l':F"INYcHHI '). - f.;.,s 

.fo1'mR!ei:: <hdv, 11,,.¡,., d '·'h. 
},-fi ll'tlli"'!.',;; 

Nó t~n::;-.:• < :1 :P 
h,:1·_.;:ic.-1~: 

~-~J'· ·1l"P(':f'•ft 

y 

e:-q1t·<~~:innPs 

c\clicns . 

dondP P,fl y 11 snrt funr.i orw~.: Pll F 
G~ ,~ 1 v:-l10l'fJ~-: p.¡.1;-,!1.\S, T.rnnbi.}n f'S ... 

h•r-elt>•J2111t.p 
J.-fOf'lll71 p 

pj 

d·<ti~· 

nr<ir•n 
+ 

!! 
7. 

o 
<'ll 1p 1.·· 

dy•!~ .¡. o 
~~-:,.~ :·¡11n1r;-n. !,;e, PXfJl'n~:::f~',¡·_, 

d;'lf.<, y ;1n,~tin¡;.:1rnP1 :it.1l r~r·;:-~ 

11 F tbdy + o dyd, + 11. <l~.•h , i=1,:! 

11 +11 
1 'l 

' l l 

F' chdy f"S: la 
Jn:;:: ot.f"ñS. 



h) Si J ~':': lUVl O-fn1•ma ~:o ¡nwdP cnn:c;t.rull' ,,.¡ p1·odur.t..o 
P~ ot.pa 7.-fnl'lllél 

.fn qUP 

Ó>:f!y1b (Pl"l Ol'fhn cidJr:n). Un~~ 

K e íP.n, os "!,HJA -f~:"',pr-(.1 ~_;Jón 
unn función 0n V. <-:nn v.:-ilo1·<:>:e; 

:~-r,11-rn:: v (>n un conjunt.o nblPrt-n 
dP In formnt>={<>1,;""'c!:«i;'<i"', dondn f. 

NOTA !;..... /'nuir¡u:, !·!C> pnod•Yi~ ;t-";\HIH1P do:·: 0"'"f<11~ln.;ic:1, ·1 .. -fc.,rrn;:'í...~, 
2-:rortnH!:--:, :·t-fnr·n1~~r::., r-:t.tí:~·:.:\ :=::e· ::-::u~·n;1_r;ul \111.?-4 h-fox·:a:'\ con un~1 l--wí·orrna 
sl k~I. Y f'éll'¡i í'o!'mar ol ppndtn~Lo rn~LP:'J<:• qw~ ::;ólo sr. muH.ipllc:a 
una O-fo:''H?.:1 con :"'tl;;tff1.:1 :~-fnr-rn:1, 

Nót .. 0:.:;¡-:;. f.¡\H-"' J; l.") o-rn1•i1lii;--; ;-x1n 
con v.-:-ik1r-t~1.::: .Pr.::·di'/·"7. F:;;Lo nr1;.-; ct."1 
c•"n111t).t,pk:;1 d" ¡,~,., 1:-ror-m.oL';, <:ún ¡,::;:1. 

(>l'PC.i !:-;.;~fíH1nt.e 

1;1 p:lut.., :1 

" 

funcionn::: ~-.:obl.,~7 J;: 
tUT .. 1 int.cH~p:rot~::~~:Jón 

f>;:idO UH -r:-:•njt1nt.c1 ;~b~nr-t .. n 
dP .é..~llhcnnjunt..n~·:; rf,:;. i<. 

¡.; e 11:··, so dlr;t.1nr.;l!nn c:uat.po t.í¡ios 

y curv~s simplns 

Sn;:" tv:-:P~~:.y.~·~ rt·~ + {Jt:-c,y,:t) dy + R<:f.y,7.> d7'. un~ 1-.fot"'rna en 
V. y ~""'d ¡:· 1111;.1 •:11rv;' ~;ii11pi<> n!'lo11t.;ol<ia. F:l 11ú111Pro l'Bal que l"' <isi¡;n.'l 
;, r: d;H!n pnr-

,. 
1 ,,, 
.lr; 

CD 

IF ~Pú 
1 
+ Q''z + Ró 

;¡ 

Sp ptir-•d<• lnLP~;r;-H• 11n;1 :?.-fnr-m;-1 ''' f'n K c:cnno unn rer;J<i qt.IP. 

A:-:lgnt> ;'! ~:-·1d;1 c•ll'\'<i t; •:'.': ¡; \m 11\mir-l'n (:;:i)¡ y parn una ~~-fo1·m~ como 
1n1<1 l'Pr;b1 quP ~·~~nd.'1 un 11im11•1·0 l•P;-1! n c:;id.'"\ subl'P.{>ión eJP.mentRI Jí 
(..**). l .. rl:"-:"! l'P,l;lri~.: p;)r;) :)!°'~f"H'i;~p rl1HJ?Prn PP.41 n Ctl! .. VM:':"-1; :-::t.fpP.'f'"fic:ies y 
l'Pt:;lnm•:c: •"<::l,;.in n11t-•·•n!d.01.•: cnrnplf•L1nwnt.n Pn l"'s PXpI·PslonPs 
fOPJllHfP~-;: fl\Jf."li SP h·-Hl df."I J!1idn. 

($.) l''.l':t.o <'~: 1· n 
'."'-: f F1hd'.1 ~· Oih·rh + l!cl'.'.<h 

. -" 

17 



0 rmu,m,ynt,l.'>,7.<U ,V;¡ j}(jl,:r:)/i)C1t,t>) + 
L .i 

donde- a<x,y)/d(u,t•) 

(!):!JI) P:-'lr<"\ lnt.,...rpt•nt.m~ !<>.~ como 
sut•r~gionos P!P.n1ont.nh..,s <h~ f{. Sf~a v::/<,t ,y ,~>dxd~'d:'l: 

S . • l 

IJ.;:::nnndo co\'i.;~, h 1,.·-,.)t! d•·· h' 

ppo1l11rt.11 ·~•1iio·1 :1:;1\.i:,f;·,,:<> 1,,,, 

t'll lC:, O < kH :;:; 
y n qtH:> P~: \Jn.7\ 

~~:icut--·:..nt.f'_~n l.¡::..yr."l;c::;:: 

:·~ P~d~·.,:f ... p \JU p!•O<h?CLO 

{f.:-t-1 )-for1n.:1 nn !\. El 

a) Pccip¡1 

qt H' O+t:• ·e ~' • 

C.-'"';f'Í,-t J; 1~;-dsL;:;­

";/ ¡.-f(l}•JH;·, b'~ V 

r) <.Ant.knllm•1t.at.lvldnd) 

(,i) 

un~:'! ;~-fnPni::-l r·:oI-o co.n ].¡;l, 

O,-J1,,n V 1-ror-ma n Fd n 
p1•opiml21d 

:S k~l < :.:i. 
dn 

p) <lln111nr,<>nPid;·td l'Pf'l'"''~t.o dP funclon<1·:1·:) Si .f <>"1 una O-fo1•m;1, 
Pnt .. onl~o:::: 

f) ~:;:..," v/tll<i<''' !::1,.:1 ,..:tr;11iPni.nn 1•nt:l"n <In mult.lpllcaclón p;:,r~1 

lns 1"'·fn1·n1n::-~: 



dy A d'< " d'< dy :: (-1) (d~ A dy) 

<Íy A dy ·- 0 

d:: A d:i = 0 

d'< A Cdy A d::) = (<b ""' dy) A d-,, :: d'C dy d:: 

a)Si f o:r-> una O-fo!"ma ~· w (•!'l cualquiel' J<:-.fo1•ma, ent.oncas 
f A U> =· f IV. 

Con P::.~t.as propl<'r!e!dP'': !':P p11í>rlo onr.ont.x•ar un p1·0ducto único de 
c:u:1!qu!cr f··í"ornF1 ,,., :-:i o < f~ + l :S :-l. 

l-~"' ff;-..'t"Ít'·";:~-, (~;· "!rt.1 /-:-fn~Ptn~'t P~~ nn.:1 (f'.-1)-ffH•rtld s~ f,~ < :=t y lrl 
tfel'iV~ti.:• do- tl!l:~~ ~~-.fflPJn.~-l ~;:i.-:-~nlp!"H n~ G4~1'"0. ~i tP e::-;: lll'ld h-forma-' 
~~'" dl';-riot.;:rPt• J.¡ der·íviida ..¡,, w por dt,., La ºP'"'r;iclón d t.iom.: 1=; 
p1·c1piP(t:-\de;~ !'-~icui~:..nt.p:!~: 

4) tl<:dw) -· O 
tt2 

• n. 
y d(d~:'> "' <1l<iy) ·- cH<f:r.) -- o, n :c;implmnent.n, 

E~·~f .a·~ ppn¡ dr>dad<''~ nns p0P111i t.e>n di fnr0nd ar· cuah¡uio 1· fnf'Hli'l lÍ'' 
nmnn1•;i únlc:;i. 

I .. os sir;ftPnt.Ps dns njr.-.Ji?plt':' .. ~ s0 <:-lnc1.H··nt~1·~"ln l'P~"":t!HJt.o~-=; -f?ll PI 
<i¡11~ndi r.P A. 

Ejem¡>ln ¿- S1"1 t» 

Pnr.nnt..1•<cif' d11•. 

/.111 + 

19 



Cet<~it·' .. ~\1~; 

c:!Pp0ndPn 

En 
espPcial 

el 
fln 

1r ... ,n1; y D:,, ), 
" 

,'{ 

! n 
( ~!·1 11-V;'¡pj;1b!P7'l {~( .. . ~( ) 

i n 

f'l'P~1Pnt.P 1.1•;,1h;.jo 0:1l~.c1Hins 

qup ,,.~n y J,;V'' f '" ,. . ~{ l 
• 1:1 i 

"' ... ~ f n-::, 'i'r/ .. -...st.n PS~ f~t7;pt~t-':~ini1P:-! flp };-., fO'.rJil¡l 

n 

) (; '"' 
.:.-.... .~ ' 

n,ra 
.... , ... 

!._:: f-y_· , 
y son lnflnit.amffnt.P 

int.nresados en el caso 
son dt~ Ja fnr·rna f= X ,; . t 

o 

F.st-Rio-: :":nn ll<•m;1d<''.S rocuri<-:iom•s f'f;iffi"nas, y sn Cl"t-udi<'tl'éln en 
PI 01p)t.\lf('> 1. 



CJ\PITULO 

Uomo ~<"~ mPndont'I en ¡.,, lnts·oducr:lón, r>n <->.st.e cttp11-ulo se 
haht<lrñ cto- ia..~ t~cunclono:~: tÜ i 1 ·'rt---1tt ;i11h•:-; ot•ú; 11i11·i~s ,;,.:r; t.Jpo t!\./ 

P.fr1ff. Llich::;..-.::; ,~cu .. ~ciuno:·""; ;-;011 df") !:;¡ fnr·:u:1 

" ¿ " ,·,. ~ 'I ) r. '.s ,,,, , ... ,. .. 
\. 1 :!. t"\ _... 

(j) 

o\•I 

dondQ los c:nPf.ldPnt.un 11<> lns 

t,,odñs Jl'I.<:: n-vari~tilt:>s x . 

<VI 
i 

no r>:or- funcic>nes do 

' 

J.:!.. 

Prtmof'o SP e:-1t.t1dhll»'~ PI c:<"!fm (•n tlns varl.ahles, pitN\ olJo O) 
t.omn la form;i 

P·:~.y· dx + Qrx,y' dy ;; 1) (7,) 

El ~n·nblotna cnn<JlnL» Hr> PfH.~ont.PaP t111."l funci<in cr~rf<:<,y> t.al 
f{lli? la int.1-.c1·;·1! df' llnP.'• 1b e?.) RPa c>ü.~•,1c.c, e una <~onst.antH. 

Pf•J'n e:stP r:n t>."; L'ic!l y:l qu... C•!) '~n ~;~'neJ'.'l.l IlO t"!'J 11n.;1 11ife1•0ncial 
<'+xact.n. En ul c.'lso ;•.\l'lr-lllc<l.h·o :'>u t.r·'nd1•;1 P d~ + Q 111, = dct, t.~1 qu<'> 

:o~h;-ndo 

función 

r p d. + \_) dv e 

.l t; 
<hJ· ) - ua• J 

:; i 

SI dW 1111.'l d!fnvnt:Í.'•.1 110 

r~-:T<:~.J> t .• 11 qu! ... d\-!./1 
y pnt• con ... -::~r;11iP11t.'! ... 

d«, SP pnd!',"J 
J.;.s ~-;nli1t:lu111>:-' 

r"'·Yl ,,.~ J¡:o !!:1nn 
n•.do. /\Rl (/. ·¡ t.tHn:. 

{_!f .. n1 •rnh1:-"'ld1 \l'· 
L~ f"oPtn..:s 

n!~ \J ,.,-p ; .. p:~nH~f .Pic.::'1 

Íl)t.P[~P:H1f.::-~ V ~--:P 

P/T <h ·e <)/r d;< ·. O 

ciW 
nbt.Pnt'l' l;J 

;i n11Pst.1·0 

dP cttrv.~s 

(4) 

pot• tina 
pl'lfllit.JVi'I 
problc~ma, 

<~u IR~. /1 

N<'lt.~~;f• C}\h-, p~;t.o f\O ¡:-alt.op,::~ PI) t.;\d.t {.;·1~~ ::_-:nh1r:Jnnns 

11'C\laci1'1n Ol'lf;hic<I 11:) p•;F•S Psi"'' '"''' r>111:11BnL1•;1 J¡;11al<lClél FI 

(;'!) he.rt>tlél .!<1s snludo11t~s d•· <.·! '· 

p <h + Q dy o 

(.lPJ'O 

?. I 



Pnt..onr:os 

(6) 

AOOT•;l, bicjn,. ;;:i !;,;;--:.i 

VP.Ct.OT' ~. 1 t,ri} qu:~· /~ 

flH1Ci-:>;1'.:i~-.: ;;, s}' Q :"";nn int..erprot.~dns con10 un 
¡p¡,.;,,-),Qc:":>l y rfr " [<"l:<,dyJ la ecuación 
E~\.;, pr;1;:·:r:J•.'•n lf' PSpPcif!ca :.1 t~ada puot.o 

cH::d P.•:; fH~1i--pondicul;n~ al vec:t~of" /\.\. J\~i 

(2~ t.nm:"> l.c, i'n1·m;1 ;'~ • ;j¡·· n. 
(x,y) 1:-. 
cunnctn 

Sl 
l">P'}tEÍ~!'íl 

t\hr_·n~:-i: ~--:.¡~ qt.'i)t· ..... :·t 

i11tf!f_";f•;1~'l~-,r ~H 

J.:.--'- f'~CUt\CÍt')ll 

1.; <' nü que 

e, 
"' did1<• 

en l r,;ual71da ;') 
Pn<:nnt..:rro1r 111 

coro y sr.-~ 

(h~nominador 

dW/T ::: P/r ~l: 1· Q/ r dv :: L1'::.1/ f):: <l:r + i9<..,/ l.JY dy .. d::r ~ O nn 

comp;n•."indo 

p<!l"i'I 

f/.icll 

fh:-d df-"'l~,:::il"t~<1l1n ñ.nt.o·f"inP·,. P.:"-: <':l-·\1''-' 
Pncunt.r.;u.... ni f;1ct.nJ" int.f"'f;r~·-:nt.P. 

J.ns c~so;-:: JU/'\S ~it-'ht~illn:·: :-·:nn <:t1;-)nrfn: 

c¡un C:t7' 

v como 

dobP rosolver 
sn n1'SPPV'1 no 

(9) 

n) T<~·:,-i .. ~ t""~ uri;~1 c'-:n1::..;t.~H)t.··-'; f,'> .r<::,y;i:.;1<x•;. e) TO<,y>::T<Y'i 

d) r<;!,~')'.!'.T(_·.p~:-:!)'L PPPll Pn c:{•n•--'r:·a~ I :T(~'.,y) y !--;P. y~et.)UiPl"f'!' algún 
nH(-!{.od1"t dP <'t!\1;-u~ínno:··~ clif~·~í·~'fH ¡,:,In:·.: ~};ar{:l¡1k;-::.:: pa1~r:l 1 .. 01--:;olvr--r (9). 

l...<i n):l:-;L1·n•:ici d» r':"·/> é'• · dc•h" :i q1w ,, lu la1·c;o do las 
1;us•V;"lS 0<~1.'/r-t":, l .. "1~-.: dif~· ... l'i--ilH~L1h•:;-~ du y dV/ :<-~011 nula~::. 



A\• dr-0 P·~ip<~ciftc;·l un;1 p!_~ndiont-r- orL·Kla pox~ (7) lt1 CU;'.tl es ln 
p0nói«•nt.o de la cu:r•va-:·c;nludón crc:oc,yl:.c on ni punto (>r,y), para 
rlW y du e~• 1<1 ml:0:mn, i.n., :':nn p:'ir;·d,-~l<J.é;: 

dy/lh = -P/Q y 

do dW/r ::: P/T d:< + Q/T dy =· o 

-CP/T)/(Q/T) f'/Q 

~' cnmn la pPndlPntf~ rfr, t11v1 !'t'cta en !Rz r•;dst..o, si y sólo si eJ 
dominio nt'.• t.iünP pnnLn:•; ,;.);C()pclon.•1os. 

hfcn, e~) <irlmi t.e un f.-,c;t.rw d2 1\f10P:;·1 

Í llt.<•~:N·'lr.! (\¡¡ 

f'<."l'lllp l:1:r..•1 

sf'• puc-•dn uncnnt.r-;n" t1r1~·1 

rJ poP nt.r·:1 funsión, 
}nfinid;o-;rJ di'> e>llmi qtu-.- si :;ni 

di~EtHlO!-: lue'L~º S::..G ! 

(S:ÍP1)tfr> C
1 

HíL-1 cot1;-;i..~-ü)L•·•) 1·t~pi·t~Sí·•nLar~..:.\ ol..l'•:t Vt:~Z ! .. 1.:-; ;~o-Jucln1H_..~, dt.i 

ta ~_..C~FlC~~bn dil"c·r••nci~,¡ <:~). Fn (·ls•.n cnsn 

f~~~!:!!!~!.<.~J~.t_{;;_:_~ En Pf cCTsn <f\.:i- do:-:.: 
~:~t11~0nt.p;~"lr- (•t d·:~·nornlr1,1drn~ int .. f~t;P;:int..(-l 
.... ¡!<':-:; :-:i<."rn;•P•· y cu<>11dn PI dominio rlr> 
P:~a:Ppr:inJ ::""'l{.:io:..::. 

-n:'í,y1 Y 
i nt.•.:-~1--Hcíón 

SiPlllJH'f> SO pUfHJP 

\lm-i in.-Jnirl<id <fo 
no t.r•n;:¡., pt1nt.o~ 

í·:jPmp!o~·~ tk· <•.-.. 1;-1cínnn::: pf;,ffL.111.;-1s Pll dr>s v t.¡•0: 0
: varlah!Ps 

;1prH•P<'~t':~n f~n of np<-11 idicr.• f t. 

Si conslr!Pl'ñ la Pfaffi<-1na en 

dW <.:?.) 

An:ilog-;4HH'·nl.c> cnmo sn t.»ahajó on In SPr.c:!ón I.1 s~~ enc:ont,J>a:rá 
J;:, r.0ndid<m ciP e~:~•r::t.i t.· 1<1. 

p '"' + <) dy + r;: "" " da 



., 
<~t· Cf / if; i..7~t 

., 
~7P / <.t:~; é>~~ o/ efJ"'~-...t~J' 

<fo dnndo 

ent.onces 

So bé1cP 
implica c¡uo no ~~P.i-1 

int.ec;1·•~hl lid;:id v!r~ne dnri;-~ 

TEO~:FH:\ ! - Utl:1 
<*CU;\Ción d!l'nPOJ1í:J~~1l 

comlkí<'~n 
Pfaf.f.lar1:1 

nr;-cHsaria 
/\1. di''·º 

fij, • ~hd'.·.~n. 

TA\ :: \(a 

f'ot. <·rA\) :: O 

rtu rot.(T~) :: O 

7. 
T CA\ 

).4 

er; (~:-;~e: l-a, 
cornliciUn 

no 
(fa 

y suficient.n pal"a qur; !a 
t--::t:)';~ int.t-":'(J:l•i.,b}f;) üS q-tt0 

rot.li\) 



r.orno T ~ O 

(4) 

La condk:fón os auficlontn po,..quo: 

To;1·t~~,_¡j,:0 7'::.J y ¡>a·oc~liiun-do oe Jnun1-~1'a a.náior;a quf:1' en la 
r.on~Uclón rtfltft1·l1•1· 

<Pin del tf?o:r-oma U 

Aho1•a !':r dar<'i un ojnmplo en nl q1m no o}dtit.<> 
1J>t.ngr?Jr:ión y :-il fin<1l :c;p pr-nh;u·;'~ qtH'> dicha Pr:11adón 
r.ondkUin dr> int.,.::;1·:1'1l!lrl<1d. 

oht.rnnmo:.-: 

t/a/i'f;<a-,._ :: éf(k/T)/8'1 "' -k/Tz qT/i}x 

d~n/QJ.U,< -· ól\-y/r)/0:-. :: y/T
2 

i1T/i!'J-:-. 

(f,) 

{(Í) 

c-'1 fact.01• ds 
no cumple Ja 



StLc;:t.it:.uyendo Có) v (7) 0n {tD 

Los t.érmfno~i i:.-:qulPr1lo:.:: de Ja 0c11adón anter!o1• se anulan po:r 
Jo qtm• :;lT:oO ~:> T"O quu cont.rndl<:<> In hipOt.f•sis do quo T<:<,yJ;>t!O. 

t'\~:I pu0··:, Pll t.!'f':': \'iH'J;·,bl0:'·' pllP•ll" o no exlst.il' pj di>nl1m1nador 
in1~.;.:.:,t;1';.,,;,1t~-· ~-' .• ~ .... ,. l,..~.~;¡~.~,'.•;1 o~:u;¡·¡• .. :.. pF·~:,·~-i H~ c<:.i.:·:o l~•.1 JHc«:b.f \:.f.ú·~t':f~>Íü~;;. t..1..;.,,1(> 
qi.w J;o, condid<.'>ll ,¡.e, int.•,Gl';'Ü;iJi(bd vrntlNI d;·1da po1· un conjunto do 
P.t::U~~cionr~:·; r.0Ir!o :-:~·, 11/(~1~/1 <-~n Ja :·;~H:ción L::!, 

f'·f;-1:..:- .nd~··lnn1.f:i. ~-=r· <t·yp/~n lo:-=-! 1n1:·t.ndn~-: dn int.(~l:::1·nr:ión p;ypn oJ c3::::0 
t.iP t,r-r..:1¡~: v ... ;i·i.nb~~-~;.-;, y p,·\r,·1 Pilo ~ .. -p VPI"A ::;j ¡-:-.;1s v;-1iidn t,,.;,i .. ~-H" unn dP 
L-,s v:-n~i:,blnn <~!)Hlo p.1·i:--.'n;F-lf~-ro v l.i.•;d)_1J.t1· irnpHcit..runG,nt .. o r~on olla. 

Si !:e; 
<.:?..I t.on<h»·1 

l'<'dllCP <1 I 
1ír;,11omi 1Hdoi· 

V;-H~J:1b.fP f':.:: t .. ,; .. ;.¡t.:••i.~~ •:onHi un:! cnn..:~L.:HYLt ... ,> J;i P{!o"'ción 
cu;:,1 :si-. !;1 fot·rn·, F"{.· ,'/,:..".1 ¿~~ 

c;"1~.-;o <k1 dP~: v .:-:u .. j. J,lci~-; y 
i nt.!.:r;p;-int.f~ por In que 

<~{-<,y,·_:) dy O. L::' 

cnn1n ~::;u v ió o::;t..3 .'.."ldnli to 
~t~ t.PrHf P.fH) ~··:olucionPs de 

SHa f:.. ;f.? a:va-. ., por fo qllf> l<I p•miJJt,imñ or:tmción es 
.->qui vnl<>nt.P '' dll ·t- I~ 1h o. 

'/ ~:: r A\ 



.. 
Oll 

Til:I "' íTP,TQ,r1n :: r,;;1v¿,~,,.atVd'Y,atv¿'1' -1- KJ ,., vu + ro,o,KJ 

Vxr/V.~ (a(rF:)/i;i'y -· <'J(TQ)/ a-~.i:)(Tf')/ ih - é)(TR),' Q.<,d(TQ)/<)'x - a<TP)/(.w] 

Y qu~ 

luogo 

y flOI" ülfA mo 

TRI • V X TA\ 

Lw•¡;o !;1 condiclr•n f.\• 'l:c\\ 
a<-ll,K)/<'f<.:<.y) ~"' o 

i.'/U./ i::)11i1Y 

<:/H/cr1i'J:1 

(10) 

TF.Of;:P.M/\ /..- lJn:~ c<'1i<!Jdón !1f'C<'o~:11·!a y sufic:iP;lt.n pal'<'! que 
ex'i.!"""l!t.:l .P.nt.ro dn:::; 3"onci{H1P:~ lf<·~·'-'" y V<:r,y> UJ>;;:" t'Ol<lcfon F<ll 1 V)-=O, 
no jnvoJucl.,'.'lndo i1 '' <'> '' y P:«pll<:i L:mwn!.<' •"e·: qll<~ otU,V)/,(j(~:,y) "' O. 

ApUt:ando ol t.0orr")1u~-·) :1nLPrlcn~ 1 ¡.-":(), LiPnr-• •pm •~nt.1•p H y K 
no ni>c::esal'1 i:.111ent.P 
come> ~mi'! función 

P~dst.P 11r1~1 ri>J:1d<>t1 índ<->p<>nriínn(.H dP " y y p .. l"o 
de ~. En ot.l';~~; p;1l:1h1':1~:, /:. plli''lf" :·;pp <»~:p!'P~~rida 

K<.ll,,,). La <·•c:u;wi<m dll ·t- 1: el" :: O n~ f!0 Ja fopma 

J.'1 

1 



qun t.!f~rm solur::i<'>n rV<.U,-.~):~c, dondn r. f'.!·S: unn constan to. 
1;:oompl:x1.nndn li pnr ¡.;1¡ ü:-.ipi'n!'•l on en t«'•rmlnos dü x,y,!<1 :.:;G obtiene la 
~~olución Fb,y,'") r. most,;·.-,,rnfo qur-- Ja ecu<ic!ón ovJ,,;in;il (2) ns 

Un;:; V•·:t~ u:d.abH•clllo qw·· lri •'C.IJC\Ción es int.oe;1•ab!n r~olo rau.a 
<fotu1·mln::1r oJ .J;;¡1omln;,(;op lnt.;•r;Pm1t.r¡ ns;>Pnpi<'1dn T(:<,y,:n. 

B:r* int0rn::-.;.tfflt.o-~ Vf:'l' 0 i ~-:;ic;nif.fnr.dn t;'i:1{".tmót¡·ico dn In 
int.nt::Pr.hilhfr1d. !,;~:·~ runcionPfl y-.y;·,J y z=:;;()() corn·;t.if.uycn unn 
~-;nlución de~ J;-1 "r..112ciún C?,) si rn<iur:Pll lil er.1F¡c;Jón n 1ma ídent.id;;,d 
Pn "· G»nmút.x·ír.,;m:,nt» t.;-d :':oh1cl<in P:": unr1 c1n•v;:i cuy::i dlrecdón 
t.;-.m¡:;<•ncla! 11 on ''' pl!nt.r' Po<:<.y.~.) n;c:: prn•pPndlct1lal• <l Jn Hno;·1 >. 
cuyo~; cnsnno:1 clírPct.01·os ::nn p1•opnr<:ion<il0:-: ::-i f'j (vor fir;•H»~ 1) y 
<In nqul fr11 t.z1r!~·::nt.c1 

:-; \Htd cu1"V .. ~1 ini-r_.~r .. ~I SP dt:<-;:~Ji";i::.1 on oJ disco p 
eJ Cll<•l <:~!"~ oPLo::;on.:·iJ ;! )t ... y cuyo cPnt.1·0 P~~t.;:, Ptt P. 

Por ot.J·o J,H!n, nn;i Clll'V-'> quP p:.1~,;1 pnl' P E":': una cur";;1 int.nt~:r·al 

<fo Jn PCU?.CÍÓ:-J :-:.Í ~.~q t.~n:,i;r:o~t.r.1 r.rn f' b·: . .__, l<:h.:.-,}{7,.:) en {J. 

CnatH~0 '.:l r:r::tF··:ci«n1 p;-; intt~~~~r·at\!P.. L::-i cn~v:1 ~~n f3nr:H0f'!f·t":1 ~.~ohrr~ 
J;-.; fnrn!H:; !~1nnn-:··~ "~'··,:-···~,Pi:·;.·; ,~.:,. 1..,;up-uPi ic:Jt•S <·--,H.v.~)::._-. 

Gun!quJ~·-1· r:u:Pv;-1 .-:::~\!ir·(• 

Aut.ornfii~A·~~~~nnnt.P r::!~~r·ú UJVl e' n~vH 

('"Ofldini(1n <!P Ülf.P[~~~ .... :.~~"'fHrt:\d P"/~<!n 

pHl'<l ~!ltP PJ dk~i~O f) ~::.:o 

JHOJln-pn1,~:un~~~~r·ic¿1 1!r" stipt':.ll'fi1;i1:.-:;;:. 

1m;i de P.st.;1s r.11pc'!'.fldc~s 

iriL<>f:l'i-11 d« l<> <vnunc:i~'n (/.). L;o 
~:(·r p1"n<'.:11.!:I como l<i Gnnf!ic!<'•n 

:c;t:npl.. :i f<>1•m:-iP •u18 raml!i<l 

Lc~s n11·,t,rH~n:::: tL~ int.~·::;r·;:~r:íúu p:tJ·.;·~ ,,AJ 
Jo:---: <iUf' ;-::t-" PPCfOi r.·rc· <p.11~ ~:;1~ cun1ph\ !ri 
!:;on j()!:_=.! :-:::iGt!ic·nt{'.1:--::. ! .n~·: P jr-""l1npfn:; -:ip~::u··ot:en 

c.:.-~:>-;o <Íf'i 

condición 
LI·<>s V<tri:oiblP~~ en 
{fo ! nt.::o,c;r«biHd11d 

'lf) :P«r: -~t·n.:'Jn;;.:rrinn 

Pnt.onr:t:~:;:-:: l:'l dt...4.iJt~~ 

~~!;- r:-::-~.~~"";i;!;·.,; si Í.-·1 PCU~lr'.:lOfl ('~~ f.~J 

~~t-.. J~ di• !~·'·1 ff1l'Jll;.'i •\\··\_/f,. y t~~ f'.?Cl.l!'lC{{;n 

f!U& \l):/ú:::O, 
í::i • dP=O es 

t-'.lor¡ttiv.r•fnnt . .-:> ~~ 

!'.::Í{::-lrfO 

Í('f,'/,7'.)"CC. 

.. .,, ¡1!11' In pPim.! t.l v;i 

!!$) 'l"tl'!{a/){eo fr{Wllnlll'e•:>. En d1n>to:~ c;\:---:o~: Hf"; pn:cdhle esc.rihi.r fo 
ocuacli'm 1.!lt'f"l'POr:!al Pt'affli'!n:i Pn 1,, frwm~• f'w d:-: ·~ Q(yJ dy + 
P.<:'> 11" _ O ''11 cuyn ca''º la~: ''lli'<'Pricle:c: Jnt,f'f;l'•"'"" Pst.an dadas 
pot' 

<'l.l 'Unn 'Yn'1rn(i{e .. ¡;-'ef1<1·~aó{e. Pundr> paf:;..11· t¡tJH llll:'\ vaPi.able sea 
~:Pp~rnt .... J.~, die;arnn~ :-- 1 Pll ~• 1yn c;:-:t:'":'n fa Pcu:·1cif'111 Hf"~ do In fortna 

?.H 



lt'\'\c:l"'fr~tl)c . .'1~'\ <..1 c.om ~hic.a 

.\.r. h i"'t.e':l"""-\:,1 \;J¡¡~, 



asl Vx~=fO,ll,;;'.)'()/ ;j':: ('71'1' ¡1,rJ. P1w ln qu;:• b c:nndldón de 
int.ne;t•~biHdad impHci1Pf• quo (')Q/ d:.•:.o.Jí'/ áy, ''l':Lo O!'J, l'd:: + Qtly d:..' 
Of;) un¿" rlifnt"'f?ar.i::il PXncL:l y In co:ndición r..·~;, rodur:o :-. <ltl) + RHz>rt.i::O 
COJI p1•;¡;1i~~j·.v • .-. 

l)) ócua.cfotH'ó l~c'<7ffi17(1l.ncao. 
Ja"< f'undon<>'.'l P,Q,•? flon 
Hnr:Jr-mdn lar:: ~~ust1 tudom~:c: 

L<'l PCt1aclón Pfnffi;mn P~ homo~{mua si 
honU:JS(,•nn.:·ir:J PU X1Y1'-1. doJ ITIÍ$JJllO f;P:ldo n. 

ti d:< + ¡¡ <lu y do: 

obt.\"nemos 

(h lP + uQ + vRJ + " íQ dci ·~ R dvl ::: O 

con P + uQ + vR ;-.'! O 

~~e;:m /\Cu,v) :: Q/U' + nQ + ví\'i; íXu,v) " lVlr ·t- uQ + \'R) 

1h/x + i\ dcJ + {l rlv :: O 

un 

dc--1lorni n;:~dnf' í nt.c,¡:P:--1nt0 
,/11:;,y.;_:,)--:-(.' :! , 

y por lo t.ant.o :se 

una con~;t.,.:,nt.~1 

if".~ 1y 1 :~~::.1pt'!.>. P~r;-1 

vari21hln ., 11!> 

~:o iur:.f f'Jn dP 

L• l'oPm,c¡ 

y P!--:'L;) 

dr,t.r•J·sn!n;rr P'=-"' nb;-=;t,.1 ·vf·~-~r· 
{Hr;:-'\Bin:~: r~, 

.<>i en do e tmc. 

qHP ::;:j 

nnt.Qncn::; 

< 11> 

P:,r:l'Í t.<1 
<.iz1n1of~ 

1 

e es 
2 

c:omo 
;, la 

Y ur¡,::, ~-;nh .. ir:!én) r~;-· (j·Ll pn;"' fll!'-·t~{ldn~··; dn ncu<:1t~lonPS (Ufnl"t~nr:lak."'S 

de prhn<'l' n1'<!<>n n, .. ~ K<y:->o:C. 

Cn1nn rt:r1,y,?> '{<'.~") y K~y.:•} e PPpl"PROnt.;in snl11cinnPs 
<•!!minar, 

fund(ln 
r,t:).DPl'édHS dr:. (11) o~::t.t\:~~ dPiH·~n SPr ofi.qui Vtll( 1 nt.o::; y (HHk:•rnn:.:--: 
(flc;nlH1s ;, y, d-::• Pll.1~ y qht.PnPI" un.·.:i P:'-:prP_•:dt1n p1-ll"H lr1 
1""" As! podP!IJ<'i:C> oht.(HlC•l' 1:·1 s:oh1<~1t·in <In < /.). 



[{~.~~~.11n~:P!J~;:!.:. En nl c .. n:,::o do LPn:·:: VP1;PJ;)hl~F: 1fl -~cunc:tón 
1tlf Pl'POCL"'ll do Pf«ff puudr• o nn ;-ulmit.Jp f<1¡~t,op d,. int.c•¡;1•,·1ción, <.'S 
<k>clr, f'HPdP n nn Sol' lnLc•;;1·nbh'. La conrih:lón dr• int.oc;:rahilhiad 
vlr~n•~ dada po.r- 1.1 <'i>¡n.·p:•d•~n A\• Vx./0. ·:O, ~~fr>ndo f•\ ni VPct.01· fornndo 
por- los coPflclpnt.c-~.: ,¡r. la~1 difer0nci<1ío~-:. 

Si ti-na Pr.u:1c:inn adnnt..n tHl denornín.~dor o f:'!Ct .. or de· i.nt.H(;r:1C1ón 
puPdf• Pflr:nnt.r:-1r:•;p una inf inid;1d dcJ <."llo~:, o!•;tn no;i HP.v::1 <1 qun J;1 

p1:>lmit.iva no e:•; ún1c¡¡ (\'<--·i- ,.,jr.>rnplc•ó' Pn nl dp<'•ndic•' tn. 

Crnno yn ~·:0 fHt·~ncjonó, f'~l llPr:ho ch~ 
rr:IJ;'.ción P:•·: llrl') dJf<ol'f'IF.~L·il. O){ilt:l-n COll 

q1:~., Vxf·~='1) 

pP1mlt,iv¿¡ f 
insp!?r.cl6n), l.e>., A\=V f. /lliox·.-.1 hi"n, ,,,¡ \l;d~1;r•lí) pni><.> 

(.vr~.ro n1t'.~t:.1do dfl 
/~ ·• \1 ;-·l:1~0 1:-st.o 

irnp1ic.a <fUP TA\-:::\/ f 1
, ~".:ír"·ndo }'., un~·1 f'qncJón P~--::c.-·1t::~r-. El hlvf:-1 .. ~·:o pe• 

v.:Jlido d~Hfn que· !·:í L~ ()cu;-1!-:i~'H1 PS illt..t."",t;.P;·~hlr.•, f"::-;L:t :1dn~it.~'.Pf; n T, 

oi ~ .. ~~ctor df.=' int.~r;r:...,c1ón,. t .. ~·11 cpJc: TI.\~ d~"'.::G._r~~:r :·:L·:a;Jn d.:-J n;;act.a, 
0ntoncc!~~ V:-n1\::•D pn1· Jo c¡qn T/i.\.:'JJ'. El ilw<>1·so P~~ inmf'dí;·1t.n. 

ri 

<1W .. Ipi d}I :: 1) (J) 

' "' 
y 

n 

do ) ,Jo/c)H¡ <l:<i 
'-' \ :;_s 

Pof' In qtH.. p;11>a ¡;., condición de PXacf.jt,ud :<:•~ J'ec¡uoril'~ que 
< D se j:_:u<t!P '" C~), P~>t.n Ps 

.::)F/ é}:·: " ¿/ rY/1h~ q1m 'J':-<Al=•ll ll<'S dlcA.? !}llP J.21 
<"Clli'icitin P~': 1111;~ dl f<->f'r>nr~i:-11 p:<.;;-11~t."' con p.Pím! ti v:·~ } ( vn.r• mút.odo de 
inspPcdón), Í.t'., f..\"·'I J. .'\hn1»01 hlrm, s! 'l;<i\'\;>!<D p•'PO A• V;d.\=O est.o 
impl.icn quP T /1\·,V f', Y:inndn }' 111m runc:ión esr.,'ll<w. El invE>Pso es 
VAiido dnrlr; quP ~:-:: la (.~ctJcu;h';n t!S intPf;r.?lble, nst .. a <ldtnit.irá ~ T, 

el facto!• <In h1Lí>¡;p2clón, t.al quP T1\\ • dr~O.-dcr !':iendo dcr rmac:t.a, 
fmt.nncp~.; V>~T/1\··.<J.l pnr ln qt!P -rf,\='lf'. El invr~rsn 0~; ínmndi;'lt.o. 

E_or !~ 

!!1t.~·.fill.! U.<l!1r!, 



J.3 

entonces 

(7) 

(B) 

n11t1t.lplicamlo (6) pnt• F' , ('i' J por F ¡• <Jn poi' F.: . ; ' 

F 
J 

P F 1.:fr ',/ 1..}~: . _,. ________ ___ 1. - F~,F 1 i')T'/l)x, 

!'' F 1.7 r ' / ,:;:.; . 
j ¡· l ________ ,,,_ 

F. F . ~?r ' / ¿¡:: - !;' F dT '/ <!'í 
.... ' ... ..'. ............... ...... !:. _1 _k _____ __!_ 

T'{F',.CéfP./G;i. - fW./c)~;) ... F.<aF./axk - aFk/¿¡x > + F'_(¿·Wk/ax. -
..: j' \ J J \ , '\ J 

(/~ . V :< fl!.) 
\,j,k 

y tomando ~. , ·;ff' ,P.,f' l, 
l,J,~::: t J k 



E~~t.¡; t\lt!ma expre81ón es !n condición de 1nt..e¡;:rabil1dad, l.a 
cH:ll PF: un corij11nt.0 <!<~ ;.r;u.-.1clonm:; ncopl~d;;s. 

I) l~n dos variab!Ps r'>x.i8to el factor de- inteeración síempro y 
lo cual c11anc:o c>.<:f(, f?Specificncla lo dir~cción dy/dx = -P/Q 

.<."ic;:nifú;o la 110 exfr:tcmcíC! do p1mt<Js oxcr•pclo1H1los•, 

~~) En ir••:; vn1·iabfos no sfrmipr<~ exís:tc 1· ;o,10 qun 
et?omótrfr:om•mtc• t11ia s:tpc•rficfr• ti<,1H~ asociacia mi r::radi<mte, ol 
cual no ~:-fc-rarn .. r. .. f.i':::;f;-;\ biC'n rJt-:iJ"lniclo, ~-;; ... r;to c.· .. <::, fYUi!..!fd& o no t:~x:l ... 'i'tir f 
tal quo fü " \fJ. 

3) f'c:wa m:"·::· 
t~._~. un 8'L..::.~t1:11•0 efe .. 

ci1~10 sí¡:;ni Ji e rulo 
PXHCfiftu: y,·; ;:~-; 

1~c·nrrH\trico ~'ª no n:r;.• 

~ "'n.rír,~n doc!n fH)r 

3?. 

<f<-.' fnlOtC::iCbil·fdad 
A\ .. • \!)'~& . . =0 

t.,,j,}: \,j,k 

tnn cl(zro. Y 
\lx{~ . • ::<D 

e,¡,~ 

la condi.ción dr;o 
no 



CAPITULO 2 

p,n PJ p~A~t-";')t.r,. rr~p~t.-.~Jn .cu.\ A'.\f!'H'..'\J)(tT:y:-(, 11~ 

t!e O~rF1f-hLJi(H.1or·y :--1!..-•n·d~ ~~u h~::·:~ m1t~rn:~tAc.PI 

t~~pues~.Fl t.".l.n (~! cap1t .. ulo autnI"ÍOl'". 

t.+'tf'\~"1 H ~~f''!'ff!f't!'Hf!~!nicn 

ln t.eo!"!n f!" Pfaff' 

Cuando ~":é' 

f•llflf.,n flp vfr;l,21 
Sf" V<' ri t.umc11• 
deHmit,m•fm. L:1s 
i>. 

trint.<l dn estudiar "aJt;oº, en f'Str~ 

t.o:~:pmr•din:'imicn, f'S necesa1•io p1•i11HH'o 
co!nn :~isLp1n~') ro~o::;l co;no -ni t .. ipt.l dn 

dr.•finicionP!'I pl'.'l't.inc•ntPs <ipal'l'con 

c:ru;-o desdr:- n l 
def.!nh• Jo qt1E• 

pm•0dPf'l <¡Ha lo 
c•n el apt'tndlco 

Cm·a1.i1t:·odcH·'.: (b 1m:1 t.pof'L'l t.Prmod!ntrnilc:;i ,,;dom21Ciz<1d21 
c:t1mr->n:r:nndo con Í'1o: dL•fin.icíonc•s dP lc;:c; t.lpos k:mi.o ÚP sistemas 
co1no di~ p211~rH.fn::--:~ lt~s ctL··1i0::-~ en forrnZ1 r~squon1nt.J:r.¡11.ia aparücen abajo. 

Si STEMi\:> 
TERMOUJ­
NAMICOS 

TIPOS DE 
c-.,,.,nr;'ln•~~ 

• ""'fl'ª""- ........ 

r 1) 

1 

1\ .l ~~ J 2do~·~. 
Nu ti u.y t; ~·1:1tHl~ f t.~c \Úh 

hqy t rnnnf,,.,.roncto dn 

t r n ttt ~\ i -:; lH:n::t y fllJO 

;~) L1Pl'l'<H!O;~. 

~norgln n\ <ln rnntorta on­
n \ r<-tdodoro'1. 

Hny inlp1,--:\1rnb\(> do ~nerr91a port.") no do molo.rla. 

ont ro ~¡l ?i~toma y au~ alr~dodoron. 

:~) Ahi•>J't-os. 
UC\Y i.ntor~\.1mbi.o tonto do fH1or~dn ct'mo do rnoto­

ri.n. f~ntro ol ~:1!.·:1l1Hnt1 y !JU:~ n\f'vdod0roH. 

J

. 1) A<ll :=ib:-1t, ¡ C;\'.·~. 
!.;"'... Ct!C'l 

mi. e (t. 

l /.) fllnl.t'•Pmi•::-t:-: . 
t., ·~1 e u ot 

Df' los <lif~i·rcnt.0~: P:0:t""ldo~~ 0n !ns qu<" :o;p Pnc11r•nL1•a un :::\st.ema 
t"l quo nos llf'v<·; n d:1P 1111:·1 tr.··01•l;' com¡il<:t.;·1 y !':lmpl" :-~nn los 
f<':<:t.<illof: dn PC}H!llbl'h>. ,;\!int•i'• PI pr-nblr>111:1 :'~P reduce> 21 !as 
~•ie11lent.ps prnr;unt.;is: ¿}2w'• ns tlll nst.Zldo <lf' oqullilwio? ~~<)or:, nos 
condur.o <1 61"i' 

Par<1 nbt.Pn\'!' .!n:: cnnrlícinn<":': dn oqullibPlo C,c¡p;1t.hf.;odor~• 
int.1•nd11c:P P! cnnr:c-pt.n dr• l:-1 "di vl:~iún l'D :;;ubslst.am,.,s", CllYil:": 
p<'lt'f'rfes pP1•miLon .,¡ p;·,~"º de• cl<>PL~ fo1•m;-, <In <>nP.1•"!;1, 1:1 c11aJ for:r.n 
una nuevé\ r·el8.r.ton nnt.i"'i'.°:' lo.o:::.: p;-iP/Hn:t;;•t.ros do los !~uhsistt:~sn?.s: en los 
cunlt?s se t!ivídlü. J'op ~0:lmpllddnd :0;f' co11o:ídP!»ll'<'I l<'I división en 
dos suhsJst.Pn1nR, c~=uJ;~ nno do !cJ;?: r.:u:ttf~~.: p~;t.n1";' c:o1nplot.nn1onto 
r:nrnctnl'l7.<ldo en t.(,pmJnn~: dn ~-:11 pPns!!'ln (f\) y su volúmen (v,), 

r:on i::1,z 1•espPct.l V«imont.n pap;1 ci1d:1 s•ibslst.nnm. 

Am qun, oqul llbl' lo ent.J"i-"'.' los dos 



:<:Uh:'1ir>t.Hm~\."':, la r·e!;:idón r¡rno. deh<' o:~lstit• depondel'I] ún:lcnm.:>nt.e df' 
Jp¡ nat.ur-;¡lozn do los dns f;ubsh.it.em"'.t:, pOl' Jo quo Jos ct1<1t.J>o 
pni'íun~trn!'l dr>hr>n ·~umpUr- con una l'0lacl<'>n cfr> ln fo1•ma 

(1) 

i~:-;t:l ,...,.... .!.::~ cc:;...,~_~1c:ión \!D oqu1Ub.r~~n, J.a cu.t1i jHk:-c;fi> ~-:::&i' 

P"i-ondldn :'l un nünm:r-o m;;yrn' di) ;:11bsist.01Y.;l~'> po1• mndio de Ja 
1'.l"•··'P.i",.·~.hvJ l .. 1~:..\JP:.1 l.l v ~ 'I: ~-'..i •.i· ... 't: t.'.'..!l'z-iJ:r,_,t_ . .;,-,'ttl<i.:,.1 #.';i.V,~-~""l r-t'-lp2.r;-vl;'lnl~'nt..Q a?n 
eqtdlibx-io t.t~I'mko con ot.ro ~:;:ub::·d:st.oma, hmc:o cu;mdo eflt.o::c1 est.&n 
en cont.m:t.o t.61•mico l?:c::t.<lPfm en cqu1Ubrlo CEst.a foy f~w nnt.mclnda 
Hn "'~"Jt.a ro1•nin pPimor-;1mHnt"' por josoph !Hm::k). ¡z~1t..o nosz l.lova al 
cuncrpt.n dri t.nmpPPat.trr•;; t'mplr·lca: Si <p,¡,v.

1
), \p

7
,v:!), (J~,,y1 ) y 

{p-:?.,y-;~) d.-.~·lnPn dn~·~ •Ho:t.i;dor~ dti0:t1nt,on dP do:"• nif·Jt.0mn:: diforc-nt.OfJ y 

y oquiHbx-io 

equHlhr!o 

F'{p ,v ,p ,v ) :: () 
ji 7--z 

nntonr:ns 

nos r¡uo pot• t. .t. d. 
i -1 z 

Pst.;., conr!lci<'ln se cumple cuando los 
t.F>J•micn y Pn P<111illlwio. Poi' lt' q11e t.

1 

con 

In quo 

r.UP.l'pns i>st.<'m 

y !;, son Ja<" 

con 

t.t'•rmico con 

CJU<'> 

"n cont.act.o 
t.Pmrer<'1t.ur;:is 

Pmplrír:;ois dP ln~1 ~c:i:-:t.Pmcis en s11~: P0Spüct.ívns 0:c:t.<"1do:s. Los v<tlores 
t. y !: d<•fl 11<"11 ~ol>t·P u11:-1 Pscal<1 iil'hl t.p;u•ln fr1 t.nmpet'<lt.t 1Pn omp!J·!c;i 
do ln;1 do,.:¡ ~o!slA-•JIJ:·l,O,, (,yo: Clli·l!P"1 d<>ffronn nn !n~.J pl<inns (p,v) y 
{[~,~) nHd f .·\Hd iÍd JilOJlH-pdt•dJIH-4 Í~PÍCd <ÍP Cl!iªVd'~! lii:--·: CUaleS :-a •rl 

ll<Hll."Hl;1·~ .. ¡~;;oTr;:f~H.'\S ... 

s; 
f'1.!Pd1.·•n 
p,v,t. 

L·1 "~w;1f;·1 dr• \.<"JllJ><'l'·'t.1wil p~.; sr->lncclon;1di1 v definida, 
{-'Ut.o¡u:n:-; <"":.::;co!,:;'(•p;-:-;u cu;;·,Jp~:qule1·a dos du la:c-:: 1.1·.p~; v;u·lrtblf\S 

cn1nc1i V.t1r-í;,hJos indop4.·tndh: ... nt .. nn dnt'inio·nt.lo (~) o:-:Jt.ndt."l dc:-1 



L~i!r~t-~n;;-t. :\r:í 
:fh:;fr.r.'.\n· p,v y 
sls1.Pm:·1. 

~.;1mi>IM1 

l, ¡·:np.'H) 

ó0:~ func:lnnPn .rn·hlt~Pt·\:P!.r--~q df:? 
::uficinnt .. n:·: p;-,p;~ >E•ripnc!ficnr· 

Ja:-; V<11'f'iabhn·1 
1m op.t.Arlo dol 

Ot.1•0 conjunt..n do deoi'lnlcinné:!; se dan !"o~;poct.o al t,tpo de 
proct"~so t~nr¡nnriin/unlcn} r'~-:t.n:-l: :-:on: 

'!'JPo rm 

PROCESO 

EJ p.Pn<:t..i.:;-~o cu::¡-.;i-r:?:--.'.t.;:-¡t.jf'~º n~:-: oJ qu•zt or:u1~~r~ rlH n1nn~.n-... .rt 
:!nfin.it.:unr-nt.r' lf'ilt·•• d1:• L1! ¡ rll·rn:1 <¡110 pj sfr;f.<}ma p11n1fe ~1'H' 
considPJ';.1do cn1nn p.~1~::.·.:-u1dn ;-1 t .. P::"\v(~~: do l rnñ .-:-:nr.ic cont.inua dn ost.ados 
<In equi lib1·in. Snn r:P'.ilt."r:dJHt-•Bt.r~ r·Pf Pr-.ld0 ... ~ c-c,~t~o "prccr::::o:.: 
r-o\l'Gl ... ~::ib1-t~=-c.:" dr~bidr~ ;\ <Jií::~ 

1 
(:•11 t:"c·n· _ _,..! ... -:1!,. pi~o:-::::~:o-'··: (;u,:1~-d· .. ,._:.~:;t.útlcos 

plil~dqn conduc:í1·<,;::r.~ f:n ~:L'nt.Jr:o inv,-~¡-~::-·;n. 

NOTA L-
ct1a~i-P.st.t:~t.1{~;:.,, 

t.fHfC) pr-n~P.<.::o 

c11a.~í-r~: . .:-:t.:-\t. f c;-:l. 

c11n~;l-p;»:!./1t .J ce., 

punt.n di.: vi.•:L:i 

iin c~1·-:n (~ .. ~-. J1!'0CPS(l l'PVf~7.':·dbk: ptH:~dP ~:;p:p un 
¡·,Jn f.nd'-~ z-t·o~.;:-"~-:n Ct¡;·¡;;-i-p~f.,;')f.-it".!t°) f\:; l"Ot:.'Ol"Sil::d~· y 

PP·'~'t ·1·~·:,'if1.jp fo~~~·: l!r•V.<:._"Hio ;) c;:ibo dP flL'.:1)1Pl"';:\ 

p,.,. lf, •111., "" :c.P p1!l:·dr_• d"P !:'1 1•r¡uí.v;dr•ncl;i ent.1•P 
~' !·f~v.-~p~·:lhJ-.:4, .;\1n¡pV" <~;·¡~·:-\t.h;'lc~dnp:;r ~(' ~1dG~) d1,~-:rfr_. un 
(;Pr1r"J', d !·.: ::1d:'. 

El prncc-::~n nn-c\!.:!~-;i-r:i._. . .-..:r .. ~"',t..icc1 e·~:; d'}UF·J qup. p¡~: lJ('l-~/<idO .,~ c;:,bo 
·de t.;1J JH~-in':-~1·:l q11·:· .. ~~tt·-: ·~;:.:.·t.;=~dt' nrJ snn unn sur:{-~ . ..::;h"\n tfp PSt.~·1dos rk~ 

!·'i(IHHihr-iP, p1.1P In qttP un··¡ t.r .. ·.ypct.or-i;-1 11n puedci. ::,:pr· d!-·"fíniti;:-t. 

Ln~:~ P."-:pnr-frn"nC1i~·: de· .J~Olih-·· ~~:~t-dh!;.:i1~.¡-•r1 ll?.JP: En un proceso 
~uH<"tb~·ith:1, pdt'-' Ht '\':H~ d un c~u~~ttpn dP un Pst.ado inicJ<1l ., ot~-ro 

finr-1!~ f,j,.-.. nr:~ q11° h,,v·; .. p~~p t~n Lr.-=~b.r\jfl U\Pr.f111icn <f• trn -<···quivélft:ant.r-1 

n.J;;~r:L1 .. i~:n)_, ... ~ cu.:d 1>:-; in.1••¡ ... ~rHH9-'-'id.f:. dP c01110 PA can1bin SF' hñ 
llPV<11io ."\ r:•iho d1?pr•11dir>n1h 1míc;»rnPnt,~· dr- los 0sL;.)do': lnici<il y 
fin;.,! P~"' ...... 0~·, 

Sl ol inici<->l 

nn::il por p
1
,v,,... El l.1·;.)J•;·1jn 

r.<lmblo •~rli;o,bf1t.jc;,mn11t.n sr>Pfl \'!. 
inlcii\I, ¡.¡ ~~1·110 d1·'!"'n<b1·:i d<>! 
nn~ !nt.r'*f"te:.~-:é'i tnPdii· iru:t·1-lJJJPnL•~:-:, 

\y' ._. 11 - 11 

<.•:=:pocí fic.'11!0 

PO<i ! l z;11 lo 

(/.) 

pop P¡ '"\''" y 

llt>v <i.r a r.aho 

el 

el 

~-;;J ¡-'dom.!1;<01 nr?tn(.Hnomo:=: fljn ol o:<:t.<\d\> 

"''''·=''.dP fin:~!, l'Pcl!;',1·drsr> qun ,:;ólo 
por- lo q11P 

1 



clondP H P:<: ftmdún d\• los p<w;',rnot.ros qt¡0 •h"t.urmin::m c•J Pst.adn tlol 
fC!ll'>t.orn"> y U, r>>i ~·111 vuln~· "'" c>l u;"t.;;,"!o inki1Hi. ll.. ")"'Í <fc.>finidn, ""'' 

l 

ll;;mad" J;1 "ENEF<OlA INTERNA" doi ~:lr;t.mn::'l. 

Si do~ o 
:itliPhÁf.i.f'!;HfHH\.) .io:• 

POr•r:;1;~·'-:! d(ª 1n::: 
~:-", ~-·~-;::--~.;:,;·4 t!v~ 1 ,;;:,.l,..v:ut.~ ~-~:'.'"-,f l~lj;~Í O f;¡ ;:;'.;tHH?l 

~~;U~;;::;;.:t.;'•;1~;~~;; lJ U
1 

LJ~J (i~•-=1CÜ{!"j 0 t.Í~1 ;,-_;o 

NtYf A 1. En cr~n~,1·01, 

o t. ros: 
dt:~ 1.fl.'2:.l 

h~ct?r- r:ont.:::;;ct.o {"_.t\t"nlico 1·mb:r•/1 unél 0nnrcl.n <'J<t.r;i q110 rmr<"i 
p:i'opoI'cionr"I ;<I tiP'"ª d0 
p?!:r-,¡¡ c;:r·;ondos vol(unnnnf', 
<fo!":pf'ed<:·Hfn:':. 

:0·;up01•rir:lr~ r:omün dn 1os sub!~b~to1fü~s, Hsi 
hic< <k•;<:vl;1r.innas d>" Ja Jny mUt.Jvri :son 

~(-!>p;, Vf"l~t_t-)dor-n, y so dice' fllH-~ 

:c:uminlst.¡•;-.dn ;,¡ :.-:lsLPmi'l, de· dondP 

;-~di;~hút ... h~o, Ja roJaci(ln 
un,1 cant.ldad de Gé1lor 

t-D 

<: .. l) y.c1 nn 
Q hA sido 

dQ "· dU - dW 

Nóf..B!"'o pJ h0r.ho dn 1¡11n mlnnt,r-.;t!~ .-..! {.r~<l1''\jo l'<?J.;'.J¡li:Zcido i;;oln·o ol 
si;:t.em<t y "J c;·il<:>P <e;uplído ;o! f:l~:t.vm<1 no ;,;on f1.mc:ion«~~ ffo punt.o 
(i.e., quo dnpP11<Jp1·, dP h t.;·;wnct.opfr1), ~~ll stml'.1, la f:-nor-¡;t;i 
int.nrnn, or.: 1Htc1 función piu-.i.:i;-,J. E:c:t.P ~:l¡;nif°ic;1 q\?P di;! y dQ no ~oon 

dif0pr!lJí:i~.dt.i::-; F"X.~:!_:L~~~-; d!.-1' r~_inCf<in:::o:··-: (-)'~:c.:"'ll•~l·-n~::. Sf)Í~tinonf.f:.' su ::annn PS 
un2i rUf P!"t:,nci -~·1' P:·;:-,ct~~1 <.. ~-,:tc-nip1~f~ y c~\.!~-~nt !n ~ ~1 ~;l:-:;t.tHHn se.:·i ¡-11H:-)h/ltAco 
y Pl fl.t'P~nr-:o r:u;0,:=:í-o~·~t .... ;rtt.ir.o '"'·~v<,•P:--~~ih!r:.~ t\ !~""J·~~vn1·~·-dhJ<a. E:~;t.o t.i~:?'nü· 

q11P VPr cnn PI prin-:.:Jph" :~•· <;¡~i;·:-::t.11,;"'•\•dr,!~~' COHIO ;.:;t:- V(-_•J·}1). Eu 
t.AJ"ntinos fl~~ico~~ :::~»" pund1-~ ;.1t.Pihuh· t:iPpL;J <•n'~:'P[;'•" in?.oPna a un 
P.t=.zt ... ;;do t.~~l'l'iHHÍÍflúJuic;c,. pc1po !lf) ~:--;p p\tr•d~:· h .. ·,hhi..i- ~\<:..':0T'r.•1 dt"7~ h-\ c:)flt..id.'\d 
~ r:-~k~!' ::;-:_::-:- t:'! ;·:!:.;!.~~-,u.-i tH•:-.,~,.~ ~~n t_.:>:c~ P~~t,.--1rto. 

SJ <>1 r.<nnl>ln ,,,,, ,-,di ,.,¡.,,:,\:icu <:né·•~·:l-'-''''L~.t.i<:am<~nt,n lnrlnit.osimal 
a vr\Ju1nr1-H r.on::·-~t..;~nL·P:" P_I <"":;nnbin Pn r-J t.r;-';b;,_ir") vnnd-r,-:l d~·~dcl '!'.~PtUn 

dQ .., dtl + p dv " O (5) 

I·:n pJ c:¡;so <f0 1111 ~~i:,-:t.Prna dividido en dos subi.::istP.mri..c;: pol' 
modio do p<'IP•><l<>~: dlnL(•Pmlc:c.;;c.: 

= o (6) 

SI 11 



Por Jo f}UP (fl) t.orna h1 fnl'ma 

Cu<indo Jos :<il 1h::d:-.1t.r>m:::1•1 n~t.nn "ll cnnt.acto 
doscJ>lt.o Pl :">lst.omn en t.<'•rmino,,. dn vi, v7. y t., 

esc.rlbh·~1 como: 

... fil! hlil-

<7) 

(B) 

t.érm.ico pueda SPr 
por Jo que (6) se 

oQ dv 

' 
+ <.oll:("o">v

2 
+ P/ dv

7 
+ (('iU1/(.')/l + au::/'at)dt 

(9) 

Recor·rh\flH.'":::~ ql!~.) tnl;.' Prt ~r-\cj(•n di f 1··r·(~n~·.i:1t Pf:·-;.fff :-u1,1 en das 
v<:JI•i¡¡bie:c: io:10ml'l'i·' Ci0n<" un dc•nnmf11;1<!0P o f.1r.t.oi- lnt.c~r;.1'<-)ntp,, pi:•ro 
p<ir~ 'd cn:;o "'' Lt·os n m:;s ":-vri .01b!P::; Pcc:Lo 110 P:c-: ~-iiHmprü 1"!!ert.o. 
Ad~·iHfls,, 8i ::r.. Pf1clH"nt~r·-:"1 un dPnnrnh~:1dn1.. jnt..P.:;r-ant.C' podrttn exist .. i:r­
tinfi inri nJd,:1<! .¡,, r-l!o::o. Fí n.·i!n;Pnt..,., "'l L00l'<'liF'l r!0 Gat>at.héodory 
O'.'\pY..n;.:..":.;-"\ h~ f~c~ulvrdr•ncín 1n;1i,<-•1n.:·ft..ic;-l dn 1"':""! in:H7r:P;::jbí.lid;id ~¡ Jo 

J.;:,,r•co d¡:-. nnr-r,,::·t~·:::: dQ.O cnn J,.1 P~d~~!t.Pn<'.i;.1 dP- un cff..)no!ninr:tdnr 
inLt:.e;1 .. .t~nt.p prn";1 Q conL{~n?PJFJn L:-o¡ f.·:--~nnr:irl dn L:1 ~Pt;nndf' h::.~y <"~:~ l:i 
\..1:,,1~n1oriin;:1:n1ic~\ el,., d~,..,.1no~·:t.r;·1c{ún ;~p;n~t)<"':P r-n nJ ;~pt~ndic1,'"!- C), 

/\pJi<!i·.\BdO t".oJ t.f?"OP1''nl~l do.i- C.~)p,;::¡t,JV .. •fl<fPf")'' (·'\ lUl ~~:ist.-PHlt\ C:OlllpUt?StO 

::~;:'.4. 1.t.'l<ndr~;\ q• JP 

(10) 

<1D 

SÍf~THIO T f'l 1·,1ct.nl' dt> ínt·•'GI'· 1d1'111, da llJ'l¡) dlfe:rm1c:ial PX<ll~t-a, V~ 

PJ voh:11w•n d"I :'"'h~lst.<>ma t, v 
7 

<>l volúm<>n dH1 subsl!"Jt,pm;i 2 y t. la 

t.empP.rat.11r-;i nn Pq11illhPln t.úrmlco. 

(12,13) 

(lu.c~ndo Jo~~ !"Uhslst..1.•mM._"" ~:on llovadn;q '" h;ic,;r• c:nnt..,,1ct..o térmico, 
t., "' t.

2 
"' t .. Ast dP lltl) y (11) 

·.w 



T do :: T dO' + T do 
~ i :?. 2 

y t. co:r.,n 

lue;a:r dn v t, v 2 y t., :<>o pundfl c:nn1itde>rnr T y <Y como funcionns de 

''1' º2 ~· t.. De (14): 

do - iJct/t}r:r do + lJa/éJa rlcr + iJa/l'Jt dt 
i ! :?. ?. 

:: T /T do + T /T dO' 
~ 1 2 2 

:: T /T , i}a/i}cf :: T /T , {JCt/i}t :: 0 
1 2 ?. rnn 

(16) 

y ün C:OhSr•r::ur.>nci,,., lns V;)P:lablA!'l do~ndfent.ol'l on la e>cuación (14) 
<fl'>hon s11r 1:.Rmbif>n ímk,pnndl<>nf,<>s dt> t,, est.o o~ 

T dcr " T dD" + T do =·> do 
1 1 ?. ;> T /T do + T /T da 

1 1 2 2 

y 

é}cr/ di " (1· /r) dc.,
1
/at + e:]{ T 

1
/T )/ d\ <fu + j J 

+ (" r /r.) .8"" "'ª'· ... .;.;11:(·~ /'T")./~ d::r 
?. ,, - '. :.>'' • ~, """ 2 

= o 

(17) 

.é)c.1.0¡?; T)/j-)t 

n con lo q1m :<:P Jle~a a 



-·-
donde cut> o;;: urm f"lmr:lón 1.m!vor:ml do .b tc,mpo:ró':lt.Ul'n empil'iC'...<ll, 
putts:t. .. o t:~Utt t.•t~ lo úuico F~n co;nun ent.ro los n:ubs!st.f'*ma...ei, 

Loe r Lo¡; 

NOTA :?.. 

7.<o ,cr > 
i 2 

<21> 

l
~=c=~~·''=~"°'°'"'~'·-•7-•~c'~=·c.~•=J===~=c==-== 

Loe ·et ::; J <=HU dt + (,..onst:.o.nt:.I!) roop.;cto a t) 

ff 
íl donr!P 1 ~ .. , cnn'.':t .. :·int.P t.i em~ l :\ fo1•m::i 

1 !1 1 iv' ~- ' (!(lf) ¡ O::l ,::! 

L::" ~º'~:~=~~º~.:e~~~~" ""' . (2\l) =J 
T. - ;;:, CO',) E:-.p ( í (:;((!) dl) 

t. \. l. ·} 

í: ('.Y l (.'1/f( 
t 1 

1'1 - !" f-'"n f J' r"•' -'•) ' ·- . . .. ,. l ······ "' J 

Do <1 ü y <:"'.tD: 

e>ntonce:s 

y 

(22) 

(24) 

?,(O' ,cr l 
:1 7. 

Ci!6) 

Se define Ja "ENTROPIA" rl~ los subsist.PITI<\.S r.01110 

Cl7) 



Nbt.Qr.-..~<':i qu~:.-

únlc~llllf:'flt.P d! • 
inck•pnndl <>nt.o d:• 
ttl'bft.J•<ll"Í<'\. J..;:¡ 
arii :Pih~.u r:n 

ln .iío:tnL1•npJ.n dn c~4r!..--t t:.:ub: ~iriit.i:."'z·,ir~ Pf'l un.r:-..- fonoJún 

la:·; 'V.".'}l"iab!t:::; que !o car;-~~t.Pr'iz:1nJ y es 
la t .. ~-~:-upo1"•r1t .. ur-f;, 1\dP~n;"1;:·'1 1 ::)flHl""f>L~(' un.:-1 const.ant.o 

flnt ... r-npi..::a p-r!1'n1:1nnc.:ir~ con.-:;t . .;.~:nC{·;' Pn un pt'"ocer-:;o 

l,;1 1.Lrn1no 0;t,y•;·n~íón do !;, ;·aHt.lvid;,d d0 ln c'nt1•op1;, <'1pai•Pcn Hn ol 
;'1p{o11fiÍCP C. 

dQ " e ci<> 

oo> 1/0 dQ ::: d'-~ (21.1) 

Pst.o t=.~s 

dQ ::: T da -:: e d.S: 

dondr.' 

<L" >"'.<aV°K do y s = 1/K f :>":«:n de' + <'f P 

l.n P.~;pl'P:c:lnn C?.B) hn ~-:kln cnmpi\f'i'\ti;'l c1:1n b UD. M!~mt.r::\S T y 
o d.~p!;>ndPn do toda": la."~ V<1rlnh!E•s fí~ic.1r·1 (vi,v:~'t.>, fu>Jy una 

seprir·;~c!ún d(~ !. depf.·1Hh"nci:1 funcionnl <'11 (/.f'n: f? PS una fundón 
ln1.ic.z\nu:-int.~ rk~ t, 1 t.r::o•Hpr--r .. -:ittH'ú r.,.lnpl r-i r:~:'\ J;:1 cur'\i ~~=-; \!OÍ ft,\PiHC" \:Jn un 
~;jf";t,n:n.n .:-1ü·.:J:.~do,, 1ninnt.p;-t._c; <¡He· S ("S fHnGil'1n dn r~ '!'.i' P' f¡i~:: cu::'!lns 

i\hnp;-) ,'''<P 

m1-est6.U~os. ·~,, h 
[','Pf1:'"•1·;·¡Jj:¡;.:¡l,::B k1!'! 

crlfl~·:1r(f-;p;·,.r~·1 1;ur.' P.l 
v. 

1 

rundún 

t~~·':-:uJt.~:xdn::: (! pJ"OCPSos 

~:!, s.tt .in1, -~ f..· ·'l'tr:r:rdj n;.1n~ico 1~:--;;t.a 

v... y t.. Lr1 f.f·•nr-i ;-·1 d~ 

C:-~J'"..--¡1.jh~'\tdOJ•y P!-.~ in~:µl):"::JbJ\" 

V?':\pf.:1hJp~·~ jnrJr .. p~ ... ndiPnf,,p=-·-:, ~a:"l 

;i tn s01Pcc:j l')n Jns 
y :s:. pqndP ir;t.s;·,JnH-"nt.f). 

cnn:01í<!r>r-r.1v!n J;.·1 tr-r1n:"icl«>n 1>nt.pp In:'< «'St.~1dos <s, ,v/S) y (~1 ,Yz,~) 
<=-n r!"'"'~ :-..~.~~·-:0~·-:: r1'1 pt•irno.,í'1) LttJt.._~¡:,;\.("' t.ÍP.Í ·C.i·Hnhin 

Pl cttal es lh~v~dn ::l r::;.,ho ctr·1:-'--:3-t-"~·:t.f,d ... ic:unPnLP t:··n un p1~ocr:~so 

;:ir!iab;it,ico con S:::dfi'. F:I :c:ir;•iit>nt.P pn~:o P~~ lllC1nt..0nN' y_1 y ~ 

r.onstanf;e!': y lk•v:u• ;i <:<)bn un p1·oc0so ncliah<')f.Jco tdQo:O) eJ cual es 
no-;no:t..f:lt,ico <dQ ;"' O dS), <1\!P cmnbin S " ~. Si l<i 0nt.1•op1a so 
incronH>nf.:.'I r>n cio:rl.0s cn!':o:':l mlnnt ... rno;: docr-nco on ot.l'o>", puode 
~1PmpjlO a1·1·t-.. GJ<1Pso t¡HP ;'IGun f?!---:t.;1do v0ctno n un f:~f.!t~dn inicial 
d:oido pun<l<> ~;el' ;1lc:,,nz<1do mndi;~nt ,~ lln p1•ocf'so a¡IJabflt,1co. Esto 
Q}!Ú~!'~!!o!!!;q !~1 l~!:J.t.:i.c!J!i9. !!<>. ~1,-~,._,~:!J1t·<><io!:Y..:. fü¡t.o no quíePo doc:i:r qw~ 

40 



Como lllli'I cnn:c:ecuencln, !:'; ont.1'op121 cfohn [·<ül' tllH) funclón 
lllf•liút.on:1 Ji'\ r.1mi d,.¡,,. r·<~>I" n1nmp1•0 m'nch-:.nt.1~ ó docrfH':iont.o. Pnr¡\ 
enconVrarla sr• ;1pr~Ja " un cJ1pP;>j¡¡1onto du c:1s h!nal (joulo-Külvin) 
rto Jo::c: r¡•i::· r:r> concluye q110 In ontropl<l nuncn p1.11~dt> <.foc-:rocr.•r 
c.h . .rrnnt.H 11n pt•nr::c:·;,~ adliélhf;t.ico no~c>.c:t.{1t.fco. R~i·<' hocho puode 
exprf'll'lar:c~"' nn ot.r<l fnrma conr.idorr•ntlo ·t1-.rm~-~1cionnr1 c1cHc:as ont.rt~ 
rfr-t.~ P~•,.~~f'~. L~ "'. .. ::"~::.:-:!:::!::;;:~ ·!-)!'~ c .. ~~,¡¡,..);·L,, •. ~-.;i~:!;,;~(~.iCdJHt':'nt.u \pero no 

OC:UJ'l"e cunsl-~sU'ilicam•~ntP. 

complat.o so t.!ene 
Qf.l) 

J
1 

2 

dQ/O 

cic:lo 

<29) 

r dQ/8 :: 0 dohi<lo n !Jl!O o! pl'OC;{~SO es adlab:.if,ico, 
.L 

r dQ/fl :: sj - s2 :::: o pue~~t.o que la ent.rop!a debe inc1•ement.arse o 
Jz 

t.0r1nndi n:!ln~i~;i, 
e jP.mpi<J, ~>i !a 
t~<>nrlr:. 

~::P nht.i.PpPn 

t.I·tm:;lr.ión 

pl'imn-r<> y 
pn;-~t !~ t .. ;:~do~ 

:>.-!11 OCU1".t'!1' 

:c:1>sund?. lnyos dt' 
ínt.crc~:::mtc:c:.. cr>mo 

cuilsi-est.:'l t.i cameut.e 

~ ·I· J~.. dQ/O .;. I~ dQ/f:) s s - s :f tlQ/O :: J 
1 

dQ/(·J , ;i :1 

f tlQ/8 :S o 

f' l nt. l'odur.ienr!o 

I dQ u - U - r dW 
"l i 

• i 

41 



f"' <lW --
. 1 

(l 
2 

- 11 - 1 u 
-¡; 

u 
j 

- .., 
• :1 

+e s) 
~ 

(32) 

dondf' f' "-' {I - f1 S H:'; J.n E>flflJ'(;ia Jlhro rfe Jle>lmholt.z. 

ne ~a;;D :<:o 

no SP. I'f"nUzn 
!fr>1111hnH.:>: nuncn 

conclu}'º quo on un proco:cio 
LPab<ljo sobr-o el sl~tomn, 

ptmdEi incromnnt.;;l:':<::a. 

lsot.óf'miGo on e>l ctJ«l 
la onr~l'Ci<I Ub:ro de 

As\ p1m;<:, p;wn un sJ:st0ma aislado adi<-)bflt.ic;imcmt.0 Jn entropia 
nunc.-:' p11f:.!ft-. dncrnr:0r: 

S > S , nl pl'OCPSO r~:-: no-o~t,át.ko. 
"" 

s s , '''Í pl'OCOSO PS f':"":t.~1t.ico. 

" 
E~~ . .() nr'i;::! '~C"H,r;i ;-¡ ''."!~·") :·:i.c:ui•:.·n~.-0:-'.!' pr-o¡;ur;t ... .:~.r;:: ~ ;)\i<.·Hlv ha.C~l·Bt1 

una P.Xi.Pm--:l1'm dl'Í t.rmrr~mn de Cm•at.héor.toI>y ;~ :c:ist.omas nbim•t.os y/o 
cor,::·.0\do;-·-:, v -'i pt'ocef-:o;:~ llCJ adi~tht~t.icos 'f .. 1;. F:n qu!? cnndicionos J.:¡ 
Pctt~ción dQ dU - d\Y f.'18 o~;¡;¡ct_.~~;~ ._s. ":..r t· . ..:I dQ nn o:-::: P>rnct~n qu•~ 

p;'1:-:::n·tn ·¡· 

~rnorPrnrr c/f"! Cnrot/16o<fory.~F:o-L~1c~on~·, Lt p;d;--:;t.nnci.;) doJ 
dF"H10ndn.:::idnP int.0.t;'"nO~ ~-·, r.0!) n! f":'!:\! ]:1 G(::U...-:.c:ón C!(.' ~"'f~·'lrr ~-..:~pJ•l.d 

1nf,f\:;r•:.-i;b~t·~ C('fl i.?t P;.ri~~t.r~nci;., fir-11 punt.o~: int~ccc"::;jb.tr~:::-: . ..-\ un punto; 
diciin f.t-.«lf'F•rn::1 c':..--:t.nhlncP ·fnr·rn:-1hnont.o qt?P: 

"í·'n un pnnl.o 

".'\·pbjt.p:-~ri:).H~\-lflLP cr··i·cd d Li~d1· ~~:--;L .. -'¡:dn d~-- t .. q11i!}i>i·io de- un 
~;iRt.Pntr\ LPt•n1ndin::uui,-;f') f"'~h-----:1.0n infinid;">.d dP P:~L;\dO='·: In:": GU<lÍ08 no 
¡•~!Prlf'n ;c¡\c;'H):-'-'11" dicho P:-c-:t,;1do mnrll<int.r> iÜ(;l!n p1·or:•':':n ;-1d!nh/,t,J_co". 

supr>Pfic:iu 
VPCh1R.r-:1 S" J;:-1~1 cu;;1fof-: :=-~nn 

iJ•J•PVPl'l~j hJP:0 : ( V~l' fl (:;llr~ 1), 

i:sont .. rl'>pic;·1 
t nñ<::cn::dhlP:-; 

4?. 

po1• proCP~OFJ 

supE>Pficies 
Rrlint>:\t.icns 



s' 



CAPITULO 3 

OA •~ "'<l~P!'lf'!!cl~ fr-no:-::::mo1é;;1c.'.:l ~-:d o¡·l~.ii1&11 los s.lcuient-e:" 
post.ul"'<lnr->: 

1) (J'n•'!NMt dt! ·ea'lnll'D.- Pat•a t.:::>do s!st.Rmn tc•rmodin~~mk:o, !a 

t.•:rn1pfn•nf.1Jr-"1 -'-1h~~nl11t.i1 <>S un rlé'nornlni'\doP int.ec1•ant.o paI .. c-i Ja 
dif<'>r1>nr.i<\I dr> c~!op Pr>Vr>r~ihJo. f:9t.o impHr.a In º':!at.<>nd.:1 do un<i 
OUP'/<1 r11nr,j<'1n dr> <•st?.dP: Jn PnL:ropla. 

2) <'"\ 1 ~""·u :l 1 ~f Ulc'Il·rr1€'n.ta d;' la ('flY1i:'1füa).- L;.-l ontr•opt;, !_-;:fio 

inr.I'"PnH~·nL;-1 r.íHJn!'JLnn.::un~··ntr ... r-"'n tndo pl"O'..~f·1 ::-:1) d(H~-\bút.\c:n ii-·rPverr-:ibJ(~. 

C~·1p~-~t .h.~ •odnt•t/ ~ b.:~;;:-:;1dn Pn 
.ln~r·Prn1•nt.n Pnt.i•op1;-,,, 
l d\'>Jlt. i f ¡ ,-,;,¡1' le· !:1 pPilll<>P;'l fL•y 

P) tP-<')P0nr1 <fr:o: C:-ir•not.. i' di._.., 
pPfnpn1nl:-1 !:-~ tP1"f!lnt!1n;·1ntíc:1 

cnrnn 1n1;1 fop1n;:) di'ff-:ir-c-nci.:::11 

L-1 lr-•y f!p 
cl~\~;íca 

Pfc-1ffiana 
(t.Pnt•PHF-l dr· C:•,1· .. d .hf.,ndc~ 1~v > Jlf·~r::=-uu1o "'-l Ll :·:f-~ .. L;und~·~ IPy 1 

r:rtnt.0rüdí1 <~-·~ 1J;f'."t nldiJ!·""J·,·, 'Ht npP.flt.f·.l Pn P! p3·Jncípiü 
nn¡u;•)'f-•. 

i},.. Í\• t";pllP;''-d,p 

Ed{~lfic::·r·t-'.~ h1~ qpnF-1r:i(\1J: 

0nund ;1ndo 
qu<:• llov a 

l<i 

n) ·:-.:¡ { !q t·PpPf~~<PtlLa 

pPn'~P~:n ~.~.f_:_v~~-~I·.:c:iJ~.!::. y :.::í 
l'i'affl,-u¡", i.•·'., 

tin c•lt!mPnf,~> dP calor t,.p,1nsft•Pihho. f•n t¡n 
l<> Asocl <Irnos unn t'Cll<.1ci<'.>n di r.-.r-c>nclal 

dq " 11 <D 

J,-;1~~ ~:nhJr··innc•::: rJn- t-·st.:·1 puPdr•n 1~r-:.prP!.::r-nL::-11,.:--~<':' pnr- r~ttrv;!~<! <"n 
f".:!·":!pñcir~-~;~l·/'. (;,ld;\ nn;..·l dr~ f,;,f0~~: c1 u·v .~l."~ ~n!uc:i~\n c0ppp~:~pnndr •n 

pj 

:·1 
pP• ~f:1.\:.:·H}..::: ·::~h: .t '- ,t .i t~' ·~:: 1•t ~vt• t·:<~i h h-•:--:. 

',;!::;.it.¡:t \H-' , t.~ 11tit-ti'1· .. fl :-;pp cnn::_:t,f'\llflñ~:=: 1nt .. ~?!jf~;-n1d<' 

p~H~t.o ;1 

ctl nH:inn:~: 

ptH~1.i' f.1 Pf:l1~-1r·~nn •ilf4i.¡·, ... n.--..J:1! En ''-' ,-'.:·;~-:n c;0r~::r;11 :.:o:.:L~:tir"/i 

11n,·• C:lll'\'.·-1 :c:o!twi<'•ll Pllt.J'P cudl0:':qui1·J";1 dné~ punt.o:': Pn ni 

<;?.) 

i.0., ••l f';'1<:l«•l' c!f• int.,,r,r-;:r.io11 :<:P h-. ldont.ffi1~<1rlo comn ln 
l.P111pnr;1t.11p;.1 .C\l•·ccnlt1t.;1 ,¡.c.¡ ,,¡,,t.Pm;.1 "' q11p lél T'Pl:-1ci1'in (7.) :SH cumpla 
({ <:•., 'JI!,.., '"I c:.'\llJl>Ín ¡jp c;1lnP dividj<Jp pol' P] f;~r.tOJ' de 
int.Q,SJ'"ñr.h .. ,n ·;:~·ro .. ·, pp-1:..cS:----:L":\!nPnLo <•.l 1~an1hJo d~~ l?. <"•uL~·op1;·~), t".l'S V{1Uda 

\'-fü'.:'!-.S~E>J!.111l1~-~-. .!. 1¡>_n ____ ~!.1.:'_ .. d_::¿l~Q!JELJ:>!.'l'.9~~---P..!~g_i:;f•:29 ___ c:l.~1'.':' __ f~ftR. 
F-:-it o ~k· cu1 ~h1u1 (Ir t q ,,, d'" :~t ~}tOrn(l t tono 11r-io ~·uhli··~"' Y t>:l quo 

'JU() 

d\fPrt~n~:..{tt 

t(,,rmi···h~:'it~tr<, 

l" 
f"I::\ <U 

c11ttr.d.;-. 

f'1UndPJ('' 

\1nn 

Pfnff\flfl" 

igunl<tdn 

ol 
,,¡ 

O'.) 

11nri. 

on 
por 

r.cimo 

ol 



c-:11;:""1-.-.~·:t.:it.Jcn f'PV<~Pé~ll>lr• rhdo •fHE• <'S NECES/ir~rn t.enu1• dufinltb una 
f,J·n~1mct.or-L1 i'·''l'" l!P¡-;;w a diclm rH!nC'.lón. El qlm fl&a v<'illdo p;n·n 
r:u;1lqufo1~ :-:1flf~,¡_:tn1.:.l ptH¡d;; :--:P·l• cnnfn:·-.::o, por-v cint.n ::-;:o ~cf~·::irn t.Pni<7tndo 
<'fn r:;11pnt,;, nl t.ipo <h prtH.:·1.e~ •. :n p:;p;; Pl cual ~;~ cumplo. 

P;n·Pl t~J r:a:--:o d;:·~ tffl prnr:r~~~o cu;;.;-:i-H~:;(·~c:ít.ico ... i:r•t•<?ver~iblr• par· a 
porfer ht~CPrsn ln ith,nf.if'ír~:1 f ... ~~"•!1 ~:-:::::;.:-.._:-!~:. r¡~~-..... t:;•l :--;.l!--.; .. n"Ht,:-1 stla 
adJah;¡t.ico. Aqui ~:o pid 0 :\ <;,•:~ ~~~ t r·~~·::."''::tC):"!;-;. r>,;~ :-:, .. -.•• -':··~·!·.i-.~t! .. 11. 

Est,n 1io:: 
t.fr,n0 Sli>nl.it!o 
Cll<'!Si-P!O.:t.;"it.Jco 

11~Vn .:.~1 conclui.:• que~ 'i::J teO!'f:>-liJfi do 
p;wa :";il~dA.>1112.s ;cid!ahftt!co::-~ ~' 01 

(l'f'l'Vür::::ihln ó ír•rc-~vnr::-;ihln). 

G."\rflt.héodor>y 
pl'OCH!~.-:o debo 

:sólo 

e> P;-1r-;l Hn sí::it~··n1;·~ t*·nr·rnodint'i1nh:o ''o·:p0clfic;~:d<:> poI' J;1:'> 
VM.l'i<'hln:r:.: '"'')'1~:. cnd~·3 ost.:~~do 1nt.1t .. u.-HnnntP 
pr·ocf!so .adi"b::'!~tit:n cu.:=1~~f-c• . .::]t,;'\t.>ict' ¡-.Pvt:r~;ibJ0 

ttn~ SUJH':~pt'(c]e j;:<Jt)1,!",)pJC;J, i ,(.._,~ S~~:~v~:I'.} :: efe:~. 

t"iCCP;.:;i.bl<:;. pOl' .rtJt.::(Jn 
~ ot,po {~~:t.r.do, dei'inr> 

Est,o 
di f <:>J'Pnr.i al 

co~PF·~~p...-.ru:.iP .'l una 
p¡·;if!'l;;n~ <1soci."ldcJ 

:=a!pPl'f!cin ~·miU<:lt.n f'<il'a .li1 l'CU~dón 

P1 un ¡>rnr..;1:0-;n ;.1r!i<1bát,Jco I'HVersibh;. 
~n flJ sJstfiJn:1,, i.0., r.u."1ndn 
Pr:.,ff 

S~' lnt.P¡;:Pa la t'o!'m<i dll'orPnc!nl <10 

1·JondP y J;, 

' 

J¡ 

\" 
L 

t>(lf'iablos 

J. d.•: 
l. 

t':>1'111odint.mica.<:" 

:">fr.it.cm1::i "ldklh:'.1!..lc:n J;~y1 <:'~1!:.Y.o!~ o:::nhir:;ló~ 

únlc:<>mvnt.n sobri? una SllfH~rnci"', que s;; 
POL:l"n:Ji~ s~V("l.!'~("_bt;.:; t;-¡-¡;-,r.:.>,hri~·:. ... ~~ ·~uJ-L :.-: .. 

obt.0nidn"l o:::t.:,n dR>.flnid<t>J 
!11t.c.'l'PI'et . .ci como Jz, función 

P.st,n:'; ::;upr.>J'J Jcíe:·~ nr' :.-:<'· int.0.P:c:c•ct.;•1n dndo quo In Pnt.1•op1a es 
un.r-, .funr:ión unl vz1l11:-ni,-1 piH'd 1~ad:-i punt.n. 

r.-unilici ntoni ·1p;1P:.]rnút.r-i C~) 
s.P..r- nHlrlf'1'1·_,-.n':'t;,":.· ,-.,H-i..-.!"'':--::!-:~:·:·,, :.~""' .. • \,P~'' 

p;-1s ... ::ti• OH' Ufl 1··!"-;L~~-1dn qtH"l- f"~"r·t .. ·PfH~C(• ;'") 

dP í:·c;ent..1•ópicas 
u.1.·1' 1-~n.. y no ~P 

dehPn 
fHl8dO 

s~r: . Fst..o Vit"nt• dP L1 cunt.lrn1irb.d é'll J;·, dPfln!ciún d¡• J;¡ fox-ma 
~ 

Pf.rtf·f'i;111¡i(vp·p fír;in ... ¡ 1). 

, /) P;wn un prnc<,:'·'º ndlab<.'.1t.ico h·1·i~V01"Síi>Je debp 
nnr:0~·:;<u·i~:;JH~i•LP :--:f"Á1· '1'1-~p!"P::=;Pnt..?ldo po1• una t.p.:-~yf~ct..oría ent..ro est..:-1do~~ 

que pP.t·t.<:>nC.'7.C<ln ;1 •fo~; ~c:up;wfJdo~: isent.1•6pícas dlf1>1•c->nt.f'!':. Est.o~> 
f"Sté'ldo:c: f'.:on r1'CCf>sfbJ1~::-' pnr• p1·or.nsos adl.:ih?it.:lco~:: cua~o;i-os:t.tit.:!cot~ 

if'l'PVC•l•SJ bJe:',, 

la LE>rmod1nr1111kn sP dl:=:t.lne-ue de 
~m:r- unidirecr.ion<tl (segunrfa Jgy), 

F <i un ost.mfo D, pero no dn un 

Poro lt<'ly <Jllf' J'Pco1·dc1r q1m 
la.<'1 dom;.~-, l'él!ll:·1~1 dP ki ftsic<i poi­
nsl qua ;s0 podr-<'1 p;i~0:;·iP <lo un o:c:t.<1do 
¡:¡~f..;>;<ÍO fl :'! 11110 f> ( V0P fl(~lll'<l i ). 

/\S f11 

dS A n . /\ J
f) 

A dr¡/1' 



$,,,c., 
1. frotC:~Q '"~:>'t- a:st~ti~" i1<e:Ve.ts1b\11. 

it.., ~,., s\rl.tnt3 ~l:\\ l!l-h~t.\Lt), 

'-· ?"~'.:'" N"1').l~ c~i;.'trt• n:v:.r~ih\e 4'1 

'"'' -.tslc: ... ia ,i.¿,;a ~.~ti to. 

T 

T~ .................................... ·-· ··-· ............ ES 

1, .................. ,~.,,.._ __ 
,,,..,.."' j 

,.,,.,.-'"' i 

r, 
A < ll,T,) · / (J ( r~ 1 T,) 

Tl"o:)~q,torid CD : A -t.- e 
To')eáorla @: A-::-0 +e-e 



P~; in!IPpc>nill<'flt.e <fo b t.Payer:t.oría de 
t.i~~ynct .. ori;) !':';na Ot) cnrr.;1d~) on ·1'11 
r.l.fn .. si-P:::.:t~/.tf,icr,~: i ¡~r~)V(~f":o;lbins. Y ~·1tu1r¡un 

<)hl (·~J h0r.hc; fle 
C:Zi!"ltl .-Jr} procf?So:tí 

<l•J " o, l\S Au''~ O. 

pf•dh• <¡tlP lil 
;idí al»'.1t.tr:nn 

nricln;>I <'p;n.,-1 ,,, ' <:'!'"d :e:;=:: 
1
) 

P~t.:,,,,do f:h1~1i pPPLPnnzc~-i d J<., 
cont .. 1~éu:Hr.n .::J sn;;l ~ndn p0~~t ... ql~:ldn 

:-::::~;·:i!~"":"~; Y"~·~, k',i.:.. :i.·,·~¡_;J·p ..... ,<t 1~\l ~~Lado 

~¡1" ;~n pe;;~~_.;,¡¡''·'-~ •t .... ~·~~;;t!!·¡~r· qt:c~ o:-:tD 

mis!li;·1 isPnt-róplc<i or!c;1naJ, Jo cnal 
dP le• t.!:n·mndln<,micn. 

_f) /\11nr¡ll-' !:1 LP01'L1 de> pr;,rr rnmc;1 hnr:e dist.Jnc:!ón {~il ''! 
sl¡;no di:>l f;H:Lor- dP inLP;;1·~d!'!n, .1sl qun al apllc;w dicha t.eo1•I;, a 
J¡¡ termndinfo¡¡lca, m1ic!10:-: opin;·m <fl!C' :1qui la t.r;o1·l~1 dl! Garat,tu~or!oI'Y 

PS ntf!~':'~ t;Hno:»r·.:·1! r:lo:'·:dP dr-§ punto (ie vi:·-;t.a quP !::;p puedü ;,pJiczn" a 
sist ... 01n:\s t:n lo~;: cuz11n;--: 1\:--; < O, ;11n1rp.Jr" da~~:dn sni punt.n dP vJst.a hny 
f1\10 tL'J~er Hl:¡;..: CUidtHfn ~~n ;:~f ! pr;~ .--..,·.!~),. p1!;:;-;:: n..., h~'l~~~t .. , .. ¡nt.i..:::• tÍÍficil 
pJ;)r¡t.oaP üi px·nhlt>m,, d,, t.;11 fnrm::1 que- la ncu;·1r:ión •¡llP Jo dns:c.f'Jha 
~('·~') llfl.:-1 Pf;.;,;'f~ t~n;1; y <'• sn i Hir··· p:·trL1 r:p1•L-·\ C.f'l:-:í i IHJH1:~d b Jo ;1~:f1 {;Ul'i"ll' qttP 

SP pudiP1·:.~ r><C\J'i\ t.ndn ,.,1;.;f.!'JJli) <:nn ,_.,,,_., c:u· ·K:t.P!'hc;t.J<::1 ( ;\S < IP. 

A c1 1 rtLino. 1r:h·)u :--:¡~ ch"'l'~i nn f~J1"rnpln r.h"' t!!1:-: ;:cu.·1ch\u d.if<-~i·~n'-:b:t.i 

Pi";:~fft;a-1;;t c•Ji Lc·~!"n~n1~in:unic:.\ (vpr- Jp d~f1cH qu·... t,•:--: f\ncont.;p7ff• el 
f;.\cf,.pp dP j n~ .~:1 !·: p;,r-: ~1'•n J: 

"{~011..:;[t·ft>rr·· un .··:·i ... ~tPTrHf 11ur~ rontit~HF:t un ¡::n::=: idP::_d cuvn pr·uuc:E6n 
dt~ PS{udn ,· .. ,-:.• PV r..:T. Sr·un lo;.· co11;-!ic1·c,nf'~'"7 inicio/e•::.~ V1:-Pi,Tj 31 

tris .. finnlf~ ... ;· \':)'1'.1,T:.~ Cufc~Hfnr P! (~rnnhin ("11 ~·nh.llHC'71 \ 1 t:~l trohajo 

/IPc/tn nl i1~ ,·:ol tl.~.-:f11dn inicinl 1.1l fino!, la int(-~J.-;rocinn ~.:::,.• l1nr.:1.:-.~ en 
r·n1t11 en .... -.. ,,. n ¡,, fru·r:"<' dr-• </ns· tra~ 1 Pt":forio.··:: tli.f P1 ... f:~n:, ........ ( t 1r"'t' .fi¡:tJrG 
:·.11 ~ f, 

V 

<IV c. -Ftf /P:' dP + f:/P dl' 

'foman<fn lH L1•:-1yPr:t.orL-1 !· S.-1h1·•mos q•JP Ir. •'<~11acló11 dP una 

f'Pr;l.;:\ ViPllf' lfmf<"l jl<)I' 

lll 

T-T 
' 

<T -T )/<P -p ) 
~ l :! j 

<'l' -T )/(P -1' ) <P-P ) 
7. l ?. 1 l 

i\T/1\P (f'-P ) 
t 

T i\T/1\P 0'-P ) + 1' 
f ' 



y 

IJÍ' " /\T//\P dP 

~ dV" - f?./P
2

[/\T/1\P (P·-Pj) + 1',}tr + ru·p A1'//\P df' 

: R/P(- 1/P /\'l'/!i.P P + :l/P /\T/i\P Pi - 1/P Tj + 

+ ll.T//\P,dP _, 

r
., 

AV :: V -V:: R 2 

:?. ! 
• J• 

1 

1W = F! [T P - T í' ·1/1-' P 
' ;..'! J 1 .?. j ? 

flp A.,,H, T ·· T -~ 

p 
11.V = R'l' /P 1 ;o + R/l' 

1 !p 7 
i 

AV ~ :[·: 'i' f-' - 'l' I' '¡' /l' P 
7. :? • • ;.• ' ; _, ·~.,. .. ___ _ 

dV -RT/P:.> dP + l·~/P dT 

•!> \1 " RT/I' 

.. p 
2 

dP = O . 

y l'f>C:Upt~t';uno."': ln PCl!élcl<'ln dr• nst.?.dn. N1'll.P;<;P 1¡11<;> SP. nt>cesH.a 

4f.• 



r.OJHlCPI' }¡.') 

d•• Pt'•'>ff". 
f•<:tJnr~iún dn n~:1L.-,¡do dnJ ninL"''":ilHR ¡-.)-nr•;;"; ;;it,i.Hz.---:ót'r• 

~:::I r:ao bu..-,.a..,r·-.:.1 .. n nbL1...Jfl4"'Pl;:~, ,;:.nd . .r·~ o~:.: t.cu•'-•i¡ de" L.-.. 

ú\'/ " P rlV 

jg t.on2•i<~ 

n1i.\nt<tnt·nn 

indnp<~nrJtµ.nf.A dt.. J.~ fn:·::::·¡ d:,1 ;,, .. , ;z,;o,?L~·, :-:i!~lnpr-:.• v CU-rll.tdo 
P•xpan.c::lón se~ f'<-.•<1llcP r0v,·.·p~·:J h!nmc>nf.p PI\ ..,, ;·oPntldo t,n1•mndín<'1111lco. 

dW 

:-. f? dT -· h'T/'f" dP 

r.:{/\'I'/,~.¡.> dP ·· l .cp ["·¡•,; 1.s:• fp - f' ) + T ]t1PJ l 1J J 

".1', .. /!j' p 
1 

• 1 J"!\ ,, .... !'' 
\" ~ ' ~ 1 J ',J 

R [t..T/l\P f' 

p 

+ T ) l.nP 1 ;> 
1J 1~1 

<l\J 

''"" 

p [-

7 R (-

.. F: (-

11< I';, ,··p' ) 

l•:/I' dT. J.:11Ln111:f>:" 
? 

!>: / !'? I' di' + F:.'P d'l'] 
l :¡ 

T /f' dP + itrJ 
' 

,.p 

.[''in) '1'
1
1 ;.•,H'/I' + 
. I' 

1 i 

- J.: [- T, f .I\( p /i' ., + 
::1 1 



t:nruo :-:r), nh.'--:~--..1~va) 1;1~~ !tlL(•r;f"::lff.l~ snn djfp:t~ont.r:·~~:, 

p0rn : ... < .. ~, fnt.•-,r;1~.nhh:.:i .. , ... f!~+f ·t 1"' (-pu·~ \:"\ .-\\'/ P;.-~ i 1)1~;.{HCLrt, 

dW P 1IV 

-¡.:-t'/I' <11' + R dT 

;> 

(- Pff.? + !~TP dT / ,;>1J 

•·!Lrn ~- l/'T •IT " dl.n'I' 

-~ Ltn- l .nT + ':l.p 

81 A ' 

r.nn 

c·ns·o ;;~. 

p 

7. 
1 

<¡UIHI'P 

{1) 



C C/:·:11 :). 

T ,. T u1~ T ,.,.~ 
1 7 

r ·r 
1 2 P r dr /d1• + T ·r •h /d·r 

2 i .1 2 

1 :: P/T 
j dr /dp + T/r 

1 dr /rfr ,, 

f' <H Lnr )/¡fp + T <I< LnT )/d·r 
1 ?. 

P dfLrn l/dp 
j T c1<Lnr l/<IT ,. 

""~ d<Lnr, )/dp ~ r1./f> ":. d<Lrn 
1

) 11 d1>/P <? d<LnP) 

tnmnru:lo J;-, <":<)tist,éllll,p de i nt..Hr;t•;,cir'>n i r:;n~ ,¡ "' l.> 

T 

r { :i ~ ·r, 

.?. 

h 
T 

Cnt¡ rt + /, 1. ~~~~~~.~~~~~~~~------~ 

al¡~rsn;--. 

T :: Pn, 
t 

Vr::.:t11ios si 
l1f 0 nt; f'lc;¡p c0rnn •·n (. i•npt <•. ~'l'ictn:~:-::i SH fHtt~dP 

''.'ll'"r.t.»r-i~:l.Jcri t•l 

IH J.tl'/f') ., 1 ,,, h'> T.'.\ p. 

,..~/r¡ ('J',,·p/' 

Pnr- Jn qu•-~ rdht:• "•·"-i 
id•.~JJf,!j Í<'r-ld.1 1'"flfHn PJit.J~np1 :., 

rf<)r'r· dfl, .. I' - d\./ _,..,. 
n.f d . .:.: 

,, 
(l_'j'/Af>) 

f!f-¡ J;,..:.; t "flci1 •r-u.:..:"": nfit.Hnid.:-=!;~ 
f.;..._.~ o ..::n 4'.-•t.::;pp.p_:::,f1;-i d:v1n qur ... 

d\•l /T ~ dS, <no ''"~ ruv-t di fµr•t;iJnr:i;..\f ,, . ~ 

<l\i .. r 



.. 
¡ 

¡¡ 

J"Jp P:'"'~Ln e;--n cor1ch1yP qn ... _::i- Ll Ler1r·i;1. 1:h 1 C;·ar~;:·1t.hé;ndtlr·v ~:;upnr1P 

dP.S{h»• lHt pr·incipío In '~;\~i::·:Lpncí:1 d~·· s·~··':t~•, qun- f:()·ilil~~V?l ,:") J.'1 
lnt.~T"JH•Pt.;:H~ilHl dP r~/i' y nn J.HlPtk"- din~1unt..;-·n·:0 .:f' P; .. ~t.;:1;. t·t'~L--ir.h."'111~ por Jo 
t}l1f:~ a n1t r0Prn;·1 dP v~=n·· .• t..L·1r:-)Lbt"•odovy ~I:-~t!.!.~.~·:. l;., función dn ont.1•t1p.í.:1 
y !.!~".!. !!.! ~:f.~;iur~~; ln qui:~ :-·;1, t~J lnt..-nrprPt.i, h;';;J/~ndo:-·:p t::.n f*:.~1t.o, al 
•!"n"rr>fnndo1' lntPr,:r;'mLr•, como ¡,, 1.<:>mp<•Prit.HPi' :1h:ccol11t," th'I :c;i:-:t.Pmn, 
!JU!'" f·pp. ~~u c~t·::o .. ~ 1-·1f)ni't-nr:Jon. 

COMP/,f~ACl11N EN rr;:r LA'.:; T[Or~:A~~ f[f.n10D!N;'MICA~> fl[ CAl~fd H"'ODORY 
v Gmris . 

.:?) f.n tr>r·mndinnmirn PTl ,_.qnilihr·ín P<.'fn rF/ncinnndn cnn la 
dPjiníci<'>n .'.' fW!!•'hn d<" fr¡ ,,.~cist<-'nr.f<T rlr-• lo P1Hrnpio v tom¡~erntur-cr 

n(~SP / !l f<l. 

3) /.n l<'>O/'IO d<> Cr11·nt/11ú>dnr~.' P.<o w111 for-m11la<·i<111 matrm1f1t·ica ch' 
/(,.-..:: r-0:--;-n!t(-!~»n_.::: --~n1p\rit·o .... -: tff~ Ll<tll:':1u::.~ (ft::,·<, > '' /..ol:tJiH t-Thon1._~on 

TB.Jt-f 1 

.¡) n~~·-- !,1 :"'i-""r":n.~·ln.-·or 01~~·:H1i!{~ntu:: ft·1·1ntH(fp.:!lllicn.~~· ho:-:odo.'~"' PU 

cú.-·fn,'-:- cf,,-:ii. (.',u·nni pnr .. lliH"J r-:-('"'n111rrtrtr1 d"i}t"'1·1··1h ;'uf !,···,tfqnrlri rnn _fortnn~~ 

r.lifPr-r•1-u~ir1(f."-::: Pfnfj;'nnn.~ .... Fn c·ttrn.~·: rn1lnhr·q .. ;·, P:-:ftr ft: .. nrhr no.~-: 

fH:.:r-uiifr:- r·1hff-~1H-~r- tor!n:·."' In."': t'!Jfl"-r:·.lr?JPnf''io~-: 1f?'1tf:.--.nr,ri<"''1.";- dP ln .---:t:•t:..-uudn 
IP), df-~ l<! tf·~"'HlCHitn¡"HJn·,.,, .' .. ,'itl r1-.\f"tirf·11· q r1l,r:\Ul nlrHfPlc1 fL~:icn 

fn7rticHf(r;-

b:1 !inr: rf~-.. Jn:,.' lnc·1·p~; d(• .;_·~::·lo t<•u1·lr1 111 tfpft'nirif.¡.a .~' ¡1r11Pha 
f'ff:J> In P:"\ i:·':touciq dt• lo t•ttl1'ne\u ~.-nlu11H~11l~-"' * ·n tr·r-.1:1int ,.:,· <f, .. vur·ioldt·~.~: 

1u~ ... r..t:1nicn."-:'f tnf(•:; t ,·,¡n.-_,, rs1·P.•:i"11 .~' t'nfqq1P1t. 

(•) ( r·.·-:11·11rt1wn 
( '<1rntfl<"f-•rlnr'\') F/ < J>.:.; I H rr·: 11 

'f:-•r,1Jrutin~~'!nrit u. ¡:¡ \tn;:·p r r·1fp1·1"1 1t'"'" 
t~~,...!~H.ldiJt :"!!Htr!) P . ..:: íjfH' o..:.l/íf .,- ; !···f ~t·n •:,p~· 

[r .. J({tf,._.' ftT.'.' t >ftf'inbfr~t·: 

( / ,_ 1 ~; t i ' i l ) ~ ¡ . •--•/ .•,"i.<:tf·•1m1 
,., ....... .,, '" ••ri ,-.¡ F'.~:pr:rci<• 

t~ ..-:-p·r1 •,' nu~·~ lit'-llt--.~ .... ~ Pc1r• lo 
tnnto, r'>ll 

P.•S"f'lflC in;• 
t "lrinf'lf P.<-: 

In fPnr·\q ~fP· <·ru·c1f1J1.:•n<fn1·\1 nn _·:~~ f1:tr·f-' P.~.·r>Pr·i t1cocit_'•n ,_t,·,z 
1-:..n /HH·t1"1·11fn:·, _111· :·:t--~ h1rt-f'I fli . ...:.·f1¡;1~i\'~11 .<~-1-.,,n11it~•(1~tc-(7 u•ufrt'a 
tr•rn1ndin:1~nirn.-::· P'-"t.-... 11 .. -:11 1r1:·.' ,.') tll!<-·•n.':--?11(f'"'. 

r.l l.n IPr·morfi11:1111i.::n •'ll "''/ttilit•rio <>si<'• 1"<•/uc-io11ttd11 <:Pn lo 
111AfClrlnlo5ln por· lo nin/ l<1s rwo['i1-;rfr11/1•:-: r/í• P<¡t1Hih1·ío de> sistemn~ 
t~rn1orlin:unlt~n ... ~· 1nn ... do11 ,. .. ,.,.,.,. < (tf"!./<'"fP1·i:-·nc!o:··.· . 

:·. r .. _.t nnut. ! «1_..._. cn11t·r.•pto ... 7 

!lh:.<t/11frt .'·.'fttf fHl ... :/11/t1<ft);-:•. 

, 
1 



¡;¡ 
. -~ 

:·.lli'"llt'. f'll tu l1•t>1 í:1 dr• C1rr·nth1:'(1Cfory, qui: todus los 
tr1111.c.·for'H1r1cin11"s sPn 11n-.c~i11 1 ;11lt11"<>::, 111iP11tros· e11 !11 flp Oihh.<: lo:• .. -
.c::iuc:ulnridarlo/:.: clt-.. C"t.orfo/--;- f:rn11s·.f1>r·1na<:ÍOiJt.-.,,S' :;:;p HJUf" .. '7frnU fJtfP t.1.i;;<fCJH 

IY•larionrrd(!S ~· <JH<> cnincidPn cnn /ns ilmitP.·~ di~ Pstul>ili<lud cfr;I 
s .. i.~tí"'fnrt, por ,~--jPHJfJln, puntn.'-~· crlt~co::-. 

5.} ,.<;in f"1?1hr11 ... :_':~n uno dt-:..~·:"t1(•Utoja de~ .¡:~· • ..: ... ro it~o,·;.._i ,.:·: .:;1:~ cn~tH'f--. rlp 
nxion1(]ti?ac1ón, cnrnpnr-nclo rnn tu '!;h. Ca;-a!:h:'_ .. odli~t').', 

6) fFstr1wtiwa <fr•nm>:,tr icrt del E:;'{'<Tc·in .<:obro PI c:11ol trnhr;Jn 
Oihhs.>. Noq11irPt' de· 11n r•s'pnr.ío pc1r-tíc11!a1· run cr>ntrqstP con lo dv 
Carc1tl16nr/01·\•), c•1 c-:;·pacío <i<· Oif>hs, 1~1 cw1I o.~-: •.c,xtf>·ndido <J todos 
las t•oriablr:; ilH·letJe>n<liPnil'':7. ilw:i11w .._,n In f'l'P5"Pnt<1ció11 nri1-;inul 
(Gíhhs, T9n;~), lrr c:onstn1criún ck•l P.«'J'Grio ifp Gih!·•:, .. f11P od l:oc, 
e-sta condu.Jn a la !'<>p:rc·"e'r.•nlnriún c/P. potPncin/(~S teru:cnf-in;\micos 
r.0mo fn¡~mr;s c!lr•cl1·;')ticn:·: lns c11n!Ps Jo:rmnn 1ns ·"113',.'f' JíciP.S' 
pri1ffifiun . .;: Prl , .. ¡ (7':-.'fNfCi.n czr-. O~"hh . ..:::, 

7) El lCl(:T'n rt .. •·l ta t.'IPn11H·.:fri:..-:ocii'>l1 el;.".· 
tnrrnnrfin~un-icn ,-~:--: r-1..,crli :rnrlu of~n crrnnrtP in.---.~ 

~J~"hh,"-;o r/P .~H tPnr~<J 

t-;).len1r:-11tc1s· r:t:~on1{ ... tr .. íco5· 

t;'~~orn~-:-t·ri~:.·t:Jcit·,n i-!ifP!·c·nci;:l c¡fjn_ .~;in r~1nfntrf:~1 unn H1Ptrit::o IJtJ ¡~:.::..-;:·¡~--· 

.ic:,~r c.·fr:.Jini:}r-;. 1:.·::· ttr~:.~n--.,!.-~ rfr-·tinú~ nnr7 f>f''()_vr•cc::i·i".,H parnlt::llrr <}lit: .• 

r<-•l"""Inplo7o n in f>-'·oyPr{··if?H t•rfu.r:··nnul ;;-~11 ltt tPn;·íc1 J,?i.·'""'u:fl::11in1u1 

ordirtr11~io dr-- <·n¡··11utn1·n í1·!f';111:-1.~7 rc-¡1ri·•::t:.ntnncfn o ln r~utr·n¡">J~1 co1110 
ttnrt _{nrJrl(f C?H?<fr·;1í ff U, .-,, .. rn:-:·if,fr• e;{,ff"-~lf-'!' rdr:n ... ·:inn'fnr í1 HJl<T 

Hli').fricrt, i.P.I ,.,~ ,..,, {Jo.~-,:-,nc·i(·, rf1 .. <1Ff1h_<.; :--:·1-• 111irl( 01 ll n1f(1lUlllf'}1t" . ..::'' pnrn no 

ulnn1t;:·¡'f¡rrip:•.· t ;--¡ ~·,·;};::¡:;·J: ···:·~ .'4 1'f:'fJ."f~_~:.'P/lft!tÍt' {HI}' v-'~/ cÍPft'.'f"fj)fflOHÍP. dP 
lrt ;nnt ¡-·L-~ 'fn<..:• f"!.'<-:·t :1 n:::-1-a i ndq r-nn in jnrnH1 t""Hnr lr1H'· i CH, í·~n -!, ·ontr·c;:.-... t.:_-. 

, .. (')JI lct t:·f:·~c-.:TJJ.::'-"t}"~(; 1-'.rrrl in1(-•nni1, el {'fT1"'<1l1·-::./i.":H~t·1 , .. t•l~1n1,lo;;~c.t 1.1 lo 
orto¡;."'"nnctlicfocl> ).' l'l)h

0

1iH!-'})P,.--.' ~I Oíl fnH¡"iftHh-1:-: :<'CH! HH·":·/¡'/)lP."-.' Pll Pl 
P.c;'fH7tio rtr"' <-}ibíi.•.~. ,!·~n .c:nnin ~~·.c;·¡:oc·in .. : di lf~•rPJlt(:~.o;.· fH!f"-'(!f)n .... :~p,-· 

1.;•-r.:.1u?>rn«ln."--: tn . ..:: r t~n!ri..~;~ incft1y1n! tnntn 't•n1~-t·r1f:tl1 ·:-: Pyfc_..11.~.:-·i1 1n . ..:.: ct>1no 

lJlfPl!."·~Ít":.~ ... {~.:-;¡~ :;:;~~.1f'.'' ,d,..,. f)~llli.':;Jnr111rtclnnti:-.• d(:;,} ¡-:i..~;PB[ff"t-", f .. Pt?1Hf'/ll7f111dP 

'?'nr'inh·!P.•-:- 4:-i."':f(:•n.s-i~ 1 0 ... ~ fHn· ..... :·u ..... · !;.:.¡rinhft:·---:· útfr.:)n...-:~-~t·c::.· < ~"i~}d(;;:::!:;·:: ~·~ .. _J~ In 

P'\'('>rP:i::ir-,.n .fHnrlnrnr...i.ntnl r>rn~o pt .... tE--'tici<tt'~.'· t. ·1~nH1:!fn ~ .. tttlr''-"', 
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1 

1 ¡ 
;¡ 
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,¡ 

1 

J 
1 



CAPITULO 4 

1) No p.o 

t,f."1•modlnf1mica, 
nplicnhlo n 

t.10110 nnfl <>~:t.r•nr.lón {!Pl 
f'HOl';'l. duJ r.ont.t:?:~t.o dP 

>'' Í :o;{,Olil;-J'.'1 ;;di <1h:1 Í, i<;O!··l 

Jo y;1 p;¡¡nto~t.o, La., ~0iólo p:;:: 
con ¡;I•O(-:r:-r:--;n:-: cu:i~;i-n:.::t..lit~ico:i;: 

'.?;) Ln qt1r- ,,,¡ n:; p!:o11odbin o~~ <'1plic<1l' 1<1 t.er.'l'Ía do Pfaff <l 

01·1'3!"; l'flfn;"i,:'; dr" !;¡ fi~'ÍC'1, pn!' Pje>mplP ;) llll•C/llJ!r.,1 dP fhtldos dondn 
.apñ.1~ec0n ·.\s)t.Pt;'f•¿.1fp:.; drll !h1~~~·,, 

!;\) J;;n :;t='JlPJ .. di i1;1y <iifc·::'•·~ncl .. -; 0n !o qttP pp~·.:ppct,~ /1 un ~tst~Prnn 

<":OOS{~·T·V;!\t.i vo PH HF'l1.1 c·rn:'lt.ic:1~:-; y Cl In qu(~ Sf~ i nt.o:r·pl't:~~1f'\ ÚJ'i fi::·;ic:\. 

P.::--1Lo ftHP·dr• :'.::-0r i lt!:it .. 1~.;-=-uio ut .. S l!z•'.!tH·I~1 lo ,....,q·uio:~::t...r) Pn 
t.t"~)baj1 •: r;n 1;1~. t,.,~ .... :1::~·:..1 e-.'!::; ~":P p;,1~t.P dn un c;u:ipo vec1 .orL.:ll lf', y 
curnptP cnn quP í'i·--:.V.f ~ .. nf.nnc.:.""':: ;-:e die!'" qut-· P!'.~ con:·;c~r 1.1.--1tiv() 1 n to 
t~~:..:: !o 111b~rnn \/:<tf·":'~!J>_, p~;t..o ttPrH~ qlH~.. VLlf' \.On lB ,..~nt-;t~icic"1n 

P'.'><)r;t,j 1.t1d. 

ni 
sí 

qu•·• 
de 

F~n 0 l 
l .l'<\YPCt,ppj i1 

d<>pPndc• <!P 
f.t', 1yqci.n1,i ;·, 

< l nl,<"¡;1·.1! 
lp::·: pnnCn:c--~ 

Íl'l~·<"C:t''.''1110~'" <'l 
H TY' n) CI vin•in 

C:dnipn Vf•c'l.r,rla.1 ::::ührn u.na 
~f"" p;·ir;11n0t.·pi?.::~, t.'.•::~t.a s<',to 

t>p1~1·;;i1lc1l' in\.pr;·1·:·d :c-:P!"l'f' r:i"'l't.'1 
Jl\fHH~nt.P f-"t cu;·d :f:1-- pr•.';:;""\ d+_·I 
!--:t')h1t_•lún rp1r- ~1Pf'\".f·"1JP1:P·J1 ;'¡ 

f!t.lpf:"'!:~rit~}o, .. ·;, ,í\hn;·t~ b\PU, ~-:t.11 lt:·\ 

lh~va <::nn~.;;i~_:<-.. Pi pi·!nl·iptn d1.:• 

y nn dr• t.ndn....:~ :n.-..:;· pt ff1í -t.-, ... :; dr• 1;1 

L1·~·1yi·•ct.nr·i ;'!; 

P:::t.Hdn ,\ • d 
un;~ f;1111i Jl;1 

p:·wl.id1' dz" Li 

P. :-~P \\b~.it··~11·•n <an·v;.i:~ 

nion.D~~ ;1.,J·, ~f!h\ t.ri<>l dP 

r~:~.:i:-;;~ t np1;.; cnHH.l l;) ;;t._r::P1H L:\ d:-' fH~·nf-p~:: () ::.11fH~dt-r·~1;-.' d1-•11L1·n dP 

lln ~l!·:;t,.-f . ..:·~n"·t f 1:·.::!t: 1.~. l' r:on:c .. ~:jrn·,:;~. J·:, 1.i\t·1p1;-, Ct;'t·1:11·\i$,~,1112~·:;4 :·::-q:1!··.·.~~~·· 

Jrii un P.:'ll:-~Lr•r";CL·' dP p1!nL~·~· 1•.\,·1··¡,cí~"-!!.."""1l,. .. :--·: 1 ··:i~1 P1Hh~n·i':n ;::npt, 

[f-:fP,Q 1 ~:l y ,:·:-:-:f.1l 11n ~"'.'<: 1111 (:.,:npP l\'l·'C{.Ppi:\I t.~---r;n1wBn>nnico 1 \'.:t~.:: 

~":ttnpJP!HPllt.P t~5¡ ,.~p,:·.¡.•~;J¡\ ("{ll~'/''1!Í'·'!1t.P rl;.• 1:? l•t;t,·,r·il'•fl dift_.1.l•IJt'.);~) di• 
Pfc-111. 

f-'np lo L.-~hLo. r10 .·-dPtHpP1·~ ... .:,.• p11, .. dl_. i nLPI'! 1f·f ~ t..·H' un \.'1---c~.OP lf 
t.--:01nn un i~<1mp~' VPCt.1tr-i,ll F·n PI .p•:..;p.;.,1~jp r1:.:-·:ico. V ¡¡-,,. .. ; ~ln1:\ILH·id.;.1;dE·S 

si:i.. t..Pn1lrJ..'":\n c.r.n P·st.P PjPtnplo c1~nndn T-Jl, 1.P., T:O: L--1 <:fJ;:'\l nn PS 
11il1(';\IO<'I t'l!PllT.\> ú :c:1milrlr•1'() dP P()Pl'f:!;), 

NOTA 1.- f·?0cq1 .. 1·d~"'lo•::::• qqp r-nn:.:-:f~r·v-tt~inn de> t~np-r·~-_;);-, pn f\~~-:ic;\ 

lnvnJ11c1~.a 1n-1.:11 ~::Pr;\u11t1 ~JPJ·ív;-11i··1 (;-.~PGt~nd.-; JP.~-· tfP NP\·1t.r111·l. 

4) J.;--, i.Pf\t·l;:-1 t-PPYnndin/~toic .... d.P (~:-11 .. ;:1Ltu:,pcto1·y Ps tnnv h.-JI;:, poi" 
:::u shnpUcid<ld ~, r.:i.Jetj;-Hici .-i, Pl pt·, t! dPrn:1 P;:: •:qn p;H .. ~~ apUt:<~u .. i;"' nn 
~l<>mpl'n s<> (HIP<k· llP~<H' .·1 pL,nt.;'al' !;1 1~c11<'1<:in11 Pfl l" forma 
t'P•}tWPid:1 cnn v:wii'blr>o~ nwdiblP:':. 



Saa w = P<x.y>dx + QN,y>dy, oncont.rar dw. 

<h.t• = di Pe!>< + Qd:.rl 

= dfPdxJ -t· <lfQrly.1 

"' dfP A d;¡} + d!"Q " dy] 

((fp A ch) + (dQ A 

.. [aP/i'!x dx + dP/oy 

LjP/d',, d~ A <bl + 
l' ) 

+ [aQ/ <')y d·: ,,., .i1 l 

dy) 

., r 
dy J A <fx + l i,'iQ/,')., 

f aP / <'l'f <\y "' <i~) + 
l 

d~ + d'Q/ ª'' dy] "' •ly 

[aQ/ a:( d:t "" Jy J + 

t¡llf.' P!'! !;" 
<lif<'T'Pnd «I 
iflt.v-t;r-:1r.ion. 

cc•ndlci<··r1 
Pl <;f f l <ln:-1 

dF• PX;~r;tAt .. qd, 

nn do~: v;-1il·L~hh}S 

po1• I<' 
~:i{:i.rnpr•':l 

que un<'\ oc:uacl ón 
mlmi l.f' f;u:t.or dP 

'::: dfP , .... <hl + dfQ A ¡jyJ + d(f? A <hl 

~ ('1p A <(~ + (-1)! [p 
A d<1h))] + [oQ A. <ly + (•·1)

1 (Q A d(dy))] + 

+[dR A d~ + (-j "i ~~ ,.., d<d~ )) ] 

fül 



+ [aQ/¿¡., <h + <JQ/.(}'y d:1 + t."YQ./,-.J'., d7] ·"- d-y + 

+ 
r 
Ldf.:/d, d~t -1 d'.~~/c)y dy -~· cJF:/i).:. 11,,] .A <!:• 

.. [(~"'IP/rii< <-h A 
,¡,¡ + [aP/.:'h dy ,., ,,,,) + faP/d·" cb A 1!:,)] .¡. 

J ) l. 

+ [[a<Yá< '1": ·'' tly] -~ lc.}(l/(]y d,· ..-~ dy) + (o<)/{~:: <h A d~)] + 

+ ((aR/i'i·< ch A d·J ..¡. (ar·~/ay •h~ ,.... <b) + (aR/i}-z ,i:, 
"· th )] 

" [- dP/<)y rbd;' + .cJP/d.• <b<I·:) + [aQ/d>< <hdv - t"JQ.·"<l'-' dyd:.t) + 

+ (- dl-i'/o"' rh1i-< + l'IF:/d: d·;d··) 

= [-c>~Q/d< - .:.~'r' . .-'ó':-}h<li• + (df'/d• - <)FV<?><)thd>< + 

+ e~."' ,, .'>.. - .~?",, .. ~-) ,¡. "l· t "'···- ""'. ~ ..... .... .... . J 

=-> o " [áQ/d" - aP/lr:·}1·""-' + [dl'/o" - ¿iR,...a,)d, .. 1~ + 

+ (<;<!·-:/f):,' .• ál.'/d•}tyd·· 

f,;:" c11al nn r;<·•n~~p.:.:1J tl"1• P:;~ ¡· ..... 1.:~':l.~L l .. ~, cc,1t1Uciúu 
r>hf .. iPnF-- rnqlf.lpii1:;:\n,dn L·t jgur=\ld;,r1 ~~J)LPPÍltP Pº'" 

d" lnl-<>('.l"<•hilld-"<1 :':P 

r,¿ • .jp y u!.ili"Z<'lld•. 
¡,,.,, prnp!Pd,,11!P'-: dr>J !'l'Pr!llt·t.<• Clli°Í<I ~"' 1!0~;, ,,, 

c11¡~.a f-H'..: 

"'"'.4}'tf.••tn 

o 1\ • V., t•·: 

Pnr simplicld.·id nnml•1-.11 .. •1tH).": .-1 l.''·"' 
p~t'+· .. nt~P:·""! I~"! ·ppdrinrh, pr,p .'\, P "'/ ~~ p; ... :.::pPt::Li v ~"!~nc-i lt.f ... 

O - P <h ,..,_ A ,¡~, d~ + (.1 •!y 

PXpf•p, .. ~innP~:-: <~nf.J''f'.11 

Plí rn·dt~n. 



Cnmo dv.<lyfb;·::O y no do 
rlí f'pppnr:I :1k•s: 



APEtJD!CE 8 

TEOREMA 2.­
#~~1~1.r~ ~nt.1"P dns 
no invoh1C!t'nndo n 

llna y miflclHntP pi'll'<'I que 
ft1ncionP:<: fl<:c.v> y Vt'<,Yl un;oi rolndón FUI ,V):::O, 

>< ó n yr>:,!)Hclt:m1Pntn .->s <fl!e a(lf,V)/a(x,y):::\l, 

c.nrn11d<m 

Primero, !<1 cnndición p:;: n<"•·:r~:-':nriri. DifPrPnci-:'lnrln F<"lf,V) c.on 
~P::=:pc::¡c:t~o e, ·~ ·t .nn'~lHO~t: 

f:llmln:-~ntk• •1<-> U) y <?J '' cJF,.dV: 

<)V/ó':I [dr'/dlf dli/d-: + áFr;:JV dV/ó":•) "'O 

- .:JV•,(1'< [aF/dfl {)fl/d·/ + cV"-'c:t· dl",'d"J :.:: o 

(31 

s~:.zt1nd0, 1;'1 

!::\-.;:;: PCt1::1c ¡ clnr:~~ 
condit :in11 

11·:/l<-:,v ¡ 

j'llf.•dt'• PJilJlill<ll' Y dP 

nbf.f.-\f"lf>l' ''' PPlrtr~if'ln 

F<U ,V,,. 1-0. 

(4) 

F.limln;oinr!o dF /dV dn «j) y (ri) 

d'V / dv (d'F /d., + (')/- / dfl dll /d .. t dF ''<'IV dV / d") "" ll 



!,;.1 funr:ión V dPpr>ndc• 1k• " y y, ;i_q\ qtti:~ av.r¡¡y no es nula, dP. 
ir1q\1l 1,."JF / O-:c.::O In cur~l ünp;ícd <}t H~ f ... iHJ dnpnnda n.\1)%1<::it.;unnnt .. r:' d~ :~. 



E J E H P l. o s: 

r.on "?!O 

• 2 2 2 
(7. d:-~ + X <fa) - y· /x ch + :lxy /~¡ dy "' O 

nótf".!':~ qun 

y 

------------------·--------

•. c11rnpl•'· 

y IP. • V :< I~' 



-------·----·---------
, 

CO,!!l_P-l'~Í-ºfü 

:~.- ,.;(y?. - a"J.) <h + y(:-/2 - :/') dy - z 1 y
7 

- ,/) clz"' ll. 

lR "' r~:<. ~,7. - :/~>,y(•? -· .,/) ,;~< · 1 
- .:/ )1 ; V .'~ IP. "" ro,O,OI; 

y el sP¡>;Unhrlo ef~ 

Po1' lo que 

------·---- ·--~--·--~--



.. cumpla. 

V:.<fP-::f2:.;y •· /.xz,-:b:y ·r l.y7.,2~•z - J,yzJ; !P. • V ~< IP = o 

d~[qv(u + v) + 11v(1 + v> + 11v(i + ll.l] + :-;[vq + v> dc1 + 

+ q< l + 11) dv] "' O 

dxfifl(v + l!V
7 

+ nvll + '-:fvu + v• fb + 11t1 + 11) <l'-:1 "'o 
l. l.. .• .J l. -

P<ll'é' U\"l l + ll + v) ;e O 

(v<1 + v'> d·1 + 110 + 11'1 d'-·l/{l.uvU -+ u + v)] - O 

vU ·t v> rlu/!t1vU + 11 + v.)] = U + v) tfo/lu<l + ll + v)] "' 

"' 1!11 (A/11 + B/< l + 11 + v)) 
<~nt .onr:es 

A< 1 + \1 + V) + ll11 = + V 

A + u< A + ID + Av :a + v 

('10 



A "' 1; A ·1- B - O; B ::: -1 

[<.1 + V) <bl/lt1{1 + u + v)J "' du/t1 - du/(1 + ll + v) 

Anñlogarnrmt.e par" 

110 + u) dv/ uvU .¡. 11 ·l· v > "' U {· u) dv/vU + u + v) 

dv/(i + ti + V) 

2 rb/Y. + l°VO + V) d11 -~ u{1 + U) 1J.,J/uy(1 + ti + V) "' O 

2 dx/x + du/u + dv/v - (du + dv)/< l + \J + V) ..: O 

:?. dLn<x) ·I· dLntuJ ·l· dLnt v) - r!Ln(l + ll + v) ,,, o 

J.nr~?uv/cJ + 11 + v>l ::: e 

xyz/Cx + y + zl a k 

•• <:!lllllJllH. 

z 
'l rh = (l 



V~'.: d>1 -· 11 dy + y du; <!:e V dy + y dv. 

con y;t!O 

V(U dy + y du) - UV dy - (V dy + y <lv) :: () 

dy (~¡y - UV - V) + y (\! d11 - dv) = 0 

- dy/y + (v du ·• d-~ )/v e O; con v::>!O 

- dLn(y) + r(., - <1Ln< v) -. O 

~ 
;¡/y ; ¿¡,-,./ az " - t/z 

? 
yz c1~ - :z~; <!y •· y d,- O 

•• CIJlll¡>i<~ 

S<•a :r.=~· 1m p.~.1·<'111wt.ro, pop lo qlle <h:O. Asl J;:, ecurición 
or!c-!nal t,omi'l ln forma 

~y dx - ~X dy -:: O 

y d" - .... dy :: o 

dx/x - tly/~• ., O 

riL11<x"> - clLn<.y) o 

l•'E. 



(1) 

Ahol'<t ;<;P<l y~i'I 1!11i1 c:on:·;tantf', por Jo que dy=O. As! Jn Pcuación 

ori€inn1 t-oma la fnl'In1' 

d></« - dz/z : O 

dx/:l - !!Lm :: O 

(2) 

Como <:?.) y (1) .son :c:olur:ión de la mism<1 ecuación p;wa 
}':'a, ant.oncl?B 

"'º (1) 

CtZ) 

Q11r~ 1.•:q !;.~ miRm.1 :<-~r-h1cJ,·•n <¡Uf• h Pht.Pnidt1 ot.JJiznndn <>I prllJlPP 

mf'.>t.ndn 

So:'l X'!!• qn paP:.11111,t.1·0, poi· In •¡un dx=O. AAi Ja i;.cuacion 
orle;hv1I t.omri lri fnr111:'l 

~'/ <I>• + { X7. -1- 1 l d"."./7. 0 

t.:l 



(1) 

Ahorn ~nn 7.=a, tuv1 const.ant.fc>, "-"'' la or.unción orl¡;lnrd t.oma 
la for-rn~ 

r.on l't;-!0 

Cl;lfy + ;-l) <h + ,/ rly " O 

n, poi· 
o;r.rsr:t ... ! t,.l!d y ;-"::P. f.P-ndr.!1 quP-
Recué1•doc-:P qHr> Pl hr>clH' dr• ~¡u..­
jnt . .P.c;P:-:-1htn. ,'\d:· ... ,.fl!.~~·:-- ~n e:-;.f f"~:i:-':f'"\ 

dPnr>minador· !nt.1'·c;rM11t.r>. 

¡7··:, /l : .f</~;l' .¡. ·"" <h 

a~r/(J>'/ cr. .\' 
,. 

y + :.'.\.'{ 

-"l> f'<y> 

(':;;; .·,. , 

., 

Jo fll!H 

l)u:-:;c.;.11· 

no ~~i.,,) 

dP dns 

+ J<yl 

n•:- cumpl.-. In condición de 
Pi f.nct.01- de int .. ec;t•ación. 

P'o";.1st~<-1 nrJ hnplicrl \}UP no ::a'.l;:~, 

vpn .. ir1hlt·"'lf; si{.-~mprP nr~istf:.'\ (~1 

2 

"' .. y + ,c.,~ + .f<y> 

+ f<y•l/t"/Y 
1 

+ J'~y> N - ;'¡ " 
z :l o :-< - :-< 

'l. .. + k .. 
' "" -. 

+ 

di::",· + {;·~,,,J/,r- , /,-.:y + t:'"'' ~ M 

.. 
• . ('f'{"l. ~') J{ y 

dP 1 l.> 



=mra 

<k 

k' 
:-

• • X y ·t }i7. + Ln'-" = k ' 

. . r.umplP. 

E~::t,;__,, Pi.'•t::.u:U'n :-··· pi-•~~~•lJvi·~r·.::1 d..,. 1J11:··· i n1·n1,: .. :is pr1l"~ nH•::.1t.Pf"lP 'l'f(.,, !--"':l:. 

t.it:--nPfl dtl:·;~ :---:;nlttr:-tnf!"."·":-:: dift-'1-r-r.:.nf.P:': .. F~-:t.1) 1n11P~~:t.p·:\ 'PH:~ '\!~i .~;.;. ... •~n':--:ti, ... nf,p;:.¡ 
Hn t .~u.:f.n~~ ·!~'" tr1L!·.::r:1<:fPn, p•..;:f..n Jl~) i.::.~ .. ~ u1dc1\. P:'-:i~-:t.Pn nn:~-. tur'Jt1Hf;.1d. 

":-·..r-:. • 1t .. i h·~ ... ;.:H·;:, f 1r-! Htf.'l"'n ,_ .. t rur· t ·º'In 
ltv"':::<t ~ ... , n:Pf.~HIH ¡ft' -}.;~ld!f. 

:• 
!llvldi~IJ<IP f'tll' ·'· 

? 
!l•!V - )/V 

d.) + 

<..t.·,.~\J'? -t· r',l)Vz) t~•¡ -~ 
., :-

( 1 llr' + l/,v'/. • ,,, + ( lllq ·t· l<"i11v ·- ltl\· ) d·, 

o 

. o 

o 



------7~ -

(1/.11 + V>v·> <!" 
l"í"i+:lv) <.. :1. u·· v ~;·---

r~ot.ont.-f'>S 

'lf\ + fl 11. '\ -··!A 
-A + zn= ?.9 J --A 

2A + ll .. -u l -'·1A 
-A + ::.i:fl .. -1;>. f - .r-1 

(-

~ ! 1 \1 ~· 1 7. V ) d., 
¡·\¡-4:;,·z;-) < ~~, 1=-~:-::;--··p 

+ ~I <b~ 
'J'. 

- ?,!< -· -¡,.¡ } --(11\ .. ~··; 

·I· 7.H ~<) fio.12-2A 

- ~~n - ·¡ .. ~ -!·lA .. 10 

} 

} 4- :w - I /. l·l .. -11-;:A 

e ·> '{ 

A 
i~ 

} 

l \\~~ .. ~>.-;:; + /,11 -=-v-

" -1 
14 

i\ -2 
fl -'I 

<fa -. o 

! .ci p:-1rt.p •:n1·r-0:c.pondienl.P ,-, du y dv 1 or-ma11 nnr. dlrPr-t:•lir:!Al 
~x;:,t.-;f,· 11 ei-.t.oncf•:-: •··~í,~t.P F ~ .. ;.--d fptt.:. 

dv 

¡.• 

F 

U') 

·7*"( .J.11u·v)/(.\1+?.v·; ·: A 



m''N,?' " C?.x - y) 
7 /z(~; + :.~y) ::: f, 

C<"/<~' dH [7,(;¡+/,y)7(;l,;-y)<' _?, - ~/.-:-y·:'·,:],,·,_2 (:;~;":;•):2 t~·'. 

(Ja/ d1• .-¡,, "" [:>:(,¡+l,y)(O) .. (:,~,;-y)7 (¡¡/,y) ]/:r.2 (~¡-~J.y)z dy 

i}Ct/iJ, d=- = (zu:+2y>'t'<;?,};-)')<'.l<-D - c,::;··y)7 J.'.~J/:/(~¡+?.y)2 •h 

. . ct11npl<>. 

117 
z 

d·?. 

'Z 

o 

"" \l 

"' o 

J,;:1 P:-rp1•p.;.:lón qu..- ,1p;:\J•Pl:P dPnL1 .. c., dt1 ! 
SPl' un:'l di f<·'l'Pll•:i <·ti f'~;;1ct.;., ~' pn!' In t.;cint.o 

\1 ó 11 

p.;-"lt"~·~nt.P:--:=1~; nlrll'f:.'~·.ddo dPf,p. 
11n lmpnrt_.;, si int.e(;:l'<ll!ln~-: 

:( " 

ll<1r.IPndn PI cn111hin rlfl \1<1rl.1hlR U=~'/" v 11(.i 1i?:dflf1n f1-;-1i::ciones 
pnl"r.ínt~:.:---~ SP nbt.iPnr·· 



Carta pñrci;-1~ cnn su S\llnñfl, 

ol:>t.~nit•nrlosr•: 

- ,·-~~;v • o 

• . r:11mple. 



1\PENDICE C 
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una t.n:<::a con.st.rintH. E1ib::i d:wj;1 o'!"lr:;1m 3 un :rtst·P:!!B !~")don~'"l..!l de 
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p1·incipío y ;;I fin dnl int.PJ'v;ik> dn1·.c;nt.u ,.¡ cual l)Vi'l ol i'lr;H.4'\1b,-, 
nnt.onc0P. 01 t,1"ab<ijo hoch¡:. n:; :-·:Jr11pfr)rn0nl.;~ Pl p:•oduc;t,n cb hl t.{H'<:~ 
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C\lñ."ll- P:~ t.~t. ! cn-1 '1'1'0 V<' I'~:! i:> I p. 
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J!'>nt.erma, En un si~:t.icn¡;1 dnnr!P el prnix':;;n ~::> HPV<>llo ;1 c;ib11 1.k 
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