
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MÉXIOO 
FACULTAD DE CIENCIAS 

El Problema de Couette-Taylor 

Tesis 
Que para obtener el tftulo de 

Licenciado en Física 
Presenta 

Carlos Alberto Sánchez Fuentes 

México, D. F. 1988 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



INDICE 

INTRODUCCIÓN 

CAP:!: TULO I. ASPECTO EX PERI MENTAL Y TECNI CO. 
AspacLo experimental 
Flujo independienle del Liempo 
Flujo dependienle d0l licmpo 
Efeclo de la allura finila de los cilindros 
Unicidad 
Asp•.?clo lécni co 
ConLrol de par.'1melros 
Delermin:1c16n de 1;, lcngilud de ond:i. 

1 

5 
5 
5 
6 
g 

10 
11 
11 
11 

Sislorna 6pl1co dG• vc,lc:::1n\(>lria Las•;:w-Dopplor 12 
Recolección do date~ v análisis ospaclral L2 
Elección del ostado espacial 14 

CAP1 TULO I I. ECUACI 011ES FL't-1DAME1·JT,\LES. 16 
Les modelos cslad!st1co y del continuo 16 
Coordonad~ 0ulurianas v lagrangianas 17 
TeorE.·lll.'.l de· t.. r .:tnspor- te-' de t-=:cyriol ds 19 
Con ser v.:1c1 ér: l:le l ~ :;-.:.~ -::~ .. ;. 21 
Cori!.-:;E•r v:.c l C:ir1 dr·l 111,,:_,rn.:::•f1t urn 22 
Ra:.:orit'~; de; c;.~:1b10 d0 r·(•L.1c1ón y cizallamienlo 24 
Ecudcior¡c-~ cor1.::.ti tut.i v~s 27 
Ecu.:-1c1onc-~; d·:::- lJ:i.Vl t:.~r-St.okos 28 

La l c:v ck• ::;i m11 i L ud 30 

CAPl'. TULO I 11. PU.tHE,\Mf E?ffO eEL PROBLl:::w,. 32 
Expres:on0s para gr~dienle. divergencia 
y l .:i.pl .:te 1 :1r-'lc 
F.cu .. 1cio11s·s dí?.> 1·J.:a.v1t.~r-Stok0s 

Ecu:-1.ciC'~ sin dirnensic~nt•s 

Flujo d0 Couetle 
Ecuación perturbada 

CAP! TULO IV. EESULT/,['0.S PP.ELI MI NARES. 
Lem;; 1, a 
Leme. l. b 
Lern;:,. .-, -c... ~"1. 

Lema 2.b 
Lema 3 . .::. 
Lema 3.b 
Corolario 
Lem.::. 4 

Ccrolario 2 
Lema '3 
Le.m21 6 
Teorem.'1 1 
Teoroma 2 

32:: 
32 
37 
38 
40 

44 
45 
46 
50 
50 
57 
58 
68 
70 
71 
71 
73 
73 
76 



CAPl TULO V. S'JLUCI <.'.,¡.¡ DEL PRClBLEt·!/ •. 
Tuorema 3 
Observación al leorema 3 
Colas a priori sobre las soluciones 
Teorema 4 
Especlro de B 
Teorema 5 
Observación al t~0rema 5 
Es\.•Jdio e>spec\.r·al p;_..r·;" el caso V?:O, a<'.0 
Proposiclón 
Lema 7 
Observación al lema 7 
Lema 8 
Lema g 
Lem;:i. 1 O 
Teorema 6 
Teorema 7 
Teor.o·ma 8 
Observación al leorema 8 
Solución al problema de bifurcación 
Teorema 9 
Comenlarios finales 
Teorema 10 

REFERENCIAS 

78 
78 
79 
80 
80 
9,i 
87 
91 
91 
93 
98 
99 
99 
gg 

100 
101 
102 
105 
105 
106 
108 
109 
109 

111 

'11 



INTllODUCCION 

Aproximadamente un siglo de investigación ha sido dedicado a los fenómenos rela
cionados con el flujo de Couette. Estos fenómenos han sido la piedra angular en conceptos 
de estabilidad hidrodinámica y turbulencia debido a que han jugado un papel importante 
en hallazgos teóricos y prácticos. El experimento es, sin lugar a dudas, manantial de 
perplejidad continua que como la caja de Pandorn despliega complicaciones sucesivas e 

interesantes dificultadeF+:se ínter _.cta~n. 
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Figura l. Cilindros co11cé11triws c¡uc rotnn en un marco de referencia cartesiano. 
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Figura 2. Patrón de Tnylor. Figura 3. Ond11.s l!otantcs. 

Pero, ¿en qué consiste el Problema de Couette-Taylor? Consiste en la descripción 
de los estados de flujo de un fluido limitado por dos cilindros concéntricos, donde por lo 
menos uno de ellos rota. El primer flujo que se observa (aumentando gradualmente el 
Número de Reynolds) consiste en líneas de corriente en forma de círculos coaxiales y se 
conoce corP0 flujo de Couctte. Este flujo es inestable debido a que las partículas del fluido, 
por una parte son expulsadas del cilindro interior debido a fuerzas inerciales, y por otra 
oponen resistencia a causa de fuerzas viscosas. G. l. Taylor fue el primero en explicar 



correctamente los efectos <le \'i,;cosidad, en encontrar el límite de estabilidad lineal cuando 
el cilindro externo se encuentra en reposo y en formular la idea de soluciones bifurcadas 
estables [31]. 

Figura •i. Patr6n Ondulado. 

Figurn 5. \'órticc.< Torcidos. 

Los estados de flujo c¡ue pueden obtl'JH'rse a partir del de Couette son \'arios. Cuando 
el cilindro exterior se encuentra en reposo o su \'clocidad angular es peque1ia y en sen
tido contrario a la del cilindro interior, la primera transición tiene la forma ele tubos que 
rodean al cilindro exterior ele tal manera que son perpendiculares al eje z; se trata de un 
estado estacionario donde las inrnriancins rotacionales no se rompen (Fig. fl}. La segunda 
transición rompe las simetrías temporal y rotacional pno es periódica; su aparic11cia es 
tal que hace recordar la forma <le tuLos ondul<Hlos; estas ondas se muc,·en uniformemente 
alrededor del eje z de tal manera que en un marco <le referc11cia rotatorio adecuado el flujo 
se ve estacionario; a este tipo de movimiento se le conoce como ondas rotantes (Fig. S}. 
La tercera transición conduce a un flujo cuasipcriódico en el cual la segunda frecuencia 
aparece romo modulación de las ondas rotantes; bifurcaciones posteriores pueden seguir 
caminos diferentes que suelen conducir rápidamente a turbulencia. 

Cuando los cilindros rotan en el mismo sentido se observa una secuencia de bifurca-
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ciones parecida a la antes descrita, excepto parn la sc¡~unda, ya qtH' <'n rsta se pueden 
presentar diferentes tipos de ondas rotantes dependiendo de valores <l<' los parámetros que 
intervienen: los vórtices ondulados {Fig. ~) solo se ven en la cara lateral de un cilindro, 
mientras que los vórtices torcidos (Fig. 5} tienen la a¡mriencia de un lazo. Se presenta 
también otro tipo de finjo -ahora cuasipcriódico-- conocido como "wavclcts" que consiste 
en un patrón ondulado en ambas caras laterales de los cilindros pero con velocidades de 
rotación y números de onda diferentes. 

Figura 6. Pntró11 Espiral. 

Finalmente, cuando los cilindros rotan en sentido contrario y la velocidad angular 
del cilindro exterior es grande, el flujo de periodicidad temporal puede bifurcarse; los 
experimentos han mostrado que se trata de un patrón helicoid<tl {Fig. 6). 

El objetivo del presente trabajo es describir matemáticamente la primera transición. 
Para lograrlo, la tesis se planeó de la siguiente manera: en el Capítulo I se hace un 
breve resumen de los aspectos experimental y técnico del problema, haciendo algunas 
consideraciones sobre el efecto de la altura finita de los cilíndros y dando ciertos detalles 
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sobre el sistema óptico de Vclocimctría Lascr·-·Doppler. 
En el Capítulo II se deducen las ecuaciones de N avicr -Stokes en forma general y 

para fluidos incompresibles en particular vía el concepto del continuo y el Teorema de 
Reynolds, apoyándose en fórmulas <le conservación de masa, mnment.um y en !ns c:cmsti
tutivas. También se presenta la Ley de Similitud debido a que juega un papel importante 
en los argumentos de adimensionalización de ecuaciones. 

En el Capítulo III se hallan las expresiones correspondientes en coordenadas cilíndricas 
de las ecuaciones fundmnentales, se adimensionalizan --de tal manera que la información 
física quede contenida en el Número de Tieynolds (desde el punto de vista matemático 
se obtiene un problema de valores propios)--, se resuelven para el único caso en que es 
posible hacerlo (conocido como Flujo de Couette), se perturban y linealizan alrededor de 
este flujo. Así se obtienen las fórmulas --y sus condiciones <le frontera- que constituyen el 
problema a resolver. Este se replantea al intro(lucir ví<i la incompresibilidad del fluido-
una función conocida como función de corriente. 

En el Capítulo IV ~e da una serie de r<'sulta(los cuyo propósito es fundamentar los 
que se formulan al fin;d de la tesis. Algunos tienen que Ycr con los productos escalares que 
se definen, otros con la existencia y unicidad ---bajo ciertas circunstancias-- de soluciones 
al Problema de Couette-Taylor, otros con el hecho de que la formulación diferencial es 
equivalente a una integral. Tarnbién se dan resultados sobre ecuaciones diferenciales. 

Finalmente, en el Capítulo V se c;;tableccn las rnndiciorH's bajo las cuales no hay m<Ís 
solución al problema que la triYial, así como aquelh!.~ que 'ºn necesnrias para evitar el 
Flujo de Couct.te. Se establecen propiedaelt·s ele las soluciones y se demuestra que a partir 
de cierto l\úmcro de Ticynolds el flujo de Couettc sr bifurca ele manera única. 

Con esto se logra presentar un modelo matem;Ítico que, n.tín evitando los efectos de 
borde y por lo tanto solo en cierto ran¡;o del dominio formado por los cilindros, drscrihe la 
primera transición a p<trtir del Flujo de Conelte en hucn rnnrnrclancia con los resultados 
experimentales. 
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ASPECTO EXPERIMENTAL Y TECNICO 

Este capítulo trata sobre la investigación cmpmca relacionada con· el problema de 
Couette-Taylor y sobre una de las técnicas experimentales que han podido aplicarse exi
tosamente al mismo {velocirnetrfa Laser-·Dopplcr). Se tratará casi exclusivamente el caso 
del cilindro exterior en reposo dado que con Psta simplificación se han logrado descubrir 

varios patrones de flujo (desde el punto de vista experimental el movimi<'nto de ambos 
cilindros acarrea complicaciones adicional('s, lo cual explica la diferencia de literatura -y 
por lo tanto de resultados-- existente cntn~ los ca.·;os donde ambos cilindros rotan y donde 
uno permanece en repo,;o). 

Un sistema simplificado pur el c~tadü estacionario tlel ciliialro exterior puede carac

terizarse por: (1) el l\"úrncro de Reynolds, R ~' 2;r/n1Ri{R2 - R¡)/u, donde /cil es la 
frecuencia del cilindro, R1 el radio del cilindro interior, R2 el radio del cilindro exterior 

y 11 la viscosidad cincrrnltica del fluido; {2) el cociente de los radios 1¡ = R1 / R2; y {3), el 
cociente h/(R2 - R¡), donde hes la altura de los cilindros. Corno se verá m;ís adelante, el 
control de estos parámetros juega un potpel importante en las tfrnicas experimentales. 

ASPECTO EXPEIU1\.1ENTAL 

Para cierto Número de Reynolds pequcüo existe urw única solución globalmente cs

Lúble conocida como flujo de Conettc (\'er capítulo III) de las ecuaciones de Navier-Stokes 
(ver capítulo II). Las primcrns investigaciones (i\!allock 1888, 1890; Couette 1890) indi
caron que este flujo se vuelve inestable cuando oturncnta R, pero la naturaleza de la inesta

bilidad no pudo establecerse. En un estudio clásico sobre estabilidad hidrodinámica, G. l. 
Taylor {1023) obscn·ó y explicó la transición de un flujo azimutal a un flujo con vórtices 

horizontales toroidales superpuestos sobre el primero [31]. Por otra parte el trabajo de
bido a Rayleigh (19::!0) mostró que el flujo azimutal de un fluido no viscoso es inestable con 
Números de Reynolds infinitamente pequci10s, y a ¡rn.rtir del análisis de estabilidad lineal 
de Taylor para fluidos viscosos se concluyó que la viscosidad retrasa la aparición del flujo 

secundario para R's finitas. 

Taylor calculó el l\1ímero de Reynolds crítico Re y la longitud de onda crítica >.e 
para inestabilidad en el flujo azimutal cuando (R2 - R¡) ~~ R1; el caso más general 
f11e considerado subsecucntcmente por Davey {1902), Walowit, Tsao & DiPrima {1004), 
Roberts {Hl05), y otros. Cerca de Re la amplitud de equilibrio de la desviación del flujo 
azimutal aumenta como (R - Re) 112, en concordancia con la predicción de Landau {1944, 
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Landau & Lifshitz 1959) y con las observacioHes de Donnclly (HlG3). Si R se incrementa, el 
flujo desarrolla un comportamiento armónico espacial en la dirección lL'\'.ial. Da ve y ( 1962) 
expandió el campo de velocidad en series de Fourier espaciales en la dirección lL'\'.ial y 
calculó la dependencia del Número de Reynolds respecto n los coeficientes de Fourier¡ 
sus predicciones fueron confirmadas experimentalmente por Donnelly & Schwarz (19G~), 
Snyder & Lambert (19GG) y Gollub & Freilich (HJ7G}, entre otros. Arriba de Re, Ilurkhaltcr 
& Koschmieder (HJ73) encontraron que la longitud ele onda 1Lxial permanece constante 
si R se incrementa gradualmente, pero experimentos con diferentes condiciones iniciales 
produjeron flujos estables estacionarios con longitudes de onda mayores y menores a >.c. 

f' LUJO DEI' EN D_J ENT E_.J2EJ, __ '[lJ~MEQ 

Jvfuchos investigadores notaron <¡ne 111 incrementar el Número de R.eynolds se produce 
una transición del flujo de Taylor independiente del tiempo a otro clepmclicnte del tiempo. 
Schultz-Grunow & Hein (195G} ohtm·irron fotografías de este último que consiste en on
das viajeras transversales supcrpuest<L~ en los vórtict's horizontales. El caso de una onda 
alrededor del anillo es el primero en volverse inestable y los casos de mfts ondas se vuelven 
inestables con Números de Rcynolds ligeram<'nte superiores. 

to' 

10-1 

(o) 

1 
f/f,yl 

Figura 7. Espectro obtenido cuando R/J/, == 10.5 con transformad/IS de .Fouricr temporales de: (a} la 
velocidad determinado en un punto del fluido mediante vc/ocirnctrfo L11Scr-Doppler, y (b} la intensidad de 
luz disJJersada por ptll'tículns sus¡ienclidn.• en el fluido. La fuente de luz en (b) fue un bulbo de tungsteno; 
}ns líneliS en (b) se ensnnclltlron ddiido n vl11'i11cioncs en la 1·clocidad de rotación del motor. 

Otros estudios sobre visualización ele flujos con vórtices ondulados han sido reportados 
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por Schwarz, Springdt & Donnclly (HlG·I), Coles (HJG5), Snydcr (lDGS, 1070), Cole (Hl7G) 
y otros. Eagles (1974) calculó el torque necesario para mantener vórtices ondulados; su 
trabajo concordó con las mediciones hechas por Donnclly ( 1958), Donnelly & Simon (HlGO) 
y otros. 

Investigaciones más recientes han permitido ampliar el número de patrones conocidos y 
comprobar la efectividad de nuevas técnicas experimentales. Como ejemplo de la fiabilidad 
de estas últimas, se hace notar que las mediciones de diferentes variables dinámicas en un 
fluido suministran espectros de potencias con idénticas componentes de frecuencia, como 
los que se muestran en la figura 7, donde en (a) se ve un ('Spcctro obtenido mediante 
transformaciones de Fouricr de las velocidades -·registradas con técnicas Laser-Doppler-, 
y en (b) se observa el mismo espectro pero ahora obtenido con transformaciones de Fourier 
aplicadas a la intensidad de luz dispersa<la por partkulas asimétricas suspendidas en el 
fluido. 

Resultará instructiYCJ conocer ··-··;umque sol!H'ramcnte··-- algunos ele los trabajos lle
vados a cabo por cinco grupos de in\·c~tigarión que han c111plcaJo diferentes técnicas o 
centrado su interés en variables dimimic;~s distintas. El grupo de la Universidad de Texas 
([13], [14], [21]) utilizando velocimetría Lnser-Doppler, se ha avocado a la medición de 
velocidades radiales y azimutales, mientras que el grupo de Novosibirsk ([14], [24], [36]) 
haciendo uso de la misma trc11ic;1 ha mr<lido velocidades an¡(tilares. Los investigadores 
de la Universidad de l\ancy ([:l], [14]) mediante reacciones clcctroq11ímicas han obtenido 
datos concernientes a las aceleraciones radirdcs en la cara del cilindro interior. El grupo de 
la Universidad de Oregon ([10], [Hj, [34]) ha utilizado corrientes iónicas entre los cilin
dros, y técnicas de dispcrsamiento de intensidad para medir la orientación de partículas 
y las aceleraciones radiales en la cam del cilindro exterior. Finalmente, investigadores de 
la Universidad de Lceds ([2], [ 14 ], [26 ]) median le técnicas anemométrica.~ han medido 
también las aceleraciones radiales en la cara del cilindro ('Xtcrior. Estos grupos trabajaron 
con 1¡ = 7 /8, excepto el de .1\o\·osibirsk, donde 17 = O.G:lG. El cilindro exterior se encontrab<t 
en reposo. 

Como se dijo al inicio de este apartado, cuando el Número de Reynolds es suficien
temente grande, el flujo se n1eh·e dependiente del tiempo, con una sola frecuencia funda
mental, f 1 , y sus armónicos ---Ji es la frecuencia de ondas azimutales que cruzan el punto 
en que se observan (fig. 3). La aparición de una segunda frecuencia fundamental, /2, se 
observó hace varios aiios y fue identificada por Gorman & Swinney como la frecuencia de 
modulación de ondas azimutales. Se encontró que diferentes patrones estables de modu
lación pueden ocurrir, y que h es diferente para patrones distintos, de tal forma que la 
no unicidad del flujo se patentizó (figs. 4 y 5). El comportamiento cua.siperiódico con dos 
frecuencias características en el espectro de potencias ha sido detectado en sistemas con 
diversas geometrías, pero los cilindros concéntricos es el único caso para el cual <'l carácter 
físico de las ondas que producen las componentes espectrales ha sido determinado. 

Al incrementar R, las frecuencias bien marcadas desaparecen del espectro, dejando solo 
componentes anchos y "ruido". Aumentando nuevamente el Número de Reynolds, Walden 
& Donnelly, de la Universidad de Orrgon, notaron la aparición de un pico bien marcado 
entre el ruido. El pico ha sido observado para un rango de R, siempre que h/ ( R 2 -R¡) > 28. 
L'vov y Predtechensky obtuvieron espectros para Números de Reynolds grandes en los 
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cuales recmcrgicron picos muy mnrcndos. Tarnbi~n oh>rrvaron una srcuencia interesante de 
transiciones conforme R aumenta dentro de un rango pequeño (con r¡ = O.G3G y h/(R2-Ri) 
= 30). Encontraron q11c cuando R/ Re = 14.0 el espectro de potencias contiene 11nn sola 
frecuencia fundamental f¡. La amplitud de potencia espectral en f 1 , P(J¡), se midió como 
función del tiempo para periódos largos y se encontró constante dentro de la incertidumbre 
experimental. Al incrementar R/ Re = 14.1, J¡ pn.rcció cnsnncharse; sin embargo, las 
mediciones de P(J¡) para intervalos largos de tiempo mostraron que esta amplitud varió 
periódicnrnent.e en t, de tal forma que el fluido era rcn.lmentc rnnsiperiódico, no cncítico, con 
J¡ = lG.9 Hz. y Í2 =-: 0.0034 Hz. {un espectro con la rcsol11cián suficiente habría mostrado 
que !1 no se ensancha, sino que ('ll realidad tiene banda;, laterales en f 1 :!: nf2). Cuando 
R/Re = 14.8, J1 se ensanchó y la dependencia temporal de P(f1) se hizo no periódica; 
asf, este flujo se convirtió en ca6tico. Con R/ Re =- 15, J¡ todnvía estaba ensanchada pero, 
sorprendcntemcnte, el flujo se hizo currsiperiódiro. Finalmente, con R/ Re = 15.4, el flujo 
otra vez se hizo caótico. 

12 

'· 
1, 

1 

f.,1 
l3 

]Q- 3 l!cl'..W.:.l.!Ll~IIDL~~...ll:..IC:~ti!-J.ll+:itJ.l!-"'-":.:.<:..l>;.!.;.allCUJ..:.U.~~"" 

O.O 0.5 1 o 1.5 2.0 

f ·' i (y 1 

11igura 8. El espectro de un flujo r¡uc n·r¡tiicre de cuatro frecuencias independientes pnra su descripción. 
R/ n. = 12.0. 

Estudios mas recientes efectuados por el grupo de la Universidad de Texas ([15)) 
demostraron que existe comportamiento cuasiperiódico del flujo no solo con lar. dos fre
cuencias [¡ y h, sino con otras. Explicaron también que un espectro caracterizado por 
dos frecuencias fundamentales a menudo tiene combinaciones espectroscópicas cxpresablcs 
corno J = 11af 0 + n 0 fb, donde 7la y 7lb son enteros pequeños. Como ejemplo, el espectro de 
la figura 8 no se ajusta a dos o tres frecu<'ncias, sino a cuatro, además de la del cilindro; 
cada una de esas frecuencias se puede obtener mediante una elección adecuada de na y nb 

que cumpla, para cada n con In\ :S 3 y L: \ni S 9. 
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El mismo grupo de b Univrr~idad dC' Trxas mo~tró que In segunda frecuencia funda
mental, /2, está asociada a un segundo conjunto ele ondas viajeras azim11talcs que rotan n 
velocidad diferente del primer conjunto. De nquí que el flujo de v{1rtices onclulnclos puede 
describirse simplemente con dos enteros, m 1 y m 2 , que corresponden ni número de onda 
en el primero y segundo conjuntos, respectivamente. De acuerdo n esta descripción existen 
dos marcos de referencia rotantes, uno asociado al primer conjunto de ondas viajeras y el 
otro asociado con el segundo. Por lo tanto, el espectro obtenido a partir de alguno ele estos 
marcos de referencia muestra solo una de las frecuencias independientes. 

Figura(). Diagrnmns rsquem:íticos r¡uc i/ustrnn, pnrn dos <'Stndos, (1111, rnl), cómo pucdcll generarse 
Jos ¡i11tro11cs de moduforión dcl>idns n d," ond11s 1•injl'nis nzimutnl<'.<. En fa columnn izr¡uicrdn se mucstrn el 
primer conjunto de ondas l'Ínjern.< cl1·11tro del circulo (m 1 e~ 5) y d segundo conjunto (ml"" 5.6) for.rn 
del círculo. J,n columnn dcrrdin /llll!'·'trn '" r1·0/uáí11 tcm¡iorid ele Jos patrones c/t' modulnción en un mnrco 
de referencia que se 111ur1·c junto co11 el primer conjunto de 011dn.•. Cndn líncn rcprcscntn el pntrón de /lujo 
en un instnntc de tiempo {IM l'(Ír!Írº<'S -"'' c11ruentra11 en fo.<c en fo dirección 1i.xinl}; las líneas s11bscc11e11trs 
mucstrnn fo cmlucioií tcm¡iorid dd /lujo rarn un período d<' modulucicín. El ángulo O se incrementa de O n 
21T en ln clirccción de lics flecl11c<. 

Para entender cómo dos trenes de onclas viajeras pueden producir los ¡mtrones ob
servados en ex¡wrirnentos, considérese la figura 9. A la derecha se muestran diagramas 
esquemáticos para <los patrones de vórtices ondulados, tal como se verían en un marco de 
referencia que sigue al primer tren de ondas. A la izc¡11iPrda se esboza cómo dos ondas 
viajeras pueden generar los patrones que se obscn·an experimentalmente. En un marco 
de referencia apropiado, uno de los trenes de ondas aparecería estático y modulado por 
el movimiento relativo del otro. Por ejemplo, si un patrón fuese el resultado de la su
perposición simple de dos trenes de ondas y ambos tuviesen el mismo número de onda, 
entonces la "modulación" de las ondas ocurriría al mismo tiempo y la cancelación estaría 
en fase, como en el primer ejemplo de la figura 9. Si, por otra parte, 111 == m¡ + 1, el punto 
de má...xima cancelación se vería como en el segundo ejemplo de la misma figura. 

EFECTO J)E LA ALTURA FINITA DE LOS CILINDROS 

Cole (1970) investigó el efecto de cilindros de altura finita en la transición a los vórtices 
de Taylor y a los vórtices ondulados. Aunque la teoría analítica ha sido desarrollada prin
cipalmente para el problema de cilindros infinitos, los vórtices de Taylor se han observado 

g 



en experimentos con cilindros tan pcquciws que solo unos cuantos vórtices se pueden de
sarrollar. Los vórtices de cilindros pequeúos aparecen en los extremos, con Números de 
Reynolds por abajo del número crítico para los vórtic:f's de Taylor en un cilindro infinito 
(Coles 19G5; Cole Hl7G; Denjamin Hl78). Conforme se aumenta el Número de Reynolds, 
el patrmí de vórtices se dispersa haci1t el centro, llcn1\ndolo en un Número de Reynolds 
crítico que está dentro de la incertidumbre experimental igual al Número de Reynolds 
crítico para el problema del cilindro infinito {Snyder 19G8; Cole 197G). Sin embargo, dado 
que la transición es entcr1uncntc continua, realmente no hay "bifurcación a la cual se le 
pueda asignar sin ambigüedad un valor de R, por lo cual las estimaciones experimentales 
son subjetivas en alguna mediada ... " (Dcnjamin 1978). 

Cole (197G) encontró que el I'\\11nero de Rcynolds para el inicio de los vórtices on
dulados se incrementa considerab!Pmcnte cuando la altura <le los cilindros se reduce. La 
predicción teórica para el cilindro infinito coincidió dentro ele! 1 )ó aproximadamente sólo 
para cilindros altos en comparacicín con la distancia entre ellos {100 veces más altos que 
la distancia que los separa). [,¡;, relacii'm, ,;n el si:;tcma estudiado por D. Coles (HlG5) 
fue 27.9, mientras que en el ele l·'<'1l';tcrmarher et al. :?O.O, y el cociente entre los radios fue 
de 7/8. El estudio ele J. A. Cole {197G) muestra que para estos cilindros la transición a 
vórtices ondulados ocurn' con l\1ímcros ele Hcynolds aproximadamente 9% y 13% mayores 
que los datos teóricos para un cilindro infinito. 

Corno es de suponer, los problemas que conllevan el efoclo de cilindros de altura son 
formidables desde el punto de vista teórico. 

UNICJD_.W 

Con Números ele Ilcynohls suficientemente pequeños existe, para cualquier geometría 
de flujo, una única solución estable a létS ecuaciones de l\avier-Stoke~; sin tomar en cuenta 
condiciones iniciales, el flujo se aproxima asintótirnmcnte 1L esta solución {Serrin, 1!)59). 
Sin embargo, con Nú111eros de llcynolds grandes pueden existir varias soluciones estables 
a las ecuaciones de movimiento. La posibilidad de rnrios flujos estables no fue considerada 
hasta que Coles presentó su trabajo (HJG5), pero fue víiviclamente demostrada mediante 
el descubrimiento sorprendente de que en el flujo de su sistema ele cilindros concéntricos 
se pudieron lograr 2G estados espaciales establc-s con un Número de Reynolcls dado. Los 
estados pudieron distinguirse por el número de vórtices axiales ¡1, que corrió desde 18 
hasta 32, y por el mímero ele ondas azimutales m, que corrió de 3 a 7. Se produjeron 
diferentes estados p/m con uu rnisrno Número de Reynolcls gracias a las difcrrncias ele 
aceleración con que se alcanzó la misma Yelocidacl angular y porque se rotó el cilindro 
exterior para después detenerlo. Suy<lcr ( 19G9) encontró subsecuentemente que diferentes 
estados <Lxiales también eran accesibles en los vórtices ele Taylor independientes del tiempo, 
y Burkhalter & Eoschmicder {1974) encomraron que el rango de longitud de onda axial 
para estados estables v estacionarios es muy grande. Denjamin ( Hl78) observó distintos 
estados espaciales en los vórtices de Taylor, incluso en un 'lnillo tan pequeño que solamente 
tres o cuatro vórtices podían ser acomodados. La multiplicidad e histérisis asociados en las 
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transiciones entre diferentes estados cspncinlcs complica enormemente lns investigaciones 
del fluido más allá de la primera inestabili<lnd. Coles (HlG5) escribió: "La mayor dificultad 
experimental es que para un observador que conoce las con<licíones <le operación estables 
actuales para los aparatos (geometría, propiccladcs de los fluidos, velocidad, cte.) pero 
que no conoce las condiciones previas de operación, no será capaz de especificar los dos 
números de onda característicos necesarios para determinar el comportamiento del flujo 
en detalle". 

ASPECTO TECNICO 

C O NT ROL D JLJ:.AJJAN§'LIJJJ_~ 

El dispositivo empicado p:irn hacer inwstigación sobre el problema de Concttc-Taylor 
debe ser tal que permita un alto grado de control en las \•ariables que paramctrizan al 
fluido a fin de lograr mediciones precisas. La rotación cstahle y uniforme ele los cilindros 
se obtiene mediante dos motores sincróuicos colocados fuera de la mesa y dirigidos con las 
señales ele snlida quc emiten osciladores de prccisióu; los cilindros pueden montarse sobre 
una mesa que aisle \'ibraciones y ser movidos por banda,.; conectadas n los motores. Es 
posible lograr frecuencias ha.'itantc estables, auur¡uc los períodos de rotación de los cilindros 
-medidos con cronómetros electrónicos-- experimentan JH'<¡ucrias flucluacioncs debidas a 
la flexibilidad de las banclas. 

La temperatura del dispositivo debe mantenerse constante ya que de no ser así el 
Número de Ilcyuolds varía (en el caso dr.I agua, por ejemplo, la viscosidad cambia 2% 
por cada grado centígrado). Esto se logra mediante circulación ind ncida de aire sobre 
el sistema. En cxpcrimeutos realizados por Swinney y su grupo se han evitado cambios 
mayores a 0.05 grados centígrados utilizando un regulador de calor dentro del recipiente 
que contiene a los cilindros y al mismo tiempo se logró que las variaciones de viscosidad 
no excedieran al 0.1 ~~-

DETERMINACION DE LA LONGITl[_l2_PE QNDA. 

Para visualizar el patrón formado por el flujo, se mezcla una suspensión en el líquido 
(por ejemplo Kalliroscope AQ 1000). Con el objeto de lograr la suficiente profundidad de 
campo, las fotografíns son tomadas con una pequeiia abertura de diafragma y el tiempo 
de exposición se reduce !L unos 50 microsegundos gracias a destellos electrónicos duales. 

En un rango ;unplio de R y para varios estados espaciales con diferentes números de 
vórtices axiales y ondas azimutales, las posiciones extremas de los vórtices pueden medirse 
empicando un catetómetro; las gráficas de éstas son muy Miles en la detección de estados 
espaciales, en particular cuando se usa la técnica Laser-Dopplcr y, a su vez, los estados 
espaciales juegan un papel importante, ya que las frecuencias características y las R's que 
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experimentan transición son diferentes para distintos estados espncialrs. 
Los números de onda se determin~n con fotografías Polaroid, o bien, midiendo la 

frecuencia del vórtice con un pequeño lascr de helio-neón y una fotocelda. 

1 

SI ST E M_i!_Q__f T !_[} 0_!1_~-J~ 5.~Q_C.lMlffJlVLkA_S_¡;; R -::::_l)_Q_P P ldE R 

La técnica Laser-Dopplcr ha sido discutida por investigadores como Durrani y Greatecl 
(Hl77), y empicada en el problema ele Coucttc-Taylor exitosamente por muchos otros. 
Como partículas de dispersión se han usado esferas de policstireno con diámetros típicos 
de 0.480 y 0.3G5 micrómetros cuya concentración es alrededor ele 0.03 % del volumen total 
del líquido, lo cual produce una \'ariación de viscosidacl del 0.05 %. 

La parte óptica del sistema se hasa en la gt•omrtrín drl rayo c¡ur una vez reflejado se 
dispersa (fig. 10). El rayo lnscr se filtra y colima para ser enfocado sobre el fluido. El rayo 
que regresa disperso cs colectado por las mismas kntcs y pa,;;, a través de una pequeña 
abertura que limita el paso de luz, para después ser dividido y enfocado junto con un lascr 
de referencia en un tubo fotomultiplicador. El volumen de ''dispersiérn" en el fluido forma 
aproximadamente un elipsoide de revolución alargado hacia los polos, con diámetro mayor 
en la dirección radial y menor en la dirección del eje ::. 

Los vectores de !;is ondas incidente y di!'pcrsada, k0 y k,, rC'spectivamentc, cstiín 
contenidos en un plano \'ertical que pasa por el !'je del sistema y forman ángulos iguales 
con el plano horizontal, por lo que el \'cctor de transferencia de momcntum, q = ko - k 8 , 

se encuentra en el plano horizontal, razón por la cual la luz clispersada experimenta un 
desplazamiento Doppler en su frecuencia dado por 

U.'IJ ~"V· q '" Frq:..:: (.Jirn/.Ao) sin(0/2))Vr, 

donde n es el índice de refracción, .X 0 es In. longitud de onda del laser, O es el ángulo de 
dispersión y Vr(r,t) es la componente radial de la velocidad del fluido. 

Figura 10. Dia¡;ra111n csr¡11cm1ítico dd sislcm11 óptico de 1•e/ocimctrfo [,nscr-Doppler. 

El cambio Doppler debido a la dispersión del campo óptico se combina con la luz laser 
sin variación Doppler en el fotocátodo y la fotocorriente i(t), proporcional al cuadrado del 
campo incidente, oscila de acuerdo con la frecuencia del desplazamiento Doppler. 

RECOLECCIOX DE DATOS Y ANALISIS ESPECTRAL 

El dispositivo para la toma de datos se esquematiza en la figura 11. La fotocorricnte 
es amplificada y filtrada para después ser medida durante un intermlo de tiempo, !:lt, 
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al final del cual el resultado se transfiere n lit memoria de una rnicrocomputadora. De 
esta forma la frecuencia de la señal Dopplcr, y por consiguiente la velocidad del fluido, 
quedan registradas. Los desplazamientos Doppler típicos son de 105 Hz., mientras que 
las frecuencias características del campo de velocidad van aproximadamente de 0.1 a 10 
Hz.; de aquí que los cambios Doppler, determinados en un tiempo pequeño comparado 
con el intervalo típico en el cual el campo de velocidad cambia, dan por resultado, esen
cialmente, la velocidad instantánea. En los flujos muy turbulentos domle las frecuencias 
características pueden compararse con el desplazamiento Doppler, se requieren dispositivos 
más sofisticados. 

Los datos son transferidos de la microcomputadora a una computadora para ser anali
zados. La densidad espectral de la velocidad se obtiene a partir de los módulos al cuadrado 
de la transformada de Fourier, calculada sobre el registro de velocidades. El registro de 
velocidad-tiempo, el espectro de velocidad y la función de autocorrelación de velocidad 
pueden graficarse mientra.~ otro programa procesa y lista las frecuencias y las anchuras de 
banda de todas las líneas espectrales. 

La ventana GEO (Otnes & Enochson Hl78) se aplica al espectro con el propósito de 
suprimir lóbulos laterales en la transformada de Fourier original. Si no se hace ningún 
cálculo estadístico para clisminnir el ruido, la resolución de la frecuencia, definida como el 
ancho total en la mitad del m<Í.xirno de una línC'a Ps¡wctral, es aproximadamente 2/T, donde 
Tes In longitud del registro de t!atos. La frecuencia 1rní.xima en el espectro es In llamada 
frecuencia de Nyquist, r...•s =: (2211) · 1. Dado que una alta rc•soluci(m y un rango espectral 
ancho son necesarios para distinguir entre difrrcntcs estados dirnímicos de un fluido, deben 
registrarse tantos datos como sea posible ( n =-0 T/ D..t ). Golluh & Swinney registraron 1024 
puntos en 1975 mientr;L~ que ellos mismos en colaboración con Fcnstcrmacher obtuvieron 
8102 en 1978, mejorando también la resolución. 

/'lwl} 
CI!) 

l'c1i 
r r.'q~·r11:1r':I. 
k~n·.dtb• 

,1,1 

l'o:1trr 

h.:..i; .:·' 
fih't 

t!'.!. 

:·: '·,·,r, 

!'i::·:o 
(1.m r.1r1 

tDJt.. .. ":: 1\\1)) 

Figura 11. Diagrama esqucmlÍtico del dispositi1'0 para 1n. toma de datos en el sistema de ve/ocimctrí11 
Lnscr-Dopplcr. 

En la figura 12(a) se muestra el espectro de una onda senoidal con una escala de 
frecuencia expandida junto con la componente espectral del fluido que corresponde a ondas 

azimutales. 
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Un inconveniente del método basado en muestreo períodico -como es el esquema 
de conteo de frecuencia por multicanal- es que el espectro obtenido en el rnngo O - WN 

contiene "alias", que son componentes de frecuencia superior plegadas dentro del mismo 
rango (Otnes & Enochson 1978). Un ejemplo de esto se puede ver en la figura 12(b) que 
muestra una componente espectral, w1, y alias en dos de sus arm6nicos. Los alias pueden 
identificarse al comparar dos espectros obtenidos con diferentes tiempos de prueba. 

¡a' 

lu) (b) 
Jol -· -11.1111 w, 

lO' 
A 

.. 10'" 
:.. 
"E 
~ 10·1 

-~~ 3 
o: 

l<T~ 

10·1 -
/ ..... 

10-•• 
lo34 1·38 1·41 l•l 1•3 1·4 1·5 ... w 

Figurn 12. Segmentos de 1111 '"'Jlcdro d1• rt'/ocidad ohtcnido cunndo R/ 11, = 5.7. La frecuencia 
nclimcnsio11nl w cstii d11dn en u11idncie.\ tic Írt'ct11.•11cin dd ci/i11drn íi11icrior), y d copcdro 1•11 d1! w ~ O 
a 2. {n} Ln cun·a conti11u,, ,., uno grúlic.• d1• ,,/c,, r<'.'··•lución 110 ".<11111•i,rnr/n"; /,, líncn del csprctro es fo 
componente fund111nrntnl <ir fo frcrnc11ci11 corri•spotlflir•11k n 011d11.< 11zimut1l/c.<. El cspcr.trn de unn 011dn 
tipo seno co11 ln mism11 frccucnci,, cc11trill t•st1i indirnJ,, por fo iÍ11en /Hlt11<'11da. (11) J,11 componente cspectrnl 
ti.11 en <..' = 1.380 tiene nrmclniros ~ ... ·1 , :L .. ·1 , cte., los crrnles !Jt' cnctJl•ntrnn fuera del rallgo ele w. Estns 
-compo11crllrs de frrcu1•11ci1L< 1ilt11s ;1p11r"cc11 rorno "11/i11.,". l'or ejemplo, la compo11e11te A de la izquierda, está 
en 2w,... - 2w1 º~ 1.2-10, donde u.•,v ''' 2.01.lU es 1" frccur11cill ele f\',\"C¡uist; la componente A que se encuentran 
In dcrcclin eslli en ·1:.1 1 -- 2~·.v o·~ l .ó>20. 

ELECCION DEL ESTADO ESPACIAL 

Antes finalizar este bosquejo sobre la técnica Laser-Dopplcr es conveniente puntualizar 
que para un Número de Reynolds dado existen varios estados espaciales estables que pueden 
obtenerse dependiendo de la historia del sistema. De hecho Fenstermacher, Swinney & 
Gollub (1978) establecieron que diferentes estados p/m, donde pes el número de vórtices 
a.xialcs y m el número de ondas a7imutales, poseen espectros ligeramente diferentes y 
transicione5 de N1ímeros de Reynolds. Por lo tanto, cualquier análisis de las transiciones 
de flujo deberá determinar el estado espacial para toda medida espectral. Sin embargo, un 
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estudio cuidadoso del comportamiento dinámico de cada estado espacial accesible y de sus 
transiciones requiere una cantidad enorme de tiempo. Por otra parte, la estabilidad de un 
estado espacial sugiere que mientras diferentes estados pueden ser ligeramente degenerados 
en energía, podrían estar separados por una barrera potencial que hace improbable que 
la variedad de estados espaciales se relacione con la dinámica de transición a turbulencia. 
Así, se ha conjeturado que la dependencia de los Números de Reynolds puede dividirse en 
dos problemas separados: el primero tiene que ver con la dependencia del estado espacial 
sobre la historia de R; el segundo tiene que ver con la transición a turbulencia bajo cambios 
cuasiestáticos en el Número de Rrynolds para un cstndo espacial dado. 
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CAPITULO JI 

ECUACIONES FUNDAMENTALES 

Con un panorama general sobre los aspectos experimental y técnico del problema 
de Coucttc-Taylor, en este capítulo se procede a cleclucir las ecuaciones que gobiernan el 
comportamiento de fluidos. Las deducciones se basan, naturalmente, en la hipótesis del 
continuo, en el importante Teorema de Reynolds, y en las leyes de conservación de masa 
y momcntum. También se discute brevemente la Ley <le Similitud ya que juega un papel 
prominente en los argumentos de a<limcnsionaliznción ele ecuaciones. 

De las fórmulas que se obtienen, las de .Navier-Stokcs constituyen la piedra angular 
d" este capítulo dado que las deducciones subsecuentes se basan en ellas. 

LOS MODELOS E§_I_,_4_[)1$._'f.LCO_X_J)_E[¿ __ Q_Ql_•/T !1\~UQ 

Las ecuaciones c¡uc describen el comportamiento de un fluido se pueden obtener 
básicamente n partir de dos enfoques diferentes. El primero de éstos aborda el proble
ma desde un punto de vista molr~cular, segün el cual un fluido no t'S más que un conjunto 
de moléculas cuyo movimiento es gobernado por !as leyes de la dinámica. Los fenómenos 
macroscópicos son entonces el proclncto del rnm·irniento molecular, y la teoría intenta prc
dedr el comportamiento nrnrro~cópi<"o d<' lo" f111irlo~ a partir de las leyes de la mecánica y 
de la teoría ele prohahili<lad. Co!l t•ste método se obtienc!l las ecuaciones de conservación 
de masa, momcntum y energía, a condición de que el fluido se encuentre en un estado no 
demasiado lejano al de equilibrio. También es posible obtener expresiones para los coefi
cientes de tra!lsporte, tales como los coeficientes ti'.!rmico y ele \'iscosidad, todo en términos 
de cantidades moleculares. En esta dirección la teoría se C!lCUentra bien desarrollada para 
gases ligeros, pero es incompleta para moléculas de gas poliatórnicas y para líquidos. 

El enfoque alternativo se vale del concepto del continuo. Según este enfoque, las 
moléculas individuales son ignoradas para supo!ler que el fluido está constituido por ma
teria continua, de tal forma que en cada punto puedan ser asignados valores únicos a 
variables de campo (velocidad, presión, densidad, etc.). Una vez hecho esto, se requerirá 
que la materia continua obedezca las leyes de conservación arriba citadas y así se obtiene 
un conjunto de ecuaciones diferellciales para las variables de campo. Las soluciones a es
tas ecuaciones definen el cambio de cada variable de campo respecto a espacio y tiempo, 
que corresponde al valor medio de la magnitud molecular de esa misma variable en cada 
posi"ción y tiempo. 

Aunque el método estadístico es elegante y puede ser usado para tratar flujos gaseosos 
en situaciones don ele el concepto del continuo deja de ser v1ílido, como se ha dicho, la teoría 
es incompleta para líquidos y gases densos. En contraposición, cuando las condiciones de 
la hipótesis del continuo se cumplen (por ejemplo que la trayectoria media de las moléculas 
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sea mny pequeña comparada con l;i menor magnit.ud física del objeto que contiene el fluido), 
los resultados son igualmente aplicables a líquidos y a gases ligeros o densos. Dado que 
el problema de Couette-Taylor (así como la gran mayoría de fenómenos en mecánica de 
fluidos) caen dentro del dominio del continuo, se adoptará este enfoque. 

COORDEN 4DAS EU.LER_IAJ'{A§_Y.__l,_!.t.GRANGIAN AS 

Una vez que se ha seleccionado el enfoque del continuo, se debe elegir el marco de 
referencia en el cual se formulen las leyes de conservación. Existen básicamente dos sistemas 
coordenados que pueden emplearse, a saber, el sistema euleriano (también conocido como 
sistema de coordenadas espaciales) y el lagrnngiano (también conocido como sistema de 
coordenadas materiales). 

En el marco de referencia culcriano las variables independientes son las coordenadas 
espaciales x1, x2, X3 y el tiempo t. Este es el marco ele refcn•ncia familiar en el cual se 
resuelven la mayor parte de los problemas. A fin de derivar las ecuaciones básicas de 
conservación, se estudia el fluido que pnsa a través de un volumen de control fijo en el 
espacio y se le aplican los principios de consen·ación de masa, mornentum y energía, para 
obtener las fórmulas matemáticas correspondientes. 

En el enfoque lagrnngiano la atención se centra en el flujo de una masa particular del 
fluido. Supóngase que de alguna forma fuese posible te1iir una peque1ia porción de este 
último sin cambiar su densidad, y perseguirla (no importa si cambia su forma, siempre 
y cuando se trate ele las mismas partículas). Al aplicar los principios de conservación se 
obtiene el conjunto de ecuaciones respectivas en coordenadas lagrangianas. En este marco 
de referencia, x 1 , X2, X3 y t dejan de ser las variables independientes, ya que si se conocen 
las coordenadas x?, x~ y xg en un tiempo 1°, su posición puede ser calculada para cualquier 
otro tiempo t > t0 una vez conocidas las componentes ele vclociclacl 

mediante las siguientes expresiones: 

X¡ =X~+ t U¡ dt, 
Ít 0 

X3 =X~+ ¡t U3 dt. 
Í1 0 

Las variables independientes en el sistema lagrangiano son x?, xg, xg y t, donde x?, 
xg, xg identifican al elemento de fluido en cuestión cuando t = t0 • 

La elección del sistema a emplear es cuestión de gusto y comodidad. En general, 
resulta preferible aplicar las leyes de consen·ación a un volumen de control que consista 
siempre de las mismas partículas de fluido, que a un volumen de control a través del 
cual pasan diferentes partículas del mismo. Por tal motivo, las ecuaciones básicas serán 
derivadas en el sistema coordenado lagrangiano, no obstante lo cual se hace notar una vez 
más que el sistema euleriano es el preferido en la resolución de problemas. 

Sin importar el sistema coordenado que se emplee, existen dos tipos fundamentales de 
volúmenes de control. Uno de éstos es un paralelepípedo de dimensiones dx¡, dx2 y dx3. 
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En este caso, toda propiedad de flujo, tal como velocidad o presión, se expande en series 
de Taylor alrededor del centro del volumen de control, co11Scrvan<lo solo el primer término, 
a fin de encontrar las correspondientes expresiones en ca<la una de sus carn.s. Después se 
hace uso de algún principio de conservación con el propósito de obtener la fórmula buscada. 

El segundo tipo de volumen de control es de forma arbitraria, y cada principio de 
conservación es aplicado a una integral sobre dicho volumen. Por ejemplo, para la masa 
se tiene ¡ ¡ I/l dr;1díid¡3, 

donde dV = d¡1 d¡2d¡3 representa el elemento diferencial <le volumen, p es la densidad del 
fluido y la integración es llevada a cabo sobre el volnmen l', contenido en el de control. El 
resultado de aplicar cada principio será una fórmnln integro-diferencial del tipo 

J J f, Lcr. dr;¡ d¡2cli3 = O, 

donde L es algiín operador diferencial y n al¡;un¡1 propiedad del fluido. Dado que V 
fué escogido arbitrariamente, la única manera en qnc esta ecuación se cumple es fijando 
La =O, que es la fórmula diferencial de In ley de conservación. 

Aunque en el presente trabajo se usarán vohímrrws de control arbitrarios, huelga decir 
que los resultados obtenidos por amhos métodos rnn idl>ntiros. 

Si a representa cualquier variable de campo, tal romo dcnsiclnd o temperatura de un 
fluido, desde el punto de vista culeriauo n depende de x 1 , x 2 , X;¡ y t. Pero si un elemento 
específico del fluido es observado en un Jll'ríodo ele tiempo D.I, su posición sufrirá los 
cambios 6.x 1 , 6.x 2 y D.x:i, mientras que el valor de o \'ariará D.cr.. Esto es, si se observara 
el clemr.nto de fluido en el marco dl' referencia lagrnngiano, las variables independientes 
ser fon X~ 1 X~ 1 Xg )' l O 1 donde xr 1 X~ y Xg SOi\ las coordenad:L~ iniciales del elemento de fluido. 
Así, x1, x 2 y x 3 dejan de ser variables independientes para corwertirse en funciones de t 
(que juega el papel de padt1nctro en In trayectoria), y por lo tanto o:(x,t) = o:[x(xº,t),t], 
con x == (x1,x2,x3), de donde 

da éJo: dx1 c!n ih: 2 Üo: dx3 üo: 
dt ax; Tt + bx2 dt + a;;; di- + 7JT' 

(recordar que x 0 es un punto fijo); o, de manera equivalente: 

do: ªª ªª ªª ªª - =--u¡+-. -u2 -1- -u3 + -. 
dt Dx 1 íJx 2 8x3 8t 

En notación vectorial esta fórmula puede escribirse como 

da iJa 
- = - -1- (u. V')o:. 
dt at (2.la) 

Alternativamente, usando la convención de Einstein para sumatorias donde los sub-
índices repetidos se suman, In forma tensorial puede ser escrita de la siguiente manera: 

da aa iJo: 
-=--1--Uk• 
dt at axk 

(2.lb) 
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El término '~7 de las ecuaciones (2.la) y (2.lb) es la llamada "derivada material"¡ 
represen ti\ el cambio total de la cantidad o: vista por un observador que sigue el fluido y mira 
una masa particular de éste (cf. [35], pps. 77-81). El lado derecho de In misma ecuación 
representa el cambio total de o: en coordenadas eull'ri1rnas. El término t"il,uk expresa el 
hecho de que, para un campo de flujo independiente del tiempo, en el cual !ns propiedades 
del fluido dependen de las coordenadas espaciales únicamente, existe intercambio en a 
debido a que un elemento dado de fluido cambia su posición con el tiempo y por lo tanto 
toma diferentes valores ele er de acuerdo a la manera en c¡ue fluye. El término ~7 es la 
bien conocida derivada euleriana respecto al tiempo e indica que en cualquier punto del 
espacio las propiedades del fluido pueden cambiar con el tiempo. Entonces las ecuaciones 
(2.la) y (2.lb) relacionan la variación de o: respecto a 1 para un elemento de fluido con los 
términos de las derivadas eulerianas !;1'!1 

Y #-"-. 
( • (J IJ¡ 

TEOREMA DE _'[J]~tJ~'.EI' O 111'1L!2E ___ B_EY_J.Y O LD S 

El método seleccionado parn derivar las ecuaciones básicas a partir de !ns leyes de con
servación se vale del concepto del continuo, siguiendo un volumen de control de forma arbi
traria en el marco de referencia lagrangiano. Consecurntcmente se encontrarán derivadas 
materiales de integrales de volu111cn que tlcbcrrin ser transformadas a expresiones equiva
lentes con deri\'adas culerianas. Esto ~e lle\'a a cabo rncdiantc el Twrr.m11 de Tran8portc 
de Rcyno/ds. 

Considérese una masa específica de fluido que será seguida durante un corto período 
de tiempo 6.t. Sea <x cualquier propie<lad de campo, tal como masa, rnomentum en una 
dirección o energía. Puesto que se está considerando unn masa particular y dado que 
x?, x~, xg y i son las variaLle~ iI11]qJell<lienles en el marco de referencia lagr;mgiano, la 
cantidad a será función de t únicamente, i. e., a= a(t) y se define 

= lim [~ (/ J f a(t + 6.t) dí1<Íí2dí:1 - J J f a(t) dí1clí2dí3)], 
At-0 f::i.t l'(t+At) V(I) 

donde V (t) es el volumen de control que contiene la masa del fluido especificado, que a su 
vez puede cambiar de forma y tamaño. Evidentemente 

_dd J J f a(t) dí1dí2dí3 
t V(t) 
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por lo cual 

= lim : (j ! r a(t + D.t) dí1dí2dí3) + ! ! r ªaª dí1::lí2dí3· 
At--o ut fv(t+At)-V(t) fv(t) l 

El límite restante puede evaluarse con ayuda de la figura 13. En la parte (a) se muestra 
el volumen de control V que encierra la masa del fluido en consideraci6n a los tiempos t y 
t + D.t. Durante el interrnlo D.I el volumen se ha movido y cambiado de forma y tamaño. 
La superficie que envuelve a V(t) se denota por S(t), la velocidad en cualquier punto de 
S por u, y n es la normal exterior unitaria. 

ti· ál 
Figurn 13. {a) Concornn de un rn/umcn dt• control arbirrnrio en los tfompos t y t + Át, y (b), 

supcrposici61l del \'O/umcn de co111rol t'll '"""tiempos mnslrnndo un clcmcnto ÁI' del cambio de 1·olumc11. 

En (b) se bosquejan V ( t ), V ( t + D.t) y un elemento de la diferencia de volúmenes. La 
distancia perpendicular al primer volumen y que une a ambos está dada, entonces, por 
u· n~t, y consecuentemente di' = u· nD.tdS. Bajo estas consideraciones, la integral de 
volumlen se puede transformar en una de superficie para obtener 
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donde dS = d~1.dik (h, k =~ 1, 2, 3) es el elemento diferencial <le superficie adecuado (por 
ejemplo, al emplear el Teorema de Gauss h, k son tales que dS es la superficie que requiere 
el teorema). Aplicando el teorema de la divergencia 5C llega finalmente u: 

(2.2a) 

o, en notación tensorial 

(2.2b) 

que son las formas vectoriales y tensoriales del Teorema de Trnn.qportc de Reynold3. 
Las ecuaciones (2.2a) y (2.2b) relacionan las derivadas lagrm1gianas de una integral 

con otra cuyo integrando contiene derivadas culcrianas solamente. 

Se afirma que una masa espccíficn. ele fluido contenida en un volumen l' puede cambiar 
de tammio y forma al fluir pero su valor (cantidad de masa) permanece constante. Este es 
el principio de conservación de la masa que se aplica u fluidos en los que no se lle\·an u cabo 
reacciones nucleares. El equivalente matemático de tal enunciado se obtiene tomando la 
derivada lagmngiana <le la ma.sa del fluido contenida en V e igualándola con cero, esto es 

Mediante el teorema de Reynolds, esta expresión se transforma en una integral de 
volumen cuyo integrando contiene solamente derivadas eulerianas: 

o, en notación tensorial: 

Puesto que el volumen V fue escogido arbitrariamente, el único caso en que estas ecuaciones 
se satisfacen para todos los posibles valores de V es cuando el integrando se anula. Por lo 
tanto, la ley de conservación de masa se expresa mediante 

ap - + 'V·(pu) =O, at 
21 
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ó 

(2.3b) 

Cuando la variación de la densidad puede ignorarse -como en el problema de Couctte
Taylor-, se dice que el fluido es incompresible, lo cual implica que, además ele la masa, el 
volumen permanece constante. Dado que p :/= O, Ju incompresibilidad se traduce en 

\J •u:::: o, (2.4a) 

cuando se empica notación vectorial, o equivalentemente 

(2.4b) . 

si se utilizan tensores. 

El principio de conserrnción del momentum es una aplicación de la segunda ley de 
Newton a un elemento de fluido. Anks de derivarla es com•enicnte recordar que,· en el 
contexto hidrodinámico, las fuerzas se clasifican en: ( 1) fuerz1L~ de cuerpo, que son de 
origen externo y largo alcance (gravitacional, electromagnética, etc.) y (2) fuer?.as de 
superficie, que son de orígen molecular y corto alcance (presión, tensión viscosa, etc.). 

Si f representa la fuerza de cuerpo resultante por unidad de mn.sa, la fuerza de cuerpo 
total que actúa sobre un volumen F será: 

Análogamente, si P representa la fuerza ele superficie resultante por unidad de área, 
In fuerza de superficie total viene dada por 

Por otra parte, dado que la masa por unidad ele volumen es p y su densidad de 
momentum pu, la cantidad de movimiento contenido en V es: 

De aquí que si In masa de un volumen V, arbitrariamente escogido, es observada en 
un marco de referencia lagrangiano, la razón de cambio del mornentum será: 
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Por lo tanto, la expresión matemática resultante de la ley de conservación de la can
tidad de movimiento es: 

En cada elemento de volumen existen nueve componentes de esfuerzo: una normal 
y dos tangenciales sobre cada plano coordenado. La figura 14 las ilustra en un elemento 
cúbico. Nótese que cuando las dimensiones de la figura geométrica tienden a cero la acción 
se manifiesta en un punto. 

/ ., 

1 ,,, 

1 
l . ., , : 

__,J_¡,,, 
,, ....... , J---,,, l>// 

)-., 

r··~-. ' .• .-- 'n 1 ,,, .. 

Figura 1·1. J/cprcse11tnció11 ifo /ns 11uc1·c componentes del esfuerzo. 

Se propone la siguiente notación: cada componente de esfuerzo será identificada me
diante la cantidad a¡¡, donde el primer subíndice indica el plano x¡ = constante en que 
actúa el esfuerzo, y el segundo subíndice indica la dirección del mismo. 

El hecho de que tal variable pueda ser representada por las cantidades a¡¡, donde i, 
j = 1, 2, 3, significa que a su vez puede ser representada por un tensor de rango 2. Para 
hacerlo así, recuérdese que en la superficie del volumen de control existe una fuerza en 
cada punto, representada por P. A su vez, las componentes del esfuerzo que actúan en el 
plano x¡ = etc. son a¡¡, a¡~ y a,;¡. Si se considern el vector normal unitario n¡, In fuerza 
actuante en la dirección Ij es P; = a¡¡n¡. Entonces, para cualquier superficie orientada 
cuyas normales son n 1 , 1l1 y n3, la fuerza de superficie está dada por P¡ = a ij7ii, donde el 
subíndice i toma los valores 1, 2 y 3 que se suman. 

Así, en notación tensorial, la conservación del momentum se expresa como 

:i J J /, (llL] d11d12d\3 = J l 0¡311¡ d\¡,d\k + J J /, pf¡ d11d12d\3. 

Aplicando los teoremas ele Reynolds y Gauss al miembro izquierdo y a la integral de 
superficie, respectivamente, se obtiene: 
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(para cada" ccuaci6n, j toma un valor fijo, mientras que i y k van de 1 a 3). 
Así se concluye que 

(en coordenadas eulerianas), ó 

au; 8p 8pu1; au; 8a¡; 
p-+u·-+11·--+puk- = --+pf·. 

at ) at ) axk OXJ; 8x¡ J 

La ecuación (2.3b) hace posible alguna economía de espacio: 

Bu; iJu; iJa;; 
p-- + puk- = ---- + Pf;. at axk ax; 

(2.5) 

El miembro izquierdo representa la razón de cambio de la cantidad de movimiento por 

unidad de volumen: el primer !1\rrnino no es más que la ari~leración temporal y el :-egundo 
la aceleración convectiva. En el bclo derecho se tienen las fuerzas que producrn acrlc.rnción: 

La primera es (h'birla al gradiente de los esfucrws tangenciales sobre la superficie, mient.ras 

que la segunda a fuerzas ele rncrpo que ad1ían sobre el fluido. 

f?11ZQ1\~J;;S J)E_ C'A1~[ BJ(J DE_ R()TACJ_QlY_.1~(} fZ.:1LLA,~1LEf\'IQ 

l~I propósito ele c·ot a st•rric\n t'~ id1~ntifirnr las canticlaclcs IP1m>riales que rcprescutan 
el cizallarni<'nt.o y la ro(ari1)n ele ua <'ll'mcnto tle fluido alH·1k1lor de su propio cje. Para 
hacerlo, consid1'.rcsc ua d1~111c11to infinitt'simal de fluido de S<'rric'>n trnns\'Crsal rt!cta11gular 
y oLsérvt:u~e sus <:111111Jiu:-. tlt'. fui luéL y ul it:1Jté1ci~!;n en el til'1npo . 

. La figura !~ rnuc;~ra un ckrncnto bidimensional de fluido (o la proyPrritm de un 

clememto espacial) rnyas di1rn.'n"i01H'S en 1 ., O son fi.r,,, y 1~.r:,,. En este momento su centro 
coincide CO!I el orígrn dt! 1111 ,j,[l'lli<l 1'ourde'narlo fijo. S(·iln A' B, e y D sus esquinas. 

Dcsp11és de un corlo ¡n•ríotlo de tiempo 61, el C<'nt ro <le la porción del fluido se 
encontrar<Í en un punto <lifPrcnte, corno se rnu<·stra en la misma figura. La distancia 
recorrida en la dirección x 111 viene dada por 

¡/:J.t 
.6xrn ==lo u,,1 [.r:,.,(t),:r,.(t)J dt. 

Puesto que los \'alorcs de Irn y Xn son cercanos a cero para tiempos pequeños, la 
velocidad 11 111 puede expandersc en serie de Taylor alrededor del orígen: 

.6xrn = ¡/:J,t [um (O¡O) + Xrn (t) au~n(O, O) + Xn (t) au~ (O, O) + .. ·] dt. 
lo · Xrn Xn 

Si se ;cliene solo" el primer término y se integra, el resultado es: 

.6x,,. = u,,.(0 10).6t. 
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De manera similar 
Óxn == u,. (0, O)ót. 

Una vez que se han encontrado los desplazamientos del centro en el plano Xm - Xn, 

se procede a buscar las correspondientes fórmulas para los giros de los lados del paralelo
gramo (proyección de un cuerpo geométrico) debido a deformaciones. Si A', B', C' y D' 1: 

representan el nuevo elemento bidimensional de fluido (i. e., el elemento de fluido visto en 
el plano correspondiente) después de un tiempo t.t, la rotación del lado CD a C'D' queda 
indicada por el ángulo Óam, donde arn es positi\'o si se mide en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj. De la mi~ma forma, In. rotación de BC a B'C' está indicada por 
el ángulo 6a,., donde Cln es positiro si se mide en el sentido de las manecillas del reloj. 

A' 

, 1 . C' 

-~EE-· 1.'-. ~ -,, 1 ·'. • 

1 
lh 

. 
~ 

l 1 
·-·~ ___ _J 

e j o 

..- ~--.. - dr • (11f0,~1" ~ -) - - ~ 
Figura 15. J>royecció11 ele 1111 clcme11to i11fi11itesimnl de fl11· :·o 11/ tiempo t = O indicado por ADCD, y 

al tiempo t = Lit {i11clic11do por ..i1n1C1f)1 ). 

De la geometría del problema se obtiene 

( 
[u,,(!óx,,. 1 -!óx,,)ilt + ···] 

6a:m = arctan -------- -
ÓXm + ··· 

[u,, (-4óx 111 , - ~óx,.)6t ~ .. ·]). 

ÓXm +··• 

u,, seevalt'ia primero en D0óx 111 ,-!óxn) y después en C(-!óx,,.,-!óxn)· La com
ponente x 111 del lado D'C' será solo ligeramente distinta a óx,,., por lo que el valor preciso 
de la diferencia no necesita ser evaluado explícitamente. 

Expandiendo u,, en serie de Taylor alrededor ele! punto (O, O) se obtiene 

n ' 2 m Dzm 2 n O:cn 
([

u (O O)+ lóx au.._{.Q,Q) - lóx üu.JQ.Ql + · · ·] 6t 

6a:m = arctan Óxm(l + .. ·) ---~-

[u (O O) - lóx ~.JQ,Ql - lóx iJu.J..Q,Ql + · · ·] 6t) n ' 2 m Bzm 2 11 Bzn 

- Óxm(l + · · ·) 
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Óxm ~~~}°·~ + · · · [ aun (0, O) ] 
= are tan [--6-Xm (t"+-:~--J = arctan ( Bxrn- + .. -) D.t • 

Dado que el argumento del arcotnngente es pequeño, con una expansión en serie se 
obtiene: 

de donde 

D.arn = [ªu" (0, 0) + .. ·] C.t + ... ' 
Dxm 

Cuando ót tiende a cero: 
. oun(O,O) °'m = . 

OXm 

Mediante un procedimiento absolutamente similar se encuentra que: 

. iJum (O, O) 
O:n ::.= ----~--. 

Dx,. 

Entonces, In razón ele cambio de rotación en t'I sentido de las rnnncccillns del reloj del 
elemento de fluido alrededor de su centro viene dado por: 

~ [ci: - ti ) = ~ [~ª"' -- !!.!!_':.'_] 
2 n rn 2 ax,. ax,,. . 

De la misma manera, la razón de cambio del ciznllamiento (cuando B'C' y D'C' se 
aproximan) queda expresada por: 

El presente análisis es viílido en proyecciones bidimensionales de un elemento tridi
mensional. De aquí que los signi1•ntrs rt>stil!ados tamhirn lo sean: 

, 1 b'd d . 1 [Du¡ éJui] Razone e cam 1 o e rotaciones = - -
0 

- -
8 

, 
2 Xj Xj 

R , 1 ¡. 1 . 11 . 1 [ªll¡ OUj] azon e e cam HO < e c1za arrnento = - - + ~..,-- . 
2 UXj ux¡ 

Ambas expresiones pueden ser representadas por un tensor de rango 2. Debe resaltarse 
el hecho de que la razón de cambio del tensor de rotación es antisimétrica, y por lo tanto, 
solo tiene tres componentes independientes, mientras que la razón de cambio del tensor de 
cizallarniento es simétrico y tiene seis componentes independientes. Estas cantidades son, 
a su vez, las partes antisimétrica y simétrica de otro tensor conocido como tensor de la 
razón de cambio de deformación, C¡j, dado por: 
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Ahora se relacionarán los nueve elementos del tensor de esfuerzo a¡; con los nueve 
elementos del tensor de la razón de cambio de la deformación Ck/, mediante un conjunto de 
parámetros de los cuales todos serán e\•aluados analíticamente excepto d.os (los coeficientes 
de viscosidad se determinan mediante experimentos). A fin de logra~lo se introducirán 
ciertas observaciones y postulados concernientes al tensor de esfuerzo. La manera precisa 
en que se enuncian es, de alguna forma, cuestión de gusto, pero las ecuaciones resultantes 
siempre son las mismas: 

(1) Cuando el fluido se encuentra en reposo, el esfuerw es hidrostático y la presión 
ejercida por el fluido es termodinámica. 

(2) El tensor de esfuerzo, a¡¡, está relacionado linealmente con el tensor ele la razón 
de cambio de la dC'formación, cu, y solamente depende de él. 

(3) Puesto que no hay efectos de cizallamicnto en rotaciones de cuerpo rígido en el 
fluido, 11in1:,rún esfuerzo de cizallamir.nto artnará durante tal movimirnto. 

(4) No hay direccio1H's privilegiadas en el fluido, de tal forma que las propiedades del 
mismo son funciones ele punto. 

La condición (1) requiere que el tensor de esfuerzo sea de la forma a¡¡ = -¡ió¡¡ + r;3-, 

donde r¡¡ solo depende del movimiento del fluido y es conocido como el tc11sor de esfuerzo 
de tnúocidad. La cantidad l' es la prc~i{rn tcrmodin<Ímica, y Ó¡j la delta de I\ronecker. 

La condición (2) po;d llla <¡lle el tensor de r~;fucrzo ·---y por consiguiente el de esfuerzo 
de viscosidad- está relarionaclo linealmente con el tensor que dá la razón de cambio de 
la deformación. Esta es la característirn distintiva de los fluidos ncwtonianos r¡ue puede 
comprobarse experimentalmente. 

Hay nue\'e elementos del tensor dP esfucrio de Yiscosidad r¡j, y cada uno de ellos 
puede expresarse como combinación li1lf'al rlt' los nurve elementos del tensor que dá la 
razón de cambio de la deformación, cu, por lo rnal se nrrrsitan ochenta y un parámetros 
para relacionarlos. Esto significa que la forma general de T¡j puede obtenerse con la ayuda 
de un tensor de rango cuatro CJlH', sq;ún la rondició11 (2) debe cumplir con 

Como se vió en el apartado anterior, ~~ tiene componentes simétrico y antisimétrico 

(propiedad Yiilida para tensores de rango dos). De acuerdo con la condición (3), la parte 

antisimétrica debe anularse y por lo tanto 

Por su parte, la condición ( 4) -conocida como condición de isotropía- conduce a 

(con >., JL y "t escalares), ya que esta es la forma más general de un tensor isotrópico de 

rango cuatro (cf. [o), pps. 417-420). 
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Si se aplica la condición (3) a flifkt, ~¡ debe anularse, para tener 

Pero Ókt =O a menos que k = 1, de donde 

1 [ªUk OU¡] auk ->.ó¡;Ókt - + -- = >.ó¡;-
2 ax, axk axk 

(se ha reemplazado I por k). Análogamente, si se reemplaza l por j, y k por i: 

1 r r [ªUk ' au¡] 1 [ªU¡ au;] -JlUjkUj/ - T - = -µ - + - , 
2 Ux¡ axk 2 ox¡ ax¡ 

Reemplazando k por j, y I por i: 

1 [ªuk ou¡] 1 [ºu; au;] -¡tó;1Ójk -+- = -µ -+- . 
2 ax¡ axk 2 OX¡ axi 

Por lo tanto 

r·· = >.ó··- +11 - + ---auk [ou¡ Bu¡] 
11 IJ éJXk O Xi éJX¡ • 

Finalmente, la relación constitutiva para el esfuerzo en fluidos ncwtonianos será: 

auk [Bu¡ éJu;] 
Ojj = -]JÓ¡j -j- ,\ó¡;--· + /L - -!- - , ax,, rl:r¡ ax; (2.6) 

Los parámetros >. y ¡1, conocidos como coeficientes de viscosidad, se determinan em
píricamente. 

LAS ECUACIQ['l_ES DE_NAVIJ;R-STOKES 

Las famosas ecuaciones de .Nm·ier-Stokcs, que definen las condiciones más impor
tantes que debe satisfacer un fluido en mo\·imicnto, surgen de la ley de conservación del 
momcntum [ce. (2.5) j y de la relación constitutiva para el esfuerzo en fluidos newtonianos 
[ce. (2.6)]. Una vez obtenida la fórmula para el tensor de esfuerzo, se evalúa su derivada 
respecto a x¡: 

oa;; a [ 81tk ( éJu; Bu;)] -- = - -pó,7+ >.ó;;- +JL - + -
ax; OX¡ UXk c7x; ax; 

8p a (' auk) a ( au; ou;) =---j-- A- -j-- /t-+- 1 

ax; ax¡ axk ax; ax¡ ax; 
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donde i ha sido reemplazada por j en los dos primeros términos, ya que solamente cuando 
i = j no se anulan. Sustituyendo este resultado en (2.5) se obtiene 

Bu¡ Bu¡ Bp B (' D11k) B [ (Bu; Du¡)] J p-+puk-=--+- A- +-JI-+- +p¡, 
Bt Bxk Dx¡ Dx¡ Dxk , Bxk Dx¡ Bx; (2.7a) 

j = 1,2, 3, que son las ecuaciones escalares de l'laYier-Stokes (recordar que los índices i, k 
corren de 1 a 3). 

El equivalente vectorial, 

P[~~ +(u· v)u] = - v p + ,\ v (v ·u)+ ¡1[v(v ·u)+ 6u] + pf, (2.7b) 

se desprende de las siguientes igualdades: 

!!_[µ(Bu¡+ Bu¡)] =1i[j__(8u;) + a2u/] =µlv(v·u) +6u]. 
Bx¡ OXi OX¡ axi iJx¡ OX¡ 

Para un fluido incompresible: 

j_(,\~tlk) = º· 
Dxi oxk. 

ó 
,\'V (v ·u) == ¡i v (v ·u)= O, 

y, por lo tanto, las ecuac¡;incs de Navicr-Stokcs se reducen a: 

p[~~ +(u· v)u] = - \7 p + ¡t 6 u+ pf, 

ó 
cJu · 011 · 1 Bp B2u · 
-

3 + Uk-
1 = -- -- -!- v----.j- + Íii 

Bt Dxk p éJxi Dx¡ 
(2.Sa) 

Bu 1 
- +(u· v)u = -- 'V p + 1/ 6 u+ f, at P 

(2.Sb) 

donde v = µ/ p es la viscosidad cinemática (en contraposición con ¡1, que se conoce como 
viscosidad dinámica). 
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Cuando los efectos <le viscosidad son despreciables se obtienen las fórmulas de Euler: 

81Lj + ILk 8u; = -~!.!!_ + fj, 
at axk p 8x; 

au 1 
- -f- (u· \J)U := -- \7 p +f. at P 

Las ecuaciones de Navier-Stokes forman un conjunto de tres ecuaciones diferenciales 
parciales elípticas de segundo orden con condiciones de frontera de Dirichlet o Neumann 
en un dominio cerrado. El cqui\•alentc físico consiste en especificar la velocidad del fluido 

en la superficie del objeto que lo contiene. La evidencia experimental indica que no hay 
deslizamiento entre la frontera sólida y el líquido en la interface cuando se adopta la 
aproximación del continuo. ( :\ unc¡ue a escala molecular es posible que haya deslizamiento, 

éste se presenta únicamente en capas cuyas dimensiones son del mismo orden de magnitud 
que la trayectoria media libre entre moléculas.) Entonces, si U representa la velocidad en 
Ju. frontera sólida, la con<lición 

(2.9) 

debe cumplirse. 

LA LEY DE SIMILITJ!J2 

Mediante argumentos concernientes a las dimensiones de varias cantidades físicas es 
posible obtener resultados importantes en el estudio del movimiento de fluidos viscosos. 
Considérese cualquier tipo de movimiento, por ejemplo, el de un cuerpo sólido a través 
de un fluido. Si no se trata de una esfera, su dirección de movimiento puede especificarse 
(en un elipsoide, la dirección del eje mayor da una po~ible orientación). Alternativamente 
pueden considerarse flujos en una región con fronteras definidas. 

Se dice que cuerpos de la misma forma son gcomaricament e similares si uno de ellos 
puede obtenerse del otro cambiando tms dimensiones en la misma proporción. De aquí que 
si se tiene el contorno de un cuerpo, es suficiente especificar cualquiera de sus dimensiones 
lineales a fin de determinar las restantes. 

Por el momento se considerarán flujos uniformes e incompresibles. Si, por ejemplo, 
se está estudiando el paso de un cnrrpo sólido a trm·és de un fluido, la velocidad de la 
corriente principal debe ser constante. 

De los panímctros que caracterizan a los fluidos, solo la viscosidad cinemática, v, 
aparece en las fórmulas ele Navicr-Stokes; las funciones desconocidas que se deben deter

minar son la velocidad u y el cociente J1/P (dado que pes conocido y se supone constante). 
Sin embargo, el flujo depende, vía !<~~ conrliciones de frontera, de la forma y dimensiones 
del cuerpo. Puesto que se conoce la primera, sus propie<lades geométricas quedan deter
minadas por una dirnension lineal, que se denotará por /. Sea u la rapidéz de la corriente 
principal (o de una corriente "típica"). Entonces cualquier flujo queda especificado por los 

parámetros v, u y /, que tienen las siguientes dimensiones: 

L2 
[v)=y• [I) = L, 
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Es fácil verificar que ln 1ínirn cantidnd adimensional que puede formarse con estos 
parámetros es el Número de Reynolds, 

R ='!!.=pul. 
11 /L 

Cualquier otro parámetro adimensional puede escribirse como función de R. 
Se pueden introducir las cantidades x/I y u/u (sin dimensiones físicas), para medir 

longitudes en términos de 1, y velocidades en términos de v. Dado que el único parámetro 
adimensional es el Número de Rcynolds, es evidente que la distribución de velocidad que 
se obtiene al resolver la ecuación (2.8) está dada por una función de la forma 

u= vf(x/l, R). 

Puede verse que en dos flujos diferentes del mismo tipo (por ejemplo, el flujo debido 
al movimiento de esfera:; de radios dc~iguale~ en líquido~ de distintas viscosidades), las 
velocidades u/v son las mismas funciones del cociente x/1 si el Número de Reynolds es el 
mismo en cada flujo. A los flujos que pueden obtenerse uno de otro cambiando unidades 
de espacio y de velocidad se les conoce como flujos similares, i. e., son similares cuando 
son del mismo tipo y tienen el mismo R. Esta t'S la Ley de Similitud (O. Rcynolds, 1883). 

Es posible obtener unrr fórmula parecida a la anterior con la tlistribución de presión 
del fluido. Para hacerlo, dehe construirse a partir tlc los parámetros 11, 1 y v alguna 
cantidad con dimensiones de presión dividida por la deusiclad; esta cantidad puede ser u2 , 

por ejemplo. Así, se puede decir que Jl/ ¡111~ es función de la variable adimensional x/1 y 
del parámetro adimcnsionnl R. De aquí que 

2 J> -, pv f(x/l,H). 

Se aplican consi<lcracio1ws semejantes a cantidades que caracterizan al fluido pero que 
no son funciones de coordenadas, por ejemplo, a la fuerza de frenamiento F. El cociente 
adimen&;onal entre F y alguna rnnticlad formada por 11, 11, l y p que tenga dimensiones de 
fuerza debe ser función del Ní1mcro de Rcynolds cxclush·amcnte. Tal combinación puede 
ser pu2 /1 2 , y de esta forma se tendrá que 

En el capítulo siguiente se hace uso de la Ley de Similitud en las ecuaciones de Navier
Stokes parn adimencionalizrrrlas y concentrar toda la información física en un parámetro 
(Número de Reynolcls). Desde el punto de vista matemático se obtendrá un problema de 
valores propios. 
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CAPITULO III 

PLANTEAl\íIENTO DEL PROBLEMA 

El objetivo de este capítulo es plantear la ecuación diferencial espacial a partir de 
la que se obtendrá In primera bifurcación junto con las condiciones que debe satisfacer. 
Para hacer esto, las fórmulas de N avier-Stokes se expresan en coordenadas cilíndricas 
-elección que naturalmente permitirá explotar la simetría del sistema- y se resuelven 
en el caso más sencillo, cuyo rcsult<tdo es el flujo de Couettc. Se adimensionalizan para 
que toda la inform<tción física quede contenida en el Número de Reynolds y se perturban, 
linealizandola.5 alrededor del flujo de Coucttc. Las condiciones impuestas a velocidad y 
presión perturbatin1S (/l] independencia de O para amba~, [2] la velocidad debe anularse 
en las carns laternlcs ele los cilindros y su divergencia rnle cero en el espacio donde se 
encuentra el líquido, y [3] la velocidad se supone función periódica de .::) simplifican la 
formulación matemática. Finalmente, en la última parte del capítulo, por conveniencia en 
la formulación y en el estudio matenuitico, se introduce la función de corriente plantead1L 
en el contexto del problema de Couette--Taylor . 

'1 . ~ 
,,.. \: :! /' 

lL:e. 

' .. .J 

EXPRESIONES PARA GRADIENTE, 
DIV ERGENCI.A Y LAPLACIANO .. 
ECUACIONES DE NAYIER-STOKES 

Las relaciones entre coordenadas cartesianas y cilíndricas (fig. 16) son: 

x =reos O, y= rsinO, z = z; 

r=Jx2+y2, 
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Para toda función espacial u, cuyas componentes cartesianas son u¡, ui y tlk, y cuyas 
componentes cilíndricas son u¡, u2 y u 3 , la fórmula siguiente es válida: 

(u¡) (cosO -sinO º) (u 1
) 

ui == sinO cosO O 112. 

Uk Ü Ü 1 tl3 

En particular, para los vectores unitarios en las direcciones correspondientes: 

(e¡) (c~sO -sinO º) (Cr) 
CJ == sm O cos O O co . 
Ck Ü Ü 1 C1 

Divergencia, Gradiente y Laplaciano son operadores que involucran derivadas¡ eva
luándolas se tiene: 

a ar a ªº a a::. a a sin o a 
ax= ax -a;+ axao +ax a::."" coso ar - -r-80' 

a ar a ªº a cJ:: a . a coso a 
- = --- + ---- + -- = smO- + -----
ay ay ar ayªº ay az ar r ªº 1 

a ar a ao a az D a 
a;:::: ~);a;.+ 3; ao +a-; D; = az' 

a2 
2 cJ 2 2sinOcosOD 2sin0cos0 D2 sin2 0o .sin2 0a2 

- = cos O- + ----- - - -----·-·-- --·-- + -- - + --- --ax2 . . dr 2 r 2 éJti r aoar r ar . r~ ao 2 ' 

a2 • 2 a2 2 sin o coso a 2 sin o coso ()2 cos2 o a cos2 o a2 

- == Slll 0-- - ------- - -!- -·----- ---- + -- - + --- , 
iJy2 c'Jr2 r 2 ªº r aoar r ar r 2 ao2 

a2 a2 
az2=az2' 

de donde 

= e¡ cos O- - -- - + e· sm O- + -- - + ek -( 
a sin o a ) ( . a cos o a ) a 
ar r ar J ar r ªº az 

[ 
a sin o a J [ . a cos o a J a = (cos Ocr - sin Oco) coso Dr - -r- ªº +(sin Ocr + cos Oeo) Slll o Dr + -r- ªº + Cz az 1 

i. c., 
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y por lo tanto, para toda función escalar ~!(r, O, z), el gradiente está dado por: 

(3.la) 

y, para' funciones independientes de O: 

8tf1 8ijl 
\Ji/!= Cr- +e,-. 

Dr 8z 
(3.lb) 

Por otra parte, si '11 = 1/11 Cr + 1/12co + t/iac~ = tJ1;c¡ + t/JjCJ + t/Jkek es una función 
vectorial, su divergencia se calcula a partir de la definición y de las relaciones que se dan 
al principio de este apartado: 

( 
a sin o a ) 1 • 1 ( • a coso a ) . otf13 = cosO---- (cosOi¡11-s1110tp2)+ smO-+ ··-··~·- (smOt/J1+cos01/12)+-, 
ar r ªº ar r ªº az 

i. e., 
\J · W = ~ [8r1f;1 + Dt/12 + qrtf.13). 

r or ªº az 
Para funciones independientes de O: 

(3.2a) 

(3.2b) 

El lnplaciano de una función escalar t,'1(r, O, z), de acuerdo con las relaciones entre 
derivadas, viene dado por: 

61/J = a2v, + a2t1, + a21/J = ~ [!L (/10) + ~ (~ ai1~) + !!__ (r ªt/J)]. (3.3a) 
ax2 fJy2 az2 r ar Dr éJO r ao az 8z 

Como caso particular, para funciones que no dependen de O se tiene: 

6 1/J = ~ [_?__ (/1/1) + ~ (/N)]. 
r ar ar az az (3.3b) 

El lnplnciano de una función vectorial, \ll = i/.\e¡ + 1/J¡ej + 1/JkCk = t/11 er + 't/J2co + tf;3c., 
· se obtiene a partir de (3.3n): 

=e¡!::. (t/11 cosO -t/;2 sin O)+ cj !::. (1/J 1sinO+1/J2cosO) + ck !::. 't/J3 

= (er cos O- co sin O)!::. [t/11 cos 0-1/J2 sin O)+ (e, sin O +eo cos O)!::. ['t/11 sin O +t/12 cos O] +c. 61/!3 
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y 

= (cos O 6 [1¡'.1 1 cos O - t/'2 sin OJ +sin O ú [t/.1 1 sin O 1 t/.12 cos O])cr 

t(cos O 6 [t/J1sinO+1/Ji cos O] - sin O 6 [t/!1 cos O - t/12 sin O])c 0 + 6tjJ3c1 • 

Es conveniente evaluar las componentes de los vectores unitarios una a una¡ para cr: 

coso 6 [t/J1 coso - t/'2 sin o¡ +sin o 6 [1/1¡ sin o+ t/12 coso¡ 

= cos O [cos 0~;~1 
- sin o a;;f] +sin O [sin o a;~1 +coso a;~2 ] 

cos O [ 81/11 . éJt/i2] sin O [ • 8¡/;1 8¡/;2 ] 
+-r- cos O--¡¡;: -· sm O-a~- + - ¡- sm O-a~- + cos o-

8
-¡ 

+-- -ijJ¡ coso - Slll O- -· 5111 O-+ cos O--
cos o [ . <N1 . Bt/11 8 2¡/;1 

r2 ªº ªº ao2 

+t/12sinO- cosO-- - cosO-· - sinO----
at112 a¡/12 iJ 2!fJ2] 
ao - ao · ao 2 

+- -t/11 sm O+ cos 0---·- + cosO-- + sm0--
sin O [ • tJtj1 1 81/1 1 . 82tJ1 1 

r2 ªº ªº ao2 

=!!_(~0_«11] +_!-[~2¡/,¡ -2ªt/i2J+ª2t/J1. 
ar r ar r 2 ao2 ªº az2 

Análogamente: 

coso 6 [t/11 sin o+ t/12 coso¡ - sin o 6 [t/i1 coso - t/12 sin o¡ 

= !!_ [~ art/12] + !_ (ª 2
t/12 + 2at/i1] + a

2
1h, 

ar r ar r 2 ao2 ªº é)z2 

por lo que 

_ (!!_ (~ art/11) _ ~ ( a2
t/J1 _ iJiJ;i) a

2
t/i1 J 

/::,'\{f - 8r r ar -j r 2 a02 2 iJO t az2 Cr 
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i. e. 

donde 6. está dado por (3.3a). Para funciones independientes de O: 

6 W = [61P1 - ~1!·1] Cr + [ 61.!'2 - ;~ef12] eo + 6t,(•3e., 

donde 6. está dado por la ecuación (3.3b). 

A partir de (3.2a), el término (u· 9)v puede evaluarse: 

[ a a a) (u·\?)v= u¡-+u·--+uk- (v¡c;+v·cJ+vkek) 
Dx 1 Dy az 1 

= (u 1 cos0-u2s1110) cosO----·--· + [ 
. ( a sin o a ) 

Dr r DO 

(111 sin O+ u2 cos O) (sin O-~- + cos O .ª ) + u3 .!.!__) 
Dr r iJO {):; 

[ (v¡ cos O - 112 sin O)c¡ + (t11 ~in O+ 112 ros O)ej + v3ek] 

[ 
üv 1 • Dv2 1 . 1 8v1 

= u1 coso- - u¡ sm o-
8 

- -u2v1 srn o+ -u2 cos o-ao ar r r r 

1 1 . Dv2 av1 . Dv2 ) 
- -U2V2 coso - -!!2 Slll O- + 113 cos O- -· 113 Slll O- C¡ 

r r DO Dz az 

[ 
. av¡ OV2 1 1 . Dv1 + U¡ Sl!l O- +U¡ cos O--;- + -1L2V1 coso+ -U2 Sl!l O-ªº ar or r r 

Expresando a e¡, Cj, ek en función de er, eo, e., y simplificando se llega a: 

[ 
av1 1 Dv¡ 1 OV¡] (u• \?)V= U¡ -- -j- -U2- - -U2V2 + U3- Cr 
Dr r DO r az 
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que, con cierto abuso de notación, también pue<lc escribirse de la siguiente manera: 

(u. \7)v = f (~~) . ( ~1.) l ( ~'.) + r-~,? 1 
L -3 az J J \ . V / \ íl J 

(3.5a) 

En particular, para funciones u y v independientes de O: 

[ (ti¡) ( }_) l (V¡ ) (-~:..!Ji) 
(u• \7)V = :~ • ~ ~: + +·~:u¡ , (3.5b} 

Las ecuaciones de Navier-Stokcs (2.S) puestas· en coorclcnadas cilíndricas son, por lo 
tanto: 

au¡ au¡ 1 au¡ 1. 2 au¡ 1 ap ( 1 2 au2) - + tL¡-- + -u2- - -u2 +u3- = --- + v 6u1 - -u¡ - -- + /¡ 
at ar r ªº r az par r2 ,2 ªº 

ou2 Du2 1 Du2 1 Du2 11 Bp ( 1 2 8u1) - + tl¡- + -u2- + -U¡U2 + U3- =----+V 6u2 - -!l2 + -- + h 
Bt Dr r DO r Bz p r ao r2 r2 ao 

8u3 Du3 1 Du 3 au3 1 B¡i -·- + tt¡ - + -t12-- + U3-- = - - - +V/::; 113 + ÍJ 1 Dt Dr r ao Bz p Dz 

donde l.\ cstii dado por (3.311) 

En la sección final del capítulo II se discutió la importancia de lns dimensiones físicas 
en los parámetros que intervienen en el estudio del mo\•imiento de fluidos. Para el caso 
particular de las ecuaciones de Navier-Stokcs pueden proponerse los siguientes cambios de 
variable, de acuerdo a las consideraciones antes hechas: 

(Nótese que las nuevas variables l, x, ii, ji son adimensionalcs, que R1, R2 son lo:-: radios de 
los cilindros interior y exterior, y que !1 1, !1 2 son las velocidades angulares de los cilindros 
interior y exterior, respectivamente). Sustituyendo en la ecuación ele Navier-Stokcs (2.Sb), 
sin olvidar que f = O, se obtiene: 

Rríli Bu Rfíli (- )- 1 [ pfllíli ] _ R1íl1 " -
...,.--'-~..,.. -- + U • \7 U -j- - \Jp = V Ll U 
(R2 - R1) al (R2 - R¡) p (R2 - R¡) (R2 - Ri) 2 ' 
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de donde 
Dü 
-= +(u· V)li + VP = ,\ -i 6 u, at (3.6) 

con >. = (fl,-R~E0..'2!. y 6 dado por (3.4a) ( ,\ es el N1ímero de Reynolds en el cual 

está concentrada toda la información física del problema). Bajo estas transformaciones, 
los nuevos radios de los cilindros interior y exterior se denotarán mediante r¡ :::: R¡ = 
(R,~~/;í' y las anteriores condiciones de frontera ( 11 1 (R,) -= u3 (R,) =O, u 2 (R¡) = R¡íl¡) se 

transforman en i'q(r¡) = u3(r;) =---= O,ü2(r 1 ) = r;íl;/(r1íl¡) ya que para las nuevas variables 
la velocidad tangencial deja de ser 11 ~7 ílr, para connrtirse rn R10 1 u= íl(R2 - Ri)r. 

En cuanto a la condición \J ·u = O se convierte en V · i1 = O. De aquí en adelante, 
por comodidad, se suprimirán las barras en las variables que inten·ienen en la ecuación 
vectorial (3.6} cuyas componentes cilíndricas son: 

8111 ou¡ 1 Bu¡ 1 2 8u1 8p _1 ( 1 2 8u2) - + tl¡-- + -1L2- - -U,+ 1L3- + - =A 6u¡ - -tL¡ - --
8t ar r DO r • az Dr r 2 r2 DO ' 

8112 éJu2 1 8u2 1 8112 1 8p 1 ( 1 2 8u1) 
- +u1- + -112- +-u1u2 +113- + -- = ;.- 6u2 - -u2 - --
at ar r ªº r . az r ªº r2 r2 ªº ' 

a113 a113 1 8113 8113 ap _1 -- +u1-- + -112- +113- + - = ,\ 6u3, 
at Dr r ao 8:: ao 

donde 6 esl<l dado por (3.3a). 

FLU.JQ__j]E COUETTE 

A partir de ahora y durante el resto de la tesis se supondrá que los cilindros son de 
longitud infinita y c¡ue u es periódica en z con un periódo c¡ue se fijará imís adelante. Estas 

· suposiciones, particularmente la c¡ue tiene que ver con las dimensiones de los cilindros, 
facilitan el tratamiento matemático; si se quisieran considerar los efectos de las tapas el 
análisis sería mucho 1wís colllp!icado. 

En ausencia ele fuerzas tle cuerpo (f = Cl) y mando la IÍnica componente de la ve
locidad que no se anula es la tangencial ( u 2) c¡uc, al igual que la presión, sólo depeude 
de r (en coordenadas cilíndricas), se tienen las condiciones matemáticas observadas en 
el Flujo de Coucttc, que restringen ftwrtcrnentc el tipo ele soluciones en las fórmulas <le 
1\'avicr-Stokcs (de hecho, el Flujo de Co11ette es la única solución an<tlítica para el sis
tema de cilindros conréntricos que rotan). Las fórmulas de Navier-Stokes expresadas en 
coordenadas cilíndricas quedan reducidas a: 

La última fórmula tiene solución única de la formar"; sustituyendo se encuentra que 

n = ±1, de tal manera que 
- o b V(r)=u2 =ar+-, 

r 
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donde 

(las constantes a y b se evalúan a partir de las condiciones de frontera). Una vez conocida 
la velocidad V(r), es din~to el cálculo de la presión p0 : 

pº = -2 
- di'J + constante. I r u2(tJ) 

r1 1'J 
(3.7b) 

Será {1til hacer un pequeño estudio sobre los signos de V(r), a y b. Se proponen los 
siguientes cambios de variable: 

- r r=-, 
r¡ 

r2 
e=->1. 

r1 

De las transformaciones se ve claramente que f E [1, e] y que la ecuación (3. 7b) se 
puede escribir como 

V(rr 1) = --
1-[(wt/ - l)r + (1- w)~:J, 

1!2 - 1 r 

por lo que a tiene el signo de we2 - 1, mientras que b tiene el signo de 1 -w. Al evaluar a 
V en los extremos de r los resultados son: V(ri) = 1, l'(r2) = t.ig. La derivada de V es: 

/ 1 [ 2 ( ) e
2

] l' (r) = (,2 _ 
1 

(: .. ;g - 1) - 1 - w r 2 , 

Por lo que V'= O<=> r0
2 = P-.w)r'. E\•iclentemcnte 

we'·-1 

si 1;;-w
1 

> O. Por lo tanto: we -

r 
l'(r-¡¡ri) = ~(we2 -1), e - 1 

w :5 O => V' $ O, y por lo tanto V es decreciente, variando desde 1 hasta W(l $ O. Es 
claro entonces que a < O y b > O. 

O $ w $ 1/ e2 => V' $ O, y por lo tanto V es decreciente, yendo de 1 hasta 
we ;:: O. a $O, b > O y a = O solo para w = ~.,. 

1/ e2 < w $ 1 -> V tiene un mínimo (para f > O) en r0 • Dado que V(ror¡) > O, 
entonces l'(r) >O. En este intervalo de w los valores de las constantes a y b son positivos, 
excepto para w = 1, donde b = O. 

w > 1 =>V' >O, i. e., V es creciente, variando desde 1 hasta W(!. En este intervalo 
de w, a > O y b < O. 

De lo anterior se concluye que w;:: O<=> V(r) ;:: O, y a> O<==* w > ~ =>V >O. 
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Sean u 0 = (O, F(r),O) y pº las soluciones correspondiente al flujo de Couette dadas 
por las fórmulas (3.7). Considérense las funciones v = v 0 +u, q = p0 + p, donde u y p son 
términos perturbativos. La crnación (3.G) se transforma en: 

a(vº +u) -¡¡¡---- + (ivº + u]·\7) (vº +u)+ \7(p0 + p) = ,\- 1 6 (vº +u), 

expresión que una vez desarrolada y simplificada conduce a: 

~~ + (vº · v)u + (u ·\])vr.+~; :.V')~+ \lP. = ,\-1 6 u, 

con 6 dado por (3.4a). Desarrollándola eiL;~s "Corilporientes cilíndricas se obtiene lo 
siguiente: 

a1L1 1 au1 2u2l' Bu.1 1 811.1 1 2 8u¡ 8p -- + -\1 - - -- .t. U¡- +-11.2- - -IL2 + U3- + -at r ªº r ' ar r ªº r . az ar 
_ 1 ( 1 2au 2 ) = ,\ .6u1 - -tt¡ - - ---·- , 

r2 r2 ao 
au2 1 au2 au2 1 1 au2 a112 1 ap - + 2au 1 + -l'-- + u1 - + -111t12+-u2-··---+1!3-- + --
81 r ªº ar r r ªº . az r ªº 

_ 1 ( 1 , 2au 1 ) = ,\ ¿'.,uo - --U2 T - --
-- • r2 r2 e/O ' 

au3 1 . au3 éJu,1 1 c7u:¡ ' 0113 ' éJp 1 Dt +; l' -aO + 1J1 -¿¡~- + ;t12 ·¡JO -r ll3-cJ;-- ·t· ¡y-; .;;: ,\- /::,. U3, 

donde 6 está dado por (3.3a). Estas t•cuariones, en el caso cstacion<trio, para funciones u 
y p independientes ele O, pueden cscribir~e <le la siguiente manera: 

_ 2 op 2,\V(r) ,\ 2 Du1 , Du1 
(6 - r )u1 == ,\- - ---tlz - -llo + ,\u1- -r ,\u3-, ar r r • ar oz (3.Sa) 

(3.Sb) 

(3.8c) 

con 6 dado por (3.3b). 
Las restricciones hechas arriba, ndermís de que u es función periódica de z, son suge

ridas por el tipo de flujo observado que se quiere describir matemáticamente. 
Para el último conjunto de ecuaciones se adoptará la siguiente notación: 

Du = ,\9p + ,\Ji(V)u + ,\B(u)u +,\u· 9u, (3.0a) 
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donde 

(3.!lb) 

( 

6 - r-2 

D= O 
o 

o º) 6 - r- 2 O , 
o o 

(3.!lc) 

A(V) = ( f -2l'/r º) 
o o , 
o o 

(3.!ld) 

B(u) = ( i -~ º) o o . 
o o 

(3.!lc) 

Las condiciones impuestas a u serán, por Jo nntes dicho: u= O para r = r1 , r2 , 

u(r, z) = u(r, z+2;r /o:), donde a es el número de onda de los vórtices. Se supondrá también 
que la densidad no varía (fluido incompresible), lo cual implica que se debe satisfacer 
también la ecuación (2.4) que est.ablece lo siguiente: 

i. e. 
Dr111 iJru 3 
-- +--=O. 

Dr 8:: 
(3.!l/) 

El estudio ele las fórmulas (3.!Ja) y (3.!Jf) junto con las condiciones impuestas tanto a 
p como a 11 se llevará a cabo en el dominio 

. _)'fi 
:'..:¡ '-¡;( 

110 = {(r,z) 1 r¡ < r < r2, zo < z < zo + 2rr/o:}. 

---_-_L __ 

(3.!lg) 

En el planteamiento matemático resulta adecuado introducir la llamada función de 
corriente junto con las condiciones que tanto esta función como la velocidad perturbativa 
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u deben i<atisforcr (cf. [32), cap. U). Dado que n,. es simplemente conexo, ele la ecuación 
(3.0f) se concluye que existe una función <li (r, z) = q\ 1 e,+ 92eo + q\3e, (de aquí en adelante, 
se usará <P en lugar de <f¡ 2 ya que es la única componende de interés) tal que 

Br<f¡ - = -ru3 , 
ar 

(3.lOa) 

(si la divergencia de u es cero, existe una función <li tal que u = rot<I> ). Dado que u= O 
en r1i r2 , y haciendo uso de (3.0f) se tiene lo siguiente: 

rcf>(r, z) = - f r sua(s,z) ds, 
r1 

por lo que 

ar</> - ¡r asu3 d - ¡r asu¡ --- -- s- -- ds==ru1(r,z)-ru1(r1,z)==ru1, az r, az r, as 

y las ecuaciones (3.lüa) se transforman en: 

ai? 
-=u¡. az (3.10b) 

Nuevamente, por lus condiciones de frontera sobre u se concluye que estas últimas 
expresiones se anulan en r 1 y r2 1 por lo que<? es constante en esos radios, y por construcción, 
efi se anula en O y r. 

Desde el punto de vista f1sico hay a\Ín mlÍs restricciones que deben imponerse a fin 
de que este modelo sea aceptable. En adición a la periodicidad de u, es necesario que 
U3(r, zo) = U3(r, zo+2¡¡ ja) = Ü (para que el fluido no salga den,,, ni n 0 se haga míÍs chico). 
Esta restricción sobre u3 implica -por la forma en que 113 y </i están relacionadas- que 
r</> es una constantf' 50bre ano la cual se puede tomar como rPro. Entonces, no solaP.!ente 
.l. l . t.' ª'" 1 . d" ' 1 ' .,, se ru111 a en r 1, r 2, smo que tamo1e11 7Jr se anu a rn esos mismos ra 1os . • .,.e ernas, como 

ref>(r, z) = - J;. s113(s, z) ds, </i es periódica en z, de pcríoclo 2r. /a. 

Considérese ahora al operador ~ definido con ayuda de las ecuaciones (3.lOb): 

Mediante (3.3b) se tiene que: 

42 



Si se deriva (3.Sa) respecto a::, (3.Sc) respecto n r, se les aplica~ y se restnn: 

~(ªIL¡) - ~(ªU3) =~~</>=>.[-?V au2 - 2u2 OU2 + ~ ~ + OlL¡ OlL3 
az ar r oz r a:: ()z a,. ()z az 

-!-U¡ á
2
u¡ + U

3 
a2

u¡ _?u¡ ?_!:_2 _ a113 au3] _U¡ a
2
u3 -· UJ 8

2
1L3 

araz az2 ar ar ar Bz araz azar 

= >.[-~w + u 2) au2 + (~~ _ ~~) (cllL¡ + a113) 
r az az ar ar a:: 

+u1.E..(ªU¡ - au3) + U3!!_(~:!2 -- ~~-1~)]. 
ar az ar az a:: Dr 

Las ecs. (3.9f) y (3.lOb) permiten continuar la igualdad como sigue: 

[ 
2 Du2 1 a.;, oef> acs9 . ( a9 1 ) a~<P] 

~~<P = >. - --(l' + 112)-.--- - (~efJ)-- -,-- + ;-- -- - -;- + --<fi --
r ()z r ü:: iJ:: ar ar r az 

= >. [- ~ a(V + utl:_ + .E_ (?4' cs9) - ~- (~ ~!_-~ :S<P)] = ~2 <fi. 
r ()z ar az iJ:: r ar 

(3.8c) puede escribirse de la siguiente manera: 

= ,\ [2a éJefi + ~ a9 ~ru2 - ~ éJrefJ ?_u2 l 
a:: r a:: Ür r ar a:: . 

Nótese lo siguiente: 
(1) Si rfi es conocida, esta últimn ecuación es lineal en 112. 

(2) Dado que las ecuaciones son invariantes con respecto a traslaciones en z, es posible 
fijar ::0 = -7í /a, para que el dominio tome la forma <le 

no:::: {(r,z) 1 r¡ < r < r1, -rr/a < z < 7í/a}. 

(3) Con este dominio, nótese que si u1 , 112, ¡i son pares y u3 es impar -todas- en z 
(i. e., u1(r,z) = tt1(r,-z), t1.2(r,z) = u2(r,-z), 113(r,-z) = -u3(r,z) ), evidentemente 
~ conserva la paridad de u¡, mientras que ~ la invierte. En estas circunstancias, las 
ecuaciones (3.Sn) y (3.Sb) son pares en z, mientras que In ecuación (3.Sc) es impar en z. 
En ese caso</> es par y si u2 es tal que 112(r,z) = 112(-r,z) tnmbi'en In ecuación que le 
corresponde lo será. Además, puesto que </> es periódica, </>( 7í /o.) = 9(-7í /a) = O. 

En Jos siguientes capítulos se trabajará con espacios que conservan paridades. 
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CAPITULO IV 

RESULTADOS PRELIMINARES 

El objetivo de este capítulo es encontrar resultados importantes que serán invocados 
más adelante. Algunos de éstos tienen que ver con desigualdades entre normas o con 
desigualdades que involucran directamente al operador ~. Otros se rclacionru1 con Ja 
existencia de soluciones a ciertos problemas donde nuevamente el operador ~ juega un 
papel relevante y con algunas propiedades de las mismas. 

Al estudiar las ecuaciones que describen el problema matemático se definen por con
veniencia dos nuevos operadores cstrC'chamcntc ligados con ~. Para éstos se identifica el 
espacio funcional en que actúan y se demuestran algunas de sus propiedades. 

Finalmente se proponen dos teorem<L~ que, aunque no están relacionados con lo hecho 
a lo largo del capítulo, juegan un papel importante en los resultados que se obtienen 
después. 

El espacio funcional C 0 en que se trabajará contiene a las funciones vectoriales u(r, z) 
cuya divergencia es cero, periódica.~ en :: con período 2rr /a y que se anulan en los .radios 
r¡, r2 que pertenecen a fl,,. En C 0 se define el producto escalar, por convenienr.ia en la 
formulación del Problema de Couette-Taylor, como sigue: 

con la notación 

au av au av 
vu . vv == ar . Dr + Dz . Bz' 

(4.la) 

lvul2 
= vu · vu. 

El producto escalar en L2(fl 0 ) se denota mediante(·,·), la norma J,p(fl 0 ) por l · lp 
(p > 1), y el valor absoluto de un vector con l · I· Al completar a C 0 respecto a la norma 
11·112 =((.,·)),el espacio de Hilbcrt H 0 queda bien definido. 

También se definirá un producto escalar con ayuda del operador ~ en el cual se 
involucran las propiedades ele periodicidad y condiciones de frontera de las funciones que 
intervienen: 

Nótese que 
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¡r•arv1 ¡rr/o ¡rr/o( 8v1 )1r' 
- -~-·t12 dr - rv2- dz, 

r, a.. -rr/a -rr/o ar r, 

y como ~ son periódicas en z, y 112 se anula en r¡, el resultado es: 

Con estos cálculos se ve con claridad qnc, efectivamente, (((r/> 11 vi), (r/>2,v2))) es una 
forma bilineal simétrica positiva. El caso 11( 9, v) // == O solo es posible si <;S<fi = v = O y 
J Ín. (<jef> ef>)r drdz -= O, por lo cual 9 ce O. Con esto se comprueba que se trata de un 
producto escalar. 

Es conveniente recordar que en la sección final del capítulo anterior se formuló el 
problema a rcsoh-cr de la siguiente manera: 

2 ( ia(V iu)
2 

a [ª1'"'] a [lcJrr/i ]) ~ <P:::: -\T2(u,</i) = ,\ -------;--- + -~- - :.s<ji - - - -'.S</i , 
r iJ:: ur Bz Bz r Br 

( 
34~ 1 D</i Bru 1 8r<fi 811) 

<:'tu:::: ,\Ti(u,i/1) ~" ,\ 2a-;- + ----- -- --- . 
az T OZ 3r r 8r 8z 

LEMA 1.a Vu E I-1 0 , /u/ ~ c¡j/u¡¡, i. c. 

(4.2a) 

(4.2b) 

PRUEBA La demostración de este lema se logra mediante un caso particular de la 
desigualdad de Poincaré (cf. [29J, pps. 188-107 y 341). 

Dado que u(r1,z) =O, para cada componente u¡, t12 y t13 (por comodidad denotada 
por u¡), que On es un rectángulo de lados paralelos a los ejes, y por la desiguoldad de 
Schwarz (cf. [29], p. 37) las siguientes estimaciones son válidas: 

·( ~) _ ¡r 8u¡(e,z) de 
IL, r, ~ - ar <,, 

r1 

==} u7(r,z) = (jr ªatlj der 
r, r 
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=> / jr uHr,z)r drdz :5 h - ri) /rr/a ¡r• ¡r• [Bu¡~e, z)] 
2 
aeclrdz 

ºº -rr/o r, r¡ r 

= (r2 - ri) 2 jrr/a ¡r· [au;( e, z)] 2 dEdz s; (r2 - ri)2 / { r [au;( e, z)) 2 dEdz 
-rr/n r1 8r T¡ loº VT 

(la última desigualdad se sigue del hecho que r ~ ri). 
Conviene señalar, por una parte, que es posible obtener la misma desigualdad sin el 

peso r, y por otra, que la constante ci == (r2 - r 1)
2 /r 1 puede ser mejorada si se toma en 

cuenta la otra condición de frontera (uh, z) = O). Ko es el propósito del presente trabajo 
encontrar la mejor constante; para quien esté interP>ado en el aspecto numérico se sugiere 
consultar [29), Cap. 18, donde se hacen mejoras a c1 , y ¡20]. 

La suma de las tres desigualdades conduce a: 

que por un abuso de notación se escribe como sigue: 

De aquí es directa la conclusión que !u! :S ciilull. 

PRUEBA au 2 (r,z) = 2u(r,z). au(r,zl 
ar ar 

¡rau(pz) ¡r•¡au¡ =}u2(r,z)=2 a 1 ·u(p,z) dp$2 B iul 
r 1 P r, P 

dp V r 
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Ir.fo Ir,/"'º Bu · => m;i-xu 2(r,z) dz S 2 1-JJuJ dpdz 
-rr/a r, -rr/a op 

La penúltima desigualdad se obtiene a partir de la de Schwarz, la Ílltima n partir del lema 
1.n, y a partir de los cálculos de arriba es posible concluir que 

Naturalmente, 2c1 =e'. 
La expansión en series de Fourier de u, 

00 

U= I.:u,,...(r)eivnz, 
,,:::1 

(4.3) 

donde u_,, =u,, (complejo conjugado) debido a que u es real, permite hacer In siguiente 
estimación: 

donde la última desigualdad es un caso particular de la desigualdad de Schwarz para / 2 que 
establece lo siguiente: si { a 0 } ~=1' { bn }~ 1, son sucesiones que pertenecen a 12 , entonces: 

00 00 
1/2 

00 
1/2 L Janbnl S (L !a,.1 2

) (L lb,.1 2
) , 

n=l n=l n:::J 

por lo cual 

Se procederá a estimar cada una de las sumas que aparecen en la última desigualdad 
(4.4). Por una parle 

donde In última surha contiene los coeficientes al cuadrado del desarrollo en serie de Fourier 
de~~, y por definición (cf. [15], p. 17): 

00 j"'º a 2 2 2 •2 a u 
2-:v a ju,,¡ = - (-

8
.) dz. 

Sir -ir/a ~ 
v=l 
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De los dos anteriores resultados se signe que 

(~ 2 2) 1/2 _ ( 1 ) 1/2 (jrr/o [ªU] 2 ) 1/2 ~vJu1,¡ - - -
8 

dz . 
v=l SíTa -rr/o Z 

(4.5) 

: 

Además, haciendo uso de la función zeta de Riemann ( dP) = l::'=l v-P) para p = 2 
(cf. 115], p. 1072} se obtiene lo siguiente: 

f v-2 == ~ ["° __!±__ dt = íT2 

v=l 3 Jo e2t - 1 6 
(4.6} 

Combinando las ecuaciones (4.5) y (4.6) con (4.4}, agrupando el producto de todas 
las constantes en la nueva constante c2 == a;r /11 se llega a la ecuación: 

(f rr/o[au]2 )1/2 
Ju! :S Juol +e -:r/o az dz ' 

que, elevándola al cuadrado y tomando el valor de la función resultante sobre el má..ximo 

zd~ \ 

m:-xu 2 :Su~+c2 /"1º [~~rdz+2ciuo1(/"1º [~~rdz)112 

-rr/n ~ -rr/o ~ 

/
rr/u [ºu]2 

:::; 2u~ + 2c
2 a~ dz, 

-rr/n ~ 

ya que a 2 + b2 ?. 2ab. 
En cuanto a Juol: 

Pero e?. (cr./2rr) 112, por lo que puede concluirtic entonces: 

y aún más, medirulte la desigualdad de Friedrichs aplicada al primer sumando de la última 
integral (cf. 129], p. 192), con la nueva constante c11 producto de 2c2 y la constante que 

aparece en la desigualdad nntes citada, se concluye: 

2c
2 j Jn. (u

2 + [~~J2)drdz::; e" j J
0

• ¡9ul2
drdz 

=} ¡r· rn;-xu 2dr::; c11
/ r ¡9ul2drdz. 

r 1 Jnª 
(4.7} 
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Por otra parte, como lu 14 ::; ma..\: u 2 mnx u 2 , con ayuda de las ecuaciones ( 4 .3) y ( 4. 7) 
r z 

es posible hacer algunas estimaciones: 

Como 

y 

llull2 = J fo 0 [i'Vui 2 +~(ui+u~)Jr drdz 

~ J 1 i'Vul 2r drdz ;::: r¡ J f l'Vul 2drdz, 
º· ºª 

es claro que 

1 1 / (/ r lnl 41frdz) 
114 

u .1 ( r2) 1 4 
} n. -< - -----

llull - ri (/ l i'Vul2drdz) 1/2. 

11. 

De esta última ecuación y de (4.8), eligiendo c2 = (c'c"~}) 1 1 4 se llega finalmente a 
1 

que 

Se ha probado un caso de la desigualdad de Sobolev con m = 1, n = 2, p = 2, 
fl 0 C R", (segundo caso) que establece lo siguiente: 

1 171 1 
- - - = - 2'. O=> lttlL•(íl ) 5 cilullum,p(n.¡, 
p n q ª. 

1 m 
- - - =O=> lulL•(O.)::; cilullum,p(n.J 'r/q 1 1 5 q 5 oo, 
p n 

1 m 
- - - <O=> lulc0 (n.) 5 cilullnm.p(n.J. 
p n 
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LEMA 2.a 

-1 j .(~v v)r drdz;:: e/ r v2r drdz. 
n. Ín. 

PRUEBA Es completamente análoga a la de (La). 

LEMA 2.b 

y esto define una norma equivalente a la norma H 2(ü 0 ). 

PRUEB"~·'· Es claro que 

f 1 . [ªó]2 D<P 2 a2<1> 2 a2t? 2 a21i 2 
=e' (41 2 + --'- + [---] + [-) + [·--. ) + [-) )drdz. 

n. Dr éJ:: Dr2 c'JriJz 8z2 
(4.9) 

Para probar la desigualdad en ~cntido contrario se usará un cnso particular de las 
desigualdades a priori para operadores elípticos ( cf. [29], cap. 31). Considérese el problema 

siguiente: 
1 1 

u¡ ==u¡ =O, 
r1 r:: 

donde u es una función períodic1t en = que está contenida en el dominio !:1 0 = {r1 < r < 
r

2
, -rr /a < z < 7T /a}. El desarrollo en series de Fourier de u viene dado por: 

00 

u(r,::) = Lttn(r)einnz, 
-oo 

con ü
0

(r) = tL-n(r) (ya que u es real), y u,.(r} función compleja. 

Por definición (cf. [15], p. 17} 

/

rr/o 2ir oo 
u 2dz = - L j11~1 (r)i2 

-rr/a a -oo 

y corno se supone que u E L2(ü 0 ) 1 esta fórmula es convergente. 
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Procediendo por separación de variables: 

u:~ - (na:)2u,. = f,.(r), ( 4.10) 

con U¡(ri) = u1(r2) =o. Usando variación de parámetros, con e"º', e-nnr soluciones 
particulares de la ecuación homogénea que sc obtiene a partir de la fórmula (4.10) (en el 
caso n i= O): 

u,. == a(r)e"º' + b{r)c-" 0
' 

u~= no:ae"'" - nabc-nar +a'c'""' +//e-'"'' 

Para obtener la última expresión se fijó a' c"ºr + b' e-""' = O. Esto, junto con Ja fórmula 
original pueden expresarse de la siguiente nrnncrn: 

( 
e"º'" 

nac"'" 
c-nor ) (ª') (O) 

-nae-nor b' - J,. · 

Al invertir la matriz se tiene: 

(ª') 1 (-nac--•rnr -e-"º") (O)== 1:2_ (c- 11

"') 

b' = - 2na -nac"ºr e""' f,. 2na -e'""' ' 

por lo que 

l f r J { ) -t1n• ¡ _¡_ a= -- n .'; e ( s ! a,¡, 
2no: r, 

ó = -~ f r f,.(s)c"CtJds + b,11 
~TL(l r, 

Jo cual implica 

y por consiguiente 

( ) ( 
o ) a,. _ l r2 

Ón - --! f,.(s) sinh(no:h - s]) ds · 
an r, 

Despejando a,. y bn: 

( ~ {'' f ,.(s) sin~1(na:/r2 - s)) ds) 
na},, 
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,.. 

( 
!. ~ ) l -·-,~:'' fn(s) sinh(nah - s]) ds 

= 2sinh(na[r2 - ri]) ,n•r1 ¡(,'/ ( ) . h( [ ]) d no n s sm na r2 - s s 
r1 

1 ¡r => Un (r) = -[ f,, (s) sinh(na[r - s]) ds 
nn: r, 

sinh(na[r - r 1]) f '2 
• ) 

- . h( [ )) f,.(s) smh(na[r2 - s]) ds 
sm na r2 - r¡ ,

1 

1 f '' = . 
1 

( [ ]) ( f,,(s) cosh(rrnh - r¡ - r - s]) ds 
2nasm l na r2 - r¡ r 

-1· f n(s) cosh(na[ri - r¡ - r +si) ds + /r, /,. (s) cosh[nah -f- r¡ - r - s)] ds), 
r1 r¡ 

(en la última igualdad se usó la relación sinh p sinh q = H cosh[p + q] - cosh[p - q]). 
Usando la desigualdad ( a+b+c) 2 :$ 3{a2 +b2 +c2) se pueden hacer ciertas estimaciones: 

¡ro 3 f '' ¡r• 2 u~(r) dr :S .--y--[----( [ l/,.(s)icosh(no:h+r-r1-s]) ds] dr 
r 1 4(na)2 smh {no r2 - ri]) r 1 r 

+ rl [ r j/,.(s)jcosh(rwh - r¡ - r + s]) dsrdr lr 1 Jr, 

+ f'
2

[f'
2

¡f,.(s)jcosh(nah+r1 -r-s]) dsrdr) 
Ír 1 f r, 

3 < ·X 
- 4(no)1 sinh{no[r2 - ri])' 

X(/'' (/'2 

/,~(s) cosh(nah + r - r1 - s]) ds lr, cosh{rw[ri + r - T¡ - s]) ds] dr 
r1 r r 

+ /'> ( r f,~(s) cosh(nah - T¡ - r + s]) ds r cosh(nah - T¡ - r-!- s]) ds]dr 
r1 lr 1 Ír 1 

+ ¡r• (/'' /~(s) cosh(na[r2 + r 1 - r - s]) ds /'> cosh(na[ri + r¡ - r - s]) 
r 1 r 1 r1 

3 1 
< -X 
- 4(na)2sinh 2 (nn[r2 - ri]) na 

X ( ['> [/'" f~(s) cosh(nah + r - r¡ - s]) ds] [sinh(no:[ri - r¡j) - sinh(na[r - r¡j)) dr 
j r1 r 

+ r• [ r f~(s) cosh(no:[ri - T¡ - T-!- s) ds] [sinh(nah - r¡]) - sinh(no:h - r])) dr lr 1 Jr, 
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Jr2 !r2 

+ ( ¡;.(s) cosh(nah + r1 - r - s]) ds]isinh(nah - r!) + sinh(nair - r¡j)] dr). 
r1 r1 

(En el penúltimo paso se usó la desigualdad de Schwarz aplicada al producto formado 
por las funciones f n Jcosh( *) /cosh( •) y en el último se llevaron a cabo las integraciones 
en el sinh). El paso que sigue se da tomando en cuenta que f~ l:osh(net!•]) 2: O, sinh(na:!r
ri]) 2: O, sinh(neth - r]) 2: O, sinh(neth - r]) :::; sinh(na:h - ri]) y sinh(na:lr - ri]) :::; 
sinh(ria(r, - ri]): 

u~1 (r dr < X 
/

r2 3 

r, ) - 4(na:) 3 sinh(na:h- r1]) 

x (jr' ¡;.(s) [j' cosh(riah + r - r1 - si) 
r 1 r 1 

dr] ds 

/
r2 /r2 

+ J~(s) ( cosh(riah - r1 - r + s]) 
r1 • 

dr] ds 

+2/r' ¡;.(sJ[fr' cosh(nnh+r1 -r-s]) dr]ds) 
r1 r1 

5 ( )4 • l ~ I --]) (jr' f,~(s)lsinh(ria(ri- rij) - sinh(neth - s)] ds 
4 net sm 1 no: r1 - r1 r, 

+ jr' f,~(s)isinh(nah - r¡j)] - sinh(na:!s - rij)] ds 
r1 

+2/r2 

f~(s)lsinh(nah -s])] +sinh(na:is -r1])] ds 
r1 

3 ¡r· 
:::; -( ) 4 G f,~(r) dr 

4 na: r1 

j r2 g /r2 

=> u;,(r) dr ~ ;,---( )4 J,;(r) dr 
r1 .. 11 O: r1 

(4.11) 

(con las mismas desigualdades del sinh). 
Para n =O la ecuación ( 4.10) se reduce considerablemente: 

/
r2 

u~= fo(r) => uri(r) = fo(s) ds +e 
r, 

=> uo(r) = 1:· 1.: foW déds + c(r - ri) + d = l: fo(E)(r - é) dé+ c(r - r1). 

(dado que u0 (ri) =O y por Jo tanto d =O). Además, como uo(r2) =O se tiene que 

Ir,!ª fo(é) d€ds +ch - ri) =O, 
ri ri 
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y por lo tanto 

1 ¡·· ¡· 1 ¡·· e= --- fo(€) d€ds = --- fo(€)h - €) d€ 
r2 - T¡ r, , 1 r2 - T¡ ,, 

=:} uo(r) = ¡•' {'fo(€) d€ds - rr -::_ri f r, {'fo(€) d€ds 
, 1 J ,, 2 r1 r 1 J r, 

::; h - ri) f'' lfo(r)I dr + (r2 - ri) f'' 11o(r)I dr = 2h - ri) r· lfo(r)I dr Jr 1 fr, lr1 

i
r, 

=> juo(r)l2
::; 4h - ri) 2 fi(r) dr, 

r1 

y si e es el máximo entre 11, 4(r2 - ri) y 9/2a2, se concluye que 

2 ~ 1 ir' 2 llullv(n.) S L n4 f,.(r) dr. 
-oo f¡ 

( 4.12) 

De la ecuación (4.11), y dado que (a - b) 2 ::'.:O, se hacen las siguientes estimaciones: 

( 4.13) 

{4.14) 

También se tiene que 

a 2 a2 2 00 [r' 
1 ~' sc1lla ~11. = 2.:)na) 4 u~(r) drscllflll•(n.)• 8~ Z L (O.) _

00 
• r

1 

(4.15) 

Integrando por partes a u12 y usando las condiciones de frontera de u en r1 y r2 (donde 
se anula) se obtiene que ' 

ir, u12 dr = -ir, uu 11 dr 
r1 r1 

i r, (f r, ) 1/2 (f r, 2 ) 1/2 e 2 
=> u~dr S u~ u~ S (na) 2 llf nllv(n.) 

r 1 r 1 r¡ 
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(con ayuda de las ecuaciones (4.10) y (4.11)), por lo que 

y 

( 4.16) 

Con ayuda de las ecuaciones (4.12), (4.14), (4.15) y (4.16) se ha probado que para 
cualquier función periódica en z, u(r¡) =uh) =O, 

(4.17) 

y por lo tanto las normas son equivalentes. 

Por otra parte 

y 

+[ªu]2 + t< +2(ªu]\-2[ªu]2 - u2) drdz. 
ar r· Dr éJz r 2 

Este últilmo resultado se obtiene integrando por partes y usando las condiciones de frontera 
en u, periodicidad en u y en g~ . }.fodiantc las integraciones 

/

r2 a2u ¡··rau]2 - u-dr == - dr, 
r, éJr2 r¡ ar 

! n:/o a2u !n:/o [ªu] 2 
- u-dz = - dz, 

-n:/o éJz2 -n:/a az 

! •
2 u au 1 u 

2
1 r2 1 ! '2 

1 - --dr = --- - - 2 u 2dr, 
r¡ r ar 2 r r¡ 2 r, r 
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la desigualdad se puede continuar así: 

' (!¡ [au]2 )1/2(// 2[a2u a2u]2 )1/2 -2 - drdz r - + - drdz . 
na ar na ar2 8z2 

Usando 2ab $ a 2c2 + ~·se encuentra que 

Tomando !
2 = 1/2 : 

> / r (~r2[ª2u + a2~12 + [ª11]2 +z[ªu]2)drdz > r? J r (ª2tL + a2u)2drdz 
- } 0 • 2 ar2 8:: 2 ar az - 2 f nª cJr2 Bz2 

(la última desigualdad se obtuvo a partir de (4.17)) 

que 

De las ecuaciones (4 .ü) y (4.17) se concluye que las normas son equivalentes. 

También se probará que si u E H2(!lu), entoncf.'s tt es continua. De (4.10) se tiene 

1 ( /1 f ) 1 1 ( 11 1 J 1) 
ltn = -(-)2 !In - n => ltntLn = -(-)2 tt,.ttn - ,.u,. nn 110: 

:::; ~( r·ra2u;·]2dr)l/2(/r'[ªt!"rdrf/2 + ( r· f~dr)1¡2(jr2[au,.rdr)1/2 
(no:) lr, ar r, ar lr, r, ar 

:S -( 
2

)3 cjjf,.jj},2(na) => lu,.(r)j :S ;¡2 ll/nllL2(0a)· na n 

Por lo tanto 
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n=-oo 

La cota superior es finita. La serie es uniformemente convergente y cada término 
continuo por lo que el límite es continuo también. 

1 

LEM4_3__,J! Vg E L2(!1 0 ) 3u único E {H2(!1 0 ), u(ri) = u(r2) =O, u periódico en 
z} tal que ~u= g. Además llul\u.:¡n.)::; cl\glli•¡n.)· 

PRUEBA. Al definir el producto escalar con ayuda del operador~ se vió que (-~v, v) 
define una norma equivalente a la norma H 1 en el espacio H1 

= {H 1 (!1 0 ) \ u(ri) = 
u(r2) = O, u periódica en ;: } . 

A partir de las cstimacio11es (Jc~i~11alclad ele Schwarz y l\ · llL2::; \\·\\u•) (-g,v) $ 
1\9\li>¡n.)l\vl\L'(n.) :::: l\g\\p¡n

0
¡\\vllu•¡n

0
¡, se concluye que el producto escalar (-g,v) 

define un funcional lineal acotado, ((uo,v)), sohrc H1
(fl 0 ), con .¡\uoll $ \1!7\li•(n.) (Teo

rema de Riesz, cf. [29J, p. 111). Por lo tanto, puede plantearse la ecuación (-~u-J-g,v) =: 
--1 

((u,v))1- ((uo,v))1 =O \-lv EH (!1 0 ) <:=:-u= uo. 
uo es único (se traUt de un caso particular del teorema de La.x-1fügram ([29], p.383)), 

--1 
y uo E JI (!la), con \\1101\ $ \!g\\1?(0

0
)· 

Si se considera el problcmn 

-1 
en JI (!1 0 ) con la norma equivalente 

((u, v)) = f ( (ªu av + Dtt Bu) drdz, 
Jn. Br Br Bz Bz 

este problema tiene solución única débil u0 : ((u,v)) = (-h,v) Vu E JI
1
(fl 0 ), y esta 

solución está en JI 2 (!lu), con \\üoliiP(n.)::; c\lh\II?¡n.) (calculada explícitamente en el 
lema 2.b). Entonces, para 

1 Buo uo 
h==-g+----, 

r Br r 2 

h E L 2(!1 0 ) (u 0 E JI
1
(fl 0 )), ü0 es solución débil, pero como también lo es u 0, entonces 

u0 = u0 , por la unicidad de la solución y l\uol\1P(n.) S c\\h\\i•(n.) S c(lgl+ 1~1 + ltto\) $ 

c(lgl + l\uol\H•(n.))::; 2c\g\. Entonces~: JI 2(!la) n l/
1
(!lo)--> L2(fla) es un operador 

continuo con inverso ~-J continuo (por unicidad de la solución al problema ~u= g, ~-t 

es lineal Y ll~- 1 g\l11•(n.) $ 2clgl). 
(En cuanto a la unicidad debe procederse con cuidado ya que las normas de energía son 

diferentes para~ y para b.. Integrando por partes: (uo,b.<P) = (h,c/i) = (uo,b.cfi) \:J<f¡ E 
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H 2 (fl 0 ) n H 1
(fl 0 ). Dado r¡ue 6 : Jl 2(fl 0 ) n H1 

___, L2(fl 0 ) es inyectiva, entonces 
{6} == L 2(fl 0 ) y por lo tanto u0 = lio en L2(fl 0 ) ). 

LEMA 3.b Vg E L2(fla), 39 único E {H2 (1l 0 ) J c/l(r1) = c/lh) = ª<Pj;il = 

ª<PJ~·) =O, </!periódico en z }. tal que CS 2</J = g. Además, <fi E H 4 (11 0 ) y Jl</>IJ11•(n.)::; 
clJgJJi•(na)' 

PRUEBA 

Ir: acsq;,r:/o o¡/! !"/º +1/JrCScfi + njJ-,- - r-;-CS(cfi) ; 
r 1 iJz -:r/o OZ -rr/o 

de las con<licioncs sobre ¡/1 y 'Ji}i ( \~(rt) "'"'t,'·(r2) -: O; V'. ~~, ~,¡, ~on funciones periódicns 
en z) se logra la siguiente simplificación: 

drdz 

Sobre 

la formulación débil ele! problema CS 2,P = g es 

(CS<fi, CStji) - (g, t/!) =O, 

es decir, ((c/J, t/¡))2-(g, t/!) =O, y dado que l(g, !/i)J::; cJlglJL•(n
0
¡JJt/!JIH•(na)' puede escribirse 

(g,,P) = ((.Po,\'i)h (Lema de Riesz, cf. [29], p. 111), y la formulación débil es, por 

58 



consiguiente, ((c¡\,l/J))2 - ((q10 ,1/J))2 =O \:/¡/1 E H
2
(í1,.,), y por lo tanto ql = ql0 es la única 

solución (Teorema de Ln.x-hfügram, cf. [29], p. 383), con lli/illn->¡
00

¡ ~ cj[gj[L2(0
0

)· 

Para ~ se resolverá el problema con el operador biarmónico 

y las condiciones ql(ri) = efi( r 2) = a¿,j;J = a¿,a~) ~~ O, ql periódica en z. . 
Es conveniente desarrollar en series de Fouricr a efi y h (<P = :Z::::'.'.'.'

00 
ef>n(r)ernnz, h = 

L;'.'.'.'
00 

hn(r)cinn•) para obtener el conjunto de ecuaciones 

Esta fórmula se estudiará usando variación de par<ímctros. El primer paso es ver que 
!ns soluciones de la ecuación homogénea son e'"", c-nnr, rc"ºr y re-nor. Ahora se 
escriben las expresiones para ef>,. y sus cuatro primeras derivadas: 

ql,. = ac 11ºr +be-'"''+ ere'""+ drc·-nor =ar,?¡+ bc/J2 + c</J3 + d<f¡4 

(el sumando que cst¡Í entre piHl\ntesis se fija igual a cero) 

;JI 111 ¡ 111 ;,11 d'" [ /;,/ /l,JJ 1 . .JJ dl,;J¡ .,.,,. = aq>¡ + '~'2 + c.,,3 + ~'4 + a 't'¡ + ''t'2 + e 'r'3 + '1'4 

(el summ1do que está entre paréntesis se anula) 

;,111 - ;,111 t /¡,J,"' t e "" + 1 J "' + [a' ,J,11 + b' JJI t e',¡,// -t d' ,¡,11¡ 'r'n - a'l'I ·- 't'2 -- ·~13. ( 4'4 't'I V'2 -· V'3 . '1'4 

(el sumando que cst<í entre paréntesis se anula) 

por lo que 

El determinante de In matriz es -16(na) 4 y al despejar se obtiene: 

59 



por lo que, a su vez 

!r hne-"º"[no: + (na) 2s] ds + ari 
r1 

! r hne"º"[-no: + (na) 2s] ds + bti 
r1 

-Jr hne-"º"(na) 2 ds + cri 
r1 

-Jr h,.e"ºª(no:) 2 ds + dri 
r1 

Jr(l+nas)e-"º"hn ds+ao 
r, 

1 b1 + b0 1 

(
a¡+ªº) 

= - 4(na)3 e¡+ co = - 4(na)3 
d1 + d0 

fr(-l+nas)e"º'hn ds+bo 

r

1

-naf r c-nn• hn ds +ca 

Por lo tan to 

r1 

-nafre"º' h,, ds +do 
r, 

1 ¡r ¡/¡,.=--( )
3

( h,.[sinh{na(r-s)}-no:(r-s)cosh{no:(r-s)}! ds 
2 710: r, 

+aoc"ºr + boe-nor + core"ºr + dorc-nor). 

De las condiciones de frontera: 

( '"º" 
e-nor1 T¡ enori 

(e"ºTlr1 
(c-nor)'lr, (rc"'")'lr, 

fnnr:;i e-nnr:: r2e'"'ª"2 

(e"º•)'lr, {e-nor)'lr!l (re"ªr)'lr, 
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El determinante de la matriz es J( := -4 sinh 2 (na[r2 - r1)) + 4(na}2(r2 - ri) 2 (<O 
por el desarrollo en serie del sinhx) == -4(sinh{no:h - r¡j} + no:h - r¡J)(sinh{no:h -
ri]} - no:h - ri)) = -2{cosh{2rwh - r1]} - 1 - 2[na) 2[ri - r¡/). 

Debido a los ceros que tiene el vector, solo es necesario calcular la mitud de las 
componentes de la matriz i'.1versa: 

con 

( ~~) 1 (: * ~i~~ 
d
co

0 

= J( : * Aa3 
* A.13 

Á¡3 = e-nor'(l- nar1 + 2no:rdl + cm{r1 - r2}) - e2no[r,-r.J¡1 + no:r21), 

Á23 = cnnr, {1 + no:r2 - 2nnrdl - na{r 1 - r2 }) -· c2"º¡r, -r•1[1 + no:r2)), 

Á33 == nc~c-nor, { ... J + 2na!r2 - riJ + c2•rnh-ril), 

A43 == no:e"ºr' (1 + 2na[r2 - r1) - c2110 lr,-r,J), 

Á¡4 == c-nor, (-r2 - 2nnr¡ !r2 - r¡/ + r2c 2110 h-rd), 

A24 = c"ºr' (-r2 + 2nnri[r2 -- ri) + r2c2110 h-r2 l), 

:h.1=c-nor,(1-2na[r1 -- r2] - c211oir2-r.J¡, 

AH == c"ºr' (1+2na!r2 - r 1] - c2110 iri-r•I) 

- A (A c"ºr .J 1 -nor ¡ A rc"ºr LA rc-"ªr) - K 13 -,· .. 2JC -- 1133 -, ·13 

, B (A nor 1 -nor .1 1 nnr + 1 -nor) 
-:--; ¡.jC +124C ¡-/13.1rc .l.j.jTC 

A 
?A 

= ~( ([1+2{iw} 2{r - r¡}{ri - ri}]cosh!na{r2 - r}J 

+nah + r - 2ri)sinh!nn{r2 - r} - cosh!na{r2 + r - 2ri}] 

-1wh - r) sinh!M{r2 + r - 2r¡})) 

2B 
+ J( ([Ti - r](cosh!no{r + r2 - 2r1}) - cosh[nah - r}JI 

-2na[r - ri)h - ri)sinh[noh - r}j) 

= - h11 ([cosh!nn{r2 + r - 2r¡})- cosh[na{r2 - r}jsinh!no:{r2 - s}) 2 f r' 
J{ r¡ 

+na(h - s)cosh[n1::t{r2 - -'}(cosh[iw{ri - r})- cosh!noh + r - 2r¡}]) 

+h - r)sinh[nnh - s}]sinh[nn{r2 + r - 2ri}) 
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-h + r - 2ri) sinh[no:h -- s} sinh[nn{r2 - r}]) 

+(na) 2 (-2[r - ri]h - ri) cosh(no:fri - r 1]) sinh(na[ri - s]) 

+h - sJh + r- 2r¡Jcosh(nnh - s])sinh(nah - r]) 

-h - r]h - s] sinh(na[r + s - 2ri]) - h - rJh - sj sinh(no:h - s]) cosh(na[r2 - r])) 1• 

+2(na) 3(h - $l[r - ri]h - ri] cosh(na[r - s]))) ds 

1 1r2 
= -( h11 (sinh(nal2h - r¡} + r - s)) - sinh(rw:(r + s - 2riJ) 

I r, 

- sinh(na[2r2 - r - s]) - sinh( na:[r - s]) 

+(na)(- cosh(2na:h - riJ + r - s)!r - sj - cosh(na!2r2 - r - s])(r + s - 2ri] 

- cosh{nn!r + s - 2r1))[2r2 - s - r] + cosh(no:[r - s])[2{r2 - ri} + r - sj) 

-2(no:) 2(sinh(nnl2r2 - r - s))[r - ri][s - ri] 

+ sinh(no:!r - sJh - r¡J) h - r¡ + r - sJ + h - rJh - s] sinh(no:[r + s - 2ri])) 

+4(na) 3(r2 - s)(r -- ri)h - r¡) cosh(na[r - sj)) ds. 

Por lo tanto, la ecuación ( 4.12) se transforma en: 

1 
------- X 

4(na) 3(cosh(211a[r2 - ri]) - 1 - 2(na)2h - ri) 2) 

X (jr' h11 sinh(na!2h -- r¡} + r - sj) d., 

+ r h.,(sinh no-[2h - ri} - r + sj - na{r - s} cosh(no:[2{r2 - r1} - r + s]) ds Jr, 

-no: ¡r: h,,(r - s)cosh(ncx[2{r2 - ri} + r - s]) ds 

+ko(r) + nak 1(r) + (na) 2k2(r) + (no:) 3k3(r)), 

donde en k0(r) hay términos de la forma 

1
r2 

r, 
h11 sinh(na[r + s - 2ri]) ds, 

r· h,, sinh( no:[r - s]) ds, 
Jr, 

en k 1 ( r) hay términos de la forma 
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r· hn sinh(na[2r2 - r - s]) ds, 
lr, 

I r h11 sinh(no:[r - s]) ds; 
r1 

ir, h 11 {2r2 - r -s) cosh(na:[r +s - 2ri]) ds, 
r1 



r· h,.(2h - ri) + r - s) cosh(na:[r - s)) ds, lr 1 

en k2 ( r) hay términos de la forma 

y, en k3(r) hay términos ele la forma 

Por otra parte 

/.

r, 

h 11 (r - s) cosh(na:[r - s]) ds; 
r¡ 

cosh2t¡-l-21¡2 = (2r¡)4 + (2t¡)ª + (2r¡)s + ... == (2r¡)4 (i+ (2r¡)2 + (2r¡)4 +···). 
4! 6! 8! 4! 5 X 6 5 X 6 X 7 X 8 

Si {J < 2 => (~) \.~!4)1 2'. !,:~J para algún k({J), Vn, ya CjllC o r 2'. k'(n + 4)\ 
porque n log(2/ .6) ?.: log k' + 4 log(n + 4) (n log(2/ {J) ?.: 4 log{n + 4) para n ?.: n0 • En el 
caso n::; no basta escoger k' snficicntcmente pec¡ue1ia). Por lo tanto cosh 2r¡ - 1- 2t¡ 2 ?.: 
k(.6)t¡ 4 cosh,61¡ 2'. k(.6)1¡ 4c8'1. Aderruís cosh 21¡ - 1 - 217 2 ?.: 4 cosh 2r¡ parar¡ 2'. 170. 

También tiC tiene que 71 8 cosh1), 1)/3~inh17 ::; k(/Jp) cosh/Jr¡ parn. {J > 1, 17 ?.: O, ya 
que 1¡fl cr/ :=:; kcf)r¡ <~ r¡il ::; kc(J>-I )/x es cierto parn r¡ ?.: 17 0 , y para O :=:; r¡ :=:; l)o se elige k 

lo suficientemente grande. 
Con estas consideraciones, al estimar la~ cantidades 

(j efi;,(r) dr) 112
, (j rt>:, 2(r) dr) 11

" .. (j ef¡~ 2(r) dr) 112
, 

(j <P:;' (r) dr)1
12

, (j r/>~ 11 2(r) dr)1 12
, 

la contribución de los términos en (rw) 3 será de la forma 

s k /no:)t-
4 

!) cosh(na:!r2 - riJJ( {'' h~dr) 112
::; k(q)llh 11 fü•cn.)-( 

1
) , 

cosh a{Jn r2 - r1 } r
1 

na q 

para p :=:; 4. Entonces estos términos están en Hq (0 0 ) Vq y por el teorema de encaje son 
C"°. Lo mismo sucede con los términos que contienen sinh(na:[r - s)). 
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Para los términos en (na)2, las expresiones que contienen sinh nair - s] se comportan 
como antes, dando lugar a términos que son C00

• 

Para el término sinh(nai2r2 - r - s]) hay que estimar a lo más, para cuartas derivadas 
en ro z: 

(na)2 (na)4 [j •2 (j •• • ) 2 ] 1/2 
k-( )3 h( I ]) lhn(s)l!r-r¡J[s-ri]sinh(na[2r2-r-s]) ds dr 

na cos 2na r2 - r¡ r, r, 

_ (na)3 ! •• f r, f r, 1/2 < k-----( ir - r j2c2" 0 h-rldr h2 (s) ds (s - r )2c2noh-•lds) . - e2no¡r,-r,¡ 1 n 1 
ri r1 r1 

Nótese que integrando por partes se obtiene lo siguiente: 

1 ( )2 1 J r, ( ) 2no(r,-r)d == - - r2 - r1 + - r - r1 e r 
2na na r, 

1 ( • )2 1 ( ) + 1 1 2no(r2 -r1 ) lj =-- r2-r1 --- r2-r1 --e -
2na 2(na)2 4(ria) 3 

kc2no¡r,-·ril 
<----

(ria )3 

y por lo tanto este término es acotado por kkllh,.llL•(n.)· 
Las estimaciones para el otro término que tiene cuarta derivada en r de esta expresión 

se obtienen a partir de lo siguiente: 

(na)2 [fr'(j'' )2 ]1/2 
-( · ) 3 (no) 3 lhnlls - ri] cosh(nai2r2 - r - si) ds dr 
na r, ., 

< kllh 11 (na)2 e2na(r,-r,¡ 
- n L 2 (0u)( )2 ' na 

Al intercambiar r 1 por r2 se obtiene la misma estimación para 

f 
.. 

h,.(s)jri - rjjri - sjsinh(na[r + s - 2ri]) ds. 
r, 

Para los términos con na, los que involucran cosh(na[r - s]) son C 00
• 

Para las derivadas de 

f r, hn(r + s - 2r1) cosh(na[2r2 - r - si) ds 
r1 
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son necesarias estimaciones de las integrales 

(no:)s /'• -( )31 , h,.(r+s-2r¡)cosh(no::[2r2 -r-s]) ds 
no: \. r, 

y 

(no:)4 f '• . 
( no:) 3 ]( r, h11 smh( no::[2r2 - r - sj) ds; 

o sea, estimar 

y 

Esto se logra mediante la desigualdad de Schwarz e integrando por partes en la primera 
integral: 

!'•[ c2nnjr.-rl (r-r )2 e2nnlr2-rl = (r+r1-2ri)2----------+ 1 c2nnl2r,-r-r.J+(r+r2-2r¡)----
r1 . nu no:: (no:)2 

(r - r ) c2noir2-rl c211nl2r2-r-r.J] 
+--·l-e2nnl2r2 -r-rd + ____ + drjh ¡2 

(no:F (11a) 3 (1w)3 " 

En la segunda integral se tiene lo siguiente: 

Al considerar las derivadas de 

! ro h11 (2r2 - s - r) cosh(no::[r + s - 2r1]) ds, 
r1 

se encuentra que los cálculos son parecidos a los anteriores intercambiando r1 por r2. 
Debido a esto los términos que involucran derivadas hasta de cuarto orden de k(r) están 
acotadas por kjjh .. lli•¡n

0
)· -
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Del mismo modo se encuentra qnc los términos de 1:0 ( r) están ncotados en sus derivadas 
hasta cuarto orden por la misma cota (k!!hu!JP¡n.¡). 

En los términos restantes, al derivar el límite de integración, puede verse que aparecen 
factores no integrados solo cuando se toma hasta la cunrta derivada respecto ar, (aparece 
h,,(r) que está en L2(0 0 )). Entonces, hay que,cstimar las integrales: 

(na)4 [j'' f '' 2 1¡2 
(na) 3 ]( r, ( r hnsinh(rrn[2{r~-r1}+r-s]) ds) dr] 

De la misma manera, el término 

Jr h 11 (s) sinh(o:n[2h - ri} - r + sj) ds 
r, 

puede acotarse mediante 

Jr, f' 2 1/2 ::; krrn[ r, ( r, h11 (s)c'10 l•-rl)ds) dr] 

Análogamente, para el término 

l r, h11 (na)[s - rj cosh(na[2{r2 - r¡} + r - s]) ds 

se tienen estimaciones como las de arriba y también de la forma 

( )5 f'' ¡·· )2 ]1/2 l!Cl'.3 [ ( hn(s - r)cnoJ2{r2-ri}+r-•lds dr 
(na) ]( r, r 
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Finalmente, el término 

r hn(s)n11(r-s)cosh(na[2h-r1}-r+s)) ds 
lr1 

tiene una cota de la misma forma. 

Con todas las estimaciones se prueba lo siguiente: Vh E L2(fl 0 ) 3 c/>, solución única al 
problema 62c/> = h, c/> = ~ =O en ri, r2, cf> periódica en z, Y llcf>llu•(n

0
)::; kilhll1,•(0

0
)· 

Hasta ahora no se ha probado la unicidad, pero se obtiene a partir de la formulación 
débil y de una integración por partes: 

para todo t/J que pertenece a .H
2 (fl 0 ). Entonces, si hay dos soluciones efi 1, efi 2, la diferencia 

cumple con 6(cf>1 - </>2) =O, (<fi1 - cf>2)I,, = (411 -- cf>2)lr, =O, y por la unicidad de las 
soluciones del operador 6 se concluye que 91 = ~~2· 

Por último, para demostrar llcf>ll11•(0 .. ) ::; cjigll1,•(0n) recuérdese que de la misma 
formulación débil: 

J r ~c/>~l/Jr drdz = J r gtf;r drdz, 
Jn" f n. 

-2 Vi/JE JI (flo) 

tiene soluciÓn única,</>, en JI
2
(11a), con ll.Pll112¡0

0
) ~ cliYlii•(n.)· 

A partir de la definición de 'S se ve claro que 

,,2, 82,,, 112 8 ,,, 112 
r1/2~c/> = r1/2~ + r1/2_~ + _r -~ _ _ r -</> 

8r2 8::· r ar r 2 

a2r1/2c/> ar1/2q; 3 = --- + -- - -r1/21jJ 
[Jr2 ();;2 4r2 

=> J l. ~.P'St/Jr drclz = J l. ( 6(r
1
1

2
1jJ) 6 (r

1
1
2tfJ) 

112 3 r
1
1

2t/J 3 ( 1/" ) 3 1¡2 l) -1:::.(r c/>)¡--;:2-
4

r3/ 2c/>6[(r "t/J-
4
r2r t/; drdz 

= f f 6(r112c/>) 6 (r 112tjJ) drdz 

º· -! r (6 [~ rl/2 <P] + 2- 6 (rl/24>) - _9_rl/2q;) r1/2t/J drdz. 
Jn. 4 r 2 4r2 1Gr4 
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La fórmula se reduce integrando por partes y haciendo uso de las condiciones de 
frontera y periodicidad: 

= r112g + - 6 (r112 t/>} + 6 --- - --<P r1121f¡ drd:: Ji ( ' 3 (3r1/2ef¡] 0rl/2) 

00 4r 2 . 4 r 2 1Gr4 

W1 E H
2
(00 ). 

Es claro que tjJ E H 2(D 0 ) {::::=? r 112t/1 E H 2(!ln), y también es claro por !ns condiciones 

d f !!.2. 1/2 ar 1 ''v• e rentera que t/J = O y ar- == O ~ r t/J = O y -ar-- = O, respectivamente. Por lo 

tanto puede escribirse que iíi(r, z) = r 112ij¡(r, z}, y considerarse ahora el siguiente problema: 

J l 6(r112<f¡) 6 (iíi) drdz 

ºº 
= / r [r 1! 2g + 6(~_j__) + 2- 6 (r 112 <f¡) - -

9-<P]Vi drdz. 
Ínº 4 r3/2 4r2 1Gr7/2 

La única solución a 

2 , 112 ( 3 <P ) 3 ( 1/2 ) n <P 6 ,\ :=:: T g + 6 -- + - 6 r ~~ - -- = /i, 
4r312 4r 2 16r712 

con X= 8¡; =O en r¡, r 2 y periódica en z está en JJ 4 (n 0 ), ya que el lado derecho está 
en L2(fl 0 ) (<?E H 2(fl 0 )), con llX/111•(0,.) :S: cj!Filli2¡n,.)· Esto implica que r112ef¡ es la 
ímica solución, por lo tanto 4> E JI4(0a) y se tienen las desigualdades llr112<fJllu•(n.) 5 

c(llr112YllL'{íl ) + 11 6 [~;:-;9,:;] ,., + ll 1~> 6 (r 1
Í

2
ef>)jj + ll!o?1T>jj ) < 

" f,'(O.) ' f, 2 (0,.) L'(O.) -

c(ilgllio(n,.J + ll<?ll1P(n .. Jl· 
Tiunbién, estimando cada derivada puede Yersc que c1ll9/l¡¡•(n,.) 5 llr112<fJlln•(n.) 5 

c21itfi!IH•(n 0 )1 Y por lo tanto ll~'llH•(n.) 5 c(llgll1, 2(0,.) + l!ef>llu•(n,.Jl· 
Finalmente, al invocar ele nuevo Ja formulación débil: ll<PllH'(n.) :S: cilYllL•(n.) ==;.. 

11</illu•(Oa) 5 cllgliL'(O,.)· 
Con esto se termina la prueba del lema 3.b. El siguiente es un resultado de regularidad: 

COROLARIO 1 
1) Sea u solución de S'u = g, con u E H 2 (D 0 ), u(r¡) ==O. Si g E Hk(fl 0 ) entonces 

u E Hk+2(na) Y llul!Hw(n.) 5 c!iglluk(n.)· 
2) Sea <P la solución a <::!24' = g, con <PE H 4 (11 0 ), .P(r¡) = a~(;¡) =O. Si g E Hk(f!0 ) 

entonces <PE Hk+4(no) Y ll4>llu•+<(o
0

) :S: cjigllu•n.)· 

PRUEBA Si g E H 1 (0 0 ) entonces g(r, z) = L~oo Yn (r)cinaz, con L~cxi J;.' g~2 (r) dr 

< oo (correspondiendo a ~) y I:;;" J;.' g?.(r)(na:) 2dr < oo (correspondiendo a ~). Al 
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estimar una derivada más en ;;, el término en na permite la convergencia de las series 
(esto también puede verse encontrando la única solución a 'S ~~ = ~ o 'S2 ~~ = ~ con 
las mismas condiciones de frontera). Para las derivadas en r, se puede integrar por partes 
cada uno de los términos de la expresión para la solución. Esto aportará un factor na 
en el denominador con g:, en el numerador, y una estimación del mismo tipo que en los 
lemas 3.a y 3.b. Además se tendrá un término de frontera en función de 9n(r;) (ac

1

otado en 
términos <le rr, (g~(r) + g~2 (r)) dr por el teorema de traza) y una función hiperbólica cuyo J r, 
cuadrado se integra para obtener la convcrgcBcia. Debido a que los detallos son tediosos 
no se dará una descripción míls complct<t. 

Por otra parte, si 9 E H 4(!1a) =><?E C 2(ha), con ll<P/lc•(n
0

) S cl!<!>llu•(n.) ya que 
las segundas derivadas son continuas.se recuerda que el problema a resolver viene dado 

por las fórmulas (4.2a) y (4.2b). Para </1EJi4(!1.,)n17
2
(!1"), u E lf2(11n) n H

1
(0 0 ) 

se buscarím cotas para los lados derechos de estas ecuaciones. Es decir, las soluciones se 
buscan en el espacio 

( 4.18) 

Procediendo término a término: 

21 au 12 t :5 cj \1 uj V az S: c!lulliP(n .. )• 

(en la penúltima desigualdad se ha usado el lema 1). También la siguiente desigualdad es 
válida: 

Del mismo modo: 

11 (ª4>)
2

(acs.p)
2 

11ª</>11
2 

llª<:S</>11
2 

4 -- -a drdz Se -a -a :5 c/l</>llJI•(n )• 
n. 8z Z Z Cº(O.) Z L 2 (0.) 0 

J r (ª2
r<f>)

2
('S<f>) 2drdz, ln. araz / r (ªr<f>)2(ª'S<f>)2 4 Jn. Dr 8z drdz :5 ci1</>l1P(n.)• 

11 (ªc/J)2(aru)2 11ª<P11
2 2 2 2 -a -a drdz <e -a l/ullJI•(n ¡ :5 cll<f>llJI•(n illullH'(n )• n. Z T - Z Cº(O.) ª 0 0 
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/fo.(ª;!) 2 
(~~) 

2

drd::~11 ~~11:. 0 ( 11 )111!!~1'(0.) S c!lct>ll11•(na)l!ull¡P(n.¡· 

Entonces el lado derecho de ( 4.2a) es acotado por 

o por 

cl,\l(llul!H 1 (n.) + llullc0 (n.)liullu1(n.) + llct>ll~P(n.¡), 

y el lado derecho de ( 4 .2b) es acotado por 

Como ~ y ~1 son invertibles en sus espacios respectivos, se resolverá 

y 
u= ,\~- 1 T¡(u,efi) = ,\]°'¡(u,</i), 

o sea (u, <P) = ,\T(u, tfi), por las definiciones de Ti, T2 y T. 

LEMA 4 

T2(u,4>): E= H'(no) n H1
(na) X H1 (!1n) n H 2

(0a)-> JI~(no) 

'.i\(u,ef>): E= H 2(!1u) n H1
(f!o) X H 4 (!1o) n H2

(ncr) -~ H 2(ncr) 

son operadores continuos y compactos. 

PRUEBA Usando las mismas desigualdades de antes se encuentra que 

y que 

llT2(u¡,tf¡i) - T2(u2,efi2)1iP(n.) S c(!lu1 - tt2ll1P(n.) 

+[lluillco¡nª) + llu2llc0 (n.¡Jl!Ju1 - u2ll1P(n.) 

+{llu1ll1P(Oa) + llu2ll111¡n.JH!Ju1 - tt2llco¡n.)}] 

+!ll<fidl1P(O.) + ll4>2ll1P(n.¡llll</i1 - 4>2lliP(o.)ll1 

IJT¡(u¡,¡/Jt) -T1(u2,4'2)!iP(Oa) 

S c(li4>1 - cP21iu 1¡n.) + [!lutll11 1(n.) + llu21i1P(n.)]!l<fi1 -</i2ll11•(0.,) 

+[ll<Pdl1P(n.,) + ll4>2lln•(n.)]!lu1 - u2ll11 1 (n.))· 
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Como c:s- 1 y i;:r- 2 son operadores continuos, 1\ y T2 también lo son (la composición 
de operadores continuos es continua). 

Además, si ll<Pnll11•(0.) ::-:; M, llu,,ll1P(o.) ::-:; M, de los teoremas de compacidad de 
Rellich (cf. [l], p. 30), II 4 e II 3

' H2 e JI 1
' H2 e eº son compactos y por lo tanto 

debe existir una subsucesión { cfi 11 } convergente en JJ 3 
( n 0 ), {u,.,} convergente en JI 1 ( n 0 ) 

y en Cº(n.,). 
De las desigualdades para T1 y T2 se tiene que T¡( u,., 4>,.) y r, (Un'</> .. ) son suce

siones de Cauchy en 12 (11 0 ) y por lo tanto trunhién lo son T2(u 11 ,ef¡11 ), 7\(11 11 ,ef¡ 0 ) en 
H4 (11 0 ), H2(í! 0 ) respectivamente. Con esto se demuestra la compacidad. 

COROLARIO 2 Las soluciones en E al problema de Couettc-Taylor son C<X>. 

PRUEBA Sea (u,cfi) una solución en E a las ecuaciones (4.2). Por las estimaciones 
anteriores se tiene que C:Su == g¡, C:S 2</> == g2 , con g¡ E If 1 ( 11 0 ), ya que se pueden derivar 
los lados derechos de ( 4.2) y obtener una cota en términos de 11 \7 ttJlu •(o.¡, 11 \7 <f>llII• (o.) 
y las derivadas del término u~ en (4.2a); dado que u es continua, se puede ver que los 

t ' · el 1 f 82
" a•" ' Lº (n ) l t' · crmmos e a arma u ZiZZlr, u ;:r;.- es tan en • "" y e ermmo 

!=/ { (attau) 2
drdz 

lo. ar az 

está acotado por cliul11i•(o.) ya que 

(11 [cJu)·t )1/2(/l [ªu)4 )1/2 I ~ - drdz -
8 

drdz 
º· ar º· z 

~ cJ V ~~n 7 ~~1
2 

::-:; ciiull112(0.)· 

Por el corolario 1, u E H 3 (11 0 ), </i E H 5(!1 0 ) ~'por lo tant.o g¡ E H 2(11 0 ). Si se 
empica el mismo razonamiento otras veces se encuentra que (u,</>) E Hm(n 0 ) Vm, y por 
el teorema de encaje ya probado, u y </> son funciones C00

• 

LElvf A 5 Sea 

B(u,</i) = { c:s-
1
(2a:!) } 

c:s-2 (-1 \! au) 
r az 

definido sobre el espacio E (ce. 4.13)). B es un operador lineal compacto y es la derivada 
de Frechet de T. 
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PRUEBA La compacidad sigue <lel hecho que 

ll ~- 2 (-~vª 11 )jj ::;cjj-~11 ª 11 jj ::;cl!ull1l1(n ¡ 
r Bz 1/ 4 (00 ) T Bz L 2 (0 0 ) ª 

y del mismo argumento de compacidad de encajes de Sobolev. 
Además 

llT{u,<,6) - B{u,<,6)11 2 

= 11~-1 (r1(u,ef>) - 2aªa-1-)ji2 + 11~-2(r2(11,efi) + ~vaªu)ll2 
Z Jf2(0 0 ) T Z Jl 4 (0a) 

::; c(ilullc0 (n 0 )llllllu 1(n.) + ll<P!IJ1'(n
0

)) + c(llefill1P(n.)llul!l 1 (na)) 

::; c(lluli¡12(0
0

) + llef>ll¡P(0
0
))::; c(lluJliP(n

0
¡ + llef>m1•(n.¡)· 

Por lo tanto B(tt,</i) es la linealización <le T(u,efi). 

Es conveniente recalcar que el problema que se quiere resolver también se expresa 
como 

( ~) = AB ( ~) + Á( T (;) - B ( ~)) = ÁT ( ~), {4.19a) 

que, componente a componente es 

(4.19b) 

(4.19c) 

La ecuación lincalizada es: 

(4.20a) 

cuyas componentes son: 

(4.20b) 

2 ( 2 au) <P =A~- - -V - . 
T Bz 

(4.20c) 

Las soluciones que se buscan están en E. 
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LEM A_J?_ Sea JV(r, z) = (u(r, z), t/i(r, z)) una solución de (4.19 ). Al definir G(W) = 
T(u,i,b) - B(u,ij1) el problema es n' = .\BW + .\G(W). Se supondrá que funciones u, TjJ 

son par e impar en z (en el capítulo siguiente se verá la razón de esto). Se define también 
W(r, z) = lV(r, z +7r/a) y se afirma que también es una solución con el mismo valor propio 
.\ y las mismas paridades de las funcione?. 

PRUEBA Las soluciones de la ecuación integral (4.19) son las mismas que las de 

la ecuación diferencial (4.2) -y además C 00
, con u y t/i periódicas en z y ulr· = !/Jlr· = 

~Ir,= O. Las ecuaciones no dependen explícitamente de z, (u(r,z+ r),i/J(r,~+r)) ~on 
también soluciones con las mismas condiciones de frontera y de periodicidad. Esto implica 
que los valores propios de la ecuación linealizada ( 4.20) son ele multiplicidad par. En efecto, 
si W(r,z) es un vector propio, lo mismo sucede con W(r,z + r). 

Normalizando a W con la unidad usando cualquier producto escalar se tiene que 
llW(r,z + •)11 2 = 1 y por lo tanto ('2 1~;}?zl,ll'(r,z)) =O, i. e., an~~!.) es ortogonal a 
W(r, z); adem:is es solución rle ll' = ,\BIV (diferenciando con respecto ar) y no se anula 
ya que si para toda r, ?ll'(d!r:+r1 =O, IV(r, z + r) sería constante en r por lo que W no 
dependería de z y las ecuaciones ~u, 'J2¡/1 se anularían, con lo que u = ijJ = O: se tienen 
dos vectores propios linealmente dependientes y la multiplicidad es par. 

Si r = 7r /a, por las condiciones de paridad y periodicidad u ( r, z + 7r / ci) = u( r, -z -
7r /a) = u(r, -z + 7r /ex), y u(r, z + r. /a) es par. Análogamente t/J(r, -z + 7r /a) = ,P(r, -z -
7r/a) = -ij1(r,z + 7r/a) y ,P(r,z + r./a) es impar. Con esto se demuestra el lema. 

El capítulo concluirá con dos teoremas que no tienen relación co11 los resultados que se 
han presentado hasta el momento. Se incluyen por la importancia que tienen en el estudio 
del problema de Couette-Taylor y porque más adelante serán invocados. El primer teorema 
trata sobre algunas de las propiedades de ecuaciones diferenciales y el segundo (que no se 
demuestra) no es otra cosa sino la bien conocida función de Green. 

TEOREMA 1 Sea u solución de 

au au 
Lu:::: 6u + a(r, z) ar + b(r, z) az =O 

en n, con a y b continuos. Entonces: 
1) Si u tiene un má.ximo o un mínimo local en n entonces u es constante. 
2) Si u tiene un má.ximo global en P (y por lo tanto P está en an; de otro modo u 

es constante), entonces ~~ IP >O, donde n denota la normal exterior, ó Pes una esquina 

den. Si se trata de un mínimo global de u en Q entonces ~~ 'Q <O y Q está en an, o Q 

es una esquina de n. 
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PRUEBA. (Ver ¡21), pps. Gl-G6). 
1) Sea PE n 1 u(P) = M y u(R) S M en una vecindad de P. Si u ~ M existen P 

y Q tales que u(P) = M y u(R) S M en un disco <le centro en P, llamado n' y contenido 
en n y u(Q) < M, con Q E íl'. 

En efecto, si u t M, hay una \'ecindad de P 1 u(R) S M en ella y hay un punto Q 
en ella también, donde u(Q) < M. Tómese un camino de P n Q contenido en In vecindad. 
Sea P el primer punto sobre este camino con 11(?) = M, entonces u(R) < M entre Q y P. 
Se puede construir n' tomando a Q sobre el camino entre P y Q arbitrariamente cerca de 
P y tal que 11' esté contenido en la \'ccinrla<l original. 

Repitiendo este argumento se puede suponer que sobre el segmento PQ, 11 (R) < 111, 
excepto en P. 

Sea p0 el radio de n' y P1 =:: (r0 , z0 ) un punto entre P y Q a una distancia de P 
menor que p0 /2. Como u(P¡) <Al y dado que u es una función continua, existe un disco 
J( de centro P1 tal que J<: e n', u(R) <JI en K, y u(S) = M en algún punto de aK. 
En efecto, si se aumentan los radios ele los círculos centrados en ? 1 llegará un momento en 
que u( S) = 111 en su frontera. 

De los varios posibles puntos que hay sobre 8J( donde u = M se selecciona uno de 
ellos y se <lesigna a un disco contenido en I<: y tangente al mismo en S por !<:1. Entonces, 
u(R) < M en J<:1, excepto en S, donde u(S) = M. Sea p1 el radio de K1 y p¡/2 el radio 
de un disco J(2 centrado en S. Como u(R) S M en K 2 e n' y dado que BK2 n I<:1 es 
cerrado, u tiene un máximo ahí de la forma u(R) S .M - r¡, r¡ >O, ya que en esa parte 
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del círculo u < M. 
Sea W(r,z) = e0 i(r-ro)'+(:-zo)'J - c-ari, con a> O (recordar que P1 = (ro,zo)). 

Entonces W(r,z) >O en K1, W(r,z) =O en oK1 y W(r,z) <O fuera de 1(1• Además, 
de la definición de lV se ve claramente que 61!' +a~+ b~ = {4a2!(r - r0 ) 2 + (z -
zo) 2] - fo- 2a[(r - ro)a + {z - zo)bj)c-oi(r-ro)'+(z-zo)'J. Si {r, z) E 1(2 entonces pif4 $ 
(r - ro) 2 + {z - zo) 2 $ 9pi/4 y se puede escoger a lo suficientemente grande de tal forma 
que 61V >O en 1(2 {recordar que a y b son acotados). 

Considérese ahora la cantidad v =u+ dl' con O<<< 1/(1- c- 0 Pi). En 81(2 n /(1 
se tiene que v < M (O S W < 1 - c- 0 ri => 11 + dl' < M - 17 + 7J = M). Sobre el 
complemento de BK2 n Í?~. tL :::; M y ll' < o ( => V < M) por lo que V < M sobre 
81(2 y v = 1'.1 en S. Por lo tanto u tiene un rniíximo local en algún punto RE 1(2 , donde 
~.¡! = ~ =O, 6v s; O (por ser miíximo), y por lo tanto Lv(R) SO. Pero esto conÚadice 
el hecho que Lv = ELW >O en K2. 

Análogamente, si se trabaja con -u se concluye que u no tiene mínimo local, con lo 
cual se completa la demostración. 

2) Sobre fi u tiene máximo y mínimo los cuales deben estar en an ya que de otra 
manera u= constante. Sea PE an 1 u(P) = M, pero P no es una esquina, y u(R) S M 
en n. 

Dado que P no es una esquina, puede construirse un disco ](1 C fl de radio p¡, 
tangente en P que cumple con u(R) < M si RE K 1 , excepto en P, donde evidentemente 
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u = }.{. Se construye ahora el disco J\ 2 con centro en P y radio p ¡/2. Se definen las 
cantidades W y ti como en la parte 1) escogiendo f de tal manera que v < M sobre 
8J{2 n /{1 (como antes). Como IV = O en f.JJ\1 entonces v ::; M en éJ(K2 n K¡), con 
desigualdad estricta fuera de P. Dado que Lu > O en esa región, el único máximo de v 
está en P, con v(P) = }.{, eviclentemcnt

1
e. 

Por lo tanto, en P, 

y 

Bv 
->O an - ' 

de donde au éJv all' 
-=---c->0. 
01! éJn an 

Análogamenic, para un mínimo -u tiene un má.ximo y 

8(-u = _ f.Ju > O. 
Bn an 

Con esto se concluye la demostración. 

TEOREMA 2 Sea 

Lu(r) = P0 (r)u(nl(r) + P1(r)u(n-ll(r) + · · · + P,.(r)u(r) 

con r E [r1 ,r2], P0 (r) !=O y condiciones de frontera 

n 

Uiu = L Miku(k-l)(r¡) + Niku(k-ll(ri) =O 
k=I 
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para j = 1, · · ·, n. Entonc<'s, si la única solución al problema Lu = O, U¡tt = O es 
u = O, existe una única función G(r,p) (conocida como función de Green) definida en 
[r1, r2] x [r1, r2] tal que: 

1) Ges C"- 21[r1,r2] X fr1,r2JI, Ges cn-I para T1 :5 r :5 p :5 r2 y para T¡ :5 p :5 r :5 r2. 
Además, 

a"- 1G(p -!- O,p) a11
-

1G(p- 0,p) 1 
Br 11 - 1 Br 11 - 1 Po(p)' 

2) LG(r,p) =O Vp :/: r. 

3) UiG(r1,p) == U;G(r2,p) =O Vp E fr1,r2]. 
4) La solución de Lu(r) = f(r) es 

u(r) == (' G(r,p)f(p) dp. 
lr, 

Además, si Les autoadjunto, entonces G(r,p) == G(p;r). 

PRUEBA Ver [5], p. Hl2. 
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CAPITUJ,O V 

SOLUCION DEL PROBLEMA 

En este capítulo se dan resultados importantes sobre el problema de Couette-Taylor. 
En dos de ellos se establecen condiciones que implican la inexistencia de soluciones no 
triviales al problema. Se dan las condiciones necesarias para que a partir del flujo de 
Couette pueda haber bifurcación. Se establecen propiedades interesantes de las funciones 
propias (velocidad y presión perturbativas) así como de los valores propios (Números de 
Reynolds). Por t'ilt.imo, se establece que a partir de cierto valor propio hay una rama 
(única) de soluciones no triviales que bifurca del flujo de Couette. 

TEOREMA 3 3 X> O tal que para O:::;,\< X la única solución al problema de 
Couette-Taylor es <? = u = O (por lo tanto u 1 = ~~, u2 = u, u3 = - ~ ~ son O y 
p = constante (que puede tomarse igual a cero)), i. e., la única solución es el flujo de 
Couettc. 

PRUEBA Si (</>,u) es una solución ni problema entonces, integrando por partes, 
haciendo uso de la periodicidad en z y por las condiciones de frontera en r 1 y r 2 se tiene 
que 

J r (8"29)t?r drd:: - J l (8'-u)ur drd:: ln 0 n. 

au a [ªru ] a [ªu ]) +2arefi- + efi- -u - r<?- ---u drd::. az az ar ar a:: 
Como 

a (ªru ) a (ªu ) - -u -r- -u az ar ar a:: 

= !__(ruªu +u2)-r( a2u tt+ auau) = au
2 

az Dr azar az ar az 
entonces 

J Inº ( [8'-4>] 2 + 1 V ul 2 + ~:) r drdz = ,\ J In. 4> ~~ (-2V - 2u + 2ar + 2u) drdz 

= -,\! r 2
b au </¡ drdz 

lno r az 
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Esn HStS N1 DEBE 
S .. LJa DE LA BJJLIUTEGA 

(con V= ar+~). El lado derecho está acotado por (ver lema 2): 

de lo que se concluye que si >. < rtf clbl, la única posibilidad de no caer en alguna con
tradicción es que u = <P = O. 

OBSERVACION AL TEOREMA 3 Por un camino diferente -que involucra 
la participación del adjunto de B- es posible mejorar la cota >:para la cual el problema 
de Couette-Taylor no tiene más soluciones que la trivial (Flujo de Couette). Para hacerlo, 
considérese lo siguiente: 

(5.1) 

entonces 

(en la penúltima igualdad se ha integrado por partes usando la periodicidad de u y <P 

respecto a z y el hecho de que V es independiente ele z). 
El operador A es compacto (usando las mismas desigualdades que nntes) y autoadjunto 

con respecto al producto escalar 

ya que 

(A(~ 1 v),(<P,u)) =/foª ([a- ~J::<P-[a- ~]~~u)r drdz 

== / lº (a-~)(:~~+ :~~)r drdz = ((~ 1 v),A(</i,u)) 
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(B' es el autoadjunto de B con respecto a este producto escalar). Entonces cualquier 
elemento 

(~) 
f'e escribe de la forma 

(cf. ¡2s], p. 203), donde 

y >.,. es el valor propio de A, con >.,. -+ O si n -+ oo, y los vectores 

(Un), (Um) 
rPn rPrn 

son ortogonales (en el producto escaláI ((·,·))), con norma 1, por lo que l!(u,</>)11 2 = 
2:'.:'00 d~, y consecuentemente 

! f 2b au ( ( (u) ( 11))) ,e::... 2 2 - Jn --,:- az<P clrclz = A </> , <? ::: L >.,.d,.::; m~1..,(,\,.)li(u,</J)ll . 
o -oo 

En particular, para la solución (u,</i) al problema 

y es entonces evidente que si >. < 1/ max >.,. la única solución es (u,</>) = (O, O) si no se 
n 

quiere caer en contradicción (Por supuesto que rna."X ,\ 11 > O ya que, por una parte pueden 
n 

escogerse funciones (u,</J) tales que - J fo. '!f-1'~ drdz >O, y por otra ma."X>.n ~ llAll). 
n 

COTAS A PRIORI SOBRE LAS SOLUCIONES 

Se demostrará que las soluciones al problema ele Couctte-Taylor son acotadas y para 
hacerlo se propone el siguiente teorema: 

TEOREMA 4 Si las funciones (u, 9) son solución del problema de Couette-Taylor, 
entonces lluJlu•¡n.) + ll<Pllu•¡n.) ~ C(>.), donde C(>.) es una función continua de>. menor 
o igual que c>. 2(1 + >.). 
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1 
1 
1 
1 

PRUEBA. Dado que ~(V) =O, la ecuación 

~u= ~(za a¡p + ~ B</> Dru _ Bu Br<{J) 
r Bz r Bz Br Bz ar 

puede escribirse como 

~(u+ l') = ~ (Brfu + Vj D<i> _ élr</i B[u + VJ). 
r Dr Dz ar élz 

Si se define U= r(u +V), una forma equivalente de las ecuaciones anteriores es 

de donde 
D.U- ~au -,\(BUEN> - ~gr<f>éJU) ==O. 

r éJr Dr D:: r Br az 
Si se supone a tjJ conocida, esta es una ecuación lineal, homogénea y de segundo orden 

para U en n0 y por lo tanto cumple con las hipótesis del Teorema 2. Aún más, dado 
que a y b son periódicas en z (a partir de este momento y hasta completar la prueba será 
conveniente apegarse a la notación que se empicó al formular y demostrar el Teorema 2), 
si se considera la función U sobre el intervalo -rr /o. :S :: $ ;r /a, es claro que los má..ximos y 
mínimos sobre !l u no pueden estar en :: == :!:.r. /o. ya que de ser así, por la periodicidad, se 
tendría que ~~ = O en esos puntos lo cual contradice el inciso 2 del Teorema 2. Entonces, 
necesariamente los máximos y mínimos ele U están en r = r ¡ (se sobreentiende que i = 1, 2). 

Por la definición (lr U y dado que 11 se anula en r¡, se tiene que -ele acuerdo a In no
tación del Teorema 2: o: = min( r 1 V ( ri), r2 V (r2)) :S r( u+\') '.S mnx(r1 V ( r 1), r2 V h)) = /3, 
con V(ri) = 1, V(r2) = we, (ver la sección Flujo de Couctte del Capítulo III). Clara
mente r1í'(ri) = r 1 y r2l'h) == wr2, por lo cunl a/r - V $ u $ fJ/r - V. Por 
ejemplo, si 0 2 = O entonces, de acuerdo a lo que se acaba de ver, a = O, /3 = r¡, y 
-V$ u$ r¡/r -- V= -ar - (b -r1 )/r. De !ns cotas a y {J para u, se concluye que iul $e, 
donde e no depende de ,\, También puede verse que V $ ialr2 + lbl/r1, y esta cota tampoco 
depende de >.. Por comodidad se designani por e a la cota de u y 1'. 

Por otra parte, las ecuaciones (3.8a) y (3.8c) pueden escribirse de una manera ligera
mente diferente a como aparecen en el capitulo III: 

1 ( B ( a11 1 ] a [ Bu1]) u1 (ªP ir u~ éJu 1 Bu¡) - - r- + - r- - - == >. - - 2-u2 - - + u 1 - + u3- , 
r ar Br Bz élz r 2 ar r r ar Bz 

y 

~ ( !!_ [r 8u3) + ~ [r Bu3)) == >. ( Bp + u¡ 8u3 + u3 8tt3). 
r ar éJr az az az ar élz 

Multiplicando la primera ecuación por ru1 , la segunda por ru3, sumándolas e inte
grando sobre !1 01 tomando en cuenta las condiciones de frontera y periodicidad, se tiene 

que I=-1 r ([ªtl¡]2 + [ªU¡]2 + (ªtt3]2 + [Bu3]2 + ui)r drdz 
} 0 • Br Bz ar Bz r2 
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11 ( 2V 1 2 2UU¡ UtL¡ UU3 2UU3) = >. --U¡U2 - -U11l2 + 1l - + l!¡U3-- + tL¡U3- + U3- r drdz. 
00 r r 1 Br Bz ar iJz 

Para obtener esta fórmula se tomó en cuenta el hecho que la integral 

se anula debido a que 
Bru¡ 8ru3 
-+---=0 

Br Bz 

(y una integración por partes). Las fórmulas (1)-(4) permitirán una simplificación adi
cional: 

(1) j l. ~uz3 u5r drdz = ~ J:~ 11~C~0 r dr =o 

(por periodicidad), 

1 J 1 2 Bru 1 1 J { ( 3 2 au 1 ) = 2 
0 

u1-¡¡;- drdz = 2 lo u¡+ ru 1 a;: drdz 
" . 

= ~ J l. (ur + i ª;}) drdz ==~!l. (u~ - t;~) drdz =~!l. urdrdz, 

(3) j l. 1l~ªa:1 r drdz == ~ J l. ~~rr drdz = -~ j l .. uidrdz, 

(4) j fo. u1 1i3 º8~3 r drdz = ~ j .l. ru 1 ª;~5 drdz = -~ j l. u~ 8~~ 1 
drdz 

= ~ / r u~ iJTUJ drdz = ~ ! r iJiJrzlL~ drdz = Ü. 
2 lo. Bz ü lo. 

De las fórmulas (1)-(4), del hecho particular que las funciones u2, V son acotadas, de 
la desigualdad de Schwarz y de 2ab :$ a2 e2 + b2 / e2, tomando l 2 = (3c2 >.)- 1, se concluye lo 
siguiente: 

(! r ) 1/2(/1 u
2 ) 1/2 3c

2 
>. ( 2 J r u? 1 2ir ) ::; 3c

2>. Jo. rdrdz 
00 

-;-drdz :$ - 2 E lo. 7drdz+;2-;;h-r1) , 
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de donde 

Resulta entonces evidente que 

y por lo tanto, de esta última ecuación conbinada con las (3.lüb) se concluye que 

Por otra parte, usando la desigualdad de Poincaré y abusando de Ja notación: 

Con este resultado y la relación {3.lOb) se encuentra que las primeras derivadas de </i 

también están acotad ns por e>. 2 • Esto, junto con la conclusión de que las segundas derivadas 
también son acotadas conduce al resultado siguiente: llc/illu•(n

0
) :S ,t'c>.. 

Continuando con c/i, a partir de la desigualdad de Sobolev se concluye que !lef,JJco (Oa) S 
,t'c>. (por un abuso de notación se ha empleado otrn vez la constante e que aparece en mas 
de una desigunlcln<l. Se sobreentiende que siempre se elige el mayor valor de e para que las 
fórmulas tengan sentido). 

Por otra parte, las cotas para u se obtienen de las siguientes maneras: 
Dado que 

::; c~'>. 2 (( 2 J la lvu!2r drdz+~) sCTi
2
>.4, 

donde se ha vuelto a usar la relación 2ab :::; a 2 E2 + b2 /€2, con c 2 == c">.2 para tener 
12 ~ 2c112 >.4 • Esto implica que !luJJ¡Jl(Oa) :S c>.2

• 

Por otra parte, de la relación ~u = >.T1 (u, 4>) se tiene que JJuJnf'(Oa) S cJj~uJl¡1 , (Oa) 
S c>.2 (>. 2 + c>. 3 + c>. 3

) S c>.5
, para >. > l. De hecho, J!ul!11•(00) S c>. 2 (1 + >.) 1

/
2 S 

c>.(1 + >.). De la relación ~2 9 = >.T2(u,,P), junto con las desigualdades Ju+ Vj :S e y 
2ab :::; a 2 €

2b2 /E2, con €2 = (2c>.3
)-

1
, entonces ll<Pm1,( 00 l :::; c!J~ 2 4>1!2 :::; c>. 2 (c>.2 + c>. 2 + 
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c>.
2 + c>./I \1 ~efiJ/)-::: c>. 2 (>. 2 + >-11.Pllu•(n.)):::; c>.2 (>. 2 + A€ 21l<Pllu•(n.) + >./c2

). Si>.> 1, 
necesariamente Jlrfillu•n.) ~ >. 2(1 + >.). 

Entonces, dado que Jlu!Ju•(n.) y Jl<PllH•(n.) son menores que c>.2 (1 + >.), la de
mostración está completa. 

ESPECTRO DE B 

Como se ha visto, B no es un operador nutoadjunto y no se puede asegurar que las 
funciones propias de B sean completas. Sin embargo, al estudiar el problema ( 4.19) en el 

espacio E (ce. (4.18)), el término no lineal es acotado por c(Jlun¡P(n.) + ll<PIJJ¡•(n.¡l· Por 

lo tanto, dado que Bes rnmpacto, si 1/,\ no es un valor propio de B, entonces I - >.n es 
un operador invertible (cf. ¡2s), p. 127) y por consiguiente 

lo cual es cierto solo en caso de que 

(~)=(~)· 
Por lo tanto, si >.- 1 no es valor propio de B la solución trivial es aislada. 

DEFINIQ101y_ >.es un punto de bifurcación si hay soluciones no cero a 

en cualquier vecindad de (>.,O) (cf. [lG) p. 1). 

Por lo visto, en el problema de Couctte-Taylor, una condición necesaria para tener 
bifurcación es que ;.- 1 sea un valor propio de B. Es importante, por lo tanto, estudiar el 
espectro de B. Pnru hacerlo se desarrollaran en series de Fourier !ns funciones u y efi que 
intervienen en el problema simplificado (4.20) que también se escribe así: 

( ;2~) = ( Za>.i;;u) ' 
-?>.-

u r az 
(5.3) 

La justificación para hacer desarrollos en series viene de los resultados de regularidad, 

ya que si (;) es una función propia entonces ~~ E JJ 3 (fl 0 ) y consecuentemente 

aqi 1 au u 
6u = 2a>.- --- + -az r az r2 
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pertenece al espacio H 1 (0a), por lo cual u E JJ3 (0 0 ) (por el corolario 1) y entonces 

8,P 1 Bu u 
2a>.- - -- + -az r 8z r2 

está en el espacio P. 2(0 0 ), lo cual, a sn v~z significa que tL E H 4(0 0 ). De esto se sigue 
que 

a,p 1 au tL 
2a>.- - -- + -az r az r2 

se encuentra en el espacio H 3(n 0 ) 1 por lo que u E JJ5(n0 ). 

En cuanto a </>, pnesto que 

de donde 

62(ref>) = -2W au - ~ a9/!_ - t:, a,p 
az r 2 ar ar 

pertenece al espacio JI1 (fl 0 ), lo cual implica que refi E H 5 (fl 0 ) 1 lo cual a su vez quiere decir 
que 6 2

</> E H 2(0 0 ), cuya consecuencia es ref> E H 6(0a)· Así se concluye que~~ E H 4(0 0 ) 

y por lo tanto 9 debe pertenecer al espacio JI8 (fla)· Si se continúa argumentando de esta 
manera se comprueba que 9, u E Jf"' (na) Vm ::;: O, y por lo tanto, u, efi E C00

• Con esto 
se justifica el manejo de series. 

Las expansiones en serie para u y </>, 

00 00 

u= L Un(r)eina:, </> = L 9,,(r)cino:, 
-oo -oo 

con tL-n = Ün 1 9-n = ~n• u,,(rt) = u11 (r2) =O, </>,, = </>~ =O en r¡ Y r2, permiten 
escribir las ecuaciones (5.3) ele la manera siguiente: 

11 2 u,, tl~ • 
un - (no) u,. -- -2 + - = 2a>.(mo)ef>n 

T r 

y 

( a
2 1 a 2 1 ) 2 v . 

-
2 

+ -- - (na) - -
2 

tPn = -2>.-(ma)u 11 • 
ar r ar r r 

A partir de este momento las consideraciones se restringirán al espacio 

(u, efi) / u(r,z) = u(r,-z), ef>(r,z) = -<?(r, -z), {5.4) 

en el cual las ecuaciones son equivariantes bajo esta simetría (ver la última parte del 
capítulo IV). Por lo tanto u,,(r) = u_ 11 (r) = u,,, lo cual quiere decir que Un es real, y 

ef>n(r) = -tP-n(r) = -~,,, i. e., 9n{r) es imaginario y puede escribirse como ir/in(r). 
Sumando la ecuación para Un y u_n y dividiendo por 2 se obtiene: 

-(u~+ ur~ - ~; - (no:}2un) = -a>.(ina9n(r) - inoef>-n(r)), 
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por lo que 
~n!Ln = -2a,\(ino:,P0 (r)) = 2a,\no:i¡'i0 (r), 

donde~" está definido por el lado izquierdo (nótese el cambio de signo). 
A partir de 

se concluye 

~;,</>,. - ~:_,.9_,, 

2i 

2 V V 
~0 1/Jn = -,\-(no:u 11 (r) + no:u_ 11 (r)) = -2,\-nau,.(r), 

r r 

y por lo tanto el sistema (5.3), en este espacio, se reduce a: 

1' 
~~t,&11 = -2,\-no:u,., 

r 

(5.5a) 

(5.5b) 

con n ~O, u11 = t,b,. = iJi;, =O en r¡ y r2 1 u,. E H 2[r1,r2! 1 1/;11 E H 4[r1,r2J, o, de manera 
equivalente: 

-2(v ) i,b11 = -2a,\11o:;s 11 ;ttn . 

Con ayuda del operador B,., definido en el espacio H 2[r1,r2] x If'1[r1,r2] que es com
pacto el mismo (esto se deduce de las estimaciones y lemas previos), pueden escribirse 
estas últimas ecuaciones así: 

(Nótese que sin= O entonces u 11 = ¡/1 11 ==O ya que ;s11 y ;s;, son invertibles). 

Para est.udiar este si~tema es corweniente definir las tra:1sformaciones v = -u,.r112, 
</> = i¡'i,,r 112 y el operador p: 

De la definición de p y de la igualdad 

se concluye que 

1/2 . 1/2 
(r1/2u)11 = r1/2u" + _r -u' - ~ 

r 4r2 

3 V 
~? 11 V = -v" + (na) 2v + - 0 . 

4 r· 

(5.Ga) 

(5.Gb) 

Con ayuda de estas nuevas variables, al multiplicar las ecuaciones (5.5) por r 112
, se 

encuentra que 
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ll 

~. 
11. 

1 
1 

1 

1· 
~: • 
i 
1 
[ 

_ 1/2c-.2 1 _ 2A,_ 2 , V 1/2 -'>' V 
=;. r -u·0 'Pn - Pn'I' - - Anct-r u,.-.. ~Anct-v, 

r r 
y 

-r 1 l2~0 u0 = <p0 V = -2a.\na</¡. 

rDado que el sistema original puede transformarse en el anterior, es suficiente estudiar 

con 

V 
p~</¡ = 2,\na-v, 

r 

vi = <PI = <P'I =o, 
rt rt r¡ 

ya que tj/ = (rl/21/J)' = rl/21/J' + ~ ¡:f;,, y 1/Jlr, = v'it ==O. 

Es claro que el problema completo se reforrnula como 

~V = ,\ (2a Btjl - ~ Dcji ar 1
!

2 
V + ~ ar 1

!
2¡p av) 

Bz r Bz éJr r 8r Bz 

y 

P2<P = ,\ ( 2 ~ av _ r1¡ 2 _i}_ [~ i}_~ P<P] + ~ [ar 1
l

2
,p p<f>]). 

r az ar r az az ar 
Con esta formulación del problema se probará un resultado importante. 

{5.7a) 

(5.7b) 

(5.7c) 

(5.Sa) 

(5.Sb) 

/ i-:OREM A 5 Si f1 2 /íl 1 2: r?f r~, no hay bifurcación a partir del fi11jo de Couette 
de _o!uciones ( v, <?) al problema (5.8) tal q11e v es función para y <P función impar; ambas 
respecto a z. 

PRUEBA El primer paso es encontrar algunas de las condiciones que deben cumplir 
las soluciones al problema de Co11ettc-Taylor a partir de la formulación q11e se acaba de 
proponer. Si (v, </>)es solución, aplicando p~, a (5.7a) se obtiene 

(5.9) 

con 

(lo cual se concl11ye a partir de las condiciones para t/> ). De paso, es conveniente darse 

C11cnta q11e vL, = p 0 vL, =O si y solo si vL, = v't, ==O, y q11c si (v, </>) es 11na función 

propia de las ecuaciones Jinealizadas de Navier-Stokes (5.7) entonces v es 11na función 
propia del problema (5.9) cuyo valor propio es -4(na) 2,\2aV/r. 
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Al revés, si ves solución de esta ecuación del problema (5.9), entonces, definiendo a</> 
mediante (5.7a), esta</> debe satisfacer la u (5.7b) y (5.7c), pura a,\ =f O (i.e., pura n ;'.:: 1). 
En el caso a>. = O, p 11 v = O =o:> v = O -=* p~ef¡ = O ~=> <? == O y se vení más adelante 
que p~ v = O ==> v = O con esas condiciones de frontera. 

Sea v solución de (5.9). Al multiplicar esta fórmula por p,.v e integrarla respecto u r 
se obtiene lo siguiente: · 

/

r2 . . . 3 
=> ri (-!p~v]"+({no:} 2 + 4r2Jp~v)pnv dr 

= -.4 .. (n. a) 2 >.i~-f~
2 

-~~(.,-v" + !no:J2u +. ~v) dr 
· · }~ r 4r2 

-, . . ,.~-- . r1 : • 

==> ¡:·!(~~v) 2 dr - (~?~v)'pn{~ + p~v(pn~l'[~J dr 

= -'-4(na) 2 >.2a 1:• [~(!no:J 2 v2 +;¡:2v2
) + (:v) 1v')] dr 

==> fr
2

(~1~v) 2 dr == -4(no:)2>.2a fr' (~[{no:} 2 u 2 + 4~ 2 v 2 +v'2]-
3~~

2

) dr. 
r1 r1 

Por lo visto en la sección Flujo de Coucttc en el capítulo III se sabe que si w = 
íl 2/íl 1 ~ 1 ent0n<"rs \! rs positiva y decreciente, mientras que a > O y b ~ O. Siendo así 
las cosas, a partir de la última fórmula se concluye necesariamente que v = O lo cual, a su 
vez, implica que </! = O. 

Considérese ahora el caso en que l!- 2 ::; w ::; 1, i. e., el caso donde a y b son positivos, 
excepto para w == 1, donde b ==O. Para estudiarlo es conveniente introducir las variables k 
y w de la siguiente rnanera: 

w(r) =kv. 

Por la forma en que han sido definidas ~se_ cumple que 

·· -. ~ :H~ -·~··k1\- - •• · 

w 1 =.k'V +kv' i:::"~w + kv' --·-_.•_._- -~L: .. ·L1K;;:_ 
'----•'•( ~~_,;\é~~;: e~ ~/ 2C- ,_· .. kl 

=* .. (~v')2>= j-v'~.;;:~zt(k.)<yi2 -:: zww' k 

=* D1~;¡,:~,f ¿~:;~,'f ~!'J-, 3•;.'i d, 

= 1:2 ([(no:)2 + 4~2 é_ )!2+{~}21-'(f)'J~2 + w'2) dr 
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(esto se obtiene integrando por partes el término ww' k' / k y usando las condiciones de 
frontera de w ( w(r;) ==O)). 

El siguiente paso es hacer una estimación de ( 5.10), lo cual puede lograrse mediante 
ciertas consideraciones: 

k' 1 1 V' 1 - = (logk)' = -(logV -logr)' = -(- - -) 
k 2 2 V r 

l(a-b/r2 1) b 
= Z ar+ b/r - ~ == -··r21' 

='..- (~) 
/ 

== --~-(3ar + ~). 
k r 3V 2 r 

A partir de estos resultados se concluye que 

3 3b (k')2 (k')' 3 3b b
2 b ( b) - - - + - + - = - - - + -- + -- 3ar + -

4r2 r 4k2 k k 4r2 r3V r4V 2 r3V2 r 

' 3 1 1 
¿ 4r2 ·- ;2 = - 4r 2 

(la desigualdad se sigue del hecho que ar 2/b+1 es creciente en a y que tanto las cantidades 
a como b son positivas. Recuérdese que el caso b :SU ya fué considerado). 

Volviendo a la ecuación (5.10) y empicando !ns desigualdades que acaban de ser obteni
das, es claro que 

~ J:'([(na) 2
- 4 ~ 2 )w 2 +w12) dr'2 J.:'(w'2

-;:) dr. 
Esta última integral es la norma de energía del problema 

ya que 

~= -w"- ~ 
4r 2 ' 

! r, f r' ( w2) ~w w dr == w 12 
- - 2 dr. 

r, r, 4r 

(5.11) 

Sobre L2 (r 1, r2) el operador ~ es autoadjunto y tiene espectro discreto >.o < >.1 < 
>.2 ••• __, oo (cf. [5], p. 212). Además >.¡ es algebraicamente simple y el vector propio 
correspondiente tiene j ceros entre r1 y r2. 
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El problema (5.11) es un caso particular de uno más general que puede formularse de 
la siguiente manera: 

_ /1 tw 
~tW = -W - - = Ü, 

4r 2 

con t E [O, 1] y w(r;) =O (claramepte cuando t = 1 se recupera el problema (5.11)). Si se 
elige w = r', ~ 1 w no es más que 

cuya solución es 

y por lo tanto, para t < 1 

y para t = 1 

. . . . t 
c:(c:-: i) tx =o, 

.·•. 1:1:\!f:=t 
e;= .... >2 ' , 

w 1 = r 112, w2 = r 112 log r 

soluciones del problema homogéneo (cf. [5], p. 1~3). w se escribe entonces como w -
cw¡ +dw2, con w(r;) =O. Para el caso t = 1, por las condiciones de frontera ctdlog r¡ =O, 
se concluye que e = d = O. Para el caso t < 1 las condiciones de frontera implican que 

T¡ C _ Q -./l~i/2) ( ) 
r~'rr:::f/2, d - , 

El determinante de esta matriz es 

lo cual impJ;ca que e= d =O r por lo tanto el operador ~t es invertible para t E [O, 1). 
Por otra parte, dado que 

¡r, ¡r, tw2 
~tW w dr = ( w'2 

- -
2

) dr 
r 1 r, 4r 

es una función continua de t diferente de cero (debido a que ~t es invertible), la integral 
es de un solo signo, y como, para t = O se obtiene 

se concluye que es no negatiYa. Por lo tanto (5.10) también es no negativa, lo cual implica 
que 
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que solo tiene sentido cuando se cumple la igualdad, i. e., cuando v = O (lo cual a su vez 
implica que 9 = O). Así se completa la demostración del teorema. 

OBSERV ACION AL TEOREMA 5 Es importante tener presentes las hipóte
sis del teorema ya que en ausencia de todas las simetrías que supone puede haber bifur
cación de soluciones, o bifurcación de soluciones periódicas. Se verá más adelante que si 
no se pide la simetría en z para el caso w ;:::: ri/r~ tampoco hay bifurcación de soluciones 
independientes de O. 

ESTUDIO ESPECTRAL PARA EL C.1!§.Q_ _ _l'. >O, a< O 

Nótese primero que V ;:::: O, a < O .;==;. O ~ 02/01 < ri/rL de acuerdo a lo 
visto en el apartado Flujo ele Couctte, en el Capítulo III. Este caso es más difícil que 
el considerado en el Teorema 5¡ para estudiarlo se transformarán la.s ecuaciones (5.7) en 
ecuaciones integrales mediante el Teorema 2. Aplicado a este caso particular, donde se 
tienen los dos problemas autoadjuntos 

¡p,.u = /, u! =O 
r; 

y 

ct>I =ct>'I =o. 
r¡ Ir¡ 

Se hace obserrnr que el problema autoadujunto para ¡o~ tiene las condiciones de 
frontera 

ul = ¡p,.u, = p~ul =O, 
r¡ r¡ r¡ 

por lo que el problema 

¡o~u = h, ul = p,.u¡ = (~->,.u)'I =O 
r¡ r¡, r¡ 

no es autoadjunto. Esto se traduce en el hecho que la convolución no preserva la simetría. 

que 
Para el problema autoadjunto se tiene una función de Green G1(r,p) = G¡(p,r) tal 

f¡:> 0 U = /, ul =O, 
r¡ 

u(r) = r• G1(r,p)f(p) dp, 
J., 
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y una función de Green G2(r,p) = G2(p, r) tal que 

o en 

con 

y 

P~cP = g, ifi/ = efi'/ =O, 
r¡ r¡ 

efi(r) = ¡:· G2(r,p)g(p) dp. 

Entonces el problema (5.7) se traduce en 

v(r) = -2a>.na r• G1 (r,p)ef>(p) dp, 
Ír, 

v(r) = -4>. 2(n0') 2a¡r• G(r,s)v(s) ds, 
r¡ 

t/>(r) = -4>. 2(na) 2af r, G(r,s)<,'>(s) ds, 
r, 

- V(s) ¡r• 
G(r,s) = -( G1(r,p)G2(p,s) dp) 

S r¡ 

¡r, V(p) 
G(r,s) = -G2(r,p)G1(p,s) dp. 

r1 p 

Regresando a las funciones de Green, para el problema '(5.0) expresado como 

¡o~w=~h, w/ =¡anw/ =(pnw)'/ =O 
r r¡ r¡ r¡ 

se tiene una función G3(r, s) tal que 

¡r, V(s) 
w = G3 (r,s)-h(s) ds. 

r1 S 

(5.12a) 

(5.12b) 

(5.12c) 

(5.12rl) 

(5.12e) 

(5.12/) 

(5.12g) 

Es posible fijar f := p 0 w con w/r, =O (lo cual implica que Pnw/r¡ = tL, =O). De 

aquí se deduce que el problema para p~ se expresa como 
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1 
.,. 
1: .": l 
-1: 

con 

! r, V(p) 
J(r) = G2(r,p)-h(p) dp, 

r1 P 

!
ro 

w(r) = G1(r,p)f(p) dp, 
r1 

de donde, claramente 

!ro f,r' V(s) 
w(r) = G1(r,p)G2(p,s)-s-h(s) dpds 

r1 R1 

¡ro 
= G(r,s)h(s) ds 

r, 
't/h, 

y, por lo tanto 
-- V(s) 
G(r,s) = -G3 (r,s). 

s 

Del Teorema 2 se concluye que G(r, s) es C 4 en ([r¡ J r2] X [r1 J r2j), 0 5 para T s o y 
s Sr, y C6 parar=/:- s. Además G(r¡, s) =O. Por otra parte 

Las funciones de Green G1 y G2 tienen propiedades que serán útiles. Estas se enuncian 
y demuestran en seguida. 

PROPOSICJON 
1) G1(r¡,p) ==O, G1(r,p) >O parar¡< r < r2, r¡ < p < r2. Además ,, 

para r1 < p < r2. 
2) Si r¡ < r < r2 y r¡ < p ,< r2 entonces 

G ( · ) - aG2(r¡,p) - O G2(r,p) >O. 2 r,,p - ar - , 

Además 
8 2G(r¡,p) 

0 ar 2 > 
para r¡ < p < r2. 

PRUEBA (La demostración está basada en el principio del máximo). 
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1) Por el Teorema 2 se sabe que G1 es C2 para p f; r, es C 1 para r1 :::; p:::; r:::; r2 y 
r1 :::; r :::; p :::; r2; también se sabe que 

aG¡(p+O,p) - aG¡(p-0,p) =-1 
ar ar 

(Po=-1), 
8

2
G1 ( 2 3 ) -- + (no:) + - G1 =O ar 2 4r 2 

(r ':/; p), que G1(r;,p) ==O y que Gi(r,p) = G¡(p, r), por lo que G1(r, r¡) =O). 

Sea p E lr1 , r2] fijo. Si, en contraposición con lo que se quiere probar, se supone 
que Gi(r, p) < O entonces, por la continuidad de G hay un mínimo para G1 (r, p) que se 
designará mediante ro. En ro, G1 <O y 

BG1(ro-O,ro) <O 
ar - ' 

BG1(ro +O, ro)> 
0 ar - . 

Pero 
BG 1 (ro+O,ro) BGi(ro-0,ro) 

--'--a-r----'- = -- l + ar :::; - l, 

lo cual es una contradicción. 
Por otra parte, si r0 f- p entonces G 1 es C2 (como se acaba de ver) en una vecindad 

de r0 , con 

por ser un punto crítico, y 

por ser mínimo el punto crítico. Pero 

a2G1 ( 2 3 ) -
8 2 = (no:) + - 2 G1 <O, 

r 4r 

lo cual también es una contradicción. Por lo tanto G 1 ( r, p) ;:::: O. 

Ahora, si G 1 (ro, p) = O para ro i r ¡, entonces ro es un mínimo, y si ro :f p, 8 ª'J~0 ,p) = 
O. De ser esto cierto, G1 es solución de 

-u11 + ((no:) 2 + 4~ 2 )u =O, u¡ = u'I =O, 
ro ro 

lo cual implica, por la unicidad de la solución, que G 1 =O en el intervalo ¡p, r2] si ro > p, o 
en el intervalo [r1 , p] si r0 < p. En ambos casos, tomando f (r) con soporte en el intervalo 
donde G1 ::: O, la solución a Pnll = J(r) sería 

u(r) = /r' G1(r,p)f(p) dp = ("' Gi(p, r)f(p) dp =O, 
r1 Jr 1 
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lo cual no es posible. 
Si ro == p, el mismo argumento de derivadas laterales funciona, con lo nue se concluye 

G1(r,p) >O. 

Finalmente, dado que G¡{r;,p) ==O y que G1(r,p) >O (esto último parar¡ < r < 
r2, r¡ < p < r2), las derivadas deben cumplir cnn 

ac 1(r 1,p) < 
0 ar - . 

En caso de anularse las derivadas, por la unicidad al problema de valores iniciales (en r 1 o 
en r2) se tendría G1 :=: O en [ri. p] o en [p, r2J, lo cual no es posible. Con esto se concluye 
la prueba de 1). 

2) Las propiedades conocidas hasta el momento de G2 son las siguientes: es C4 para 
p =f r, 0 3 para p :5 r y p 2 r; cumple con 

y 

G (r P) 
__ 0G2(r;,p) _ 

0 2 ¡, -- -¡¡r- - , 

Se define K(r,p) = PnG2{r,p). Entonces J{ es continuo Vr,p, es C 1 para T¡ :5 p :5 
r::; r 2 y r1 ::; r:::; p :5 r 2 , es 0 2 para p f r, cumple con p,.J( ==O para p =/ r y con 

:'JJ((p-t-0,p) _ aK(p-0,p) = -·~(a3G2) +O= _ 1 
ar ar ap ar3 

(ya que G2 es C 2). 

Por la unicidad de la solución al problema ¡p 0 u = f, ulr, =O G2 cumple con 

J
r, 

G2 {r,p) == K(s,p)G 1 (r,s) ds 
r¡ 

Esto implica que 

G2(r,p) = J: ]{(s,p)G1(r,s) ds+ fr' K(s,p)G1(r,s) ds. (5.13) 

Al derivar a G2 se obtiene 

0G2(r,p) ) 
ar == J((r,p)G 1(r,r) - I((r,p)G 1(r,r 

+ 1: I((r,p) oG~~,s) ds + f r, K(s,p) aG~~,s) ds 
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= f '' J{(s, p) aG1 (r, s) ds, 
r, ar 

donde ~ tiene una discontinuidad en r. 
Evaluando en r = r¡ se encuentra que 

!,, K(s,p)aG¡(r¡,s) ds =O. 
r, ar 

(5.14) 

Es decir que J( es solución del problema ¡o 11 J( = O, r -:j:. p con las condiciones integrales 
{5.14)¡ además, como 

aG1(r1,s) 
0 ar > ' 

de (5.14) se concluye que J( debe cambiar de signo en el intervalo [ri, r2]. Supóngase que 
J( tiene dos ceros en r1 y r2 (aunque se han supuesto dos ceros, el argumento funciona 
i~ualmenle bien para más ceros). Con estas suposiciones, J( es la función de Green para 
p 11 en el intervalo {r1, i'2), ya que las condiciones 1) a 3) del Teorema 2 garantizan la 
unicidad, lo cual implica que: 1) J( > O entre dos <le sus ceros (si p está entre ellos), o 2) 
K(r,p) =O en [r1,i'2] si p no está entre r1 y r2. De hecho, por la unicidad del problema 
de valores iniciales, J( = O para r entre r 1 y p, o para r entre p y r2 • 

Pero el caso 2) es imposible. Si J( = O en [ri, p] entonces 

aK(p + O,p) __ a_r __ = -l, 

de donde J{(r, p) < O para r > p, ya que lo es para r > p y vecino a p; además, si hay 
otro nuevo cero en r0 de J( a la derecha de p, entonces J( = O en [p, r0), lo cual es una 
contradicción ya que con J( :SO {5.14) no se cumple. 

La otra posibilidad es que J( =O en [p, r2], y a la izquierda de p, Jl(r, p) >O, ya que 
si hubiera otro cero de J\ se tendría un rml.xi1110 entre ese cero y p, con K"::::; O (K es C 2

), 

lo cual implicaría que p 11 K >O, pero como ¡o 11 J( =O entonces K(r,p) 2: O, lo cual está en 
contrnJicción con {5.14). 

Por otra parte, J( no puede tener más de dos ceros. Esto se sigue del hecho que si J( 
tuviera más de dos ceros entonces habría por lo menos dos má."Ximos positivos, y al menes 
uno de ellos es diferente de p, contradiciendo la condición p,,J( =O. 

Con esto se ha probado que J( tiene un cero (con J(I < O o con K\ > O ) o dos 
r1 r1 

ceros y que si tiene dos debe ser positivo entre ellos (p debe estar entre ellos¡ de otra forma 
J( =O). Los tres casos se estudiarán con detalle. 

Caso 1: K(r¡,p) <O, K(r2 ,p) >O, lo cual implica, por las condiciones sobre G2, 
que G~(r¡,p) >O, G~{ri,p) <O. 

Sea i' el único cero de K{r, p). De las condiciones particulares de este caso y dado que 
G2(r¡,p) = c;(r1, p) =O (G 2 es C 2) (ver ces. (5.13) y (5.14)) entonces G2 tiene un mínimo 
en r 1 , y G2 (r, p) > O para r > r 1 en una vecindad de r. Por otra parte, si G2 tiene un 
máximo positivo en r0 entonces G~(ro, p) ::::; O y esto implica que K{ro, p) = 10nG2{ro, p) >O 
{ce. (5.13)), es decir, ro > f, lo que a su vez conduce a que G2 es creciente y positiva en 

[ri. r]. 
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Si la función de Green G'2(r, p) tiene un mínimo negativo en' r0 , entre f y r2 , entonces 
K(ro,p) = fPnG2(ro,p) < O, lo cual es imposible, por lo cual G2(r,p) 2: O en [r¡,r2]. 
Además, por (5.13) y (5.14), en r2 o en cualquier otro cero de G2 , se cumple con G2b,p) = 
G~(r2,P) =O, y se debe tener G~ 2: O ya que se trata de un (o unos) mínimo(s). Pero esto 
es imposible debido a que en ese punto J( > O. Con esto 8C concluye que el caso 1 no es 
posible. 

Í1 
-----,----+----

' 1 
• 

Caso 2 K(r¡,p) >O, Hh,p) <O. 
Sea f el úncio cero de J{(r,p). Utilizando el mismo argumento que en el caso 1 pero 

ahora empezando con r 2 se concluye que G2 es positiva y decreciente en el intervalo [r, r 2]. 

Después se encuentra que G2 es no negativa en [r1,r2], y en un cero G~;:: O, pero J( >O 
en [r1,f], y el caso 2 tampoco es posible. 

1 

~~/~---~---
/ '· p ~ : 

Caso 3 K(r¡,p) <O, K(r;,p) =O. 
Como antes, r¡ < p < fí, G2 (r,p) ;:: O en [r1,p] y [p,r2], con G~(r¡,p) > O. 

Si G2 (r0 , p) = O entonces debe haber un mínimo en rO y necesariamente G~(ro,p) = 
O, G~(r0 ,p);:: O, de donde H(ro,p):::; O. Por otra parte se sabe cpe G2(r,p) es creciente 
en el intervalo [r¡, r¡] donde no puede haber rná.ximos relativos :- ·por lo tanto ro no es 
fl¡ además, entre r¡ y r 2 , J{ es positivo y después de f2 G2 es decreciente, por lo que 
G2(r2,p) >O. Así se concluye la desigualdad G2(r,p) >O. 

Considérese la definición siguiente: 

(Kv)(r) = f r' G(r,s)v(s) ds, 
., 

(5.15) 

donde G(r,s) es la misma que en (5.12e). A partir de las propiedades de G 

BG(r,s) _ V(s) f r' BGi(r,p) G ( ) 
--'----'- - 2 p, s dp, ar s r, ar 
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aG 1 (r~ >O 
ar 

excepto para p = r¡, G2(p,s) >O para r 1 < s, p < r2, V(il) >O (excepto si 0 2 =O y 
s = r2)) se concluye que (Ku)'(ri) >O, y que (J(v)'h) <O. (Kv)(r) tiene propiedades 
importantes que se demostrarán a continuación 

LEMA 7 Sea 

uo(r) = (JO}(r} = f '' G(r,s) ds. 
r1 

Existen constantes positivas a y f3 tales que 

P R.U EBA Del hecho que O~ uo $ M se sigue inmediatamente que 

Kuo $ Mf '
2 

G(r,s) ds =Muo, 
r1 

y una de las cotas (poniendo f3 = M) ya se tiene. 

Para obtener la otra cota se usará el hecho que u0 (r) >O sir E (r1,r2). Sea€ un 
número positivo y pequciio de tal forma que u0 (r) :?'.'. a:0 >O en !r1 + l, r2 - E]. Claramente 

Kuo = f '' G(r,s)uo(s) ds;:: Jr,-< G(r,.s)uo(s) ds :?'.'. a: 0 Jr,-< G(r,s) cls 
ri r1+c ri+t 

(ya que Gua ;:: O). 
Considérese una función ¡¡:(r) que va de O a 1, sea C 00 y tal que valga 1 si r E 

h + 2E, r2 - 2E], o O si r¡ ~ r ~ r1 +E, r2 - E ~ r S r2. Por la forma en que se definió ¡;, 

se ve que J(¡¡: >O Vr E !r1ir2], (K¡¡:)'(r¡) >O, (Jú:)'h) <O. También, a partir de la 
definición de ¡¡: es fácil ver que 

Kuo 2:: ao f '' G(r,s)¡;,(s) ds = a 0 J(¡¡:, 
r1 

Sea T) una constante positiva. Considérese a J(K. - TJK(l) = K(K. - TJ), anulándose en 
r¡, naturalmente. Por las condiciones de frontera para (J\¡¡:)'(r;) se deduce que existe una 
constante T)o tal que para toda O ~ T) $ 170, K(K. - 17)'(r¡) > O, K(¡¡: - TJ)'h) <O, y 
también existe E¡ tal que K(K. - 1¡) :::: O si r1 Sr S r1 +E¡, r2 - E¡ Sr S r2. Además, 
debido a que K. >O y por lo tanto J{¡¡: >O en el intervalo (r1 1 r2) 1 entonces J(¡¡: 2:'. {J para 
r E [ri-\- e1, r2 - E], y para algún T)¡, K(¡¡: -TJ) 2'. O en el intervalo [r1 1 r2] para OS T) $ T)¡. 
De aquí que J(t;; 2'. TJK(l) = T)uo, y como Ku0 2'. a 0 KK. se tiene que J(uo 2:'. ªoTJUo = auo. 
Con esto se concluye la demostración. 
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OBSERVAGJON AL LEMA 7 Dado que las derivadas de G(r,ll) con respecto 
ar son acotadas hasta orden 5, se tiene que K : Cº[ri, r2] -• C6lr1, r 2] es continuo, y por 
el Teorema de Arzela-Ascoli K : Cº!ri, r2] ---> Cºlri, r2] es un operador compacto. 

LEMA 8 Existen,\¡> O y 11(r) >O en (r1,r2), con 11(r¡) =O y tales que K11 = >. 111. 

PRUEBA Sea 

[{ ( ) _ K(u + uo/n) 
n u - llK(u + uo/n)!Jco 

definido sobre el conjunto T de formas continuas tales que u(r) 2': O y llullc• ~ l. 
Kn está bien definido ya que jjK(u + uo/n)Jlco > O para u ;::: O (esto se sigue del 

hecho que u+ u 0/n;::: u 0 /n, por lo que K(u + uo/n){r) ::O: (1/n)(K(u0))(r) >O debido 
a que G 2': O; de paso se hace notar que K(u 11 + uo/n) ::O: K(u 11 )). Además se puede 
probar que llKn(u) - Kn(11Jllco ~ cjju - 11\lca, de lo cnal SC' concluye que J(,. es continuo. 
También K,. es compacto ya que si {u m} es una sucesión tal que O :S: 11 111 ( r) ::; M entonces, 
por la compacidad de J(, existe una suhsuccsión K(um,. + u0/n) que converge en Cº a 

!::(r) 2': (1/n)(Kuo)(r) >O, y K,,(um¡) converge a S(r)/jj3(r)llc•· 
Con estas propiedades de J\11 se puede usar el Tcorcm;i de Schnudcr (cf. ¡2s), p. 203) 

que dice lo siguiente: Si !{ 11 es un mapeo compacto sobre 1111 conjunto convexo y cerrado 
T de un espacio de Danach tal que 1(11 (T) ~ T, entonces ](11 tiene un punto fijo Un tnl 
que K,.(u,.) = u 11 • En este caso jjK11 (u)Jlc• = 1 y K,,(u) 2: O para u 2': O y de aquí que 

l(n(T) C T. Entonces !IKn(un)Jlc• = l!un!lc• == 1, Y si se fija ,\n = jj]((un + tto/n)llc•, 
K(u 11 + ua/11) =>.,.u,., donde ,\ 11 es positivo lo cu:ll se desprende ele las desigualdades que 
se obtuvieron arriba ¡mrn K(u 11 + u0/n). De csns mismas dcsi¡;naldndes se deduce que 
u 11 2': K(tto)/,\nn y tl 11 2': K(u,.)/,\ 11 , y con ayuda del Lema G u11 2.'. auo/n,\ 11 • 

Para continuar con la prueba se define (3 11 == m:L':(tt,. > Au 0 (r)). Se hace notar que el 
h -

conjunto no es vacío ya que fim ;::: a/11,\ 11 y que (3 11 es un número positivo. Con esta notación 
se tiene que Un 2': f3nuo, por una parle, y por otra que u,.== H(u 11 +uo/n)/,\n 2.'. (¡3n](uo+ 
Kuo/n)/>.,. 2.'. a(f3n + n- 1)110/,\ 11 (ya que G 2.'. O). De estas dos últimas estimaciones 
para Un y de la definición de (3 11 se concluye que (3,. 2.'. a(f3 11 + n -I) / >. 11 y por lo tanto 
,\n 2.'. a(l + (n(3 11 )-

1) 2.'. a> O. 
Por otra parte, como l1u 11 !!co = 1, !!u,.+ 11 0 /n!lc• :S: 1 + !uo!, por la compacidad de 

]{, existe una subsucesión { u 11,} tnl que H( u11 , + uo/n¡) converge a 11. Además, dado que 

,\"' = !K(un1 + uo/n¡)/I :S IK(l) + J((uo)llc• :S: !luollc• + !IK(uo)llc•, se puede suponer 
que ,\ 11,. convergen A¡ con a :S: A¡.:; jjuol!c• + /IK(uo)llc•, por supuesto. 

Entonces Un; = J((u 11 , + u0 /n¡) converge a 11/,\ 1, pero como uo/n¡ converge a cern 
y J( es continuo, se concluye que 11/,\ 1 == >.¡ 1K(v/>.¡), y por lo tanto J(v == >. 111, lo cual 
demuestra el lema. 

LEMA 9 ,\ 1 es un valor propio algebraicamente simple. 
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PRUEBA Primero se demostrará -por contradicción-- que la multiplicidad geo
métrica es 1. 

Por el Lema 8 se sabe que J(v = ,\ 1v. Supóngase que existe w tal que Kw = ,\ 1w. 
Supóngase además que en algún punto ro se cumple que w(r0 ) > O; esta suposición es 
válida, y¡i. que si w(ro} < O puede escogerse a w' = -w. Se sabe también (ver Lema 8} que 
v >O en (r1,r2) y que u'(r¡) >O, v'(r2) <O (ya que esto sucede para G y ves positivo). 

Por lo tanto, para t pequeña, como en el Lema 7, (v - tw)L. =O, (v - tw}''r· :f O. De 

estas condiciones se sigue que v - lw 2: O en una Yccindad d~ r¡; fuera de esa v~cindad tu 

es acotado y OS a S v. Se cumple que v - tw 2: O en [ri, r 2]. 

Si se define a 10 como el max{t 1 v - lw 2'. O en lr1, r 2]}, es claro que tes un número 
positiYo y acotado ya que w(r0 } > O. De aquí se sigue que: 1} para t0 existe un r 0 que 
pertenece a (r1,r2} tal que v(r0 } - t0w(r0 ) =O, o 2} v'(r¡} - t 0 w'(r¡} =O. El primer caso 
no se puede dar ya que J((v -- low) = ,\i(v -- fow) 2: O y J((v - t0w) > O entre r¡ y r2, 
por lo cual no es posible v(r0 ) -- 10 w(r0 ) .co O. En cuanto al segundo caso, debido a que _, -/ 

v(r) - low(r) 2'. O, G (r1,s} >O, G (r2,s) <O, la única forma como se cumple es con 
v(r) = l 0 w(r), lo cual quiere decir que los vectores v y w son linealmente dependientes. 
Con esto se ha demostrado que la multiplicidad geométrica es l. 

Por otra parte, si w 'f av, donde cz C's una constante, y (Ji - ,\i) 2w = O entonces 
(K - ,\1)w está en el nÍlcll'o de Jí - ,\ 1 y por lo tanto (!( - ,\ 1)w = kv, donde k es 

una constante diferente de cero. El problema J( w = ,\¡ w - v se obtiene del anterior al 
reemplazar a w por -w / k. En la ecuación particular existe algiín punto ro donde w(ro) sea 
negativa, ya que si se supone w(r) ?: O \Ir se tendrá que O:-::'. J("w = ,\ 1J("- 1w -J(n-ltl = 
,x¡J(n-2w - ,\¡Jín-2v - ,\\'-lv = ,x¡¡.;n-2tv - 2>.¡1-lv = ,\\'tu - 11,\\'-lv, y por lo tanto 

,\ 1w/n ·-u~ O Vn, lo cunl implica que -v ~O, que es una contradicción. 

De las consideraciones anteriores se d<'sprcndc que existe un número positivo tal que 

v + tow;::: O en lr 1,r2], y v + tw <O en algún punto r E lr1,r2 ], para t >to. El mismo 
argumento usado en la primera parte <le esta demostración funciona ya que v + tw ;::: O 
para t pequei10, mientras que para t grande v(r0 ) + tw(ro) < O; ele lo anterior se deduce 

, que O:$ K(v + t0w) = ,\1v + t 0!(w = ,\1v + t0,\ 1w - lov = (.\1 - to)v + tu>.¡w, Y dado 
que v(r0) >O, w(r0 ) <O(~ 1,\ 1 - t 0 Jv(r0 ) >O), ,\ 1 > 10 • Con esto se demuestra que 
v + t 0 .\1w/(,\ 1 - t0 } ?: O. Como t0 .\ 1/(,\ 1 - ! 0 } > 10 (debido a que 10 >O), esto contradice 
el hecho que lo es má.ximo. Esto prueba que kcr(K - .\¡} 2 = ker(K - ,\¡). 

Además, si (K - ,\ 1}"w = O, (K - .\¡)n-2w = u, entonces (K - .\¡) 2u = O. u es 
múltiplo de v con (J{ - ,\i)u =O, y ;L~Í se concluye que (I( - ,\¡)n-lw =O. Si se repite 
este argumento 11 veces se llega finalmente a que (J{ - ,\¡)w = O. Con esto se termina la 

demostración del Lema. 

LEMA 10 Si,\ es un valor propio de J( con vector propio w (,\:/=,\¡,por el Lema 

9), entonces w cambia de signo entre r¡ y r2. 

PRUEBA Sr. procederá por contradicción. Supóngase que w 2'. O Vr E Ir¡, r2], Y 
,\ 1 < ,\, Sea t0 tal que v - t0 w 2: O y v - tw < O en algún punto, para t > to. De aquí 
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se concluye que O$ K(v - tow) = ,\ 1v - t0 ,\w, y por lo tanto v - t0>.w/,\ 1 ? O¡ como 
to,\/,\¡ > to, esto contradice el hecho que t 0 es máximo. 

En el caso ,\ < ,\¡ se sigue la misma línea de razonamiento cambiano a v por w y a,\ 
por ,\ 1 • Así se concluye la prueba. 

Los Lemas 7-10 (cuyas demostraciones, para este caso particular, están basadas en 
¡22], caps. 2 y 7) son importantes porque permiten demostrar el siguiente resultado que es 
un caso particular del Teorema de Krein-Rutman, el cual es bien conocido para matrices 
con elementos positivos. 

IEO REMA 6 Existen v(r) positiva en el intervalo (ri, r 2 ) y cero en r; y ,\1 también 
positiva tales que J(v =,\¡v. ,\¡ es un valor propio algebraicamente simple de/(, y para 
cualquier otro valor propio,,\, 1,\1 < ,\ 1• Adem{is, si w es tal que Kw = ,\w, w cambia de 
signo entre r 1 y r2• 

?RUEDA . Con ayuda de los Lemas 7-10 lo {mico que queda por demostrar es que, 
para cualquier valor propio,\ se cumple 1,\1 < ,\ 1• Para hacerlo supóngase que J(w = ,\w, 
con ,\ ? O. Por el Lema 10, J( cambia de signo entre r 1 y r 2 • De manera análoga a como 
se procedió en los Lemas, se define a to tal que v + t 0 w ? O y v + tw <O para t > t0 • Esto 
implica que O$ K(v + t0w) = ,\ 1v + t0,\w, siguiéndose que v + 10 ,\w/.\ 1 >O, y por ser lo 
máximo, ,\/>.1 < 1, de donde,\< ,\ 1• 

Antes de continuar con la prueba es conveniente hacer notar que los Lemas 7-10 
también son válidos para K2

• El Lema 7 se sigue del hecho que si J > g entonces J( f > J(g 

y por lo tanto a 2110 $ aKuo $ J(2u0 $ jJJ(uo $ ¡3 2 11 0 • El Lema 8 depende <le! Lema 7 -
que ya se vió funciona para !(2- y de la compacidad de J(, por lo tanto no hay problema. 
Para el Lema 9 considérese lo siguiente: el núcleo de /( 2 es la convolución de G con él 
mismo, el núcleo es positivo, y 

a ¡·· :;-- G(r, s)G(s,p) dp 
or r, 

es positivo en r 1, negativo en r 2 , y la función propia v es no negativa, evidentemente 
cumple con J( 2v = ,\iv, v'(r¡) >O, v'(r 2) <O; así se ve que los argumentos del Lema 9 
también son válidos para /(2 • Finalmente, es claro que si /(w = ,\w entonces /( 2w = ,\ 2w 

y por lo tanto el Lema 10 es cierto para J( 2 • 

Sabiendo que los Lemas 7-10 también se cumplen para J( 2 es directa la demostración 
del caso,\< O; se procede de la siguiente manera: a partir de /(w = ,\w es clara la relación 
J{ 2w = AJ(w = ,\2w. Para el valor propio ,\ 1 se tiene una fórmula similar: K 2v =,\¡v. A 
pa~tir del Lema 10 se concluye que ,\2 < >.i y la demostración del Teorema está completa. 
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Como se vió, el sistema {5.7) se traduce en la ecuación p;,v = -4(na) 2,\2aVv/r, y 
esta es equivalente a v = -4(na) 2 ..\ 2aJ(v, l4{no:) 2A2jalJ-1 es valor propio de J(, 

TEOREMA 7 El sistema (5.7) tiene un par de funciones propias {v, </>) que son 
positivas en el intervalo {ri,r2) y el valor propio X1,n = ¡2na~¡- 1 que es mayor o 
igual a rl(rw) 2 /b y algebraicamente simple. Cualquier otro valor propio ,\ cumple con 
X1,n < j..\j y las funciones propia.~ correspondientes cambian de signo entre r1 y r2. 

PRUEBA Del Teorema G se sabe que ..\1 2: [4(no:) 2A2jaj]-l y por lo tanto j..\j > X1,, .. 
Para el valor propio X1, 11 su vector propio v es positivo en el intervalo (r1, r2) 1 al 

igual que la función de Grren G2; por lo tanto c/J, dada por la ecuación (5.12b) es positiva. 
Además, para cualquier otro valor propio v1 In. función propia correspondiente cambia de 
signo en (r1 , r 2 ). Si ,¡,tes de un f'olo signo entonces, por la relación {5.7a) y la positividad de 
G 1, se tendría que u1 es diferente de cero en todo el intervalo, lo cual estn en contradicción 
con el teorema G. 

Si hay dos pares de vectores propios {v¡,efJ1), {v2,92 ) correspondientes al mismo valor 
propio entonces, por la simplicidad algebraica de ,\ 1 respecto al operador J(, v1 debe ser 
múltiplo de v2 {i. e., son linealmente dependientes). La ecuación (5.7a) implica que </>1 
y <f¡ 2 también ~on linealmente dependientes con la misma constante de proporcionalidad. 
Esto quiere decir que ..\ 1,11 es algebraicamentc simple. 

Por otra parte, si ( v¡, c?i) es tal que 

2a..\no:)
2 (v 1

) =(ºo) 
fi'~ </i1 

también debe cumplir con 

( 
Pn 

-?..\na~ 
~ r 

donde Hes un número que en este contexto puede tomarse como la unidad, a menos que 
( v1 , <f¡¡) = (v, <fi) y que la multiplicidad algebraica sea uno. 

De la última relación entre matrices se sigue que 

y mediante funciones de Green 

¡p,,v1 = -2a>.rw.¡/J 1 + v 

2 V 
Pn</>1 = 2..\na-V¡ + <f¡, 

r 

vi(r) = ¡r• G1(r,s)l-2a>.naef>1(s) + v(s)] ds 
r, 
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!'• V() 
</>1 (r) = G2 (r, s) [2,\no:-

5 
v1 (s) + </>(sJ] ds. 

r 1 S 

Combinando las expresiones para v1 y </> 1: 

vi(r) = -4>. 2(no:) 2a G1(r,s)G2(s,p)-vi(p) dpds 
/

r2 /'' , V(p) 
r 1 r 1 P 

+ /'
2 

G1(r, s)v(s) ds + /'' G2(r,s)</>(s) ds 
ri r1 

= -4>.2 (no:) 2a (• G(r,p)v 1(p) dp + (• [c 1(r,s)v(s) + G2 (r,s)</>(s)] ds J,l J,, 

y por lo tanto 

Pero el operador K es compacto y entonces, por la alternativa de Fredholm (cf. [29], 
pps. 450 y 469) es necesario que el lado derecho sea ortogonal en L 2 a w, vector propio 
del operador adjunto, i. e., 

(5.16) 

con J('w = >. 1w y 

J 
.. 

(K'v)(r) = G(s,r)tt(s) ds . 
•• 

Si se considera que 

- f'' V(r) G(s,r) = Gi(s,p)G2(r,p)dp- = K(s,r)g(r) 
r, r 

con G2(r,p) = G2(p,r) y g(r) = a+b/r 2
, g1(r) = -2b/r3 <O, g11 (r) = 6b/r4, K(r;,p) =O, 

aJ(I = ¡r· G1(s,p) aG2(r¡,p) dp =o, 
ar r¡ r, ar 

a21(¡ =1'·a( )a2c(r;,p) dp>O, 
a 2 i s, P a 2 r r 1 ,

1 
r 

ªº1 a2c¡ G(s, r) >O, - ==O, -a 2 >O, 
ar r¡ r r¡ 
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a2G(s, r) 1 _ a2 K(s, r;) ( ·) a 2 - a 2 g r, > o, 
r r¡ r 

y se usa, en lugar de primeras, segundas derivadas en r¡ para los Lemas 7-10, se puede 
comprobar que siguen siendo válidos; de aquí que los argumentos del Teorema 6 funcionen 
en este caso (para el operador adjllnto) y w > O en el intervalor (r 1 , r2). Además se sabe 
que el mismo análisis espectral es válido para J(• y se sabe que los valores propios reales 
de J( y J(• coinciden (cf. [28), p. 203). Una vez demostrada la positividad de w es claro 
que la ecuación (5.16) no se puede cllmplir debido a qlle todos S\IS términos son positivo .. s 
en (r1, r2)· Con esto se establece la simplicidad algebraica. 

La demostración de qlle X1,n;::: rf(na:) 2/b es como sigue: 

= {' ( v1
2 + [(na) 2 + 

4
!2) v

2 + [-t/> 11 + (na):¡ef> + 4~ 2 <Pf) dr 

= {r' (vt2 + (na:)2v2 + ~v2 + [-<f/1 + ~t/>)2 + (na:)4</i2 + 2(na:)2¡pt2 + ~(na:)24>2) dr lr, 4r 2 4r 2 2r 2 

Además 

=: I(v, 4>). 

J
r2 b 

J(r¡>.) = 2>.na 2 v(r)4>(r) dr 
r, r 

= 2>.nabf r' t1(r)4>(r) dr 
r2 

r1 

= 2>.nabjr' v(rl <f>(r) dr 
r, r r 

2>.nab (jr' ) 1/2 (jr' ) 1/2 S --2 - t12dr <f¡2dr 
r¡ r, r1 

S >.n~b (-2.- f r' v 2dr + na:f r' q?dr) 
r 1 na r, r, 

)..b f r' = 2 [v2 + (na:)24>2] dr 
r1 r, 

).b Jr' 2 2 ( )4.J.2] ~ ~( )2 [(na:) v + na: 'I' dr 
r 1 na r, 

>.b 
S -y--( )2 I(r,t/>). 

r 1 na 

Pero J(r,</!) = J(r;>.), lo cual implica que 1 ~ >.b(r1na)-2
• Con esto se termina la 

prueba. 
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T EO RE /11 A 8 Se puede escoger a de tal manera que el primer valor propio real 
positivo A1 de B sea algebraicamente simple y que, para cualquier otro valor propio >., se 
cumpla la desigualdad ¡>.¡ > A1• El vector propio correspondiente a 3:1 es (U1, <Ii 1)(r, z) = 
(u1(r) cos(az),t/>1(r)sin(az)), con ui(r), t/; 1(r) >O. 

P RU EB.4 El espectro de B viene dado por las ecuaciones (5.3) donde las funciones 
u y t/> son par e impar respecto a z respectivamente. Si se multiplican por Vr y se definen 
las funciones v = -\!rv y 1/1 = \frt/>, introduciendo el operador p (ver (5.G)), el sistema 
(5.3) se transforma en 

DijJ 
pv = 2a>.-a , 

z 
21 ,V(r)av 

P VJ =2"---a. 
r z 

Por la periodicidad de u y 9 se pueden hacer los siguientes desarrollos en serie: 

00 

V= L Vn(r)cinaz, 
-oo 

00 

Vi= L iPn(r)einoz, 
-oo 

con v11 (r) = v_ 11 (r) = v11 (r), ,P11 (r) = -iji_ 11 (r) == ic,6 11 (r) (</>es real) debido a las simetrías, 
y ¡.:> 11 Vn = -2a>.c,611 , p~1 c/i 11 = 2>.Vv11 /r (lo cual se obtiene sumando las ecuaciones para Vn 

y v_ 11 por una parte, y restando las de Tji 11 divididas por 2i). 
Por otra parte, l>-1 > A1,,, ;::: rf(no:)2/b----> oo sin ----> oo (ver el Teorema 7). Si 

se introduce al valor propio A1 como A1 = inf i>.! = inf A1,n 2'. da2 /b > O, donde 
>.- 1 Ecr(D) n2:1 

>.- 1 E o(B) significa que >. es un valor propio de B -condición necesaria para tener 
bifurcación según se ha visto--, entonces es claro que>: 1 2:-: rf ex2 /by que solo puede haber 
un número finito de n's tales que A1 = X1,11 • Si 11 0 denota la más grande de estas n's y 
se cambia ex por a 0 = n0 a solo habrá n 's múltiplos de n0 y los desarrollos en serie para v 
y TjJ tendrán exponenciales de úrn0 .::. Adem;ís, por la definición de no y sustituyendo a ex 
por ex0 , se tiene que A1,,. > A1 = A1,1. Finalmente, A1,1 es algebraicamente simple por su 
simplicidad geométrica y por no haber interacción con modos más altos. 

Para terminar, el vector propio correspondiente a 3:1 = A1,,, se obtiene a partir de las 
series de Fourier de v y 1/1 (en este caso con n = 1), tomando la parte real para v ( vi) Y 
la imaginaria para Tj1 ( <?¡). 

OBSERVACIONES AL TEOREMA 8 
1) Recordando que vi(r) y <?i(r) son de un signo e introduciendo las funciones v1(r)· 

cos(az) y <fa 1 (r) sin(az) en (5.1) se obtiene 

~ 1 v 1 = 2a>.wp 1, ~i<P1=2>.Vav¡. 

Camhiando a (v,efi) por -(v,<,b) puede tomarse a v1 ;::: O, con lo cual </J1 > O (el núcleo 
de ~i es positivo)¡ por lo tanto arjJ 1 ::; O y ~¡V¡ >O (el núcleo de~ es negativo). Esto es 
consistente y no hay problemas con los signos. 
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2) Considérese el problema (5.3) pero ahora sin las simetrías respecto a z que se han 
utilizado. Del desarrollo ~n series para u y <f¡, 

00 

u - "'u einoz -L n , 

-oo 

se tiene que 

00 

<P = ¿ <Pn e¡ºº', 
-oo 

con Un = Vn + iw0 , rPn = Xn +it/10 , y podo .tanto 
-~' :; . . 

y si se toma tn = -xn, 

Se ve que los valores propios del problema sin simetrías son de multiplicidad par y 
que para a 2: O, V 2: O no hay bifurcación a partir del flujo ele Couette de soluciones 
independientes de t y O. Esta consideración no la tuvieron en cuenta los autores de [20] 
quienes suponen la existencia de un valor propio simple sin restringir las soluciones con las 
simetrías que se han mencionado ( v par y <f¡ impar, ambos respecto a z). 

3) Al escoger o:o = noo: se reduce la altura de los cilindros a 2rr / Ct.o o se considera 
solamente un vórtice ele Tay lor (un vórtice de Tay lor consiste en dos vórtices que giran en 
sentido contrario). 

Entre dos vórtices existe una línea donde la velocidad vertical es cero, i. e., para 
alguna z se cumple que u3 = O Vr. Si ,\ ~ :\1 se puede hacer la siguiente aproximación: 

U3 ~ gr[rrfi1(r)sin(aoz)j = sin(noz)g-;:[r9i(r)j =O, de donde z =- krr/ao. El ancho 
aproximado de un vórtice es entonces 7i /no, y el de un vórtice de Taylor 2rr /a. 

SOLUCION AL PROBLElvlA DE BJFURCACION 

Esta parte de la tesis está basada en [16]. 
Conviene recordar que el objetivo del presente trabajo es probar la existencia de 

soluciones no triviales al sistema (4.2) o del sistema equivalente (5.8) en el espacio de 
funciones (4.18), con las restricciones (5.4). Invirtiendo los operadores~ y ~2 , el problema 
también puede ser expresado por la ce. (·1.10) en el mismo espacio y con las mismas 
restricciones. 
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Se trabajará cerca de A1 1 el valor propio algebraicamente simple (Teorema 8); para 
hacerlo así sean,\= A1 + ¡t, W = (u, Vi), G(W) = T(u, Vi) - D(u, Vi). Con esta notación, 
el problema ( 4.10) queda expresado de la manera siguiente: 

ll' = ,\BW + ,\G(W), 

definido sobre E (ver cc.(4.18)) con n compacto y G bilincal. Por el hecho de que X1 es 
algebraicamentc simple, E= kcr(I - A1B) (J) Rango(! -- A1B) (cf. j16], p. 3G), donde la 
descomposición directa puede verse si se usa el hecho que Rango(! --X 1) = kcr(I -X1 B' ).L, 
donde n· es el adjunto de B y el producto rscalrrr viene dado por (5.2). 

Si W = r¡\V¡ + W2 1 con H'1 = (111(r)cos(nz) 1 efii(r)sin(oz)), Q es la proyección 
sobre RanJo(I - A1B) y I - Q la proyección sobre kcr(I -- A1D), entonces l}ll'¡ + n'2 = 
,\B(1JW¡ +W2)+,\G(1JW1 +W2) = ,\r¡W¡/A¡ +..\BW2 -t-,\G(1¡W¡ +n'2), ya que A1BW1 == ll'1• 

BW2 E Ra11go(I-A1B) ya c¡ue W2 = (I-AB)iTi y por lo tanto DIV2 = (I-X1B)BW. 
Por otro lado, proyectando sobre ker(I - ,\ 1D), 

y entonces 

T1J + (X1 + T)(I - Q)G(7JW1 + W2) =O. 

Además, proyectando sobre Rango(! - :\¡"B), 

W2 = ,\BW2 + ,\QG(17Wí + W2) 

= A1BW2 + T BlV2 + ,\QG(7JW1 + W2). 

Ahora,(I-X1B)I ( - )esinyectivayaquekcr(I-X1B)nRango(J-A1B)= 
Rango I - >.1B 

{O}. También es sobreyectiva ya que X E Rango(! - X1B) si y solo si X= (I - A1B)W = 
(I -X1B)W2• Entonces el operador I - A¡B que \'a de Ranyo(I -X1B) a Rango(! -A1B) 
tiene un inverso [( y por lo tanto la segunda ecuación se escribe 

F(W2, T, 17) es una. función analítica ya que Ges cuadrático en sus argumentos, va de 
- - DF(OOO) Rango(! - ,\1B) x R x R a Rango(! - ,\ 1B), con F(0,0,0) =O, aiv,' = I, ya que 

a~~o) = O. Entonces, por el Teorema de la Función Implícita (cf. jl]) existe una única 
función W2(1',7J) tal que F(W2(Y,1¡), Y,1¡) =O y W2 (0,0) =O, definida en una vecindad 

del punto (O, O) y W2 (T, 1¡) es analf tic a en T y 17. 

Además para T < lliíll-1, I -Tlí es invertible y entonces 

Si 17 == O, debido a que G es cuadrático y por las dcsigualdas Pl!-ra T (Lema 4), el 
lado derecho es acota<lo por C(Y)llW21!2· Entonces, para T pequeña la única solución es 
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ff2 = O en una \'ecindad de H'2 = O. El desarrollo en series de Taylor de W2 alrededor de 
cero, 

00 00 

W2(T,17) = 1/ (2:.:>n11" + T ¿),.,m7J"Tm ). 
n=O n=O 

1 

y por lo tanto 

00 00 

W2(0,71) = 1/ Lªn1/" = X1KQG(11W1+7) Lªn1/") 
o . o 

00.·" 

= '7 2I1J(Qq(~1 tbªn11"} 
•... é .. ·' ·,.::o 

- -- --,-;, - --·- ,_ 

Identificando potencias se tiene que·~~·~o{.a1 .':= 'X1KQG(W1), etc., y por lo tanto 

W2(T, 71) = 11(11A(7J) + TB(71,.T)). 

En la ecuación de bifurcación 

Tr¡ + (X1 + T) (I - Q)G(11W1 + W2(T, 11 )) =O 

se tiene, debido a que Ges cuadrática, 

ri!T + 1¡(-:\1 + Y)(I - Q)G(W1 +1¡A(1¡) + TB(11, T))] =O. 

La solución t¡ =O es la trivial ya que H'2(T,O) =O, y queda 

T + 1¡(A1 + Y)(I - (J)G(ll'1 + 1¡A(17) +Y B(17, Y)) = h(Y, r¡) =O 

con h(O, O) = O, h1 (O, O) = 1, y por el Teorema de la Función Implícita hay una única 
solución Y = T(1¡), analítica en 17 para 1¡ pequeña, con T(O) = O. 

Considérese a W1 (r, z) = (u 1 (r) cos(az), 1/¡¡ (r) sin( a:.:)); Wi(r, z) = W1 (r, z + rr /a) = 
-W1(r,z). Se ha probado que la ímica solución no triYial para 1¡ cercano a cero es 
(r¡IV1 (r, z) + ll'2(r, z, T(1¡) 1 1¡) 1 Y(1¡ )). Pero de acuerdo a lo que dice el Lema6, (r¡W ¡ (r, z) + 
W 2(r, z, Y(r¡), t¡ ), T(17 )) = (-17W1 (r, z) + ll'2(r, z, T(1¡), t¡ ), T(17 )) también es solución. Por 
la unicidad debe cumpirse con ll'2(r,z, Y(1¡),17) = H'2(r,z, T(-1¡),-17) y T(-r¡) = Y(1¡). 
Por lo tanto Y es función par de 17 y la bifurcación es de un solo lado de A1, sea Y 2: O o 
T :::; O. Con esto se ha probado un resultado importante: 

T EO REMA 9 A partir de A1 hay una única rama de soluciones no triviales que 
bifurca del flujo de Couctte con las propiedades siguientes: 

1) La rama tiene la forma (1¡W1(r,z) + ll'2(r,z, Y(17), 17), A¡+ T(71)) con W =(u, 1/i), 
u par en z, 1/1 impar en z, Y(r¡) = T(-1¡), W2(r,z, Y(-r¡),-17) = W2(r,z+7r/a, Y(71),17), 
donde todas las funciones son analíticas en 1). 

2) La bifurcación es unilateral (i. e. Y 2:: O o Y::; O). 
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COMENTARIOS FINALES 

1) Sea ,\1, n primer valor característico de Bn para algún n y para un a dados. Se 
sabe que ' 

r? 2 
,\1,n ~¡;(na) --too. 

Tomando el más grande no de los n's tales que >.1,m = >.1,no y cambiando a por n0 a, 
el teorema 9 demuestra que se tiene bifurcación de una curva analítica de soluciones a 
partir de ,\ 1,n 0 • Se obtiene entonces un mímero infinito de ramns bifurcadns del flujo de 
Couette que corresponden a números de onda n0a cada vez más grande y periódicas de 
período 27í /a en z, también cada vez más grande, y con u y </> funciones par e impar en z 
respectivamente. 

2) Nótese que En puede tener otros valores característicos, generando valores propios 
,\ para el problema W = >.BW + >.GW, que no son simples necesariamente. Para este tipo 
de valores propios se puede usar el siguiente teorema de bifurcación global de Rabinowitz 
(cf. [16], p. 77) donde se usa la compacidad de B y G. (Se prueba usando teoría de 
grado). 

T EO REMA 10 Sea ,\ 0 un Yalor característico de B con multiplicidad algebraica 
impar; entonces, a partir de (O, >.0) hay una rama de soluciones no triviales en el espacio 
Ex R, la cual o es 1) no «cotada, O 2) regresa a otro punto (O,>.¡) con ,\1 valor característico 
de B. 

/ 

·~-+~-+:----+~~~~~~~~~~~~> 

)<j~ 

En este caso se sabe que no hay soluciones no triviales para O S >. S ,\e y que 
JJWllE Se(>.) (ver teorema 4), por lo tanto si la rama no es acotada se tendrán soluciones 
no triviales para>.> ,\1. 

3) Debe hacerse notar que en este trabajo no se ha tocado el problema de estabilidad 
de las soluciones encontradas. El motivo de no hacerlo es que la estabilidad lineal depende 
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del espectro de I3. Si bien el teorema de Krein-Rutrnnn puede extenderse al caso complejo, 
dando como resultado que todos los valores propios ele J( tienen la propiedad de ser menores 
que >. 1,n, dando resultados de estabilidad en el flujo de Couette para>.< ,\ 1, los resultados 
de estabilidad para los vórtices de Taylor no son establecidos firmemente desde el punto 
de vista matemático y en todo caso son resultados válidos solo para perturbaciones en el 
espacio E, es decir, con todas las simetrías que se han usado, y no para perturbaciones 
arbitrarias en el espacio ele cnmpos de velocidades: en ese espacio el problema es altamente 
degenerado con núcleos de alta dimensión (por lo menos 2, como ya se ha visto). 

4) A partir de HlSO cierto níimero de investigadores han estudiado el problema de 
Couette-Taylor usando técnicas de teoría de singularidades con simetrías (cf. [8], !12]). La 
idea es usar las simetrías del problema en O, z y t, y proponer un modelo de dimensión finita 
(6 en estos artículos) con ecuaciones algebraicas "genéricas" para este tipo de simetrías. 
Al estudiar este modelo se puede disentir las distintas formas de las soluciones obtenidas 
(ver las fotogrnfías de la introducción), sus posibb estabilidades y las transiciones de 
una a otra seglÍn los valores de los parámetros. El defecto de este modelo es que no está 
basado en leyes físicas, sino en consideraciones matemáticas; por lo tanto su relación con las 
ecuaciones de Navicr-Stokcs o con la mcc<Ínica de fluidos ----para hablar con generalidad
no está establecida. 

Desde el punto de vista cl1ísico (apoyándose en las ecuaciones de Navier-Stokes) no 
hay mucho más que lo prt>sentado en esta tesis (aparte, el uro está, de resultados numéricos 
y experimentales). Los casos donde V cambia de signo o a ~ O, o el problema que busca 
soluciones dependientes ele O y t no han sido ¡mícticamentc estudiados, sin mencionar el 
cnso físico de condiciones de frontera reales en ;; (no las periodicas). 

5) En [20j i;e hace un estudio teórico y numérico sobre el problema con las simetrías 
y demás condiciones que se han manejado en este trabajo. Los resultados predichos con
cuerdan con los expcrimeniales rawnablcmcnte bien, sobre todo si -como se mencionó 
en el primer capítulo- 111 diferencia entre los radios es muy pequeña comparada con su 
altura. 
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