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INTRODUCCION

En este trabajo estudiaremos soluciones de la ecuacién de FitzHugh-Nagumo de la
forma de ondas viajeras. Mostraremos la existencia de un pulso viajero y de soluciones
periédicas. Haremos también algunas consideraciones sobre la estabilidad del pulso
viajero con respecto a perturbaciones en las condiciones iniciales.

0.1 La ecuacion de FitzHugh-Nagumo

Describir la manera en que un impulso nervioso viaja a lo largo de una neurona ha
sido de gran interés para los fisiblogos. Experimentalmente se sabe que estos impulsog
son diferencias de potencial en las neuronas, que viajan con velocidad constante sin
distorsién de la forma o de la amplitud. También se ha determinado la existencia
de un umbral de excitacién debajo del cual no se produce ningin impulso nervioso,
es decir que si el estfinulo inicial no alcanza cierta intensidad el nervio no transmite
informacién, y en caso contrario el estimulo inicial rdpidamente toma la forma del
impulso caracteristico.

La ecuacién de Hodgkin-Huxley [10] es el primer modelo de trasmisién nerviosa. Esta
es una ecuacién de difusién no lineal, en la que la no linealidad es la responsable del
comportamiento descrito anteriormente. Esta no linealidad representa la corriente de
jones a través de la membrana del axén de la neurona y proporciona la energia necesaria
para mantener la forma y velocidad del pulso; sin este término la sefial se disipa.

Sca V la diferencia de potencial a través de la membrana, U la capacitancia y R
la resistencia de la membrana respectivamente, y g la corriente de iones a través de
la membrana que depende tanto del voltaje como del transporte de iones de sodio,
representado por m y h, y de iones de potiasio, representado por n. Tenemos entonces
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que la ccuacién de Hodgkin-Huxley es

18% av
raat = Car Tolhmmh)

am -
S0 = 8 (V) (meo(V) —m) (0.1)

= (V) nealV) =)
o = el )(hoolV) ~ 1

donde la primera ecuacién es la ley de Kirchoff y las restantes representan el compor-
tamiento de la membrana; Ym, Yn, V4, Moo» Moo, hoo € Obticnen experimentalmente.

La solucién numeérica de estas ecuaciones produce resultados cercanos a los observados
experimentalmente [10]. FitzHugh [11] propuso una simplificacién de la ccuacién
al observar el mismo comportamiento en cierta clase de osciladores de van der Pol,
Siguiendo esta idea Nagumo simulé el axén de una neurona con un circuito eléctrico.
La ecuacién de FitzHugh-Nagumo cs .

du %

3 = oz T/l 02)
ow _ ) ‘
51 =elu—qw

donde f(u) =u(u ~a)(l —u),a < },0< e« 1,0<y <1,y ztcR. Larelacién
con la ecuacién de Hodgkin-Huxley estd dada por el hecho que el comportamiento de
V y men (0.1) cs similar y son representadas en (0.2) por u; lo mismo sucede para n
y h y son representadas por w en (0.2).

Una onda viajera de (0.2) corresponde a una solucién de la forma (u(¢),w(£)), con
¢ =z —ct y por lo tanto satisface

u = e - f(u) +w
€ (0.3)
w' = —-Z(u — qw)

donde ! denota derivada con respecto a €,

Jn pulso viajero es una solucién de (0.3) que satisface (1, w) — (0,0) cuando £ — =oo.
En el capftulo 1 se mostraré la existencia de pulsos viajeros y de soluciones periédicas
de la ecuacién {0.3). Esto lo haremos estudiando la geometria del flujo para 0 < € < 1,
a partir de la ecuacién correspondiente a € = 0, siguiendo la técnica de bloques utilizada
por Carpenter {1].




0.2 Estabilidad del Pulso Viajero

En térmiuos de las variables (¢ = z — ct,t), la ccuacién (0.2) se transforma en

up = uge + cug + flu) - w (0.4)
wy = cwe + €{u — yw). '

Sea Uc(¢) = (ue(€), we(€)) un pulso viajero, y por lo tanto una solucién estacionaria
de (0.4). Jones [2] demucstra la estabilidad de U, en la ecuacién (0.4). Al definir la
estabilidad hay que tener en cuenta que cualquier traslacién de Uy es también solucién
estacionaria de {0.4), pues (0.3) es un sistema auténomo.

Definicién. {2,3] El pulso viajero Ug(€) cs estable si existe § > 0 tal que si U(&,1) es
una solucién de (0.4) para la cual existe k; tal que

NU(€ +k1,0) = Ue(€)floo < &

entonces existe kg tal que
”U(f + ert) - Ue(f)“oo -0 sit — 4-oc0.

Esto quiere decir que si I/ comienza cercana a alguna traslacién de Uy, entonces se
comportara asintéticamente como algiina otra traslacién de Uy, si Ur es estable en el
sentido de la definicidn; esto refleja el hecho experimental que la forma y amplitud
finales de la solucién son las del pulso viajero.

La parte lincal de (0.4) alrededor de Uy, estd dada por el operador

o) - (BIge ), 03

Notese que L(aU,/3¢) = 0; esto refleja el hecho de que traslaciones de Uy sean solu-
ciones de (0.4). Evans [3, 5] demuestra que U, es estable en (0.4) si y solo si existen
soluciones acotadas de

(L—An(f)=o (0.6)

solamente para A =00 Re X < 0, y 8U,/8¢ es la iinica solucién acotada para A =0,

Jones utiliza los resultados de Evans [3,4,5,6] junto con los resultados de Fife y McLeod
[13] que muestran la estabilidad de ciertas soluciones heteroclinicas de (0.4) cuando
¢ = 0. En el capitulo 2 expondremnos brevemente los resultados utilizados y presenta-
remos la demostracién de Jones que consiste en analizar la ecuacién (0.6) utilizando la
informacién de la ecuacién correspondiente a € = 0.



CAPITULO 1
EXISTENCIA

Una onda viajera de la ecuacién de FitzHugh-Nagumo es una solucién de la forma
(u{€),w(€)), donde ¢ = z — cf. La ecuacién (0.3) para las ondas viajeras se puede
escribir como el sistema de primer orden

U =v

V= —eu f{u) +u (1)
' €

w o= —z(u - "/IU).

En este capitulo estableceremos la existencia de soluciones homoclinicas al origen de
(1.1) para una velocidad ¢ = (¢} < 0. También mostraremos la existencia de soluciones
periédicas de (1.1) para é(0) < ¢ < 0. Supondremos que £ < 1.

En la primera seccién definiremos la nocién de bloque para un sistema auténomo,
para llegar a dos resultados que garantizan la existencia de soluciones homoclinicas y
periédicas de una familia de sistemas auténomos.

En la segunda seccién analizaremos el comportamicento del sistema (1.1) para e =0,y
con csta informacién demostraremos las hip6tesis necesarias para utilizar los resultados
de la primera seccién, para ¢ < 1.

1.1 Bloques
En esta seccidén consideramos sistermas auténomos de la forma
_ ' =G(z) (1.2)

con N CR™y G € CL(N). Sip(t) es la solucién de (1.2) tal que ©(0) = =, denotamos
por zot = p(t) al flujo del sistema.
Definicién. Si Z es un punto de equilibrio de (1.2) las variedades inestable y estable
U(z) y 5(z) son

U(z) ={z€N|zot— Zcuando t - —co}

S(z) ={ze€ Q] zot— Zcuando t = +oo0}.
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Sila matriz DG(Z) = (8G;/dz;) tiene k valores propios con parte real positiva y n—k
valores propios con parte real negativa, entonces U(Z) y S(%) son variedades invariantes
de dimensién k y n -- k respectivamente. [8).

Definicién, Sean Z y Z dos puntos de equilibrio de (1.2). Decimos que z o R es una

+ colucién heteroclinica de Z a # si z € U(Z) N S(Z), es decir

im zot =% lim zot=1%.
t——00 {400

z o R es una solucién homoclinica a z si z € U() N S(Z)\{z}, es decir

lim zol= lim zot=2%.
t~1—-00 t=-+oo

z o R es una solucidén periddica si z ot = z para alguna t # 0.

Ejemplo. Consideremos
=y
y =z ¥

El punto (0,0) es un punto silla y (ver figura 1.1)

U(0,0) = {(z.y) | z = y}
5(0,0) = {(z,y) | = = —y}.

Los conceptos de legada y salida que se definen a continuacién se refieren al bloque B.

Definicién. B C R™ cs un bloque para {1.2) si existen funciones fy,...,fy :R® = R
de clase C! tales que B = ﬂ?_’__lf'-"l([o, o)), B es homeomorfo a [0,1]®,y Vf; -G #0
en dB.

La condicién V f; - G # 0 garantiza que el flujo es transversal a dB. Esto serd impor-
tante,

El conjunto de entrada bt es

bt ={z€dB| fi(z) =0y Vf;-G >0, para alguna 1}.
El conjunto de salida b~ es

b~ ={z€dB| fi(z) =0y Vf;-G <0, para alguna i}.
Ej:wplo. Consideremos nuevamente el sistema (1.3) del ejemplo anterior. Sea

B ={(z,y) | ls] + ly| £ 1}.



Figura 1.1

B es un bloque para (1.3). Los conjuntos de entrads y de salida son como en la figura
1.L '

Ses
C= {(zvy) l I.‘.’: _'2! < 11|3'| < 1}'

C o es un bloque para (1.3). Nétese que hay 6rbitss que no son transversales a 8C,
y que las érbitas de puntus cercanos no siempre intcssectan a C en puntos cercanos,
como se ve en la figura 1.2,

Definicién. El tiempo de Jlegada de x es

=)0 sizebt
") {sup{t>0|:2:0(0,t)ﬂb+=0} sizgbt.

El tiempo de salida de = s

(=10 sizeb”
T (z)—{sup{t,_>0|:2:0(0,t)ﬂb“=@} sizgb.

Sean
DY={zen|0< Tt (z) < +00,50TT(z) ¢ b7},

D™ ={ze0|0< T (z) < +00,z0 T (z) ¢ by, ‘

y definimos el punto de llegada de z & B como

ot Dt bt ¢t (z) =20 TT(a),
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Figura 1.3

y ¢l punto de salida de z de B como

¢ :DT b, ¢ (z)=z0T (z).
Ejemplo. En el sistema (1.3) de los ejemplos anteriores, tenemos que D% es la regién
suibreada en la figura 1.3y D™ = (Dt U B)\(b~ U S(0,0)).

Nysiraremos ahora que el punto de llegada o salida de z a un bloque depende conti-
-~ adamente de z, como consccuencia de la transversalidad de las 6rbitas a B.



Teorema 1.1 Para B un bloque de (1.2), T y ¢* son continuas en D¥,
Desisiracién: Sean z € D¥y € > 0. Tenemos que o (T (z) ~g, T F(z) + ) Not # 0.
Pour ia continuidad del flujo y 1a transversalidad de las érbitas a b7, podeinos encontrar
U vecindad de z tal que si y € U entonces y o (TF(z) — e, TF(z) + ¢€) intersecta a bT.
Conur 70 [0, T¥(z) — €] N B = 0, escogemos U de tal forma que y o [0, T (z) — €] = 0
si y € U. De esto se sigue que

IT*(y) - T () <,
siy € U. Como ¢ es arbitraria, Tt cs continua. Ver la figura 1.4. Por ser ¢+
composicién de funciones continuas, es continua. El mismo argumento muestra que
T~ y ¢~ son continuas. ‘

0
b+

CTT AN

S ;

t

-1

|
1
1

L .-~ L
l
! '
1

ﬂx\-f_ T YX\*i
TFigura 1.4

Extenderemos ahora estos conceptos a sistemas auténomos parametrizados continua-
mente por un parémetro o € R¥

z = G(z,0), (1.4)

donde G es continua en ¢ ( y diferenciable en z). De la transversalidad del flujo, se
tiene que si B es un bloque para (1.4) con o = 0*, entonces también lo es para {1.4) si
lo — a*| es pequefio; tampoco bt y b~ varfan,

T:a B un bloque para (1.4) con ¢ € £. Consideremos
T*(z,0) = T*(z) en (14) con g € T
¢*(z,0) = ¢*(z) en (14) cono €T .

Kntonces

iy
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Proposicién 1.2. T%(z,0) y ¢*(z,0) son continuas en z y en o.
Demi~tiacién: Es consecuencia inmediata del teorema 1.1, considerando Tk(z o)y
¢ (7, ) en cl sistema

' = G(z,0)

o = 0.

Los siguientes dos teorcmas garantizan la existencia de soluciones homoclinicas o

periddicas, bajo la hipétesis de la existencia de ciertos bloques. En estos teoremas
si B; es un bloque, llamaremos b?: a los conjuntos de entrada y salida de By, T‘-i(z,a)
los tiempos de entrada y salida de By, y q‘);}:(z,o) con sus respectivos dominios D‘?t los
puntos de entrada y salida de B;.

Teorema 1.3(Soluciones homoclinicas de (1.4 a))
Si existen bloques By y By para {1.4) con o € ¥ tales que:

A. z es punto de equilibrio de (1.4 ,0) para toda 0 € £ y £ 0(0,00) C By implica

que z € S(%).
B. Ninguna semidrbita positivd estd contenida en By,
C. Existe A C by abierto relativo de by tal que

L. A¢DY

i, by \A tiene dos componentes g y By B

iil. 50.——_:ﬁoﬂZ\_CDf,5l':'EﬁlﬂKCDl_

iv. 7 o7 (6o) y 1 o éf(61) estin en distintas componentes de by
D. Existe una trayectoria {(zs,0,) | 25 € Dy, 0, C £,0 < s < 1} tal que

i, zy € U(T) en (1.4) con 0 = 0,

B ¢7 097 (z0,00) € o, b5 © ¢ (z1,01) € By.
Entonces (1.4) admite una solucién homnoclfnica & Z con 0 = o, para alguna s.
Antes de demostrar el teorema explicaremos el significado de cada una de las condi-
ciones impuestas a los bloque By y By. La condicién A nos garantiza que las dnicas
soluciones contenidas en B) pertenccen a la variedad estable de Z, lo que implica que
si £ € DY pero z ¢ DT entonces A € S(Z). Lo que dice la condicién B es que todas las
érbitas que entran a By bajo el flujo,salen de By. La condicién C se entiende facilmente
siguiendo la figura 1.5; lo que nos dice es que lo que sale de By por A C by entraa By, y
que las componentes de la frontera de A salen de By por distintas componentes de by .
Por dltimo, la condicién D pide la existencia de una curva continua de puntos z; en la
variedad inestable de T para cada valor de o,; ademis los extremos de esta trayectoria
salen de By por distintas componentes de by \ A. En la figura estos puntos de salida

son 4g ¥ 1. La demostracién consistird en fijarse en la imagen de esta trayectoria bajo
el Mijo. '



Pigura 1.5

Demostracién: Consideremos la trayectoria 4, = éy o 96;'(1:,,0,) en by, la imagen
bajo ¢5 o ¢2’ de la traycctoria de la condicién D. Por lo tanto y9 € fg ¥ 71 € Bi.
Por continuidad, =, intersecta a & y &; sean sg, sy € (0,1) tales que v,, € &,.
45y € 8. Como ¢ o d)f('y,o) y ¢ o ¢;r (7sy) estdn en distintas componentes de by,
existe s* € (so,s1) tal quev,s € A C Df pero,+ ¢ Dy Dela condicién A concluimos
que z,0 ot —+ I cuando t — 400 cn (1.4,0,+). Esta es la solucién homoclinica,

Antes de enunciar y demostrar el tecorema para drbitas periddicas mostraremos un lema
que garantiza la existencia de puntos fijos de funciones continuas bajo las hipétesis
que tendremos en la demostracidn del teorema. En la demostracién de este lema
utilizaremos teoria de grado. En el apéndice hacemos un breve desarrollo de esta.

Lema 1.4 Sea f:[0,1)*"2 x [0,1] - (0,1)"2 x [~1,2] tal que f(z,0) € (0,1)" "% x
[~1,0) y f(=,1) € (0,1)""2 x (1,2] para toda z € [0,1)"% Entonces existe (Z,%) tal -
que f(i»{) = (Ea t-)
Demostracién: Sea X = (0,1)""2 x (0,1). Calculemos grad(f ~ I, X,0). Sca

fiiX = (0,1)"2 x [-1,2)

1 1 1

fl(ztt)_(ii"'vE:Zt_E)' .
Consideremos Fy = (1 —s)(f = I} +s(fy — I) = (1 - s)f + sf1 — I; vamos a verificar -
que 0 ¢ Fy(0.X) en los distintos casos. ‘
Sea (z,t) € 8X. Si (z,t) € [0,1]" % x {0}, entonces

fz,1) € (0,1)" 7% x [-1,0)
Alz,t) = (%,...,%,mzl-) € (0,1)" % x [~1,0).
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§i {«,¢; S a([o,1]"~ 2) % [0,1] entonces j(z,t) (O n"- 2 x{-1,2]y (1 - s)f(x,t) +
sfi(z,2) # (z,t) para toda s € [0,1). Los otros dos casos restantes son iguales a los
anieiiures,

(i Dty =((§...3) —z,t - 1) por lo que grad(fy — I, X,0) = (~1)""%. Porlo
tanto

grad(f — I, X,0) = grad(fy - I, X, 0) = (—1)"_2
y por lo tanto existe (Z,1) tal que {f —~ I}(%,1) = 0.

Demostraremos ahora el teorema que garantiza la existencia de soluciones periédicas

Teorema 1.5 (Soluciones Periddicas de (1.4) ).
Si existen bloques disjuntos By, Bs para (1.4) con o € T fija tales que:

A. Ninguna semiérbita positiva estd contenida en By o By,
B. Existen T C b, N D”l AcCbyn D tales que
i (b7 \T) tiene dos componentes ag y a.

i, (b3 \ A) tiene dos componentes By y fy.
jif, Siy;=a;NT, 6 =6;NA, parai=10 0 entonces
$7 © 67 () C int(6;)
¢1 0 67 (&) Cint(ey)
C. Existen homeomorfismos

hj:bs —10,1""% x [~1,2)

tales que
hy(T) = [0,1]*"% x (0, 1)
hy(%) = [0,1]"7% x {1}
ha(8) = [0,1]*2 x (0,1)
ha(&) = [0,1)"7% x {1}

Entonces (1.4) admite una solucién periédica.

~

Como en el teorema anterior veremos lo que significan cada una de las condiciones. La
condicién A nos dice que todas las érbitas que entran a los bloques bajo el flujo, salen
de los bloques, La condicién B se entiende siguiendo las figuras 1.6 y 1.7. La condicién
C la requerimos para utilizar ¢l lema anterior y poder mostrar la existencia de un punto
fijo del flujo; lo que dice es que los conjuntos de salida de los bloques son como en la,
figura 1.7. :

11



Figura 1.6

b, by b,

b,

G % {

| +lg T
ZE IV
G i

Figura 1.7. La funcién f de la demostracién del teorema 1.5.

)
Demostracién: consideremos p: by — A la funcién continua dada por

h;10p00h2(2) SiIEEE
plz) =<z siz€A
hz"loplohg(:x:) si z € By
donde pg y p; son las proyecciones

po(:l:, t) = (I:O)» pl(z’t) = (:1:, 1);

12



es decir, p(z) € & siz G f;. Considercmos la funcién f = d)fmﬁf‘ opogy mﬁg' aT - by
Qbtrerviinos que se satisface

é7 065 (%) Cint(B;)

= pody ody(w) <&
= @y od opodyods () Cint{ey).

Por lo tanto hyo fo hi‘l satisfacen las hipdtesis del lema 1.4 ya que

RO, 2% {0)) =0
= fohTH(0,1]*" 2 x {0}) C int{ap)
= hpo fohTH0,1]" "2 x {0}) < (0,1)"% x|~1,0)

y de manera similar obtenemos

hyo fohy2(j0, 1772 % {1}) € (0,1)" 2 x (1, 2].

Por lo tanto, por ser h; homeomorfismo, f tiene un punto fijo Z. Vamos a mostrar que
este punto fijo de f ¢s punto fijo del flujo. Si Z € T es tal que ¢y o0 d)2+(:?,) ¢ A entonces
f(%) € int{ap) Uint(ay); como I Nint(eg) = @ entonces Z no puede ser un punto fijo.
Por lo tanto ¢; o ¢5 (Z) € A y en este caso f(Z) = ¢} o ¢ 0 ¢y 0dF(z) = 2. Porlo
tanto Z o R ¢s la solucién periddica.

1.2. Comportamiento en el caso singular

En esta scccién consideraremos el sistema (1.1) para € =0

!
v

"= —cv—flu)+w (1.5)
'=0.

u°
v

g
il

Los planos w = cte son invariantes, por lo que en esta seccién consideraremos el sistema .

!L,"‘U
v

"= —cv— flu) +w. (19)

Sean wpj, ¥ Wmax tales que f(u) = w tiene tres rafces uy(w), ug(w), ug(w) si wypi <
W < Wpax (figura 1.8).

Mostraremos que para cada ), < w < Wyax cxiste una velocidad & = &w) para la
cual el sistema (1.6) tiene una érbita heteroclinica. Despues estudiaremos el compor-
tainiento de (1.6) para ¢ = &(w) y ¢ cercana a este valor.

13



f{w) W

Figura 1.8

Proposicién 1.8, Existe un wp, wpi, < u;o < Wmnax, tal que para cada wpy, <
W < Wnax, W 7 wp, el sistema (1.6) admite una solucién heteroclinica de uy(w) a
ug(w) si wyy < w < wp y admite una solucién heteroclinica de ug(w) a ujy(w) si

wy < w < Wiax, para cierta ¢ = ¢(w) < 0.
Demostracién: Una solucién de (1.6) tal que v’ # 0 debe satisfacer

dv
v tev= ~f(u) +w, (1.7)
recordando que f(u) = u(u~a)(l—u) = —ud+ (1 +e)u® ~ au. Una érbita heteroclinica
de (1.6) corresponde a una solucién de (1.7) tal que v(ui{w)) = 0y v(ug(w)) = 0.
Buscaremos soluciones de la forma

v=afu - uy)(u — ug).

Calculando tenemos

u(jy— +cv = a(u — up) (v — ug)(2au— afuy + us)) + ca(u — uy) (v — ug)

du
=202 (u ~ uy)(u - _(tatus _c_))
=202 (u - w)(u - ) (u ( tm_ L))
Como —f(u) + w = (v — uy)(u — ug)(u —~ ug), sustituyendo en (1.7) tenemos
20 (u — u)(u — ug) (u - (ﬂ%—lﬂ - é%)) = (u —uy)(u — ug)(u — ug).
Despejando y utilizando que zj + ug + ug = 14 @, ya que las u; son las rafces de
f(u) = w, obtencmos

a=t 3 ¢(w) = a(l + a - 3ug(w)).



Como j'(u) = ~3u? + 2(1 + a)u~ay f'(wy,) = f'(tmax) = 0, tencmos que

14+a—val “a+1
3 ]

ul("’min) = u2('“min) =

LtatVa?=a7l
: .

us(wm&x) = u2(wnmx) ==

Por lo tanto tenemos que é(w;niy) = ~ava? = + 1, §(wmax) = ava® — a + 1. Sea wg
tal que &wp) = 0, que cs dnico por ser ug(w) funcién mondtona creciente de w.

Figura 1.9

Entonces una solucién de

' = afu —u)(u - ug),

que es integrable por cuadraturas, corresponde a una solucién heteroclinica de {1.6)
para ¢ = &w). Como queremos &(w) < 0, si w,;, < w < wg entonces tenemos

que escoger a = o~ = —/1/2 lo que nos da una solucién heteroclinica de ug a ug.

Si wg < w < wyax hay que escoger ¢ = a4 = +4/1/2, y tenemos una solucién
heteroclinica de.ug a uy. La figura 1.10 muestra las graficas de & = ¢(w).

En particular para w = 0y ¢* = &(0) = —\/f(% — a) hay una solucién heteroclinica
de (0,0) a (1,0). Para esta misma ¢', y w = w* = f{(2 — a)/3) hay una solucién
heteroclinica de (ug,0) a (uj, 0), donde w* satisface ¢* = &(w*).

McKean [9] analiza el sistema (1.6) para wy,;; < w < wg, primero con ¢ = &(w).y
luego |e — &(w)| « 1. El caso wy < w < wmpax s completamente andlogo. Hacemos
este andlisis a continuacién.

ST
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| u: (us)/ »*\ o] s ) y

Wy<w “Wngx

Figura 1.10

Los puntos criticos de (1.6) son (u;(w),0) i = 1,2,3. La parte lincal del sistema en
estos puntos estd dada por '

()=t 2)C):

Los cigenvalores estén dados por

N = —c £ \fc? — 4f(x;)
B 2

f'(u1) <0, f'(u3) < 0 por lo que (u3,0) y (u3,0) son puntos silla. [/(ug) >0y porlo
tanto c? — 4f"(ug) < c® y Re A > 0 (si ¢ < 0). Por lo tanto (uz,0) ¢s un punto repulsor.

La divergencia del campo vectorial dado por (1.6) es —c, por lo que no hay soluciones
periddicas.

Integrando (1.6) tenemos que una solucién (u(t),v(t)) debe satisfacer

ho- Ly
%2- 1;—/ Ul)(f(u)—-w)du—c/tledt (1.7)

to {to) to

Por lo que si v(tp) = v(t;) = 0 entonces u(ty) y u(t1) deben satisfacer que f:((t?)) (flu)—
w) du > 0.

Utilizando estos resultados y los de la proposicién 1.6 tenemos que para ¢ = &(w) el
sistema se comnporta como en el esquema de la figura 1.11. S
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Figura 1.11

Analicemos ahora el caso |¢ — £(w)| pequefio. Si consideramos la curva v = 1/1/2(u —~

u1)(u — us), que es la érbita heteroclinica en el caso ¢ == ¢(w), el campo vectorial del

gistema (1.6) apunta hacia abajo o hacia arriba de esta curva para u) < u < ug, segin
“e(w) < coc<c(w):

(_1&{5) . (*f(u) r w - cv) = "”j’% —-cv - f(u) +w
= (c(w) — ¢)v.

La variedad inestable es tangente al eigenvector (1, A4) correspondiente a A el eigen-
vector positivo. Observainos que Ay es funcién mondtona decreciente de ¢, Utilizando
esta informacién y analizando como en el caso anterior, tenemos que el sistema se
comporta como en los esquemnas de las figuras 1.12 y 1.13.

Llamaremos una solucién homoclinica singular a
So=JpUERUJpUE]

"donde
Ef = {(u,v,w) |v=0,0<w < w*,u=uz(w)}

Ej = {(u,0,0) | v=0,0€ w < w'u = uy(w))

I = {{wo,w) [v= ~Zulu=1),0 € u < 1w =0}

Jp = {(v,v,w) |v= —\%(u ~uy(w*)) (e - ug(w*)), v (w*) < v <yg(w*),w = w*}

17
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Figura 1.12

C< C(W3<O;

Y

Figura 1.13

Jp corresponde a la érbita de la solucién heteroclinica de (0,0) a (1,0) de (1.6) para
¢=¢*, w=0. Jg corresponde a la érbita de la solucién heteroclinica de (ug{w*},0) a
(u3{w*),0) de {1.6) para ¢ = ¢*, w = w*, Ver In figura 1.14. Utilizaremos esta notacién
en lo que resta de cste capitulo y en el siguiente. Sp nos permitird construir los bloques
necesarios para la demostracién de la existencia de una 6rbita homoclinica, que es una

perturbacién de esta érbita singular,
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Figura 1.14

1.3 Existencia en el caso no singular

En esta seccidn mostraremos Ja existencia de una solucién homoclinica al origen de la
ecuacidén (1.1}, asi como de soluciones periddicas. La técnica serd utilizar los teoremas
1.3 y 1.5 respectivamente. Construiremos Jos bloques correspondientes y para verificar
que se satisfacen las hipdtesis necesarias utilizaremos la informacién del sistema para
€ = 0 que se obtuvo cn el caso anterior,

Mostraremos primero la dependencia continua de la variedad incstable del origen con
respocto a los pardmetros € y ¢. Considercmos la ecuacién {1.1)

!

v'=—cv - flu)+w (1.8)
v = *—E(u —w).

Si

o 1 0 u(€) 0 '
B,;:( a -c¢ 1 ), U(e) = v(E)), G(U)z(—(1+a)u2+us)
~gfe 0 en/c w(é) 0

entonces escribimos {1.8) como

U' = B, U + G{U). ' (1.9)

Los eigenvalores de la parte lineal B, de (1.8) estan dados por las rafces Ay, Ag, Az de

1B =M = (L= 2) (24 e =)~ Z =0

c
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e para € = 0.se reduce a
|Bo — M| = =A(A? 4 ed ~a) = 0.

T.25 rafces son

—¢+ Ve +4a
Apg = 3 )

Sic< 0y 0<e<eg, con gg suficientemente pequeno, entonces

Ag =0,

A <Az <0< )N
ya que |Be| = —£(ay + 1) > 0.
Proposicidn 1.7. La variedad inestable del origen en la ecuacién (1.8) cone < Oy
0 < £ € gg depende continuamente de € v ¢.

Demostracién. Se dard un argumento similar al utilizado en 8, cap. 13] para mostrar
la existencia de la variedad cstable,

Ay 0 0O
P'BP.=10 X 01.

0 0 Mg

i} e 0 0 i 0 0 0
E&=]0 00|, BE=|0 o |,

Seca P tal que

Sean

0 00 0 0 eé

Ey(8) = PEy(§) P,
E9(€) = PEy(£) P,

que satisfacen
E{(€) = BcE;.

Sea atal que 0 < a < Ay para 0 € € € gg. Existe K > 0 tal que

|E1(6)] € Ke¢ sig <0,

: (1.10)
IE2(6)| < K sig>0. -
" Como G'(0) = 0, podemos encontrar § > 0 tal que
|m<6ﬂﬂ<6¢kﬂm~GWH5§%ﬁ—UL (111)

Consideremos la ccuacién integral

ma:m“w”ﬁEﬁMﬂﬂmma |
¢ (1.12) -
+ /_w Ey(€ ~ 5)G{U(s)) ds, ;

. 20



d¢ 2 V es un vector constante tal que [V] < §/(2K). Mostraremos por medio de
aproximaciones sucesivas que (1.12) tiene nna solucién U(€) para € < 0, tal que

U(6)] < 8eaeE,
Sea Up(€) = 0y definimos Uy 1(€) por induccién como

0
m“m:muw~ﬁﬂﬁ—ﬂammm3

Mostraremos que para £ < 0

UA(8) = Up-a(€)] < Selot. , (113)

Para k =1 es inmediato que

1
[UL(€) ~ Up(€)] = UL ()} < ze2®C.
Supongamos'(l 13) y caleulemos para k + 1.

UANGEAG l<]Uh = MGU(s)) = G(Ug-s(s))] s
s [C 1Bae - MO - U] ds
Sustituyendo (1.10), (1.11) y (1.13) tencmos que

) 0 Tty O 1 3 a 1
_ <_ - a(f-8) & 308 & o saz
Uk (6) = Uid)| <5 U et 2o ds+[_°°1f8Ke ds]
Safa _ ‘as) 2 ’af]
2L 8 [ ( a) (1 : 1 aei

= § e%"f 2__c%af_
9k+1 2

1
S2k+1 €

[~23

Por lo tanto (Up(£)) es una sucesién de funciones diferenciables que converge unifor-
memente para £ < 0,0< € <oy ¢ < 0a una solucién U(£) de (1.12). Por (1.13) esta
solucién satisface

|U(&)] < serot
y por lo tanto U(€) — 0 cuando ¢ — —oo.
 Como la scgunda integral de {1.12) converge como consecuencia de (1.13), derivando
(1.12) obtenemos que U(€) es solucién de {1.9). Y por la convergencia un:forme tenemos
que U(¢) depende continuamente de € y ¢, que es lo que habfa que derostrar.

Ahora probaremnos la existencia de érbitas homoclinicas. Para construir los bloques del
teorema 1.3 usaremnos la drbita homoclinica singular.
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Troposicién 1.8, El sistema (1.8) admite una solucién homoclinica para-cierta ¢ =
cle) sie < 1.

Demostracion. La demnostracidn consistird en constrnir dos bloques que satisfagan las
hipdtesis del teorema 1.3, Sean wgyp, wy,¢ tales que

*
Wiin < Wing <0 < w” < wap < Winax,

donde w* estd definido por la condicién é(w*) = ¢* = —/2(1/2 — a) = &{0).
Consideremos

By = {{v,v,w) | wiyr < w < weup, Ju - ug(w)] -+ jv] < p1}

By = {(u,v,w) | wipr S w < weyp, Ju~ ug(w)] + Jv] < pg}.
Ver la figura 1.15.

Figura 1.15. Las partes sombreadas son los conjuntos de salida.

La afirmacién es que By y By son bloques de (1.8) para 0 < e « 1, le - ¢*|, p1, P2
pequefios. Verificaremos la transversalidad en una sola cara; el resto es completamente
similar. La funcién fy = (v — uy(w)) + (v} - p; determina una cara de By. Tenemos
que Vf = (1,1,-uf (w)) y calculando el producto escalar para e = 0 y ¢ = ¢* resulta

(1,1, ~uf(w)) - | —c*v — g(u) fw | =1=-c+(~f(v)+w)

Como (1 —¢*)Ju > O para v > 0,y —f(u) + w > 0 para uy{w) < u < uy(w) +py;
tenemos que este producto es positivo en esta cara de 8B tomando p; suficientemente
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Figura 1.16. Los bloques By y By para wiyp € w < Wsup.

pequeno, Ver la figura 1.16. Por lo tanto, ésto sigue siendo cierto para 0 < e < 1y
[e—c'l < 1. _

En las tapas es mas sencillo, ya que el signo del producto escalar para 0 < € estd dado
por ——%(u — ~qw), que es de un solo signo porque el plano v — 4w = 0 no intersecta a
Bj o By cuando w = wyp 0 w = weyp, si tomamos py y py suficientemente pequefios.
Esto s cierto porque v << 1 como se ve en la figura 1.17.

10-FWw=0
U= | W=

B\ B
YA ANRY,
N \V4

I

B w
D

Figura 1.17. Los bloque para w = wjyr ¥ w = wsyp
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Verifiquemos Ja condicién A del teorema 1.3. El origen ¢s punto de equilibrio de {1.8).
En nna vecindad del origen las dnicas semidrbitas contenidas en esta vecindad perte-
necen o la variedad estable del origen, ya que la parte lineal del flujo determina el com-
portianiento de éste en la vecindad; désto se puede encontrar en Coddington y Levinson
[®, cap 13]. Por lo tanto, cscogiendo py suficientemente pequedia las semidrbitas en
By cerca del origen pertenceen a la variedad estable, y fuera de esta vecindad se tiene
que 0 < cte < ]w'| para € > 0, por lo que no hay ninguna semidrbita en By que no
pertenezea a la varicdad cstable.

T... condicién B se sigue de que escogiendo gy suficientemente pequefia, 0 < cte < w' en
DBy para 0 < &,

Sea A de la condicién C dada por
A= {(u,v,w) E by |lw' ~w<w < w' +wu- ug(w) +v=-pg}.

Ver la figura 1.15. A C b5 cs abierlo relativo de by, Si w y pg son suficientemente
pequeiias A C Df‘ para € = 0, ¢ = ¢* con py fijo. Ver la figura 1.18. by \ A tienc dos
componentes g y By, para las cuales

BoNA =& = {(u,v,w) Cbylw=w* —w,u~uz(w) +v = --p}
BiNA 2 by = {(u,v,w) € by lw=w" +w,u—ug(w) +v=—pp}

Como consecuencia del andlisis de la seecidén anterior, escogiendo w y pe suficientemente
pequedas podemos afirmar que ¢ o¢f'(50) y ¢;o¢f (81) estdn en distintas componentes
de b’ esto es claro en la figura 1.18. Elegimos €g suficientemente pequefia para que
esto siga sucediendo 81 0 < € < €.

Por dltimo la hipdtesis D se satisface si cscogemos 1 suficientemnente pequeiio para que
la solucién Ug(£) que construimos en la proposicién 1.7 satisfaga Up(0) € D;’ para toda
¢ tal que ¢* —n < ¢ < ¢* + 7. Como vimos en la seecidn 1.2, ¢ o ¢35 (Up(0)) € fo para
c=c —n,y¢; 0 ¢3'(Uo(0)) G By para ¢ = ¢* + n; ver la figura 1.19. Escogemos €y
tal que cumpla lo ya pedido y ademds se siga mantenijendo la propiedad anterior para

"0 < € < gg. Entonces tenemos el resultado como’ consecuencia del teorema 1.3,

Probaremos a continuacién la existencia de soluciones periédicas de (1.1). La cons-
truccién de los bloques serd completamente similar a la hecha en la demostracién an-
terior. Usaremos como en la proposicidn anterior las érbitas heteroclinicas del sistema
singular,

Proposicién 1.9. El sistema (1.1} adinite soluciones periédicas para € < 1 con
¢t <e <0

Demostracién, Construirernos dos bloques que satisfagan las hipétesis del teorema 1.5.
La construccién scra como en ¢l teorema anterior, con la nica diferencia que el radio
de By sera variable. Tomemnos ¢ fija tal que ¢* < ¢ < 0. Scan wjy, tal que ¢ = &(w;g,)
Y Wreg tal que ¢ = (twreg) ¥ Wing, Wsup tales que

0 < wjyr < wiga < wo < Wreg < Wsup < Whmax-
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=4

Figura 1.18a. w = w" Figura 1.18b, w = w* —w

3 v :
e

Figura 1.18c. w = w* +w

En la figura 1.9 de la seccién anterior se puede ver como se pueden estos valores de w.

wiga es tal que (1.1) admite una solucién heteroclinica de (uy,0,w;gq,) a (us,0,w;a,)
para € = 0 y-¢ la velocidad elegida anteriormente. Para w;qg el sistema admite una
- solucién heteroclinica de (u3,0, wreg) a (11,0, wreg). Consideremos

By = {(u, v, w)|winr < w < wyup, [u — wx(w)] + |v] < p1(w)}
By = {(u’vaw)lwinf <w< w>upy|u - u3(w)1 + |v| < /)2}

donde pj(w) es una funcién diferenciable de w tal que py(w) = fy para |w—~wreg| < wy,

pi(w) = py para |w—wig,| < w1,y p1{w) < §1 para wips < w < weyp. La demostracién

PR
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Figura 1.19. Flujo para€ = 0, w = 0,

de que By y By son bloques es la misma que la de la proposicién anterior; el hecho que
p1{w) cambie con w no es relevante para verificar ésto.

" De manera similar a la proposicién anterior tomamos
A = {(u,v,w) € by |wreg -~ wy < W < wreg + Wy, u — ug(w) + v = —pg}

[ = {(u,v,w) € b] |wigy — wi < w < wigy +wy,u—uy(w) —v =145}

donde o, f;, i, & quedan determinados de la mancra correspondiente. Ver la fi-
gura 1.20. X
Elegimos f; para que 1) sca bloque para 0 < € < gg con gg pequeria. Para esta gy
encuentro py y we tales que A entre a By, cs decir A C Df, y ¢] o qu”(&f) estén en
- distintas componentes de b \ T; es el mismo caso que el de la figura 1.18.

Ahora escogemos 51 y wy tales que T C D2+ y ¢2_0¢>;r {7;) estén en distintas componentes
de by \ A; este es completamente andlogo al anterior.

Observamos de la figura 1.20 que b;" cs la unién simplemente conexa de tres rectdngulos
(no necesariamente planos) a lo largo de dos de sus lados, por lo que b;" es homeomorfo
a [0,1) x {~1,2], y podemos eligir los homeomorfismos de tal manera que se satisfagan
la condicién C, Por lo tanto el tecorema 1.5 nos garantiza la cxistencia de una érbita

periddica para ¢ tal que ¢* < ¢ < 0.
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En el presente capitulo expondremos brevemente la demostracién dada por Jones [2]
de la estabilidad del pulso viajero. En la primera seccién daremos los resultados preli-
minares necesarios pura el argumento. Primero se mostrara que la solucién homoclfnica
tiende a la solucién homnocliniea singular cuando € — 0. Enunciaremos luego los resul-
tados de Evans [3,4,5,6] sobre la estabilidad de soluciones estacionarias de ecuaciones
de la clase que estudiamos, asf como los resultados de Fife y McLeod [13] sobre la
estabilidad de los sistemas reducidos. En la segunda scccién haremos una estimacién
del espectro del operador dado por la parte lincal de la ecuacién alrededor del pulso
viajero.
Del capitulo anterior, Us = (tg, ve) os solucién estacionaria de la ccuacién (0.4):

u

= uge teug + f{u) - w
= cwg + &(u — qyw).

-

(2.1)

w

~

La parte lincal de (2.1) alrededor de U, cstd dada por ¢l operador

()= (epe i) e

2.1 Preliminares

Probaremos primero la continuidad de la érbita del pulso viajero U, cuando € — 0.
Este resultado es consecuencia de la continuidad de la variedad inestable del origen
demostrada en la proposicién 1.7 y del hecho que los bloque utilizados en la demos-
tracidn de la proposicién 1.8 se pueden escoger tan pequefios como se quiera cuando
€ — 0. Denotaremos por S a la érbita homoclinica del pulso viajero; recordemos que
So=JpUERUJpUE] esla érbita homoclinica singular de la scecién 1.2.

Proposicién 2.1, S, —+ Sy y ¢(€) — ¢* cuado € -+ 0.
Demostracion. Sea p > 0. Vamos a mostrar que existe eg > 0 tal que

Se C By(So) = {z € B®| |z - & < p para algin % € Sp}

28



Figura 2.1

para toda £ € [0, gg]. Ver la figura 2.1.

Elegimos py elradio de 33 tal que By C B,(Sp). Encontramos ahora p; el radio de By
y wel radio de A C by tales que A bajo el flujo entre a By sin salirse de B,(Sp) cuando
€ = 0; esto sc sigue cumpliendo para € € [0, &) si g es suficientemente pequefio,

Por la continuidad de la variedad inestable existe 5 suficientemente pequefa tal que
U (0) € D;‘ para €20y ¢ € [¢* - 5,¢* + 1], ya que Up(0) € D,;,F para ¢ == ¢*; elegimos
€p suficienternente pequena para que esto se siga cumpliendo junto con lo anterior para
€ € [0,gp]. Por lo tanto S; — Sy cuando € ~+ 0. Observese que para p més pequefia
es necesario elegir 7 también mas pequefia, y por lo tanto como (e} € [¢* - 5,¢" + 1]
concluimos que &(g) <+ ¢* cuando £ — 0.

Consideremos ahora el espacio B = BC(R,RQ) de las funciones continuas y acotadas
de R en R? con norma || |leo, y ¢l operador L : B — B dado por (2.2). Evans
[3,5,8] muestra que (2.1) es estable si o(L) el espectro de L estd en el semiplano
{A € C|ReA < a} con a < 0, excepto por A = 0 que debe ser un eigenvalor simple.
Como se hizo notar en la intoduccién 38U /3¢ es eigenvector de L con eigenvalor 0. La
demostracién dada por Jones [2] consiste en verificar que esto sucede. Consideremos
la ecuacién

(L—-,\I)(f) =0

que podemos escribir como el sistcina

pl = q .
¢ =-cg+ (A= f(ue))p+r e (23)
rl — _Ep -+ ’\ + E'yr.

c [
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Las soluciones acotadas de (2.3) para algin A € € corresponden o cigenvectores de L
con rigenvalor A, Evans [5,6] construye una funcién D(A) analitica cuyos ceros son los
cigeovatores de L. Construimos a continuacién esta funcién.

"o
it :

~ua (2.3) es de la forma 2! == Az donde

0 1 0
A oz /10 4 P =4 A - f’(ue) =C 1 (2.4)
-.E 0 Mex
c [+
con
0 1 0
[10 = A - f'(()) e 1
_ o Me
c <

El sistema (2.3) es asintéticamente el sistema con cocficientes constantes
2’ = AOZ (25)

Este sisterma lincal de coeficientes constantes tiene soluciones acotadas siy solosi A € €
es tal que Ap tiene algin valor propio puramente imaginario y en cse caso esta solucién
- es una solucién periddica z(§).

Considercmos las funciones py @ B — R diferenciables tales que p(€) = 0 en € €
[~m,m], p(€) == L en £ € R\ ( -m ~ 1,m 4 1), y monétona en (~m — 1,-m)
y (m,m + 1). Las funciones p,, como en la figura 2.2, Observamos entonces que
flrmzlleo =1 2llco ¥ ademas

i (E- M)(pa(€)2(€)) = .
Por lo tanto A estd en el espectro continuo de L. Consideremos el conjunto
S = {)d € € { 4p(\) tiene cigenvalor imaginario }

La componente de € \ § que contiene al 0 serd el dominio de D()); de hecho

Proposicién 2.2. Si ¢ > 0 cntonces € \ $ tiene una componte G para la cual
{A€C|Red > b} C Geonbg<l.

Demostracién. Sea

A\
Playe, \) = det(Ag — el) = (a® + ca + 1'(0) — A) <~ tey a) - % (2.6)
Para € > 0 fijo tenemos que
S={\eC]|P(ir,e,A) =0con 1€ R}
Cuando ¢ = 0 obtenemos de (2.6) que S es

S={leC|A=ircconrcR}
U{} € C|Re) = ~(Im))?/c? - a}
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el ¢je imaginario unién una pardbola contenida en {A[Re A < —a < 0}; ver la figura 2.3,
Fsla pardbola permanceerd en el semiplano negativo para 0 < € < 1. Veamos que le
pnsa a los puntos de S en el ¢je imaginario para € > 0. Dejando 7 fijo tenemos que
pata d =1ire
-a{)»(ir,o,,\) =18 #0
aA c

1:or lo que podernos expresar A como funcién de e parar fijay 0 < £ <« 1 con A{0) & (R,
Calculando tenemos

a9 ( 1
de” T ! }12"‘7;'52) <0

por lo que para € > 0, S estd en {A[Red < 0}, y si v > 0, § estd uniformemente
acotado lejos del eje imaginario.

Bvans mucstra en [5] que todos los puntos de o(L)NG son cigenvalores, Cuando A =0,
Ao(A) se reduce al caso de la matriz Be de la scccién 1.3. Por lo tanto, si € < 1, Ag(})
tiene un vnice valor con parte real positiva y dos con parte real negativa. Por lo tanto
lo mismo siguc sucedicndo para toda A € G, ya que de lo contrario tendriamos; por
la continuidad de los cigenvalores con respecto a A, que para alguna A* € G la matriz
Ap(A*) tiene un cigenvalor puramente imaginario. Al cigenvalor con parte real positiva
lo llamaremos
at = at()e)

con su cigenvector asociado

o+ o
X (l,a T ocat — (A +E"7)>

y que para € == 0 se reduce a

et JErd(A+a)
ot(0,0) = —5F °2+( g

Xt =(1,a%,0)

il

Sea ¢{}, £) la solucién de (2.3) tal que
¢(A, €) ~ X+ 5 0 cuando £~ —
Consideremos ahora el sistema adjunto de (2.3)
2 = Bz : (2.7)

donde B = —A*; asintéticamente B es la matriz By = —A4y. Entonces para A € G, B
tiene un inico cigenvalor con parte real negativa

B~ =0"(\e)=~at
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¢iag cigenvecetor

v (1’ ¢~ (B~ )(B+ (A +67/°))) '

Sca (A, €) la solucién de (2.7) tal que

n(A,g) - Yef ¢ 0 cuando £ — {00,
Definimos ahora la funcién D(A) cuyos cero son los cigenvalores de L como
D:G €, D(A) =¢(X€)n(€)
D(}) es independiente de € ya que

g d a

5P = 5N 1€ +5(0,0) - S2n(0,6)

=ALn+ € Byp=Af-n-E-A'np=0.
Evans demuestra que D(A) asf definida satisface ser analitica y sus ceros son los eigen-
valores de I en G. Veamos porque sucede esto. Sean a] y ay los cigenvalores'de Ag())
con parte real negativa; sean X|” y X los cigenvectores correspondientes. ¢(A, €) es
la {inica solucién de (2.3), salvo miltiplos escalares, que es acotada para £ — —o0o. Por
lo tanto si A es cigenvalor de L, entonces ¢(A, £) es el cigenvector correspondiente y es
acotada también para § -+ co. Por lo tanto ¢(), &) = Xi'e"l_f + X{e"z-f para £ — co.
Pero como
o (Xi Y7) = (AoX] - Y7) = —(X7 - BoY ™) =

= XY = (Y,
tenemos que (X;~ -Y7) =0, ya que of # a¥. Por lo tanto,

D(A) = ¢(%,€) - n(A,§) =0

ya que (), &) = y-eft para £ grande,
Evans demuestra ademds que la multiplicidad de los ceros de D(A) corresponde a la
multiplicidad algebraica del cigenvalor correspondiente.

En la siguiente seccién serd necesaria una continuacién analitica de D(A) en G =
{A|RgA > b} con b < 0 independiente de €. Observamos que a™t continua siendo el
cigenvalor de mayor parte real para A € G con b suficientemente cercano a 0, aunque
ya no es el Gnico cigenvalor de Ag con parte real positiva para € < 1. De manera
similar sucede para 87, por lo que podemnos definir a ¢ ¥ 3 para A € G de la misma
manera como antes. Jones demucstra que es posible hacer ésto. Se define entonces a

D(A) = ¢(X, €) -n(A, £) para A € G.
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Recordemos de la seccién 1.3 que para € =: 0 existen soluciones heteroclinicas del
sistema (1.1). Llamamos Up(€) a la solucién heteroelinica que va del origen al punto
(1,0,0) y cuya érbita corresponde a Jp. Notemos que Up estd en la variedad inestable
de! arfgen. De manera correspondiente llamemos Up a la solucién correspondiente a
la 6rbita heteroclinica Jy; ver la figura 1.14 del capitulo anterior. Fife y McLeod [7]
iwaestran que Up y Up son estables. Aplicando los resultados de Evans a Up, si Ly es
la parte lineal de (2.1) alrededor de Up tenemos que la ecuacién

(Lp ~ M)z =0

solo tiene soluciones acotadas para ReA <0, 0 A == 0 y 0 cs simple, Escribiendo esta
ccuacién como sistema teneinos

P=q
¢' = ~cqt (A= f'{up))p (2.8)
;A
rlos=er
[

que es asintoticamnente constante. Definimos, ¢p(), €) como la solucién de (2.8) que

satisface .
' ¢cr(A,8) - XTe® € 5 0 cuando € -+ —co

donde X* y a™ como antes. Como ¢p es el \inico candidato a cigenvector salvo por
miltiplos escalares, tenemos que ¢p(}, €) cs acotada para € — oo si y solo si A es
eigenvalor de Lp.

2.2 Localizacion aproximada de los eigenvalores

En esta seccién mostraremos que cualquier cigenvalor del operador L contenido en
G C € debe estar cercano a algin eigenvalor de los operadores L gy Lg de los sistemas
reducido. Como estos sistemas son cstables, los tnicos cigenvalores peligrosos estaran
cerca del 0,

Sea V; la uni6én de bolas de radio § alrededor de cada cigenvalor de Ly o Ly que son
L= {d€ G|\ cs cigenvalor de Ly o Ly}

Vs = U Bs(3).
AT

donde Bs(A) es la bola abierta de radio § alrededor de A.

Esta scceidn estd dedicada a probar

Teorema 2.3. Dada § > 0 existe g5 > 0 tal que para toda € € (0,&p), se ticne que
D()) #£0 para ) € G\ Vs.
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Corolario 2.4. Si A € G\ V5 enlonees A no es eigenvalor de L.

La idea de la demostracion sera analizar o flujo de la ccnacién (2.3) y seguir la solucién
¢(*. ) para € grande y estimar D()) utilizando que n(}, €) estd determinada para ¢
grande.

Acoplando (1.1} con (2.3) obtencinos

'

u' =0
v = e - f(u) +w
w' = ~—§—(u - qw)

2.9
e (29

¢ =g+ (A= f(u))p+r

€ At
== “p - LEZ,-
c ¢

il

para (u,viw,p,q,7) en B3 x €3, El sistema (2.9) depende continuamente de ), ¢, €.
Claramente tenemos que (Ue{€),¢(A, €)) es solucién de (2.9).

Para saber si D{)) se anula serd suficiente con conocer la dircccidn de ¢. Por lo
tanto consideraremos un sistema asociado al sisteina (2.9) en CP2 el plano proyectivo
complejo. Consideremos 7 : €% — CP2, dada por #(z) == £ donde 2; = %5 si y solo
si 21 = azg para algin a € €\ {0}. Extendemos la proyeccién 7 a B3 x €3 con la
identidad en B3, I x 7(u,z) = (u, 3). Denotaremos esta extensién también por .

Por ser (2.3) lincal, el sistema (2.9) induce bajo la diferencial de 7 un sistema en
R3 % CP?; esto sc verificard en la demostracién del lema 2.5. Llamarcmos Fg‘(f) el flujo
dado por (2.9) a tiewpo &y }7’5\(5) el fiujo inducido en &% x CP2. Tenemos entonces
que se satisface

wxcs ) gy
7l iw

)y
RS x cp? ) sy cr?

ey

Por ser Ue solucién de (1.1), S x CP? cs invariante bajo f‘e’\, por lo tanto estudiaremos
el flujo restringido a S¢ X CP? 8, homeomorfa S! por ser una érbita homoclinica;sea
he : Se — S homeomorfismo que depende continuamente de €, lo cudl es posible por
" la dependencia continua de S, con respecto a €. Al flujo inducido por he en st x cp?
lo Nlamaremos H,;\(f). Este flujo depende continuamente de € y A. Tenemos que se
satisface .
F
s.xcpt 8 g xcp?
he | . | he
I
stxep? ") g1y gp2
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Veamos ahora una imnportante relacién entre un flujo lineal en €3 y su versién inducida
en €P? bajo #. Consideramos en €3 1a ecuncidn lineal 2/ — Az Si « os wn eigenvalor
de A, lammarcmos Cq 2 ¢l subespacio generado por el cigenvector correspondiente.
Entonces tencmos v

Tz 2.5, Si A tiene cigenvalores o, oxq, @g, y a ¢s simple entonces 7(Cq) es un punto
erftico del sistema inducido en €P? y cuyos cigenvalores en este punto son ay — a,
g — o,

Demostracién, Sea p @ €2+ €P? la parametrizacién dada por ©(g,r) = 7(1,¢,r).
La axpresién de 7 en estas coordenadas es v ™' o #(p,q,7) = (¢/p,r/p). Derivando

obtenemos que la diferencial esta dada por
((9_ z) (fz i is_ﬁffl))
p'p)'\p pp’'p pp

De aqui se sigue que si #(Z) = x(Zs) entonces D(p~! o 7)(21,4%;) =
D(p~ton)(Zs, AZy). Con esto se verifica que un campo lineal en €2 induce un campo
bajo D,

Supongamos primero que o) # ag. En este caso podemos suponer que A estd dada
por

I

D(p~ o) ((pas7), (21, 22,33)) =

a 0 O
A=10 o 0
0 0 Qa9

y consideramos entonces el campo ((p,q,r), (ap, 219, azr)). Aplicando lo calculado
arriba tenemos

—

ap, ay1q, Q‘ZT)) =

(g - ﬁ);)) '

D((’Q—l o Tr) ((pY q’ r),

(CHRC

de lo que se sigue ¢l resultado.

AN

Si a; = ag y A estd dada por

a 0 O
A=10 e 01,
0 1 o

calculando tenemos que campo inducido es

(5) oo

y cl resultado también es vilido.

Bl siguiente lema nos dice como estimar D(A) a partir de la informacién en cp2.
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Lema 2.6. Sia(¢) == w(ct), w(n = a(m), y ¢1-n1 /0 entonces D(A) =¢-n #0.
Demastracién, Se sigue imnedistamente de que ¢ =2 he¢y 5 = kg con by k ¢ €\ {0}
Anslizaremnos ahora la estructura del flujo en S'x €P2 parae - 0,c=c*y A ¢ G\V;.
Con csta informacidn se demostrard el {corenia 2.3, 1l sisteia en oste caso es

P g
g = etg b (A1)t (2.10)
rA
v
[

Sean by, by € Jp y by, by € Jp puntos de Sy, Eligicemos estos puntos cercanos a
las esquinas de Sp de tal manera que los siguientes resultados scan vilidos; ver la
figura 2.4. Scan 0p, 0, Oy y 03 G S' tales que hg(0;) == b;. Para 0 ¢ [01,07] sea
(ug,vg, wp) = ho(0) € Sp. El sistema (2.10) ticne los cigenvalores

Vel 1 4(A - f1{up) A
e

et 4-
ay g =

2 ¢

Entonces 03'(0, A) = aj @ el eigenvalor con mayor parte real positiva par A € G. si
escogemos by ¥ by suficientemente cerca de lus esquinas de tal inanera que f’(ugl) <0,
J'(ug,) < 0; esto Gltimo se debe a que podemos cscojer G = {M | b < Re A} tal que se
cumpla

Re A
Reag == R

o

b
— < Reaf.
g < Reay

Llamemos XS”(O, A) al eigenvector asociado a aa'.

W

\}
3

Figura 2.4

b,
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Recordemos que 57, ¢ Sp consiste solamente de puntes ceriticos del sistema (1.1) para
€ = 0. Porlo tunto si ho{0) ¢ Ep, cl fiujo H@ deja invariante a {0} x CP? el flujo
en este conjunto invariante estd dado por In versidn proyectivizada de (2.10). Por lo
‘anto como consceuencia del lema 2.5 ,,\-,'0"(0,,\) : 7(Xg(0,]) es un punto crftico
y sus cigenvalores tienen parte real negutiva para X € G. Para 0 ¢ 16y,05] pero que
ho(0) ¢ Ep,, ..'S'((?, A) = 7r(.\'&'(0, A)) no es punto eritico del flujo ya que su componente
en 8! no se anula, sin cinbargo csta componente en ST es arbitrariamente pequeiia si
by ¥ b2 estin suficienteinente cerea de las esquinas, ya que en este caso hp(f) estard
cerca de las esquinas, que son puntos criticos para g =0

Consideremos © @ C* » €P? la peramctrizacion utilizada en la demostracién del
lema 2.5. ‘iO‘ (0,%) = o 1('io') tiene una vecindad V,(0,4) < €2, donde Va(0,1) es
una bola de radio p centrada en ‘\.'g”, tal que las soluciones de (2.10) entran a V.
Consideremos la unién de estas vecindades

B U {0} eVl (0,0);
0, <0<

or la continuidad-de X;f con respecto a 8, By cs homeomorfo a 10,1} x D2, es decir un
P 0 I y D1 A ) )

tubo alrededor de X(')’L. Por lo tanto cligiendo p suficientemnente pequefo, las soluciones
de {2.9) que entran a By solo pueden salir en § == 0y, para & < 1. Ver la figura 2.5,

.® il N
&

0 _— - -
~

Figura 2.5

De manera completamente semncjante construimos By con radio ps, para 0 € [f3,27] y
que va tener la propicdad de que lus soluciones de (2.9) que entran a Bp permanecen
ahf para € < 1.
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srailtimo observamos el comportamiento de las soluciones del problema de cigenfun-
clones para ol easo reducido. Sean §; ¢ ST tales que ho(0;) corresponden a las esquinas
de Sp; ver la figura 2.4, Enlonces:

Lema 2.7. Para € == 0, scan {p(X, €) = w(cp(N, €)) v Ep(A, €) = =(¢p(A, €)) Entonces
xeG \ Vs sc satisface
111:1 (X&) = ,\0 (01,2)

&

¢ lim EIJ(Aa E) = X-O"(ﬁ% ’\)

Chto
A -
llm $n(A, £) == J\’O‘ (03, /\)
§ oo

Demostracidn. Se sigue inmediatamente del comportamiento asintético de ¢p y ¢p, v
que A no es cigenvalor de los sistemas reducides, y por lo tanto no son acotadas para
€ o0

Evans [5] muestra que si [A] es grande entonees \ 1o es cigenvalor de L. Sea K tal que’
si |\l > K eutonces A no es eigenvalor de L. Considercimos entonces a X en

= {AEC|NE (G), N ¢ Vs, |\ < K)

que es un conjunto compacto,

Bl signiente lerna da una estimacidn del comportamiento de ¢(A, £) para ¢ grande,

Lema 2.8. Dadas A € Ny py uMen £0, Mo tales que si 0 < € < g9y |A — 1| < ng,
entonces ¢ = 7(¢) entra a By Lajo H2.

Demostracién. Ver figura 2.6. ¢(A) y ép(}) son cercanes en {0g} x CP2 si gy y ng son
suficientemente cercanas. Como ]1;\ depende continuamente de ey A, y g:}:'(j\) entra
a By bajo H(}, entonces ¢{A) tawbidn lo hard bajo HE’\ si £ ¥ 7g son suficientemente
pequenas.

Escogiendo p el radio de Bj suficientemente pequefio, ¢()) sale de By en {03} x CP?
cercana a ¢p(A). Como ¢g(}) entra a By bajo HR, entonces también ¢(A) entra a By
bajo H€ si €9 ¥ 1o son suficientemente pequefios, que es lo que querfamos mostrar.

Conosiendo el comportainiento de ¢(A, €), en cl siguiente lema estimamos D(A).

Lema 2.9. Dada ) G 0, existen gy y 5g tales quesi 0 < € <ggy |A— A < ng entonces
D(A) #0.

Demostracion. Tenemos que n(A, £) = Y“‘(.s,,\)eﬂ_f para & grande. Por otra parte,
por el lema anterior ¢ entra a By bajo H2. Por lo tanto ¢ estd cercano a X (g, A), ya
que ¢ ¢s cereann a X (0, \) = Xt (g, A) cuando he(0) = (0,0,0).

alcula enenos qu
Calculando tencmnos que

e N Ve N) = L &
XA YN = L e T e (= (B + (4 /)
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Figura 2.6

Por lo tanto +
X0 Y700 = Lk
’ c+oat

Calculando tenemos que

Cat N Refat(c+ a't))
¢ e+at) ]_c +at lz -
] lc2 +4(A ';‘,f")u‘ - c?
- 4le + aﬂi T

que es positivo para A € G. Por lo tanto Re (Xt Y")> 1, para0 < e < gp siegges
pequeno. Tomando pg suficientemente pequena y ¢ grande

y por lo tanto D(A) # 0 como consecuencia del lema 2.6. Esto iiltimo prueba el teorema
2.3.

Jones continda la demostracién mostrando que en una vecindad de 0 hay solo dos
eigenvalores, uno de los cuales es el 0; esto lo hace calculando el ndmero de rotacién de
D(}) alrededor del 0. Observamos que si A ¢ R entonces D(A) € R, ya que en este caso
¢(X, €) y n(X, €) y solo toman valores en B; por lo tanto D(A) es simétrica con respecto
al eje real, y el otro cigenvalor en la vecindad de 0 es real. Jones concluye mnostrando
que 8D(0)/9X > 0. Evans [5] muestra que si Re ) cs suficientemente grande entonces
D(A) # 0. Concluimos entonces que 0 es eigenvalor simple y ¢l otro eigenvalor en la
vecindad de 0 es negativo. Para caleular esta derivada es necesario calelar d¢/8A; esté
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lo “nce Joncs estimando el dugulo de fntersceeidn entre la variedad estable ¢ incztable,
N “ochiyo esta parte de la demostracion de Jones por ser demasiado téenica,

El argumento presentedo solamente muestra la estabilidad de el pulso vinjero en una ve-
cindad de esté en el espacio de funciones 13 - BC(GR,W), y no se da ninguna estimacién
del tamarno de esta vecindad,
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APER

i

- GRADO

En este apéndice desurrollareinos los elementos de teorfa de grado neccsarios en la
demostracidén del lema 1.4. Bl desarrollo es el mismo que se puede encontrar en las
,notas de Nirenherg {12]. Utilizeremos formas diferenciales; una bonita presentacién de
este concepto Ja hace Arnold [13]. )

Sean Xy y Y variedades O orientadas de dimencion n y X subconjunto abierto de
Xp con X = X USX compacto. Sean ¢+ X -+ Y diferenciable en Xy yg G ¥\ ¢(8X).-
En la aplicacién en el lema 1.4 X = ¥ = 51 X = 0, 1j" -1, Entonces:

Delinicidn. 2 ¢ Y ebierto s una vecindad coordenada simple de yg siyp € O y existe
carta coordenada Z : O -+ B" tal que £(0) es un n-cubo.

4 es una n-forma diferenciable admisible para yg y @, si el soporte de p estd contenido
en () una vecindad coordenada simple de yg, que asu vez esta contenida en Y\ {$(8X)}
v tal que fy p =1,

Definicién. Sea g una n-forma diferenciable admisible. Definimos ¢l grado de ¢ en yp
como

grad(¢, X, u) = f\, ¢ .

Para mostrar que el grado estd bien definido demostraremos antes el signiente lema.

Lema A.1. Sea g una n-forma diferenciable en Y tal que fyp =0y sopp €
vecindad coordenada shinple. Entonces existe una (n - 1)-forma diferenciable w tal que
sopw €Ny p= dw.

Demostracién, Podeinos suponer sin pérdida de generalidad que sop g C (0,1)
Entonces & = f(z1,..., %) dzg A+« Adz, donde 21, ..., z, son las coordenadas usuales
en R™. Lo que tencmos que demostrar es que existe g = (g1, ...,¢a) tal que f = divg
con sop g C C. Lo harcinos por induccién en n.

Para n = 1, tomando g(x) = [* [(s) ds tenemos que dg(z)/dz = f(z).

Suponemos cierto para n — 1. Sea

o0
m(zy,...,Tyq) 5= [«oo Sz oy o1 t) dt

n
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Por hipédtcesis del lema tenemos

./R""‘ m(zy,...,Tq-1)dzy o odzy_y =0

~ por lo tanto

! 9g;
7n(I1s-"1$n—l) = L 3 ‘('Bl) xrr—-l)
1=21 =
consop g; C (0,1)""1. Sca 7(zn) funcién G consop 7 < (0,1) y tal que Jrr(t)dt=1.
Consideremos f(zy,...,zn) — 7{zn)mn(z1,...,7,_1). Tenemos que satisface que

/L;X (fletyer oy Tpenyt) = 7()in(zy,. .oy 70-1)) dt = 0.
Entonces

“ga(Z1ye - 1 Ta) = / (21 Zam1t) = 7021, 2gr)) db

- ~00
que satisface
dg
553(11, cosa) = f(zgy. 0 20) - rlza)m(zy, ., Teo)
n
¥y sop gn C C ¥ por lo tanto
n--1
dg
f(xla'- >_J xn .13‘ Il’ ’zn-—l) + a“I:

Mostraremos ahora que el grado esta bien definido.

Proposicién A.2. El grado no depende de p.
Demostracion. Si vy p son admisibles para yg y ¢ entonces v — y satisface las condi-
clones del lema anterior y por lo tanto v — i = dw con sop w C 1 y por lo tanto

/X v~ /Xtﬁ‘# = /X¢‘(u —p) = ./X(de =
_/Xd(‘f"w) = jax $'w=0

por el teorema de Stokes y que ¢*w =0 en 3X.

Demostraremos ahora la primera propiedad del grado que utilizamos en la demostracién
del lema 1.4.

42



- **nposicién A.3. Sigrad(d, X, yg) # 0 entonces yo ¢ $(X). .
Sewwstracién, Supongamos que grad(é, X,yo) # 0y que yo ¢ ¢(X). Como ¢(X)
es cerrado existe 1 C Y\ $(X) vecindad coordenada simple de yg y ¢ una n-forma
diferenciable admisible para yg y ¢ tal que sop p € 1. Entonces

gmd(qS, X, yo) == /X ¢*ﬂ =0

ya que g = 0 cn ¢(X). _
Las siguientes dos propiedades del grado permitirdn demostrar la invarianza homotépica
del grado.

Proposicién A.4. Si y; es suficientemente cercano a yp entonces grad(¢, X, yy) =
grad(¢)xvy0)' )
Demostracién. Sea p admisible para yp y ¢. Si y; es suficientemente cercano a yg
entonces ¢ también es admisible para y y grad(é, X, y1) = grad(¢, X, vo)-

Como consecuencia inmediata de esta proposicién ¢s que el grado de ¢ es el mismo en
cualquier punto de cada componente conexa por trayectorias de Y \ ¢(8X).

Proposicién A.5. El grado de ¢ en yg ¢s un entero.

Demostracién. Podemos suponer que yg es valor zegular de ¢. De lo contrario por el
teorema de Sard [12, 14] encuentro yy valor regular de ¢ vy suficientemente cercano
a yp tal que grad(é, X,vyg) = grad(¢, X,v;) con yy valor regular de ¢. Sea ¢ (yp) =
{zi,..., 71}, que es finito por ser X compacto y yg valor regular, y vecindades N; de z;
tales que .;S\N', es difeomorfisino. Sea N == ﬂ§:1¢(N;) vecindad de yg. Sea g admisible

con sop st C N. Entonces

k k
grﬂd(d}, X7 yO) = /X ¢.ﬂ = Z fN ¢.l[ = }:: sJ- /Yp
f==1700 i=1

donde

Sy =

{ 1 sl d’lN; preserva la orientacién,
J

~1 si ¢|n; no preserva la orientacién.
Por lo tanto el grado es un entero.

En cl lema 1.4 calculamos el grado como lo calculamos en el lema anterior.

Proposicién A.6. (Invarianza homotépica). Sca ¢(z) : X x [0,1] -+ ¥ continua
en X x [0,1] y CY(X) para t fija. Siyo ¢ 4:(0X) para toda t € [0,1}, entonces
grad(dy, X,yo) no depende de ¢, o _
Demostracién. Sea Y = {¢(z) | z € 0X,t € [0,1]}. Y ¢s cerrado ¥ yp ¢ Y. Sea
01 vecindad coordenada simple de yg tal que @ C Y \ Y y g n-forma admisible con
sop ;¢ C 1. Entonces .

grad(61, X, 30) = [ i

43



que ¢s continua en t y por ser entero, es constante en £, .

Para definir el grado de ¢: X - Y con ¢ unicamente continua, aproximamos a ¢ por
funciones diferenciables (¢) tales que ¢, — ¢ uniformemente, y definimos

grad($, X, yo) = lim_grad(én, X, o)

que existe y estd bién definido (no depende de (¢,)) por la invarianza homotépica del
grado, ya que para n suficientemente grande grad(éy, X, yo) cs constante.
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