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INTRODUCCION 

En este trabajo estudiaremos soluciones de la ecuación de FitzHugh-Nagumo de la 
forma de ondas viajeras. Mostraremos la existencia de un pulso viajero y de soluciones 
periódicas. Haremos tambi6n algunas consideraciones sobre la estabilidad del pulso 
viajero con respecto a perturbaciones en lns condiciones iniciales. 

0.1 La ecuación de FitzHugh-Nagumo 

Describir la manera en que un impulso nervioso viaja a lo largo de una neurona ha 
sido de gran inter6s para los fisiólogos. Experimentalmente se sabe que estos impulsos 
son diferencias de potencial en las neuronas, que viajan con velocidad constante sin 
distorsión de la forma o de la amplitud. También se ha determinado la existencia 
de un umbral de excitación debajo del cual no se produce ningún impulso nervioso, 
es decir que si el estímulo inicial no alcanza cierta intensidad el nervio no transmite 
información, y en caso contrario el estímulo inicial rápidamente torna la forma del 
impulso característico. 

La ecuación de Hodgkin-Huxley [10] es el primer modelo de trasmisión nerviosa. Esta 
es una ecuación de difusión no lineal, en la que la no linealidad es la responsable del 
comportamiento descrito anteriormente. Esta no linealidad representa la corriente de 
iones a trav6s de la membrana del axón de la neurona y proporciona la energía necesaria 
para mantener la forma y velocidad del pulso; sin este término la señal se disipa. 

Sea V la diferencia de potencial a través de la membrana, V la capacitancia y R 
la resistencia de la membrana respectivamente, y g la corriente de iones a través de 
la membrana que depende tanto del voltaje como del transporte de iones de sodio, 
representado por m y h, y de iones de potasio, representado por n. Tenemos entonces 
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que la ecuaci6n de Hodgkin-Huxley es 

1 a2v av 
R. ax2 = ºaT + g(V,m,n,h) 

am -1 8t =-= Ó lrn(V)(moo(V) - m) 

an ¡¡¡ = é/n(V)(n00 (V) - n) 
(0.1) 

ah ¡¡¡ = €/1i(V)(hoo(V) -- h) 

donde la primera ecuaci6n es la ley de Kirchoff y las restantes representan el compor­
tamiento de la membrana¡ /mi ¡ 11 , /Ji, m00 , n00 , h00 se obtienen experimentalmente. 

La soluci6n numérica de estas ecuaciones produce resultados cercanos a los observados 
experimentalmente [10]. FitzHugh [llj propuso una simplificación de la ecunci6n 
al observar el mismo comportamiento en cierta clase de osciladores de van der Pal. 
Siguiendo esta idea Nagumo simul6 el ax6n de unn neurona con un circuito eléctrico. 
La ecuaci6n de FitzHugh-Nag.umo es 

au a2u 
-=-+f(u)-w at ax2 
aw 
- =é(u -¡w) at 

(0.2) 

donde /(u)= u(u - a)(l - u), a< ~,O< é « 1, O<¡« 1, y x,t E 11!. La relaci6n 
con la ecuaci6n de Hodgkin-Huxley está dada por el hecho que el comportamiento de 
V y m en (0.1) es similar y son representadas en (0.2} por u¡ lo mismo sucede paran 
y h y son representadas por w en (0.2). 

Una onda viajera de (0.2) corresponde a una soluci6n de la forma (u(e),w(e)), con 
e = X :_et y por lo tanto satisface 

u11 = -cu1 
- f (u)+ w 

w1 =-=(u - ¡w) 
e 

·lande 1 denota derivada con respecto a e. 

(0.3} 

Un pulso viajero es una solución de (0.3} que satisface (u, w) --> (O, O) cuando e--> ±oo. 
En. el capitulo 1 se mostrará la existencia de pulsos viajeros y de soluciones periódicas 
de la ecuación (0.3}. Esto lo haremos estudiando la geometría del flujo para O < é « 1, 
a partfr de la ecuaci6n correspondiente a é = O, siguiendo la técnica de bloques utilizada 
por Carpenter (1 J. 
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0.2 Estabilidad del Pulso Viajero 
En térmi11os de las variables (( = x - ct,t), la ecuación (0.2) se transforma en 

Ut =U{{+ CU€+ f(u) - W 

Wt = cw€ + e(u -1w). 
(0.4) 

Sea Ue(€) = (ue(€),we(€)) un pulso viajero, y por lo tanto una solución estacionaria 
de {0.4). Joncs [2] demuestra la estabilidad de U, en la ecuación (0.4). Al definir la 
estabilidad hay que tener en cuenta que cualquier lrnslación de Ue es también solución 
estacionaria de (0.4), pues (0.3) es un sistema autónomo. 

Definición. [2,3J El pulso viajero U,(€) es estllble si existe b >O tal que si U(€,t) es 
una solución de (0.4) para la cual existe k1 tal que 

• 
entonces existe k2 tal que 

si t--+ +oo. 

Esto quiere decir que si U comienz1i cercana a alguna traslación de Ue, entonces se 
comportara asintóticamente como algúna otra traslación de U,, si U, es estable en el 
sentido de la definición; esto refleja el hecho experimental que la forma y amplitud 
finales de la solución son !ns del pulso viajero. 

La parte lineal de (0.4) alrededor de U,, está dada por el operador 

L (P) =(Pee+ cp€ + f 1
(u,)p - r). 

r ere ..L. e(p -1r) (0.5) 

Notese que L(aUdae) =O¡ esto refleja el hecho de que trnslaciones de U, sean solu­
ciones de (0.4). Evans [3, 5] demuestra que U, es estable en (0.4) si y solo si existen 
soluciones acotadas de 

(L->.IJ(~)=o (0.6) 

solamente para>.= O o Re>.< O, y au&Jae es la única solución acotada para>.= O. 

Jones utiliza los resultados de Evans [3,4 1516] junto con los resultados de Fife y McLeod 
[13] que muestran la estabilidad de ciertas soluciones heteroclínicas de (0.4) cuando 
is = O. En el capítulo 2 expondremos brevemente los resultados utilizados y presenta­
remos la demostración de Jones que consiste en analizar la ecuación (0.6) utilizando la 
información dé la ecuación correspondiente a E = O. 



CAPITULO 1 

EXISTENCIA 

Una onda viajera de la ecuación de FitzHugh-Nagumo es una solución de In. forma 
(u(€), w(€)), donde e = X - et. La ecuación (0.3) para lns ondas viajeras se puede 
escribir como el sistema de primer orden 

u1 
=V 

v1 = -cv_- f(u) + w 

w1 = _:(u - ¡w). 
e 

(1.1) 

En este capítulo estableceremos lo. existencia de soluciones homoclínicas al origen de 
{1.1) para una velocidad e= é(t:) < O. También mostraremos la existencia de soluciones 
periódicas de {1.1) para c(O) < e < O. Supondremos que t: < l. 

En la primera sección definiremos la noción de bloque para un sistemo. autónomo, 
para llegar a dos resultados que garantizan la existencia de soluciones homoclfnicas y 
periódicas de una familia de sistemas nutónomos. 

En la segunda sección analizaremos el comportamiento del sistema (1.1) para é' =O, y 
con esta información demostraremos las hip6tesis necesarias para utilizar los resultados 
de la primera sección, para é' < l. 

1.1 Bloques 
En esta sección consideramos sistemas autónomos de la forma 

x1 = G(x) (1.2) 

con O~ l!?n y GE Cl(íl). Si cp(t) es la solución de (1.2) tal que ip(O) = x, denotamos 
por x o t = cp(t) al flujo del sistema. 

Definición. Si x es un punto de equilibrio de (1.2) las variedades inestable y estable 
U(x) y S(x) son 

U(x) = {xE íl 1 xot-+ x cuando t-+ -oo} 
S(x) = {xE íl 1 xot-+ x cuando!-+ +oo}. 



Si la mnt.ríz DG(x) = ( aG¡f ax¡) tiene k valores propios con parte real positiva y n - k 
valori•q propios con parte real negativa, entonces U(x) y S(x) son variedades invariantes 
de d::ncn~ión k y n -- k respectivamente. [8]. 

DPtinición. Sean :e y x dos puntos de equilibrio de (1.2). Decimos que x o 12 es una 
::olución Jwtcroclínica de X a X si X E U(x) n S(x), es decir 

lim X o t === x, lim X o t = X. 
t->-oo t·-•+oo 

x o ll1 es una solución lwmoclínica ax si x E U(x) n S(x)\{x}, es decir 

lim x o t = lim x o t = x. 
t-·•-oo 1·+1-oo 

x o ll1 es una solución periódica si x o t = x para alguna t f- O. 

Ejemplo. Consideremos 
x' =y 

y'= x. 

El punto (O, O) es un punto silla y (ver figurn 1.1) 

U(0,0) = {(x,y) 1 x =y} 
S(0,0) = {(x,y) j x =-y}. 

-· (1.3) 

Los conceptos de llegada y salida que se definen a continuación se refieren al bloque B. 

Definición. B C llin es un bloque para {1.2) si existen funciones /i,. .. , f N : Itln -t 12 
de clase 0 1 tales que B = nf:1¡,-

1([0, oo)), Bes homeomorfo a [O, l]n, y 'i1 f¡ · G f:. O 
en aB. 

La condición V/¡· G f:. O garantiza que el flujo es transversal a a B. Esto será impor­
tante. 

El conjunto de cntrnda b+ es 

b+ = {x E BB 1 f¡(x) =O y V/¡· G >O, para alguna i}. 

El conjunto de salida b- es 

b- = {x E BB 1 f¡(x) =O y V/¡· G <O, para alguna i}. 

Ej•!u.iplo. Consideremos nuevamente el sistema (1.3) del ejemplo anterior. Sea 

B = {(x,y) l lxl + lvl::; 1}. 
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Figura 1.1 

B ,•s un bloque para (1.3). Los conjuntos de entrad1. y de salida son como en la figura 
1.1. 

Sen 
e= {(x,y) l lx -21:::; 1,ljl:::; 1}. 

C no es un bloque para. ( 1.3). Nótese que ha.y órbit.<.s que no son transversales a. 80, 
y que las órbitas de punh1s cerca.nos no siempre intcrsccta.n a 80 en puntos cercanos, 
como se ve en la figura 1.2. 

Drfinici6n. El tiempo de JJcgada de x es 

El tiempo de salida de x es 

Se:tn 
D+ = {x E O 1 O< T+(x) < +oo,~ o T+(x) i b-}, 

D- = {x E O 1 O< T-(x) < +oo,~ o T-(x) i b+}, 

y ,iefinimos el punto de llegada de x a B como 
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Figura 1.2 

1111 D+ 

Figura 1.3 

y el punto de salida de x de B como 

<P-: v---. b-, ,P-(x) = xo T-(x). 

·:. . Ejemplo. En el sistema (1.3) de los ejemplos anteriores, tenemos que v+ es la región 
·.· :;udueada en la figura 1.3 y v- = (D+ U B)\(b- U S(O,O)). 

M.,~Li·aremos ahora que el punto de llegada o salida de x a un bloque depende conti­
.• .iú"inente de x, como consecuencia de la transversalidad de las órbitas a 8B. 
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Teorema 1.1 Para B un bloque de (1.2), T± y</>'!: son continuns en n± . . 
D,;;1 .. · .. ~~•aci6n: Sean X En+ y é >o. Tenemos que xo(T+(x) ·-€,Tl-(x) +é)rlb·t· i= 0. 
Pu1 ;.,, <.untinuidad del flujo y la transversalidad de las órbitas a b+, podernos encontrar 
U vecinrlad de x tal que si y E U entonces y o (T+(x) -- €, T+(x) + é) intersecta a b+. 
Con111 ro [O, T+(x) - é] n B :e= 0, escogemos U de tal forma que y o [O, T+(x) - é] == 0 
si y r-=: U. De esto se sigue que 

¡r+(y) - T 1 (x)\ < €, 

si y E U. Como é es arbitraria, T+ es continua. Ver la figura 1.4. Por ser <f>+ 
composición de funciones continuas, es continua. El mismo argumento muestra que 
r- y </>- son continuas. 

1 

- - - - ..1. 
1 

Figura 1.4 

Extenderemos ahora estos conceptos a sistemas aut6nomos parametrizados continua­
mente por un parámetro a E ~k 

x1 = G(x,a), (1.4) 

donde Ges continua en a ( y difcrenciable en x). De la trnnsversalidad del flujo, se 
tiene que si B es un bloque para (1.4) con a = a•, entonces también lo es para (1.4) si 
\a - a*I es pequeño¡ tampoco b+ y b- varfan. 

S·:i\ B un bloque para (1.4) con a E E. Consideremos 

Bntonces 

T±(x,a) =: T±(x) en (1.4) con a E E 

</>±(x,a) =: </>±(x) en (1.4) con a E E· 

' 
.~ 
~· 
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Proposición 1.2. r±(x,a) y r/.>±(x,a) son continuas en x y en a. · 
Dc1n• .. : • <1t:i6n: Es consecnencia inmediata del teorema 1.1, considern.ndo r±(x, a) y 
e/.>± ( r., n j en el sistema 

x1 ,= G(x, a) 

a
1 

''"'O. 

Los siguientes clos teoremas garantizan la existencia ele soluciones homoclínicas o 
periódicas, bajo la hipótesis de la existencia de ciertos bloques. En estos teoremas 
si B¡ es un bloque, llamaremos bf a los conjuntos de entrada y salida de B¡, Tl(x,a) 
los tiempos de entrada y salida de B¡, y <P/'(x,o) con sus respectivos dominios D[ los 
puntos de entrada y salida de B¡. 

Teorema 1.3(Solnciones homoclínicas de ( 1.4, a)). 
Si existen bloques B1 y B2 para (1.4) con a E B tales que: 

A. x es punto de equilibrio de (1.4,a) para toda o E By x o [O,oo) e B1 implica 
que x E S(x). · 

B. Ninguna scmiórbita positiva cst1í contenida en B2• 

C. Existe D. e b2 abierto relativo de b2 tal que 

1. ti.~~ nt 
ii. b2\6. tiene dos componentes fJd y /31 

m. óo = fJo n IS e Di, 61 == f31 n IS e n¡ 
iv. <fi o iPt(óo) y 91 o rPi(ói) estiín en distintas componentes de b¡. 

D. Existe una trayectoria {(x.,a,) 1 x. E Di·,a, E Y.::,0::; s:::; 1} tal que 

l. x 8 E U(x) en (1.4) con a = a8 

ll. </>2 o .Pi (xo, ao) E /30, </>2 o <Pi (xi, 01) E /31. 

Entonces (1.4) admite una solución homoclínica ax con a = a8 para alguna s. 

Antes de demostrar el teorema explicaremos el significado de cada una de las condi­
ciones impuestas a los bloque B1 y B2. La condición A nos garantiza que las únicas 
soluciones contenidas en B1 pertenecen a la variedad estable de x, lo que implica que 
si X E Di pero X e/:. n¡ entonces,\ E S(x). Lo que dice la condición Bes que todas las 
órbitas que entran a B2 bajo el flujo, salen de B2. La condición C se entiende facilmente 
siguiendo la figura 1.5¡ lo que nos dice es que lo que sale de B2 por D. C b2 entra a B¡, y 

que las componentes de la frontera de D. salen de B1 por distintas componentes de b!. 
Por último, la condición D pide la existencia de una curva continua de puntos x 8 en la 
variedad inestable de x para cada valor de 0 8 ¡ adem6s los extremos de esta trayectoria 
salen de B2 por distintas componentes de b2 \ D.. En la figura estos puntos de salida 
son 10 y 11· La demostración consistirá en fijarse en la imagen de esta trayectoria bajo 
el lhjo. 
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Figura 1.5 

Dcmostració'n: Consideremos la trayectoria la = 4'2 o <f>i'(x8 ,cr4 ) en bz, la imagen 
bajo </>2 o <Pi de la trayectoria de la condición D. Por lo tanto 10 E f3o y 11 E {3¡. 
Por continuidad, la intcrsecta a óo y 61; sean so, s¡ E (O, 1) tales que lao E óo,, 
la1 E 6¡. Como </>1 o <f>i (¡,0 ) y </>i- o cf>i (1,1 ) están en distintas componentes de b!, 
existes• E (so, s1) tal que 1.• E 6. e Di pero la' et Di:. De la condición A concluimos 
que x4 • o t--+ x cuando t -• +oo en (1.4, ª•' ). Esta es la solución homoclínica. 

Antes de enunciar y demostrar el teorema para órbitas periódicas mostraremos un lema 
que garantiza la existencia de puntos fijos de funciones continuas bajo las hipótesis 
que tendremos en la demostrnción del teorema. En la demostración de este lema 
utilizaremos teoría de grado. En el apéndice hacemos un breve desarrollo de esta. 

Lema 1.4 Sea f: [O,l]n- 2 X [0,1] --• (0,1)n-2 x [-1,2] tal que J(x,O) E (0,l)n-2 x 
[-1,0) y f(x,1) E (O,l)n-2 x (1,2] para toda x E [o,w-2• Entonces existe (x,l) tal· 
que f(x,f) = (x,f). 
Demostración: Sea X= (O, l)n-2 X(O,1). Calculemos grad(f- I,X,O). Sea 

Íl : X--+ (O, 1t-2 
X [-1, 2] 

1 1 1 
fi(x,t) = (2'""2'2t - 2). 

Consideremos F8 = (1 - s)(f - I) + s(/1 - I) = (1- s)f + sfi - I; vamos a verificar 
que O et F8 (8X) en los distintos casos. 

Sea (x, t) E ax. Si (x, t) E [O, 1]'1-2 x {O}, entonces 

J(x,t) E (o,1in-2 x [-1,0) 

fi(x,t) == (~,. .. , ~'-~)E (O, 1in-2 
X [-1,0). 
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Entcr..:.:;; por convexidad (1 - s)f (x, t) + sf1 (x, t) :f- (x, t) para todas E [O, lj. 
Si \ ... , ¿ j ( cJ([O, 1¡n-2) X [O, 1] entonces f (x, t) E (O, l)n-2 x [ -1, 2] y (1 ·- s)f (x, t) + 
sf' (::, !} / (x, t) para toda s E [O, 1]. Los otros dos cnsos restantes son iguales a los 
al! ~ta jures. 

(h I}(x,t) = ((~ ... ~) - x,t - ~)por lo que grnd(fi - I,X,O) = (-l)n-2, Por lo 
tanto 

grad(f- I,X,O) ""gracl(/1 - I,X,O) = (-lt-2 

y por lo tanto existe (x, t) tnl que (! ·- I) (.i, t) = O. 

Demostraremos ahora el teorema que garantiza la existencia <le soluciones periódicas 

Teorema 1.5 (Soluciones Periódicns de (1.4) ). 
Si existen bloques disjuntos B¡, I12 para (1.4) con a E E fija tales que: 

A. Ninguna serniórbita positiva está contenida en B1 o IJ2• 

B. Existen r e b! n Di., 6. e b2 ll Di tales que 

i. (bl \ r) tiene dos componentes ao y a¡. 

·ii. (b2 \ 6.) tiene dos componentes f3o y (31. 

iii. Si ¡¡ =: a¡ n f, ó¡ ::: {3¡ n K, para i = 1 o o entonces 

C. Existen homeomorfismos 

tales que 

4>2 o <t>t (¡¡) e int({3¡) 

</>1 o <Pt(ó¡) e int(a¡) 

hi : bj --> !O, ljn-2 X !-1, 2] 

h1(r) =¡o, 1¡n-2 x (o, 1) 

h¡('1¡) ==[O, l]R-2 X {i} 

h2(6.) = ¡o, 1¡n-2 x (O, 1) 

h2(ó¡) = !O, w-2 
X {i'}. 

Entonces (1.4) admite una solución periódica. 

Como en el teorema anterior veremos lo que significan cada una de las condiciones. La 
condición A nos dice que todas las órbitas que entran a los bloques bajo el flujo, salen 
de los bloques. La condición B se entiende siguiendo las figuras 1.6 y 1.7. La condición 
e la requerimos para utilizar el lema anterior y poder mostrar la existencia de un punto 
fijo del flujo¡ lo que dice es que los conjuntos de salida de los bloques son como en la.;.,~ 
fi~ral~ · 
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Figura 1.6 

6~ 6~ b~ 

ot., ~\ \>1 0(1 
,, , 

r (J,~·rt.. A oi:,(<)~ 
~ ~ 

1 

; 

D<o l>o \)u <:J.(J 
'"' 

Figura 1.7. La función f de la demostración del teorema 1.5. 

' Demostración: consideremos p : b2 -t !::i. la función continua dada por 

{ 
h21 

o Po o h2(x) si x E Po 
p(x) = x si x E X 

h21 
o Jll o h2(x) si x E P1 

donde PO y Pl son las proyecciones 

Po(x,t) = (x,O), Pl (x, t) .== (x, l)¡ 
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es decir, p(x) E Ó¡ si x ( /3{. Consideremos la función f =: 91 otfJi º1'º1'2 ocfii. ·: f -~ b¡. 
Ol-~n~1'HlllOS que se satisface 

</>2 o .Pi(¡-¡) e int(,B¡) 

=> p º <fi2 º <Pth¡) e ó¡ 
c.-} 1f! o .Pt o p o 4>2 o <P~·(¡-¡) e int(a¡). 

Por lo tanto hi o fo h).1 satisfacen las hipótesis del lema 1.4 ya que 

h! 1([O,1¡n-2 x {O}) '-" ~¡o 
* fo h11([0, l]"-2 x {O}) e int(ao) 

=? h1 o/oh¡1([0,l]n-2 x{O}) c(O,l)n-2 x[-1,0) 

y de manera similar obtenemos 

h¡ o fo hi. 1([0, lj 11
-

2 X {l}) C (0, 1)'1-2 X (1, 2]. 

Por lo tanto, por ser h1 homeomorfismo, f tiene U!\ punto fijo x. Vamos a mostrar que 
este punto fijo de f es punto fijo del flujo. Si x E f es tal que <Pi o <fii ( x) rf. 7S. entonces 
f(x) E int(ao) U int1a1)i c~_::.10 f n int(a¡) = 0 entonces x no puede ser un punto fijo. 
Por lo tanto <Pi o cf¡2 (x) E l:::i y en este caso f(x) = <fi o <Pj° o <P2 o <Pi(x) = x. Por lo 
tanto x o~ es la solución periódica. 

1.2. Comportamiento en el caso singular 
En esta sección consideraremos el sistema (1.1) para e = O 

U
1 
=V 

v1 = -cv - f(u) + w 

w1 =O. 

(1.5) 

Los pinnas w = cte son invariantes, por lo que en esta sección consideraremos el sistema 

v.1 
=V 

v1 = -cv - f(u) + w. 
(1.6) 

Sean Wmin y Wmnx tnlcs que f(u) = w t!cne tres raíces u¡(w), u2(w), us(w) si Wmin < 
w < Wmnx (figura 1.8). 

Mostraremos que para cada Wmin < w < W11111x existe una velocidad e= c(w) para la 
cual el sistema (1.6) tiene una órbita heteroclínica. Despues estudiaremos el compor­
taH1iento de (1.6) para e= c(w) y e cercana a este valor. 
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Figura 1.8 

Proposición 1.6. Existe un wo, Wmin < t~o < Wmo.x, tnl que pnra cada Wmin < 
w < Wmax. w :/ wo, el sistema (1.6) admite una soluci6n hetcroclínica de tt¡(w) a 
u3(w) si Wmin < w < wo y admite una soluci6n heteroclínica de u3(w) a u¡(w) si 
wo < w < Wmax, para cierta e= c(w) <O. 
Demostración: Una soluci6n de (1.6) tal que u1 =f O debe satisfacer 

dv 
vdu +cu= -·-f(u) + w, (1.7) 

recordando que f(u) == u(u-a)(l-u) = -u3 +(1+a)u2 -au. Una 6rbita heteroclínica 
de {1.6) corresponde a una soluci6n de (1.7) tal que v(u1(w)) = O y v(us(w)) = O. 
Buscaremos soluciones de la forma 

v = a(u - u¡)( u - u3). 

Calculando tenemos 
dv 

u du +cu = a(u - u¡)( u - u3)(2au.- a:(u1 + us)) + co:(u - u¡)( u - us) 

= 2a:2(u - u¡)( u - us) (u - (u1; us -
2
:)). 

Como -f(u) + w =(u - u¡)( u - u2)(u -- u3), sustituyendo en (1.7) tenemos 

2a:2(u - u¡)( u - u3) (u - CL¡; u3 
-

2
cJ) =(u - u¡)( u - u2)(u - u3). 

Despejando y utilizando que u¡ + u 2 + u3 = 1 + a, ya que las u¡ son las raíc'es de 
f(u) = w, obtenemos 

c(w) = a:(l +a - 3u2(w)). 



Como f 1(u) = -3u2 + 2(1 + a)u - a y / 1(wminl = f 1(wmax) '=O, tenemos que 

1 + a -- ,lüF-~-~- --¡~ 
u1(wrnin) == u2(wrni11l c-:o -----------3------, 

1 + a + .¡;_r-_ a-:.-¡=-¡ 
u3(tUm1tX) = u2(wrn1LX) ~= -------------3-------. 

Por lo tanto tenemos que c(wminl == -a,1¿2--=-i+i, c(!Urna.x) = aJa-2 - a+ l. Sea WQ 

tal que c(wo) =O, que es único por ser u2(w) fnnci6n mon6tona creciente de w. 

w,.,,,n 1 

1 
J 

Entonces una solución de 

- - - -j C1_1.. ~"' 1 
?... 

Figura 1.\) 

u1 = a(u - u1)(u - u3) 1 

o( 

1 

1 . 
1 

'4v.11x 

que es integrable por cuadraturas, corresponcle a una soluci6n heteroclínica de (1.6) 
para e = c(w). Como queremos c(w) < O, si wmin < w < wo entonces tenemos 

que_ escoger a = a_ = -/1/2 lo que nos da una solución heteroclínica de u1 a u3. 

Si Wo < w < Wma.x hay que escoger a = a+ = +jlf2, y tenemos una solución 
heteroclínica de.us a u1. La figura 1.10 muestra las gráficas de e= c(w). 
En particular para w = O y e• = c(O) = -./2( ~ - a) hay una solución heteroclínica 
de (0,0) a (1,0). Para esta misma e•, y w = w• = !((2 - a)/3) hay una solución 
heteroclínica de (u3 1 0) a (u1,0) 1 donde w• satisface e•= c(w•). 
McKean [9] analiza el sistema (1.G) para Wmin < w < wo, primero con e = c(w) y 
luego le - c(w)I « l. El caso wo < w < Wrnax es completamente análogo. Hacemos 
este análisis a continuación. 

15 



~. (UJ) 

Figura 1.10 

Los puntos críticos de (Ul) son (u¡(w),O) i = 1,2,3. La parte lineal del sistema en 
estos puntos está dada por 

Los eigenvalores están dados por 

>.=-e±~~ 
2 

/
1(u1) <O, / 1(u3) <O por lo que (u¡,O) y (u3,0) son puntos silla. f 1(u2) >O y por lo 

tanto c2 - 4/1
( u2) < c2 y Re,\ >O (si e < O). Por lo tanto ( uz, O) es un punto repulsor. 

La divergencia del campo vectorial dado por (U3) es -e, por lo que no hay soluciones 
peri6dicas. 

Integrando (1.6) tenemos que una solución (u(t), v(t)) debe satisfacer 

v2 ¡t1 . Ju(t1) lt1 2 
- = - (!(u) - w) du - e v dt 
2 to · u(to) t0 

(1.7) 

Por lo que si v(to) = v(t1) =O entonces u(to) y u(ti) deben satisfacer que f~g:f (/(u)­

w) du >O. 
Utilizando estos resultados y los de la proposición 1.6 tenemos que para e = c(w) el 
sistema se comporta como en el esquema de la figura 1.11. ·.· · 
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Figura 1.11 

Analicemos ahora el caso je - c(w)I pequeño. Si considerarnos la c~rva v =#(u -
u¡)(u - u3) 1 que es la órbita hcteroclínica en el caso e= c(w), el campo vectorial del 
sistema (1.G) apunta hacia abajo o hacia arriba de esta curva para u¡ <u< u3, según 
c(w) <e o e< c(w): 

( 
·- ~I!. ) ( V ) dv uu • =-v---cv-f(u)+w 

1 -f(u)+w·-cv du 

= (c(w) - c)v. 

La variedad inestable es tangente al cigenvector (1, ,\+) correspondiente a ,\+ el eigen~ 
vector positivo. Observamos que >.+ es función monótona decreciente de c. Utilizando 
esta informaci6n y analizando como en el caso anterior, tenemos que el sistema se 
comporta como en los esquemas de las figuras 1.12 y 1.13. 

Llamaremos una solución liomoclínica singular a 

'donde En= {(u,v,w) 1v=0,0 ~ w ~ w•,u = u3(w)} 

Ej, = {(u,v,w) 1v=0,0 ~ w ~ w•,u = u1(w)} 

1 
JF = {(u,v,w) 1 v = -v'zu(u-1),0 ~u :51,w =O} 

J n = {(u, v, w) 1 v = ;2' (u - ui(w*))(u - tt3( w*) ), tt1 ( w*) ::; u ::; u3(w*), w = w*} 
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Figura 1.12 

Figura 1.13 

J F corresponde a Ja órbita de la solución heteroclfnica de (O, O} a (1, O) de (1.6) para 
e= e•, w =O. J B corresponde a la órbita de la solución hcteroclínica de (u3(w•), O) a 
(u1 ( w•), O) de (1.6) para e :::: e•, w "" w•. Ver la figura 1.14. Utilizaremos esta notación 
en lo que resta de este capítulo y en el siguiente. So nos permitirá construir Jos bloques 
necesarios para la demostración de la existencia de una órbita homoclínica, que es una 
perturbación de esta órbita singular. 
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Figura 1.14 

1.3 Existencia en el caso no singular 
En esta sección mostraremos la exi5tencia de una solución homoclínica al origen de la 
ecuación (1.1), asi como de soluciones periódicas. La técnica será utilizar los teoremas 
1.3 y 1.5 respectivamente. Construiremos los bloques correspondientes y para verificar 
que se satisfacen las hipótesis necesarias utilizaremos la información del sistema para 
é = O que se obtuvo en el caso anterior. 

Mostraremos primero la dependencia. continua de la variedad inestable del origen con 
respecto a Jos parttmr.tros r: y c. Consideremos la ecuación (1.1} 

u1 
==V 

v1 = -cv - f(u) + w (1.8) 
w1 =-=(u - 7w). 

e 

Si 

B, ~ ( ~ 1 
o ) ( •(() l 

G(U) ~ (-(1 + •!•' + •') -e 1 , U(e) == v(t) , 
-r:/c o q/c w(t) 

entonces escribimos (1.8) como 

U1 
== B, U+ G(U). (1.9) 

Los cigcnvalores de la parte lineal B, de (1.8) cstan dados por las raíces >.¡, >.2, ,\3 de 

(
q ) 2 é JBe - . .\JJ = --; - ,\ (>. +e,\ - a) - ~ =O 
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·:··e ~~ra €=O se reduce a 

IBo - .u¡ = ->.(>. 2 +c..\ -- a) = O. 

L<·.s raíces son 

>.3 =O. 

Si e < O y O $ € $ Eo, con F:o suficientemente pequeño, entonces 

ya que IBi:I = -Ha1 + 1) ~O. 

Proposición 1.7, La variedad inestable del origen en la ecuación (1.8) con e < O y 
O $ € -:; t:o depende continuamente de € y c. 
Demostración. Se dará un arg111rwnto similar al utilizado en [S, cap. 13] para mostrar 
la existencia de la variedad estable. 

Sea P, tal que 

Sean 

(
c-'1e o º) 

Éi(€) = o o o ' 
o o o 

y 

que satisfacen 
E:(€) = B,E¡. 

Sea o: tal que O < a ;:; ..\1 para O :,::; € $ t:o. Existe K > O tal que 

IE1(€)I:.::; Keªe si€:.::; o, 
!E2(€)I ~ J( si e 2:: o. 

(1.10) 

Como G1(0) =O, podemos encontrar ó >O tal que 

- - a -IUI < ó, ¡u¡ < li * IG(U) - G(U) 1 ;:; sK ¡u - u¡. (1.11) 

Consideremos la ecuación integral 

U(€)= E1(€)V -hº E1(é ·- s)G(U(s)) ds 

+ ¡_'
00 

E2(€- s)G(U(s)) ds, 
(1.12) 
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d• .:1 1: tr es un vector constante tal que IVI < li/(2J(). :Mo5lrarernos por. medio de 
nprnxi1:~:~cioncs i;ucc.:;ivas que (1.12) tiene una ~olnri<in U(é) ¡rnrn. é <;O, tal que 

IUWI :S lic~c.E. 
::lea Uo(é) =O y definimos Uk+i(é) por inducción como 

Uk+iW == E1(é)V ··-~o E1(é - s)G(Uk(s)) ds 

·{ 
+ }_

00 
E2(é -- s)G(Uk(s)) ds. 

Mostraremos que para é :::; O 

Para k = 1 es inmediato que 

ó 1 
IUi(é) -- Uo(e)I == IU1WI $ 2c~ª{. 

Supongamos-(1.13) y calculemos para k +l. 
e O 

!Uk+1W -- Uk(é)I $ ~ IE1(é --s)llG(Uk(s))..:. G(Uk-i(s))lés 
{ . 

+ /_
00 

IE2(é- s)llG(Uds)) - G(U1;.-1(s))I ds 

Sustituyendo (1.10), (1.11) y (1.13) tenemos que 

IUk+l (e) - Uké)I ::; ók [ rº J( ,n({-•) _(}_e~ª 8 ds + ¡{ J{ -~-e! O:B ds] 
2 f{ SK Í-oo SK 

Ó a [ a< ( 2) ( _ 1 a') 2 t a'] =2rs e ' -~ 1 - e ~ ' +;e~ ' 

=_j- e~ª{ (~- c!ªc) 2k+1 2 

<-ó-e!a{ 
-21.:+1 

·(1.13) 

Por lo tanto (U1.:(é)) es una sucesión ele funciones difcrenciables que converge unifor­
memente para é :::; O, O::; f: :::; f:o y e < O a una rnluci6n U( é) de (1.12). Por (1.13) esta 
solµci6n satisface 

y .por lo tanto U { é) -> O cuando é ··--> -oo. 

Como la segunda integral de (1.12) converge como consecuencia de {l.13), derivando 
(1.12) obtenemos que U(é) es solución de (1.9). Y por la convergencia un~forme tenemos 
que U ( é) depende continuamente de f: y e, que es lo que había que demostrar. 

Ahora probaremos la existencia de órbitas homoclínicas. Para construir los bloques del 
teorema 1.3 usaremos la órbita homoclínica singular. 
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r ruposición 1.8. El sistema (1.8) aclmite nna solución homoclínica pnra· cierta e = 
c(t:) si e« l. 
Demostración. La clemot<t.ración consistirá en cons!rnir 1los hloqnes qu"! snt.isfngan lns 
hipótesis <lcl teorema 1.3. Scnn lllsup 1 t11¡ 11 f tales que 

Wmin < 1/.linf < 0 < IV
4 < Ulsup < IU¡nax, 

donde w• está definido por la condición c(w•} =e• "'"' -/2(1/2 ·-·a) = c(O). 
Consideremos 

B1 "" {(u,v,11.1) 1 W¡ 11 f S:: tu :S Wsup,lu -- tt¡(w)j + jvj :'5 pi} 

B2 =={(u, v, w) 1 W¡11 f :S w 'S Ws11 p, ju·· u3(w)j + jvj :'5 p2}. 

Ver la figura 1.15. 

Figura 1.15. Lns partes sombreadns son los conjuntos de salida. 

La afirmación es que B¡ y B2 son bloques de (1.8) para O < e « 1, le - e*!, p¡, P2 
pequeños. Verificaremos la transversalidad en una sola cara¡ el resto es completamente 
similar. La función fi"" (u - u1(w)) + (v) - Pl determina una cara de B¡. Tenemos 
que 'V f = (1, 1, -ui ( w)) y calculando el producto escalar para e = O y e = e• resulta 

(1, 1, -u\ (w)) · (-"" - ~(u)+ w) ~ (1- ,').+ (-f(u) + w) 

Como (1 - c•)v > O para v > O, y -f(u) + w > O para u¡(w) < u < u¡(w) +·P1í 
tenemos que este producto es positivo en esta cara de 8B¡ tomando Pl suficientemente 
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' 
' 

' ' 

Figura 1.16. Los bloques B¡ y B2 para lVinf $ 1V $ 1Vs11p· 

pequeño. Ver la figura 1.lCi. Por lo tanto, ésto sigue siendo cierto para O < e .Z: 1 y 

le - c'I .Z: l. 

En las tapas es mas sencillo, ya que el signo del producto escalar para O < é está dado 
por -Hu - 1w), que es de un solo signo porque el plano u - 1w ::: O no intersecta a 
B1 o B2 cuando w '""' winf o w == Wsup, si tomamos Pl y P2 suficientemente pequeños. 
Esto es cierto porque¡ .Z: 1 como se ve en la figma 1.17. 

8, B._ B. 
---1-+4-.r--~~·- V 

Figura 1.17. Los bloque para w = Wjnf y w == Wsup 
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' 
Vcrific¡ncmos la conclición A del teorema 1.3. El origen es punto de eqnililirio de (1.8). 
En nn;i vccinclad del origen l;is únicas s1·miórbitas contcniclas en esta vc·c:indad ¡wrle­
ncr<'n ·l la variedad Pst.able t!P! origen, ya que la parte lirwal <Id !lujo 1let1•rminn el c.om­
prn L,,niento ele éste en la veci111lacl¡ (~:;to se pncclc encontrar en Cocldingt.on y Lcvinson 
[A, cap 13]. Por lo tanto, c~cogi<•n1lo p¡ s11ficient.c>mc1itc pcquc1ía las sellliórbitas en 
B1 cerca clel origen pcr!cnccc.·n n la varic1!a1l ··~table, y fuera de esta n.'Cinrlnd se tiene 
que O < etc < jw'j para é > O, por. lo que no hay ning1111a scn1i<'irbita en B1 que no 
pP.rtenczrn a la variedad estable. 

Lt condición D se sigue <le que escogiendo p2 s11ficic•11tc1ncnte pcqucJÍa, O < etc < w1 en 
D2 para O< f:. 

Sea ti de la condición C dada por 

Íl. '"{(u, v, w) CO 1>2-¡w• -w < w < w• + w, u -- u3(w) + v = --pz}. 

Ver la figura 1.15. D. C hi- <'S ahicrlo rP!ativo ele bz. Si tv y p2 son suficientemente 

pequeñas Íl. C Dt para e = O, e ,_.., e• con p¡ fijo. Ver la figura 1.18. b;¡ \ 6.. tiene dos 
componentes fJo y ¡1¡, para lns cuales 

f3o n ?S. :::: óo == { (u, v, w) ( b2 lw ce= w• ~ w, 1L -- 113 ( w) + V e= - . P2} 

{3 ¡ n ',& o.e Ó¡ 0= { ( 1l 1V1 W) (: ¡,z- IW == w• -\- U.' 1 U --- 113 ( t.U) !- V == -pz} 

Como consecuencia del análisis de la !iección ;u1lcrior, escogiendo w y P2 suficientemente 
pequeñas podemos afirnmr que rfi! o 91' ( óo) y 4>1 o<?i ( 81) cst ;Ín en clist in tas componentes 

de bi; esto es claro en la figura 1.18. Elegimos t:o s11ficientcment.e pequeíi.a para que 

esto siga sucediendo si O < é ~ ºD· 
Por último la hipótesis D se satisface si escogemos 17 suficientemente pequc1'ío para que 
la solución Ue( €) que construimos en la proposición l. 7 satisfaga Uo(O) E Di para toda 

e tal que e• --1) ~ e~ e• I· 1). Como vimos en la seccicín 1.2, <fi2- o <fi~-(Uo(O)) E f3o para 

e= e•-·· 1], y 1f!';¡ o <Pi'(Uo(O)) E f31 para e"" e•+ r¡¡ ver la figura 1.19. Escogemos co 
tal que cumpla lo ya pc<liclo y ;iclemás se siga manteniendo la propiedad anterior para 

· O < E; '5 co. Entonces tenemos el result;ido como consecuencia del teorema 1.3. 

Probaremos n continuación la existencia de soluciones periódicas de (1.1). La cons­
trucción de los bloques será completamente similar a la hecha en la demostración an­
terior. Usaremos como en la proposiciém anterior las 6rbilns heteroclínicas del sistema 
singular. 

Proposición 1.9. El sistema (1.1) admite soluciones periódicas para é «:: 1 con 

e• <e< O. 
Demostración. Construiremos dos bloques que satisfagan las hipótesis del teorema 1.5. 
La construcción sera como en el teorema anterior, con la única diferencia que el radio 
de B1 será variable. Tomemos e fija tal que e• <e< O. Sean wida tal que e= é(wida) 

y t.Urcg tal que e = e( t.Urcg) y lVjnf1 Ulsup tales que 

O < W¡ 11 f < W¡c1 11 < WO < U!rcg < 11!5up < 1Umax• 
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B. 

V 

Figura 1.18a. w = w• Figura 1.18b. w = w• - w 

V 

Figura l.18c. w = w• + w 

En la figura 1.9 de la sección anterior se puede ver como se pueden estos valores de w. 

widn. es tal que· (1.1) admite una solución heteroclínica de (u¡, O, Wida) a (us, O, Widn.) 
para E: ==O y. e la velocidad elegida anteriormente. Para tVrcg el sistema admite una 
solución hcteroclínica de ( 113, O, tVrcg) a (u¡, O, Wrcg). Consideremos 

B¡ ={(u, v, w)lwinf :=.:; w ~ Wsup 1 ltt - u¡(w)I + lvl :-::; p¡(w)} 

.. •' ,, ... 

donde p¡(w) es una función difcrcnciablc de w tal que p¡(w) ==Pi para lw-Wrcgl < w¡, 

p¡(w) == Pl para lw- widal < w¡, y p¡(w) :-::; Pi para Winf :-::; w :-::; Wsup• La demostración 
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Figurn 1.19. Flujo para e''"" O, w =O. 

de que B1 y B2 son bloques es la misma que la de la proposición anterior¡ el hecho que 
p¡(w) cambie con w no es relevante para verificar {,sto. 

De manera similar a la proposición anterior tomamos 

l::i. ={(u, v, w) E h2lwrcg - W2 < w < Wrcg + w2 1 u - u3(w) +V= -p2} 

r = {(u,u,w) E b¡lwidn. -W¡ < w < Wjdn. + W¡,u- u¡(w) -v = +t1} 

donde a¡, {3¡, 1¡1 ó¡ quedan determinados de la manera correspondiente. Ver la fi­
gura 1.20. 

Elegimos Pi para que B1 sea bloque para O < e ::::; co con co pequeña. Para esta p¡ 
encuentro P2 y w2 tales que X entre a B¡, es decir XC Di, y <Pi o if>i(ói) estén en 

distintas componentes de b! \ r; es el mismo caso que el de la figura 1.18. 

Ahora escogemos Pl y w¡ tales que f C Di y rfi2 orfii ( 1¡) estén en distintas componentes 

de b2 \ l::i.¡ este es completamente análogo al anterior. 

Observamos de la figura 1.20 que b,-: es la unión simplemente conexa de tres rectángulos 

(no necesariamente plitnos) a lo largo de dos de sus lados, por lo que b¡ es homeomorfo 
a [O, 1] X [-:-1, 2], y podemos eligir los homeomorfismos de tal manera que se satisfagan 
la condición C. Por lo tanto el teorema 1.5 nos garantiza In existencia de una órbita 
periódica para e tal que e* < e < O. 
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En el presente capítulo expondremos breycmente la demostración dada por Jones [2] 
de la estabilidad del pulso Yiajcro. En la primera 6ccción daremos los result11.dos preli­
minares necesarios para el argumento. Primero se most.rara que In. solución homoclfnica 
tiendQ a la solución homoclínica singular cuando E:·-• O. Enunciaremos luego los resul­
tados de Evans [3,4,5,6] sobre la estabilidad de soluciones estacionarias de ecuaciones 
de la clase que estudiamos, así como los resultados de Fife y :McLeod (13] sobre la 
estabilidad de los sistemas reducidos. En la segunda sección haremos nna estimación 
del espectro del operador dado por la parte lineal de la ecuación alrededor del pulso 
viajero. 

Del capítulo anterior, Ut: ""' (u,, v,) es solución estacionaria de la ecuación (0.4): 

Ut;::: ti€{+ Ctl€ + f(u) -- W 

Wt == cw€ + c(u - ¡w). 

La parte lineal de (2.1) alrededor de U, está dada por el operador 

L (p) := (Pa + cp€ + /1(ttt:)P- r). 
r cr€+c(p-¡r) 

2.1 Preliminares 

(2.1) 

(2.2) 

Probaremos primero la continuidad de la órbita del pulso viajero Ue: cuando E: -t O. 
Este resultado es consecuencia de la continuidad de la variedad inestable del origen 
demostrada en la proposición 1.7 y del hecho que los bloque utilizados en la demos­
tración de la proposición 1.8 se pueden escoger tan pequeños como se quiera cuando 
E: -t O. Denotaremos por S, a la órbita homoclínica del pulso viajero; recordemos que 
So == J p U Eiz U J n U Ei es la órbita homoclínica singular de la sección 1.2. 

Proposición 2.1. S, --+ So y c(c) --+e• cuado E:-~ +o. 
Demostración. Sea p > O. Vamos a mostrar que existe E:o > O tal que 

SE; e Bp(So) ~::: {x E ~ 3 l lx - xi < p para algún x E So} 
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Figura 2.1 

.: 

para toda¡;; E [O, ea]. Ver la figura 2.1. 

Elegimos pz elradio de B2 tal que fl2 C flp(So). E:icontramos ahora Pl el radio de B1 

y w el radio de 6. e bi- tales que 6. bt~o el flujo mtre a B1 sin salirse de Bp(So) cuando 
é =O; esto se sigue cumpliendo para E: E [O,i::o] si i::o es suficientemente pequeño. 

Por la continuidad de la variedad inestable existe 1J suficientemente pequeña tal que 
Uc(O) E Di para i:: 0

.:: O y e E [e* -- 17, e• + 17), ya que Ua(O) E Di para e= e•¡ elegimos 
i::o suficientemente pequeña para que esto se siga cumpliendo junto con lo anterior para 
é E [O, Ea]. Por lo tanto si!: -· So cuando é --> o. Observese que para p más pequeña 
es neccsnrio elegir 17 también mns pequeña, y por lo tanto como c(e) E [e• -- 17 1 e•+11] 
concluimos que c(i::) -• e• cuando ¡;;-> O. 

Consideremos ahora el espacio B o.co DC(R, IM2) de las funciones continuas y acotadas 
de ~ en l.ll2 con norma 11 11 001 y el operador L : B --> B dado por (2.2). Evans 
[3,5 16] muestra que (2.1) es estable si a(L) el espectro de L está en el semiplano 
{>.E![; J Re A< a} con a< O, excepto por A= O que debe ser un eigenvalor simple. 
Como se hizo notar en la intoducción au"¡a~ es eigenvector ele L con eigenvalor O. La 
demostración dada por Jones [2] consiste en verificar que esto sucede. Consideremos 
la ecuación 

( L -- AJ) ( n = O 

que podemos escribir como el sistema 

p' = q 

q' = --cq +(A - f 1(ue))P + r 

I é A+éf 
r = --p+--r. 

e e 

... ··(·2.3)''. 
',·I, '" '• 
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Lns soluciones acotatlas <le (2.3) para. alt(iÍn ,\ e:; I[ corresponden a cigcnvcctorcs de L 
cnn rir:cnvalor ,\, Evnns [fi,G] construye una funci<'in JJ(,\) analítica cuyos ceros son los 
ci~'"'"•'lores de D. CoHslruimos a contiminción cstn función. 

1·" • ' . ''·ª (2.3) es de la forma z1 
'" Az <lonrle 

con 
1 

o ) 1 . 
:\:lp 

··-e 

o 
El sistema (2.3) es asintótic;uncnte el sistema con coeficientes constantes 

z1 
-"" A0z 

(2.4) 

(2.5) 

Este sis lema lineal de c.:odicicnt.cs cunslant1~s tiene soluciones acotadas siy solo¿¡ ,\ E I[ 
es tal que Ao tiene algún valor propio p11ramente imaginario y en ese caso esta solución 
es una sol11ción periódica z( e). 
Consideremos las funciones Pm : r.i -> 1:1 tlifcrcncia1)lrs tales que Pm(e) = O en e E 
[-m,m], ¡i,12 (e) '··º 1 en E e: ~! \ ( m -· l,111 + 1), y monótona en (-:-m -- 1,-m) 
y (m, m + 1). Las funciones p111 como <:>n la figura 2.2. Observamos entonces que 

llvmzlloo = 11 zlloo Y ademas 

lirn (L - ,\J)(prn(E)z(E)) '~O. 
111·--.oo 

Por lo tanto ,\ está en el espectro continuo de L. Consideremos el conjunto 

S = {>.E I[ 1 Ao(,\) tiene eigcnvalor imaginario} 

La componente de I[ \ S que contiene al O será el dominio de D().); de hecho 

Proposición 2.2. Si e > O entonces I[ \ S tiene una componte G para la cual 
{>. E I[ 1 Re,\ > be} e G con be < O. 
Demostración. Sea 

2 / ) (). + f;/ ) . e P(a,c,A) = dct(Ao -·al)=-~ (a + co: + f (O) - ,\ --e- - a - ~· (2.6) 

Para e > O fijo tenernos que 

S '~{,\E I[ 1 P(ir,c, ,\)·=O con r. E~} 

Cuando e ::=O obtenemos de (2.G) que S es 

S = {>.E I[ 1 >.=ir e con r E~} 

U{,\ E I[ 1 Re>.= ·-(Im,\) 2/c2 - a} 
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el eje imaginario unión una parábola contenida en {,\!Re,\<::; -·a <O}¡ ver la figura 2.3. 
F'I a parábola pcrmanccrmi en el :,;emiplnno 1w~nt.ivo pnra O < e « 1. Veamos que le 
p:isa a los puntos ele S en el eje imaginnrio para e > O. Dejando r fijo tenemos que 
:.·,;;ra ..\ =ir e 

DP . r 2 +a 
a~-(1r,O,,\) ~= - ·;-- f-0 

ror lo qne podernos cxprPsar ,\corno fuucicín de E parar fija y O < E « 1 con ,\(0) E i~. 
Calculando tenemos 

~~ := ·--~~e: -- ( / -f- ~A-;;) < Ü 

por lo que para é > O, S está en p¡ne ,\ < O}, y si ¡ > O, S está uniformemente 
acotado lejos del eje imaginario. 

Evans muestra en [5] que todos los pnntos de a(L)nC son eigcnvalores. Cuando>.== O, 
Ao(>.) se reduce al caso de la matriz B~ de la ~ccción 1.3. Por lo tanto, si é « 1, Ao(,\) 
tiene un único v:ilur cun parte real positiva y clos con parte real negativa. Por lo tanto 
lo mismo sigue succcliendo para toda ,\ E G, ya que de lo contrario tendríamos; por 
la continuidad .Je los cigcnvalorcs con respecto a ..\, que para alguna ,\ • E G la matriz 
Ao(..\ •) tiene un eigenvalor pu mm ente imaginario. Al eigenvalor con parte rec.l positiva 
lo llamaremos 

con su eigenvector asociado 

y que para é '-'O be rc<luce a 

+ --e+ /~2+4(>. +a) 
a (,\,O) = ------------·-

2 . 
x+ == (1,a:+,o) 

Sea d..\, e) la soluci6n de (2.3) tal que 

d..\, e) - x+ eª+e --~ o cuando e-+ -oo 

Consideremos ahora el sistema adjunto de (2.3) 

z1 = Bz (2.7) 

donde B ==-A•¡ asintóticamente Bes la matriz Bo == -Aó. Entonces para..\ E G, B 
tiene un único eigcnvalor con parte real negativa 
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, '"! 1 ~¿;cn\'cctor 

y-- "' (i, ·-···~----, --····--··-····--··!_--=--··---·-) . 
e - p- ({3- ·- c)(f3- + (,\ + e¡/c)) 

Sea 17(,\,c) la solución de (2.7) tal que 

Definimos ahora la función D(,\) cuyos cero son los cigenvalorcs de L como 

D(,\) es independiente de e ya que 

a a a 
a(D(,\) -~ 0€1(,\, e).,,,,\, e)+ S"(,\, e). at1(,\, e) 

'"' Ae. 11 + e. n11 .c.: Ae.,, - e. A· 11 == o. 

Evans demuestra que D(,\) así definida satisface ser analítica y sus ceros son los cigen­
valores de Len G. Veamos porque sucede esto. Sean a} y a;! los eigenvalorcs·de Ao(,\) 
con parte real ncgat iva; ~can x¡ y x:¡ los cigcnvcctorcs correspondientes. ~(>.,e) es 
la única solución ele (2.3), salvo múltiplos escalares, que es acotada para e _, --oo. Por 
lo tanto si ,\ es eigcnvalor de L, entonces d,\, e) es el cigcnvcctor correspondiente y es 

acotada también para e-+ OO. Por lo tantos-(,\, e) ::::J x¡ e"'l e+ x:¡ é'l e para e-; oo. 
Pero como 

tenemos que (X¡- .y-)== O, ya. que a¡!= a+. Por lo tanto, 

D(,\) = í(,\, €) · r¡(,\, €) =O 

ya que r¡(,\, e)~ y- efl{ para e grande. 

Evans demuestra además que la multiplicidad de los ceros de D(,\) corresponde a la 
multiplicidad algebráica del eigcnvalor correspondiente. 

En la siguiente sección será necesaria una continuación analítica de D(,\) en G = 
{,\IR¡:,\ > b} con b < O independiente de E:. Observamos que a+ continua siendo el 
eigenvalor de mayor parle real para ,\ E G con b suficientemente cercano a O, aunque 
ya no es el único cigcm·alor de Ao con parte real positiva para E: « l. De manera 
similar sucede para p-, por lo que podemos definir a ¡ y 17 para ,\ E G de la misma 
manera como antes. Joncs demuestra que es posible hacer ésto. Se define entonces a 
D(,\) ~-=¡(,\,e)· r¡(,\, e) para ,\e: c. 
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. 
Recordemos tlc la sccci<Ín 1.3 <pie para i:: ,." O existen soluciones hetcroclínicns del 
sistema (1.1). Llamarnos UF(€) 1t la sol11ci1ín hetcroclínirn que va del origen al punto 
(1,0,0) y cuya órbita com~spondc a Jp. Notemos que UF está en In variedad inestable 
dr1 r.rígen. De manera correspondiente llamemos U fJ a la solución correspondiente a 
la órbita hctcroclínica .! Bi ver la flgurn 1.14 ele! capítulo nnterior. Fifc y McLeod [7] 
1•.cuc~tran que Up y Un wn estables. Aplicanclo los rcsull.a!los de Evans n Up, si Lp es 
la parte lineal de (2.1) alrededor de Up trn(•lllos que In ccunción 

(Lp --- ,\l)x =O 

solo tiene soluciones acotadas para Re>. < O, o >. •= O y O es simple. Escribiendo esta 
ecuación corno si~tcma tememos 

p' ''° q 

q' = --cq + (>. - f 1(up))P. + r 
1 >. 

r = ---r 
e 

(2.8) 

que es asintoticamcnte constante. Definimos. ~p(,\, €) como la solución de (2.8) que 
satisface 

íp(,\,€) -- x 1·ea+€ --->o cua1ido €--> ·-oo 

donde x+ y o:+ como antes. Como ~·p es el 1ínico candidato n eigenvector salvo por 
mtiltiplos escalares, tenemos que íp(>., €) es acotada para € -> -!-oo si y solo si .A es 
eigenvalor de Lp. 

2.2 Localización aproximada de los eigenvalores 
En esta sección mostraremos que cualquier eigenvalor del operador L contenido en 
G C ( debe estar cercano a algún cigcnYalor de los operadores L F y LB de los sistemas 
reducido. Como estos sistemas son estables, los únicos cigcnvalorcs peligrosos estaran 
cerca del O. 

Sea V5 la unión de bolas de radio ó alrededor de cada eigenvalor de LF o LB que son 

~ ~-= {>. E G 1 ,\ es eigcm·alor de L F o LB} 

V5 := LJ B5(>.) . 
.\EE 

donde B5(>.) es la bola abierta de radio ó alrededor de >.. 
Esta sección está dedicada a probar 

Teorema 2.3. Dada ó >O existe co > O tal que para toda i:: E (O,i::o], se tiene que 

D(>.) =/=O para >. E G \ Vó. 
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Corolario 2.4. Si .\ E G \ Vó entonces ,\ no es cigenvalor ele L. 

La idrn de la demostración sera analizar el ílnjo de ln ccuaci6n (2.3) y seguir ln solución 
í( ,\. ·;) parn € gra.nde y cstimnr D(,\) utilizando que r¡(.\, €) está determinada para € 
grand P.. 

Acoplando (1.1) con (2.3) obtenemos 

u 1 
=V 

v1 
::.-= -cv -- f(u) + w 

I é 
w ==----(u --- ¡w) 

e 
p' := q 

q1 = -cq + (>. - f 1(u))p-\- r 

I é ,\ I· é/ 
r o= ---p + - -----r 

e e 

(2.9) 

para (u,v;w,p,q,r) en 8 3 X C 3 • El sistema (2.9) depende continunmcnte de ). 1 e, c. 
Claramente tenemos que (Uc(€), d>., €)) es solución de (2.9). 

Para saber si D(>.) se annln ~crá s11firirnte con conocer In dirccci611 de ~· Por lo 
tanto consideraremos un sistema 11~oci<tdo al sisll~1mt (2.9) <~n ILP 2 el plano proyectivo 
complejo. Consideremos 7í : es --~ CP 2, <lada por ;r(z) "" z donde .21 :::: z2 si y solo 
si z1 :::: o:z2 paru alg{m o: E C \ {O}. Extendemos In proyección 7í a 11!3 x es con la 
identidad en ~s, IX r.(u,z) = (u,z). Denotaremos esta extensión también por 71'. 

Por ser (2.3) lineal, el sistema (2.9) induce bajo la clifcrcncial de 7í un sistema en 
~ 3 X CP 2; esto se verificar A en la demostración del lema 2.5. Llamaremos F,>. ( €) el flujo 
dado por (2.9) a tiewpo e y f'.:>.(e) el flujo indwiclo en ~3 X CP2 • Tenemos entonces 
que se satisface 

Por ser u. soluci6n de (1.1), Se X CP2 es invariante bajo f.f\ por lo tanto estudiaremos 
el flujo restringido a s, X cr2• S, homeomorfa s1 por ser una órbita homoclínica¡sea 
h, : s, __, si homeomorfismo q11e depende continuamente de e, lo cuál es posible por 

' la dependencia continua. de Se con respecto a. €. Al flujo inducido por h, en si X CP 2 

lo llamaremos H;(t). Este flujo depende continuamente de e y ,\, Tenemos que se 

satisface 

S, X CP2 ¡~).(.;) 
S, X ILP2 

·---t 

hd ¡ h, 

si X i[p2 
llf(.;) 
--+ Sl X o:;p2 
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Veamos ahora una imporlant.e relación entre un flujo lineal en ( 3 y su versión inducida 
en CP 2 bajo ;r. Consideramos rn ( 3 b crn<lción lineal ::1 -- Az. Si CT es 1111 Pigcnvnlor 
de A, llamaremos Co. a el ~ulwspacio gcner;!f]O por el ci~eIIY<"dor correspondiente. 
Enton<:cs tenernos 

T,.~Jf!:\ 2.5. Si A tiene cigcn\'nlorcs a, cq, rr2, y n es simple entonces 7r(Go.) es un punto 
rrít.ko del sistema inducido en l:P 2 y cuyos eig<'nvalores en este punto son a1 - a, 

ª2 - a. 
Demostración. Sea <p: ( 2 • (P2 la paramctrizaci<Ín dada por <p(q,r) = 11(1,q,r). 
Ln .,xprcsilín de 7f en c:stas coorclcnnd;is es 'P -to ;1(p,q, r) _e= (q/¡J, r/p). Derivando 
obtenemos que la difcrPncial cst n dada por 

-1 ((q r) (z2 q z1 zs r z1)) D('P o;r)((p,q,r),(z1,z2,.-:3)) == --,- , -- -- ----,- - -- • 
p p p pp p pp 

De aquí se sigue que si ir(Z1) = ír(Z2) entonces D('P-l o 11)(Zi, AZ1) = 
D('P·-l o 7f )(Z2, AZ2). Con esto se verifica que 1111 campo lineal en ( 3 induce un campo 

bajo D11. 

Supongamos primero que a¡ :f a2. En este caso podemos suponer que A está dada 
por 

(

a O 

.4 == ~ ~1 

y consideramos entonces el campo ( (p, q, r), ( ap, 0:1 q, o:zr)). Aplicando lo calculado 
arriba tenemos 

D('P-l o7r) ((p,q,r),(ap,o:¡q,0:2r)} = 

de lo que se sigue el resultado. 

Si o:¡ = a2 y A está dada por 

A=(~ ~t 
calculando tenemos que campo inducido es 

y el resultado también es válido, 

o l o ' 
a1 

El siguiente lema nos dice corno estimar D( .\) a partir de la información en (P2
• 
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Lema 2.6. Si 7r(~) ';rkt), 1.(1¡ = ír(17¡), y ú · r¡¡ /O entonces D(,\) ··~ ~ · 17 /O. 
Dernr,-;trnción. Se !'Í!~11c inm"•li1d;;mr·ntr> 11c q11c ~· '' /iít 1¡ ·-' kr¡¡ con h, k E I[ \{O}. 

An:,fü:1tre111os ahora la c~tructura del ílujo en 5 1 x ~:P 2 para€ O, e'--' e• y ,\ C 6\ V5. 
Con esta información se 1lcmos!rnr<Í el !core111a 2.3. El sistema en este c;1so es 

¡/ : q 

q' ... c'q 1- (,\ -- f 1(u))¡J!- r 
,\ 

r' -r 
e' 

(2.10) 

Sean bo, b¡ E J F y b2, l>3 e:: Jn ¡matos 1k S'o. Eli¡;ircmos L'~tos puntos cercanos a 
las esquinas de So de tal rnam~rn r¡ne los siguientes resultados sean v1í.lidos¡ ver la 
figura 2.4. Senn Oo, O¡, 02 y 03 e: S1 in.les que ho(Oi) == b¡. Para O E [01,02] sen 
( uo, vo, wo) '~ ho(O) E So. El 'is tema (2.10) tiene l9s cigeuvalorcs 

,\ 

Entonces a¡j{O, ,\) ,, a¡ ~s el ci¡.:cnvalor cPn mayor parte real positiva par ,\ E G. Si 
escogemos b¡ y b2 suficientemente cerca 1lc las csqninas de tal 11rnm'ra que f 1{t101) <O, 

f 1(uo
2

) <O; esto último se 11ehe a c¡11c pnd1•mos c;cojer G c..-: {,\ 1 b <Re,\} tal que se 
cumpla 

Rd b ,, + 
Re (~3 ,." · - -·-- < --- '- Re o . 

e• e• - O 

Llamemos Xd (O,,\) al eigem'•!ctor asociado a ªd-. 

w 

6, 
\) 

Figura 2.4 
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RL~ordcrnos que Hi1 C So ccrn~istc solamrnte <le puntos críticos ele! sislcnm (l.1) para 

€ -' 0. Por lo Ludo si ho(O) (e H¡1, el finjo Hl d<ja i1m1riantc n. {O} X G:P 2 el flujo 
en este conju;1to ini';,¡j;\!dc 1·sl<Í 1bdo por In. v.:rsi<•n prnyl'ctiviza1ln. de (2.10). Por lo 
'·1nto conio con~<,Cll<'Ilria del krnn. 2.!:í ,,\'J(O,,\) ';;(XJ'(O,,\)) es un punto crítico 

y sus cigenvalores tirn<'n !"•rt.c rC';.J w:¡~«tivn. p:1ra ,\ e Ó. Para O e~ 101, 02] pero que 
ho(O) rf- Bj¡, i~·(o, ,\) 'rr(XJ'(O, ,\))no es p11::lo crítico del flujo ya que su cornpornmte 

en s1 no se an11la, sin crnbargo c;;ta 1·nrnpm11·11tc ('!l s1 rs arhitrariamcntc pcque1ia si 

b¡ y b2 están snfici•;nl<'mcntc ccrrn de b.s c•,oquinas, ya r¡11e en este caso ho(O) estará 
cerca de las cs<¡uina.s, <¡ne !'OH ¡mntos críticos p:ua € e O 

ConsiclPrernos cp : 0: 2 ' IC1' 2 la p;,ra111ctriución nti!izad'1. ,,n la clclllostración del 

lema 2.5 . • YJ (O,,\) .. = rp 1(.\-ói) licnc una yecindad l~,(O,,\) e 0:2 , donde Vp(O,,\) es 

una bola de radio p cenlratla en .\'6, tal que las solurioJll•s de (2.10) entran a Vp. 

Consideremos la unión de 1!stas vecindades 

B¡ c.= U {O} X rp(l'p(,Y(t(O,-\)); 
o, <0<02 

por la continuidad-de X0~ con respecto a O, Bi es horncornorfo .ª ¡o, 1] X D2, es decir 1111 

tubo alrededor de J;0+. Por lo tanto eligiendo p snficiPntc1nentc pcqucilo, las soluciones 

de (2.9) que entran a B1 solo ¡rnctl~n ~alir en O ' 02, para e: <--< l. Ycr la figura 2.5. 

---+-----1-
~. 

Figura 2.5 

De manera completa1nente semcjnnle construimos B2 con radio pz, para O E !03, 27!'] Y 
que va tener la propiedad de que las soluciones de (2.9) que entran a B2 permanecen 

ahí para e: ~ l. 
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!'~.r iílt imo ohsPno;irnos el comportamiento de las soluciones del problema de cigenfun­

' ;,., ... s p:ira "1 rnso rr.•(lucido. Sean 01 E S1 tnlrs <¡ue ho(O¡) corresponden a las esquinas 
<le So; ver la figura 2.4. Entonces: 

I,cm:i 2.7. Para€ ,-e O, sean fr(>., €) =-:: ;r(\n(,\, €)) y fu(,\,€) --= ;r(~B(,\, €)) Entonces 
>.E G \ l'6 se satisface 

lim fF(,\, €) :.::: ,\:l(O¡, >.) e ·•+oo 

lim fo(,\, e) = ,x-¿·(02, >.) e--· --ro 

H1~1 fo(>., e),, -Yci(i53, >.) 
{ -· 1-00 

Demostración. Se sigue i11111ediat:i111ente del comportarnimto asintótico de \p y ~8 , y 
que>. no es eige11\'alor de los ~ist1•1I1:1s rctluc:idos, y por lo tanto no son acotadas para 

e--> +oo. 
Evans (¡¡] lll\1~3trn qac si ¡,\j es ¡_;r;,;1de entonces,\ no es eigcrtYalor r1e L. Sra J( t:il que_ 

si \,\\ > ]( entonces ,\ 110 l'S eigcnnllor de L. Consideremos entonces a >. en 

íl ,.__, {>.E (\,\e: (G), ,\ cf- Vs, \,\j·~ K} 

que es un r.onj11nto cn111pacto. 

El !'ignicntc lema da una <:slim:1r.i.-ín del Cúlllportamiento de d>.. €)para e grnnde. 

Lema 2.8. Dadas X E íl y P2 existen t:o, 1¡0 tales que si O < e ~ t:o y j>. -- Xi < 1Ja, 
entonces f-= 7í(~) c11tra a B 2 bajo u;. 
Demostración. Ver f1~ura 2.G. f(,\) y fF(,\) son ccrcancs en {Oo} x f.P 2 si ca y 1Ja son 
suficientemente cercanas. Como Il} depende continnamcnt.c de c y A, y fp(,\) entra 

a B1 bajo HJ, (•ntonccs f(,\) 1arnbil-n lo hará Lajo H1 si E:'Q y 1Ja son suficientemente 
pequeñas. 

Escogiendo p el radio de B1 ~uficicntemcnte pr_·c¡11cño, f(,\) ~ale de B1 en { 02} X (P2 

cercana a iB(,\). Como iB(,\) entra a B2 bajo HJ, entonces también f(>.) entra a B2 
bajo Ilf si ca y 170 ~on suficientcllwntc pec¡11eños, que es lo que queríamos mostrar. 

Conosicn<lo el comporta1nicnto de¡(>., E), en el siguiente lema estimamos D(.\). 

Lema 2.9. Dada X ( íl, existen coy 170 tales que si O < €~coy j>. ·- ,\j < 170 entonces 

D(~) f. O. 
Demostración. Tenemos que 1¡(,\,e) ~ y-(c,>.)cr( para€ grande. Por otra parte, 

por el lema anterior f entra a B2 bajo H;. Por lo tanto f está cercano a x+(c, >.),ya 
que fes cercana a xt (O,,\) -, x+(c, ,\) C\l<tnclo ht:(O) ~-=(o, O, o). 
Calculando tenemos que 
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Por lo tanto 

P1. 
tL 

(r.:-i1~ 
•.•. 11.i 

A C) A í31.. 
<; lJ, ~ /\~ 
~~s~~ 
; (3,F : ·, ~ B : : 
: 1 1 1 

l 1 
1 1 
' 1 1 1 1 

--- -'-------' _____ L _______ . ____ _¡_ 

el> e, el. €\ s,' 

Fignra 2.6 

a:+ 
x 1 (o,>.). y-(o,>.) == 1 + ------. 

e+ a:+ 
Cnlculando tenernos que 

Re ( ~~1~~~) .·e= ~c-\:;:(:~1~D1 
!c2 + 4(.\ +a)! - c2 

4Jc +a:--~,:.¡--

que es positivo para>. E G. Por lo lnnto Re (X+· y-) > 1, para O < E:~ E:o si E:o es 
pequeño. Tomando pz suficientemcute pcqueiia y E grande 

f(>., E)· rí(>., E)~ x+ ·y- f. o 

y por lo tanto D(.\) :J O corno consecncncia del lcnrn 2.6. Esto último prueba el teorema 
2.3. 

Jones continúa la demostración mostrando que en una vecindad. de ·o hay solo dos 
eigenvalorcs, uno de los cnalcs es el O; esto lo hace calculando el número de rotnci6n de 
D(.\) alrededor riel O. Ob~crrnmos que si ,\ (: ~ entonces D(>.) E l!R, ya que en este caso 
d>., E) y 1¡(>., E) y solo tornan \'<!lores en R:; por lo tanto D(>.) es simét.rica con respecto 
al eje real, y el otro eigeu\'alor en la \'ecindad de O es real. Joncs concluye mostrando 
que aD(O)/a>. >o. Evans [5] l!J\ICS(ra que si Re,\ es snficirnt.emente grande entonces 
D(>.) /= O. Concluimos entonces qne O es cigenvalor simple y el otro cigenvalor en la 
vecindad de O es negativo. Para calcular esta derivada es necesario calcülar 8~/8'.\; cst6 
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lo 1 1~,.:::e Jonc; cstirn:u¡c]o el :í:i;:;u!o c!c h1tr;-,;~cción rntrc h. y;u¡cchd cst~ble e inc::tablc. 
N .. '. • ·clnJ·o c~ta parte <le la ck:nostr;,ci,)n tlc .Tunes por ser clcu1a~iado técnica. 

El argumento prcsl'ntr:<lo soJa¡¡wnt.1~ rnncstra la 1'st<lliilidad de el p11lso viajero en una ve­
cindad Je esté en el c~pacio ele foncíoncs 13.: JJC(&~, i!i2), y no se d;i nin¡¡111m estimación 
del t.amniio de esta wcindad. 

-· 
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En este apéndice dl'sarrulla T<-rnos los "lc11Mllos ele tcorfa 11e grado necesarios en la 

demostración del lema lA. El 1-lcsarrnllo es el mismo c¡ue se puede encontrar en las 

.notas de Nirrnlwrg [12]. Utili:~;:rc·nws forurns difrrrncial"~i 11na honita presentación de 
este concepto la hace Arnold [l:Jj. 

Sean Xo y Y varicdad1's C"" oricnt arlas 11e clirnención n y X ~uhconj1111to abierto de 

Xo con X= X U DX compacto. Sean </>: X· • Y difcrcnciablc en X y Yo~ Y\ 4>(oX).· 
En In nplicnción en d lcmrr 1 A Xo : Y : l·i". -l, Xo -0 [O, lj" -l. Entonces: 

Definición. íl C Y ~cbicrto c•s una 1·cci1n1:Jc1 coonlen:1rl:1 :;imple de Yo si !/O E íl y existe 

carta coon1cnada i: íl --• l'l" tal que i(íl) es 11n n-cubo. 

µes 11na n-forrn:i. diforcnciali/c aclmisilile p:mt !fo y <f>, ~i el rnportc de ¡1 está contenido 

en íl una vecindad coordenada. simple de 110, q1:c a su vei esta con! en ida en Y\ { ,P(oX)} 
y tal que fr J! o·= l. 

Definición. Sea ¡111na n-forma diferencia ble aclrnisible. Definimos el grado de ,P en YO 
como 

grncl(<fi,X,yo) :o: j,(c/>•¡1. 

Para mostrar que el grado está bien definido demostraremos antes el siguiente lema. 

Lema A.1. Sea µ una n-fonna difrrcnci<1ble en Y tal que fy JL = O y sop µ E íl 
vecindad coordenada simple. Entonces <'Xisle 11na (n --1)-forma difcrcnciable w tal que 

sop w E íl y /L '"" dw. 
Demostración. Podemos supom~r sin p(:rdi<la de generalidad que sop µ e (O, l)n. 
Entoncesµ== f(x1,. .. , :r.11 ) dx1/\· · ·/\d:r.11 donde x¡, ... ,x11 son las coordenadas usuales 
en ~rt. Lo que !enemas que demostrar es que existe g = (g¡,. . ., g11 ) tal que f = div g 
con sop g e C. Lo haremos por inducción en n. 

Paran= 1, tomnndo g(x) --= jZ00 J(s) ds tenemos que dg(1:)/dx = f(x). 

Suponemos cierto para n - l. Sea 

11!(X¡,. .. ,X71.i) -~ 1:f(x¡,., .. ,X11-1 1 t)dt. 
'1 ,. 
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Por hipótesis del lema tenemos 

~, -por lo tanto 

fri!n-1 m(x1, · · ·, Xn--1) dx¡ · · · dxn-1 =O 

n-1 a 
m(x1, ... ,Xn-1) == L aªi_(:c1, ... ,Xn-1) 

¡,, 1 X¡ 

con sop g¡ C (O, l)n-l. Sea r(xn) función C00 con sop re (O, 1) y tal que J¡~ r(t) dt =-~l. 
Consideremos f(x¡, ... ,x,.) -- r(:c,.)m(xi, ... ,xn·-d· Tt•ncrnos que satisface que 

i~ (f(x¡, ... ,Xn-1 1 t) - 1(t)m(x¡,. . .,Xn-d) dt =O. 

Entonces 

. jx" _.ari(x¡, . . .,xn) '"' _
00 

(f(x¡,. . .,xn-1,t) -- r(t)m(x¡, .. .,x,1_¡)) dt 

que satisface 

y sop ª" e e y por lo tanto 

Mostraremos ahora que el grado esta bien definido. 

Proposición A.2. El grado no depende de µ. 
Demostración. Si v y ¡i son admisibles para Yo y </> entonces v - µ satisface las condi­
ciones del lema anterior y por lo tanto v - ¡L == dw con sop w C íl y por lo tanto 

Íx<f>*v-fx<P*µ= fx<P•(v-¡L)= fx<f>*dw= 

fx d(<?*w) = kx ip•w =O 

por el teorema de Stokcs y que </>*w =O en ax. 
Demostraremos ahora la primera propiedad del grado que utilizamos en la demostración 
del lema 1.4. 
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·•-::posición A.3. Si grncl( 1>, X, Yo) / O entonces Yo l: cfi(X). 
:~. ""'iilfa..:ión. Supongamos que grad(c?,X,yo) f O y que Yo 1- </>(X). Como c/>(X) 
es cerrado existe íl C Y \ i?(X) vecindad coorckna<ln simple de Yo y JL una n-forma 
dif•·renciable nrlmisible para Yo y cfi tal que sop ¡t e O. Entonces 

ya queµ= O en c,6(X). 
Las siguientes dos propiedades del graclo pcrmitiriín demoslra.r In invarianza homotópica 
del grado. 

Proposición A.4. Si Yl es suficientemente cercano a Yo entonces grn<l(cfi, X, Y1) = 
grad(cfi, X, Yo). 
Demostración. Sea ¡1 admisible ¡mm. Yo y cfi. Si y1 es suficientemente cercano a Yo 
entonces /L también es aclmisible para y y gra<l( r/>, X, Y1) ~ grad(,P, X, Yo). 
Como consecuencia inmediata de esta proposición es que el grado de 9 es el mismo en 
cualquier p11nto de cada componente com•xa por trayectorias de Y\ <fi(BX). 

Proposición A.5. El grado de 9 en Yo es un entrro. 
Demostración. Podemos suponer q11e !JO es valor :égular de rjJ. De lo contrario por el 
teorema de Sard [12, 14] encuentro Yl valor rcg11lar de </!y suficientemente cercano 
a Yo tal que grad(</>,X,yo) =-= grnd(i,!>,X,y¡) con Y1 valor regular de ,P. Sea cfi-1(yo) = 
{xi, ... , xk}, que es finito por ser X compacto y Yo valor regular, y vecindades Ni de x¡ 
tales que .PIN; es <lifcomorfismo. Sea N °= nf~i <fi(N¡) vecindad de YO· Sea ¡t admisible 
con sop JL e N. Entonces 

k k 
grad(<P,X,yo) = j <f/µ '= 2:: ( </>•11 = 2:: s¡ { µ 

X i==l j N; i=l }y 

donde 

{ 
1 si <PIN preserva la orientaci6n, 

s¡ = -1 si <PIN: no preserva la orientación. 

Por lo tanto el grado es un entero. 

En el lema 1.4 calculamos el grado como lo calculamos en el lema anterior. 

Proposición A.6. (Invarianza homot6pica). Sea <Pt(x) : X X [O, 1] -~ Y continua 
en X X [0,1] y C 1(X) para t fija. Si YO </: cPt(BX) para toda t E [0,1], entonces 
grad(ef¡¡,X,yo) no de~ende de l. _ _ 
Demostración. Sea Y= {.Pi(x) 1 x E DX,t E [0,1]}. Y es cerrado y YO r/:. Y. Sea 
O vecindad coordenada simple de Yo tal que íl C Y \ fr y µ n-forma admisible con 
sop /Le o. Entonces 
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que es continua en t y por ser cnt<'ro, es ronstnntc <'11 t. 

Para definir el grado de </> : X ·-• Y con efi unicamenle continua, aproximamos a </> por 
funciones difcrcnciablcs (<fin) tales que <fi,. --• ef> uniformemente, y definimos 

grad{</J,X,yo) == lim grad(<fin 1 X,yo) 
n. -·•OO 

que existe y está bién definido {no depende de (1,6,,)) por la inYarianza homotópica del 
grado, ya que para n suficientemente grande grnd { <f>n, X, Yo) es constante. 
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